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Nǐs, 2021.



UNIVERSITY OF NIŠ
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коефицијенте преноса и дифузије, те је на тај начин оправдана потреба за 

доказаним резултатима. Технике примењене у доказима су условљене типом 

једначине која се разматра, као и условима који су претпостављени за 

коефицијенте једначина. 
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Predgovor

Na osnovu opsežne literature može se primetiti da mnoge stohastičke diferencijalne jed-
načine (SDJ), ili čak jednačine uopšte, nisu eksplicitno rešive. Jedan od retkih tipova
rešivih SDJ su linearne SDJ, a klasa eksplicitno rešivih SDJ je u opštem slučaju još uža
za složenije tipove jednačina. Med̄utim, mnoge pojave u realnom životu se modeliraju
različitim tipovima SDJ koje su nelinarne sa visokim stepenom nelinearnosti.

U mnogim SDJ buduća stanja sistema koji se njima modeliraju ne zavise samo od
trenutnog stanja tog sistema, već zavise od jednog ili vǐse stanja sistema u periodu koji
prethodi konkretnom trenutku. Na ovaj način se prirodno dolazi do različitih tipova
SDJ, a zavisnost od prošlosti može se izražiti na različite načine koji dalje odred̄uju tip
jednačina. Tako, na primer, SDJ sa konstantnim kašnjenjem (SDJKK) ima koeficijente
prenosa i difuzije koji zavise od stanja u prošlosti koje je uvek konstantno udaljeno od
konkretnog trenutka, SDJ sa vremenski zavisnim kašnjenjem (SDJVZK) zavisi od stanja
u prošlosti koje može biti bliže ili dalje od konkretnog trenutka, dok neke klase SDJ zavise
od vǐse od jednog stanja u prošlosti, kao što su funkcionalne SDJ (SFDJ). SFDJ imaju
koeficijente prenosa i difuzije koji zavise ne samo od stanja u razmatranom trenutku, već
i od neke istorije tog stanja. Neutralne SDJ (NSDJ), na primer, predstavljaju klasu SDJ
koje zavise od prošlosti i sadašnjosti, ali koje pod diferencijalom osim stanja sistema u
konkretnom trenutku sadrže i član koji zavisi od stanja sistema u prošlosti. Pored nave-
denih, postoje i drugi tipovi SDJ, koji su generalizacije običnih SDJ, koji nisu predmet
proučavanja u ovoj doktorskoj disertaciji. Motivacija za proučavanje ovih tipova SDJ
proizilazi, pre svega, iz njihove primene.

Klasa SDJVZK se često primenjuje u modeliranju pojava u mnogim tehničkim, prirod-
nim i društvenim naukama (videti, na primer [6, 13, 32, 48, 74, 79]). Ovi tipovi jednačina
privlače veliki broj autora koji daju značajan doprinos analizi pomenutih jednačina, kao
na primer, egzistenciji i jedinstvenosti rešenja [32, 48, 62], stabilnosti i ograničenosti mom-
enata [3, 4, 5, 8, 47, 48, 62], kao i aproksimaciji rešenja [23, 32, 37, 48, 50, 58, 59, 60, 62, 68],
izmed̄u ostalih. Neki oblici SFDJ se koriste za opisivanje dinamike različitih procesa
čime se konstruǐsu, na primer, predator-plen modeli i drugi populacioni modeli u bi-
ologiji, modeli koji omogućavaju istraživanje gena, epidemiološki modeli u medicini,
modeli sa naknadnim efektima u mehanici, kao što je: kretanje čestica u fluidima, kon-
trola kretanja čvrstih tela, viskoelastičnosti i modeli u drugim oblastima (na primer
[4, 7, 20, 30, 31, 36, 40, 41, 49, 51, 65, 72, 73, 76, 77]).

Potreba za numeričkim i analitičkim aproksimacijama javlja se kada se rešenje raz-
matrane jednačine ne može eksplicitno odrediti ili kada je teško analizirati neke osobine
rešenja polazne jednačine, već je lakše dokazati odgovarajuće osobine aproksimativnih
rešenja. U tom slučaju, koeficijenti aproksimativnih jednačina moraju zadovoljavati
odgovarajuće pretpostavke koje garantuju egzistenciju i jedinstvenost rešenja. Postoje
numerički metodi za različite tipove SDJ, kao što su, na primer, metodi za SFDJ, prezen-
tovani u radovima [53, 63, 78]. Med̄utim, neki problemi ne zahtevaju numeričke, već
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analitičke metode kada, na primer, postoje neke osobine rešenja koje treba ispitati, kao
što su stabilnost, asimptotika, ograničenost momenata, itd. (videti najpre [35]). Zbog
toga je nekada lakše analizirati aproksimativna rešenja, u slučaju kada ona nasled̄uju
tražene osobine rešenja polazne jednačine, umesto korǐsćenja nekih komplikovanih nu-
meričkih metoda. Dobro je poznato da je jedan od kriterijuma izbora aproksimativnog
metoda koji se primenjuje u rešavanju konkretnog problema brzina kojom aproksima-
tivna rešenja teže rešenju polazne jednačine. U tom smislu analitički metod, zasnovan na
Tejlorovom1 razvoju koji je prezentovan u ovoj disertaciji, ima prednost nad numeričkim
metodima.

Kao što se može videti u radovima [66, 67, 70], aproksimacije koje se zasnivaju na
Tejlorovom razvoju su adekvatno primenjene u LIBOR modeliranju. Modeli u citiranim
radovima baziraju se na običnim SDJ, kao i na SDJ sa Levijevim2 procesima i opštim
semimartingalima. Rezultati iz citiranih radova ukazuju na mogućnost primene rezultata
iz ove disertacije u modeliranju odred̄enih tržǐsnih parametara, imajući u vidu da se
njihova evolucija opisuje SDJ čiji koeficijenti često ne zadovoljavaju uslov linearnog rasta.

Poslednjih godina egzistencija i jedinstvenost rešenja, razvoj aproksimativnih metoda,
stabilnost tačnog i aproksimativnih rešenja i druge kvalitativne i kvantitativne osobine
tačnih i aproksimativnih rešenja, uz visoko nelinearne koeficijente različitih tipova SDJ,
privlače pažnju mnogih istraživača (pogledati, na primer [14, 21, 38, 52, 54]). Postoji
mnogo metoda za nalaženje aproksimativnih rešenja u eksplicitnom obliku ili u obli-
ku pogodnom za primene numeričkih metoda, kao što je Ojler3–Marujamin4 metod,
Miľstajnov5 metod, Runge6–Kutin7 metod i mnogi drugi (videti [32], na primer).

Osnovna motivacija za uvod̄enje analitičkog metoda, prezentovanog u ovoj disertaciji,
potiče od istraživanja Atale [1, 2]. On je aproksimirao rešenja SDJ rešenjima jednačina sa
koeficijentima koji su Tejlorovi razvoji nultog reda odgovarajućih koeficijenata polaznih
jednačina (u radu [1]), kao i Tejlorovim razvojima prvog reda u datim podeonim tačkama
vremenskog intervala (u radu [2]). Na osnovu Atalinih radova, Janković i Ilić su konstru-
isali aproksimativna rešenja SDJ [27] i integrodiferencijalnih jednačina [28], definisanih
na particijama vremenskog intervala. Koeficijenti aproksimativnih jednačina su Tejlorovi
razvoji do proizvoljnog reda koeficijenata polaznih jednačina. Bliskost rešenja polazne i
aproksimativne jednačine opisuje se u smislu Lp–norme i sa verovatnoćom jedan. Sledeći
pomenute radove, autori Svetlana Janković, Miljana Jovanović i Marija Milošević, su ovaj
metod delimično proširili na različite tipove SDJ, kao što su: SFDJ [61], pantografske SDJ
sa prelazima Markova8 [59], SDJVZK [60] i SDJ sa Puasonovom9 slučajnom merom [58].
Imajući u vidu citirane radove, može se zaključiti da Lp–bliskost rešenja polazne i aproksi-
mativnih jednačina raste sa porastom redova Tejorovih razvoja koeficijenata jednačina.
U svakom od ovih radova pretpostavljeni su Lipšicov10 uslov i uslov linearnog rasta za
koeficijente prenosa i difuzije, koji garantuju egzistenciju i jedinstvenost rešenja polazne
jednačine za zadate početne uslove (videti, na primer [48, Glave 2, 5, 6]). Med̄utim,

1Taylor B. (1685–1731) - engleski matematičar
2Lévy P. P. (1886–1971) - francuski matematičar
3Euler L. (1707–1783) - švajcarski matematičar
4Maruyama G. (1916–1986) - japanski matematičar
5Milstein G. N. (1937–) - ruski matematičar
6Runge C. (1856–1927) - nemački matematičar
7Kutta M. W. (1867–1944) -nemački matematičar
8Markov A. A. (1856–1922) - ruski matematičar
9Poisson S. D. (1781–1840) - francuski matematičar

10Lipschitz R. (1832–1903) - nemački matematičar
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globalni Lipšicov uslov i uslov linearnog rasta su prevǐse restriktivni i široka klasa SDJ
različitih tipova ima koeficijente koji uglavnom ne zadovoljavaju bar jedan od tih uslova.
Ovo je ujedno i glavna motivacija za proširenje rezultata iz pomenutih radova. Osnovna
ideja je da se oslabe navedene pretpostavke, tako da koeficijenti zadovoljavaju slabije
uslove koji garantuju ograničenost momenata rešenja polazne jednačine (na primer jed-
nostrani Lipšicov uslov, uslov monotonosti, uopšteni uslovi tipa Hasminskog11 ili neki
drugi), dok koeficijenti te jednačine zadovoljavaju polinomijalni uslov. Ova ekstenzija
na različite tipove SDJ (obične SDJ, SDJVZK, SFDJ, SNDJ) zahteva primenu tehnike
koja se u velikoj meri razlikuje od onih korǐsćenih u citiranim radovima. Pritom treba
naglasiti da se proučavaju SDJ Itovog12 tipa koje su zadate na konačnom vremenskom
intervalu.

U radovima [10, 11, 12] se pretpostavljaju egzistencija i jedinstvenost rešenja polazne
i aproksimativnih jednačina, što se može i dokazati uz uvod̄enje odgovarajućih dodatnih
uslova, dok su dokazane u Poglavlju 2.4 za NSDJ.

Ova doktorska disertacija predstavlja originalni naučni doprinos analitičkoj aproksi-
maciji rešenja različitih tipova SDJ sa visoko nelinearnim koeficijentima, odnosno sa
koeficijentima koji zadovoljavaju polinomijalni uslov.

Na lično zadovoljstvo, imao sam priliku da sarad̄ujem sa prof. dr Miljanom Jovanović
i prof. dr Marijom Milošević, koje su svoj nemerljiv doprinos i ogromnu količinu vremena
uložile u ovu disertaciju, na čemu ću im biti zauvek zahvalan. Svoju veliku zahvalnost
dugujem akademiku, prof. dr Stevanu Pilipoviću i dr Mariji Krstić, na podstreku i
korisnim sugestijama kojima su doprineli kvalitetu ovog rada.

Ovu disertaciju posvećujem svojim najdražima, koji su uvek uz beskonačnu količinu
ljubavi i podrške, imali veru u mene.

11Khasminskii R. Z. (1931–) - ruski matematičar
12Itô K. (1915–2008) - japanski matematičar
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1.4 Postojeći rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
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1.4.1 Uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Zaključak 109

vi



Glava 1

Uvod

U ovoj glavi su navedeni, uglavnom bez dokaza, neki osnovni pojmovi i tvrd̄enja vezana
za teoriju verovatnoća i stohastičkih procesa. Konstruisan je stohastički integral Itoa
i navedene su njegove osnovne osobine, a potom su definisane stohastičke diferenci-
jalne jednačine različitih tipova. Predstavljene su neke osobine i teoreme egzistencije
i jedinstvenosti rešenja tih jednačina (videti, na primer, [16, 29, 32, 48]). Radi lakšeg
upored̄ivanja rezultata, ukratko su navedeni sažeci radova [1, 2, 27, 56, 60, 61], koji su
i bili motivacija za istraživanja u ovoj disertaciji. Biće navedeni neophodni pojmovi i
osobine iz oblasti linearne algebre i matematičke analize, kao i fundamentalne teoreme
koje se koriste u daljim dokazivanjima. Navedeno je celo poglavlje posvećeno Frešeovom1

izvodu i Tejlorovoj formuli, na kojoj su zasnovani metodi doktorske disertacije.

1.1 Osnove teorije verovatnoća i stohastičkih procesa

U ovom poglavlju su navedene neke osnovni elementi teorije verovatnoće i stohastičkih
procesa. Najpre se uvode standardne oznake i definicije, a potom i navode neke poznate
teoreme.

Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatnoće na kom je definisana d–dimenzionalna slučajna
promenljiva X : Ω → Rd.

Definicija 1.1.1. Na kompletnom prostoru verovatnoće (Ω,F , P ) definisana je klasa
slučajnih promenljivih

Lp(Ω;Rd) =
{
X : Ω → Rd

∣∣X je F–merljiva slučajna promenljiva, E|X|p <∞
}
,

gde je p pozitivan realan broj.

Za standardno definisano sabiranje i množenje vektora skalarom, normirani prostor
(Lp(Ω;Rd),p∥ · ∥), u odnosu na normu definisanu sa p∥X∥ = (E|X|p)1/p, je kompletan
metrički prostor, tj. on je Banahov2 prostor.

Teorema 1.1.2 (Čebǐsev3). Neka za proizvoljan pozitivan realan broj p slučajna pro-
menljiva X ∈ Lp(Ω;Rd). Tada, za svaki realan broj a > 0, važi

P
{
|X| ≥ a

}
≤ E|X|p

ap
.

1Fréchet M. R. (1878–1973) - francuski matematičar
2Banach S. (1892–1945) - poljski matematičar
3Chebyshev P. L. (1821–1894) - ruski matematičar
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1. Uvod

Definicija 1.1.3. Neka je na prostoru verovatnoće (Ω,F , P ) dat niz dogad̄aja (An)n∈N.
Tada je

lim sup
n→∞

An =
∞∩
i=1

∞∪
j=i

Aj =
{
ω ∈ Ω |ω ∈ An za beskonačno mnogo brojeva n

}
,

lim inf
n→∞

An =
∞∪
i=1

∞∩
j=i

Aj =
{
ω ∈ Ω |ω ∈ An za svaki broj n počev od nekog n0

}
.

Lema 1.1.4 (Borel4–Kanteli5). Neka je na prostoru verovatnoće (Ω,F , P ) dat niz
dogad̄aja (An)n∈N.
i) Ako je

∑∞
i=1 P (Ai) <∞, tada je

P
(
lim sup
n→∞

An

)
= 0.

ii) Ako je (An)n∈N niz nezavisnih dogad̄aja i
∑∞

i=1 P (Ai) = ∞, tada je

P
(
lim sup
n→∞

An

)
= 1.

Definicija 1.1.5. Neka je dat prostor verovatnoće (Ω,F , P ) i neprazan skup T . Familija
slučajnih promenljivih {x(t), t ∈ T} definisanih na ovom prostoru verovatnoće naziva se
stohastički (slučajni) proces, a skup T se naziva indeksni (parametarski) skup.

Najčešće se razmatraju stohastički procesi koji predstavljaju familije jednodimen-
zionalnih ili vǐsedimenzionalnih realnih slučajnih promenljivih, pri čemu je indeksni skup
potpuno ured̄en i on je najčešće podskup skupa realnih brojeva. Ta činjenica se, ako se
ne naglasi suprotno, koristi u celoj disertaciji.

Definicija 1.1.6. Neka je dat prostor verovatnoće (Ω,F , P ) i na njemu stohastički pro-
ces x = {x(t), t ∈ T}. Ako je slučajna promenljiva x(t), za svako t ∈ T , integra-
bilna (kvadratno-integrabilna), tj. ako postoji konačno matematičko očekivanje Ex(t) (tj.
E|x(t)|2 <∞), tada je proces x integrabilan (kvadratno-integrabilan).

Definicija 1.1.7. Neka je dat prostor verovatnoće (Ω,F , P ) i na njemu stohastički proces
x = {x(t), t ∈ T} sa vrednostima u Rd. Proces x je neprekidan (neprekidan sleva,
neprekidan zdesna) ako je za P–skoro svako ω ∈ Ω funkcija x(·)(ω) = x(·, ω) : T → Rd

neprekidna (neprekidna sleva, neprekidna zdesna). Funkcije x(·)(ω) : T → Rd, za ω ∈ Ω,
se nazivaju trajektorije stohastičkog procesa x.

Definicija 1.1.8. Neka je dat prostor verovatnoće (Ω,F , P ) i na njemu dva stohastička
procesa x = {x(t), t ∈ T} i y = {y(t), t ∈ T} sa istim indeksnim skupom T .
i) Proces y je verzija (modifikacija) procesa x, ako, za svako t ∈ T , važi da je x(t) = y(t)
s.i, odnosno, ako je

P
{
x(t) = y(t)

}
= 1, za svako t ∈ T.

ii) Procesi x i y se ne razlikuju (indistinguishable) ako se, za skoro svako ω ∈ Ω, trajek-
torije procesa x i y poklapaju, odnosno, ako je

P
{
(∀t ∈ T )(x(t) = y(t))

}
= 1.

4Borel É. (1871–1925) - francuski matematičar
5Cantelli F. P. (1875–1966) - italijanski matematičar

2



1.1. Osnove teorije verovatnoća i stohastičkih procesa

Definicija 1.1.9. Neka je prostor verovatnoće (Ω,F , P ) i T ⊂ R neprazan skup. Famil-
ija neopadajućih σ–algebri {Ft}t∈T (u odnosu na relaciju ⊂) koje su pod–σ–algebre od
F , naziva se filtracija (filter) σ–algebre F . Za takav prostor verovatnoće se kaže da je
filtriran.

Definicija 1.1.10. Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatnoće sa filtracijom {Ft}t∈T . Fil-
tracija je neprekidna zdesna ako je

Ft =
∩

s>t, s∈T

Fs, t ∈ T,

a neprekidna sleva ako je

Ft =
∪

s<t, s∈T

Fs, t ∈ T.

Definicija 1.1.11. Neka je (Ω,F , P ) kompletan prostor verovatnoće sa filtracijom {Ft}t∈T
koja je neprekidna zdesna. Ako svi skupovi čija je mera P jednaka nuli pripadaju σ–algebri
F0, onda se kaže da filtracija {F}t∈T zadovoljava uobičajene uslove.

Definicija 1.1.12. Neka je prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom {Ft}t∈T i na
njemu stohastički proces x = {x(t), t ∈ T}. Proces x je {Ft}–adaptiran ako je slučajna
promenljiva x(t) Ft–merljiva, za svaku vrednost parametra t ∈ T .

Definicija 1.1.13. Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatnoće sa filtracijom {Ft}t∈T . Slučaj-
na promenljiva τ : Ω → [0,∞] se naziva {Ft}–vreme zaustavljanja (vreme zaustavljanja)
ako je

τ−1
(
[0, t]

)
=
{
ω ∈ Ω

∣∣ τ(ω) ≤ t
}
∈ Ft, t ∈ T.

Definicija 1.1.14. Neka je dat prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom {Ft}t∈T i na
njemu dva vremena zaustavljanja τ i ρ, pri čemu je τ ≤ ρ s.i. Tada se definǐsu sledeći
stohastički intervali:

[[τ, ρ[[ =
{
(t, ω) ∈ R+×Ω

∣∣ τ(ω) ≤ t < ρ(ω)
}
,

[[τ, ρ]] =
{
(t, ω) ∈ R+×Ω

∣∣ τ(ω) ≤ t ≤ ρ(ω)
}
,

]]τ, ρ]] =
{
(t, ω) ∈ R+×Ω

∣∣ τ(ω) < t ≤ ρ(ω)
}
,

]]τ, ρ[[ =
{
(t, ω) ∈ R+×Ω

∣∣ τ(ω) < t < ρ(ω)
}
.

Neka je dat prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom {Ft}t∈T . Svakom vremenu
zaustavljanja τ može se pridružiti sledeća σ–algebra generisana njime, odnosno

Fτ =
{
A ∈ F

∣∣ (∀t ≥ 0)
(
A ∩ τ−1([0, t]) ∈ Ft

)}
.

Definicija 1.1.15. Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatnoće i na njemu zadata slučajna
promenljiva X ∈ L1(Ω;Rd). Neka je G ⊂ F pod–σ–algebra od F . Tada je uslovno mate-
matičko očekivanje slučajne promenljive X u odnosu na G, u oznaci E(X|G), G–merljiva
slučajna promenljiva takva da, za svaki skup G ∈ G, važi

E
[
IGE(X|G)

]
= E[IGX].

Ako je Y slučajna promenljiva na ovom prostoru verovatnoće, onda je E(X|Y ) uslovno
matematičko očekivanje slučajne promenljive X u odnosu na minimalnu σ–algebru gene-
risanu slučajnom promenljivom Y .
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1. Uvod

Ako je A ∈ F dogad̄aj na ovom prostoru verovatnoće, onda je P (A|G) uslovno matema-
tičko očekivanje indikatora dogad̄aja IA u odnosu na σ–algebru G.
Ako je A ∈ F dogad̄aj na ovom prostoru verovatnoće, onda je P (A|Y ) je uslovno
matematičko očekivanje indikatora dogad̄aja IA u odnosu na minimalnu σ–algebru ge-
nerisanu slučajnom promenljivom Y .

Definicija 1.1.16. Neka je (Ω,F , P ) kompletan prostor verovatnoće sa filtracijom {Ft}t∈T,
realni brojevi a i b takvi da je [a, b] ⊂ T i p realan pozitivan broj. Tada je:

Lp
(
[a, b];Rd

)
=
{
x =

{
x(t), t ∈ [a, b]

} ∣∣∣
x je {Ft}–adaptiran proces sa vrednostima u Rd,

∫ b

a

∣∣x(t)∣∣pdt <∞ s.i.
}
;

Lp
(
R+;Rd

)
=
{{
x(t), t ≥ 0

} ∣∣∣ (∀T > 0
)({

x(t), t ∈ [0, T ]} ∈ Lp
(
[0, T ];Rd

))}
.

Definicija 1.1.17. Neka je (Ω,F , P ) kompletan prostor verovatnoće sa filtracijom {Ft}t∈T,
realni brojevi a i b takvi da je [a, b] ⊂ T i p realan pozitivan broj. Tada je:

Mp
(
[a, b];Rd

)
=
{{
x(t), t ∈ [a, b]

}
∈ Lp

(
[a, b];Rd

) ∣∣∣E ∫ b

a

∣∣x(t)∣∣pdt <∞
}
;

Mp
(
R+;Rd

)
=
{{
x(t), t ≥ 0

} ∣∣∣ (∀T > 0
)({

x(t), t ∈ [0, T ]
}
∈ Mp

(
[0, T ];Rd

))}
.

Definicija 1.1.18. Neka je dat prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom {Ft}t∈T i
na njemu {Ft}–adaptiran integrabilan stohastički proces x = {x(t), t ∈ T}. Proces x je
martingal u odnosu na {Ft}t∈T ako je, za svako s, t ∈ T za koje je s < t,

E
[
x(t)|Fs

]
= x(s) s.i.

Definicija 1.1.19. Neka je dat filtriran prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom
{Ft}t∈T i na njemu neprekidan, {Ft}–adaptiran stohastički proces x = {x(t), t ∈ T}.
Proces x je lokalni martingal ako postoji neopadajući niz (τn)n∈N vremena zaustavljanja
za koji τn ↑ ∞ s.i. takav da je, za svaki prirodan broj n, proces {x(t ∧ τk)− x(0), t ∈ T}
martingal.

Naredna teorema se često naziva Dubova6 martingalna nejednakost i često se primen-
juje u ovoj disertaciji.

Teorema 1.1.20 (Dub). Neka je na kompletnom prostoru verovatnoće (Ω,F , P ) sa
filtracijom {Ft}t∈T dat {Ft}t∈T–adaptiran martingal {M(t), t ∈ T}, gde je [a, b] ⊂ T ⊂ R.
Neka je dat proizvoljan realan broj p ≥ 1 i neka su, za svako t ∈ T , slučajne promenljive
M(t) ∈ Lp(Ω;Rd). Tada je:
i) za proizvoljan pozitivan realan broj c,

P
{

sup
t∈[a,b]

∣∣M(t)
∣∣p ≥ c

}
≤
E
∣∣M(b)

∣∣p
cp

;

ii) za p > 1,

E sup
t∈[a,b]

∣∣M(t)
∣∣p ≤ ( p

p− 1

)p

E
∣∣M(b)

∣∣p.
6Doob J. L. (1910–2004) - američki matematičar
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1.2. Stohastički integral Itoa

Definicija 1.1.21. Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatnoće.
i) Neka su G1 i G2 pod–σ–algebre od F . Tada su σ–algebre G1 i G2 nezavisne ako su
proizvoljni dogad̄aji A1 ∈ G1 i A2 ∈ G2 nezavisni.
ii) Slučajna promenljiva X je nezavisna od σ–algebre G koja je pod–σ–algebra od F , ako
su minimalna σ–algebra generisana slučajnom promenljivom X i G nezavisne σ–algebre.
iii) σ–algebre G1, . . . ,Gd, koje su pod–σ–algebre od F , su nezavisne ako su proizvoljni
dogad̄aji A1 ∈ G1, . . . , Ad ∈ Gd nezavisni.
iv) Stohastički procesi x1 = {x1(t), t ∈ T}, . . . , xd = {xd(t), t ∈ T} su nezavisni ako su za
proizvoljne brojeve t1, . . . , td ∈ T minimalne σ–algebre generisane slučajnim promenljivim
x1(t1), . . . , xd(td) nezavisne.

Da bi se konstruisao stohastički integral, definǐsu se jednodimenzionalno i vǐsedimenzi-
onalno Braunovo7 kretanje, koja imaju fundamentalni značaj u njegovom uspostavljanju.

Definicija 1.1.22. Neka je dat prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom {Ft}t≥0 i na
njemu {Ft}–adaptiran stohastički proces W = {W (t), t ≥ 0}. Stohastički proces W je
(jednodimenzionalno) Braunovo kretanje (Vinerov8 proces) sa parametrom σ > 0 ako je
i) W (0) = 0 s.i;
ii) za svako 0 ≤ s < t, priraštaj W (t)−W (s) je nezavisan od Fs;
iii) za svako 0 ≤ s < t, slučajna promenljiva W (t)−W (s) ima N (0, σ2(t− s)) raspodelu.

Specijalno, Braunovo kretanje sa parametrom σ = 1 se naziva standardno Braunovo
kretanje.

Definicija 1.1.23. Neka je dat prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom {Ft}t≥0 i na
njemu d–dimenzionalan stohastički proces W = {(W1(t), . . . ,Wd(t)), t ≥ 0}. Proces W je
(d–dimenzionalno) Braunovo kretanje (Vinerov proces) sa parametrima σ1, . . . , σd> 0 ako
su procesi W1 = {W1(t), t ≥ 0}, . . . ,Wd = {Wd(t), t ≥ 0} jednodimenzionalna Braunova
kretanja sa parametrima σ1, . . . , σd, redom, i ako su stohastički procesi W1, . . . ,Wd neza-
visni. Braunovo kretanje je standardno ako je σ1 = · · · = σd = 1.

1.2 Stohastički integral Itoa

Neka je u ovom poglavlju fiksiran prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom {Ft}t≥0

koja zadovoljava uobičajene uslove u smislu Definicije 1.1.11 i neka je na njemu dato
standardno Braunovo kretanje W (jednodimenzionalno, ako nije naglašeno suprotno)
koje je {Ft}–adaptirano.

Postoji vǐse tipova stohastičkog integrala, a u ovoj disertaciji je od interesa stohastički
integral Itoa. On se konstruǐse korak po korak. U prvom koraku se definǐse stohastički
integral Itoa za jednostavni stohastički proces. Zbog toga se, za proizvoljan skup S ⊂ Rd,
definǐse njegova karakteristična funkcija χS : Rd → {0, 1} kao

χS(s) =

{
1, s ∈ S,

0, s ∈ Rd \ S.

7Brown R. (1773–1858) - škotski botaničar
8Wiener N. (1894-1964) - američki matematičar
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1. Uvod

Definicija 1.2.1. Realan stohastički proces x = {x(t), t ∈ [a, b]} je jednostavan (prost)
proces ako postoji particija segmenta [a, b], takva da je a = t0 < t1 < · · · < tk = b, i
ograničene Fti−1

–merljive slučajne promenljive Yi, i ∈ {1, . . . , k}, takve da je

x(t) = Y1χ[t0,t1](t) +
k∑

i=2

Yiχ(ti−1,ti](t), t ∈ [a, b]. (1.2.1)

Neka je sa M0([a, b];R) označena familija svih jednostavnih stohastičkih procesa, u
smislu Definicije 1.2.1, na ovom prostoru verovatnoće.

Definicija 1.2.2 (Ito). Za proizvoljan jednostavan proces x ∈ M0([a, b];R) oblika (1.2.1)
se definǐse stohastički (Itov) integral u odnosu na Braunovo kretanje W sa∫ b

a

x(t)dW (t) =
k−1∑
i=0

Yi+1

(
W (ti+1)−W (ti)

)
.

Lako je uvideti da prethodno definisan integral Itoa procesa x ∈ M0([a, b];R) pred-
stavlja skoro izvesno jedinstveno odred̄enu slučajnu promeljivu zbog činjenice da je, za
svako t ∈ [a, b], reprezentacija (1.2.1) skoro izvesno jedinstvena.

Teorema 1.2.3. Neka su x, y ∈ M0([a, b];R). Osnovne osobine stohastičkog integrala iz
Definicije 1.2.2 su:
i)
∫ b

a
x(t)dW (t) je Fb–merljiva slučajna promenljiva;

ii) važi da je

E

∫ b

a

x(t)dW (t) = 0;

iii) važi stohastička izometrija Itoa, odnosno

E

∣∣∣∣ ∫ b

a

x(t)dW (t)

∣∣∣∣2 = E

∫ b

a

∣∣x(t)∣∣2dt;
iv) ako su c1 i c2 realne konstante, onda je proces c1x+ c2y ∈ M0([a, b];R) i važi da je∫ b

a

(
c1x(t) + c2y(t)

)
dW (t) = c1

∫ b

a

x(t)dW (t) + c2

∫ b

a

y(t)dW (t).

Lema 1.2.4. Neka je x ∈ M2([a, b];R). Tada postoji niz (yn)n∈N ⊂ M0([a, b];Rd) je-
dnostavnih procesa takav da je

lim
n→∞

E

∫ b

a

∣∣x(t)− yn(t)
∣∣2dt = 0. (1.2.2)

Lema 1.2.4 i Teorema 1.2.3 iii), iv), uz činjenicu da je L2(Ω,R) Banahov prostor,
omogućavaju proširenje definicije integrala Itoa u smislu sledeće definicije.

Definicija 1.2.5 (Ito). Neka je stohastički proces x ∈ M2([a, b];R) i neka je niz jedno-
stavnih procesa (yn)n∈N ⊂ M0([a, b];Rd) takav da zadovoljava relaciju (1.2.2). Stohastički
integral Itoa procesa x u odnosu na Braunovo kretanje W se definǐse kao∫ b

a

x(t)dW (t) = lim
n→∞

∫ b

a

yn(t)dW (t),

pri čemu je prethodna granična vrednost posmatrana u prostoru (L2(Ω;R),2∥ · ∥).
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1.2. Stohastički integral Itoa

Na osnovu Leme 1.2.4 se jednostavno može zaključiti da je ovako definisanim inte-
gralom stohastičkog procesa x ∈ M2([a, b];R), u odnosu na Braunovo kretanje, skoro
izvesno jedinstveno odred̄ena slučajna promenljiva koja ne zavisi od konkretnog niza
jednostavnih stohastičkih procesa koji zadovoljavaju (1.2.2).

Tvrd̄enje analogno Teoremi 1.2.3 važi i za stohastičke procese x, y ∈ M2([a, b];R).
Osobina iii) ove teoreme se takod̄e naziva izometrija Itoa.

Još neke osnovne osobine integrala Itoa su navedene u narednoj teoremi, pri čemu su
osobine iii) i iv) uopštenja osobina ii) i iii) Teoreme 1.2.3. Teorema 1.2.3 je proširena
na procese iz klase M2([a, b];R).

Teorema 1.2.6. Neka su dati realni brojevi a < c < b i neka je proces x ∈ M2([a, b];R).
i) Tada je {x(t), t ∈ [a, c]} ∈ M2([a, c];R) i {x(t), t ∈ [c, b]} ∈ M2([c, b];R), pri čemu je∫ b

a

x(t)dW (t) =

∫ c

a

x(t)dW (t) +

∫ b

c

x(t)dW (t).

ii) Ako je Y neka realna, Fa–merljiva slučajna promenlijva, onda je stohastički proces
Y x = {Y x(t), t ∈ [a, b]} ∈ M2([a, b];R), takav da je∫ b

a

Y x(t)dW (t) = Y

∫ b

a

x(t)dW (t).

iii) Važi

E

(∫ b

a

x(t)dW (t)
∣∣∣Fa

)
= 0.

iv) Važi izometrija Itoa, odnosno

E

(∣∣∣∣ ∫ b

a

x(t)dW (t)

∣∣∣∣2 ∣∣∣Fa

)
= E

(∫ b

a

∣∣x(t)∣∣2dt ∣∣∣Fa

)
=

∫ b

a

E
(∣∣x(t)∣∣2 ∣∣Fa

)
dt.

Definicija 1.2.7. Neka je x ∈ M2([0, T ];R), pri čemu je T > 0. Stohastički proces
I = I(t) = {I(t), t ∈ [0, T ]}, definisan sa

I(t) =

∫ t

0

x(s)dW (s), t ∈ [0, T ],

se naziva neodred̄en integral Itoa.

Teorema 1.2.8. Ako je stohastički proces x ∈ M2([0, T ];R), onda njegov neodred̄eni
integral Itoa:
i) predstavlja kvadratno-integrabilan martingal u odnosu na filtraciju {Ft}t∈[0,T ] i važi

E sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ ∫ t

0

x(s)dW (s)

∣∣∣∣2 ≤ 4E

∫ T

0

∣∣x(s)∣∣2ds;
ii) ima neprekidnu modifikaciju.

Nadalje se pod neodred̄enim integralom Itoa smatra njegova neprekidna modifikacija.
U nastavku je uvodena definicija stohastičkog integrala sa vremenom zaustavljanja.

Zbog toga je neophodna sledeća lema.
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1. Uvod

Lema 1.2.9. Neka je dat kompletan prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom {Ft}t≥0

koja zadovoljava uobičajene uslove i na njemu {Ft}–vreme zaustavljanja τ .
i) Stohastički proces {I[[0,τ ]](t), t ≥ 0} je ograničen, {Ft}–adaptiran proces koji je nepreki-
dan zdesna.
ii) Ako je za neki realan broj T > 0 stohastički proces x ∈ M2([0, T ];R), onda je i proces
{x(t)I[[0,τ ]](t), t ∈ [0, T ]} ∈ M2([0, T ];R).

Definicija 1.2.10. Neka je dat kompletan prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom
{Ft}t≥0 koja zadovoljava uobičajene uslove i na njemu dva {Ft}–vremena zaustavljanja τ
i ρ za koje je 0 ≤ ρ ≤ τ ≤ T , za neku pozitivnu realnu konstantu T . Za stohastički proces
x ∈ M2([0, T ];R) stohastički integral Itoa u odnosu na vreme zaustavljanja τ definǐse se
sa ∫ τ

0

x(s)dW (s) =

∫ T

0

x(s)I[[0,τ ]](s)dW (s).

Osim toga, definǐse se i∫ τ

ρ

x(s)dW (s) =

∫ τ

0

x(s)dW (s)−
∫ ρ

0

x(s)dW (s).

Osobine, slične onima iz teorema 1.2.3 i 1.2.6, važe i za stohastičke integrale u odnosu
na vreme zaustavljanja.

Teorema 1.2.11. Neka je dat kompletan prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom
{Ft}t≥0 koja zadovoljava uobičajene uslove i na njemu dva {Ft}–vremena zaustavljanja
τ i ρ za koje je 0 ≤ ρ ≤ τ ≤ T za neku pozitivnu realnu konstantu T . Neka je
dato standardno jednodimenzionalno Braunovo kretanje W = {W (t), t ≥ 0}, kao i dva
nezavisna standardna jednodimenzionalna Braunova kretanja W1 = {W1(t), t ≥ 0} i
W2 = {W2(t), t ≥ 0}. Tada, za stohastičke procese x, y ∈ M2([0, T ];R), važi:
i) ∫ τ

ρ

x(s)dW (s) =

∫ T

0

x(s)I]]ρ,τ ]](s)dW (s);

ii)

E

∫ τ

ρ

x(s)dW (s) = 0;

iii)

E

∣∣∣∣ ∫ τ

ρ

x(s)dW (s)

∣∣∣∣2 = E

∫ τ

ρ

∣∣x(s)∣∣2ds;
iv)

E

(∫ τ

ρ

x(s)dW (s)
∣∣∣Fρ

)
= 0;

v)

E

(∣∣∣∣ ∫ τ

ρ

x(s)dW (s)

∣∣∣∣2 ∣∣∣Fρ

)
= E

(∫ τ

ρ

∣∣x(s)∣∣2ds ∣∣∣Fρ

)
;

vi)

E

(∫ τ

ρ

x(s)dW (s)

∫ τ

ρ

y(s)dW (s)

∣∣∣∣Fρ

)
= E

(∫ τ

ρ

x(s)y(s)ds
∣∣∣Fρ

)
;
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1.2. Stohastički integral Itoa

vii)

E

(∫ τ

ρ

x(s)dW1(s)

∫ τ

ρ

x(s)dW2(s)
∣∣∣Fρ

)
= 0.

Definicija stohastičkog integrala se proširuje i na vǐsedimenzionalan slučaj. Neka je
T > 0 realna pozitivna konstanta i neka je na kompletnom prostoru verovatnoće (Ω,F , P )
sa filtracijom {Ft}t≥0, koja zadovoljava uobičajene uslove, dato d1–dimenzionalno Brau-
novo kretanje W = {W (t) = (W1(t), . . . ,Wd1(t))

T , t ≥ 0}, d1 ∈ N.

Definicija 1.2.12. Neka je x = [xij]d×d1 ∈ M2([0, T ];Rd×d1), pri čemu su stohastički
procesi xij ∈ M2([0, T ];R), i ∈ {1, . . . , d}, j ∈ {1, . . . , d1}. Neodred̄eni stohastički inte-
gral Itoa procesa x je stohastički proces sa vrednostima u Rd, odred̄en sa

∫ t

0

x(s)dW (s) =

∫ t

0

 x11(s) · · · x1d1(s)
...

. . .
...

xd1(s) · · · xdd1(s)


 dW1(s)

...
dWd1(s)

 , 0 ≤ t ≤ T,

pri čemu je njegova i–ta komponenta, i ∈ {1, . . . , d}, suma jednodimenzionalnih sto-
hastičkih integrala

d1∑
j=1

∫ t

0

xij(s)dWj(s).

Vǐsedimenzionalni stohastički integral zadovoljava osobine analogne onima u jednodi-
menzionalnom slučaju.

Teorema 1.2.13. Neka je x = [xij]d×d1 ∈ M2([0, T ];Rd×d1) i neka su ρ i τ dva vremena
zaustavljanja takva da je 0 ≤ ρ ≤ τ ≤ T . Tada je:
i) Itov integral procesa x neprekidan martingal u odnosu na filtraciju {Ft}t∈[0,T ] sa vre-
dnostima u Rd;
ii)

E

(∫ τ

ρ

x(s)dW (s)
∣∣∣Fρ) = 0;

iii)

E

(∣∣∣∣ ∫ τ

ρ

x(s)dW (s)

∣∣∣∣2 ∣∣∣Fρ
)

= E

(∫ τ

ρ

∣∣x(s)∣∣2ds ∣∣∣Fρ).
Na osnovu Definicije 1.1.16 i Definicije 1.1.17 je lako uvideti da za proizvoljan realan

broj T > 0 relacija x ∈ M2(R+;Rd×d1) povlači x ∈ M2([0, T ];Rd×d1), kao i da relacija
x ∈ L2(R+;Rd×d1) povlači x ∈ L2([0, T ];Rd×d1).

Definicija integrala Itoa se proširuje i na klasu stohastičkih procesa x ∈ L2(R+;Rd×d1).
Sledeće lema omogućava takvo proširenje.

Lema 1.2.14. Neka je x ∈ L2(R+;Rd×d1) i neka je za svaki prirodan broj n definisana
slučajna promenljiva

τn = n ∧ inf
{
t ≥ 0

∣∣∣ ∫ t

0

∣∣x(s)∣∣2ds ≥ n
}
.

Tada:
i) su slučajne promenljive τn vremena zaustavljanja;
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1. Uvod

ii) važi τn ↑ ∞ s.i;
iii) stohastički proces {I[[0,τn]](t)x(t), t ≥ 0} ∈ M2(R+;Rd×d1), tako da je definisano

In(t) =

∫ t

0

I[[0,τn]](s)x(s)dW (s), t ≥ 0. (1.2.3)

iv) za svako n,m ∈ N za koje je n ≤ m i za svako 0 ≤ t ≤ τn, važi Im(t) = In(t).

Definicija 1.2.15. Neka je proces x ∈ L2(R+;Rd×d1). Tada je neodred̄eni stohastički
integral Itoa {

∫ t

0
x(s)dW (s), t ≥ 0} u odnosu na d1–dimenzionalno Braunovo kretanje

W = {W (t), t ≥ 0} stohastički proces definisan na osnovu Leme 1.2.14 sa∫ t

0

x(s)dW (s) = In(t), 0 ≤ t ≤ τn,

pri čemu je In(t) definisano sa (1.2.3).

Teorema 1.2.16. Neka je proces x ∈ L2(R+;Rd×d1). Tada je stohastički integral Itoa
{
∫ t

0
x(s)dW (s), t ≥ 0} neprekidan lokalni martingal sa vrednostima u Rd.

Naredna teorema, koja se naziva Itova formula, ima ključnu ulogu u stohastičkoj
analizi i predstavlja formulu za stohastičko diferenciranje. Pre njenog navod̄enja, uvodi
se pojam traga matrice i definǐse se stohastički diferencijal.

Nadalje d i d1 predstavljaju proizvoljne prirodne brojeve. Za proizvoljnu realnu
matricu B = [bij]k×ℓ oznaka BT predstavlja transponovanu matricu od B, odnosno
BT = [bji]ℓ×k. Simbol | · | predstavlja Euklidsku9 ili Frobenijusovu10 (trag) normu realnih
vektora ili matrica, odnosno

|B| =
[
trag(BTB)

] 1
2 =

( k∑
i=1

ℓ∑
j=1

b2ij

) 1
2
.

Definicija 1.2.17. Neka je dat kompletan prostor verovatnoće (Ω,F , P ) sa filtracijom
{Ft}t≥0 i na njemu standardan d1–dimenzionalni Vinerov proces W = {W (t) , t ≥ 0} koji
je {Ft}t≥0–adaptiran. Stohastički proces x = {x(t) , t ≥ 0} = {[x1(t), . . . , xd(t)]T , t ≥ 0}
sa vrednostima u Rd, koji je {Ft}t≥0–adaptiran, je stohastički proces Itoa ako postoje
funkcije f = [f1, . . . , fd]

T ∈ L1(R+;Rd) i g = [gij]d×d1 ∈ L2(R+;Rd×d1) tako da je

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s)ds+

∫ t

0

g(s)dW (s), t ≥ 0.

Proces x = x(t) tada ima stohastički diferencijal dx(t) dat sa

dx(t) = f(t)dt+ g(t)dW (t), t ≥ 0. (1.2.4)

Teorema 1.2.18 (Ito). Neka je x = {x(t) , t ≥ 0} d–dimenzionalni proces Itoa sa
stohastičkim diferencijalom (1.2.4) i neka je V ∈ C2,1(Rd × R+;R). Tada je stohastički
proces {V (x(t), t) , t ≥ 0} takod̄e proces Itoa koji ima stohastički diferencijal oblika

dV
(
x(t), t

)
=

{
V ′
t

(
x(t), t

)
+ V ′

x

(
x(t), t

)
f(t) +

1

2
trag

[
gT (t)V ′′

xx

(
x(t), t

)
g(t)

]}
dt

+ V ′
x

(
x(t), t

)
g(t)dW (t), s.i.

(1.2.5)

9Euclid (sredina 4. veka p.n.e. – sredina 3. veka p.n.e.) - grčki matematičar
10Frobenuis F. G. (1849–1917) - nemački matematičar
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1.3. Stohastičke diferencijalne jednačine različitih tipova

Sledeća teorema se često primenjuje za ocenu stohastičkog integrala.

Teorema 1.2.19 (Burkholder11–Dejvis12–Gandi13). Neka je g ∈ L2(R+;Rd×d1). Ta-
da, za svaki pozitivan broj p, postoje pozitivne konstante cp i Cp takve da je

cpE

(∫ t

0

∣∣g(s)∣∣2ds)p/2

≤ E sup
s∈[0,t]

∣∣∣∣ ∫ s

0

g(u)dW (u)

∣∣∣∣p ≤ CpE

(∫ t

0

∣∣g(s)∣∣2ds)p/2

. (1.2.6)

Specijalno, za p ∈ (0, 2) je cp = (p/2)p i Cp = (32/p)p/2, za p = 2 je cp = 1 i Cp = 4, a
za p > 2 je cp = 1/(2p)p/2 i Cp = [pp+1/2(p− 1)p−1]p/2.

1.3 Stohastičke diferencijalne jednačine

različitih tipova

U ovom poglavlju su navedene osnovne definicije i tvrd̄enja za SDJ različitih tipova.
Izložene su definicije njihovih strogih rešenja, kao i teoreme egzistencije i jedinstvenosti
pod različitim pretpostavkama za koeficijente tih jednačina u skladu sa glavnim rezulta-
tima doktorske disertacije.

Neka je (Ω,F , P ) kompletan prostor verovatnoće sa filtracijom {Ft}t≥0 koja zadovolja-
va uobičajene uslove. Kako su od interesa samo stroga rešenja jednačina, ovaj prostor će
u narednim razmatranjima biti fiksiran. Neka je na ovom prostoru verovatnoće definisano
standardno d1–dimenzionalno Braunovo kretanje

w = {w(t), t ≥ 0} = {wt, t ≥ 0} = {(w1(t), . . . , wd1(t))
T , t ≥ 0}

koje je {Ft}t≥0–adaptirano, d1 ∈ N.

1.3.1 Stohastičke diferencijalne jednačine

Razmatra se stohastička diferencijalna jednačina

dx(t) = a(t, x(t))dt+ b(t, x(t))dW (t), t ∈ [0, T ], x(0) = x0, (1.3.1)

sa početnim uslovom x0 ∈ L2(Ω;Rd) koji je F0–merljiva slučajna promenljiva nezavisna
od Braunovog kretanja w, dok su koeficijienti a : [0, T ]×Rd → Rd i b : [0, T ]×Rd → Rd×d1

Borel-merljive funkcije.
Rešenje x SDJ je strogo ako su prostor verovatnoće, filtracija, Braunovo kretanje i

koeficijenti jednačine unapred zadati i fiksirani, a na osnovu njih se odred̄uje rešenje x.
Rešenje x SDJ je slabo ako su fiksirani samo koeficijenti ove jednačine, a dozvoljena

je konstrukcija odgovarajućeg prostora verovatnoće, filtracije i Braunovog kretanja, tako
da proces x bude rešenje date jednačine.

Definicija 1.3.1. Stohastički proces x = {x(t), t ∈ [0, T ]} sa vrednostima u Rd je rešenje
jednačine (1.3.1) sa početnim uslovom x0 ako:
i) je poces x neprekidan i {Ft}–adaptiran;

11Burkholder D. L. (1927–2013) - američki matematičar
12Davis R. B. (1926–1997) - američki matematičar
13Gundy R. F. (1934–) - američki matematičar
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1. Uvod

ii) {a(t, x(t)), t ∈ [0, T ]} ∈ L1([0, T ];Rd), {b(t, x(t)), t ∈ [0, T ]} ∈ L2([0, T ];Rd×d1);
iii) za svako t ∈ [0, T ] važi

x(t) = x0 +

∫ t

0

a(s, x(s))ds+

∫ t

0

b(s, x(s))dw(s) s.i.

Definicija 1.3.2. Rešenje x jednačine (1.3.1) je jedinstveno ako se svako drugo rešenje
jednačine (1.3.1) ne razlikuje od njega.

Definicija 1.3.3. Funkcija f : [0, T ]×Rd → Rd′, d, d′ ∈ N, zadovoljava globalni Lipšicov
uslov po drugom argumentu ako postoji realna pozitivna konstanta L tako da je, za svako
t ∈ [0, T ] i x, y ∈ Rd, zadovoljeno∣∣f(t, x)− f(t, y)

∣∣ ≤ L|x− y|. (1.3.2)

Definicija 1.3.4. Funkcija f : [0, T ] × Rd → Rd′, d, d′ ∈ N, zadovoljava uslov linearnog
rasta po drugom argumentu ako postoji realna pozitivna konstanta L tako da je, za svako
t ∈ [0, T ] i x ∈ Rd, zadovoljeno ∣∣f(t, x)∣∣2 ≤ L

(
1 + |x|2

)
. (1.3.3)

Teorema 1.3.5. [48, Teorema 2.3.1 i Lema 2.3.2] Neka su a : [0, T ] × Rd → Rd i
b : [0, T ]× Rd → Rd×d1 Borel-merljive funkcije koje zadovoljavaju globalni Lipšicov uslov
(1.3.2) i uslov linearnog rasta (1.3.3). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo
rešenje x ∈ M2([0, T ];Rd) jednačine (1.3.1) koje zadovoljava uslov

E sup
t∈[0,T ]

∣∣x(t)∣∣2 <∞.

Teorema 1.3.6. Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 1.3.5 i neka je za proizvoljno
p ≥ 2 slučajna promenljiva x0 ∈ Lp(Ω;Rd). Tada je

E sup
t∈[0,T ]

∣∣x(t)∣∣p <∞.

Definicija 1.3.7. Funkcija f : [0, T ]× Rd → Rd′, d, d′ ∈ N, zadovoljava lokalni Lipšicov
uslov po drugom argumentu ako za svaki pozitivan realan broj R, postoji konstanta KR

koja zavisi samo od R, tako da za svako t ∈ [0, T ] i x, y ∈ Rd za koje je |x|∨ |y| ≤ R, važi∣∣f(t, x)− f(t, y)
∣∣2 ≤ KR|x− y|2. (1.3.4)

Zaključak Teoreme 1.3.5 se može izvesti i pod opštijim uslovima.

Teorema 1.3.8. [48, Teorema 2.3.4] Neka Borel-merljive funkcije a : [0, T ]×Rd → Rd

i b : [0, T ] × Rd → Rd×d1 zadovoljavaju lokalni Lipšicov uslov (1.3.4) i uslov linearnog
rasta (1.3.3). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo rešenje x ∈ M2([0, T ];Rd)
jednačine (1.3.1).

Definicija 1.3.9. Ako postoji pozitivna konstanta S̃ tako da, za svako (t, x) ∈ [0, T ]×Rd,
važi

xTa(t, x) +
1

2

∣∣b(t, x)∣∣2 ≤ S̃
(
1 + |x|2

)
, (1.3.5)

tada koeficijenti jednačine (1.3.1) zadovoljavaju uslov monotonosti.
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1.3. Stohastičke diferencijalne jednačine različitih tipova

Teorema 1.3.10. [48, Teorema 2.3.5] Neka za koeficijente prenosa i difuzije SDJ
(1.3.1) sa početnim uslovom x0 važe lokalni Lipšicov uslov (1.3.4) i uslov monotonosti
(1.3.5). Tada postoji jedinstveno rešenje x ∈ M2([t0, T ];Rd) jednačine (1.3.1).

Oznaka ⟨·,·⟩ reprezentuje standardni Euklidski skalarni proizvod realnih vektora, tj.
za u = (u1, . . . , ud), v = (v1, . . . , vd) ∈ Rd je ⟨u, v⟩ =

∑d
i=1 uivi.

Definicija 1.3.11. Funkcija f : [0, T ] × Rd → Rd′, d, d′ ∈ N, zadovoljava jednostrani
Lipšicov uslov po drugom argumentu ako postoji pozitivna konstanta µ > 0 tako da, za
svako t ∈ [0, T ] i x, y ∈ Rd, važi⟨

x− y, f(t, x)− f(t, y)
⟩
≤ µ|x− y|2. (1.3.6)

Lako je primetiti da ako koeficijent prenosa zadovoljava jednostrani Lipšicov uslov
(1.3.6) a koeficijent difuzije globalni Lipšicov uslov (1.3.2), tada za koeficijente jednačine
(1.3.1) važi uslov monotonosti (1.3.5). Pored toga, u [22] je dokazano da, pod pret-
postavkom (1.3.6) za koeficijent prenosa i (1.3.2) za koeficijent difuzije, SDJ (1.3.1) ima
ograničene momente reda p > 2, odnosno važi sledeće tvrd̄enje.

Lema 1.3.12. [22, Lema 3.2] Neka za funkciju a ∈ C1([0, T ]×Rd;Rd) važi jednostrani
Lipšicov uslov (1.3.6), a za funkciju b ∈ C1([0, T ] × Rd;Rd×d1) globalni Lipšicov uslov
(1.3.2). Tada, za rešenje x SDJ (1.3.1) sa početnim uslovom x0, važi da, za svako p > 2,
postoji pozitivna konstanta C, koja zavisi od p i T , tako da je

E sup
t∈[0,T ]

∣∣x(t)∣∣p ≤ C
(
1 + E|x0|p

)
.

1.3.2 Stohastičke diferencijalne jednačine
sa vremenski zavisnim kašnjenjem

Za dati realan broj τ > 0, uvodi se klasa funkcija V = C([−τ, 0];Rd), koja sadrži sve
neprekidne funkcije φ : [−τ, 0] → Rd. Normirani prostor V = (V, ∥ · ∥) je Banahov ako je
∥ · ∥ supremum norma na V , odnosno, ako je ∥φ∥ = sup[−τ,0] |φ(s)|, za svako φ ∈ V .

Razmatra se stohastička diferencijalna jednačina sa vremenski zavisnim kašnjenjem
(SDJVZK)

dx(t) = a
(
x(t), x(t− δ(t)), t

)
dt+ b

(
x(t), x(t− δ(t)), t

)
dw(t), t ∈ [t0, T ], (1.3.7)

sa početnim uslovom
xt0 = η =

{
η(θ) | θ ∈ [−τ, 0]

}
, (1.3.8)

koji je Ft0–merljiva slučajna promenljiva sa vrednostima u V , za koju je E∥η∥2 < ∞
i xt0(θ) = x(t0 + θ) za θ ∈ [−τ, 0]. Pritom je {x(t) | t ∈ [t0 − τ, T ]} stohastički proces
sa vrednostima u Rd. Preslikavanja a i b iz Rd × Rd × [t0, T ] u Rd i Rd×d1 , respektivno,
su Borel-merljiva. Pretpostavlja se da je i funkcija kašnjenja δ : [t0, T ] → [0, τ ] Borel-
-merljiva.

Definicija 1.3.13. Stohastički proces x = {x(t), t ∈ [t0 − τ, T ]} je rešenje jednačine
(1.3.7) sa početnim uslovom (1.3.8) ako:
i) je poces {x(t), t ∈ [t0, T ]} neprekidan i {Ft}–adaptiran;
ii) važi relacija pripadnosti {a(x(t), x(t − δ(t)), t), t ∈ [t0, T ]} ∈ L1([t0, T ];Rd) i relacija
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1. Uvod

{b(x(t), x(t− δ(t)), t), t ∈ [t0, T ]} ∈ L2([t0, T ];Rd×d1);
iii) je xt0 = η i ako za svako t ∈ [t0, T ] važi

x(t) = η(0) +

∫ t

t0

a
(
x(s), x(s− δ(s)), s

)
ds+

∫ t

t0

b
(
x(s), x(s− δ(s)), s

)
dw(s) s.i.

Rešenje x je jedinstveno ako se bilo koje drugo rešenje jednačine (1.3.7) sa početnim
uslovom (1.3.8) ne razlikuje od njega.

Definicija 1.3.14. Funkcija f : Rd × Rd × [t0, T ] → Rd′, d, d′ ∈ N, zadovoljava globalni
Lipšicov uslov po prva dva argumenta ako postoji pozitivna konstanta K tako da je, za
svako t ∈ [t0, T ] i x, x̃, y, ỹ ∈ Rd, zadovoljeno∣∣f(x, y, t)− f(x̃, ỹ, t)

∣∣2 ≤ K
(
|x− x̃|2 + |y − ỹ|2

)
. (1.3.9)

Definicija 1.3.15. Funkcija f : Rd × Rd × [t0, T ] → Rd′, d, d′ ∈ N, zadovoljava uslov
linearnog rasta po prva dva argumenta ako postoji pozitivna konstanta L tako da, za svako
t ∈ [t0, T ] i x, y ∈ Rd, važi∣∣f(x, y, t)∣∣2 ≤ L

(
1 + |x|2 + |y|2

)
. (1.3.10)

Definicija 1.3.16. Funkcija f : Rd × Rd × [t0, T ] → Rd′, d, d′ ∈ N, zadovoljava lokalni
Lipšicov uslov po prva dva argumenta ako za svaki prirodan broj n postoji pozitivna kon-
stanta Kn tako da je, za svako t ∈ [t0, T ] i x, x̃, y, ỹ ∈ Rd za koje je |x|∨ |x̃|∨ |y|∨ |ỹ| ≤ n,
zadovoljeno ∣∣f(x, y, t)− f(x̃, ỹ, t)

∣∣2 ≤ Kn

(
|x− x̃|2 + |y − ỹ|2

)
. (1.3.11)

Definicija 1.3.17. Funkcija f : Rd × Rd × [t0, T ] → Rd′, d, d′ ∈ N, zadovoljava lokalni
Lipšicov uslov po prvom argumentu ako za svaki prirodan broj n postoji pozitivna kon-
stanta Kn tako da, za svako t ∈ [t0, T ] i x, x̃, y ∈ Rd za koje je |x| ∨ |x̃| ∨ |y| ≤ n,
važi ∣∣f(x, y, t)− f(x̃, y, t)

∣∣2 ≤ Kn|x− x̃|2. (1.3.12)

Teorema 1.3.18. Neka za koeficijente jednačine (1.3.7) važe globalni Lipšicov uslov
(1.3.9) i uslov linearnog rasta (1.3.10). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo
rešenje x jednačine (1.3.7) sa početnim uslovom (1.3.8).

Kao i u prethodnom poglavlju, zaključak Teoreme 1.3.18 važi pod slabijim uslovima.

Teorema 1.3.19. Neka koeficijenti jednačine (1.3.7) zadovoljavaju lokalni Lipšicov uslov
(1.3.11) i uslov linearnog rasta (1.3.10). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo
rešenje x jednačine (1.3.7) sa početnim uslovom (1.3.8).

Uslovi Teoreme 1.3.19 se mogu još uopštiti tako da i dalje garantuju egzistenciju i
jedinstvenost rešenja SDJVZK (1.3.7).

Teorema 1.3.20. Neka funkcija kašnjenja zadovoljava uslov inft∈[t0,T ] δ(t) > 0 i neka
koeficijenti jednačine (1.3.7) zadovoljavaju lokalni Lipšicov uslov (1.3.12) i uslov linearnog
rasta (1.3.10). Tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo rešenje x jednačine
(1.3.7) sa početnim uslovom (1.3.8).
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1.3. Stohastičke diferencijalne jednačine različitih tipova

Specijalan slučaj klase SDJVZK, kada je funkcija kašnjenja δ identički jednaka poz-
itivnoj konstanti, predstavlja klasu SDJ sa konstantnim kašnjenjem (SDJKK). U tom
smislu je od značaja sledeći globalni Lipšicov uslov po prvom argumentu.

Definicija 1.3.21. Funkcija f : Rd × Rd × [t0, T ] → Rd′, gde su d, d′ ∈ N, zadovoljava
globalni Lipšicov uslov po prvom argumentu, ako postoji pozitivna konstanta K tako da
je za svako t ∈ [t0, T ] i x, x̃, y ∈ Rd, zadovoljeno∣∣f(x, y, t)− f(x̃, y, t)

∣∣2 ≤ K|x− x̃|2. (1.3.13)

Za ovaj tip jednačine važi Teorema 1.3.18, kada se uslov (1.3.9) zameni uslovom
(1.3.13), kao i Teorema 1.3.20.

1.3.3 Funkcionalne stohastičke diferencijalne jednačine

Stohastičke diferencijalne jednačine za vremenski zavisnim, a samim tim i konstatnim
kašnjenjem, predstavljaju specijalan slučaj stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jed-
načina (SFDJ).

Razmatra se SFDJ oblika

dx(t) = a(xt, t)dt+ b(xt, t)dw(t), t ∈ [t0, T ], (1.3.14)

sa početnim uslovom
xt0 = η = {η(θ) |θ ∈ [−τ, 0]}, (1.3.15)

koji je Ft0–merljiva slučajna promenljiva sa vrednostima u V . Oznaka xt predstavlja
stohastički proces {x(t + θ), θ ∈ [−τ, 0]}, odnosno xt(θ) = x(t + θ) za θ ∈ [−τ, 0] i
t ∈ [t0, T ], dok je x(t) slučajna promenljiva sa vrednostima u Rd, za fiksirano t ∈ [t0−τ, T ].
Pretpostavlja se da su preslikavanja a i b iz V × [t0, T ] u Rd i Rd×d1 , respektivno, Borel-
-merljiva.

Definicija 1.3.22. Stohastički proces x = {x(t), t ∈ [t0 − τ, T ]} je rešenje jednačine
(1.3.14) sa početnim uslovom (1.3.15) ako:
i) je proces {x(t), t ∈ [t0, T ]} s.i. neprekidan i {Ft}–adaptiran;
ii) {a(xt, t), t ∈ [t0, T ]} ∈ L1([t0, T ];Rd) i {b(xt, t), t ∈ [t0, T ]} ∈ L2([t0, T ];Rd×d1);
iii) je xt0 = η i ako, za svako t ∈ [t0, T ], važi

x(t) = η(0) +

∫ t

t0

a(xs, s)ds+

∫ t

t0

b(xs, s)dw(s) s.i.

Rešenje x je jedinstveno ako se bilo koje drugo rešenje jednačine (1.3.14) sa početnim
uslovom (1.3.15) ne razlikuje od njega.

Definicija 1.3.23. Za funkciju f : V × [t0, T ] → Rd′, d′ ∈ N, važi globalni (uniformni)
Lipšicov uslov po prvom argumentu ako postoji pozitivna konstanta K tako da je, za svako
t ∈ [t0, T ] i φ, ψ ∈ V , zadovoljeno∣∣f(φ, t)− f(ψ, t)

∣∣ ≤ K∥φ− ψ∥. (1.3.16)

Definicija 1.3.24. Funkcija f : V × [t0, T ] → Rd′, d′ ∈ N, zadovoljava uslov linearnog
rasta po prvom argumentu ako postoji pozitivna konstanta K tako da, za svako t ∈ [t0, T ]
i φ ∈ V , važi ∣∣f(φ, t)∣∣ ≤ K

(
1 + ∥φ∥

)
. (1.3.17)
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1. Uvod

Definicija 1.3.25. Za funkciju f : V × [t0, T ] → Rd′, d′ ∈ N, važi lokalni Lipšicov uslov
po prvom argumentu ako za svaki prirodan broj n, postoji pozitivna konstanta Kn, tako
da je za svako t ∈ [t0, T ] i φ, ψ ∈ V , za koje je ∥φ∥ ∨ ∥ψ∥ ≤ n, zadovoljeno∣∣f(φ, t)− f(ψ, t)

∣∣ ≤ Kn∥φ− ψ∥. (1.3.18)

Teorema 1.3.26. [48, Teorema 5.2.2] Neka koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju
globalni Lipšicov uslov (1.3.16) i uslov linearnog rasta (1.3.17). Tada postoji jedinstveno
rešenje x ∈ M2([t0 − τ, T ];Rd) jednačine (1.3.14) sa početnim uslovom (1.3.15).

Egzistencija i jedinstvenost se ponovo mogu pokazati pod slabijim uslovima za koefi-
cijente jednačine.

Teorema 1.3.27. [48, Teorema 5.2.5] Neka koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju
lokalni Lipšicov uslov (1.3.18) i uslov linearnog rasta (1.3.17). Tada postoji jedinstveno
rešenje x ∈ M2([t0 − τ, T ];Rd) jednačine (1.3.14) sa početnim uslovom (1.3.15).

Teorema 1.3.28. [48, Teorema 5.4.1] Neka postoji jedinstveno globalno rešenje x
jednačine (1.3.14) sa početnim uslovom (1.3.15). Neka za koeficijente jednačine važi uslov
linearnog rasta (1.3.17) i neka je p ≥ 2 proizvoljan realan broj takav da je E∥η∥p < ∞.
Tada, za svako t ≥ t0, važi

E sup
s∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)∣∣p ≤ 2p/2−13
(
1 + E∥η∥p

)
eC(t−t0),

gde je C = p[2
√
K + (33p− 1)K].

1.3.4 Neutralne stohastičke diferencijalne jednačine
sa vremenski zavisnim kašnjenjem

Predmet razmatranja u ovom odeljku je d−dimenzionalna neutralna stohastička diferen-
cijalna jednačina sa konstantnim kašnjenjem (NSDJKK) oblika

d
[
x(t)−D(t, x(t−τ))

]
= f(t, x(t), x(t−τ))dt+g(t, x(t), x(t−τ))dwt, t ∈ [t0, T ], (1.3.19)

sa početnim uslovom
η =

{
η(θ), θ ∈ [−τ, 0]

}
, (1.3.20)

koji je Ft0–merljiva slučajna promenljiva sa vrednostima u V . Koeficijenti jednačine
D : [t0, T ]×Rd → Rd, f : [t0, T ]×Rd ×Rd → Rd i g : [t0, T ]×Rd ×Rd → Rd×d′ su Borel-
merljive funkcije a x(t) je slučajna promenljiva sa vrednostima u Rd, za t ∈ [t0 − τ, T ].

Definicija 1.3.29. Stohastički proces x = {x(t), t ∈ [t0 − τ, T ]} je rešenje jednačine
(1.3.19) sa početnim uslovom (1.3.20) ako:
i) je proces {x(t), t ∈ [t0, T ]} neprekidan i {Ft}–adaptiran;
ii) važi realcija pripadnosti {f(t, x(t), x(t − τ)), t ∈ [t0, T ]} ∈ L1([t0, T ];Rd) i relacija
{g(t, x(t), x(t− τ)), t ∈ [t0, T ]} ∈ L2([t0, T ];Rd×d1);
iii) je xt0 = η i ako, za svako t ∈ [t0, T ], važi

x(t)−D(t, x(t− τ)) = η(0)−D(t0, η(τ)) +

∫ t

t0

f(s, x(s), x(s− τ))ds

+

∫ t

t0

g(s, x(s), x(s− τ))dws s.i.

Rešenje x je jedinstveno ako se bilo koje drugo rešenje jednačine (1.3.19) sa početnim
uslovom (1.3.20) ne razlikuje od njega.
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1.3. Stohastičke diferencijalne jednačine različitih tipova

U radu [56] analizirana je jednačina

d
[
x(t)−D(x(t−δ(t)))

]
= f

(
x(t), x(t−δ(t))

)
dt+g

(
x(t), x(t−δ(t))

)
dwt, t ∈ [t0, T ], (1.3.21)

sa početnim uslovom (1.3.20), gde je funkcija kašnjenja δ : [t0, T ] → [0, τ ] Borel-merljiva.
Slično Definiciji 1.3.29, definǐse se i rešenje NSDJ (1.3.21).

Definicija 1.3.30. Za funkciju h : Rd × Rd → Rd′, d′ ∈ N, važi globalni Lipšicov uslov
ako postoji pozitivna konstanta K tako da je, za svako x, x̃, y, ỹ ∈ Rd, zadovoljeno∣∣h(x, y)− h(x̃, ỹ)

∣∣ ≤ K
(
|x− y|+ |x̃− ỹ|

)
. (1.3.22)

Funkcija ℓ : Rd → Rd′, d′ ∈ N, zadovoljava globalni Lipšicov uslov sa Lipšicovom konstan-
tom manjom od 1 ako postoji pozitivna konstanta K ∈ (0, 1) tako da, za svako x, y ∈ Rd,
važi ∣∣ℓ(x)− ℓ(y)

∣∣ ≤ K|x− y|. (1.3.23)

Definicija 1.3.31. Za funkciju h : Rd×Rd → Rd′, d′ ∈ N, važi uslov linearnog rasta ako
postoji pozitivna konstanta K tako da je, za svako x, y ∈ Rd, zadovoljeno∣∣h(x, y)∣∣2 ≤ K

(
1 + |x|2 + |y|2

)
. (1.3.24)

Funkcija ℓ : Rd → Rd′, gde je d′ ∈ N, zadovoljava uslov linearnog rasta ako postoji
pozitivna konstanta K tako da, za svako x ∈ Rd, važi∣∣ℓ(x)∣∣2 ≤ K

(
1 + |x|2

)
. (1.3.25)

Definicija 1.3.32. Za funkciju h : Rd×Rd → Rd′, d′ ∈ N, važi lokalni Lipšicov uslov ako
za svaki priodan broj n postoji pozitivna konstanta Kn, tako da je, za svako x, x̃, y, ỹ ∈ Rd

za koje je |x| ∨ |x̃| ∨ |y| ∨ |ỹ| ≤ n, zadovoljeno∣∣h(x, y)− h(x̃, ỹ)
∣∣ ≤ Kn

(
|x− x̃|+ |y − ỹ|

)
. (1.3.26)

Definicija 1.3.33. Funkcija h : Rd × Rd → Rd′, d′ ∈ N, zadovoljava lokalni Lipšicov
uslov po prvom argumentu ako za svaki priodan broj n postoji pozitivna konstanta Kn

tako da, za svako x, x̃, y ∈ Rd za koje je |x| ∨ |x̃| ≤ n, važi∣∣h(x, y)− h(x̃, y)
∣∣2 ≤ Kn|x− x̃|2. (1.3.27)

Egzistencija i jedinstvenost ponovo važe pod slabijim uslovima.

Teorema 1.3.34. [48, Teorema 6.3.1 i Teorema 6.3.2] Neka važi jedna od naredne
dve pretpostavke.
i) Neka koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju lokalni Lipšicov uslov (1.3.26) i uslov
linearnog rasta (1.3.24), dok funkcija D zadovoljava Lipšicov uslov (1.3.23).
ii) Ako je inf [t0,T ] δ(t) > 0, neka važe lokalni Lipšicov uslov (1.3.27) za koeficijente prenosa
i difuzije, kao i uslovi linearnog rasta (1.3.24) i (1.3.25) za koeficijente jednačine (1.3.21).
Tada postoji jedinstveno rešenje x jednačine (1.3.21) sa početnim uslovom (1.3.20).
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1. Uvod

U radu [71] je razmatrana jednačina

d
[
x(t)−D(x(t− τ))

]
= f(x(t), x(t− τ))dt+ g(x(t), x(t− τ))dwt, t ≥ 0, (1.3.28)

sa početnim uslovom xt = η ∈ Mp([−τ, 0];Rd) za p ≥ 2, dok su koeficijenti f , g i D
neprekidne funkcije. Uvedene su funkcije Vi : Rd × Rd → Rd za koje postoje konstante
Li > 0, ℓi ≥ 0, i ∈ {1, 2, 3}, takve, da za svako x, y ∈ Rd, važi

0 ≤ Vi(x, y) ≤ Li

(
1 + |x|ℓi + |y|ℓi

)
, i ∈ {1, 2, 3}.

Pretpostavlja se da su ispunjeni sldeći uslovi.
A1: Postoji pozitivna konstanta K1 tako da, za svako x, x̃, y, ỹ ∈ Rd, važi

⟨x−D(y)− x̃+D(ỹ), f(x, y)− f(x̃, ỹ)⟩ ≤ K1|x− x̃|2 +
∣∣V1(y, ỹ)∣∣2|y − ỹ|2,∣∣f(x, y)− f(x̃, ỹ)

∣∣ ≤ V1(y, ỹ)|y − ỹ|.

A2: Postoji pozitivna konstanta K2 tako da, za svako x, x̃, y, ỹ ∈ Rd, važi∣∣g(x, y)− g(x̃, ỹ)
∣∣ ≤ K2|x− x̃|+ V2(y, ỹ)|y − ỹ|.

A3: Važi D(0) = 0 i za svako x, x̃ ∈ Rd, je zadovoljeno∣∣D(x)−D(x̃)
∣∣ ≤ V3(x, x̃)|x− x̃|.

Lema 1.3.35. [71, Lema 2.1.] Neka važe pretpostavke A1 − A3. Tada postoji jedin-
stveno globalno rešenje jednačine (1.3.28) koje ima osobinu da, za svako T > 0, važi

E sup
t∈[0,T ]

∣∣x(t)∣∣p ≤ C,

gde je C pozitivna konstanta koja zavisi od p, T i od početnog uslova η.

1.4 Postojeći rezultati koji se odnose na

primenu Tejlorovog razvoja

u aproksimaciji rešenja različitih tipova

stohastičkih diferencijalnih jednačina

1.4.1 Uvod

Dobro je poznato da se mnogi tipovi SDJ ne mogu rešiti u velikom broju slučajeva. Tada
se moše primeniti neki analitički metod za odred̄ivanje njihovih aproksimativnih rešenja
u eksplicitnom obliku ili u obliku koji je pogodan za primenu numeričkih metoda. U
nastavku je, kroz rezultate različitih istraživača opisana ideja konstrukcije analitičkog
metoda, zasnovanog na primeni Tejlorovog razvoja, koji se proučava u ovoj doktorskoj
disertaciji.

Razmatra se SDJ oblika

dx(t) = a
(
t, x(t)

)
dt+ b

(
t, x(t)

)
dw(t), t ∈ [0, 1], x(0) = x0, (1.4.1)
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1.4. Postojeći rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina

na segmentu [0, 1], koji je standardna vremenska transformacija prozvoljnog segmenta
[t0, T ] za 0 ≤ t0 < T , kod koje je w = {w(t), t ≥ 0} standardno d1–dimenzionalno
Braunovo kretanje, početni uslov je slučajna promenljiva x0 koja je stohastički nezavisna
od Braunovog kretanja w, a koeficijienti a : [0, 1]× Rd → Rd i b : [0, 1]× Rd → Rd×d1 su
Borel-merljive funkcije.

Osnovna teorema egzistencije i jedinstvenosti rešenja (Teorema 1.3.5), čiji se dokaz za-
sniva na Pikarovim14 iteracijama, zahteva globalni Lipšicov uslov (1.3.2) i uslov linearnog
rasta (1.3.3) po drugom argumentu za a i b. Ako je za svaki prirodan broj m zadovoljeno
E|x0|2m < ∞, Teorema 1.3.6 garantuje da postoji jedinstveno, s.i. neprekidno, strogo
rešenje x jednačine (1.4.1) za koje je E supt∈[0,1] |x(t)|2m <∞. Štavǐse, primenom proce-
dure koja je korǐsćena u [32, 39], može se dokazati da ako je E|x0|p < ∞ za proizvoljan
pozitivan broj p, onda je i E supt∈[0,1] |x(t)|p <∞.

Postoji veliki broj radova u kojima je rešenje jednačine (1.4.1) aproksimirano na
proizvoljnoj particiji segmenta [0, 1],

0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1, δn = max
{
tk+1 − tk

∣∣ k ∈ {0, . . . , n− 1}
}
. (1.4.2)

Tako je Marujama [55] bio jedan od prvih koji je izučavao srednje-kvadratnu konvergen-
ciju Ojlerovog metoda, koji je analogan Ojlerovoj poligonalnoj liniji u determinističkom
slučaju. Ovaj rezultat je pobolǰsao Kanagava u radovima [43, 44]. Preciznije, Kana-
gava je, primenom osnovnih Marujaminih ideja, u [43] razmatrao jednačinu (1.4.1) pod
pretpostavkom da važe uslovi

|a(t, x)− a(s, y)|2+ |b(t, x)− b(s, y)|2 ≤ L1(|x− y|2+ |t− s|2), |a(t, x)|2+ |b(t, x)|2 ≤ L2

i E|x0|2 <∞. U [55], Marujama je definisao poligonalnu liniju, koja predstavlja aproksi-
mativno rešenje, na sledeći način: Neka je (ξk)k∈N niz priraštaja Braunovog kretanja
oblika ξk = w(tk)− w(tk−1), za svako k ∈ N. Neka su slučajne promenljive Y0, Y1, . . . , Yn
definisane sa Y0 = X0 i

Yk = Y0 +
k∑

j=1

a(tj−1, Yj−1)(tj − tj−1) +
k∑

j=1

b(tj−1, Yj−1) ξj.

Neka je yn = {yn(t), t ∈ [0, 1]} poligonalna linija odred̄ena relacijom

yn(t) = Yk +
t− tk

tk+1 − tk
(Yk+1 − Yk), t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Modifikacijom Marujaminog rezultata (Teorema 1 iz [55]), Kanagava je dokazao da niz
(yn(t))n∈N konvergira ka rešenju x jednačine (1.4.1) u smislu Lp–norme, tj. za svako
p ≥ 2 važi da je E supt∈[0,1] |yn(t) − x(t)|p → 0, kada n → ∞. Za svako ϵ > p/2 red ove
aproksimacije je odred̄en relacijom

E sup
t∈[0,1]

∣∣yn(t)− x(t)
∣∣p = O

(
δp/2n (log δn)

ϵ
)
.

U radu [43] Kanagava je pobolǰsao svoj rezultat aproksimirajući rešenje x jednačine (1.4.1)
rešenjima (xn)n∈N, jednačina

dxn(t) = a
(
tk, x

n(tk)
)
dt+ b

(
tk, x

n(tk)
)
dw(t), t ∈ [tk, tk+1), k ∈ {0, . . . , n− 1}, (1.4.3)

xn(0) = x0.

14Picard C. É. (1856–1941) - francuski matematičar
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1. Uvod

Bliskost tačnog i aproksimativnih rešenja u Lp–smislu, p ≥ 2, je reda O
(
δ
p/2
n

)
, kada

n → ∞ i δn → 0. Ovaj rezultat, za p = 2, je ranije postignut u radu Gihmana i
Skorohoda [17].

Osnove analitičkog metoda razmatranog u ovoj disertaciji potiču iz radova Atale [1, 2].
U radu [1], pod Lipšicovim uslovom (1.3.2) i uslovom linearnog rasta (1.3.3) za koeficijente
prenosa i difuzije a i b, pokazano je da se rešenje x jednačine (1.4.1) može aproksimirati
rešenjima xn jednačina (1.4.3), u smislu Lp–norme, p ≥ 2. Red ove aproksimacije je

O
(
δ
p/2
n

)
, kada n→ ∞ i δn → 0. Osim toga, rešenje xn = {xn(t), t ∈ [0, 1]} je konstruisano

kao s.i. neprekidan proces sukcesivnim povezivanjem procesa {xn(t), t ∈ [tk, tk+1]} u
tačkama tk, k ∈ {0, . . . , n− 1}, particije (1.4.2).

Med̄utim, Atala je u radu [2] pobolǰsao svoje rezultate iz [1], aproksimirajući rešenje
jednačine (1.4.1) rešenjima SDJ dobijenih na particiji (1.4.2), čiji su koeficijenti prenosa
i difuzije Tejlorove aproksimacije prvog reda funkcija a i b po argumentu x, tj. rešenjima
linearnih SDJ

dxn(t) =
[
a
(
tk, x

n(tk)
)
+ a′x

(
tk, x

n(tk)
)
(xnt − xntk)

]
dt (1.4.4)

+
[
b
(
tk, x

n(tk)
)
+ b′x

(
tk, x

n(tk)
)
(xnt − xntk)

]
dw(t), t ∈ [tk, tk+1),

za k ∈ {0, . . . , n − 1}, gde je xn(0) = x0 s.i. Aproksimativna rešenja xn su takod̄e
konstruisana nadovezivanjem rešenja jednačina (1.4.4) u podeonim tačkama. Atala je
pokazao da ako funkcije a, b, a′x i b′x zadovoljavaju Lipšicov uslov (1.3.2) i ako funkcije f
i g definisane sa

f(t, x, y) = a(t, y)− a(t, x)− a′x(t, x)(y− x), g(t, x, y) = b(t, y)− b(t, x)− b′x(t, x)(y− x)

zadovoljavaju uslov |f(t, x, y)| + |g(t, x, y)| ≤ K|y − x|2, onda red ove aproksimacije u
smislu Lp–norme, odnosno bliskost rešenja x i xn se može oceniti kao O

(
δpn
)
, kada n→ ∞

i δn → 0.

Prateći prethodni koncept i imajući u vidu da je primena Tejlorove formule, koja
funkcije aproksimira polinomima, veoma korisna u teorijskim i praktičnim istraživanjima,
logično je postaviti pitanje koliki je red aproksimacije rešenja x procesima xn koji su
rešenja SDJ čiji su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorove aproksimacije funkcija a i
b do proizvoljnog, fiksiranog reda. Pritom koeficijenti polazne jednačine zadovoljavaju
globalni Lipšicov uslov i uslov linearnog rasta. Glavni rezultati u nastavku ovog poglavlja
daju odgovor na ovo pitanje, kako za jednačinu (1.4.1), tako i za neke složenije tipove
jednačina.

1.4.2 Stohastičke diferencijalne jednačine

U ovom odeljku su izloženi rezultati rada [27] u kome su autori razmatrali skalarnu
jednačinu (1.4.1) (d = 1), čiji je ekvivalentan integralni oblik

x(t) = x0 +

∫ t

0

a
(
s, x(s)

)
ds+

∫ t

0

b
(
s, x(s)

)
dw(s), t ∈ [0, 1]. (1.4.5)
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1.4. Postojeći rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina

Njeno rešenje je na particiji (1.4.2) aproksimirano rešenjima xn = {xn(t), t ∈ [0, 1]}
jednačina čiji su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorove aproksimacije funkcija a i b, tj.

xn(t) = xn(tk) +

∫ t

tk

m1∑
i=0

a
(i)
x

(
s, xn(tk)

)
i!

(
xn(s)− xn(tk)

)i
ds (1.4.6)

+

∫ t

tk

m2∑
i=0

b
(i)
x

(
s, xn(tk)

)
i!

(
xn(s)− xn(tk)

)i
dw(s), t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n−1},

gde je xn(t0) = x0 s.i. Ovako konstruisano aproksimativno rešenje xn = {xn(t), t ∈ [0, 1]},
koje je nastalo sukcesivnim povezivanjem procesa {xn(t), t ∈ [tk, tk+1]} u tačkama tk,
k ∈ {0, . . . , n − 1}, je s.i. neprekidan proces. Očigledno, funkcije a i b moraju zadovol-
javati odgovarajuće pretpostavke, a pre svega moraju biti dovoljno glatke. Pretpostavlja
se egzistencija i jedinstvenost rešenja aproksimativnih jednačina (1.4.6), bez posebnog
naglašavanja pretpostavki koje zadovoljavaju koeficijenti ovih jednačina, dok su naglašene
samo one pretpostavke koje se eksplicitno koriste u dokazima. Osim gore navedenih pret-
postavki da funkcije a i b zadovoljavaju Lipšicov uslov (1.3.2) i uslov linearnog rasta
(1.3.3), uvode se sledeće pretpostavke:

A1: Funkcije a i b imaju Tejlorove aproksimacije po drugom argumentu do m1–og i
m2–og reda, respektivno.

A2: Funkcije a
(m1+1)
x i b

(m2+1)
x su uniformno ograničene, tj. postoje pozitivne kon-

stante L1 i L2 takve da je

sup
(t,x)∈[0,1]×R

∣∣a(m1+1)
x (t, x)

∣∣ ≤ L1, sup
(t,x)∈[0,1]×R

∣∣b(m2+1)
x (t, x)

∣∣ ≤ L2.

A3: Postoje jedinstvena, s.i. neprekidna stroga rešenja x i xn jednačina (1.4.5) i
(1.4.6), redom, koja zadovoljavaju uslove

E sup
t∈[0,1]

∣∣x(t)∣∣p <∞ i E sup
t∈[0,1]

∣∣xn(t)∣∣(M+1)2p ≤ Q <∞,

gde je M = m1 ∨m2 i Q je pozitivna konstanta.

Autori su dokazali sledeća tvrd̄enja.

Propozicija 1.4.1. Neka su xn rešenja jednačina (1.4.6) i neka su pretpostavke (1.3.2),
(1.3.3) i A1 −A3 zadovoljene. Tada, za 0 ≤ r ≤ (M + 1)p, važi

E
∣∣xn(t)− xn(tk)

∣∣r ≤ Cδr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde je C konstanta nezavisna od n i δn.

Propozicija 1.4.2. Neka su x i xn rešenja jednačina (1.4.5) i (1.4.6), redom, i neka
važe pretpostavke (1.3.2), (1.3.3) i A1 −A3. Tada je, za p ≥ 2, zadovoljeno

sup
t∈[0,1]

E
∣∣x(t)− xn(t)

∣∣p ≤ Hδ(m+1)p/2
n ,

gde je m = m1 ∧m2 i H je konstanta nezavisna od n i δn.
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1. Uvod

Teorema 1.4.3. Neka važe pretpostavke Propozicije 1.4.2. Za p ≥ 2 je tada

E sup
t∈[0,1]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p ≤ Kδ(m+1)p/2

n , kada n→ ∞, δn → 0,

gde je K konstanta nezavisna od n i δn.

Teorema 1.4.4. Neka su zadovoljene pretpostavke Teoreme 1.4.3 i neka postoji opadajući
nula niz pozitivnih realnih brojeva (αn)n∈N za koji je

∑∞
n=1 δnα

−2
n <∞. Tada niz (xn)n∈N

rešenja aproksimativnih jednačina (1.4.6) konvergira skoro izvesno ka rešenju x jednačine
(1.4.5).

1.4.3 Stohastičke diferencijalne jednačine
sa vremenski zavisnim kašnjenjem

U radu [60] razmatrana je SDJVZK (1.3.7) uvedena u Odeljku 1.3.2, čiji je ekvivalentan
integralni oblik

x(t) = ξ(0) +

∫ t

t0

a
(
x(s), x(s− δ(s)), s

)
ds+

∫ t

t0

b
(
x(s), x(s− δ(s)), s

)
dw(s), (1.4.7)

za svako t ∈ [t0, T ], sa početnim uslovom (1.3.8). Neka je

t0 < t1 < · · · < tn = T (1.4.8)

ekvidistantna particija segmenta [t0, T ], pri čemu je prirodan broj n odabran tako da
postoji prirodan broj n∗ za koji je τ = n∗(T − t0)/n. Dakle, podeone tačke segmenta
[t0 − τ, T ] su

tk = t0 + k
T − t0
n

, k ∈ {−n∗, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n},

gde je dijametar podele δn = (T − t0)/n ∈ (0, 1), za dovoljno velike brojeve n ∈ N.
Rešenje jednačine (1.4.7) je aproksimirano na particiji (1.4.8) stohastičkim procesima

{xn(t), t ∈ [t0 − τ, T ]} primenom Tejlorovih razvoja koeficijenata a i b po prva dva
argumenta. Ako je t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n − 1}, onda, kako kašnjenje zavisi od
vremena, s − δ(s) za s ∈ [tk, t] može uzimati vrednosti iz nekog od intervala [tj, tj+1),
j ∈ {k−n∗, . . . , k}. Zbog toga se ne mogu odmah odrediti tačke u kojima se traže izvodi
u Tejlorovom razvoju po drugom argumentu koeficijenata jednačine. U tom smislu je
prirodno posmatrati podskupove Aj

k, za j ∈ {k − n∗, . . . , k}, segmenta [tk, t], gde je

Aj
k =

{
s ∈ [tk, t]

∣∣ s− δ(s) ∈ [tj, tj+1)
}
.

Da bi se opisla činjenica da se izvodi koeficijenata jednačine (1.4.7) po drugom argumentu
odred̄uju u tačkama xn(tj), kada je s ∈ Aj

k, za t ∈ [tk, tk+1] i s ∈ [tk, t], uveden je stepenasti
proces

x̂n(s) =
k∑

j=k−n∗

χAj
k
(s)xn(tj), (1.4.9)

gde je xn(tj) = ξ(tj − t0) za j ∈ {−n∗,−n∗ + 1, . . . ,−1}.
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1.4. Postojeći rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina

Rešenje x = {x(t), t ∈ [t0, T ]} jednačine (1.4.7) je aproksimirano na particiji (1.4.8)
rešenjima {xn(t), t ∈ [tk, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n− 1}, jednačina

xn(t) = xn(tk) +

∫ t

tk

m1∑
i=0

dia
(
xn(tk), x̂

n(s), s
)

i!
ds

+

∫ t

tk

m2∑
i=0

dib
(
xn(tk), x̂

n(s), s
)

i!
dw(s), t ∈ [tk, tk+1], (1.4.10)

sa početnim uslovom xnt0 = ξ za k = 0, tj. početnim uslovima xntk za k ∈ {1, . . . , n − 1}.
U ovoj jednačini su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorovi razvoji funkcija a and b po
prvom argumentu u okolini tačaka xn(tk) i po drugom argumentu u okolini tačaka x̂n(s),
s ∈ [tk, t], k ∈ {0, . . . , n− 1}, do m1–og i m2–og izvoda, redom, gde je

dia
(
xn(tk), x̂

n(t), t
)
=

i∑
j=0

(
i

j

)
∂ia
(
xn(tk), x̂

n(t), t
)

∂jxn(t)∂i−jxn(t− δ(t))
(∆xntk)

j(∆x̂nt )
i−j,

dib
(
xn(tk), x̂

n(t), t
)
=

i∑
j=0

(
i

j

)
∂ib
(
xn(tk), x̂

n(t), t
)

∂jxn(t)∂i−jxn(t− δ(t))
(∆xntk)

j(∆x̂nt )
i−j,

za ∆xntk = xn(t)− xn(tk) i ∆x̂
n
t = xn(t− δ(t))− x̂n(t).

Imajući u vidu da (1.4.9), jednačine (1.4.10) mogu biti predstavljene u obliku

xn(t) = xn(tk) +
−1∑

j=k−n∗

∫
Aj

k

m1∑
i=0

dif(xn(tk), ξ(tj − t0), s)

i!
ds (1.4.11)

+
k∑

j=0

∫
Aj

k

m1∑
i=0

dif(xn(tk), x
n(tj), s)

i!
ds

+
−1∑

j=k−n∗

∫
Aj

k

m2∑
i=0

dig(xn(tk), ξ(tj − t0), s)

i!
dw(s)

+
k∑

j=0

∫
Aj

k

m2∑
i=0

dig(xn(tk), x
n(tj), s)

i!
dw(s), t ∈ [tk, tk+1].

Aproksimativno rešenje xn = {xn(t), t ∈ [t0 − τ, T ]} je s.i. neprekidan proces koji
je konstruisan sukcesivnim povezivanjem početnog uslova {ξ(θ), −τ ≤ θ ≤ 0} i procesa
{xn(t), t ∈ [tk, tk+1]} u tačkama tk za k ∈ {0, . . . , n−1}. Za funkcije a i b se pretpostavlja
da zadovoljavaju globalni Lipšicov uslov (1.3.9) i uslov linearnog rasta (1.3.10), što garan-
tuje egzistenciju i jedinstvenost rešenja SDJVZK (1.4.7). Za aproksimativne jednačina
se pretpostavljaju egzistencija i jedinstvenost rešenja, bez posebnog naglašavanja uslova
koje zadovoljavaju njihovi koeficijenti. Pored toga, važe i naredni uslovi:

A1 : Funkcije a i b imaju Tejlorove razvoje po prvom i drugom argumentu do m1-og
i m2–og reda, respektivno.

A2 : Parcijalni izvodi redovam1+1 im2+1 za funkcije a i b, respektivno, su uniformno
ograničeni, tj. postoji pozitivna konstanta L takva da je

sup
(x,y,t)∈Rd×Rd×[t0,T ]

∣∣∣∣∂m1+1a(x, y, t)

∂xj∂ym1+1−j

∣∣∣∣ ≤ L, j ∈ {0, . . . ,m1 + 1},

sup
(x,y,t)∈Rd×Rd×[t0,T ]

∣∣∣∣∂m2+1b(x, y, t)

∂xj∂ym2+1−j

∣∣∣∣ ≤ L, j ∈ {0, . . . ,m2 + 1}.
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1. Uvod

A3 : Postoje jedinstvena, s.i. neprekidna rešenja x i xn jednačina (1.4.7) i (1.4.10),
redom, tako da je za p ≥ 2,

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)∣∣p <∞, E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(t)∣∣(M+1)2p ≤ Q <∞,

gde je M = m1 ∨m2 i Q > 0 je konstanta nezavisna od n. Pored toga, pretpostavlja se
da je E∥ξ∥(M+1)2p <∞.

A4 : Početni uslov ξ je Lipšic-neprekidan, tj. postoji pozitivna konstanta β takva da
je, za svako −τ ≤ θ1, θ2 ≤ 0, ∣∣ξ(θ2)− ξ(θ1)

∣∣ ≤ β
∣∣θ2 − θ1

∣∣.
Propozicija 1.4.5. Neka su {xn(t), t ∈ [tk, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n− 1}, rešenja jednačina
(1.4.10) i neka važi uslov (1.3.10) i pretpostavke A1 −A3. Tada je za svaki realan broj r
za koji je 2 ≤ r ≤ (M + 1)p, ispunjeno

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ Cn−r/2, t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Ako važi i pretpostavka A4, onda je

sup
s∈[tk,t]

E
∣∣xn(s− δ(s))− x̂n(s)

∣∣r ≤ Cn−r/2, t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde su C i C konstante nezavisne od n.

Teorema 1.4.6. Neka je x rešenje jednačine (1.4.7) i xn njegova aproksimacija odred̄ena
rešenjima jednačina (1.4.10). Neka su zadovoljene sve pretpostavke Propozicije 1.4.5, kao
i Lipšicov uslov (1.3.9) i pretpostavka A4. Tada, za p ≥ 2, važi

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p ≤ Hn−(m+1)p/2,

gde je m = m1 ∧m2 a H je konstanta nezavisna od n.

Teorema 1.4.7. Neka su ispunjena sve pretpostavke Teoreme 1.4.6. Tada niz aproksima-
tivnih rešenja (xn)n∈N odred̄enih jednačinama (1.4.10) konvergira sa verovatnoćom jedan
ka rešenju x jednačiine (1.4.7).

Specijalno, za δ(t) ≡ τ > 0, t ∈ [t0, T ], jednačina (1.4.7) se svodi na SDJ sa konstant-
nim kašnjenjem, odnosno

x(t) = ξ(0)+

∫ t

t0

a
(
x(s), x(s− τ), s

)
ds+

∫ t

t0

b
(
x(s), x(s− τ), s

)
dw(s), t ∈ [t0, T ], (1.4.12)

sa početnim uslovom xt0 = ξ. Dobro je poznato (videti, na primer [48]) da egzistencija i
jedinstvenost rešenja jednačine (1.4.12) mogu biti dokazane pod uslovom linearnog rasta
(1.3.10) i globalnim Lipšicovim uslovom po prvom argumentu (1.3.13). Tada su aproksi-
mativne jednačine predstavljene takod̄e u obliku (1.4.10), sa stepenastim procesom x̂ koji
je u ovom slučaju oblika

x̂n(t) = xn(tk−n∗) =


xn(tk−n∗), k ∈ {n∗, . . . , n− 1}

ξ(tk−n∗ − t0), k ∈ {0, . . . , n∗ − 1}
, t ∈ [tk, tk+1],

za svako k ∈ {0, . . . , n − 1}. Pod slabijim uslovom (1.3.13) umesto (1.3.9), tvrd̄enja
analogna Propoziciji 1.4.5, Teoremi 1.4.6 i Teoremi 1.4.7 važe i za jednačinu (1.4.12).
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1.4. Postojeći rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina

1.4.4 Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine

Neka je data SFDJ (1.3.14) sa početnim uslovom (1.3.15), čiji je ekvivalentan integralni
oblik

x(t) = ξ(0) +

∫ t

t0

f(xs, s) ds+

∫ t

t0

g(xs, s) dw(s), t ∈ [t0, T ], (1.4.13)

Neka je

t0 < t1 < · · · < tn = T (1.4.14)

ekvidistantna particija segmenta [t0, T ], odnosno, podeone tačke su oblika

tk = t0 +
k

n
(T − t0), k ∈ {0, . . . , n},

a dijametar particije δn = (T − t0)/n je iz (0, 1), za dovoljno veliko n ∈ N.
Kao što je već naglašeno, rešenje x = {x(t), t ∈ [t0 − τ, T ]} jednačine (1.4.13) se

aproksimira na particiji (1.4.14) rešenjima {xn(t), t ∈ [tk, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n − 1},
jednačina

xn(t) = xn(tk) +

∫ t

tk

m1∑
i=0

a
(i)
(xn

tk
,s)(x

n
s − xntk , . . . , x

n
s − xntk)

i!
ds (1.4.15)

+

∫ t

tk

m2∑
i=0

b
(i)
(xn

tk
,s)(x

n
s − xntk , . . . , x

n
s − xntk)

i!
dw(s), t ∈ [tk, tk+1],

koje zadovoljavaju početne uslove xt0 = ξ, odnosno xntk = {xn(tk + θ), θ ∈ [−τ, 0]}, za
k ∈ {1, . . . , n − 1}, a čiji su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorovi razvoji koeficijenata
a i b po prvom argumentu u okolini tačaka xntk , do m1–og i m2–og Frešeovog izvoda,
respektivno.

Koristeći prethodno naveden koncept, proces xn = {xn(t), t ∈ [t0 − τ, T ]} nastao
sukcesivnim povezivanjem početnog uslova ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]} i stohastičkih procesa
{xn(t), t ∈ [tk, tk+1]} u podeonim tačkama tk za k ∈ {0, . . . , n− 1} je s.i. neprekidan.

Da bi se konstruisao ovakav analitički metod, neophodno je da funkcionali a i b zado-
voljavaju odred̄ene uslove, a pre svega moraju biti dovoljno glatki. Pretpostavlja se da
funkcionali a i b zadovoljavaju Lipšicov uslov (1.3.16) i uslov linearnog rasta (1.3.17), tako
da važe egzistencija i jedinstvenost rešenja jednačine (1.4.13). Bez posebnog naglašavanja
uslova koje zadovoljavaju koeficijenti aproksimativnih jednačina (1.4.15), pretpostavljaju
se egzistencija i jedinstvenost njihovih rešenja. Pored toga, uvedene su i sledeće pret-
postavke:

A1: Funkcionali a i b imaju Tejlorove razvoje po argumentu x do m1–og i m2–og
Frešeovog izvoda, respektivno.

A2: Funkcionali a
(m1+1)
(x,t) i g

(m2+1)
(x,t) su uniformno ograničeni, odnosno postoje pozitivne

konstante L1 i L2 tako da, za proizvoljno h ∈ V , važi

sup
(x,t)∈V×[t0,T ]

∥∥a(m1+1)
(x,t) (h, . . . , h)

∥∥ ≤ L1∥h∥m1+1,

sup
(x,t)∈V×[t0,T ]

∥∥b(m2+1)
(x,t) (h, . . . , h)

∥∥ ≤ L2∥h∥m2+1.
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1. Uvod

A3: Postoje jedinstvena, s.i. neprekidna rešenja x i xn jednačina (1.4.13) i (1.4.15),
redom, takva da je za p ≥ 2,

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)∣∣p <∞, E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(t)∣∣(M+1)2p ≤ Q <∞,

gde je M = m1 ∨ m2, dok je Q > 0 konstanta nezavisna od n. Pored toga, važi da je
E∥ξ∥(M+1)2p <∞.

A4: Početni uslov ξ je globalno Lipšic-neprekidan, odnosno postoji realna konstanta
β > 0 takva da, za svako −τ ≤ θ1, θ2 ≤ 0, važi∣∣ξ(θ2)− ξ(θ1)

∣∣ ≤ β|θ2 − θ1|.

Da bi se ocenila bliskost rešenja x i xn, prvo se navodi pomoćni rezultat koji se može
posmatrati nezavisno od pomenute problematike, ali koji se koristi u dokazu glavnog
tvrd̄enja.

Propozicija 1.4.8. Neka su {xn(t), t ∈ [tk − τ, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n − 1}, rešenja
jednačina (1.4.15) i neka su uslov (1.3.17) i pretpostavke A1 −A3 zadovoljene. Tada, za
svako 2 ≤ r ≤ (M + 1)p, važi ocena

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ Cn−r/2, t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde je C > 0 konstanta nezavisna od n.

Za dokaz narednog tvrd̄enja je važna ekvidistantnost particije segmenta [t0, T ].

Propozicija 1.4.9. Neka važe svi uslovi Propozicije 1.4.8 i pretpostavka A4. Tada je,
za svako 2 ≤ r ≤ (M + 1)p, ispunjeno

E∥xnt − xntk∥
r ≤ Bn−r/2, t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde je B konstanta nezavisna od n.

Primenom Propozicije 1.4.9 se dokazuje da niz aproksimativnih rešenja (xn)n∈N kon-
vergira u Lp– smislu ka rešenju x jednačine (1.4.13), a naredna teorema odred̄uje stepen
bliskosti rešenja x i xn.

Teorema 1.4.10. Neka je x rešenje jednačine (1.4.13) i xn njegovo aproksimativno
rešenje odred̄eno jednačinama (1.4.15). Neka važe sve pretpostavke Propozicije 1.4.9 i
Lipšicov uslov (1.3.16). Tada, za p ≥ 2, sledi

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p ≤ Hn−(m+1)p/2,

gde je m = m1 ∧m2 a H je konstanta nezavisna od n.

Dakle, važi da je E supt∈[t0−τ,T ] |x(t) − xn(t)|p → 0, kada n → ∞, tj. xn
Lp

−→ x,
kada n → ∞. Red konvergencije raste ako redovi u Tejlorovim razvojima funkcionala a
i b rastu, slično Tejlorovoj aproksimaciji u realnoj analizi. Naredna teorema je direktna
posledica Teoreme 1.4.10, a ona garantuje da skoro sve trajektorije rešenja xn konvergiraju
ka rešenju x jednačine (1.4.13).

Teorema 1.4.11. Aka važe sve pretpostavke Teoreme 1.4.10 onda niz (xn)n∈N aproksi-
mativnih rešenja, odred̄enih jednačinama (1.4.15), skoro izvesno konvergira ka rešenju x
jednačine (1.4.13).
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1.4. Postojeći rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina

1.4.5 Neutralne stohastičke diferencijalne jednačine
sa vremenski zavisnim kašnjenjem

U radu [56], čiji su rezultati izloženi u ovom odeljku, je aproksimativni metod primenjen
na klasu NSDJVZK, imajući u vidu da analiza takvih jednačina često podrazumeva pri-
menu netrivijalnih tehnika, kao što su one u [42, 45, 57, 78, 80]. Drugim rečima, cilj je
bio da se postigne dovoljno dobar red Lp–konvergencije imajući u vidu da je, na primer u
[57, 78], red L2–konvergencije OM metoda za NSFDJ i NSDJVZK jednak (ℓ−1)/ℓ, gde je
ℓ > 1 proizvoljan prirodan broj. Autori su rešenje jednačine (1.3.19) aproksimirali nizom
rešenja NSDJ čiji su neutralni član i koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorove aproksimacije
funkcija u, a i b, redom, do prvog izvoda. U tom smislu, prisustvo neutralnog člana u
jednačini (1.3.19) zahtevalo posebnu tehniku. Posledica prisustva neutralnog člana je,
izmed̄u ostalih, da je posmatran Tejlorov razvoj koeficijenata jednačine (1.3.19) do prvog
izvoda, da bi se postigao odred̄eni red Lp–konvergencije.

Razmatra se NSDJVZK (1.3.19) sa početnim uslovom (1.3.20), predstavljena u svom
integralnom obliku

x(t) = ξ(0) + u
(
x(t− δ(t))

)
− u
(
x(t0 − δ(t0))

)
+

∫ t

t0

a
(
x(s), x(s− δ(s))

)
ds

+

∫ t

t0

b
(
x(s), x(s− δ(s))

)
dw(s), t ∈ [t0, T ]. (1.4.16)

Neka je t0 < t1 < · · · < tn = T ekvidistantna particija segmenta [t0, T ], gde je prirodan
broj n odabran tako da postoji prirodan broj n∗ za koji je τ = n∗(T−t0)/n. Pretpostavlja
se i da je n dovoljno veliki broj tako da je δn = (T − t0)/n ∈ (0, 1). Dakle, podeone tačke
segmenta [t0 − τ − δn, T ] su

tk = t0 + k
T − t0
n

, k ∈ {−n∗ − 1,−n∗, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n}, (1.4.17)

pri čemu je dodata podeona tačka t−n∗−1 za potrebu definicije ovog analitičkog metoda.
Neka je δ(t−1) = δ(t0).

Rešenje jednačine (1.4.16) je aproksimirano na particiji (1.4.17) stohastičkim proce-
som {xn(t), t ∈ [t0 − τ − δn, T ]} primenom Tejlorovog razvoja koeficijenata u, a i b. Da
bi rešenje bilo dobro definisano, neka je

xn(t) = xn(t+ δn) = ξ(t+ δn − t0), t ∈ [t0 − τ − δn, t0 − τ ]. (1.4.18)

Za svako t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n − 1}, definisana je linearna interpolacija znk (t) za
xn(tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋) i x

n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋) sa z
n
k (t) = (znk,1(t), z

n
k,2(t), . . . , z

n
k,d(t)), gde je

znk,j(t) = xnj (tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋) +
t− tk
δn

(
xnj (tk−⌊δ(tk)/δn⌋)− xnj (tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋)

)
, (1.4.19)

za svako j ∈ {1, . . . , d}.
Aproksimativna rešenja {xn(t), t ∈ [tk, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n−1}, su data jednačinama

xn(t) = xn(tk) + U1(x
n
t−δ(t); z

n
k (t))− U2(x

n
tk−δ(tk)

; xntk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋
) (1.4.20)

+

∫ t

tk

A(xns , x
n
s−δ(s); x

n
tk
, xntk−⌊δ(tk)/δn⌋

)ds+

∫ t

tk

B(xns , x
n
s−δ(s);x

n
tk
, xntk−⌊δ(tk)/δn⌋

)dw(s),
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1. Uvod

za t ∈ [tk, tk+1], sa početnim uslovima xntk = {xn(tk+θ), θ ∈ [−τ, 0]}, zajedno sa (1.4.18),
gde je

U1(x
n
t−δ(t); z

n
k (t)) = u(znk (t)) +D(1)u(znk (t))∆z

n
k (t), (1.4.21)

U2(x
n
tk−δ(tk)

;xntk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋
) (1.4.22)

= u(xn(tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋)) +D(1)u(xn(tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋))∆x̃
n
k ,

A(xns , x
n
s−δ(s);x

n
tk
, xntk−⌊δ(tk)/δn⌋

) (1.4.23)

= a(xn(tk), x
n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋)) +D(1)a(xn(tk), x

n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))(∆x
n(tk),∆x

n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋)),

B(xns , x
n
s−δ(s);x

n
tk
, xntk−⌊δ(tk)/δn⌋

) (1.4.24)

= b(xn(tk), x
n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋)) +D(1)b(xn(tk), x

n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))(∆x
n(tk),∆x

n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋)).

Dakle, u jednačini (1.4.20), za svako t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n − 1}, neutralan član
predstavlja razliku Tejlorovih aproksimacija funkcije u prvog reda u okolini tačaka znk (t)
i xn(tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋). U tom smislu je, za svako i ∈ {1, . . . , d},

∆znk,i(t) = xni (t− δ(t))−znk,i(t), ∆x̃nk,i = xni (tk − δ(tk))− xni (tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋),

tako da je

D(1)u(znk (t))∆z
n
k (t) =



∑d
i=1

∂u1(znk (t))

∂znk,i(t)
∆znk,i(t)∑d

i=1

∂u2(znk (t))

∂znk,i(t)
∆znk,i(t)

...∑d
i=1

∂ud(z
n
k (t))

∂znk,i(t)
∆znk,i(t)


(1.4.25)

i analogno

D(1)u(xn(tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋))∆x̃
n
k =


∑d

i=1

∂u1(xn(tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋))

∂xn
i (t−δ(t))

∆x̃nk,i∑d
i=1

∂u2(xn(tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋))

∂xn
i (t−δ(t))

∆x̃nk,i
...∑d

i=1

∂ud(x
n(tk−1−⌊δ(tk−1)/δn⌋))

∂xn
i (t−δ(t))

∆x̃nk,i

 . (1.4.26)

Koeficijenti prenosa i difuzije jednačine (1.4.20), dati sa (1.4.23) i (1.4.24), su Tejlorove
aproksimacije funkcija a i b prvog reda u okolini tačaka (xn(tk), x

n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋), s ∈ [tk, t],
k ∈ {0, . . . , n− 1}, gde je

D(1)a(xn(tk), x
n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))(∆x

n(tk),∆x
n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))

=


∑d

i=1

∂a1(xn(tk),x
n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))

∂xn
i (s)

∆xni (tk)+
∑d

i=1

∂a1(xn(tk),x
n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))

∂xn
i (s−δ(s))

∆xni (tk−⌊δ(tk)/δn⌋)∑d
i=1

∂a2(xn(tk),x
n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))

∂xn
i (s)

∆xni (tk)+
∑d

i=1

∂a2(xn(tk),x
n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))

∂xn
i (s−δ(s))

∆xni (tk−⌊δ(tk)/δn⌋)
...∑d

i=1

∂ad(x
n(tk),x

n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))

∂xn
i (s)

∆xni (tk)+
∑d

i=1

∂ad(x
n(tk),x

n(tk−⌊δ(tk)/δn⌋))

∂xn
i (s−δ(s))

∆xni (tk−⌊δ(tk)/δn⌋)

,

pri čemu je, za svako i ∈ {1, . . . , d},

∆xni (tk) = xni (s)− xni (tk) i ∆xni (tk−⌊δ(tk)/δn⌋) = xni (s− δ(s))− xni (tk−⌊δ(tk)/δn⌋).
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1.4. Postojeći rezultati koji se odnose na primenu Tejlorovog razvoja u
aproksimaciji rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina

Zbog jednostavnije notacije, prvi izvod funkcije b je biti predstavljen za y, q ∈ Rd × Rd

kao

D(1)g(y)q =


∑2d

i=1
∂b11(y)
∂yi

qi
∑2d

i=1
∂b12(y)
∂yi

qi . . .
∑2d

i=1

∂b1d1(y)

∂yi
qi∑2d

i=1
∂b21(y)
∂yi

qi
∑2d

i=1
∂b22(y)
∂yi

qi . . .
∑2d

i=1

∂b2d1(y)

∂yi
qi

...
...

. . .
...∑2d

i=1
∂bd1(y)
∂yi

qi
∑2d

i=1
∂bd2(y)
∂yi

qi . . .
∑2d

i=1

∂bdd1 (y)

∂yi
qi

 ,
gde je, za i ∈ {1, . . . , d}, s ∈ [tk, t], k ∈ {0, . . . , n− 1}, a

yi = xni (s), yd+i = xni (s− δ(s)), (1.4.27)

qi = ∆xni (tk) = xni (s)− xni (tk), qd+i = xni (s− δ(s))− xni (tk−⌊δ(tk)/δn⌋).

Aproksimativno rešenje xn = {xn(t), t ∈ [t0 − τ − δn, T ]}, konstruisano sukcesivnim
povezivanjem procesa {xn(t), t ∈ [t0 − τ − δn, t0 − τ ]} datim sa (1.4.18), početnog uslova
{ξ(θ), −τ ≤ θ ≤ 0} i procesa {xn(t), t ∈ [tk, tk+1]} u tačkama tk za k ∈ {0, . . . , n− 1} je
s.i. neprekidan proces.

Uz uslove (1.3.22) i (1.3.24) za koeficijente jednačine 1.4.16, uvode se dodatne pret-
postavke:
A1 : Funkcije u, a i b imaju Tajlorove razvoje prvog reda.

A2 : Postoji realna konstanta β ∈ (0, 1) takva da je, za svako x ∈ Rd,

|D(1)u(x)| ≤ β.

A3 : Postoji pozitivna konstanta L2 takva da je, za svako y, q ∈ Rd × Rd,

|D(1)a(y)q| ∨ |D(1)b(y)q| ≤ L2|q|.
Uzimajući u obzir pretpostavku A1 uvode se dodatne pretpostavke u vezi ostataka

Tejlorovih aproksimacija funkcija u, a i b. U tom smislu, za svako x, h ∈ Rd, pri čemu je
drugi izvod funkcije u u tački x označen sa D(2)u(x), važi

D(2)u(x)h2 =


∑d

j=1

∑d
i=1

∂2u1(x1,x2,...,xd)
∂xj∂xi

hihj∑d
j=1

∑d
i=1

∂2u2(x1,x2,...,xd)
∂xj∂xi

hihj
...∑d

j=1

∑d
i=1

∂2ud(x1,x2,...,xd)
∂xj∂xi

hihj

 . (1.4.28)

Analogno je, za svako y, q ∈ Rd × Rd, označeno

D(2)a(y)q2 =


∑2d

j=1

∑2d
i=1

∂2a1(y1,y2,...,y2d)
∂yj∂yi

qiqj∑2d
j=1

∑2d
i=1

∂2a2(y1,y2,...,y2d)
∂yj∂yi

qiqj
...∑2d

j=1

∑2d
i=1

∂2ad(y1,y2,...,y2d)
∂yj∂yi

qiqj

 (1.4.29)

i

D(2)b(y)q2 (1.4.30)

=


∑2d

i=1

∑2d
j=1

∂2b11(y)
∂yi∂yj

qiqj
∑2d

i=1

∑2d
j=1

∂2b12(y)
∂yi∂yj

qiqj . . .
∑2d

i=1

∑2d
j=1

∂b1d1 (y)

∂yi∂yj
qiqj∑2d

i=1

∑2d
j=1

∂2b21(y)
∂yi∂yj

qiqj
∑2d

i=1

∑2d
j=1

∂2b22(y)
∂yi∂yj

qiqj . . .
∑2d

i=1

∑2d
j=1

∂b2d1 (y)

∂yi∂yj
qiqj

...
...

. . .
...∑2d

i=1

∑2d
j=1

∂2bd1(y)
∂yi∂yj

qiqj
∑2d

i=1

∑2d
j=1

∂2bd2(y)
∂yi∂yj

qiqj . . .
∑2d

i=1

∑2d
j=1

∂bdd1 (y)

∂yi∂yj
qiqj

 .
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1. Uvod

A4 : Funkcije u, a i b su dva puta neprekidno-diferencijabilne i postoji pozitivna konstanta
L takva da je, za svako x, h ∈ Rd,∣∣D(2)u(x)h2

∣∣ ≤ L|h|2, (1.4.31)

i da je za svako y, q ∈ Rd × Rd,∣∣D(2)a(y)q2
∣∣ ∨ ∣∣D(2)b(y)q2

∣∣ ≤ L|q|2. (1.4.32)

A5 : Postoji pozitivna realna konstanta Cξ takva da je, za svako p ≥ 2,

E sup
t,s∈[t0−τ,t0], |t−s|≤δn

∣∣ξ(t)− ξ(s)
∣∣p ≤ Cξ|t− s|p.

A6 : Postoji pozitivna konstanta η > 0, takva da je∣∣δ(t)− δ(s)
∣∣ ≤ η|t− s|, t, s ∈ [t0, T ].

Napomena 1.4.12. Pretpostavka A2 i teorema o srednjoj vrednosti povlače da je za
svako x, y ∈ Rd,∣∣u(x)− u(y)

∣∣ ≤ sup
α∈[0,1]

∣∣D(1)u(x+ α(y − x))
∣∣|x− y| ≤ β|x− y|. (1.4.33)

Neka važi da je u(0) = 0. Tada relacija (1.4.33) implicira da je, za svako x ∈ Rd,
ispunjen uslov ∣∣u(x)∣∣ ≤ β|x|. (1.4.34)

Pored toga, za svako x, h ∈ Rd, na osnovu pretpostavke A2, važi da je∣∣D(1)u(x)h
∣∣ ≤ β|h|. (1.4.35)

Ako su ispunjeni uslovi (1.3.22), (1.3.24) i (1.4.33), postoji skoro izvesno neprekidno
rešenje x jednačine (1.4.16) (videti [48]). Ako je zadovoljen i uslov (1.4.34) i ako je,
za svako p ≥ 2, ispunjeno E∥ξ∥p < ∞, onda je E supt0−τ≤t≤T |x(t)|p < ∞. Jednačine
(1.4.20) su linearne SDJVZK na [tk, tk+1] za svako k ∈ {0, . . . , n − 1}. Zbog toga, pod
datim uslovima, postoje jedinstvena rešenja ovih jednačina.

Za proizvoljno p ≥ 2, uvedena je oznaka

H(p) = 2p−1(1 + 2p)βp. (1.4.36)

Propozicija 1.4.13. Neka je p ≥ 2 i H(p) < 1. Ako je E∥ξ∥p <∞, ako važe pretpostavke
A1 −A3 i uslovi (1.3.24) i (1.4.34), postoji pozitivna konstanta Q(p), takva da je

E sup
t∈[t0−τ−δn,T ]

∣∣xn(t)∣∣p ≤ Q(p).

Za potrebe naredne propozicije uvedeni su stepenasti procesi

yn1 (t) =
n−1∑

k=−n∗−1

xn(tk)χ[tk,tk+1)(t), t ∈ [t0 − τ − δn, T ], (1.4.37)

yn2 (t) =
n−1∑
k=0

xn(tk−⌊tk/δn⌋)χ[tk,tk+1)(t), t ∈ [t0, T ]. (1.4.38)
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1.5. Neki pojmovi, tvrd̄enja i nejednakosti matematičke analize

Propozicija 1.4.14. Neka važe pretpostavke A1 − A6 kao i uslovi (1.3.24) i (1.4.34).
Neka je još E∥ξ∥4p <∞, za neko p ≥ 2, i

H(4p) ∨
[
3p−1βp

[ (
1 + 2p−1

)
(3 + ⌊η⌋)p + 2p−1(3 + ⌊2η⌋)p + (2 + ⌊η⌋)p

]]
< 1, (1.4.39)

pri čemu je funkcija H definisana sa (1.4.36). Tada za proizvoljan prirodan broj ℓ > 1
postoji konstanta A(ℓ) > 0, koja zavisi od ℓ, ali ne i od n, tako da je

E sup
t∈[t0−τ−δn,T ]

∣∣xn(t)− yn1 (t)
∣∣p ≤ A(ℓ)n− pℓ−1

2ℓ (1.4.40)

i
E sup

t∈[t0,T ]

∣∣xn(t− δ(t))− yn2 (t)
∣∣p ≤ (2 + ⌊η⌋)pA(ℓ)n− pℓ−1

2ℓ . (1.4.41)

Teorema 1.4.15. Neka je p ≥ 2 tako da je E∥ξ∥8p <∞ i

H(8p) ∨
[
32p−1β2p

[(
1 + 22p−1

)
(3 + ⌊η⌋)2p + 22p−1(3 + ⌊2η⌋)2p + (2 + ⌊η⌋)2p

]]
< 1.

Neka su zadovoljene pretpostavke A1 −A6 kao i Lipšicov uslov (1.3.22), uslov linearnog
rasta (1.3.24) i relacija (1.4.34). Tada je, za svako ℓ > 1,

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p ≤ D(ℓ)n− 2pℓ−1

2ℓ , (1.4.42)

pri čemu je D(ℓ) > 0 konstanta koja zavisi od ℓ, ali ne i od n.

Teorema 1.4.16. Neka su ispunjene sve pretpostavke Teoreme 1.4.15. Tada niz (xn)n∈N
aproksimativnih rešenja odred̄enih jednačinama (1.4.20) konvergira skoro izvesno ka re-
šenju x jednačine (1.4.16).

1.5 Neki pojmovi, tvrd̄enja i nejednakosti

matematičke analize

U ovom poglavlju su izloženi osnovni elementi matematičke analize koja se primenjuju u
dokazima stohastičkih rezultata.

Definicija 1.5.1. Funkcije ⌊·⌋, ⌈·⌉ : R → Z definisane su sa

⌊x⌋ = max{z ∈ Z | z ≤ x}, ⌈x⌉ = min{z ∈ Z |x ≤ z}, x ∈ R.

Definicija 1.5.2. Realni brojevi p i q čine dualni par brojeva (p, q), odnosno par konju-
govanih eksponenata, ako je p > 1, q > 1 i

1

p
+

1

q
= 1.

Teorema 1.5.3 (Jang15). Neka p i q čine dualni par brojeva. Tada za nenegativne realne
brojeve a i b važi

ab ≤ ap

p
+
bq

q
. (1.5.1)

Jednakost u relaciji (1.5.1) važi ako i samo ako je ap = bq.

15Young W. H. (1863–1942) - engleski matematičar
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1. Uvod

Naredna teorema i njene posledice imaju važnu ulogu u tehnici koja se primenjuje u
dokazima glavnih rezultata doktorske disertacije.

Pod merom će nadalje biti podrazumevana pozitivna mera.

Teorema 1.5.4 (Helder16). Neka je dat prostor mere (G,G, µ), neka su f, g : G → Rd

(ili f, g : G→ Cd) merljive funkcije i neka p i q čine dualni par brojeva. Tada je∫
G

|fg|dµ ≤
(∫

G

|f |pdµ
)1/p(∫

G

|g|qdµ
)1/q

. (1.5.2)

Specijalan slučaj ove teoreme za p = q = 2 je nejednakost Koši17–Švarc18–Bunjakov-
skog19.

Neka su za realne veličine a i b uvedene oznake a∧ b = min{a, b} i a∨ b = max{a, b}.

Posledica 1.5.5. Za svaki nenegativan realan broj r i za proizvoljne vektore xi normira-
nog prostora (X, ∥ · ∥X), i ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N, važi

∥∥∥ n∑
i=1

xi

∥∥∥r
X
≤ (nr−1 ∨ 1)

n∑
i=1

∥xi∥rX . (1.5.3)

Dokaz. Najpre će biti dokazano da za sve proizvoljne nenegativne realne brojeve bi,
i ∈ {1, . . . , n}, n ∈ N, važi

( n∑
i=1

bi

)r
≤ (nr−1 ∨ 1)

n∑
i=1

bri . (1.5.4)

Relacija (1.5.4) je posledica Helderove nejednakosti (za meru prebrojavanja), u slučaju
da je r > 1. Zaista, važi da je

( n∑
i=1

bi

)r
≤
(( n∑

i=1

bri

)1/r( n∑
i=1

1
)1−1/r

)r

= nr−1

n∑
i=1

bri ,

jer je x 7→ xr rastuća funkcija, x ≥ 0. U slučaju da je r ∈ {0, 1}, relacija (1.5.4) je
trivijalno zadovoljena, a u slučaju da je r ∈ (0, 1), relacija (1.5.4) sledi iz

n∑
i=1

bi =
( n∑

i=1

b1i

)1
≤
( n∑

i=1

bri

)1/r
.

Na osnovu nejednakosti trougla, činjenice da je t 7→ tr neopadajuća funkcija za t ≥ 0 i
relacije (1.5.4), sledi da važi i relacija (1.5.3). �

Sldeći pojmovi i rezultati teorije mera imaju posebno mesto u daljoj analizi.

Definicija 1.5.6. Neka je (G,G, µ) prostor mere. Mera µ je σ–konačna ako skup G može
biti prekriven pomoću najvǐse prebrojivo mnogo merljivih skupova konačne mere.

16Hölder O. L. (1859–1937) - nemački matematičar
17Cauchy A. L. (1789–1857) - francuski matematičar
18Schwarz H. (1843–1921) - nemački matematičar
19Bunyakovsky V. Y. (1804–1889) - ruski matematičar
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1.5. Neki pojmovi, tvrd̄enja i nejednakosti matematičke analize

Definicija 1.5.7. Neka je dat prostor mere (G,G, µ) i funkcija f : G→ R ili f : G→ C.
Funkcija f je G–integrabilna ako je G–merljiva i∫

G

|f |dµ <∞.

Teorema 1.5.8 (Fubini20). Neka su (F,F , µ) i (G,G, ν) prostori σ–konačnih mera i
neka je funkcija f F×G–integrabilna. Tada je∫

F×G

fd(µ×ν) =
∫
F

(∫
G

fdν

)
dµ =

∫
G

(∫
F

fdµ

)
dν.

Fubinijeva teorema, tj. njena posledica koja se navodi u nastavku, se primenjuje kroz
celu disertaciju, pri čemu će se menjati redosled integracije kod matematičkog očekivanja
Lebegovog21 integrala.

Posledica 1.5.9 (Toneli22). Neka su (F,F , µ) i (G,G, ν) prostori σ–konačnih mera i
neka je funkcija f : F ×G→ R nenegativna i (µ×ν)–merljiva. Tada je∫

F×G

fd(µ×ν) =
∫
F

(∫
G

fdν

)
dµ =

∫
G

(∫
F

fdµ

)
dν.

Teorema 1.5.10 (Grunval23–Belman24). Neka su dati realni brojevi b > a ≥ 0 i c ≥ 0
i funkcije u, v : [a, b] → R+, pri čemu je u ograničena i Borel-merljiva a v integrabilna.
Ako je za proizvoljno t ∈ [a, b] zadovoljeno

u(t) ≤ c+

∫ t

a

v(s)u(s)ds,

onda važi i
u(t) ≤ ce

∫ t
a v(s)ds, t ∈ [a, b]. (1.5.5)

Definicija 1.5.11. Neka je dat merljiv prostor (G,G) i na njemu dve mere µ i ν. Mera
µ je apsolutno neprekidna u odnosu na meru ν, u oznaci µ << ν, ako za svaki merljiv
skup S ∈ G za koji je µ(S) = 0 važi da je ν(S) = 0.

Naredna teorema ima važnu primenu u mnogim oblastima a izmed̄u ostalih, i u teoriji
verovatnoće.

Teorema 1.5.12 (Radon25–Nikodim26). Neka je dat merljiv prostor (G,G) i na njemu
dve σ–konačne pozitivne mere µ i ν, pri čemu je mera µ apsolutno neprekidna u odnosu
na ν. Tada postoji, do na skup µ–mere nula, jedinstvena G–merljiva funkcija f : G→ R+

(koja se još naziva Radon–Nikodimov izvod) takva da je, za svaki merljiv skup S ∈ G,

ν(S) =

∫
S

fdµ.

20Fubini G. (1879–1943) - italijanski matematičar
21Lebesgue H. L. (1875–1941) - francuski matematičar
22Tonelli L. (1885–1946) - italijanski matematičar
23Grönwall T. H. (1877–1932) - švedski matematičar
24Bellman R. E. (1920–1984) - američki matematičar
25Radon J.(1887–1956) - austrijski matematičar
26Nikodym O. M. (1887–1974) - poljski matematičar
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1. Uvod

Pomoću Radon–Nikodimovog izvoda se definǐse uslovno matematičko očekivanje slu-
čajne promenljive u odnosu na σ–algebru.

Sledeća teorema, koja predstavlja integralnu nejednakost Biharijevog27 tipa iz [64],
često se primenjuje u disertaciji kada nije moguće primeniti Teoremu 1.5.10.

Teorema 1.5.13. Neka je G klasa funkcija φ : R+ → R+ koje zadovoljavaju sledeće
uslove:

1) φ je neopadajuća i neprekidna u R+ i φ(u) > 0 za u > 0;
2) 1

α
φ(u) ≤ φ(u

α
) za u ≥ 0, α ≥ 1.

Neka su f = f(x), u = u(x) realne nenegativne neprekidne funkcije na U , gde je U bilo
koji ograničen skup u R.
Ako je g = g(x) pozitivna neopadajuća funkcija na U i φ pripada klasi G za koju važi

u(x) ≤ g(x) +

∫ x

x0

f(t)φ
(
u(t)

)
dt, (1.5.6)

za svako x ∈ U za koje je x ≥ x0 ∈ U , tada za x0 ≤ x ≤ x∗ važi

u(x) ≤ g(x)G−1
(
G(1) +

∫ x

x0

f(t)dt
)
,

gde je

G(z) =

∫ z

z0

ds

φ(s)
, z ≥ z0 > 0

i G−1 je inverzna funkcija od G, gde je x∗ izabran tako da je

G(1) +

∫ x

x0

f(t)dt ∈ Dom(G−1).

1.6 Frešeov izvod i Tejlorova formula

U ovom poglavlju će biti ukratko objašnjen pojam Frešeovog izvoda i navedena odgo-
varujuća Tejlorova formula (na primer, [9, 15, 18, 24]). Neka su X = (X, ∥ · ∥X) i
Y = (Y, ∥ · ∥Y ) normirani prostori nad istim poljem skalara F. Skup L(X,Y ) pred-
stavlja skup svih ograničenih linearnih operatora iz X u Y . Norma ∥ · ∥L(X,Y ) u L(X,Y )
je definisana sa

∥A∥L(X,Y ) = sup
∥x∥X≤1

∥Ax∥Y , A ∈ L(X, Y )

i (L(X, Y ), ∥·∥L(X,Y )) je Banahov prostor nad poljem skalara F, ako je prostor Y Banahov.
Neka je U otvoren podskup od X, neka je f : U → Y preslikavanje i x0 ∈ U . Ako

postoji linearan operator F ∈ L(X,Y ) tako da je

lim
h→0

∥∥f(x0 + h)− f(x0)− Fh
∥∥
Y

∥h∥X
= 0,

tada je F Frešeov izvod preslikavanja f u tački x0 i označava se sa F = f ′
x0
. Granična

vrednost je posmatrana dok vektor h teži nuli u X, a Frešeov izvod je jedinstven u slučaju
kada on postoji.

27Bihari I. (1915–1998) - mad̄arski matematičar
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1.6. Frešeov izvod i Tejlorova formula

Neka važi pretpostavka da je preslikavanje f : U → Y Freše-diferencijabilno u svakoj
tački x0 ∈ U . Tada je f ′

x0
∈ L(X,Y ). Tada se razmatra preslikavanje x0 7→ f ′

x0
iz skupa

U u prostor L(X,Y ). Ako je ovo preslikavanje Freše-diferencijabilno u tački x0, tada je
drugi Frešeov izvod f ′′

x0
∈ L(X,L(X, Y )).

U slučaju kada postoji drugi Frešeov izvod u nekoj okolini U vektora x0 ∈ X, može
se definisati F : U → L(X, Y ) kao F (x) = f ′

x, za svako x ∈ U . Na taj način je

lim
h→0

∥∥F (x0 + h)− F (x0)− F ′
x0
h
∥∥
L(X,Y )

∥h∥X
= lim

h→0

∥∥f ′
x0+h − f ′

x0
− f ′′

x0
h
∥∥
L(X,Y )

∥h∥X
= 0.

Neka su X1 = (X1, ∥ · ∥X1), . . . ,Xn = (Xn, ∥ · ∥Xn),Y = (Y, ∥ · ∥Y ) normirani prostori
nad istim poljem skalara F i neka je B : X1×· · ·×Xn → Y preslikavanje koje je linearno
po svakom argumentu. Funkcija B je n–linearan operator iz X1 × · · · ×Xn u Y . Takav
n–linearan operator B je ograničen ako postoji konstanta M ≥ 0 tako da, za svako
(x1, . . . , xn) ∈ X1 × · · · ×Xn, važi∥∥B(x1, . . . , xn)

∥∥
Y
≤M∥x1∥X1 · · · ∥xn∥Xn . (1.6.1)

Skup svih n–linearnih operatora iz X1 × · · · ×Xn u Y označen je sa Mn(X1, . . . , Xn;Y ).
Koristi se i oznaka Mn(X, . . . , X;Y ) ≡ Mn(X

n;Y ).
Lako je utvrditi da jeMn(X1, . . . , Xn;Y ) vektorski prostor. Osim toga, ako se definǐse

norma opratora B ∈ Mn(X1, . . . , Xn;Y ) kao infimum svih dopustivih M u nejednakosti
(1.6.1), tada je Mn(X1, . . . , Xn;Y ) normiran prostor. Norma operatora B, dobijena za
date vektorske prostore na opisani način, označava se sa ∥B∥n, a ekvivalentno se može
definisati kao

∥B∥n = sup
h1∈X1,...,hn∈Xn

∥h1∥X1
=···=∥hn∥Xn=1

∥∥B(h1, . . . , hn)
∥∥
Y
= inf

{
M ≥ 0 | M zadovoljava (1.6.1)

}
.

Multilinearni operatori i ograničeni linearni operatori su u bliskoj vezi u smislu da je
Mn(X

n;Y ) izometrički izomorfan sa L(X,L(X, . . . ,L(X︸ ︷︷ ︸
n puta

, Y ) . . . )) u odnosu na stan-

dardne norme ovih prostora. Stoga, ako je x ∈ X tada je f ′′
x0
(x) ∈ L(X,Y ). Ako je

y ∈ X, tada je f ′′
x0
(x)(y) = f ′′

x0
(x, y) ∈ Y i preslikavanje (x, y) 7→ f ′′

x0
(x, y) pripada

M2(X
2;Y ). Norma ∥f ′′

x0
∥L(X,L(X,Y )) = ∥f ′′

x0
∥2 je ista u prostoru L(X,L(X,Y )) i u pros-

toru M2(X
2;Y ).

Na sličan način se definǐsu vǐsi Frešeovi izvodi, u slučaju kada oni postoje. Tako je
n–ti Frešeov izvod funkcije f u tački x0, f

(n)
x0 ∈ L (X, . . . ,L(X︸ ︷︷ ︸

n puta

, Y ) . . . ), ako je funkcija

x0 7→ f
(n−1)
x0 Freše-diferencijabilna u nekoj okolini tačke x0. Takod̄e, ako je funkcija f

Freše-diferencijabilna n puta u x0 ∈ X, onda je f
(n)
x0 , razmatran kao n–linearan oper-

ator, simetričan po svakom argumentu. Drugim rečima, za svako x1, . . . , xn ∈ X važi
f
(n)
x0 (x1, . . . , xn) = f

(n)
x0 (xi1 , . . . , xin), gde je {i1, . . . , in} = {1, . . . , n}.

Od posebne važnosti za ovu disertaciju je odgovarajući oblik Tejlorove formule [9, 15].
Neka su dati normirani prostori X = (X, ∥ · ∥X) i Y = (Y, ∥ · ∥Y ) nad istim poljem skalara
F, neka je U otvoren podskup od X i neka je f : U → Y funkcija koja je n + 1 puta
Freše-diferencijabilna. Pretpostavlja se da su x0, x ∈ U takvi da segment [x0, x] ⊂ U
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1. Uvod

(odnosno, x0 + θ(x− x0) ∈ U za svako 0 ≤ θ ≤ 1). Tada, za neko θ̄ ∈ (0, 1) važi formula

f(x)−f(x0) =
n∑

k=1

1

k!
f (k)
x0

(x−x0, . . . , x−x0)︸ ︷︷ ︸
k puta

+
1

(n+1)!
f
(n+1)

x0+θ̄(x−x0)
(x−x0, . . . , x−x0)︸ ︷︷ ︸

n+1 puta

.

(1.6.2)
Kako je k–ti Frešeov izvod k–linearan operator, može se koristiti još jedna oznaka
f
(k)
x0 (x− x0, . . . , x− x0)︸ ︷︷ ︸

k puta

≡ f
(k)
x0 (x − x0)

k. Ostatak Tejlorovog razvoja može se oceniti na

sledeći način∥∥R(x0, h)∥∥Y ≡ 1

(n+1)!

∥∥f (n+1)

x0+θ̄h
(h, . . . , h︸ ︷︷ ︸
n+1 puta

)
∥∥
Y
≤ 1

(n+1)!
sup
θ∈[0,1]

∥∥f (n+1)
x0+θh

∥∥
n+1

∥h∥n+1
X , (1.6.3)

gde je h = x− x0 ∈ X.

Specijalno, ako se posmatraju vektorski prostori X = Rd i Y = Rd′ , nad poljem R,
sa Euklidskim normama | · |, prethodno pomenuti Frešeovi izvodi mogu se lako pred-
staviti pomoću parcijalnih izvoda. Ako je funkcija f = (f1, . . . , fd′) : Rd → Rd′ Freše-

-diferencijabilna u x0 ∈ Rd (dovoljno puta), tada f ′
x0

= f
(1)
x0 =

[
∂fi
∂xj

(x0)
]
d′×d

: Rd → Rd′ ,

f ′′
x0

= f
(2)
x0 =

[
∂2fi

∂xj∂xk
(x0)

]
d′×d×d

: Rd → L(Rd,Rd′) ili f ′′
x0

: (Rd)2 → Rd′ (razlikujući

slučajeve f ′′
x0

∈ L(X,L(X,Y )) i f ′′
x0

∈ M2(X
2;Y )), itd.
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Glava 2

Aproksimacije rešenja
različitih tipova
stohastičkih diferencijalnih jednačina
pod polinomijalnim uslovom
primenom Tejlorovog razvoja

Stohastički numerički metodi, kao Ojlerov, Miľstajnov, Vagner1–Platenov2, imaju red
konvergencije 1/2, 1, 3/2, respektivno, što je tačno slučaj sa analitičkim aproksimacijama
opisanim u ovom poglavlju, dobijenih primenama Tejlorovog razvoja reda nula, jedan i
dva, respektivno. Autori su u [22, 25, 46], na primer, pod ne-Lipšicovim i polinomi-
jalnim uslovima za koeficijente stohastičke diferencijalne jednačine, dokazali da Ojler-
-Marujamino rešenje konvergira strogo reda 3/2. Šeme Miľstajnovog tipa [19, 26, 75],
pod istim uslovima, mogu dostići jaku konvergenciju reda većeg od onog koji dostižu
šeme Ojlerovog tipa sa dodatnim računskim zahtevom da se aproksimiraju iterirani Itovi
integrali u svakom vremenskom koraku. Zbog toga ove šeme gube prednost pred šemama
Ojlerovog tipa kada je u pitanju računska efikasnost. Ove činjenice sugerǐsu da numeričke
aproksimacije zasnovane na Tejlorovim razvojima vǐseg reda mogu biti pobolǰsane nji-
hovim kombinovanjem sa prezentovanim analitičkim aproksimacijama.

Treba napomenuti da se primenom analitičkog metoda proučavanog u ovoj disertaciji
dobija veća greška aproksimacije od one u slučaju kada su uključeni i ostaci, ali, podobnim
izborom broja koraka n ova greška se može učiniti zadovoljavajuće malom.

Veoma često u primenama, kada je pogodnije da se koriste polinomi u pored̄enju
sa slučajem kada su koeficijenti jednačine komplikovane nelinearne funkcije, korisno je
primeniti analitičke aproksimacije.

U ovoj glavi će biti razmatrana analitička metoda koja se zasniva na Tejlorovom
razvoju koeficijenata različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina čiji koeficijenti
zadovaljvaju različite uslove. Pritom, ti uslovi u opštem slučaju ne moraju da uključuju
Lipšicov uslov i uslov linearnog rasta.

U ovoj glavi su konstruisana aproksimativna rešenja različtih tipova stohastičkih dife-
rencijalnih jednačina definisanih na particiji vremenskog intervala. Koeficijenti polaznih
jednačina aproksimirani su njihovim Tejlorovim razvojima do na proizvoljan izvod u

1Vagner V. V. (1908–1981) - ruski matematičar
2Platen E. (1949–) - nemački matematičar
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2. Aproksimacije rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih
jednačina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

slučaju kada se ponašaju kao polinomi. Ocenjena je bliskost početnih i aproksimativnih
rešenja u smislu Lp–norme i sa verovatnoćom jedan. Neki od rezultata izloženih u ovoj
glavi sadržani su u radovima [10, 11, 12].

2.1 Stohastičke diferencijalne jednačine

Razmatra se stohastička diferencijalna jednačina (1.3.1), uvedena u Poglavlju 1.5, u in-
tegralnom obliku

x(t) = x0 +

∫ t

0

a(s, x(s))ds+

∫ t

0

b(s, x(s))dw(s), t ∈ [0, T ]. (2.1.1)

Aproksimativno rešenje se definǐse na particiji vremenskog intervala [0, T ]. Za svaki
prirodan broj n razmatra se particija oblika

0 = t0 < t1 < · · · < tn = T, δn = max
0≤k≤n−1

(tk+1 − tk). (2.1.2)

Rešenja jednačina

xn(t) = xn(tk) +

∫ t

tk

m1∑
i=0

a
(i)
x

(
s, xn(tk)

)
i!

(
xn(s)− xn(tk)

)i
ds (2.1.3)

+

∫ t

tk

m2∑
i=0

b
(i)
x

(
s, xn(tk)

)
i!

(
xn(s)− xn(tk)

)i
dw(s), t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n−1},

u kojima su koeficijenti prenosa i difuzije Tejlorove aproksimacije funkcija a i b redom,
dok je xn(t0) = x0 skoro izvesno, su primenjene za aproksimaciju rešenja x = {x(t),
t ∈ [0, T ]} jednačine (2.1.1) na particiji (2.1.2). Funkcije a

(i)
x i b

(i)
x predstavljaju i-te

parcijalne izvode po drugom argumentu funkcija a i b, respektivno. Aproksimativno
rešenje xn = {xn(t), t ∈ [0, T ]}, konstruisano u (2.1.3) sukcesivnim povezivanjem procesa
{xn(t), t ∈ [tk, tk+1]} u tačkama tk, k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, je skoro izvesno neprekidan
proces.

Na osnovu (2.1.3) može se primetiti da koeficijenti aproksimativnih jednačina ne za-
vise od ostataka u Tejlorovim razvojima, što nije slučaj kada se primeni Ito–Tejlorov
razvoj. Ito–Tejlorov razvoj se dobija vǐsestrukom uzastopnom primenom Itove formule
na integrande u integralnoj verziji za stohastičke diferencijalne jednačine i unificiran je
kanoničkim sistemom ponovljenih stohastičkih Itovih integrala sa polinomijalnim težin-
skim funkcijama [32]. Ovi razvoji su osnova dobro poznatih stohastičkih numeričkih
metoda, kao što su Ojlerov, Miľstajnov i Vagner–Platenov, koji su zasnovani na Tejlo-
rovom razvoju nultog, prvog i drugog reda, respektivno. Za numeričke šeme vǐseg reda
zahteva se adekvatna glatkost koeficijenata prenosa i difuzije ali takod̄e i odgovarajuća
informacija o izvod̄enju Vinerovog procesa. Ova informacija sadržana je u ostacima koji
se sastoje od vǐsestrukih stohastičkih integrala u odnosu na Braunovo kretanje i njihove
ocene su relativno komplikovane [33, 34]. Metod prezentovan u nastavku je podoban u
slučaju kada je red Tejlorovog razvoja koeficijenata veći od 1. Egzistencija i jedinstvenost
rešenja jednačina (2.1.1) i (2.1.3) je pretpostavljena bez razmatranja uslova koje ispun-
javaju njihovi koeficijenti. Pretpostavlja se da su svi Lebegovi i Itovi integrali dobro
definisani.
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2.1. Stohastičke diferencijalne jednačine

Uvode se sledeće pretpostavke koje su neophodne da bi se dobili glavni rezultati ovog
poglavlja.

A1: Funkcije a i b imaju Tejlorove aproksimacije po drugom argumentu zaključno
sa redom m1 i m2, respektivno.

A2: Funkcije a
(m1+1)
x i b

(m2+1)
x su uniformno ograničene, odnosno postoje pozitivne

konstante L1 i L2, tako da važi

sup
(t,x)∈[0,T ]×Rd

∣∣a(m1+1)
x (t, x)

∣∣ ≤ L1 i sup
(t,x)∈[0,T ]×Rd

∣∣b(m2+1)
x (t, x)

∣∣ ≤ L2.

A3: Funkcije a i b zadovoljavaju polinomijalni uslov, odnosno postoje pozitivan broj
D i nenegativan ceo broj q, tako da za svako t ∈ [0, T ] i svako x, y ∈ Rd, važi∣∣a(t, x)− a(t, y)

∣∣2 ∨
∣∣b(t, x)− b(t, y)

∣∣2 ≤ D
(
1 + |x|q + |y|q

)
|x− y|2.

A4: Funkcije a(·, 0) i b(·, 0) su ograničene na [0, T ]. Preciznije, postoje pozitivne
konstante Ca i Cb tako da je |a(t, 0)| ≤ Ca i |b(t, 0)| ≤ Cb, za svako t ∈ [0, T ].

A5: Postoje jedinstvena, skoro izvesno neprekidna rešenja x i xn jednačina (2.1.1) i
(2.1.3), respektivno, koja zadovoljavaju

E sup
t∈[0,T ]

∣∣x(t)∣∣p(M∨q+1) ∨ E sup
t∈[0,T ]

∣∣xn(t)∣∣p(M∨q+1)2 ≤ Q <∞,

za p > 2, gde je Q > 0 konstanta nezavisna od n i M = m1 ∨m2.

Napomena 2.1.1. Lipšicov uslov, koji implicira da se koeficijenti ne menjaju brže od
linearne funkcije po x, kada se x menja, je suvǐse restriktivan. Široka klasa stohastičkih
diferencijalnih jednačina ima koeficijente koji ne zadovoljavaju globalni Lipšicov uslov i/ili
uslov linearnog rasta, što su dovoljni uslovi egzistencije i jedinstvenosti rešenja jednačine
(videti Teoremu 1.3.5). Pritom je uvdena pretpostavka o egzistenciji i jedinstvenosti
rešenja jednačina (2.1.1) i (2.1.3) bez eksplicitnog navod̄enja uslova za koeficijente koji
to garantuju, kao na primer, ako koeficijenti zadovoljavaju lokalni Lipšicov uslov i uslov
monotonosti (videti Teoremu 1.3.10).

2.1.1 Glavni rezultati

Osnovni cilj u ovom poglavlju je ocena bliskosti rešenja x SDJ (2.1.1) i xn SDJ (2.1.3),
kao i utvrd̄ivanje brzine konvergencije niza (xn)n∈N ka rešenju x. U tom smislu dokazuje
se sledeća lema.

Lema 2.1.2. Neka su xn rešenja jednačina (2.1.3) i neka važe pretpostavke A1 − A5.
Tada za svako 0 < r ≤ p (M ∨ q + 1) važi

E|xn(t)− xn(tk)|r ≤ C ′δr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

gde je C ′ univerzalna konstatna koja ne zavisi od n i od δn.

Dokaz. Razmatra se niz jednačina (2.1.3) na particiji (2.1.2) oblika

xn(t) = xn(tk) +

∫ t

tk

A
(
s, xn(tk), x

n(s)
)
ds+

∫ t

tk

B
(
s, xn(tk), x

n(s)
)
dw(s),
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gde je t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} i

A
(
t, xn(tk), x

n(t)
)
=

m1∑
i=0

a
(i)
x (t, xn(tk))

i!

(
xn(t)− xn(tk)

)i
,

B
(
t, xn(tk), x

n(t)
)
=

m2∑
i=0

b
(i)
x (t, xn(tk))

i!

(
xn(t)− xn(tk)

)i
.

(2.1.4)

Primenom elementarne nejednakosti (1.5.3) na (2.1.3), zatim Helderove nejednakosti na
Lebegov integral, nejednakosti Burkholder–Dejvis–Gandija i Helderove na Itov integral,
kao i Fubinijeve teoreme, za svako t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, za r ≥ 2, dobija se

E|xn(t)− xn(tk)|r ≤ 2r−1

[
E
∣∣∣ ∫ t

tk

A
(
s, xn(tk), x

n(s)
)
ds
∣∣∣r

+ E
∣∣∣ ∫ t

tk

B
(
s, xn(tk), x

n(s)
)
dw(s)

∣∣∣r]
≤ 2r−1

[
(t− tk)

r−1

∫ t

tk

E
∣∣A(s, xn(tk), xn(s))∣∣rds

+ cr(t− tk)
r/2−1

∫ t

tk

E
∣∣B(s, xn(tk), x

n(s))
∣∣rds]

≡ 2r−1(t− tk)
r/2−1

[
(t− tk)

r/2J1(t) + crJ2(t)
]
. (2.1.5)

Za ocene integrala

J1(t) =

∫ t

tk

E
∣∣A(s, xn(tk), xn(s))∣∣rds i J2(t) =

∫ t

tk

E
∣∣B(s, xn(tk), x

n(s))
∣∣rds

koriste se pretpostavke A1 −A5. Tada je

J1(t) =

∫ t

tk

E
∣∣(a(s, xn(s))− a(s, 0)) + a(s, 0)−

(
a(s, xn(s))− A(s, xn(tk), x

n(s))
)∣∣rds

≤ 3r−1

{∫ t

tk

E
∣∣a(s, xn(s))− a(s, 0)

∣∣ rds+ ∫ t

tk

E|a(s, 0)|rds

+

∫ t

tk

E
∣∣ a(s, xn(s))− A(s, xn(tk), x

n(s))
∣∣rds}

≡ 3r−1
{
J1
1 (t) + J2

1 (t) + J3
1 (t)

}
. (2.1.6)

Da bi se ocenio integral J1
1 (t), primenjuje se polinomijalni uslov A3, nejednakost (1.5.3)

i pretpostavka A5. Na taj način se dobija

J1
1 (t) ≡

∫ t

tk

E
∣∣ a(s, xn(s))− a(s, 0)

∣∣ rds = ∫ t

tk

E
(∣∣ a(s, xn(s))− a(s, 0)

∣∣2)r/2ds
≤
∫ t

tk

E
(
D
(
1 + |xn(s)| q

)
· |xn(s)| 2

)r/2
ds

≤ Dr/22(r−2)/2

∫ t

tk

E
((

1 + |xn(s)| rq/2
)
|xn(s)|r

)
ds

= Dr/22(r−2)/2

∫ t

tk

(
E|xn(s)| r + E|xn(s)| r(1+q/2)

)
ds

≤ Dr/22(r−2)/22

∫ t

tk

Qds = QDr/22r/2(t− tk). (2.1.7)

40
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Za ocenjivanje integrala J2
1 (t) u izrazu (2.1.6), primenjuje se pretpostavka A4. Stoga važi

J2
1 (t) ≡

∫ t

tk

E|a(s, 0)| rds ≤ Cr
a(t− tk). (2.1.8)

U cilju ocene integrala J3
1 (t) u (2.1.6), koriste se uslovi A1, A2, nejednakost (1.5.3) i A5.

Postoji θ1 ∈ (0, 1) tako da važi

J3
1 (t) ≡

∫ t

tk

E
∣∣∣a(s, xn(s))− A

(
s, xn(tk), x

n(s)
)∣∣∣rds

≡
∫ t

tk

E

∣∣∣∣a(m1+1)
x

(
s, xn(tk)+ θ1

(
xn(s)− xn(tk)

))
(m1 + 1)!

(
xn(s)− xn(tk)

)m1+1

∣∣∣∣rds
≤ Lr

1[
(m1 + 1)!

]r · 2(m1+1)r−1

∫ t

tk

(
E|xn(s)|(m1+1)r + E|xn(tk)|(m1+1)r

)
ds

≤ 2(m1+1)r−1Lr
1[

(m1 + 1)!
]r ∫ t

tk

2
(
1 + E sup

ℓ∈[0,T ]

|xn(ℓ)|(M+1)r
)
ds

≤ 2(m1+1)rLr
1Q̄

[(m1 + 1)!]r
(t− tk), (2.1.9)

gde je Q̄ = 1+Q. Primenom relacija (2.1.7), (2.1.8) i (2.1.9), nejednakost (2.1.6) postaje

J1(t) ≤ C1(t− tk), (2.1.10)

gde je C1 univerzalna konstanta koja zavisi od r,Q,D,Ca, L1 i m1.
Primenom prethodne procedure dobija se

J2(t) ≤ C2(t− tk), (2.1.11)

gde je C2 univerzalna konstanta koja zavisi od r,Q,D,Cb, L2 i m2. Na kraju, zamenjujući
(2.1.10) i (2.1.11) u (2.1.5), može se zaključiti da je

E|xn(t)− xn(tk)|r ≤ 2r−1(t− tk)
r/2
[
C1(t− tk)

r/2 + crC2

]
≤ C̃(t− tk)

r/2 ≤ C̃δr/2n ,

gde je C̃ = C̃(C1, C2, T, r) konstanta.
Primenom Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima

(
2/r, 2/(2− r)

)
, za

r ∈ (0, 2), prema prethodno pokazanom delu leme proizilazi sledeća ocena

E|xn(t)− xn(tk)|r ≤
(
E|xn(t)− xn(tk)|2

)r/2
≤
(
C̃δ2/2n

)r/2
= C ′′δr/2n .

Dokaz je kompletan za C ′ = C̃ ∨ C ′′. �
U sledećoj teoremi dokazuje se brzina konvergencije za analitički metod koji je raz-

matran u ovom poglavlju. Dokazuje se da ako stepeni Tejlorovih aproksimacija funkcija
a i b rastu onda se povećava bliskost rešenja x i xn u smislu Lp–norme.

Teorema 2.1.3. Neka su x i xn rešenja jednačina (2.1.1) i (2.1.3), respektivno. Pod
pretpostavkama A1–A5, za p > 0, važi

E sup
t∈[0,T ]

|x(t)− xn(t)| p ≤ Kδ
(m+1)p

2
n , (2.1.12)

za dovljno veliko n, pri čemu je m = m1 ∧m2 i K univerzalna konstanta koja ne zavisi
od n i od δn.
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Dokaz. Neka je t ∈ [0, T ] proizvoljan i fiksiran broj. Imajući u vidu (2.1.4), uvode se
sldedće oznake

A′(s) =
n−1∑
k=0

[
a(s, x(s))− A

(
s, xn(tk), x

n(s)
)]
χ[tk,tk+1∧t)(s),

B′(s) =
n−1∑
k=0

[
b(s, x(s))−B

(
s, xn(tk), x

n(s)
)]
χ[tk,tk+1∧t)(s), s ∈ [0, t].

Neka je p ≥ 2. Na osnovu nejednakosti (1.5.3), Helderove i Burkholder–Dejvis–Gandijeve
nejednakosti, kao i Fubinijeve teoreme, važi

E sup
s∈[0,t]

|x(s)− xn(s)|p = E sup
s∈[0,t]

∣∣∣∣∫ s

0

A′(u)du+

∫ s

0

B′(u)dw(u)

∣∣∣∣p
≤ 2p−1

[
E sup

s∈[0,t]
sp−1

∫ s

0

∣∣A′(u)
∣∣pdu+ cpE

∣∣∣∣∫ t

0

∣∣B′(u)
∣∣2du∣∣∣∣p/2

]

≤ 2p−1

[
tp−1

∫ t

0

E
∣∣A′(s)

∣∣pds+ cpt
(p−2)/2

∫ t

0

E
∣∣B′(s)

∣∣pds]
≤ 2p−1

[
T p−1S1(t) + cpT

(p−2)/2S2(t)
]
, (2.1.13)

gde je

S1(t) =

∫ t

0

E
∣∣A′(s)

∣∣pds i S2(t) =

∫ t

0

E
∣∣B′(s)

∣∣pds.
Ocena integrala S1(t) je dobijena na osnovu nejednakosti trougla i nejednakosti (1.5.3).
Tada važi

S1(t) =
n−1∑
k=0

tk+1∧t∫
tk∧t

E
∣∣∣a(s, x(s))− a(s, xn(s)) + a(s, xn(s))− A

(
s, xn(tk), x

n(s)
)∣∣∣pds

≤ 2p−1

[ n−1∑
k=0

tk+1∧t∫
tk∧t

E
∣∣∣a(s, x(s))− a(s, xn(s))

∣∣∣pds
+

n−1∑
k=0

tk+1∧t∫
tk∧t

E
∣∣∣ a(s, xn(s))− A

(
s, xn(tk), x

n(s)
)∣∣∣pds]. (2.1.14)

Primenom polinomijalnog uslova A3, nejednakosti Koši–Švarc–Bunjakovskog i A5, oce-
njuje se prvi integral u (2.1.14). Stoga važi∫ t

0

E|a(s, x(s))− a(s, xn(s))|pds

≤ Dp/2

∫ t

0

E
[(
1 + |x(s)|q + |xn(s)|q

)p/2|x(s)− xn(s)|p
]
ds

≤ Dp/2

∫ t

0

[
E|x(s)− xn(s)|p

] 1
2 [
E
[(
1 + |x(s)|q + |xn(s)|q

)p|x(s)− xn(s)|p
]] 1

2 ds

≤ Dp/2

∫ t

0

[
E sup

ℓ∈[0,s]
|x(ℓ)− xn(ℓ)|p

]1
2
[
E sup

ℓ∈[0,s]

[(
1 + |x(ℓ)|q + |xn(ℓ)|q

)p|x(ℓ)− xn(ℓ)|p
]]12
ds
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≤ Dp/2Q1

∫ t

0

[
E sup

ℓ∈[0,s]
|x(ℓ)− xn(ℓ)|p

]1
2
ds, (2.1.15)

gde je Q1 = (6pQ)
1
2 konstanta dobijena na osnovu nejednakosti (1.5.3) i Helderove neje-

dnakosti.
Da bi se ocenio drugi integral u (2.1.14) koriste se pretpostavke A1, A2 i Lema 2.1.2.

Postoji θ1 ∈ (0, 1) tako da je

n−1∑
k=0

∫ tk+1∧t

tk∧t
E

∣∣∣∣a(m1+1)
x

(
s, xn(tk) + θ1(x

n(s)−xn(tk))
)

(m1 + 1)!

(
xn(s)− xn(tk)

)m1+1

∣∣∣∣pds
≤ Lp

1[
(m1 + 1)!

]p n−1∑
k=0

∫ tk+1∧t

tk∧t
E
∣∣xn(s)− xn(tk)

∣∣(m1+1)p

≤ Lp
1C

′T[
(m1 + 1)!

]p · δ(m1+1)p/2
n . (2.1.16)

Tada, na osnovu (2.1.15) i (2.1.16), izraz (2.1.14) postaje

S1(t) ≤ 2p−1

Dp/2Q1

t∫
0

[
E sup

ℓ∈[0,s]

∣∣x(ℓ)− xn(ℓ)
∣∣p] 1

2
ds+

Lp
1C

′Tδ
(m1+1)p/2
n[

(m1 + 1)!
]p

 . (2.1.17)

Analogno, važi da je

S2(t) =
n−1∑
k=0

tk+1∧t∫
tk∧t

E
∣∣∣b(s, x(s))− b(s, xn(s)) + b(s, xn(s))−B

(
s, xn(tk), x

n(s)
)∣∣∣pds

≤2p−1

Dp/2Q1

t∫
0

[
E sup

ℓ∈[0,s]
|x(ℓ)− xn(ℓ)|p

] 1
2
ds+

Lp
2C

′Tδ
(m2+1)p/2
n[

(m2 + 1)!
]p

 . (2.1.18)

Sada, zamenom (2.1.17) i (2.1.18) u (2.1.13), može se izračunati

E sup
s∈[0,t]

|x(s)− xn(s)|p (2.1.19)

≤ 22p−2C ′T p/2

{
T p/2Lp

1[
(m1 + 1)!

]p · δ(m1+1)p/2
n +

cpL
p
2[

(m2 + 1)!
]p · δ(m2+1)p/2

n

}

+ 22p−2Dp/2Q1

(
T p−1 + cpT

(p−2)/2
) t∫

0

[
E sup

ℓ∈[0,s]
|x(ℓ)− xn(ℓ)|p

]1/2
ds.

Kako je n dovoljno veliko, to je δn dovoljno malo (blizu 0), tako da je manje od 1, i tada
važi

δ(m1+1)p/2
n ∨ δ(m2+1)p/2

n ≤ δ(m+1)p/2
n ,

gde je m = m1 ∧m2. Nejednakost (2.1.19) postaje

E sup
s∈[0,t]

|x(s)−xn(s)|p ≤ Z1(T )δ
(m+1)p/2
n +Z2(T )

t∫
0

[
E sup

ℓ∈[0,s]
|x(ℓ)−xn(ℓ)|p

]1/2
ds, (2.1.20)
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gde je

Z1(T ) = 22p−2C ′T p/2

{
T p/2Lp

1[
(m1 + 1)!

]p +
cpL

p
2[

(m2 + 1)!
]p},

Z2(T ) = 22p−2Dp/2Q1

(
T p−1 + cpT

(p−2)/2
)
.

Da bi se kompletirao dokaz, primenjuje se nejednakost Biharijevog tipa (Teorema 1.5.13)
na (2.1.20), gde je funkcija φ definisana kao φ : z 7→ z1/2, z ∈ [0,+∞) i funkcija G je
bijekcija, definisana za pozitivne brojeve z kao

G(z) = 2z1/2.

Njena inverzna funkcija je

G−1(y) =
1

4
y2, y > 0.

Takod̄e je
∫ t

0
f(s)ds = Z2(T )t ≤ Z2(T )T , za svako t ∈ [0, T ]. Na kraju, za svako t ∈ [0, T ]

važi

E sup
s∈[0,t]

|x(s)− xn(s)|p ≤ Z1(T )δ
(m+1)p/2
n

1

4

(
2 + Z2(T )T

)2
= Kδ(m+1)p/2

n ,

gde je K = 0.25Z1(T )
(
2 + Z2(T )T

)2
konstanta nezavisna od n i od δn. Poslednja neje-

dnakost važi za svako t ∈ [0, T ], tako da je

E sup
t∈[0,T ]

|x(t)− xn(t)|p ≤ Kδ(m+1)p/2
n .

Za 0 < r < 2 dokaz je analogan kraju dokaza Leme 2.1.2. �
Sledećom teoremom se dokazuje skoro izvesna konvergencija niza aproksimativnih

rešenja jednačina (2.1.3) ka tačnom rešenju jednačine (2.1.1).

Teorema 2.1.4. Neka važe uslovi Teoreme 2.1.3 i neka postoji monotono opadajući niz
pozitivnih brojeva (λn)n∈N tako da λn → 0 kada n → ∞ i

∑∞
n=1 δnλ

−2
n < ∞. Tada niz

(xn)n∈N aproksimativnih rešenja jednačina (2.1.3) konvergira skoro izvesno ka rešenju x
jednačine (2.1.1).

Dokaz. Čebǐsevljeva nejednakost (Teorema 1.1.2) i relacija (2.1.12) iz prethodne
teoreme povlače

∞∑
n=1

P
{

sup
t∈[0,T ]

|x(t)− xn(t)|p/2 ≥ λn
}
≤

∞∑
n=1

E sup
t∈[0,T ]

|x(t)− xn(t)|pλ−2
n

≤ K
∞∑
n=1

δ(m+1)p/2
n λ−2

n <∞.

Borel–Kantelijeva lema (Teorema 1.1.4) implicira da se sa verovatnoćom jedan realizuje
samo konačno mnogo dogad̄aja {supt∈[0,T ] |x(t) − xn(t)|p/2 ≥ λn}, odnosno za dovoljno

veliko n važi supt∈[0,T ] |x(t) − xn(t)| < λ
2/p
n skoro izvesno. Prema tome, niz (xn)n∈N

konvergira skoro izvesno ka rešenju x, ravnomerno na [0, T ]. �
Sledeći primer ilustruje prethodna teorijska razmatranja.
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Primer 2.1.5. Neka je data autonomna stohastička diferencijalna jednačina

dx(t) =
(
− αx3(t) + β sin x(t)

)
dt+ σ(1− 2 sin x(t))dw(t), t ∈ [0, T ], (2.1.21)

sa početnim uslovom x(0) = 0 skoro izvesno, gde su α, β i σ realne konstante.
U ovom primeru aproksimativne jednačine, dobijene primenom predloženog analiti-

čkog metoda, su, u jednom slučaju, eksplicitno rešive u situaciji kada polazna jednačina
nije eksplicitno rešiva. U drugom slučaju, aproksimativne jednačine su jednostavnijeg
oblika od (2.1.21), tako da se neki numerički metod može primeniti za odred̄ivanje njihovih
aproksimativnih rešenja.

Koeficijenti prenosa
a(x) = −αx3 + β sinx

i difuzije
b(x) = σ(1− 2 sin x)

su neprekidno-diferencijabilne funkcije i, prema tome, lokalno Lipšic-neprekidne. Koefi-
cijent prenosa, med̄utim, nije globalno Lipšic-neprekidan, dok koeficijent difuzije jeste.
Takod̄e, može se primetiti da jednostrani Lipšicov uslov (1.3.6) važi za funkciju a kada
je α > 0. Stoga, u smislu Napomene 2.1.1, sve pretpostavke teoreme egzistencije i jedin-
stvenosti rešenja su ispunjene i jednačina (2.1.21) ima jedinstveno rešenje x = x(t) za
koje važi početni uslov x(0) = 0 skoro izvesno. Uslovi A3 i A4 važe, te Lema 1.3.12
povlači

E sup
0≤t≤T

∣∣x(t)∣∣r ≤ C
(
1 + E

∣∣x(0)∣∣r) ≤ Q, za r > 2.

Prema tome, uslov A5 važi za rešenje x. Jednačina (2.1.21) nije eksplicitno rešiva.
Aproksimativna rešenja (2.1.3) biće formirana na osnovu Maklorenovih3 aproksimacija

funkcija a i b, umesto Tejlorovih aproksimacija ovih funkcija u okolini tačaka x(tk). Zbog
toga se podsegmenti [tk, tk+1] particije (2.1.2) transformǐsu u segmente [0, tk+1 − tk], za
k ∈ {0, . . . , n− 1}. Vremenskom translacijom t = tk + u, za k ∈ {0, . . . , n− 1}, dobijeni
su novi Vinerov proces w̃ i nepoznati proces x̃, tako da važi

w̃(u) = w(tk + u) s.i, x̃(u) = x(tk + u) s.i. (2.1.22)

Tada jednačina (2.1.21) postaje

dx̃(u) =
(
− αx̃3(u) + β sin x̃(u)

)
du+ σ(1− 2 sin x̃(u))dw̃(u),

u ∈ [0, tk+1 − tk], k ∈ {0, . . . , n− 1}.
(2.1.23)

Da bi se demonstrirala činjenica da vǐsi redovi izvoda daju bolje aproksimacije rešenja
jednačine (2.1.21), razmatraju se tri različite jednačine.

(I) Maklorenove aproksimacije funkcija a = a(x) i b = b(x) do trećeg i drugog izvoda,
respektivno, su

a(x) ≈ −6α + β

6
x3 + βx, b(x) ≈ −2σx+ σ, (x→ 0)

(formalno b(x) ≈ 0 · x2

2
−2σx+σ). Uslovi A1 i A2 važe zbog toga što je supx |a(4)(x)| ≤ |β|

i supx |b
′′′
(x)| ≤ 2|σ|. Aproksimativno rešenje {x̃n(u), u ∈ [0, T ]} je dobijeno sukcesivnim

3Maclaurin C. (1698–1746) - škotski matematičar

45
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povezivanjem rešenja jednačina

dx̃n(u) =

(
−6α + β

6

(
x̃n(u)

)3
+ βx̃n(u)

)
du+ σ(1− 2x̃n(u))dw̃(u),

u ∈ [0, tk+1 − tk], k ∈ {0, . . . , n− 1}.
(2.1.24)

Jednačine (2.1.24) nisu eksplicitno rešive, ali njihovi koeficijenti zadovoljavaju iste uslove
kao koeficijenti polazne jednačine (2.1.21) za α ≥ −β/6 i

E sup
0≤u≤T

|x̃n(u)|r ≤ c1 (1 + E|x(0)|r) ≤ Q, r > 2.

Translacija vremena (2.1.22) implicira

dxn(t) =

(
−6α + β

6

(
xn(t)

)3
+ βxn(t)

)
dt+ σ(1− 2xn(t))dw(t),

t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1}.
(2.1.25)

Teorema 2.1.3 daje stepen bliskosti u Lp–smislu, to jest

E sup
t∈[0,T ]

|x(t)− xn(t)|p ≤ Kδ
3
2
p

n .

(II) Maklorenove aproksimacije funkcija a = a(x) i b = b(x) do drugih izvoda su

a(x) ≈ βx, b(x) ≈ −2σx+ σ, (x→ 0)

(formalno a(x) ≈ 0 · x2

2
+ βx i b(x) ≈ 0 · x2

2
− 2σx + σ). Tada je aproksimativno rešenje

{x̃n(u), u ∈ [0, T ]} konstruisano korǐsćenjem jednačina

dx̃n(u) = βx̃n(u)du+σ(1−2x̃n(u))dw̃(u), u ∈ [0, tk+1− tk], k ∈ {0, . . . , n−1}. (2.1.26)

Jednačine (2.1.26) su nehomogene linearne stohastičke diferencijalne jednačine sa mul-
tiplikativnim šumom i njihovi koeficijenti zadovoljavaju globalni Lipšicov uslov i uslov
linearnog rasta. Prema tome, jednačine (2.1.26) su eksplicitno rešive (videti [32, str.
119]), njihova rešenja su

x̃n(u) = x̃n0e
(β−2σ2)u−2σ(w̃(u)−w̃(0)) + 2σ2

∫ u

0

e−(β−2σ2)(u−s)−2σ(w̃(u)−w̃(s))ds

+ σ

∫ u

0

e−(β−2σ2)(u−s)+2σ(w̃(u)−w̃(s))dw̃(s),

u ∈ [0, tk+1 − tk], k ∈ {0, . . . , n− 1},

dok za momente važi

E sup
0≤t≤T

|xn(t)|r = E sup
0≤u≤T

|x̃n(u)|r ≤ c2
(
1 + 3r−1E|x(0)|r

)
≤ Q,

za r > 2, na osnovu Teoreme 1.3.6. Na osnovu vremenske translacije (2.1.22) dobija se

xn(t) = xn(tk)e
(β−2σ2)(t−tk)−2σ(w(t)−w(tk)) (2.1.27)

+ 2σ2

∫ t

tk

e−(β−2σ2)(t−s)−2σ(w(t)−w(s))ds+ σ

∫ t

tk

e−(β−2σ2)(t−s)−2σ(w(t)−w(s))dw(s),

t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1}.
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Teorema 2.1.3 daje isti stepen bliskosti u Lp–smislu kao u prethodnom slučaju.
(III) Maklorenove aproksimacije funkcija a = a(x) i b = b(x) do izvoda reda dva i

nula, respektivno, su

a(x) ≈ βx, b(x) ≈ σ, (x→ 0).

Tada su jednačine

dx̃n(u) = βx̃n(u)du+ σdw̃(u), u ∈ [0, tk+1 − tk], k ∈ {0, . . . , n− 1}, (2.1.28)

eksplicitno rešive (videti [32, str.118]) i njihova rešenja su

x̃n(u) = eβu
(
x̃n0 + σ

∫ u

0

e−βsdw̃(s)

)
,

u ∈ [0, tk+1 − tk], k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Primenom translacije vremena dobija se

xn(t) = eβ(t−tk)
(
xn(tk) + σ

∫ t

tk

e−β(s−tk)dw(s)
)
, (2.1.29)

t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

a Teorema 2.1.3 daje sldeći stepen bliskosti u Lp–smislu

E sup
t∈[0,T ]

|x(t)− xn(t)|p ≤ Kδ
1
2
p

n .

Važno je napomenuti da je u jednačinama (2.1.23), (2.1.24), (2.1.26) i (2.1.28), za
vrednost k = 0 početni uslov x̃(0) = 0 skoro izvesno, dok su za k ∈ {1, . . . , n−1} početni
uslovi odred̄eni sukcesivno kao vrednosti procesa x̃(u) u tačkama tk − tk−1. Osim toga,
sukcesivnim povezivanjem procesa {xn(t), t ∈ [tk, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n−1}, koji reprezen-
tuju rešenja jednačina (2.1.25), (2.1.27) i (2.1.29), u podeonim tačkama, konstruisano je
skoro sigurno neprekidno rešenje {xn(t), t ∈ [0, T ]}.

Najčešći metod za aproksimaciju rešenja stohastičkih diferencijalnih jednačina je nu-
merički Ojler-Marujamin (OM) metod. U [22] je dokazano da ovaj metod, koji se zas-
niva na Tejlorovom razvoju stepena nula, ima red konvergencije 1/2. Mogu se uporediti
aproksimativna rešenja polazne jednačine (2.1.21) dobijena numeričkim OM metodom i
analitičkim metodom opisanim u ovom poglavlju primenom Tejlorovog razvoja reda dva
i reda nula za različite vrednosti parametara α, β i σ.

Primenom OMmetoda na polaznu SDJ (2.1.21) odred̄uju se aproksimacijeXk ≈ x(tk),
gde je X0 = 0,

Xk+1 = Xk +
(
−αX3

k + β sinXk

)
(tk+1 − tk) + σ(1− 2 sinXk)(w(tk+1)− w(tk)),

X̄(t) = Xk + (t− tk)
(
−αX3

k + β sinXk

)
+ σ(1− 2 sinXk)(w(t)− w(tk)), (2.1.30)

za t ∈ [tk, tk+1], a OM rešenje je definisano sa X(t) = X̄(t) za t ∈ [tk, tk+1].
Rezultati pored̄enja nalaze se na Slikama 1 i 2. Prema Teoremi 2.1.3 niz aproksi-

mativnih rešenja (2.1.27) ima vǐsi red Lp–konvergencije u odnosu na rešenja (2.1.29) i
(2.1.30).

U nastavku će dobijeni rezultati biti ilustrovani sledećim grafičkim prikazima za ra-
zličite vrednosti parametara jednačina (2.1.30), (2.1.27) i (2.1.29).
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Slika 1: Trajektorije rešenja jednačina (2.1.30), (2.1.27) i (2.1.29) za x0 = 0 i: α = 0.3,
β = 0.3π3/108, σ = 0.05 (gore), α = 0.1, β = 0.1, σ = 0.01 (dole), za δ10 000 = 0.001 na
vremenskom intervalu [0, 10]
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Slika 2: Trajektorije rešenja jednačina (2.1.30), (2.1.27) i (2.1.29) za x0 = 0, α = 0.5,
β = −0.2 i: σ = 0.01 (gore), σ = −0.01 (dole), za δ10 000 = 0.001 na vremenskom intervalu
[0, 10]
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Rezultati ovog poglavlja su sadržani u radu [11].

Prezentovan metod može biti adekvatno proširen na različite tipove stohastičkih di-
ferencijalnih jednačina. Osim toga, neki uslovi za koeficijente jednačine mogu takod̄e
obezbediti primenu analitičkih aproksimacija koeficijenata koji se ne ponašaju nužno kao
polinomi.

2.2 Stohastičke diferencijalne jednačine sa

vremenski zavisnim kašnjenjem

U ovom poglavlju prezentovan je aproksimativan metod koji se zasniva na Tejlorovom
razvoju. Cilj je aproksimirati rešenja polazne stohastičke diferencijalne jednačine sa
vremenski zavisnim kašnjenjem (SDJVZK) date na konačnom vremenskom intervalu
rešenjima aproksimativnih jednačina. Aproksimativne jednačine imaju koeficijente pre-
nosa i difuzije koji su Tejlorovi razvoji odgovarajućih koeficijenata polazne jednačine reda
m1 i m2, respektivno. Na osnovu odgovarajućih teorema, koje pokazuju bliskost rešenja
u smislu Lp–norme i sa verovatnoćom jedan, redom, može se videti da red konvergencije
raste samo ako oba broja m1 i m2 rastu istovremeno. Takod̄e, poznati Ojler-Marujamin
metod je specijalan slučaj ovog metoda ako je m1 = m2 = 0.

U nastavku se formira navedeni analitički metod i dokazuju rezultati koji se odnose
na Lp i skoro izvesnu bliskost aproksimativnog i tačnog rešenja.

2.2.1 Zasnivanje metoda

Razmatra se SDJVZK (1.3.7) sa početnim uslovom (1.3.8), čiji je integralni oblik

x(t) = η(0) +

∫ t

t0

a
(
x(u), x(u− δ(u)), u

)
du (2.2.1)

+

∫ t

t0

b
(
x(u), x(u− δ(u)), u

)
dw(u), t ∈ [t0, T ].

Neka su τ i T − t0 samerljive vrednosti, odnosno, neka imaju racionalni količnik.
Drugim rečima, za svaki pozitivan ceo broj n za koji postoji pozitivan ceo broj n′ tako
da je (T − t0)/n = τ/n′ = δn, gde je n dovoljno veliko tako da je δn < 1, definǐse se
ekvidistantna particija vremenskog intervala [t0, T ]

t0 < t1 < · · · < tn = T, (2.2.2)

odnosno tj = t0 + jδn, j ∈ {0, 1, . . . , n}, i ekvidistantna particija vremenskog intervala
[t0 − τ, t0],

t0 − τ = t−n′ < t−n′+1 < · · · < t−1 < t0, (2.2.3)

odnosno tj = t−n′ + (j + n′)δ′n, j ∈ {−n′, . . . , 0}. Na taj način su tj, j ∈ {−n′, . . . , n}
podeone tačke segmenta [t0 − τ, T ].

Aproksimativne jednačine su formiraju na osnovu Tejlorovog razvoja koeficijenata
polazne jednačine po prva dva argumenta. Da bi se precizno odredile tačke u čijim
okolinama se razvijaju koeficijenti polazne jednačine po drugom argumentu, uvode se
sledeći skupovi za proizvoljno i fiksirano t∈ [ti, ti+1], i ∈ {0, . . . , n− 1},

Sj
i =

{
s ∈ [ti, t] | s− δ(s) ∈ [tj, tj+1 ∧ t)

}
, j ∈ {i− n′, . . . , i}. (2.2.4)
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Jednostavnosti radi, definǐse se funkcija δ1(s) = s − δ(s), s ∈ [t0, T ]. Cilj formiranja
ovih skupova je odred̄ivanje najvećih podeonih tačaka iz (2.2.2)−(2.2.3) koje su manje ili
jednake δ1(s) za s ∈ [ti, t], t ∈ [ti, ti+1], i ∈ {0, . . . , n − 1}. Za proizvoljan Ft–adaptiran
stohastički proces yn = {yn(t) | t ∈ [t0 − τ, T ]} uvodi se novi stepenasti (jednostavni)
proces ỹn = {ỹn(t) | t ∈ [t0, T ]} oblika

ỹn(s) =
i∑

j=i−n′

χSj
i
(s)yn(tj), s ∈ [ti, t],

za svako t ∈ [ti, ti+1], i ∈ {0, . . . , n− 1}.
Cilj je da se aproksimira rešenje x = {x(t) | t ∈ [t0 − τ, T ]} jednačine (2.2.1) sa

početnim uslovom (1.3.8) na particiji (2.2.2)–(2.2.3), stohastičkim procesom koji je ozna-
čen sa xn = {xn(t) | t ∈ [t0 − τ, T ]} i koji je dobijen sukcesivnim povezivanjem rešenja
jednačina

xn(t) = xn(tk) +

∫ t

tk

m1∑
i=0

dia
(
xn(tk), x̃

n(s), s
)

i!
ds (2.2.5)

+

∫ t

tk

m2∑
i=0

dib
(
xn(tk), x̃

n(s), s
)

i!
dw(s), t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

sa početnim uslovima xnt0 = η za k = 0 i xntk za k ∈ {1, . . . , n − 1}, pri čemu je proces
xntk = {xn(t), t ∈ [tk − τ, tk]}. Takod̄e, proces xn zadovoljava uslov xn(t) = η(t − t0), za
t ∈ [t0 − τ, t0]. Stohastički proces xn = {xn(t) | t ∈ [t0 − τ, T ]} dobijen na ovaj način je
skoro izvesno neprekidan.

Jednačine (2.2.5) imaju koeficijente drifta i difuzije koji su Tejlorovi razvoji do izvoda
reda m1 i m2, respektivno, po prva dva argumenta koeficijenata prenosa i difuzije polazne
jednačine (2.2.1).

U jednačinama (2.2.5), dia(xn(tk), x̃
n(s), s) i dib(xn(tk), x̃

n(s), s), za s ∈ [tk, tk+1],
k∈{0, . . . , n−1}, su, za i = 0, jednaki

a(xn(tk), x̃
n(s), s)∈Rd i b(xn(tk), x̃

n(s), s)∈Rd1×d,

respektivno, a za i ≥ 1

dia
(
xn(tk), x̃

n(s), s
)

=
i∑

j=0

(
i

j

)
∂ia(xn(tk),x̃n(s),s)

∂xj ∂yi−j

[
xn(s)− xn(tk)

]j[
xn(δ1(s))− x̃n(s)

]i−j
,

dib
(
xn(tk), x̃

n(s), s
)

=
i∑

j=0

(
i

j

)
∂ib(xn(tk),x̃n(s),s)

∂xj ∂yi−j

[
xn(s)− xn(tk)

]j[
xn(δ1(s))− x̃n(s)

]i−j
.

Pritom
∂ia(xn(tk),x̃n(s),s)

∂xj ∂yi−j i
∂ib(xn(tk),x̃n(s),s)

∂xj ∂yi−j označavaju i-te parcijalne Frešeove izvode funkci-

onala a i b, redom, u tačkama (xn(tk), x̃
n(s)) ∈ Rd × Rd, j–puta po prvom argumentu i

(i− j)–puta po drugom argumentu, j ∈ {0, . . . , i}, i ∈ {1, . . . ,m1} (ili i ∈ {1, . . . ,m2}).
Obično je, u kontekstu analitičkih i numeričkih aproksimativnih metoda, funkcija

kašnjenja δ Lipšic-neprekidna i ovaj slučaj biće razmatran u Poglavlju 2.2.3. Umesto
toga, uvešće se opštija pretpostavka za funkciju δ, odnosno pretpostavlja se da je ona
neprekidna.
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Uvode se sledeće pretpostavke koje su neophodne za dokazivanje glavnih rezultata.
B1 : Postoje Tejlorovi razvoji funkcionala a i b po prva dva argumenta do izvoda reda

m1 i m2, respektivno.
B2 : Svi parcijalni Frešeovi izvodi po prva dva argumenta, reda m1 + 1 za funkcional

a i reda m2+1 za funkcional b su uniformno ograničeni, odnosno postoje pozitivne realne
konstante L̄a i L̄b tako da važi

sup
(x,y,t)∈Rd×Rd×[t0,T ]

∥∥∥∥ ∂m1+1a(x,y,t)
∂xj ∂ym1+1−j

∥∥∥∥
m1+1

≤ L̄a, j ∈ {0, . . . ,m1 + 1},

sup
(x,y,t)∈Rd×Rd×[t0,T ]

∥∥∥∥ ∂m2+1b(x,y,t)
∂xj ∂ym2+1−j

∥∥∥∥
m1+1

≤ L̄b, j ∈ {0, . . . ,m2 + 1}.

B3 : Funkcionali a i b zadovoljavaju polinomijalni uslov: postoji pozitivan realan broj
D̄ i nenegativan ceo broj q̄, tako da za svako x, x̃, y, ỹ ∈ Rd i svako t ∈ [t0, T ], važi∣∣a(x, y, t)− a(x̃, ỹ, t)

∣∣2 ∨ ∣∣b(x, y, t)− b(x̃, ỹ, t)
∣∣2

≤ D̄
(
1 +

∣∣(x, y)∣∣q̄ + ∣∣(x̃, ỹ)∣∣q̄)∣∣(x, y)− (x̃, ỹ)
∣∣2.

B4 : Funkcionali a(0, 0, ·) i b(0, 0, ·) su ograničeni na [t0, T ], odnosno postoje pozitivne
konstante K̄a i K̄b tako da važi |a(0, 0, t)|≤K̄a i |b(0, 0, t)|≤K̄b, za t ∈ [t0, T ].

B5 : Postoje jedinstvena rešenja x i xn jednačina (2.2.1) i (2.2.5), respektivno, sa
odgovarajućim početnim uslovom (1.3.8), tako da za neko p̄ ≥ 2 i neku pozitivnu kon-
stantu Q̄ nezavisnu od n, važi

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)∣∣2p̄(1∨q̄) ∨ E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(t)∣∣p̄[2∨2q̄∨(1+q̄/2)(M+1)∨(M+1)2] ≤ Q̄ <∞,

gde je M = m1 ∨m2.
B6 : Stohastički proces η zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoji pozitivna

konstanta D′ i nenegativan ceo broj q′ tako da za svaka dva realna broja θ1, θ2 ∈ [−τ, 0],
važi ∣∣η(θ1)− η(θ2)

∣∣2 ≤ D′(1 + |θ1|q
′
+ |θ2|q

′)|θ1 − θ2|2.
Polinomijalni uslov koji zadovoljava proces η u B6 je slabiji od Lipšicovog uslova koji se

uobičajeno pretpostavlja za proces η. Na primer, svaka funkcija koja zadovoljava globalni
Lipšicov uslov takod̄e zadovoljava i polinomijalni uslov B3 za q̄ = 0 (ili uslov B6 za q

′ = 0).
Pored toga, svaki polinom i svaka funkcija oblika αxk + β sin xm + γ, za realne konstante
α, β, γ i za nenegativne cele brojeve k,m, gde je x ∈ R, zadovoljava polinomijalni uslov.

Napomena 2.2.1. Ograničenost parcijalnih izvoda reda m1 + 1 i m2 + 1, po prvih 2d
argumenata koordinatnih funkcija funkcionala a i b, redom, impolicira uslov B2. Drugim
rečima, ako postoje realne pozitivne konstante La i Lb tako da, za svako i ∈ {1, . . . , d} i
k ∈ {1, . . . , d× d1}, važi

sup
(x,y,t)∈Rd×Rd×[t0,T ]

∣∣∣∣∣ ∂m1+1ai(x, y, t)

∂x1 . . . ∂xd︸ ︷︷ ︸
j

∂yd+1 . . . ∂y2d︸ ︷︷ ︸
m1+1−j

∣∣∣∣∣ ≤ La, j ∈ {0, . . . ,m1 + 1},

sup
(x,y,t)∈Rd×Rd×[t0,T ]

∣∣∣∣∣ ∂m2+1bk(x, y, t)

∂x1 . . . ∂xd︸ ︷︷ ︸
j

∂yd+1 . . . ∂y2d︸ ︷︷ ︸
m2+1−j

∣∣∣∣∣ ≤ Lb, j ∈ {0, . . . ,m2 + 1},
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ai, bk : Rd × Rd × [t0, T ] → R, i ∈ {1, . . . , d}, k ∈ {1, . . . , d × d1}, a = (a1, . . . , ad),
b = (b1, . . . , bd×d1), tada se može dokazati da je B2 zadovoljeno. Poznato je da su sve
norme na konačno dimenzionalnom vektorskom prostoru med̄usobno ekvivalentne. Kako
je Frobenijusova norma na skupu svih realnih n1 × n2 matrica identična standardnoj Eu-
klidskoj normi na Rn1×n2, može se zaključiti da a′(x,y,t) : R2d → R implicira da postoji

α1 > 0 tako da je ∥a′(x,y,t)∥1 ≤ α1|a′(x,y,t)|, gde je | · | Euklidska norma na vektorskom

prostoru R2d2, a′′(x,y,t) : R2d → M2d(R2d;R) implicira da postoji α2 > 0 tako da je zado-

voljena relacija ∥a′′(x,y,t)∥2 ≤ α2|a′′(x,y,t)|, gde je | · | Euklidska norma na vektorskom pros-

toru R22d3, a
(m1+1)
(x,y,t) : R2d → M2dm1((R2d)m1 ;R) implicira da postoji αm1+1 > 0 tako da

je ∥a(m1+1)
(x,y,t) ∥m1+1 ≤ αm1+1|a(m1+1)

(x,y,t) | gde je | · | Euklidska norma na vektorskom prostoru

R2m1+1dm1+2
. Slično, za parcijalne Frešeove izvode postoje pozitivne konstante α′

m1+1 i
β′
m2+1 tako da je∥∥∥∥ ∂m1+1a(x,y,t)
∂xj ∂ym1+1−j

∥∥∥∥
m1+1

≤ α′
m1+1

∣∣∣∣∣
[

∂m1+1ai(x, y, t)

∂x1 . . . ∂xd︸ ︷︷ ︸
j

∂yd+1 . . . ∂y2d︸ ︷︷ ︸
m1+1−j

]
d×dm1+1

∣∣∣∣∣
= α′

m1+1

∣∣∣∣∣
[

∂m1+1ai(x, y, t)

∂xi1 . . . ∂xij ∂yij+1
. . . ∂yim1+1

]
d×d× · · · × d︸ ︷︷ ︸

m1+1

∣∣∣∣∣
= α′

m1+1

(
d∑

i=1

d∑
i1=1

· · ·
d∑

ij=1

2d∑
ij+1=d+1

· · ·
2d∑

im1+1=d+1

∣∣∣∣ ∂m1+1ai(x, y, t)

∂xi1 . . . ∂xij ∂yij+1
. . . ∂yim1+1

∣∣∣∣2
)1/2

≤ α′
m1+1d

(m1+2)/2La, j ∈ {0, . . . ,m1 + 1}

i analogno ∥∥∥∥ ∂m2+1b(x,y,t)
∂xj ∂ym2+1−j

∥∥∥∥
m2+1

≤ β′
m2+1d

(m2+2)/2Lb, j ∈ {0, . . . ,m2 + 1}.

Prema tome, uslov B2 je zadovoljen za L̄a = α′
m1+1d

(m1+2)/2La i L̄b = β′
m2+1d

(m2+2)/2Lb.

2.2.2 Glavni rezultati

Sledeća propozicija ima važnu ulogu u oceni bliskosti i reda konvergencije rešenja xn ka
rešenju x.

Propozicija 2.2.2. I Neka su {xn(t) | t ∈ [tk, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n−1}, rešenja jednačina
(2.2.5) i neka važe pretpostavke B1 − B5. Tada za svako 0 < r ≤ (M + 1)p̄ važi

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ C̄ ′δr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde je C̄ ′ pozitivna generička konstanta nezavisna od n.
II Ako se dodatno pretpostavi da važi i B6, tada je

sup
s∈[tk,t]

E
∣∣xn(δ1(s))− x̃n(s)

∣∣r ≤ C̄ ′′δr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

52
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gde je C̄ ′′ pozitivna konstanta nezavisna od n.

Dokaz. I Radi jednostavnosti, za t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1}, uvode se oznake

Ā
(
xn(t), xn(δ1(t)), t; x

n(tk), x̃
n(t)

)
=

m1∑
i=0

dia(xn(tk), x̃
n(t), t)

i!
,

B̄
(
xn(t), xn(δ1(t)), t; x

n(tk), x̃
n(t)

)
=

m2∑
i=0

dib(xn(tk), x̃
n(t), t)

i!
.

Razlikovaće se slučajevi u zavisnosti od toga da li je r ≥ 2 ili 0 < r < 2.

Slučaj 1: r ≥ 2.

Da bi se dokazao ovaj deo propozicije iskoristiće se jedan od standardnih metoda
uz primenu pretpostavke B1, Helderove nejednakosti (sa konjugovanim eksponentima r
i r/(r − 1) za Lebegov integral i sa konjugovanim eksponentima r/2 i r/(r − 2) za Itov
integral u slučaju kada je r > 2), Burkholder–Dejvis–Gandijeve nejednakosti (za r > 2),
izometrije Itoa, Dubove martingalne nejednakosti (za r = 2), a na kraju i Fubinijeve
teoreme. Tada se dobija

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ 2r−1(t− tk)

r
2
−1
[
(t− tk)

r/2J̄1(t) + crJ̄2(t)
]
, (2.2.6)

gde je

J̄1(t) =

∫ t

tk

E
∣∣Ā(xn(s), xn(δ1(s)), s;xn(tk), x̃n(s))∣∣rds,

J̄2(t) =

∫ t

tk

E
∣∣B̄(xn(s), xn(δ1(s)), s; xn(tk), x̃n(s))∣∣rds,

za t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n − 1}, dok je pozitivna konstanta cr dobijena primenom
Burkholder–Dejvis–Gandijeve nejednakosti.

Osnovni cilj je ocena izraza J̄1(t) a izraz J̄2(t) se može oceniti analogno. Stoga, ako
je k ∈ {0, 1, . . . , (n′ − 1) ∧ (n− 1)}, integral J̄1(t) se može predstaviti kao

J̄1(t) =
−1∑

j=k−n′

∫
Sj
k

E
∣∣Ā(xn(s), η(δ1(s)− t0), s; x

n(tk), η(tj − t0)
)∣∣rds

+
k∑

j=0

∫
Sj
k

E
∣∣Ā(xn(s), xn(δ1(s)), s;xn(tk), xn(tj))∣∣rds,

(2.2.7)

za svako t ∈ [tk, tk+1], dok, ako je k ∈ {n′ ∧ (n − 1), (n′ + 1) ∧ (n − 1), . . . , n − 1}, onda
je za t ∈ [tk, tk+1] taj integral jednak

J̄1(t) =
k∑

j=k−n′

∫
Sj
k

E
∣∣Ā(xn(s), xn(δ1(s)), s;xn(tk), xn(tj))∣∣rds. (2.2.8)

Integrali nad skupovima Sj
k u (2.2.7) se ocenjuju kada je j ∈ {k − n′, . . . ,−1} i
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jednačina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

k ∈ {0, 1, . . . , (n′ − 1) ∧ (n− 1)}. Primenom nejednakosti (1.5.3), dobija se

∫
Sj
k

E
∣∣Ā(xn(s), η(δ1(s)− t0), s; x

n(tk), η(tj − t0)
)∣∣rds (2.2.9)

≤ 3r−1

∫
Sj
k

E
∣∣Ā(xn(s), η(δ1(s)− t0), s;x

n(tk), η(tj − t0)
)
− a
(
xn(s), η(δ1(s)− t0), s

)∣∣rds
+ 3r−1

∫
Sj
k

E
∣∣a(xn(s), η(δ1(s)− t0), s

)
− a(0, 0, s)

∣∣rds+ 3r−1

∫
Sj
k

E
∣∣a(0, 0, s)∣∣rds.

Za prvi sabirak u (2.2.9), pretpostavka B1 povlači da postoje realni brojevi θ1, θ2 ∈ [0, 1]
tako da važi

∫
Sj
k

E
∣∣∣Ā(xn(s), η(δ1(s)−t0), s;xn(tk), η(tj − t0)

)
− a
(
xn(s), η(δ1(s)−t0), s

)∣∣∣rds (2.2.10)

=

∫
Sj
k

E

∣∣∣∣∣d(m1+1)a
(
xn(tk)+θ1

(
xn(s)−xn(tk)

)
, η(tj−t0)+θ2

(
η(δ1(s)−t0)−η(tj−t0)

)
, s
)

(m1 + 1)!

∣∣∣∣∣
r

ds.

Radi jednostavnosti, neka je

ā1(s) = xn(tk) + θ1
(
xn(s)− xn(tk)

)
, b̄1(s) = xn(s)− xn(tk),

ā2(s) = η(tj − t0) + θ2
(
η(δ1(s)− t0)− η(tj − t0)

)
, b̄2(s) = η(δ1(s)− t0)− η(tj − t0).

Pretpostavka B2, Njutnova binomna formula i nejednakost (1.5.3) primenjena na (2.2.10)
daju

∫
Sj
k

E
∣∣∣Ā(xn(s), η(δ1(s)−t0), s;xn(tk), η(tj − t0)

)
− a
(
xn(s), η(δ1(s)−t0), s

)∣∣∣rds
=

1[
(m1 + 1)!

]r ∫
Sj
k

E

∣∣∣∣m1+1∑
i=0

(
m1+1

i

)
∂m1+1a(ā1(s),ā2(s),s)
∂ix ∂m1+1−iy

[
b̄1(s)

]i[
b̄2(s)

]m1+1−i

∣∣∣∣rds
≤ 1[

(m1 + 1)!
]r∫
Sj
k

E

{
m1+1∑
i=0

(
m1+1

i

)∥∥∥∥∂m1+1a(ā1(s),ā2(s),s)
∂ix ∂m1+1−iy

∥∥∥∥
m1+1

∣∣b̄1(s)∣∣i∣∣b̄2(s)∣∣m1+1−i

}r

ds

≤ L̄r
a[

(m1 + 1)!
]r ∫

Sj
k

E
(∣∣xn(s)− xn(tk)

∣∣+ ∣∣η(δ1(s)− t0)− η(tj − t0)
∣∣)r(m1+1)

ds

≤ 22r(m1+1)L̄r
a[

(m1 + 1)!
]r ∫

Sj
k

E sup
u∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(u)∣∣(m1+1)r
ds. (2.2.11)

U oceni drugog sabirka u (2.2.9), koristeći polinomijalni uslov B3, nejednakost (1.5.3) i
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osobine standardne Euklidske norme, dobija se∫
Sj
k

E
∣∣a(xn(s), η(δ1(s)− t0), s

)
− a(0, 0, s)

∣∣rds
≤ D̄r/2

∫
Sj
k

E
(
1 +

∣∣(xn(s), η(δ1(s)− t0)
)∣∣q̄)r/2∣∣(xn(s), η(δ1(s)− t0)

)∣∣rds
≤ 2r/2−1D̄r/2

(∫
Sj
k

E
∣∣(xn(s), η(δ1(s)− t0))

∣∣rds
+

∫
Sj
k

E
∣∣(xn(s), η(δ1(s)− t0))

∣∣r(1+q̄/2)
ds

)
≤ 2r−2D̄r/2

∫
Sj
k

E
[∣∣xn(s)∣∣r + ∣∣η(δ1(s)− t0)

∣∣r]ds
+ 2r(1+q̄/4)−2D̄r/2

∫
Sj
k

E
[∣∣xn(s)∣∣r(1+q̄/2)

+
∣∣η(δ1(s)− t0)

∣∣r(1+q̄/2)
]
ds

≤ 2r−1D̄r/2

∫
Sj
k

E sup
u∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(u)∣∣rds
+ 2r(1+q̄/4)−1D̄r/2

∫
Sj
k

E sup
u∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(u)∣∣r(1+q̄/2)
ds. (2.2.12)

Treći sabirak u (2.2.9) se ocenjuje primenom pretpostavke B4, tako da je∫
Sj
k

E
∣∣a(0, 0, s)∣∣rds ≤ K̄r

a(t− tk). (2.2.13)

Stoga, zamena (2.2.11), (2.2.12) i (2.2.13) u (2.2.9) povlači∫
Sj
k

E
∣∣Ā(xn(s), η(δ1(s)− t0), s;x

n(tk), η(tj − t0)
)∣∣rds

≤ 3r−122r(m1+1)L̄r
a

[(m1 + 1)!]r

∫
Sj
k

E sup
u∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(u)∣∣(m1+1)r
ds (2.2.14)

+ 6r−1D̄r/2

∫
Sj
k

E sup
u∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(u)∣∣rds
+ 3r−12r(1+q̄/4)−1D̄r/2

∫
Sj
k

E sup
u∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(u)∣∣r(1+q̄/2)
ds+ 3r−1K̄r

a(t− tk)

i integrali na skupovima Sj
k, j ∈ {0, . . . , k}, k ∈ {0, 1, . . . , (n′ − 1) ∧ (n − 1)}, u dru-

gom sabirku izraza (2.2.7), mogu biti ocenjeni analogno. Primena pretpostavke B5 na
prethodno dokazana tvrd̄enja implicira da (2.2.7) ima formu

J̄1(t) ≤
3r−122r(m1+1)L̄r

a

[(m1 + 1)!]r

∫ t

tk

E sup
u∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(u)∣∣(m1+1)r
ds

+ 6r−1D̄r/2

∫ t

tk

E sup
u∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(u)∣∣rds
+ 3r−12r(1+q̄/4)−1D̄r/2

∫ t

tk

E sup
u∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(u)∣∣r(1+q̄/2)
ds+ 3r−1K̄r

a(t− tk)

≤ K̄ ′(t− tk), (2.2.15)
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gde je

K̄ ′ = 3r−1

{
2r−1(1 + Q̄)

[
2r(2m1+1)+1L̄r

a

[(m1 + 1)!]r
+ D̄r/2(1 + 2rq̄/4)

]
+ K̄r

a

}
.

Za k ∈ {n′∧(n−1), (n′+1)∧(n−1), . . . , n−1}, ocena slična oceni (2.2.14) primenjena
na integrale iz (2.2.8) daje ocenu analognu oceni (2.2.15). Stoga se može zaključiti da za
svako k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} važi

J̄1(t) ≤ K̄ ′(t− tk).

Primenom analogne procedure u oceni integrala J̄2(t), dobija se

J̄2(t) ≤ K̄ ′′(t− tk), (2.2.16)

gde je

K̄ ′′ = 3r−1

{
2r−1(1 + Q̄)

[
2r(2m2+1)+1L̄r

b

[(m2 + 1)!]r
+ D̄r/2(1 + 2rq̄/4)

]
+ K̄r

b

}
.

Zamenom (2.2.15) i (2.2.16) u (2.2.6), sledi

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ 2r−1(t− tk)

r/2
[
(T − t0)

r/2K̄ ′ + crK̄
′′] ≤ C̄ ′δr/2n ,

gde je

C̄ ′ = 2r−1[(T − t0)
r/2K̄ ′ + crK̄

′′]

pozitivna konstanta nezavisna od n.

Slučaj 2: 0 < r < 2.

Vrednosti 2/r i 2/(2 − r) predstavljaju konjugovane eksponente u ovom scenariju.
Poznato je da je rešenje jednačine skoro izvesno neprekidan proces i tada postoji s0 ∈ [tk, t]
tako da je sups∈[tk,t] |x

n(s) − xn(tk)|r = |xn(s0) − xn(tk)|r. Helderova nejednakost sa
prethodno pomenutim konjugovanim eksponentima, kao i dokazani deo propozicije iz
Slučaja 1 (za r = 2) su primenjeni na sledeći način

E sup
s∈[tk,t]

|xn(s)− xn(tk)|r = E|xn(s0)− xn(tk)|r

≤
(
E|xn(s0)− xn(tk)|2

)r/2(
E|1|2/(2−r)

)(2−r)/2

≤
(
E sup

s∈[tk,t]
|xn(s)− xn(tk)|2

)r/2
≤ C̄ ′r/2δr/2n ,

čime je kompletiran dokaz dela I.

II Za svako k ∈ {0, . . . , (n′− 1)∧ (n− 1)}, t ∈ [tk, tk+1] i s ∈ [tk, t], koristeći pretpostavku
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B6 i već dokazani deo I ove propozicije, dobija se

E
∣∣xn(δ1(s))− x̃n(s)

∣∣r
=

−1∑
i=k−n′

χSi
k
(s)E

∣∣η(δ1(s)− t0)− η(ti − t0)
∣∣r + k∑

i=0

χSi
k
(s)E

∣∣xn(δ1(s))− xn(ti)
∣∣r

≤ (D′)r/2
−1∑

i=k−n′

χSi
k
(s)
(
1 + |δ1(s)− t0|q

′
+ |ti − t0|q

′)r/2|δ1(s)− ti|r

+
k∑

i=0

χSi
k
(s)E sup

u∈[ti,ti+1∧s]
|xn(u)− xn(ti)|r

≤ (D′)r/2
−1∑

i=k−n′

χSi
k
(s)(1 + 2τ q

′
)r/2(τ ∧ 1)r/2|ti+1 − ti|r/2 + C̄ ′δr/2n

k∑
i=0

χSi
k
(s)

≤ C̄ ′′δr/2n ,

gde je C ′′ = (D′)r/2(1 + 2τ q
′
)r/2(τ ∧ 1)r/2 ∨ C̄ ′ i skup{
k∑

i=0

χSi
k
(s),

−1∑
i=k−n′

χSi
k
(s)

}
= {0, 1}.

Za k ∈ {n′ ∧ (n − 1), (n′ + 1) ∧ (n − 1), . . . , n − 1}, t ∈ [tk, tk+1] i s ∈ [tk, t], na osnovu
dokazanog dela I dobija se

E
∣∣xn(δ1(s))− x̃n(s)

∣∣r = k∑
i=k−n′

χSi
k
(s)E

∣∣xn(δ1(s))− xn(ti)
∣∣r

≤
k∑

i=k−n′

χSi
k
(s)E sup

u∈[ti,ti+1∧s]

∣∣xn(u)− xn(ti)
∣∣r

≤ C̄ ′δr/2n

k∑
i=k−n′

χSi
k
(s)

= C̄ ′δr/2n ,

jer postoji jedinstveno i ∈ {k − n′, . . . , k} tako da je δ1(s) ∈ [ti, ti+1). Stoga za svako
k ∈ {0, . . . , n− 1} važi

E
∣∣xn(δ1(s))− x̃n(s)

∣∣r ≤ C̄ ′′δr/2n

i dokaz je kompletiran jer ocena važi za svako s ∈ [tk, t]. �
Skupovi (2.2.4) generisani neprekidnom funkcijom kašnjenja δ mogu, u opštem slučaju,

imati složene strukture, pri čemu osobine ovih skupova ne igraju bitnu ulogu u prethod-
nom dokazu. Med̄utim, sa stanovǐsta implementacije ovog aproksimacionog metoda,
strukture ovih skupova su veoma važne. Da bi se neznatno pojednostavio metod, namet-
nute su restriktivnije pretpostavke, odnosno Lipšic neprekidnost funkcije δ, što je anali-
zirano u Poglavlju 2.2.3.

U sledećoj teoremi uspostavljen je red Lp–konvergencije analitičkog metoda koji se
sada razmatra. Biće pokazano da ako stepen Tejlorovih aproksimacija koeficijenata a
i b istovremeno raste, tada red bliskosti izmed̄u rešenja x i xn takod̄e raste u smislu
Lp–norme.
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Teorema 2.2.3. Neka važe sve pretpostavke Propozicije 2.2.2 Deo II, i neka je x rešenje
jednačine (2.2.1) sa početnim uslovom (1.3.8). Tada je

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p̄ ≤ C̄δ(m+1)p̄/2

n ,

gde je m = m1 ∧m2, i C̄ je generička konstanta nezavisna od n.

Dokaz. Neka je t ∈ [t0, T ] proizvoljan fiksiran broj i neka je k ∈ {0, 1, . . . , n − 1},
tako da je t ∈ [tk, tk+1]. Tada, standardne procedure kao na početku dokaza Propozicije
2.2.2 obezbed̄uju da važi

E sup
s∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)− xn(s)
∣∣p̄ (2.2.17)

≤ A1

k∑
j=0

∫ tj+1∧t

tj

E
∣∣a(x(s), x(δ1(s)), s)− Ā

(
xn(s), xn(δ1(s)), s; x

n(tj), x̃
n(s)

)∣∣p̄ds
+B1

k∑
j=0

∫ tj+1∧t

tj

E
∣∣b(x(s), x(δ1(s)), s)− B̄

(
xn(s), xn(δ1(s)), s; x

n(tj), x̃
n(s)

)∣∣p̄ds,
gde je A1 = 2p̄−1(T − t0)

p̄−1 i B1 = 2p̄−1cp̄(T − t0)
p̄/2−1.

Dodajući i oduzimajući član a(xn(s), xn(δ1(s)), s), za svako u ∈ [tj, tj+1∧ t] i svako
j ∈ {0, . . . , k}, dobija se

∫ u

tj

E
∣∣a(x(s), x(δ1(s)), s)− Ā

(
xn(s), xn(δ1(s)), s;x

n(tj), x̃
n(s)

)∣∣p̄ds
≤ 2p̄−1

∫ u

tj

E
∣∣a(x(s), x(δ1(s)), s)− a

(
xn(s), xn(δ1(s)), s

)∣∣p̄ds (2.2.18)

+ 2p̄−1
∫ u

tj

E
∣∣a(xn(s), xn(δ1(s)), s)− Ā

(
xn(s), xn(δ1(s)), s; x

n(tj), x̃
n(s)

)∣∣p̄ds.
Pretpostavke B1 i B2 i Propozicija 2.2.2 povlače

∫ u

tj

E
∣∣a(xn(s), xn(δ1(s)), s)− Ā

(
xn(s), xn(δ1(s)), s; x

n(tj), x̃
n(s)

)∣∣p̄ds
≤ 2(m1+1)p̄L̄p̄

aC̄
′′

[(m1 + 1)!]p̄
(u− tj)δ

(m1+1)p̄/2
n .

(2.2.19)

Prvi sabirak u (2.2.18) može biti ocenjen primenom polinomijalnog uslova B3, tako
da je

∫ u

tj

E
∣∣a(x(s), x(δ1(s)), s)−a(xn(s), xn(δ1(s)), s)∣∣p̄ds ≤ 3p̄/2−1D̄p̄/2(I1+I2+I3), (2.2.20)
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gde je

I1=

u∫
tj

E
[
|x(s)− xn(s)|2 + |x(δ1(s))− xn(δ1(s))|2

]p̄/2
ds,

I2=

u∫
tj

E
[
|x(s)|2+|x(δ1(s))|2

]p̄q̄/4[|x(s)− xn(s)|2+|x(δ1(s))− xn(δ1(s))|2
]p̄/2

ds,

I3=

u∫
tj

E
[
|xn(s)|2+|xn(δ1(s))|2

]p̄q̄/4[|x(s)− xn(s)|2+|x(δ1(s))− xn(δ1(s))|2
]p̄/2

ds.

Očigledno, (1.5.3) implicira

I1 ≤ 2p̄/2
∫ u

tj

E sup
r∈[t0−τ,s]

|x(r)− xn(r)|p̄ds,

I2 ≤ (1 ∨ 2p̄q̄/4−1)2p̄/2−1(I21 + I22),

(2.2.21)

gde je

I21 =

∫ u

tj

E
[
|x(s)|p̄q̄/2 + |x(δ1(s))|p̄q̄/2

]
|x(s)− xn(s)|p̄ds,

I22 =

∫ u

tj

E
[
|x(s)|p̄q̄/2 + |x(δ1(s))|p̄q̄/2

]
|x(δ1(s))− xn(δ1(s))|p̄ds.

Primena nejednakosti Koši–Švarc–Bunjakovskog povlači

I21 ≤
∫ u

tj

{
E
[
|x(s)|p̄q̄/2+|x(δ1(s))|p̄q̄/2

]2|x(s)−xn(s)|p̄}1/2{E|x(s)−xn(s)|p̄}1/2ds, (2.2.22)
a dodatnom primenom pretpostavke B5 može se videti da je

E
[
|x(s)|p̄q̄/2 + |x(δ1(s))|p̄q̄/2

]2|x(s)− xn(s)|p̄

≤ 2p̄E
[
|x(s)|p̄q̄ + |x(δ1(s))|p̄q̄

][
|x(s)|p̄ + |xn(s)|p̄

]
≤ 2p̄

[
E|x(s)|p̄(1+q̄) + E|x(s)|p̄|x(δ1(s))|p̄q̄ + E|x(s)|p̄q̄|xn(s)|p̄

+ E|x(δ1(s))|p̄q̄|xn(s)|p̄
]
. (2.2.23)

Kako je
|x(s)|p̄|x(δ1(s))|p̄q̄ ≤ 1 ∨ sup

r∈[t0−τ,s]

|x(r)|p̄(1+q̄),

nejednakost Koši-Švarc-Bunjakovskog povlači

E|x(s)|p̄q̄|xn(s)|p̄ ≤ (E|x(s)|2p̄q̄)1/2(E|xn(s)|2p̄)1/2 ≤ 1 + Q̄

i slično
E|x(δ1(s))|p̄q̄|xn(s)|p̄ ≤ 1 + Q̄,

a tada (2.2.23) postaje

E
[
|x(s)|p̄q̄/2 + |x(δ1(s))|p̄q̄/2

]2|x(s)− xn(s)|p ≤ 2p̄+2(1 + Q̄). (2.2.24)
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jednačina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

Tada, zamenom (2.2.24) u (2.2.22), dobija se

I21 ≤ 2p̄/2+1(1 + Q̄)1/2
∫ u

tj

(
E|x(s)− xn(s)|p̄

)1/2
ds (2.2.25)

i analogno se može videti da je

I22 ≤ 2p̄/2+1(1 + Q̄)1/2
∫ u

tj

(
E|x(δ1(s))− xn(δ1(s))|p̄

)1/2
ds. (2.2.26)

Zamenom (2.2.25) i (2.2.26) u (2.2.21), važi

I2 ≤ (1 ∨ 2p̄q̄/4−1)2p̄(1 + Q̄)1/2

·
∫ u

tj

[(
E|x(s)− xn(s)|p̄

)1/2
+
(
E|x(δ1(s))− xn(δ1(s))|p̄

)1/2]
ds

(2.2.27)

i analogno

I3 ≤ (1 ∨ 2p̄q̄/4−1)2p̄(1 + Q̄)1/2

·
∫ u

tj

[(
E|x(s)− xn(s)|p̄

)1/2
+
(
E|x(δ1(s))− xn(δ1(s))|p̄

)1/2]
ds.

(2.2.28)

Sada, na osnovu (2.2.21), (2.2.27) i (2.2.28), nejednakost (2.2.20) postaje∫ u

tj

E
∣∣a(x(s), x(δ1(s)), s)− a

(
xn(s), xn(δ1(s)), s

)∣∣p̄ds
≤ 3p̄/2−12p̄/2D̄p̄/2

[ ∫ u

tj

E sup
r∈[t0−τ,s]

|x(r)− xn(r)|p̄ds

+ 2p̄/2+2(1 ∨ 2p̄q̄/4−1)(1 + Q̄)1/2
∫ u

tj

(
E sup

r∈[t0−τ,s]

|x(r)− xn(r)|p̄
)1/2

ds

]
.

Zamena poslednjeg izraza i (2.2.19) u (2.2.18) implicira∫ u

tj

E
∣∣a(x(s), x(δ1(s)), s)− Ā

(
xn(s), xn(δ1(s)), s;x

n(tj), x̃
n(s)

)∣∣p̄ds
≤ 2(m1+2)p̄−1L̄p̄

aC̄
′′

[(m1 + 1)!]p̄
(u− tj)δ

(m1+1)p̄/2
n (2.2.29)

+ 3p̄/2−123p̄/2−1D̄p̄/2

[ ∫ u

tj

E sup
r∈[t0−τ,s]

|x(r)− xn(r)|p̄ds

+ 2p̄/2+2(1 ∨ 2p̄q̄/4−1)(1+Q̄)1/2
∫ u

tj

(
E sup

r∈[t0−τ,s]

|x(r)−xn(r)|p̄
)1/2

ds

]
.

Očigledno je da analogno može biti dokazano za funkciju b sa odgovarajućim konstan-
tama, odnosno važi∫ u

tj

E
∣∣b(x(s), x(δ1(s)), s)− B̄

(
xn(s), xn(δ1(s)), s;x

n(tj), x̃
n(s)

)∣∣p̄ds
≤ 2(m2+2)p̄−1L̄p̄

bC̄
′′

[(m2 + 1)!]p̄
(u− tj)δ

(m2+1)p̄/2
n (2.2.30)

+ 3p̄/2−123p̄/2−1D̄p̄/2

[ ∫ u

tj

E sup
r∈[t0−τ,s]

|x(r)− xn(r)|p̄ds

+ 2p̄/2+2(1 ∨ 2p̄q̄/4−1)(1+Q̄)1/2
∫ u

tj

(
E sup

r∈[t0−τ,s]

|x(r)−xn(r)|p̄
)1/2

ds

]
.
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Zamenom (2.2.29) i (2.2.30) u (2.2.17), na kraju važi

E sup
s∈[t0−τ,t]

|x(s)− xn(s)|p̄

≤ K1δ
(m+1)p̄/2
n (2.2.31)

+K2

∫ t

t0

[
E sup

u∈[t0−τ,s]

|x(u)− xn(u)|p̄ +K3

(
E sup

u∈[t0−τ,s]

|x(u)− xn(u)|p̄
)1/2]

ds,

pri čemu je n dovoljno veliko tako da je δn manje od 1, gde su

K1 = 23p̄−2(T − t0)
p̄/2C̄ ′′

(
2m1p̄(T − t0)

p̄/2L̄p̄
a

[(m1 + 1)!]p̄
+

2m2p̄cp̄L̄
p̄
b

[(m2 + 1)!]p̄

)
,

K2 = 25p̄/2−23p̄/2−1D̄p̄/2(T − t0)
p̄/2−1

(
(T − t0)

p̄/2 + cp̄
)
,

K3 = (1 ∨ 2p̄q̄/4−1)2p̄/2+2(1 + Q̄)1/2,

pozitivne konstante nezavisne od n. Drugim rečima, relacija (2.2.31) je oblka

u(t) ≤ K1δ
(m+1)p̄/2
n +K2

∫ t

t0

[
u(s) +K3

(
u(s)

)1/2]
ds

≡ g(t) +

∫ t

t0

f(v)φ
(
u(v)

)
dv,

za svako t ≥ t0, t ∈ S, gde je S otvoren podskup skupa svih realnih brojeva takav da je
S ⊃ [t0, T ], u : S → R+ je neprekidna funkcija definisana sa

u(s) = E sup
r∈[t0−τ,s]

|x(r)− xn(r)|p̄,

g = K1δ
(m+1)p̄/2
n : S → R+ je konstanta i stoga neopadajuća neprekidna funkcija, dok je

f = K2 : S → R+ takod̄e konstantna funkcija, te je neprekidna. Funkcija φ : R+ → R+

je definisana kao φ(x) = x + K3x
1/2 i lako je videti da je φ ∈ G iz Teoreme 1.5.13. To

znači da su pretpostavke Teoreme 1.5.13 zadovoljene i da za svako t ∈ [t0, t
∗] važi

u(t) ≤ g(t)G−1
(
G(1) +

∫ t

t0

f(v)dv
)
, (2.2.32)

gde je za proizvoljan pozitivan broj z0, funkcija G : [z0,+∞) → R+ definisana kao

G(z) =

∫ z

z0

ds

φ(s)
= 2 ln

K3 +
√
z

K3 +
√
z0
.

Funkcija G−1 : R+ → [z0,+∞) je inverzna funkcija od G data sa

G−1(y) =
[
(K3 +

√
z0)e

y/2 −K3

]2
i t∗ je takav broj da je G(1) +

∫ t

t0
f(v)dv ∈ Dom(G−1) = R+, t ∈ [t0, t

∗], što znači da t∗

može biti bilo koji realan broj veći ili jednak t0, ali u našem je interesu da važi t∗ ≥ T .
Kako je

G−1
(
G(1) +

∫ t

t0

f(v)dv
)
=
[
(K3 + 1)eK2(t−t0)/2 −K3

]2
,
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tada (2.2.32) postaje

E sup
s∈[t0−τ,t]

|x(s)− xn(s)|p̄ ≤ C̄δ(m+1)p̄/2
n ,

gde je C̄ = K1

[
(1 +K3)e

K2(T−t0)/2 −K3

]2
pozitivna konstanta nezavisna od n. Dokaz je

kompletiran za t = T . �
Dokaz sledeće teoreme koja se odnosi na skoro izvesnu konvergenciju niza rešenja

aproksimativnoh jednačina analogan je dokazu u [60, Theorem 2], a baziran je na Borel–
Kantelijevoj lemi i činjenici da je podela (2.2.2)–(2.2.3) ekvidistantna.

Teorema 2.2.4. Neka su ispunjene pretpostavke Teoreme 2.2.3. Tada niz (xn)n∈N rešenja
jednačina (2.2.5) konvergira skoro izvesno rešenju x jednačine (2.2.1).

Dokaz. Čebǐsevljeva nejednakost i Teorema 2.2.3 impliciraju

+∞∑
n=1

P
{

sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p̄/2 ≥ n−r

}
≤ C̄(T − t0)

(m+1)p̄/2

+∞∑
n=1

n−[(m+1)p̄−4r]/2,

za svako r > 0. Na osnovu Borel–Kantelijeve leme zaključuje se da (xn)n∈N konvergira ka
x skoro izvesno za r < p̄/4− 1/2 u slučaju p̄ > 2, odnosno za r < 1/2 u slučaju p̄ = 2. �

Napomena 2.2.5. U prethodnim dokazima koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju
polinomijalni uslov B3. Ovi dokazi će i dalje važiti uz male korekcije, ako bi se konstante
D̄ i q̄ razlikovale za svaki od koeficijenata u smislu da za neke pozitivne konstante D1 i
D2, za neke nenegativne cele brojeve q1 i q2, za svako x1, x2, y1, y2 ∈ Rd i t ∈ [t0, T ] važi∣∣a(x1, x2, t)− a(y1, y2, t)

∣∣2 ≤ D1

(
1 + |(x1, x2)|q1 + |(y1, y2)|q1

)
|(x1, x2)− (y1, y2)|2,∣∣b(x1, x2, t)− b(y1, y2, t)

∣∣2 ≤ D2

(
1 + |(x1, x2)|q2 + |(y1, y2)|q2

)
|(x1, x2)− (y1, y2)|2.

Konstanta Q̄ iz B5 može biti zamenjena dvema konstantama Q1 i Q2 tako da je

E sup
t∈[t0−τ,T ]

|x(t)|α ≤ Q1 i E sup
t∈[t0−τ,T ]

|xn(t)|β ≤ Q2.

2.2.3 Lipšic-neprekidnost funkcije kašnjenja

Pretpostavlja se da je Borel-merljiva funkcija kašnjenja δ : [t0, T ] → [0, τ ] Lipšic nepre-
kidna. Drugim rečima, postoji pozitivna konstanta L tako da je∣∣δ(s1)− δ(s2)

∣∣ ≤ L|s1 − s2|, s1, s2 ∈ [t0, T ]. (2.2.33)

Iz navedenog sledi da je funkcija δ1 : [t0, T ] → [t0 − τ, T ], δ1(t) = t − δ(t), takod̄e Lipšic
neprekidna sa Lipšicovom konstantom 1 + L.

Osnovni razlog za uvod̄enje restriktivnijih pretpostavki za δ je odred̄ivanje tačaka u
kojima će izvodi koeficijenata jednačine (2.2.1) u odnosu na prvi i drugi argument biti
definisani i fiksirani na celoj particiji. Ove tačke su oblika xn(tk−⌊δ(tk)/δn⌋), gde je ⌊·⌋
funkciju najvećeg celog dela broja. Radi jednostivnije notacije, uvodi se nova funkcija
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δ2 : {0, . . . , n−1} → {−n′, . . . , n−1} definisana sa δ2(k) = k−⌊δ(tk)/δn⌋. U tom slučaju
jednačina (2.2.5) je oblika

xn(t) = xn(tk) +

∫ t

tk

m1∑
i=0

dia(xn(tk), x
n(tδ2(k)), s)

i!
ds

+

∫ t

tk

m2∑
i=0

dib(xn(tk), x
n(tδ2(k)), s)

i!
dw(s), (2.2.34)

t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1}.

Umesto Propozicije 2.2.2 važi sledeće tvrd̄enje.

Propozicija 2.2.6. I Neka su {xn(t) | t ∈ [tk, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n−1}, rešenja jednačina
(2.2.34) i neka su ispunjene pretpostavke B1 − B5. Tada za svako 0 < r ≤ (M + 1)p̄ važi

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ C̄ ′δr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde C ′ predstavlja pozitivnu generičku konstantu nezavisnu od n.
II Pod pretpostavkama iz dela I, uz pretpostavku B6 i Lipšicov uslov (2.2.33), za svako

0 < r ≤ (M + 1)p̄ važi

sup
s∈[tk,t]

E
∣∣xn(δ1(s))− xn(tδ2(k))

∣∣r ≤ C ′′δr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde je C ′′ pozitivna generička konstanta nezavisna od n.

Dokaz. Dokaz dela I analogan je dokazu dela I u Propoziciji 2.2.2. Jedina razlika
javlja se kod koeficijenata jednačina (2.2.5) koji sadrže xn(tδ2(k)) umesto x̃n(s).
II Ovaj deo se dokazuje potpuno različito od dokaza dela II Propozicije 2.2.2. Neka je
t ∈ [tk, tk+1] za k ∈ {0, . . . , n − 1} i s ∈ [tk, t]. Kako je cilj ocena izraza E|xn(δ1(s)) −
xn(tδ2(k))|r, posmatra se razlika

δ1(s)− tδ2(k) = δ1(s)−
(
t0 + kδn −

⌊
δ(tk)

δn

⌋
δn

)
= s− tk − δ(s) +

⌊
δ(tk)

δn

⌋
δn. (2.2.35)

Nejednakost trougla, Lipšic neprekidnost (2.2.33) i

−δ(s) + δ(tk)− δn ≤ −δ(s) +
⌊
δ(tk)

δn

⌋
δn ≤ −δ(s) + δ(tk)

čine dovoljan uslov da važi∣∣∣∣s− tk − δ(s) +

⌊
δ(tk)

δn

⌋
δn

∣∣∣∣ ≤ s− tk + δn +
∣∣δ(s)− δ(tk)

∣∣ ≤ (3 + ⌊L⌋
)
δn. (2.2.36)

Stoga (2.2.35) i (2.2.36) daju ∣∣δ1(s)− tδ2(k)
∣∣ ≤ (3 + ⌊L⌋

)
δn, (2.2.37)

odakle sledi da ima najvǐse N = 3+ ⌊L⌋ podeonih tačaka particije (2.2.2)–(2.2.3) izmed̄u
δ1(s) i tδ2(k) (isključujući δ1(s) ako je to jedna podeona tačka) i broj takvih tačaka N ne
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zavisi od n niti od n′. Ova činjenica je veoma pogodna jer n (a samim tim i n′) teži ka
+∞.

Najpre se razmatra slučaj kada je δ1(s) ≥ tδ2(k). Za sledeću ocenu, od značaja je indeks
i = max{j ∈ {−n′, . . . , k} | tj ≤ δ1(s)}. Tada, imajući u vidu (2.2.37) i nejednakost
(1.5.3), može se izračunati

E
∣∣xn(δ1(s))− xn(tδ2(k))

∣∣r
= E

∣∣xn(δ1(s))− xn(ti) + xn(ti)− · · · − xn(tδ2(k)+1) + xn(tδ2(k)+1)− xn(tδ2(k))
∣∣r

≤
(
1 ∨

(
3 + ⌊L⌋

)r−1
) i∑

j=δ2(k)

E sup
u∈[tj ,tj+1∧s]

∣∣xn(u)− xn(tj)
∣∣r. (2.2.38)

Ako je u prethodnoj sumi j ≤ −1, tada B6 omogućava

E sup
u∈[tj ,tj+1∧s]

∣∣xn(u)− xn(tj)
∣∣r = E sup

u∈[tj ,tj+1]

∣∣η(u− t0)− η(tj − t0)
∣∣r

≤ (D′)r/2E sup
u∈[tj ,tj+1]

(
1 + |u− t0|q

′
+ |tj − t0|q

′)r/2|u− tj|r

≤ (D′)r/2
(
1 + 2τ q

′)r/2
(1 ∧ τ)r/2δr/2n , (2.2.39)

a ako je j ≥ 0, onda deo I povlači

E sup
u∈[tj ,tj+1∧s]

∣∣xn(u)− xn(tj)
∣∣r ≤ C̄ ′δr/2n . (2.2.40)

Prema tome, (2.2.39) i (2.2.40) zamenjeni u (2.2.38) impliciraju

E
∣∣xn(δ1(s))− xn(tδ2(k))

∣∣r ≤ C ′′δr/2n , (2.2.41)

gde je

C ′′ =
(
1 ∨

(
3 + ⌊L⌋

)r−1
)(

3 + ⌊L⌋
)(

(D′)r/2
(
1 + 2τ q

′)r/2
(1 ∧ τ)r/2 ∨ C̄ ′

)
konstanta nezavisna od n. Ova ocena važi bez obzira da li je δ1(s) podeona tačka u
(2.2.2)–(2.2.3) ili nije.

Vredi napomenuti da je ocena (2.2.41) dobijena slično u slučaju kada je δ1(s) < tδ2(k),
a kako je s ∈ [tk, t] proizvoljno, dokaz je kompletan. �

Analogno Teoremama 2.2.3 i 2.2.4 formulisane su sledeće teoreme.

Teorema 2.2.7. Neka važe sve pretpostavke Propozicije 2.2.6, neka je x rešenje jednačine
(2.2.1) sa početnim uslovom (1.3.8), i neka je xn rešenje jednačine (2.2.34). Tada je

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p̄ ≤ Cδ(m+1)p̄/2

n ,

gde je m = m1 ∧m2, a C je generička konstanta nezavisna od n.

Teorema 2.2.8. Neka su ispunjene pretpostavke Teoreme 2.2.7. Tada niz (xn)n∈N rešenja
jednačina (2.2.34) konvergira skoro izvesno rešenju x jednačine (2.2.1).

Dokazi ovih teorema su izostavljeni jer se ne razlikuju od dokaza iz prethodnog
poglavlja.

Rezultati ovog poglavlja su sadržani u radu [10].
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2.3 Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine

U ovom poglavlju razmatran je metod analitičke aproksimacije zasnovan na Tejlorovoj
formuli za klasu SFDJ sa koeficijentima koji zadovoljavaju polinomijalni uslov. Glavni
rezultati su Lp i skoro izvesna konvergencija niza aproksimativnih rešenja ka rešenju
polazne jednačine. Važno je napomenuti da red Lp–bliskosti raste kada se povećava red
izvoda u Tejlorovim razvojima koeficijenata polazne jednačine.

U radu [61] je pretpostavljeno da su uniformno ograničeni izvodi narednog reda u
odnosu na najveći red izvoda koji se koristi u Tejlorovoj aproksimaciji koeficijenata
prenosa i difuzije, a takod̄e i da koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju Lipšicov uslov
i uslov linearnog rasta. U ovom poglavlju, umesto navedenih uslova, zahteva se uniformna
ograničenost ovih izvoda u Poglavlju 2.3.1, odnosno polinomijalni uslov u Poglavlju 2.3.2.
Važno je napomenuti da ta dva uslova, u opštem slučaju, nisu uporediva, što je bila glavna
motivacija za razmatranja u ovom poglavlju.

Razmatra se stohastička funkcionalna diferencijalna jednačina (SFDJ) (1.3.14) sa
početnim uslovom (1.3.15). Odgovarajući integralni oblik jednačine (1.3.14) je

x(t) = η(0) +

∫ t

t0

a(xu, u)du+

∫ t

t0

b(xu, u)dw(u), t ∈ [t0, T ]. (2.3.1)

Za svako pozitivno, dovoljno veliko n razmatraju se ekvidistantne particije vremenskog
intervala [t0, T ] u obliku

t0 < t1 < · · · < tn = T, (2.3.2)

odnosno tk = t0 + k(T − t0)/n, k ∈ {0, . . . , n}. Dijametar ovih particija je označen sa
δn = (T − t0)/n < 1. Na ovoj particiji razmotriće se sledeće aproksimativne jednačine

xn(t) = xn(tk) +

∫ t

tk

m1∑
i=0

a
(i)
(xn

tk
,s)(

i puta︷ ︸︸ ︷
xns − xntk , . . . , x

n
s − xntk)

i!
ds (2.3.3)

+

∫ t

tk

m2∑
i=0

b
(i)
(xn

tk
,s)(

i puta︷ ︸︸ ︷
xns − xntk , . . . , x

n
s − xntk)

i!
dw(s), t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

sa početnim uslovom (1.3.15) i početnim uslovima xntk = {xn(tk + θ), θ ∈ [−τ, 0]},
k ∈ {1, . . . , n− 1}, izvedenih iz rešenja prethodnih jednačina. Rešenja jednačina (2.3.3)
biće iskorǐsćena za aproksimaciju rešenja x = {x(t), t ∈ [t0 − τ, T ]} jednačine (2.3.1) sa
početnim uslovom (1.3.15). Aproksimativno rešenje xn = {xn(t), t ∈ [t0 − τ, T ]}, kon-
struisano sukcesivnim povezivanjem sa početnim uslovom (1.3.15) i stohastičkih procesa
{xn(t), t ∈ [tk, tk+1]} u tačkama tk, k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, je skoro izvesno neprekidan
proces.

U jednačinama (2.3.3), koeficijenti prenosa i difuzije su Tejlorove aproksimacije fun-

kcionala a i b, redom. Ovde a
(i)
(xn

tk
,s) i b

(i)
(xn

tk
,s) predstavljaju i-te Frešeove izvode funkcionala

a i b u odnosu na prvi argument, respektivno, u tačkama (xntk , s), gde je i ≥ 1. Stoga

a
(0)
(xn

tk
,s) = a(xntk , s) ∈ Rd i b

(0)
(xn

tk
,s) = b(xntk , s) ∈ Rd×d1 .

Rezultati sadržani u prvom delu ovog poglavlja su joǔvek neobjavljeni, a drugog su
razmatrani u radu [12].
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2.3.1 Uniformna ograničenost funkcionala a
(m1+1)
(x,t) i b

(m1+1)
(x,t)

Neka za koeficijnte SFDJ (2.3.1) važe sledeće pretpostavke:
C1 : Postoje Tejlorovi razvoji funkcionala a i b po prvom argumentu zaključno do

m1–og, odnosno, m2–og Frešeovog izvoda, respektivno.
C2 : Funkcionali a

(m1+1)
(x,t) i b

(m2+1)
(x,t) su uniformno ograničeni, odnosno, postoje pozitivne

realne konstante La i Lb tako da za svako h ∈ V

sup
(x,t)∈V×[t0,T ]

∣∣a(m1+1)
(x,t) (h, . . . , h)

∣∣ ≤ La∥h∥m1+1,

sup
(x,t)∈V×[t0,T ]

∣∣b(m2+1)
(x,t) (h, . . . , h)

∣∣ ≤ Lb∥h∥m2+1.

C3 : Funkcionali a i b zadovoljavaju sledeći polinomijalni uslov: postoje pozitivan
realan broj D i nenegativan ceo broj q tako da za svako x, y ∈ V i t ∈ [t0, T ] važi∣∣a(x, t)− a(y, t)

∣∣2 ∨
∣∣b(x, t)− b(y, t)

∣∣2 ≤ D
(
1 + ∥x∥q + ∥y∥q

)
∥x− y∥2.

C4 : Funkcije a(0, ·) i b(0, ·) su ograničene na [t0, T ], tj. postoje pozitivne konstante
Ka i Kb, takve da |a(0, t)| ≤ Ka i |b(0, t)| ≤ Kb za svako t0 ≤ t ≤ T .

C5 : Postoje jedinstvena rešenja x i xn jednačina (2.3.1) i (2.3.3), respektivno, sa
odgovarajućim prethodno navedenim početnim uslovima, takva da je za neko p ≥ 2 i
neku pozitivnu konstantu Q koja ne zavisi od n,

E sup
t∈[t0−τ,T ]

|x(t)|2p(1∨q) ∨ E sup
t∈[t0−τ,T ]

|xn(t)|p[2∨2q∨(M+1)(1+q/2)∨(M+1)2] ≤ Q <∞,

gde je M = m1 ∨m2.
C6 : Stohastički proces η zadovoljava polinomijalni uslov: postoji pozitivna konstanta

D′ i nenegativan ceo broj q′ tako da za svaka dva realna broja θ1, θ2 ∈ [−τ, 0] važi∣∣η(θ1)− η(θ2)
∣∣2 ≤ D′(1 + |θ1|q

′
+ |θ2|q

′)|θ1 − θ2|2.

Naredna lema ima važnu ulogu u opisivanju bliskosti rešenja x i xn, kao i za odred̄ivanje
brzine konvergencije rešenja xn ka x.

Propozicija 2.3.1. Neka su {xn(t) | t ∈ [tk, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n− 1}, rešenja jednačina
(2.3.3) sa prethodno pomenutim početnim uslovima i neka su zadovoljene pretpostavke
C1 − C5. Tada za svako 0 < r ≤ (M + 1)p,

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ C ′δr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde je C ′ konstanta nezavisna od n.

Dokaz. Radi jednostavnijeg zapisa, uvode se naredne oznake

A(xnt , t;x
n
tk
) =

m1∑
i=0

a
(i)
(xn

tk
,t)(x

n
t − xntk)

i

i!
, B(xnt , t;x

n
tk
) =

m2∑
i=0

b
(i)
(xn

tk
,t)(x

n
t − xntk)

i

i!
,

gde je t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n−1}. Iz tehničkih razloga se posebno diskutuju slučajevi
kada je r ≥ 2 i kada je 0 < r < 2.
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Slučaj 1. Neka je r ≥ 2. Na osnovu pretpostavke C1, Helderove nejednakosti (primen-
jene dva puta, sa konjugovanim eksponentima r i r/(r − 1) za Lebegov integral i sa
konjugovanim eksponentima r/2 i r/(r − 2), za Itov integral u slučaju kada je r > 2),
Burkholder–Dejvis–Gandijeve nejednakosti (kada je r > 2), izometrije Itoa, Dubove mar-
tingalne nejednakosti (kada je r = 2) i Fubinijeve teoreme, sledi da je

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ 2r−1(t− tk)

r
2
−1
[
(t− tk)

r/2J1(t) + crJ2(t)
]
, (2.3.4)

gde cr predstavlja konstantu koja proizilazi iz primene Burkholder–Dejvis–Gandijeve ne-
jednakosti i

J1(t) =

∫ t

tk

E
∣∣A(xns , s;xntk)∣∣rds i J2(t) =

∫ t

tk

E
∣∣B(xns , s; x

n
tk
)
∣∣rds.

Pri oceni integrala J1(t), dodavanjem i oduzimanjem člana a(xns , s), zatim primenom
nejednakosti (1.5.3) i pretpostavke C1, sledi da postoji θ0 ∈ (0, 1) tako da je

J1(t) ≤ 2r−1

[∫ t

tk

E
∣∣a(xns , s)∣∣rds+ ∫ t

tk

E

∣∣∣∣∣a
(m1+1)
(xn

tk
+θ0(xn

s−xn
tk
),s)(x

n
s − xntk)

m1+1

(m1 + 1)!

∣∣∣∣∣
r

ds

]
,

odnosno, C2, (1.5.3) i C5 impliciraju

J1(t) ≤ 2r−1

[ ∫ t

tk

E
∣∣a(xns , s)∣∣rds+ Lr

a2
r(m1+1)(1 +Q)[
(m1 + 1)!

]r (t− tk)

]
. (2.3.5)

Prvi sabirak u relaciji (2.3.5) se ocenjuje pomoću nejednakosti (1.5.3) i pretpostavki
C3 − C5, na sledeći način∫ t

tk

E
∣∣a(xns , s)∣∣rds = ∫ t

tk

E
∣∣a(xns , s)− a(0, s) + a(0, s)

∣∣rds
≤ 2r−1

[ ∫ t

tk

E
∣∣a(xns , s)− a(0, s)

∣∣rds+ ∫ t

tk

E
∣∣a(0, s)∣∣rds]

≤ 2r−1

[ ∫ t

tk

E
(∣∣a(xns , s)− a(0, s)

∣∣2)r/2ds+ |Ka|r(t− tk)

]
≤ 2r−1

[
Dr/2

∫ t

tk

E
(
1 + ∥xns∥q

)r/2∥xns∥rds+Kr
a(t− tk)

]
≤ 2r−1

[
Dr/22r/2−1

(∫ t

tk

E∥xns∥rds+
∫ t

tk

E∥xns∥r(1+q/2)ds

)
+Kr

a(t− tk)

]
≤ K̃(t− tk), (2.3.6)

gde je K̃ = Dr/223r/2−1(1 +Q) + 2r−1Kr
a pozitivna konstanta nezavisna od n. Zamenom

(2.3.6) u (2.3.5) dobija se
J1(t) ≤ K ′(t− tk) (2.3.7)

i analogno
J2(t) ≤ K ′′(t− tk), (2.3.8)
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pri čemu su K ′ = Dr/225r/2−2(1 + Q) + 22r−2Kr
a + [(m1 + 1)!]−rLr

a2
r(m1+2)−1(1 + Q) i

K ′′ = Dr/225r/2−2(1+Q)+22r−2Kr
b +[(m2+1)!]−rLr

b2
r(m2+2)−1(1+Q) konstante nezavisne

od n.
Zamenom ocena (2.3.7) i (2.3.8) u (2.3.4) kompletira se dokaz u prvom slučaju, tj.

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ 2r−1(t− tk)

r
2

[
(T − tk)

r/2K ′ + crK
′′]

≤ C ′δr/2n ,

gde C ′ = 2r−1[(T − t0)
r/2K ′ + crK

′′] predstavlja pozitivnu konstantu nezavisnu od n.
Slučaj 2. Za 0 < r < 2, brojevi 2/r i 2/(2− r) su konjugovani eksponenti. Poznato je da
je rešenje xn skoro izvesno neprekidan proces te postoji s0 ∈ [tk, t] tako da je

sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r = ∣∣xn(s0)− xn(tk)

∣∣r.
Primenom Helderove nejednakosti sa prethodno pomenutim konjugovanim eksponentima
i dokazanog dela iz prvog slučaja (kada je r = 2) dobija se

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r = E

∣∣xn(s0)− xn(tk)
∣∣r

≤
(
E
∣∣xn(s0)− xn(tk)

∣∣2)r/2(E|1|2/(2−r)
)(2−r)/2

≤
(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣2)r/2

≤ C ′r/2δr/2n ,

čime je dokaz potpun. �
Ekvidistantnost podele (2.3.2) nije od interesa u Propoziciji 2.3.1. Med̄utim, ona ima

važnu ulogu u Propoziciji 2.3.2.

Propozicija 2.3.2. Neka važe pretpostavke Propozicije 2.3.1 i C6. Tada, za svaki poziti-
van broj r ≤ (M + 1)p važi

E∥xnt − xntk∥
r ≤ C ′′δr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde je C ′′ pozitivna konstanta nezavisna od n.

Dokaz. Neka su skupovi S1 i S2 definisani sa S1 = {t ∈ [t0, T ] | t − τ < t0} i
S2 = {t ∈ [t0, T ] | t⌊n(t−t0)/(T−t0)⌋ − τ < t0 ≤ t− τ}. Dokaz Propozicije 2 iz [61] implicira
da za svako k ∈ {0, . . . , n− 1} i za svako fiksirano t ∈ [tk, tk+1] važi

E∥xnt − xntk∥
r ≤ E1 + E2 + E3, (2.3.9)

gde je

E1 = E sup
u∈[tk−τ,t0+tk−t]

∣∣η(u+ t− tk − t0)− η(u− t0)
∣∣r · χS1(t),

E2 = E sup
u∈[t0+tk−t,t0]

∣∣xn(u+ t− tk)− η(u− t0)
∣∣r · χS1∪S2(t),

E3 = E sup
u∈[t0,tk]

∣∣xn(u+ t− tk)− xn(u)
∣∣r.
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Propozicija 2.3.1 implicira ocenu

E3 ≤ 3(1 ∨ 3r−1)C ′δr/2n . (2.3.10)

Primenom pretpostavke C6 dobija se∣∣η(0)− η(u− t0)
∣∣r ≤ (D′)r/2

(
1 + |u− t0|q

′)r/2|u− t0|r,

i, kako u− t0 pripada segmentu [−τ, 0], odnosno u− t0 ∈ [tk − t, 0], sledi∣∣η(0)− η(u− t0)
∣∣r ≤ (D′)r/2(1 + τ q

′
)r/2|T − t0|r/2δr/2n . (2.3.11)

Kombinovanje relacije (2.3.11) sa Propozicijom 2.3.1 povlači

E2≤(1∨2r−1)
[
E sup
u∈[t0+tk−t,t0]

∣∣xn(u+t−tk)−xn(t0)∣∣r+ E sup
u∈[t0+tk−t,t0]

∣∣η(0)−η(u− t0)
∣∣r]

≤(1∨2r−1)
[
C ′ + (D′)r/2(1 + τ q

′
)r/2|T − t0|r/2

]
δr/2n . (2.3.12)

Slično je∣∣η(u+ t− tk − t0)− η(u− t0)
∣∣r ≤ (D′)r/2

(
1 + |u+ t− tk − t0|q

′
+ |u− t0|q

′)r/2|t− tk|r

i obe vrednosti u+ t− tk − t0 i u− t0 pripadaju segmentu [−τ, 0], te je∣∣η(u+ t− tk − t0)− η(u− t0)
∣∣r ≤ (D′)r/2(1 + 2τ q

′
)r/2|T − t0|r/2δr/2n .

Tada je
E1 ≤ (D′)r/2(1 + 2τ q

′
)r/2|T − t0|r/2δr/2n . (2.3.13)

Zamenom ocena (2.3.13), (2.3.12) i (2.3.10) u (2.3.9) dokaz je kompletiran. �
U sledećoj teoremi odred̄uje se red Lp–konvergencije razmatranog analitičkog metoda.

Dokazuje se da ako stepeni Tejlorovih aproksimacija funkcionala a i b istovremeno rastu,
onda se povećava red bliskosti izmed̄u rešenja x i xn u smislu Lp–norme.

Teorema 2.3.3. Neka važe sve pretpostavke Propozicije 2.3.2 i neka je x rešenje jedna-
čine (2.3.1) sa početnim uslovom (1.3.15). Tada za svako p ≥ 2 za koje je zadovoljena
pretpostavka C5, važi

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p ≤ Cδ(m+1)p/2

n ,

gde je m = m1 ∧m2 i C je konstanta nezavisna od n.

Dokaz. Dokaz Teoreme 1 iz [61] pokazuje da se primenom standardnih metoda koje
su bazirane na nejednakostima Heldera i Burkholder–Dejvis–Gandija, može zaključiti

E sup
s∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)− xn(s)
∣∣p

≤ 2p−1(T − t0)
p−1

j−1∑
k=0

∫ tk+1

tk

E
∣∣a(xu, u)− A(xnu, u; x

n
tk
)
∣∣pdu

+ 2p−1(T − t0)
p−1

∫ t

tj

E
∣∣a(xu, u)− A(xnu, u; x

n
tk
)
∣∣pdu

+ 2p−1cp(T − t0)
p/2−1

j−1∑
k=0

∫ tk+1

tk

E
∣∣b(xu, u)−B(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣pdu

+ 2p−1cp(T − t0)
p/2−1

∫ t

tj

E
∣∣b(xu, u)−B(xnu, u; x

n
tk
)
∣∣pdu,

(2.3.14)
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zbog toga što x i xn imaju isti početni uslov η, pri čemu je cp konstanta dobijena primenom
Burkholder–Dejvis–Gandijeve nejednakosti i j je najveći ceo broj za koji t ∈ [tj, T ], za
proizvoljno t ∈ [t0, T ]. Očigledno je da za svako t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , j}, nejednakost
(1.5.3) implicira∫ t

tk

E
∣∣a(xu, u)− A(xnu, u; x

n
tk
)
∣∣pdu

≤ 2p−1

[ ∫ t

tk

E
∣∣a(xu, u)− a(xnu, u)

∣∣pdu+ ∫ t

tk

∣∣a(xnu, u)− A(xnu, u; x
n
tk
)
∣∣pdu]. (2.3.15)

Pretpostavke C1 i C2 i Propozicija 2.3.2, primenjene na drugi sabirak u (2.3.15), impliciraju∫ t

tk

∣∣a(xnu, u)− A(xnu, u;x
n
tk
)
∣∣pdu ≤ Lp

aC
′′[

(m1 + 1)!
]p δ(m1+1)p/2

n (t− tk), (2.3.16)

jer je δn manje od 1, za dovoljno veliko n.

Za ocenjivanje prvog sabirka u izrazu (2.3.15) najpre se primenjuju polinomijalni uslov
C3 i nejednakost (1.5.3), a zatim se primenjuje nejednakost Koši–Švarc–Bunjakovskog. Na
taj način se dobija∫ t

tk

E
∣∣a(xu, u)− a(xnu, u)

∣∣pdu
≤
∫ t

tk

E
[
D
(
1 + ∥xu∥q + ∥xnu∥q

)
∥xu − xnu∥2

]p/2
du

≤ 3p/2−1Dp/2

∫ t

tk

E
[(
1 + ∥xu∥pq/2 + ∥xnu∥pq/2

)
∥xu − xnu∥p

]
du

= 3p/2−1Dp/2

{∫ t

tk

E∥xu − xnu∥pdu+
∫ t

tk

E
[(
∥xu∥pq/2∥xu − xnu∥p/2

)
∥xu − xnu∥p/2

]
du

+

∫ t

tk

E
[(
∥xnu∥pq/2∥xu − xnu∥p/2

)
∥xu − xnu∥p/2

]
du

}
≤ 3p/2−1Dp/2

{∫ t

tk

E∥xu − xnu∥pdu+
∫ t

tk

(
E∥xu∥pq∥xu − xnu∥p

)1/2(
E∥xu − xnu∥p

)1/2
du

+

∫ t

tk

(
E∥xnu∥pq∥xu − xnu∥p

)1/2(
E∥xu − xnu∥p

)1/2
du

}
. (2.3.17)

Nejednakosti (1.5.3) i Koši–Švarc–Bunjakovskog, kao i pretpostavka C5 se primenjuju
na matematičko očekivanje koje se javlja pod integralom u drugom i trećem sabirku u
(2.3.17), tako da je

E∥xu∥pq∥xu − xnu∥p ≤ 2p−1
(
E∥xu∥p(1+q) + E∥xu∥pq∥xnu∥p

)
≤ 2p−1

(
E∥xu∥p(1+q) +

(
E∥xu∥2pq

)1/2(
E∥xnu∥2p

)1/2)
≤ 2p(1 +Q)

(2.3.18)

i slično

E∥xnu∥pq∥xu − xnu∥p ≤ 2p(1 +Q). (2.3.19)
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Zamena (2.3.18) i (2.3.19) u ocenu (2.3.17) povlači∫ t

tk

E
∣∣a(xu, u)− a(xnu, u)

∣∣pdu (2.3.20)

≤ 3p/2−1Dp/2

[ ∫ t

tk

E∥xu − xnu∥pdu+ 21+p/2(1 +Q)1/2
∫ t

tk

(
E∥xu − xnu∥p

)1/2
du

]
.

Slične ocene se mogu dobiti i za funkcional b, odnosno važi∫ t

tk

E
∣∣b(xu, u)−B(xnu, u; x

n
tk
)
∣∣pdu (2.3.21)

≤ 2p−1

[ ∫ t

tk

E
∣∣b(xu, u)− b(xnu, u)

∣∣pdu+ ∫ t

tk

E
∣∣b(xnu, u)−B(xnu, u; x

n
tk
)
∣∣pdu],

kao i∫ t

tk

E
∣∣b(xu, u)− b(xnu, u)

∣∣pdu (2.3.22)

≤ 3p/2−1Dp/2

[ ∫ t

tk

E∥xu − xnu∥pdu+ 21+p/2(1 +Q)1/2
∫ t

tk

(
E∥xu − xnu∥p

)1/2
du

]
i ∫ t

tk

E
∣∣b(xnu, u)−B(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣pdu ≤ Lp

bC
′′[

(m2 + 1)!
]p δ(m+1)p/2

n (t− tk). (2.3.23)

Primena (2.3.15), (2.3.16) i (2.3.20)−(2.3.23) na (2.3.14) implicira

u(t) ≤ g(t) +

∫ t

t0

f(v)φ(u(v))dv,

gde je:
- funkcija u = u(t) definisana na otvorenom skupu S ⊃ [t0, T ] u R sa vrednostima u R+

kao
u(t) = E sup

s∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)− xn(s)
∣∣p,

i to je neprekidna funkcija;
- konstantna funkcija

f = f(t) = 22p−23p/2−1Dp/2(T − t0)
p/2−1

[
(T − t0)

p/2 + cp
]

definisana na istom skupu S, ima vrednosti u R+ i očigledno je neprekidna funkcija;
- funkcija g = g(t) definisana na istom skupu S sa vrednostima u R+ \ {0} kao

g(t) = 22p−2C ′′(T − t0)
p/2

(
Lp
a(T − t0)

p/2

[(m1 + 1)!]p
+

cpL
p
b

[(m2 + 1)!]p

)
δ(m+1)p/2
n ,

te je konstantna funkcija, te je neprekidna;
- funkcija φ : R+ → R+ definisana kao

φ(x) = 21+p/2(1 +Q)1/2x1/2 + x,
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φ(x) > 0 za x > 0 i za nju važi da je neopadajuća i neprekidna funkcija, i za svako α ≥ 1
i x ≥ 0 je ispunjeno φ(x)/α ≤ φ(x/α), odnosno φ pripada klasi G.

Drugim rečima, ispunjene su sve pretpostavke za primenu nejednakosti Biharijevog
tipa i Teorema 1.5.13 implicira da za svako t ∈ [t0, T ] važi

u(t) ≤ g(t)G−1
(
G(1) +

∫ t

t0

f(v)dv
)
, (2.3.24)

gde je funkcija G definisana kao

G(z) =

∫ z

z0

ds

φ(s)
= 2 ln

√
z + 21+p/2(1 +Q)1/2

√
z0 + 21+p/2(1 +Q)1/2

,

za proizvoljno z ≥ z0 > 0. Funkcija G−1 : R+ → [z0,+∞) predstavlja njenu inverznu
funkciju i jednaka je

G−1(y) =
[(
z0 + 21+p/2(1 +Q)1/2

)
ey/2 − 21+p/2(1 +Q)1/2

]2
.

Kako je Dom(G−1) = R+, vrednost G(1) +
∫ t

t0
f(v)dv pripada domenu funkcije G−1 za

svako t∗ ≥ t0 i t0 ≤ t ≤ t∗.
Zbog svega izloženog, za svako t ∈ [t0, T ] je zadovoljeno

E sup
s∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)− xn(s)
∣∣p ≤ Cδ(m+1)p/2

n ,

gde C predstavlja pozitivnu konstantu nezavisnu od n i nezavisnu od δn, izvedenu iz
(2.3.24). Specijalan slučaj t = T završava dokaz. �

Sledeća teorema je dokazana analogno kao Teoreme 1.4.11 [61, Theorem 2]. Dokaz se
zasniva na Borel–Kantelijevoj lemi. Dokazana je skoro izvesna konvergencija niza rešenja
aproksimativnih jednačina (2.3.3) ka rešenju polazne jednačine (2.3.1).

Teorema 2.3.4. Neka su ispunjene pretpostavke Teoreme 2.3.3. Tada niz (xn)n∈N sukce-
sivno povezanih rešenja jednačina (2.3.3) sa prethodno pomenutim početnim uslovima,
konvergira skoro izvesno ka rešenju x jednačine (2.3.1) sa početnim uslovom (1.3.15).

Napomena 2.3.5. U prethodnim dokazima koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju
polinomijalni uslov C3. Ovi dokazi još uvek važe, sa minornim tehničkim korekcijama,
ako bi se konstante D i q razlikovale u zavisnosti od koefijicenata, u smislu da važi∣∣a(x, t)− a(y, t)

∣∣2 ≤ D1

(
1 + ∥x∥q1 + ∥y∥q1

)
∥x− y∥2,∣∣b(x, t)− b(y, t)

∣∣2 ≤ D2

(
1 + ∥x∥q2 + ∥y∥q2

)
∥x− y∥2,

za neke pozitivne konstante D1 i D2 i za neke nenegativne cele brojeve q1 i q2, za svako
x, y ∈ V i t ∈ [t0, T ]. U stvari, konstante koje bi se javile u dokazima pod ovakvim
pretpostvakama mogle bi biti i manje, ali, zbog jedostavnijeg zapisa, pretpostavka C3 ostaje
nepromenjena. Slično važi za konstantu Q u C5, odnosno može se zahtevati da postoje
konstante pozitivne Q1 i Q2 za koje je

E sup
t∈[t0−τ,T ]

|x(t)|α ≤ Q1, E sup
t∈[t0−τ,T ]

|xn(t)|β ≤ Q2.

Takod̄e se može primetiti da je polinomijalni uslov za η u C6 opštiji uslov od Lipšicovog,
koji se obično pretpostavlja.
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2.3.2 Funkcionali a
(m1+1)
(x,t) i b

(m1+1)
(x,t) zadovoljavaju

polinomijalni uslov

Uvode se sledeće pretpostavke:

A1 : Postoje Tejlorovi razvoji funkcionala a i b po prvom argumentu do Frešeovih
izvoda m1 m2, redom.

A2 : Početni uslov η zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoji pozitivna kon-
stanta D′ i nenegativan ceo broj q′ tako da za svako θ1, θ2 ∈ [−τ, 0], važi∣∣η(θ1)− η(θ2)

∣∣2 ≤ D′(1 + |θ1|q
′
+ |θ2|q

′)|θ1 − θ2|2.

A3 : Funkcije a(0, ·) i b(0, ·) su ograničene na [t0, T ], odnosno postoje pozitivne
konstante Ka i Kb, tako da je |a(0, t)| ≤ Ka i |b(0, t)| ≤ Kb, za svako t0 ≤ t ≤ T .

A4 : Funkcije a
(m1+1)
(0,·) i b

(m2+1)
(0,·) su ograničene na [t0, T ], odnosno postoje pozitivne

konstante K ′
a i K ′

b tako da, za svako t ∈ [t0, T ], važi∥∥a(m1+1)
(0,t)

∥∥
m1+1

≤ K ′
a,

∥∥b(m2+1)
(0,t)

∥∥
m2+1

≤ K ′
b.

A5 : Funkcionali a, b i njihovi Frešeovi izvodi po prvom argumentu reda m1 + 1 i
m2 + 1, respektivno, zadovoljavaju polinomijalne uslove: postoje pozitivni realni brojevi
Da, Db, D

′
a i D′

b i nenegativni celi brojevi qa, qb, q
′
a i q′b tako da za svako x, y ∈ V i

t ∈ [t0, T ], važi∣∣a(x, t)− a(y, t)
∣∣2 ≤ Da

(
1 + ∥x∥qa + ∥y∥qa

)
∥x− y∥2,∣∣b(x, t)− b(y, t)

∣∣2 ≤ Db

(
1 + ∥x∥qb + ∥y∥qb

)
∥x− y∥2,∥∥a(m1+1)

(x,t) − a
(m1+1)
(y,t)

∥∥2
m1+1

≤ D′
a

(
1 + ∥x∥q′a + ∥y∥q′a

)
∥x− y∥2,∥∥b(m2+1)

(x,t) − b
(m2+1)
(y,t)

∥∥2
m2+1

≤ D′
b

(
1 + ∥x∥q′b + ∥y∥q′b

)
∥x− y∥2.

A6 : Postoje jedinstvena rešenja x i xn jednačina (2.3.1) i (2.3.3), respektivno, tako
da za p ≥ 2, važi

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)∣∣2p(1∨q) ≤ Q <∞,

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣xn(t)∣∣2p[1+(M∨(q/2))][2+M+(M∨(q/2))] ≤ Q <∞,

gde je Q pozitivna konstanta nezavisna od n, q=qa ∨ qb ∨ q′a ∨ q′b i M=m1 ∨m2.

Pretpostavja se da postoje jedinstvena rešenja jednačina (2.3.1) i (2.3.3), bez uvd̄enja
konkretnih uslova koje zadovoljavaju njihovi koeficijenti. Med̄utim, konstruisan je primer
koji ilustruje da postoje SFDJ koje zadovoljavaju uslove egzistencije i jedinstvenosti
rešenja, kao i pretpostavke A1 −A6.

Pretpostavlja se da su svi Lebegovi i Itovi integrali dobro definisani.

Pokazuje se Lp i skoro izvesna konvergencija procesa xn = {xn(s) | s ∈ [t0−τ, T ]}, koji
je nastao povezivanjem rešenja jednačina (2.3.3), ka procesu x = {x(s) | s ∈ [t0 − τ, T ]}
koji je rešenje jednačine (2.3.1) sa početnim uslovom (1.3.15). U tu svrhu se dokazuju
sledeći rezultati.
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Propozicija 2.3.6. Neka {xn(t) | t ∈ [tk − τ, tk+1]}, k ∈ {0, . . . , n − 1}, reprezentuju
rešenja jednačina (2.3.3) sa početnim uslovom (1.3.15) i pretpostavlja se da su zadovoljeni
uslovi A1,A3 −A6. Tada, za svako 0 < r ≤

(
M + 2 + [M ∨ q

2
]
)
p, važi

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ Cδr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde je C konstanta nezavisna od n i nezavisna od δn.

Dokaz. Radi jednostavnosti su uvedene oznake

A(xnt , t; x
n
tk
) =

m1∑
i=0

a
(i)
(xn

tk
,t)

(
xnt − xntk , . . . , x

n
t − xntk

)
i!

,

B(xnt , t; x
n
tk
) =

m2∑
i=0

b
(i)
(xn

tk
,t)

(
xnt − xntk , . . . , x

n
t − xntk

)
i!

.

U nastavku je razmatran slučaj r ≥ 2. Slučaj 0 < r < 2 se može jednostavno dokazati
primenom Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima (2/r, 2/(2− r)).

Koristeći nejednakost (1.5.3), Helderovu nejednakost za odgovarajući Lebegov inte-
gral i konjugovane eksponente (r, r/(r − 1)), Burkholder–Dejvis–Gandijevu nejednakost,
Helderovu nejednakost sa konjugovanim eksponentima (r/2, r/(r − 2)) (za r > 2), izo-
metriju Itoa, Dubovu martingalnu nejednakost (za r = 2) i Fubinijevu teoremu za odgo-
varajući stohastički integral, dobija se

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ 2r−1(t− tk)

r
2
−1
[
(t− tk)

r/2J1(t) + crJ2(t)
]
, (2.3.25)

gde je

J1(t) =

∫ t

tk

E
∣∣A(xns , s;xntk)∣∣rE ds, J2(t) =

∫ t

tk

E
∣∣B(xns , s; x

n
tk
)
∣∣r ds

i konstanta cr > 0 je dobijena primenom Burkholder–Dejvis–Gandijeve nejednakosti.

Integral J1(t) se ocenjuje primenom pretpostavke A1 i nejednakosti (1.5.3). Radi
jednostavnosti, uvodi se oznaka ∆n

s = xns − xntk , za s ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, 1, . . . , n − 1}.
Postoji θ̄ ∈ (0, 1) tako da važi

J1(t) =

∫ t

tk

E
∣∣∣a(xns , s)− [a(xns , s) + A(xns , s;x

n
tk
)
]∣∣∣rds

=

∫ t

tk

E

∣∣∣∣∣a(xns , s)− a
(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

s ,s)
(∆n

s , . . . ,∆
n
s )

(m1 + 1)!

∣∣∣∣∣
r

ds

≤2r−1

[∫ t

tk

E
∣∣a(xns , s)∣∣rds+ 1

[(m1+1)!]r

∫ t

tk

E
∣∣a(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

s ,s)
(∆n

s , . . . ,∆
n
s )
∣∣rds]. (2.3.26)
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Naredni deo biće dokazan primenom relacije (1.5.3), kao i A3,A5 i A6, tako da je

∫ t

tk

E
∣∣a(xns , s)∣∣rds =∫ t

tk

E
∣∣a(xns , s)− a(0, s) + a(0, s)

∣∣rds
≤2r−1

[ ∫ t

tk

E
(∣∣a(xns , s)− a(0, s)

∣∣2)r/2ds+Kr
a(t− tk)

]
≤2r−1

[
Dr/2

a

∫ t

tk

E
(
1 +

∥∥xns∥∥qa)r/2∥∥xns∥∥rds+Kr
a(t− tk)

]
≤2r−1

[
Dr/2

a 2r/2−1
(∫ t

tk

E
∥∥xns∥∥rds+∫ t

tk

E
∥∥xns∥∥r(1+qa/2)

ds
)
+Kr

a(t− tk)

]
≤2r−1

[
Dr/2

a 2r/2(1 +Q)(t− tk) +Kr
a(t− tk)

]
,

odnosno ∫ t

tk

E
∣∣a(xns , s)∣∣rds ≤ K ′(t− tk), (2.3.27)

gde je

K ′ = 2r−1
(
Dr/2

a 2r/2(1 +Q) +Kr
a

)
konstanta nezavisna od n i od δn.

Primenom (1.6.3), pretpostavki A4 −A6, kao i (1.5.3), dobija se

∣∣a(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

s ,s)
(∆n

s , . . . ,∆
n
s )
∣∣r

≤
∥∥a(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

s ,s)
− a

(m1+1)
(0,s) + a

(m1+1)
(0,s)

∥∥r
m1+1

·
∥∥∆n

s

∥∥r(m1+1)

≤2r−1
[(
D′

a

(
1+
∥∥xntk + θ̄∆n

s

∥∥q′a)∥∥xntk + θ̄∆n
s

∥∥2)r/2+ (K ′
a)

r
]∥∥∆n

s

∥∥r(m1+1)

≤23r/2−2(D′
a)

r/2
[(∥∥xntk + θ̄∆n

s

∥∥r+∥∥xntk + θ̄∆n
s

∥∥r(1+q′a/2)
)∥∥∆n

s

∥∥r(m1+1)
]

+ 2r−1(K ′
a)

r
∥∥∆n

s

∥∥r(m1+1)
. (2.3.28)

Drugi sabirak na desnoj strani u (2.3.26) može se oceniti na osnovu (2.3.28) primenom
nejednakosti (1.5.3). Tada je

∫ t

tk

E
∣∣a(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

s ,s)
(∆n

s , . . . ,∆
n
s )
∣∣rds

≤ 23r/2−2(D′
a)

r/2

[ ∫ t

tk

E
∥∥xntk + θ̄∆n

s

∥∥r∥∥∆n
s

∥∥r(m1+1)
ds

+

∫ t

tk

E
∥∥xntk + θ̄∆n

s

∥∥r(1+q′a/2)
∥∥∆n

s

∥∥r(m1+1)
ds

]
+ 2r−1(K ′

a)
r

∫ t

tk

E
∥∥∆n

s

∥∥r(m1+1)
ds,
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jednačina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

odnosno∫ t

tk

E
∣∣a(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

s ,s)
(∆n

s , . . . ,∆
n
s )
∣∣rds

≤ (D′
a)

r/22r(m1+7/2)−4

·
{∫ t

tk

E
(
|1− θ̄|r

∥∥xntk∥∥r+|θ̄|r
∥∥xns∥∥r)(∥∥xns∥∥r(m1+1)

+
∥∥xntk∥∥r(m1+1)

)
ds

+2rq
′
a/2

∫ t

tk

E
[(
|1−θ̄|r(1+q′a/2)

∥∥xntk∥∥r(1+q′a/2)+|θ̄|r(1+q′a/2)
∥∥xns∥∥r(1+q′a/2)

)
·
(∥∥xns∥∥r(m1+1)

+
∥∥xntk∥∥r(m1+1)

)]
ds

}
+ (K ′

a)
r2r(m1+2)−2

∫ t

tk

E
(∥∥xns∥∥r(m1+1)

+
∥∥xntk∥∥r(m1+1)

)
ds.

Primenom Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima (2, 2) na izraze obli-
ka E

(
∥xns∥α∥xntk∥

β
)
u prethodnim ocenama, odnosno nejednakosti Koši–Švarc–Bunjakov-

skog, imajući u vidu da je 0 < θ < 1, i konačno primenom pretpostavke A6, dobija
se∫ t

tk

E
∣∣a(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

s ,s)
(∆n

s , . . . ,∆
n
s )
∣∣rds

≤ 2r(m1+7/2)−4(D′
a)

r/2

·

{[
(1−θ̄)r

(∫ t

tk

(
E∥xntk∥

2r
)1/2(

E∥xns∥2r(m1+1)
)1/2

ds+

∫ t

tk

E∥xntk∥
r(m1+2)ds

)

+ θ̄r
(∫ t

tk

E∥xns∥r(m1+2)ds+

∫ t

tk

(
E∥xns∥2r

)1/2(
E∥xntk∥

2r(m1+1)
)1/2

ds

)]
+2rq

′
a/2

[
(1−θ̄)r(1+q′a/2)

(∫ t

tk

(
E∥xntk∥

2r(1+q′a/2)
)1/2(

E∥xns∥2r(m1+1)
)1/2

ds

+

∫ t

tk

E∥xntk∥
r(m1+2+q′a/2)ds

)
+ θ̄r(1+q′a/2)

(∫ t

tk

E∥xns∥r(m1+2+q′a/2)ds

+

∫ t

tk

(
E∥xns∥2r(1+q′a/2)

)1/2(
E∥xntk∥

2r(m1+1)
)1/2

ds

)]}

+ 2r(m1+2)−2(K ′
a)

r

∫ t

tk

(
E∥xns∥r(m1+1) + E∥xntk∥

r(m1+1)
)
ds

≤ 2r(m1+2)−1(1 +Q)(t− tk)

·
{
(K ′

a)
r+(D′

a)
r/223r/2−2

[(
(1−θ̄)r+θ̄r

)
+2rq

′
a/2
(
(1−θ̄)r(1+q′a/2)+θ̄r(1+q′a/2)

)]}
≤ K ′′(t− tk),

(2.3.29)

gde je
K ′′ = 2r(m1+2)−1(1 +Q)

[
(D′

a)
r/223r/2−1(1 + 2rq

′
a/2) + (K ′

a)
r
]
.
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Zamenom relacija (2.3.27) i (2.3.29) u (2.3.25), očigledno se dobija

J1(t) ≤ 2r−1
[
K ′ +

[
(m1 + 1)!

]−r
K ′′
]
(t− tk). (2.3.30)

Analogna procedura za J2(t) daje

J2(t) ≤ 2r−1
[
L′ +

[
(m2 + 1)!

]−r
L′′
]
(t− tk), (2.3.31)

gde je

L′ = 2r−1
(
D

r/2
b 2r/2(1 +Q) +Kr

b

)
,

L′′ = 2r(m2+2)−1(1 +Q)
[
(D′

b)
r/223r/2−1(1 + 2rq

′
b/2) + (K ′

b)
r
]
.

Primenom (2.3.30) i (2.3.31) na (2.3.25) kompletiran je dokaz, gde je

C = 22r−2
{
(T − t0)

r/2
[
K ′ + [(m1 + 1)!]−rK ′′]+ cr

[
L′ + [(m2 + 1)!]−rL′′]}

konstanta nezavisna od n i od δn.

Primetimo da u prethodnom dokazu činjenica da je particija (2.3.2) ekvidistantna, ne
igra nikakvu ulogu. To nije slučaj sa sledećom propozicijom.

Propozicija 2.3.7. Neka su ispunjeni uslovi Propozicije 2.3.6, kao i pretpostavka A2.
Tada, za svako 0 < r ≤

(
M + 2 + [M ∨ q

2
]
)
p, važi

E
∥∥xnt − xntk

∥∥r ≤ B̄δr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1},

gde je B̄ pozitivna konstanta nezavisna od n i od δn.

Dokaz. Prezentovan je dokaz za r ≥ 2. U slučaju 0 < r < 2 važi analogna analiza
kao u dokazu Propozicije 2.3.6.

Neka je t ∈ [tk, tk+1] za fiksirano k ∈ {0, . . . , n − 1} i neka su definisani skupovi S1 i
S2 kao S1 = {t ∈ [t0 − τ, T ] | t− τ < t0} i S2 = {t ∈ [t0 − τ, T ] | tk − τ < t0 ≤ t− τ}. Tada
je

E
∥∥xnt − xntk

∥∥r ≤ E1 + E2 + E3, (2.3.32)

gde je

E1 = E sup
u∈[tk−τ,t0+tk−t]

∣∣η(u+ t− tk − t0)− η(u− t0)
∣∣r · χS1(t),

E2 = E sup
u∈[t0+tk−t,t0]

∣∣xn(u+ t− tk)− η(u− t0)
∣∣r · χS1∪S2(t),

E3 = E sup
u∈[t0,tk]

∣∣xn(u+ t− tk)− xn(u)
∣∣r.

Da bi dokaz bio kompletan, navedeni su neki delovi dokaza [61, Proposition 2]. Skoro
izvesna neprekidnost procesa xn i kompaktnost segmenta [t0, tk] impliciraju da postoje
i ∈ {0, . . . , k − 1} i v ∈ [ti, ti+1] tako da važi supu∈[t0,tk] |x

n(u + t − tk) − xn(u)|r =
|xn(v+t−tk)+xn(v)|r. Razlikovanjem slučaja kada v+t−tk pripada [ti, ti+1] ili [ti+1, ti+2],
dodavanjem i oduzimanjem člana xn(ti), odnosno x

n(ti) i x
n(ti+1), respektivno, primenom

(1.5.3) i Propozicije 2.3.6, sledi da važi

E3 ≤ 3rCδr/2n . (2.3.33)
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Kako je

E2 ≤ 2r−1
[
E sup

u∈[t0+tk−t,t0]

∣∣xn(u+ t− tk)− xn(t0)
∣∣r + E sup

u∈[t0+tk−t,t0]

∣∣η(0)− η(u− t0)
∣∣r],

primenom pretpostavke A2 sledi da važi∣∣η(0)− η(u− t0)
∣∣r ≤ D′r/2(1 + |u− t0|q

′
)r/2|u− t0|r,

gde u− t0 pripada segmentu [−τ, 0], preciznije u− t0 ∈ [tk − t, 0]. Stoga važi da je∣∣η(0)− η(u− t0)
∣∣r ≤ D′r/2(1 + τ q

′
)r/2
(
1 ∧ τ

)r/2
δr/2n .

Kombinujući prethodne relacije sa Propozicijom 2.3.6 dolazi se do zaključka

E2 ≤ 2r−1
[
C +D′r/2(1 + τ q

′
)r/2
(
1 ∧ τ

)r/2]
δr/2n . (2.3.34)

Slično, za ocenu izraza E1, dobija se∣∣η(u+ t− tk − t0)− η(u− t0)
∣∣r

≤ D′r/2(1 + |u+ t− tk − t0|q
′
+ |u− t0|q

′
)r/2|t− tk|r.

Obe vrednosti u+ t− tk − t0 i u− t0 pripadaju segmentu [−τ, 0], tako da je

E1 ≤ D′r/2(1 + 2τ q
′
)r/2
(
1 ∧ τ

)r/2
δr/2n . (2.3.35)

Na kraju, relacije (2.3.33), (2.3.34) i (2.3.35), zajedno sa (2.3.32), impliciraju nepos-
redno dokaz propozicije sa pozitivnom konstantom

B̄=3rC+2r−1
[
C+D′r/2(1 + τ q

′
)r/2
(
1 ∧ τ

)r/2]
+D′r/2(1 + 2τ q

′
)r/2
(
1 ∧ τ

)r/2
,

koja je nezavisna od n i od δn. �
U sledećoj teoremi odred̄uje se red Lp konvergencije uvedenog analitičkog metoda.

Dokazano je da ako stepeni Tejlorovih aproksimacija funkcionala a i b rastu, onda raste
i bliskost rešenja x i xn u smislu Lp–norme.

Teorema 2.3.8. Neka važe sve pretpostavke Propozicije 2.3.7, neka je x rešenje jednačine
(2.3.1) sa početnim uslovom (1.3.15), i neka su xn rešenja jednačina (2.3.3). Tada, za
svako p > 0 važi

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p ≤ Hδ(m+1)p/2

n ,

gde je m = m1 ∧m2, i H je konstanta nezavisna od n i od δn.

Dokaz. Analogno dokazima propozicija 2.3.6 i 2.3.7, razmatraće se samo slučaj p ≥ 2.

Neka je j najveći ceo broj tako da je t ∈ [tj, T ]. Primenjujući Helderovu nejednakost
sa konjugovanim eksponentima (p, p/(p−1)) na odgovarajući Lebegov integral, Helderovu
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nejednakost sa konjugovanim eksponentima (p/2, p/(p − 2)), Burkholder–Dejvis–Gandi-
jevu nejednakost (za p > 2), izometriju Itoa, Dubovu martingalnu nejednakost (za p = 2)
za odgovarajući Itov integral i Fubinijevu teoremu, dobija se

E sup
s∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)− xn(s)
∣∣p

≤ 2p−1(T − t0)
p−1

j−1∑
k=0

∫ tk+1

tk

E
∣∣a(xu, u)− A(xnu, u; x

n
tk
)
∣∣p du

+ 2p−1(T − t0)
p−1

∫ t

tj

E
∣∣a(xu, u)− A(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣p du

+ 2p−1cp(T − t0)
p/2−1

j−1∑
k=0

∫ tk+1

tk

E
∣∣b(xu, u)−B(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣p du

+ 2p−1cp(T − t0)
p/2−1

∫ t

tj

E
∣∣b(xu, u)−B(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣p du. (2.3.36)

Lako je proveriti da, za svako t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, 1, . . . , j}, važi
t∫

tk

E
∣∣a(xu, u)− A(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣pdu

=

t∫
tk

E
∣∣a(xu, u)− a(xnu, u) + a(xnu, u)− A(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣pdu

≤2p−1

( t∫
tk

E
∣∣a(xu, u)−a(xnu, u)∣∣pdu+∫ t

tk

E
∣∣a(xnu, u)−A(xnu, u;xntk)∣∣pdu). (2.3.37)

Prilikom ocenjivanja prvog sabirka u (2.3.37) potrebno je uočiti da polinomijalni uslov
A5 i nejednakost Koši–Švarc–Bunjakovskog povlače∫ t

tk

E
∣∣a(xu, u)− a(xnu, u)

∣∣pdu
≤
∫ t

tk

E
[
Da

(
1 + ∥xu∥qa + ∥xnu∥qa

)
∥xu − xnu∥2

]p/2
du

≤Dp/2
a

∫ t

tk

{
E
[(
1+∥xu∥qa+∥xnu∥qa

)
∥xu − xnu∥

]p}1/2{
E∥xu − xnu∥p

}1/2
du. (2.3.38)

Primenjujući nejednakosti Koši–Švarc–Bunjakovskog i (1.5.3), kao iA6, može se zaključiti
da je

E
[(
1 + ∥xu∥qa + ∥xnu∥qa

)
∥xu − xnu∥

]p
≤ 3p−12p−1E

[(
1 + ∥xu∥pqa + ∥xnu∥pqa

)(
∥xu∥p + ∥xnu∥p

)]
≤ 6p−1

[
E∥xu∥p + E∥xnu∥p + E∥xu∥p(1+qa) + E∥xnu∥p(1+qa)

+
(
E∥xu∥2p

)1/2(
E∥xnu∥

2pqa
V

)1/2
+
(
E∥xu∥2pqa

)1/2(
E∥xnu∥2p

)1/2]
≤ 6p(1 +Q).
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Tada (2.3.38) postaje∫ t

tk

E
∣∣a(xu, u)−a(xnu, u)∣∣pdu ≤ Dp/2

a

(
6p(1+Q)

)1/2∫ t

tk

(
E∥xu−xnu∥p

)1/2
du. (2.3.39)

Drugi sabirak u (2.3.37) se ocenjuje primenom uslova A1 i relacije (1.6.3), tako da je∫ t

tk

E
∣∣a(xnu, u)− A(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣pdu

≡
∫ t

tk

E

∣∣∣∣∣a
(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

u,u)
(∆n

u, . . . ,∆
n
u)

(m1 + 1)!

∣∣∣∣∣
p

du

≤
[
(m1 + 1)!

]−p
∫ t

tk

E
(

sup
θ̄∈[0,1]

∥a(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

u,u)
∥pm1+1∥∆n

u∥(m1+1)p
)
du,

(2.3.40)

gde je ∆n
u = xns −xntk , kao u Propoziciji 2.3.7. Primena relacije (1.5.3) vǐse puta, kao i A4

i A5, povlači

sup
θ̄∈[0,1]

∥∥a(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

u,u)

∥∥p
m1+1

≤ 2p−1
{∥∥a(m1+1)

(0,u)

∥∥p
m1+1

+ sup
θ∈[0,1]

∥∥a(m1+1)

(xn
tk
+θ̄∆n

u,u)
− a

(m1+1)
(0,u)

∥∥p
m1+1

}
≤ 2p−1

{
(K ′

a)
p + sup

θ∈[0,1]

[
D′

a

(
1 + ∥xntk + θ̄∆n

u∥q
′
a
)
∥xntk + θ̄∆n

u∥2
]p/2}

≤ 2p−1

{
(K ′

a)
p + (D′

a)
p/223p/2−2

[
sup
θ̄∈[0,1]

(
∥xntk∥

p + θ̄p∥∆n
u∥p
)

+ 2pq
′
a/2sup

θ̄∈[0,1]

(
∥xntk∥

p(1+q′a/2) + θ̄p(1+q′a/2)∥∆n
u∥p(1+q′a/2)

)]}
≤ 2p−1

{
(K ′

a)
p + (D′

a)
p/223p/2−2

[
∥xntk∥

p + ∥∆n
u∥p

+ 2pq
′
a/2
(
∥xntk∥

p(1+q′a/2) + ∥∆n
u∥p(1+q′a/2)

)]}
.

Tada (2.3.40) postaje∫ t

tk

E
∣∣a(xnu, u)− A(xnu, u; x

n
tk
)
∣∣pdu

≤ 2p−1[
(m1 + 1)!

]p
·
∫ t

tk

E

{[
(K ′

a)
p + (D′

a)
p/223p/2−2

(
∥xntk∥

p + ∥∆n
u∥p

+2pq
′
a/2
(
∥xntk∥

p(1+q′a/2)+ ∥∆n
u∥p(1+q′a/2)

))]
∥∆n

u∥(m1+1)p

}
du

≡
∫ t

tk

E
[
K1∥∆n

u∥(m1+1)p +K2∥∆n
u∥(m1+2)p +K3∥∆n

u∥(m1+2+q′a/2)p

+K4∥xntk∥
p∥∆n

u∥(m1+1)p +K5∥xntk∥
p(1+q′a/2)∥∆n

u∥(m1+1)p
]
du, (2.3.41)
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gde je

K1 =
2p−1(K ′

a)
p[

(m1 + 1)!
]p , K2 = K4 =

25p/2−3(D′
a)

p/2[
(m1 + 1)!

]p ,
K3 = K5 =

2p(5/2+q′a/2)−3(D′
a)

p/2[
(m1 + 1)!

]p .

(2.3.42)

Na kraju, primenjujući relaciju (1.5.3), nejednakost Koši–Švarc–Bunjakovskog, pretpo-
stavku A6 i Propoziciju 2.3.7, (2.3.41) povlači da je∫ t

tk

E
∣∣a(xnu, u)− A(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣pdu

≤
∫ t

tk

{
E
[
K1∥∆n

u∥(m1+1)p +K2∥∆n
u∥(m1+2)p +K3∥∆n

u∥(m1+2+q′a/2)p
]

+K4

(
E∥xntk∥

2p
)1/2(

E∥∆n
u∥2(m1+1)p

)1/2
+K5

(
E∥xntk∥

2p(1+q′a/2)
)1/2(

E∥∆n
u∥2(m1+1)p

)1/2}
du

≤
∫ t

tk

{
E
[
K1∥∆n

u∥(m1+1)p +K2∥∆n
u∥(m1+2)p +K3∥∆n

u∥(m1+2+q′a/2)p
]

+(1+Q)1/2
[
K4

(
E∥∆n

u∥2(m1+1)p
)1/2

+K5

(
E∥∆n

u∥2(m1+1)p
)1/2]}

du

≤
[
B̄
(
K1δ

(m1+1)p/2
n +K2δ

(m1+2)p/2
n +K3δ

(m1+2+q′a/2)p/2
n

)
+ (K4 +K5)

(
(1 +Q)B̄

)1/2
δ(m1+1)p/2
n

]
(t− tk).

Kako je (m1 + 1)p/2 =
[
(m1 + 1)p/2

]
∧
[
(m1 + 2)p/2

]
∧
[
(m1 + 2+ q′a/2)p/2

]
i δn manje

od 1, tada je∫ t

tk

E
∣∣a(xnu, u)− A(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣pdu

≤
[
B̄(K1 +K2 +K3) + ((1 +Q)B̄)1/2(K4 +K5)

]
δ(m1+1)p/2
n (t− tk).

(2.3.43)

Imajući u vidu (2.3.39) i (2.3.43), na osnovu nejednakosti (2.3.37) sledi da je∫ t

tk

E
∣∣a(xu, u)−A(xnu, u;xntk)∣∣pdu
≤2p−1

[
Dp/2

a

(
6p(1 +Q)

)1/2 ∫ t

tk

(
E∥xu − xnu∥p

)1/2
du

+
[
B̄(K1+K2+K3)+

(
(1+Q)B̄

)1/2
(K4+K5)

]
δ(m1+1)p/2
n (t−tk)

]
.

(2.3.44)

Analogno se mogu dokazati slični rezultati za funkcionale b i B za svako k ∈ {0, . . . , j}

81
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i t ∈ [tk, tk+1], odnosno∫ t

tk

E
∣∣b(xu, u)−B(xnu, u;x

n
tk
)
∣∣pdu

≤ 2p−1
[
D

p/2
b

(
6p(1 +Q)

)1/2 ∫ t

tk

(
E∥xu − xnu∥p

)1/2
du

+
[
B̄(K ′

1+K
′
2+K

′
3)+

(
(1+Q)B̄

)1/2
(K ′

4+K
′
5)
]
δ(m2+1)p/2
n (t−tk)

]
,

(2.3.45)

gde su konstante K ′
i istog oblika kao Ki, i = 1, . . . , 5, u (2.3.42), dok su m1, K

′
a, D

′
a i q′a

redom zamenjene sa m2, K
′
b, D

′
b i q

′
b.

Nejednakosti (2.3.44) i (2.3.45) primenjene na (2.3.36) daju

E sup
s∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)− xn(s)
∣∣p

≤ 25p/2−23p/2(1 +Q)1/2(T − t0)
p/2−1

[
(T − t0)

p/2Dp/2
a + cpD

p/2
b

]
·
∫ t

t0

(
E∥xu − xnu∥p

)1/2
du

+ 22p−2(T − t0)
p/2−1

[
(T − t0)

p/2 + cp
]
B̄1/2(t− t0)

·
{[
B̄1/2(K1 +K2 +K3) + (1 +Q)1/2(K4 +K5)

]
δ(m1+1)p/2
n

+
[
B̄1/2(K ′

1 +K ′
2 +K ′

3) + (1 +Q)1/2(K ′
4 +K ′

5)
]
δ(m2+1)p/2
n

}
≤ L1

∫ t

t0

(
E∥xu − xnu∥p

)1/2
du+ L2δ

(m+1)p/2
n

≤ L1

∫ t

t0

(
E sup

s∈[t0−τ,u]

|x(s)− xn(s)|p
)1/2

du+ L2δ
(m+1)p/2
n , (2.3.46)

jer je δn manje od 1, gde je

L1 = 25/2p−23p/2(1 +Q)1/2(T − t0)
p/2−1

[
(T − t0)

p/2Dp/2
a + cpD

p/2
b

]
,

L2 = 22p−2(T − t0)
p/2
[
(T − t0)

p/2 + cp
]
B̄1/2

·
[
B̄1/2(K1 +K2 +K3) + (1 +Q)1/2(K4 +K5)

+ B̄1/2(K ′
1 +K ′

2 +K ′
3) + (1 +Q)1/2(K ′

4 +K ′
5)
]
.

Relacija (2.3.46) ima oblik (1.5.6) i nejednakost Biharijevog tipa (Teorema 1.5.13)
primenjena na (2.3.46) dokazuje teoremu ako važe sve njene pretpostavke. Zaista, neka
je funkcija φ : R+ → R+ definisana kao φ(y) = y1/2 i ona je neopadajuća, pozitivna
za pozitivne argumente i zadovoljava relaciju φ(y) ≤ αφ(y/α), za svako y ∈ [0,∞) i
α ≥ 1. Takod̄e, izraz E sups∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)− xn(s)
∣∣p, posmatran kao funkcija argumenta t,

t ∈ [t0, T ], je nenegativna i neprekidna funkcija. Tada, primenom Teoreme 1.5.13 sledi

E sup
s∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)− xn(s)
∣∣p ≤ L2δ

(m+1)p/2
n

1

4

(
2 + L1T

)2
= Hδ(m+1)p/2

n ,

gde je G(y) =
∫ y

0
ds
φ(s)

ds = 2y1/2, za y > 0, a njena inverzna funkcija je G−1(y) = 1
4
y2.

Konstanta H = L2

4

(
2 + L1T

)2
je nezavisna od δn i od n.

Sledeća teorema dokazuje se analogno kao teoreme 2.1.4 i 2.2.4. Dokaz skoro izvesne
konvergencije niza rešenja aproksimativnih jednačina (2.3.3) ka rešenju polazne jednačine
(2.3.1) zasniva se na primeni Borel–Kantelijeve leme.
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Teorema 2.3.9. Neka važe pretpostavke Teoreme 2.3.8. Tada niz (xn)n∈N rešenja jedna-
čina (2.3.3) konvergira skoro izvesno ka rešenju x jednačine (2.3.1).

Sledeći primer ilustruje prethodna teorijska razmatranja.
Razmatra se jednodimenzionalna (d = 1) SFDJ

dx(t) =

[
− α(t)C(x(t)) + 0.5β(t) sin

(
2

∫ 0

−τ

K(θ)xt(θ)dθ
)]
dt

+ a1(t) sin
(∫ 0

−τ

K(θ)xt(θ)dθ
)
dw(t), t ∈ [t0, T ],

(2.3.47)

sa početnim uslovom x0 = η = {θ | θ ∈ [−τ, 0]} nezavisnim od jednodimenzionalnog

(d1 = 1) Braunovog kretanja w, gde je C(x) = 1
2

∫ x2

0
cos y√

y
dy, x ∈ R Frenelov4 integral a α,

β i a1 su nenegativne neprekidne funkcije iz [0, T ] u R, te su stoga i ograničene. Pritom
je za svako t ∈ [t0, T ], α(t) ≤ ᾱ, β(t) ≤ β̄ i a1(t) ≤ ā1.

Koeficijent prenosa

a(xt, t) = −α(t)C(x(t)) + 0.5β(t) sin
(
2

∫ 0

−τ

K(θ)xt(θ)dθ
)

i koeficijent difuzije

b(xt, t) = a1(t) sin
(∫ 0

−τ

K(θ)xt(θ)dθ
)

se razmatraju za proizvoljan fiksiran argument t ∈ [t0, T ]. Drugim rečima, ovi koeficijenti
se mogu predstaviti kao funkcionali at ≡ a = f ◦h+A1 : V → R i bt ≡ b = g ◦h : V → R,
gde je funkcional h : V → R definisan kao

h(v) =

∫ 0

−τ

K(θ)v(θ)dθ, v ∈ V,

neprekidna funkcija K : [−τ, 0] → R+ zadovoljava uslov
∫ 0

−τ
K(θ)dθ=1, dok su funkcije

f, g : R → R definisane sa f(x) = 0.5β(t) sin(2x) i g(x) = a1(t) sinx, x ∈ R, a funkcional
A1 : V → R je definisan sa A1(v) = α(t)C(v(0)), v ∈ V . Neka je funkcija K izabrana
tako da je

K(θ) =
1

τ
, θ ∈ [−τ, 0].

Koeficijenti prenosa i difuzije iz (2.3.47) su neprekidno diferencijabilni (po prvom
argumentu) i oni su globalno Lipšic neprekidni. Preciznije, postoje pozitivne konstante
La = 2(ᾱ2 + β̄2) i Lb = ā21 tako da, za svako u, v ∈ V i svako t ∈ [t0, T ], važi

|a(u, t)− a(v, t)|2 ≤ La∥u− v∥2, |b(u, t)− b(v, t)|2 ≤ Lb∥u− v∥2.

Razmatraće se prvi Frešeovi izvodi koeficijenata a ≡ at i b ≡ bt. Jednostavno se
utvrd̄uje da su realne funkcije realnih argumenata f i g diferencijabilne beskonačno mnogo
puta u svakoj realnoj tački x, te stoga postoje Frešeovi izvodi f ′

x i g′x u L(R,R) funkcija
f i g, respektivno, u tački x. Lako je utvrditi (videti na primer [9, 15]) da je za svako
y ∈ R, f ′

x(y) = f ′(x) · y ∈ R i g′x(y) = g′(x) · y ∈ R, gde su izvodi na levoj strani ovih

4Fresnel A. J. (1788–1827) - francuski fizičar
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jednakosti Frešeovi izvodi, a izvodi sa desne strane obični izvodi realnih funkcija realnih
argumenata.

Očigledno, h pripada prostoru L(V,R), odnosno to je ograničen linearan operator,
tako da za svako u ∈ V , postoji Frešeov izvod h′u = h ∈ L(V,R) u tački u. Takod̄e,
postoji drugi Frešeov izvod u u, h′′u = 0 ∈ L(V,L(V,R)), što nije teško proveriti (videti
[9, 15]).

Neka je u ∈ V proizvoljno. Da bi se odredio A′
1u eksplicitno, ako postoji, formira se

razlika
A1(u+ h)− A1(u) = LA1h+RA1(u, h), h ∈ V.

Ako je moguće napraviti ovu dekompoziciju tako da važi |RA1(u, h)|/∥h∥ → 0 kada
∥h∥ → 0, i LA1 ∈ L(V,R), tada je LA1 = A′

1u. Jednostavno se utvrd̄uje da postoji
Frešeov izvod A′

1u ∈ L(V,R) od A1 za proizvoljno u ∈ V i on je definisan za svako v ∈ V
kao A′

1u(v) = −α(t) cos(u2(0))v(0).
Na osnovu izvoda kompozicije funkcija (na primer, [15, p. 171]), postoji prvi Frešeov

izvod a′u = (f ◦ h+A1)
′
u = f ′

h(u)h
′
u +A′

1u = f ′
h(u)h+A′

1u ∈ L(V,R) u svakoj tački u ∈ V ,
što znači da za svako v ∈ V važi

a′u(v)=f
′(h(u))h(v) + A′

1u(v)

=−α(t) cos
(
u2(0)

)
v(0)+β(t) cos

(
2

∫ 0

−τ

K(θ)u(θ)dθ
)∫ 0

−τ

K(θ)v(θ)dθ.

Takod̄e, b′u = g′h(u)h ∈ L(V,R) za svako u ∈ V . Drugim rečima, važi da je

b′u(v) = g′(h(u))h(v) = a1(t) cos
(∫ 0

−τ

K(θ)u(θ)dθ
)∫ 0

−τ

K(θ)v(θ)dθ.

Ako postoji drugi Frešeov izvod od a : V → R u u ∈ V , tada a′′u ∈ L(V,L(V,R)).
Drugi Frešeov izvod od a u tački u je zapravo prvi Frešeov izvod od v 7→ a′v u tački
u ∈ V , odnosno to je prvi Frešeov izvod funkcije c : V → L(V,R) definisane sa c(v) = a′v,
imajući u vidu da prvi Frešeov izvod od a postoji u svakoj tački vektorskog prostora V .
Da bi se eksplicitno odredio a′′u, formira se razlika

c(u+ h)− c(u) = Lch+Rc(u, h), h ∈ V.

Ako je moguće napraviti ovu dekompoziciju tako da ∥Rc(u, h)∥L (V,R)/∥h∥ → 0 kada
∥h∥ → 0 i Lc ∈ L(V,L(V,R)), tada je Lc = c′u = a′′u ∈ L(V,L(V,R)). Tada, za svako
v1, v2 ∈ V , zadovoljeno je

a′′u(v1)(v2) = 2α(t)u(0) sinu2(0)v1(0)v2(0)− 2β(t) sin
(
2h(u)

)
h(v1)h(v2) ∈ R.

Na sličan način se može zaključiti da je, za svako v1, v2 ∈ V ,

b′′u(v1)(v2) = −a1(t) sin
(
h(u)

)
h(v1)h(v2) ∈ R.

Za funkcionale a, b, a′′ i b′′ važi polinomijalni uslov A5 sa konstantama

q′a = 4, D′
a = 16[(ᾱ2 + 2β̄2) ∨ 3ᾱ2]; q′b = 0, D′

b = ā21;

qa = 0, Da = 2(ᾱ2 + β̄2); qb = 0, Db = ā21.

Očigledno da uslovi A3 i A4 važe za svako Ka, Kb, K
′
a, K

′
b > 0, jer je

a(0, t) = b(0, t) = a′′(0, t) = b′′(0, t) = 0, t ∈ [t0, T ].
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2.3. Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine

Polinomijalni uslov A2 je ispunjen za početni uslov η sa konstantama D′ = 1 i q′ = 0.
Uslov A6 važi za rešenje x jednačine (2.3.47) na osnovu teorema 1.3.26 i 1.3.28.

Treba napomenuti da drugi izvod koeficijenta prenosa ove jednačine nije ravnomerno
ograničen, te se stoga rezultati u vezi Lp i skoro izvesne konvergencije iz [61] ne mogu
biti primeniti. Štavǐse, u nastavku se dokazuju egzistencija, jedinstvenost i ograničenost
p–tog momenta (za svako p ≥ 2) odgovarajućeg aproksimativnog rešenja ove jednačine.

Koristeći Tejlorov razvoj prvog reda (m1 = m2 = 1) u okolini tačaka xn(tk), za
k ∈ {0, . . . , n− 1}, jednačine (2.3.3) postaju

xn(t) = xn(tk) +

∫ t

tk

A(xns , s; x
n
tk
)ds+

∫ t

tk

B(xns , s; x
n
tk
)dw(s), (2.3.48)

t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, gde su koeficijenti prenosa i difuzije

A(xnt , t;x
n
tk
) = −α(t)C(xn(tk)) + 0.5β(t) sin

(
2h(xntk)

)
− α(t) cos

(
xn(tk)

)2[
xn(t)− xn(tk)

]
+ β(t) cos

(
2h(xntk)

)[
h(xnt )− h(xntk)

]
,

B(xnt , t;x
n
tk
) = a1(t) sinh(x

n
tk
) + a1(t) cosh(x

n
tk
)
[
h(xnt )− h(xntk)

]
.

Pogodnosti radi, uvode se stepenasti procesi

zn(t+ θ) =
n−1∑
k=0

χ[tk,tk+1)(t)x
n(tk + θ), θ ∈ [−τ, 0],

zn(t) =
n−1∑
k=0

χ[tk,tk+1)(t)x
n(tk), t ∈ [t0, T ]

(2.3.49)

i može se primetiti da iz (2.3.49) sledi znt = xntk , t ∈ [tk, tk+1). Stoga se jednačine (2.3.48)
mogu predstaviti kao

xn(t) = η(0) +

∫ t

t0

A(s, xns , z
n
s )ds+

∫ t

t0

B(s, xns , z
n
s )dw(s), t ∈ [t0, T ], (2.3.50)

gde, za svako s ∈ [t0, T ], važi

A(s, xns , z
n
s ) = −α(s)C(zn(s))− α(s) cos

(
zn(s)

)2
(xn(s)− zn(s)) (2.3.51)

+
1

2
β(s) sin(2h(zns )) + β(s) cos(2h(zns ))(h(x

n
s )− h(zns )),

B(s, xns , z
n
s ) = a1(s) sin(h(z

n
s )) + a1(s) cos(h(z

n
s ))(h(x

n
s )− h(zns )). (2.3.52)

U nastavku se primenjuje pristup Hasminskog da bi se dokazale egzistencija, jedin-
stvenost i ograničenost momenata rešenja jednačine (2.3.50). Ovaj pristup je uspešno
primenjivan u mnogim radovima, kao na primer u [69] u kontekstu SFDJ. Imajući u vidu
da koeficijenti jednačine (2.3.50) zadovoljavaju lokalni Lipšicov uslov, sledi da za početni
uslov η postoji jedinstveno lokalno rešenje {x(t), t ∈ [t0 − τ, τe)}, gde je τe vreme eksplo-
zije. Na osnovu zadatog početnog uslova η proizilazi da postoji prirodan broj r0 tako da
je

∥η∥ = sup
θ∈[−τ,0]

|η(θ)| = τ < r0.
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Za svaki prirodan broj r ≥ r0, definǐse se vreme zaustavljanja

τr = T ∧ inf{t ∈ [t0, τe) : |xn(t)| ≥ r}, (2.3.53)

pri čemu je inf ∅ = ∞. Očigledno, τr raste kada r → ∞. Definǐse se τ∞ = limr→∞ τr, tako
da je τ∞ ≤ τe skoro izvesno. Cilj je pokazati da je τ∞ = T skoro izvesno, što implicira da
je τe = T, odnosno rešenje {x(t), t ∈ [t0 − τ, T ]} ne eksplodira u konačnom vremenu.

Pretpostavlja se, radi jednostavnosti, da je p ≥ 2. Koristeći Itovu formulu, dobija se

E sup
s∈[t0−τ,t]

|xn(s ∧ τr)|p ≤ E∥η∥p+pE
∫ t∧τr

t0

|xn(s)|p−1|A(s, xns , zns )|ds

+
p(p− 1)

2
E

∫ t∧τr

t0

|xn(s)|p−2|B(s, xns , z
n
s )|2ds

+ pE sup
s∈[t0,t]

∣∣∣ ∫ s∧τr

t0

(xn(u))p−1B(u, xnu, z
n
u)dw(u)

∣∣∣.
(2.3.54)

Na osnovu Burkholder–Dejvis–Gandijeve nejednakosti, sledi da je

pE sup
s∈[t0,t]

∣∣∣ ∫ s∧τr

t0

(xn(u))p−1B(u, xnu, z
n
u)dw(u)

∣∣∣
≤
√
32pE

[∫ t∧τr

t0

|xn(s)|2p−2|B(s, xns , z
n
s )|2ds

] 1
2

≤
√
32pE

[(
sup

s∈[t0,t∧τr]
|xn(s)|p

) 1
2

(∫ t∧τr

t0

|xn(s)|p−2|B(s, xns , z
n
s )|2ds

) 1
2
]

≤ 1

2
E sup

s∈[t0−τ,t]

|xn(s ∧ τr)|p + 16p2E

∫ t∧τr

t0

|xn(s)|p−2|B(s, xns , z
n
s )|2ds.

(2.3.55)

Zamenom (2.3.55) u (2.3.54) proizilazi da važi

E sup
s∈[t0−τ,t]

|xn(s ∧ τr)|p ≤ 2E∥η∥p + 2pE

∫ t∧τr

t0

|xn(s)|p−1|A(s, xns , zns )|ds

+ [p(p− 1) + 32p2]E

∫ t∧τr

t0

|xn(s)|p−2|B(s, xns , z
n
s )|2ds.

(2.3.56)

Primena Jangove nejednakosti povlači

|xn(s)|p−1|A(s, xns , zns )| ≤
p− 1

p
|xn(s)|p + 1

p
|A(s, xns , zns )|p, (2.3.57)

|xn(s)|p−2|B(s, xns , z
n
s )|2 ≤

p− 2

p
|xn(s)|p + 2

p
|B(s, xns , z

n
s )|p. (2.3.58)

Na osnovu (2.3.57) i (2.3.58), ocena (2.3.56) postaje

E sup
s∈[t0−τ,t]

|xn(s ∧ τr)|p

≤ 2E∥η∥p + 3p(11p− 21)

∫ t

t0

E sup
u∈[t0−τ,s]

|xn(u ∧ τr)|pds

+ 2E

∫ t∧τr

t0

|A(s, xns , zns )|pds+ 2(33p− 1)E

∫ t∧τr

t0

|B(s, xns , z
n
s )|pds.

(2.3.59)
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Imajući u vidu (2.3.51), kao i činjenicu da je Frenelov integral ograničen konstantom
0.977451424 (približno 1), dobija se

|A(s, xns , zns )|p ≤ 4p−1

{[
ᾱp +

(
β̄

2

)p]
+ ᾱp|xn(s)− zn(s)|p + β̄p|h(xns )− h(zns )|p

}
.

Tada postoji konstanta C1 > 0, tako da važi

Cp
1 ≥ 4p−1 max

{
ᾱp +

(
β̄

2

)p

, β̄p

}
i

|A(s, xns , zns )|p ≤ Cp
1 [1+|xn(s)−zn(s)|p + |h(xns )−h(zns )|p] . (2.3.60)

Na osnovu (2.3.52) važi

|B(s, xns , z
n
s )|p ≤ 2p−1 [āp1 + āp1|h(xns )−h(zns )|p] ,

tako da postoji konstanta C2 > 0, za koju je Cp
2 ≥ 2p−1āp1 i

|B(s, xns , z
n
s )|p ≤ Cp

2 [1 + |h(xns )− h(zns )|p] . (2.3.61)

Zamenom (2.3.60) i (2.3.61) u (2.3.59) dobija se da, za svako t ∈ [t0, T ], važi

E sup
s∈[t0−τ,t]

|xn(s ∧ τr)|p ≤2E∥η∥p+2
[
Cp

1+(33p− 1)Cp
2

]
(T−t0)

+3p(11p− 21)

∫ t

t0

E sup
u∈[t0−τ,s]

|xn(u ∧ τr)|pds

+2Cp
1E

∫ t∧τr

t0

|xn(s)−zn(s)|pds

+2
[
Cp

1 + (33p− 1)Cp
2

]
E

∫ t∧τr

t0

|h(xns )−h(zns )|pds.

(2.3.62)

U nastavku se ocenjuje izraz

|h(xns )− h(zns )|p = |h(xns )− h(xntk)|
p, s ∈ [tk, tk+1 ∧ t], k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}.

Primena Helderove nejednakosti povlači

|h(xns )− h(xntk)|
p =

∣∣∣∣∫ 0

−τ

1

τ

(
xn(s+ θ)− xn(tk + θ)

)
dθ

∣∣∣∣p
≤ 1

τ

∫ 0

−τ

|xn(s+ θ)− xn(tk + θ)|pdθ

≤ 2p−1 sup
u∈[t0−τ,s]

|xn(u)|p.

(2.3.63)

Na osnovu (2.3.63), izraz (2.3.62) postaje

E sup
s∈[t0−τ,t]

|xn(s ∧ τr)|p ≤ H1(p) +H2(p)

∫ t

t0

E sup
u∈[t0−τ,s]

|xn(u ∧ τr)|pds,
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jednačina pod polinomijalnim uslovom primenom Tejlorovog razvoja

gde je

H1(p) = 2E∥η∥p + 2
[
Cp

1 + (33p− 1)Cp
2

]
(T − t0),

H2(p) = 3p(11p− 21) + 2p+1Cp
1 + 2p(33p− 1)Cp

2 .

Primena Grunval–Belmanove leme povlači

E sup
s∈[t0−τ,t]

|xn(s ∧ τr)|p ≤ H1(p)e
H2(p)(T−t0), r ≥ r0, t ∈ [t0, T ].

Specijalno, važi

E sup
s∈[t0−τ,T ]

|xn(s ∧ τr)|p ≤ H1(p)e
H2(p)(T−t0), r ≥ r0. (2.3.64)

Na osnovu (2.3.53) i (2.3.64), sledi

rpP{τr ≤ T} ≤ E

[
sup

s∈[t0−τ,t]

|xn(s ∧ τr)|pI{τr≤T}

]
≤ E sup

s∈[t0−τ,t]

|xn(s ∧ τr)|p

≤ H1(p)e
H2(p)(T−t0), r ≥ r0.

Kada r → ∞ u poslednjoj nejednakosti dobija se da je P{τ∞ ≤ T} = 0, odnosno
P{τ∞ > T} = 1. Sa druge strane, kada r → ∞, relacija(2.3.64) implicira

E sup
s∈[t0−τ,T ]

|xn(s)|p ≤ H1(p)e
H2(p)(T−t0).

Tada se može zaključiti da postoji jedinstveno rešenje jednačine (2.3.50) sa ograničenim
p–tim momentima za svako p ≥ 2, što povlači A6.

Teorema 2.3.8 daje red bliskosti u Lp-smislu, odnosno

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p ≤ Hδpn.

2.4 Neutralne stohastičke diferencijalne jednačine

sa vremenskim kašnjenjem

U ovom poglavlju se razmatra metod analitičke aproksimacije zasnovan na Tejlorovoj for-
muli za klasu neutralnih stohastičkih diferencijalnih jednačina sa konstantnim kašnjenjem,
kod kojih neutralni član i koeficijenti prenosa i difuzije zadovoljavaju polinomijalni uslov.
Za razliku od postojećih rezultata, vezanih za primenu Tejlorovog razvoja za aproksi-
maciju rešenja različitih tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina [10, 11, 12, 27, 28,
56, 58, 59, 60, 61], u ovom poglavlju se dokazuje egzistencija i jedinstvanost rešenja
aproksimativnih jednačina, kao i ograničenost njihovih momenata proizvoljnog reda,
pod odred̄enim pretpostavkama za izvode koeficijenata jednačine. Glavni rezultati su
vezani za Lp i skoro izvesnu konvergenciju niza aproksimativnih rešenja ka rešenju po-
lazne jednačine. Dokazuje se da red Lp–bliskosti raste kada se povećava red izvoda u
Tejlorovim razvojima koeficijenata polazne jednačine.
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2.4. Neutralne stohastičke diferencijalne jednačine sa vremenskim kašnjenjem

U radu [56] je pretpostavljena uniformna ograničenost prvog izvoda neutralnog člana,
ograničenost prvog i drugog izvoda koeficijenata prenosa i difuzije, kao i drugi izvod neu-
tralnog člana, dok aproksimativna jednačina ima koeficijente koji su Tejlorovi razvoji
prvog reda odgovarajućih koeficijenata. U ovom poglavlju Tejlorovi razvoji koeficijenata
aproksimativne jednačine mogu biti proizvoljnog reda, a za prve naredne izvode koefi-
cijenata, koji ne učestvuju u Tejlorovoj aproksimaciji, se zahteva polinomijalni uslov.

U ovom poglavlju su izloženi rezultati koji još uvek nisu objavljeni.

2.4.1 Formiranje metoda

U ovom poglavlju se razmatra d–dimenzionalna neutralna stohastička diferencijalna jed-
načina (NSDJ) sa konstantnim kašnjenjem (1.3.19) sa početnim uslovom (1.3.20). Inte-
gralni oblik jednačine (1.3.19) je

x(t)−D
(
t, x(t− τ)

)
= η(0)−D

(
t0, η(−τ)

)
+

∫ t

t0

f
(
s, x(s), x(s− τ)

)
ds

+

∫ t

t0

g
(
s, x(s), x(s− τ)

)
dws, t ∈ [t0, T ].

(2.4.1)

Pretpostavlja se da koeficijenti jednačine (2.4.1) zadovoljavaju sledeće uslove:
A1. Postoji nenegativna konstanta r0 tako da je za početni uslov (1.3.20) zadovoljeno

∥η∥ ≤ r0 s.i.;
A2. Funkcija D zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoje nenegativni realni

brojevi L1 i ℓ1 tako da, za svako t ∈ [t0, T ] i y, ȳ ∈ Rd, važi∣∣D(t, y)−D(t, ȳ)
∣∣ ≤ L1

(
1 + |y|ℓ1 + |ȳ|ℓ1

)
|y − ȳ|.

Štavǐse, D(t, 0) = 0 za svako t ∈ [t0, T ];
A3. Postoje nenegativne konstante K2, K3, L2, L3, ℓ2 i ℓ3 takve da je L2 ∨ L3 > 0 i

da, za svako t ∈ [t0, T ] i x, x̄, y, ȳ ∈ Rd, važi∣∣f(t, x, y)− f(t, x̄, ȳ)
∣∣ ≤ K2|x− x̄|+ L2

(
1 + |y|ℓ2 + |ȳ|ℓ2

)
|y − ȳ|,∣∣g(t, x, y)− g(t, x̄, ȳ)

∣∣ ≤ K3|x− x̄|+ L3

(
1 + |y|ℓ3 + |ȳ|ℓ3

)
|y − ȳ|.

Takod̄e, postoje nenegativne konstante f̄ i ḡ tako da važi |f(t, 0, 0)| ≤ f̄ i |g(t, 0, 0)| ≤ ḡ,
za svako t ∈ [t0, T ].

Može se uočiti da, na osnovu Jangove nejednakosti i elementarne nejednakosti (1.5.3),
pretpostavke A2 i A3 impliciraju da, za svako t ∈ [t0, T ] i x, x̄, y, ȳ ∈ Rd, važi da je⟨

x−D(t, y)− x̄+D(t, ȳ) , f(t, x, y)− f(t, x̄, ȳ)
⟩

≤ 1

2

∣∣x−D(t, y)− x̄+D(t, ȳ)
∣∣2 + 1

2

∣∣f(t, x, y)− f(t, x̄, ȳ)
∣∣2

≤ |x− x̄|2 + L2
1

(
1 + |y|ℓ1 + |ȳ|ℓ1

)2|y − ȳ|2 + K2
2

2
|x− x̄|2

+
L2

2

2

(
1 + |y|ℓ2 + |ȳ|ℓ2

)2|y − ȳ|2

≤
(
1 +

K2
2

2

)
|x− x̄|2 + 9

(
L2
1 +

L2
2

2

)(
1 + |y|ℓ1∨ℓ2 + |ȳ|ℓ1∨ℓ2

)2|y − ȳ|2
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i Lema 1.3.35 garantuje da jednačina (2.4.1) ima jedinstveno globalno rešenje x, odnosno
{x(t), t ∈ [t0 − τ, T ]}, sa početnim uslovom (1.3.20), koje za p ≥ 2 zadovoljava uslov

E sup
t∈[t0,T ]

∣∣x(t)∣∣p ≤ C
(
E∥η∥ℓjp

)
= C(ℓjp), (2.4.2)

gde je

ℓ = 1 +max{ℓ1, ℓ2, ℓ3}, j =

⌈
T − t0
τ

⌉
. (2.4.3)

Aproksimativne jadnačine će biti definisane na ekvidistantnim particijama vremen-
skog intervala [t0 − τ, T ]. Za prirodne brojeve n i n′ koji zadovoljavaju n′(T − t0) = nτ ,
razmatra se ekvidistantna particija

t0 − τ = t−n′ < · · · < t−1 < t0 < t1 < · · · < tn = T, δn =
T − t0
n

=
τ

n′ . (2.4.4)

Neophodno je uvesti sledeće pretpostavke.
B1. Funkcija D ima Tejlorovu aproksimacuju reda m1 po drugom argumentu i

funkcionali f i g imaju Tejlorove aproksimacije reda m2 i m3, respektivno, po trećem
argumentu.

Razmatraju se sledeće jednačine

xn(t)−
m1∑
i=0

D
(i)
(t,xn(tk−τ))

i!

(
xn(t− τ)− xn(tk − τ)

)i
= xn(tk)−D

(
tk, x

n(tk − τ)
)
+

∫ t

tk

m2∑
i=0

f
(i)
(s,xn(s),xn(tk−τ))

i!

(
xn(s− τ)− xn(tk − τ)

)i
ds

+

∫ t

tk

m3∑
i=0

g
(i)
(s,xn(s),xn(tk−τ))

i!

(
xn(s− τ)− xn(tk − τ)

)i
dws, t ∈ [tk, tk+1], (2.4.5)

za k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} sa početnim uslovom (1.3.20) za k = 0 i {xn(tk + θ) , θ ∈ [−τ, 0]}
za k ∈ {1, . . . , n−1}, koji su izvedeni iz rešenja prethodnih jednačina. Rešenja jednačina
(2.4.5) aproksimiraju rešenje x = {x(t) , t ∈ [t0 − τ, T ]} jednačine (2.4.1) na particiji
(2.4.4). Aproksimativno rešenje xn = {xn(t) , t ∈ [t0 − τ, T ]}, konstruisano na osnovi
(2.4.5) sukcesivnim povezivanjem procesa {xn(t), t ∈ [tk, tk+1]} sa η u tačkama tk, za
k ∈ {0, . . . , n− 1}, je skoro izvesno neprekidan proces.

Radi jednostavnosti, za svako t ∈ [tk, tk+1] i k ∈ {0, . . . , n− 1} uvode se oznake

D̃
(
t, xn(t− τ); xn(tk − τ)

)
=

m1∑
i=0

D
(i)
(t,xn(tk−τ))

i!

(
xn(t− τ)− xn(tk − τ)

)i
,

F
(
t, xn(t), xn(t− τ); xn(tk − τ)

)
=

m2∑
i=0

f
(i)
(t,xn(t),xn(tk−τ))

i!

(
xn(t− τ)− xn(tk − τ)

)i
,

G
(
t, xn(t), xn(t− τ); xn(tk − τ)

)
=

m3∑
i=0

g
(i)
(t,xn(t),xn(tk−τ))

i!

(
xn(t− τ)− xn(tk − τ)

)i
.

Neka je zn = {zn(t) , t ∈ [t0 − τ, T − τ ]} stohastički proces koji je definisan sa

zn(t− τ) =
n−1∑
i=0

χ[tk,tk+1)(t)x
n(tk − τ), t ∈ [t0, T ], (2.4.6)
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za svako n ∈ N i neka je

ynt = xn(t− τ) i znt = zn(t− τ), t ∈ [t0, T ]. (2.4.7)

Tada se jednačine (2.4.5) mogu zapisati u jednostavnijem obliku

xn(t)− D̃
(
t, ynt ; z

n
t

)
=η(0)−D

(
t0, η(−τ)

)
+

∫ t

t0

F
(
s, xn(s), yns ; z

n
s

)
ds

+

∫ t

t0

G
(
s, xn(s), yns ; z

n
s

)
dws, t ∈ [t0, T ].

(2.4.8)

Pretpostavlja se da su svi Lebegovi i Itovi integrali dobro definisani. Biće dokazano da
postoji jedinstveno rešenje jednačine (2.4.8) sa početnim uslovom (1.3.20) pod odred̄enim
pretpostavkama:

B2. Funkcija D(m1+1) zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoje nenegativne
konstante L′

1 i ℓ′1 tako da, za svako t ∈ [t0, T ] i y, ȳ ∈ Rd, važi∥∥D(m1+1)
(t,y) −D

(m1+1)
(t,ȳ)

∥∥
m1+1

≤ L′
1

(
1 + |y|ℓ′1 + |ȳ|ℓ′1

)
|y − ȳ|.

Takod̄e, postoji nenegativna konstanta c̄1 tako da je ∥D(m1+1)(t, 0)∥m1+1 ≤ c̄1 za svako
t ∈ [t0, T ];

B3. Funkcionali f (m2+1) i g(m3+1) zadovoljavaju polinomijalni uslov po trećem argu-
mentu, odnosno postoje nenegativne konstante L′

2, L
′
3, ℓ

′
2 i ℓ

′
3 tako da, za svako t ∈ [t0, T ]

i x, y, ȳ ∈ Rd, važi∥∥f (m2+1)
(t,x,y) − f

(m2+1)
(t,x,ȳ)

∥∥
m2+1

≤ L′
2

(
1 + |y|ℓ′2 + |ȳ|ℓ′2

)
|y − ȳ|,∥∥g(m3+1)

(t,x,y) − g
(m3+1)
(t,x,ȳ)

∥∥
m3+1

≤ L′
3

(
1 + |y|ℓ′3 + |ȳ|ℓ′3

)
|y − ȳ|;

B4. Funkcionali f (m2+1)(·, ·, 0) i g(m3+1)(·, ·, 0) su uniformno ograničeni, odnosno
postoje nenegativne konstante f̄ ′ i ḡ′ tako da važi

sup
(t,x)∈[t0,T ]×Rd

∥∥f (m2+1)
(t,x,0)

∥∥
m2+1

≤ f̄ ′, sup
(t,x)∈[t0,T ]×Rd

∥∥g(m3+1)
(t,x,0)

∥∥
m3+1

≤ ḡ′.

U ovom poglavlju je funkcija s : R → R je definisana kao s (o) ≡ õ = 1 ∨ o, o ∈ R.
Sada će biti dokazano da jednačina (2.4.8) ima jedinstveno globalno rešenje na [t0− τ, T ]
sa početnim uslovom (1.3.20) i da su njegovi momenti reda p ograničeni.

Teorema 2.4.1. Pretpostavlja se da su ispunjeni uslovi A1 − A3 i B1 − B4. Neka
funkcional D(i1), i1 ∈ {1, . . . ,m1}, posmatran kao funkcija definisana na [t0, T ] × Rd

i funkcionali f (i2), i2 ∈ {1, . . . ,m2} i g(i3), i3 ∈ {1, . . . ,m3}, posmatrani kao funkcije
definisane na [t0, T ]× Rd × Rd, zadovoljavaju sledeće lokalne Lipšicove uslove: za priro-
dan broj k postoji nenegativna konstanta Kk tako da, za svako t ∈ [t0, T ], x, x̄, y, ȳ ∈ Rd,
za koje je |x| ∨ |x̄| ∨ |y| ∨ |ȳ| ≤ k, važi∥∥D(i1)

(t,y) −D
(i1)
(t,ȳ)

∥∥
i1
≤ Kk|y − ȳ|, i1 ∈ {1, . . . ,m1},∥∥f (i2)

(t,x,y) − f
(i2)
(t,x̄,ȳ)

∥∥
i2
≤ Kk

(
|x− x̄|+ |y − ȳ|

)
, i2 ∈ {1, . . . ,m2},∥∥g(i3)(t,x,y) − g

(i3)
(t,x̄,ȳ)

∥∥
i3
≤ Kk

(
|x− x̄|+ |y − ȳ|

)
, i3 ∈ {1, . . . ,m3}.

(2.4.9)
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Tada jednačina (2.4.8) ima jedinstveno globalno rešenje xn = {xn(t) , t ∈ [t0 − τ, T ]} sa
početnim uslovom (1.3.20). Takod̄e, za svako p ≥ 2 važi da je

E sup
s∈[t0,T ]

∣∣xn(s)∣∣p ≤ C
(γj−1p)
j

(
E∥η∥γjp

)
= C

(γj−1p)
j , (2.4.10)

gde je vrednost j data sa (2.4.3), dok je

γ = 1 +max{ℓ1, ℓ2, ℓ3, ℓ′1 +m1 + 1, ℓ′2 +m2 + 1, ℓ′3 +m3 + 1}.

Dokaz. Nije teško pokazati primenom uslova A2, A3, B1 i (2.4.9) da za svaki prirodan
broj k za koji je, |x| ∨ |x̄| ∨ |y| ∨ |ȳ| ∨ |z| ∨ |z̄| ≤ k, postoji nenegativna konstanta K̄k,
tako da je ∣∣F (t, x, y; z)− F (t, x̄, ȳ; z̄)

∣∣ ≤ K̄k

(
|x− x̄|+ |y − ȳ|+ |z − z̄|

)
.

Kako funkcionali D̃ i G zadovoljavaju slične pretpostavke, sledi da postoji jedinstveno
lokalno rešenje xn = {xn(t) , t ∈ [t0 − τ, τe)} jednačine (2.4.8), gde τe predstavlja vreme
eksplozije.

Da bi se dokazalo da je xn globalno rešenje, dovoljno je pokazati da važi (2.4.10). Na
osnovu A1, za svaki prirodan broj r ≥ r0 definǐse se vreme zaustavljanja τr kao

τr = inf
{
t ∈ [t0, τe)

∣∣ |xn(t)| ≥ r
}
∧ T,

gde je inf ∅ = +∞. Kako je niz (τr)r∈N∩[r0,∞) neopadajući, to postoji limr→∞ τr = τ∞ ≤ τe
s.i. Ako se dokaže da je τ∞ = T s.i., tada je τe = T s.i. i prema tome xn je globalno
rešenje.

Primenom Itove formule na V (t, x, y) = |x|p, a potom uzimajući supremum i mate-
matičko očekivanje, na osnovu jednačine (2.4.8) dobija se

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p
≤ E

∣∣∣η(0)−D
(
t0, η(−τ)

)∣∣∣p + pE

∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p−1∣∣∣F(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣ds
+
p(p− 1)

2
E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p−2∣∣∣G(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣2ds
+pE sup

s∈[t0,t∧τr]

∫ s

t0

∣∣xn(u)−D̃(u, ynu ; znu)∣∣p−2⟨
xn(u)−D̃

(
u, ynu ; z

n
u

)
, G
(
u, xn(u), ynu ; z

n
u

)
dwu

⟩
≡ S1 + S2 + S3 + S4, t ∈ [t0, T ]. (2.4.11)

Pretpostavka A2 i nejednakost (1.5.3) impliciraju

S1 ≡ E
∣∣∣η(0)−D

(
t0, η(−τ)

)∣∣∣p
≤ 2p−1

[
E
∣∣η(0)∣∣p + E

∣∣∣D(t0, η(−τ))−D(t0, 0)
∣∣∣p]

≤ 2p−1E
∣∣η(0)∣∣p + 2p−1Lp

1E

[(
1 +

∣∣η(−τ)∣∣ℓ1)p∣∣η(−τ)∣∣p]
≤ 2p−1E∥η∥p + 22p−2Lp

1

(
E∥η∥p + E∥η∥(ℓ1+1)p

)
≤ 2p−1(1 + 2pLp

1)
(
1 + E∥η∥γp

)
. (2.4.12)
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Jangova nejednakost sa konjugovanim eksponentima
(

p
p−1

, p
)
i
(

p
p−2

, p
2

)
(drugi je za p > 2)

implicira

S2 ≡ pE

∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p−1∣∣∣F(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣ds
≤ (p− 1)E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣pds+ E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣F(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣pds,(2.4.13)
S3 ≡

p(p− 1)

2
E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p−2∣∣∣G(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣2ds (2.4.14)

≤ (p− 1)

[
p− 2

2
E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣pds+ E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣G(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣pds].
Može se primetiti da je relacija (2.4.14) zadovoljena i za vrednost p = 2. Primena
Burkholder–Dejvis–Gandijeve i Jangove nejednakosti na sabirak S4 iz (2.4.11) povlači

S4≡ pE sup
s∈[t0,t∧τr]

∫ s

t0

∣∣∣xn(u)−D̃(u, ynu ; znu)∣∣∣p−2⟨
xn(u)−D̃

(
u, ynu ; z

n
u

)
, G
(
u, xn(u), ynu ; z

n
u

)
dwu

⟩
≤

√
32p E

(∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣2p−2∣∣∣G(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣2ds)1/2

≤
√
32p E

[(
sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p)1/2

·
(∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p−2∣∣∣G(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣2ds)1/2
]

≤ 1

2
E sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p (2.4.15)

+ 16p2E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p−2∣∣∣G(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣2ds.
Drugi sabirak u (2.4.15) može se oceniti na isti način kao sabirak S3 u (2.4.14).

Zamenom (2.4.12)–(2.4.15) u (2.4.11) dobija se ocena

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p
≤ 2p(1 + 2pLp

1)
(
1 + E∥η∥γp

)
+ (33p− 65)p E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣pds
+ 2E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣F(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣pds+ (66p− 2)E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣G(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣pds
≡M1 +M2 +M3 +M4. (2.4.16)

Na osnovu relacija (1.5.3) i (2.4.16) zaključuje se da je

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s)∣∣p = E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)
+ D̃

(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p
≤ 2p−1

[
E sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣D̃(s, yns ; zns )∣∣∣p + E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p]
≡ 2p−1(M0 +M1 +M2 +M3 +M4). (2.4.17)
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Nejednakost (1.5.3) i pretpostavke B1, A2 i B2, za neko θ1 ∈ (0, 1), impliciraju da se
sabirak M0 može oceniti na sledći način

M0 ≡ E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣D(s, yns )+ D̃
(
s, yns ; z

n
s

)
−D

(
s, yns

)∣∣∣p
≤ 2p−1E sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣D(s, yns )−D(s, 0)
∣∣∣p

+
2p−1[

(m1 + 1)!
]pE sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣(D(m1+1)
(s,0) +D

(m1+1)
(s,zns +θ1(yns −zns ))

−D
(m1+1)
(s,0)

)(
yns − zns

)m1+1
∣∣∣p

≤ 2p−1Lp
1E sup

s∈[t0,t∧τr]

[(
1 +

∣∣yns ∣∣ℓ1)p∣∣yns ∣∣p]+ 22p−2c̄p1[
(m1 + 1)!

]pE sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣yns − zns
∣∣(m1+1)p

+
22p−2(L′

1)
p[

(m1 + 1)!
]p (2.4.18)

· E sup
s∈[t0,t∧τr]

[(
1 +

∣∣zns + θ1(y
n
s − zns )

∣∣ℓ′1)p∣∣zns + θ1(y
n
s − zns )

∣∣p∣∣yns − zns
∣∣(m1+1)p

]
.

Na osnovu oznaka (2.4.6) i (2.4.7), kao i relacije

sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣zns ∣∣ ≤ sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣yns ∣∣, t ∈ [t0, T ],

zaključuje se da, za α, β ≥ 0, važi

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣yns ∣∣α∣∣zns ∣∣β ≤ E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣yns ∣∣α+β

i ∣∣zns ∣∣α sup
u∈[t0,s]

∣∣ynu∣∣β ≤ sup
u∈[t0,s]

∣∣ynu∣∣α+β
,
∣∣yns ∣∣α sup

u∈[t0,s]

∣∣ynu∣∣β ≤ sup
u∈[t0,s]

∣∣ynu∣∣α+β
. (2.4.19)

Takod̄e, na osnovu (1.5.3), za s ∈ [t0, T ], r ≥ 2 i α, β ∈ [0, 1] tako da je α + β = 1, važi∣∣αyns + βzns
∣∣r ≤ (α sup

u∈[t0,s]

∣∣ynu∣∣+ β sup
u∈[t0,s]

∣∣ynu∣∣)r = sup
u∈[t0,s]

∣∣ynu∣∣r. (2.4.20)

Stoga, prema (1.5.3), (2.4.7), (2.4.19) i (2.4.20), relacija (2.4.18) postaje

M0 ≤ N
(p)
0

(
1 + E sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣yns ∣∣γp), (2.4.21)

gde je

N
(p)
0 = 22p−1

{(
L̃1

)p
+

2(m1+1)p−1[
(m1 + 1)!

]p [(˜̄c1)p + 2p
(
L̃′

1

)p]}
. (2.4.22)

Drugi sabirak u (2.4.17) i prvi u (2.4.16), prema (2.4.12), jeste

M1 = N
(p)
1

(
1 + E∥η∥γp

)
, (2.4.23)

gde je

N
(p)
1 = 2p

[
1 + 2p

(
L̃1

)p]
. (2.4.24)
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Poznata nejednakost (1.5.3) i ocena (2.4.21) impliciraju

M2 ≡ (33p− 65)p E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣xn(s)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣pds
≤ 2p−1(33p− 65)p

[
E

∫ t∧τr

t0

∣∣xn(s)∣∣pds+ (T − t0)E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣∣D̃(s, yns ; zns )∣∣∣p],
≤ N

(p)
2

[
E

∫ t∧τr

t0

∣∣xn(s)∣∣pds+ (T − t0)N
(p)
0

(
1 + E sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣yns ∣∣γp)], (2.4.25)

gde je

N
(p)
2 = 2p−1(33p− 65)p. (2.4.26)

Na osnovu pretpostavki B1, A3, B4 i B3, uz (1.5.3), dobija se da postoji θ2 ∈ (0, 1)
tako da je

M3 ≡ 2E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣f(s, xn(s), yns )+ F
(
s, xn(s), yns ; z

n
s

)
− f

(
s, xn(s), yns

)∣∣∣pds
≤ 2pE

∫ t∧τr

t0

∣∣∣f(s, 0, 0) + f
(
s, xn(s), yns

)
− f(s, 0, 0)

∣∣∣pds
+ 2pE

∫ t∧τr

t0

∣∣∣∣f (m2+1)
(s,xn(s),zns +θ2(yns −zns ))

(
yns − zns

)m2+1

(m2 + 1)!

∣∣∣∣pds
≤ 22p−1

[
E

∫ t∧τr

t0

∣∣f(s, 0, 0)∣∣pds+ E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣f(s, xn(s), yns )− f(s, 0, 0)
∣∣∣pds]

+
22p−1[

(m2 + 1)!
]p E ∫ t∧τr

t0

∣∣∣f (m2+1)
(s,xn(s),0)

(
yns − zns

)m2+1
∣∣∣pds

+
22p−1[

(m2 + 1)!
]p E ∫ t∧τr

t0

∣∣∣(f (m2+1)
(s,xn(s),zns +θ2(yns −zns ))

− f
(m2+1)
(s,xn(s),0)

)(
yns − zns

)m2+1
∣∣∣pds

≤ 22p−1

{
f̄ p(T − t0) + E

∫ t∧τr

t0

[
K2

∣∣xn(s)∣∣+ L2

(
1 +

∣∣yns ∣∣ℓ2)∣∣yns ∣∣]pds
}

+
22p−1(f̄ ′)p[
(m2 + 1)!

]pE ∫ t∧τr

t0

∣∣yns − zns
∣∣(m2+1)p

ds

+
22p−1(L′

2)
p[

(m2 + 1)!
]p

· E
∫ t∧τr

t0

(
1 +

∣∣zns + θ2(y
n
s − zns )

∣∣ℓ′2)p∣∣zns + θ2(y
n
s − zns )

∣∣p∣∣yns − zns
∣∣(m2+1)p

ds

≤ 23p−2Kp
2 E

∫ t∧τr

t0

∣∣xn(s)∣∣pds+N
(p)
3

(
1 + E sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣yns ∣∣γp), (2.4.27)

gde je, na osnovu (2.4.19) i (2.4.20)

N
(p)
3 = 22p−1(T − t0)

{( ˜̄f)p+22p−1

{(
L̃2

)p
+

2(m2+1)p[
(m2 + 1)!

]p [( ˜̄f ′)p+2p
(
L̃′
2

)p]}}
. (2.4.28)
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Slično, važi da je

M4 ≡ (66p− 2)E

∫ t∧τr

t0

∣∣∣G(s, xn(s), yns ; zns )∣∣∣pds
≤ 23p−2(33p− 1)Kp

3E

∫ t∧τr

t0

∣∣xn(s)∣∣pds+N
(p)
4

(
1 + E sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣yns ∣∣γp), (2.4.29)

gde je

N
(p)
4 = 22p−1(33p−1)(T− t0)

{
(˜̄g)p + 22p−1

{(
L̃3

)p
+

2(m3+1)p[
(m3+1)!

]p [(˜̄g′)p + 2p
(
L̃′
3

)p]}}
.

(2.4.30)
Zamenom (2.4.21), (2.4.23), (2.4.25), (2.4.27) i (2.4.29) u (2.4.17), kao i na osnovu

Fubinijeve teoreme, dobija se da je

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s)∣∣p ≤2p−1N
(p)
1 E∥η∥γp + P

(p)
1 + P

(p)
2 E sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣yns ∣∣γp
+ P

(p)
3

∫ t

t0

E sup
u∈[t0,s∧τr]

∣∣xn(u)∣∣pds, (2.4.31)

gde je

P
(p)
1 = 2p−1

[
N

(p)
0 +N

(p)
1 + (T − t0)N

(p)
0 N

(p)
2 +N

(p)
3 +N

(p)
4

]
,

P
(p)
2 = 2p−1

[
N

(p)
0 + (T − t0)N

(p)
0 N

(p)
2 +N

(p)
3 +N

(p)
4

]
,

P
(p)
3 = 2p−1

[
N

(p)
2 + 23p−2

((
K̃2

)p
+ (33p− 1)

(
K̃3

)p)]
,

imajući u vidu (2.4.22), (2.4.24), (2.4.26), (2.4.28) i (2.4.30). Relacija (2.4.31) je ekviva-
lentna sa

H(t) ≤ H1(t) + P
(p)
3

∫ t

t0

H(s)ds, t ∈ [t0, T ], (2.4.32)

gde je H : [t0, T ] → R neprekidna funkcija definisana kao

H(t) = E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s)∣∣p,
P

(p)
3 ne zavisi od t a H1 : [t0, T ] → R je nenegativna, neopadajuća funkcija definisana sa

H1(t) = 2p−1N
(p)
1 E∥η∥γp + P

(p)
1 + P

(p)
2 E sup

s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s− τ)
∣∣γp.

Primena Grunval–Belmanove nejednakosti na (2.4.32) obezbed̄uje da, za svako t ∈ [t0, T ],
važi da je

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s)∣∣p≤eP (p)
3 (T−t0)

(
2p−1N

(p)
1 E∥η∥γp+P (p)

1 +P
(p)
2 E sup

s∈[t0−τ,(t−τ)∧τr]

∣∣xn(s)∣∣γp).
(2.4.33)

Kako je

E sup
s∈[t0−τ,(t−τ)∧τr]

∣∣xn(s)∣∣γp ≤ E sup
s∈[t0−τ,t0]

∣∣xn(s)∣∣γp + E sup
s∈(t0,t0∨((t−τ)∧τr)]

∣∣xn(s)∣∣γp
= E∥η∥γp + E sup

s∈(t0,t0∨((t−τ)∧τr)]

∣∣xn(s)∣∣γp,
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pri čemu se podrazumeva da je sup ∅ = 0, ocena (2.4.33) se može zapisati u ekvivalentnoj
formi kao

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s)∣∣p ≤ C
(p)
1

(
E∥η∥γp

)
+Q(p)E sup

s∈(t0,t0∨((t−τ)∧τr)]

∣∣xn(s)∣∣γp, t ∈ [t0, T ],

(2.4.34)
gde je

C
(p)
1 (E∥η∥γp) = R

(p)
1 + U

(p)
1 E∥η∥γp, Q(p) = P

(p)
2 eP

(p)
3 (T−t0),

R
(p)
1 = P

(p)
1 eP

(p)
3 (T−t0), U

(p)
1 = eP

(p)
3 (T−t0)(2p−1N

(p)
1 + P

(p)
2 ).

Za t ∈ [t0, t0 + τ ], iz (2.4.34) sledi ocena

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s)∣∣p ≤ C
(p)
1

(
E∥η∥γp

)
. (2.4.35)

Za t ∈ [t0 + τ, t0 + 2τ ], kako je γ ≥ 1, relacije (2.4.34) i (2.4.35) impliciraju

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s)∣∣p ≤ C
(p)
1

(
E∥η∥γp

)
+Q(p)E sup

s∈[t0,(t0+τ)∧τr]

∣∣xn(s)∣∣γp
≤ C

(p)
1

(
E∥η∥γp

)
+Q(p)C

(γp)
1

(
E∥η∥γ2p

)
.

Kako je R
(γap)
1 ≤ R

(γbp)
1 , U

(γap)
1 ≤ U

(γbp)
1 i Q(γap) ≤ Q(γbp), gde je 0 ≤ a ≤ b, tada je

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s)∣∣p ≤ C
(γp)
2

(
E∥η∥γ2p

)
,

gde je

C
(γp)
2

(
E∥η∥γ2p

)
= R

(γp)
2 + U

(γp)
2 E∥η∥γ2p,

R
(γp)
2 =R

(γp)
1 (1 +Q(p)) + U

(γp)
1 , U

(γp)
2 = U

(γp)
1 (1 +Q(p)).

Matematičkom indukcijom dokazuje se da, za t ∈ [t0 + (i − 1)τ, t0 + iτ ], 3 ≤ i ≤ j, važi
da je

E sup
s∈[t0,t∧τr]

∣∣xn(s)∣∣p ≤ C
(γi−1p)
i

(
E∥η∥γip

)
, (2.4.36)

gde je

C
(γi−1p)
i

(
E∥η∥γip

)
= R

(γi−1p)
i + U

(γi−1p)
i E∥η∥γip,

R
(γi−1p)
i = R

(γi−1p)
1

(Q(γi−2p))i − 1

Q(γi−2p) − 1
+ U

(γi−2p)
1

(Q(γi−3p))i−1 − 1

Q(γi−3p) − 1
,

U
(γi−1p)
i = U

(γi−1p)
1

(Q(γi−2p))i − 1

Q(γi−2p) − 1
.

Prema tome, za t = T , primenom (2.4.36) dokazuje se da važi (2.4.10), tako da je xn

jedinstveno globalno rešenje jednačine (2.4.8). �
Lako je uočiti da primena Helderove nejednakosti implicira da Teorema 2.4.1 važi i za

svako 0 < p < 2.
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2.4.2 Glavni rezultati

Pod odred̄enim dodatnom pretpostavkama za koeficijente jednačina (2.4.1) i (2.4.8) biće
dokazaćeno da xn konvergira ka x u Lp–smislu.

C1. Postoje nenegativne konstante K ′′
2 , K

′′
3 , L

′′
2, L

′′
3, ℓ

′′
2 i ℓ

′′
3 tako da, za svako t ∈ [t0, T ]

i x, x̄, y, ȳ ∈ Rd, važi∥∥f (m2+1)
(t,x,y) − f

(m2+1)
(t,x̄,ȳ)

∥∥
m2+1

≤ K ′′
2 |x− x̄|+ L′′

2

(
1 + |y|ℓ′′2 + |ȳ|ℓ′′2

)
|y − ȳ|,∥∥g(m3+1)

(t,x,y) − g
(m3+1)
(t,x̄,ȳ)

∥∥
m3+1

≤ K ′′
3 |x− x̄|+ L′′

3

(
1 + |y|ℓ′′3 + |ȳ|ℓ′′3

)
|y − ȳ|;

C2. Funkcional D zadovoljava polinomijalni uslov po prvom argumentu, odnosno
postoje nenegativni realni brojevi L0 i ℓ0 tako da, za svako s1, s2 ∈ [t0, T ] i y ∈ Rd, važi∣∣D(s1, y)−D(s2, y)

∣∣ ≤ L0

(
1 + sℓ01 + sℓ02

)
|s1 − s2|.

C3. Početni uslov (1.3.20) zadovoljava polinomijalni uslov, odnosno postoje nenega-
tivni realni brojevi Λ i λ tako da, za svako θ′, θ′′ ∈ [−τ, 0], važi∣∣η(θ′)− η(θ′′)

∣∣ ≤ Λ
(
1 + |θ′|λ + |θ′′|λ

)
|θ′ − θ′′| s.i.

Propozicija 2.4.2. Neka je xn rešenje jednačine (2.4.8) sa početnim uslovom (1.3.20) i
neka su uslovi A1 −A3, B1, B2, B4 i C1 − C3 zadovoljeni. Tada za svako r > 0, važi

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ Θ

(γj−1r)
j δr/2n , t ∈ [tk, tk+1], k ∈ {0, . . . , n− 1}, (2.4.37)

gde je Θ
(γj−1r)
j konstanta nezavisna i od n i δn, pri čemu je vrednost j data u (2.4.3).

Dokaz. Biće razmatran samo slučaj kada je r ≥ 2. Slučaj 0 < r < 2 se jednostavno
dokazuje na osnovu Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima (2/r, 2/(2 −
r)). Jednostavnosti radi, i u ovom dokazu će biti korǐsćene oznake (2.4.6) i (2.4.7).

Primenom nejednakosti (1.5.3), Helderove nejednakosti za odgovarajući Lebegov in-
tegral sa konjugovanim eksponentima (r, r/(r − 1)), Burkholder–Dejvis–Gandijeve ne-
jednakosti i Helderove nejednakosti sa konjugovanim eksponentima (r/2, r/(r − 2)) (za
r > 2), izometrije Itoa (za r = 2) i Fubinijeve teoreme za odgovarajući stohastički inte-
gral, dobija se da je

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ 3r−1

[
I1(t) + (t− tk)

r−1I2(t) + cr(t− tk)
(r−2)/2I3(t)

]
, (2.4.38)

za t ∈ [tk, tk+1], za svako k ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, gde je

I1(t) = E sup
s∈[tk,t]

∣∣D̃(s, yns ; y
n
tk
)−D(tk, y

n
tk
)
∣∣r,

I2(t) =

∫ t

tk

E
∣∣F(s, xn(s), yns ; yntk)∣∣rds, I3(t) =

∫ t

tk

E
∣∣G(s, xn(s), yns ; yntk)∣∣rds

i konstanta cr > 0 je dobijena primenom Burkholder–Dejvis–Gandijeve nejednakosti.

98
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Na osnovu (1.5.3), B1, B2 C2 i A2, postoji θ̄1 ∈ (0, 1) tako da važi

I1(t) ≡ E sup
s∈[tk,t]

∣∣∣D̃(s, yns ; yntk)−D(s, yns )+D
(
s, yns

)
−D

(
tk, y

n
s

)
+D

(
tk, y

n
s

)
−D

(
tk, y

n
tk

)∣∣∣r
≤ 3r−1E sup

s∈[tk,t]

{∣∣∣∣∣
(
D

(m1+1)

(s,yntk
+θ̄1(yns −yntk

))
−D

(m1+1)
(s,0) +D

(m1+1)
(s,0)

)(
yns − yntk

)m1+1

(m1 + 1)!

∣∣∣∣∣
r

+
∣∣∣D(s, yns )−D

(
tk, y

n
s

)∣∣∣r + ∣∣∣D(tk, yns )−D
(
tk, y

n
tk

)∣∣∣r}

≤ 6r−1(L′
1)

r[
(m1+1)!

]rE sup
s∈[tk,t]

[(
1+
∣∣yntk+θ̄1(yns −yntk)∣∣ℓ′1)r∣∣yntk+θ̄1(yns −yntk)∣∣r∣∣yns −yntk∣∣(m1+1)r

]
+

6r−1(c̄1)
r[

(m1 + 1)!
]r E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns − yntk
∣∣(m1+1)r

+ 3r−1Lr
0 sup
s∈[tk,t]

[(
1 + sℓ0 + tℓ0k

)r|s− tk|r
]

+ 3r−1Lr
1E sup

s∈[tk,t]

[(
1 + |yns |ℓ1 + |yntk |

ℓ1
)r∣∣yns − yntk

∣∣r].
Slično sa (2.4.19) i (2.4.20), primenom (1.5.3), zaključuje se da je

I1(t) ≤
12r−1(L′

1)
r[

(m1 + 1)!
]r E sup

s∈[tk,t]

[(
sup

u∈[tk,s]

∣∣ynu∣∣r + sup
u∈[tk,s]

∣∣ynu∣∣(ℓ′1+1)r
)∣∣yns − yntk

∣∣(m1+1)r
]

+
6r−1(c̄1)

r[
(m1 + 1)!

]r E sup
s∈[tk,t]

∣∣yns − yntk
∣∣(m1+1)r

+ 3r−1Lr
0(1 + 2T ℓ0)r(t− tk)

r

+ 9r−1Lr
1E sup

s∈[tk,t]

[∣∣yns − yntk
∣∣r + ∣∣yns ∣∣ℓ1r∣∣yns − yntk

∣∣r + ∣∣yntk∣∣ℓ1r∣∣yns − yntk
∣∣r].

Helderova nejednakost sa konjugovanim eksponentima
(

γ
γ−m1−1

, γ
m1+1

)
i
(

γ
γ−1

, γ
)
, kao i

definicija broja γ, povlače

I1(t) ≤
12r−1(L′

1)
r[

(m1 + 1)!
]r [(E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns ∣∣ γr
γ−m1−1

) γ−m1−1
γ
(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns − yntk
∣∣γr)m1+1

γ

+
(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns ∣∣ γ(ℓ′1+1)r

γ−m1−1

) γ−m1−1
γ
(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns − yntk
∣∣γr)m1+1

γ

]
+

6r−1(c̄1)
r[

(m1 + 1)!
]r(E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns − yntk
∣∣γr)m1+1

γ
+ 3r−1Lr

0(1 + 2T ℓ0)r(t− tk)
r

+ 9r−1Lr
1

[(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns −yntk∣∣γr) 1
γ
+ 2
(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns ∣∣ γℓ1rγ−1

) γ−1
γ
(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns −yntk∣∣γr) 1
γ

]
.

Na osnovu Teoreme 2.4.1 sledi da je

I1(t) ≤
6r−1[

(m1 + 1)!
]r{2r−1(L′

1)
r

[(
C

( γjr
γ−m1−1

)

j

) γ−m1−1
γ

+
(
C

(
γj(ℓ′1+1)r

γ−m1−1
)

j

) γ−m1−1
γ

]
+ (c̄1)

r

}
·
(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns − yntk
∣∣γr)m1+1

γ
(2.4.39)

+ 9r−1Lr
1

[
1+ 2

(
C

(
γjℓ1r
γ−1

)

j

) γ−1
γ

](
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns −yntk∣∣γr) 1
γ
+ 3r−1Lr

0(1 + 2T ℓ0)r(t−tk)r.
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Imajući u vidu (1.5.3), B1, C1, B4, A3, postoji θ̄2 ∈ (0, 1) tako da je

I2(t) ≡
∫ t

tk

E
∣∣∣F(s, xn(s), yns ; yntk)−f(s, xn(s), yns )+f(s, xn(s), yns )−f(s, 0, 0)+f(s, 0, 0)∣∣∣rds

≤3r−1

{∫ t

tk

E

∣∣∣∣∣
(
f
(m2+1)

(s,xn(s),yntk
+θ̄2(yns −yntk

))
− f

(m2+1)
(s,xn(tk),0)

+ f
(m2+1)
(s,xn(tk),0)

)(
yns − yntk

)m2+1

(m2 + 1)!

∣∣∣∣∣
r

ds

+

∫ t

tk

E
∣∣∣f(s, xn(s), yns )− f(s, 0, 0)

∣∣∣rds+ ∫ t

tk

∣∣f(s, 0, 0)∣∣rds}

≤ 6r−1(L′′
2)

r[
(m2+1)!

]r∫ t

tk

E
(
1 +

∣∣yntk + θ̄2(y
n
s −yntk)

∣∣ℓ′′2)r∣∣yntk + θ̄2(y
n
s −yntk)

∣∣r∣∣yns −yntk∣∣(m2+1)r
ds

+
6r−1(f̄ ′)r[
(m2 + 1)!

]r ∫ t

tk

E
∣∣yns − yntk

∣∣(m2+1)r
ds

+ 3r−1

∫ t

tk

E

[
K2

∣∣xn(s)∣∣+ L2

(
1 +

∣∣yns ∣∣ℓ2)∣∣yns ∣∣]rds+ 3r−1(f̄)r(t− tk).

Na kraju, na osnovu (1.5.3), (2.4.19) i (2.4.20), važi da je

I2(t) ≤
12r−1(L′′

2)
r[

(m2 + 1)!
]r ∫ t

tk

E
(

sup
u∈[tk,s]

∣∣ynu∣∣r + sup
u∈[tk,s]

∣∣ynu∣∣(ℓ′′2+1)r
)∣∣yns − yntk

∣∣(m2+1)r
ds

+
6r−1(f̄ ′)r[
(m2 + 1)!

]r ∫ t

tk

E
∣∣yns − yntk

∣∣(m2+1)r
ds+ 6r−1Kr

2

∫ t

tk

E
∣∣xn(s)∣∣rds

+ 12r−1Lr
2

∫ t

tk

E
(∣∣yns ∣∣r + ∣∣yns ∣∣(ℓ2+1)r

)
ds+ 3r−1(f̄)r(t− tk)

≤ 2(m2+3)r−23r−1(L′′
2)

r[
(m2 + 1)!

]r ∫ t

tk

E
(

sup
u∈[tk,s]

∣∣ynu∣∣(m2+2)r
+ sup

u∈[tk,s]

∣∣ynu∣∣(ℓ′′2+m2+2)r
)
ds

+
2(m2+2)r−13r−1(f̄ ′)r[

(m2 + 1)!
]r ∫ t

tk

E sup
u∈[tk,s]

∣∣ynu∣∣(m2+1)r
ds+ 6r−1Kr

2

∫ t

tk

E
∣∣xn(s)∣∣rds

+ 12r−1Lr
2

∫ t

tk

E
(∣∣yns ∣∣r + ∣∣yns ∣∣(ℓ2+1)r

)
ds+ 3r−1(f̄)r(t− tk).

Na osnovu Teoreme 2.4.1 i definicije broja γ sledi da je

I2(t)≤
{
2(m2+2)r−13r−1[
(m2 + 1)!

]r [2r−1(L′′
2)

r
(
C

(γj−1(m2+2)r)
j +C

(γj−1(m2+ℓ′′2+2)r)
j

)
+(f̄ ′)rC

(γj−1(m2+1)r)
j

]
+ 3r−1

[
2r−1

(
(Kr

2+2r−1Lr
2)C

(γj−1r)
j +2r−1Lr

2C
(γj−1(ℓ2+1)r)
j

)
+(f̄)r

]}
(t−tk).(2.4.40)

Potpuno analogno može se dokazati da je

I3(t) ≤
{
2(m3+2)r−13r−1[
(m3 + 1)!

]r [2r−1(L′′
3)

r
(
C

(γj−1(m3+2)r)
j +C

(γj−1(m3+ℓ′′3+2)r)
j

)
+(ḡ′)rC

(γj−1(m3+1)r)
j

]
+ 3r−1

[
2r−1

(
(Kr

3+2r−1Lr
3)C

(γj−1r)
j +2r−1Lr

3C
(γj−1(ℓ3+1)r)
j

)
+(ḡ)r

]}
(t−tk).(2.4.41)
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Tada relacije (2.4.39), (2.4.40) i (2.4.41), zamenjene u (2.4.38), daju

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r (2.4.42)

≤ A
(r)
1

(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns − yntk
∣∣γr)m1+1

γ
+ A

(r)
2

(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣yns − yntk
∣∣γr) 1

γ
+B(r)(t− tk)

r/2,

gde, na osnovu toga što je δn < 1, važi da je

A
(r)
1 =

18r−1[
(m1 + 1)!

]r{2r−1(L̃′
1)

r

[(
C

( γjr
γ−m1−1

)

j

) γ−m1−1
γ

+
(
C

(
γj(ℓ′1+1)r

γ−m1−1
)

j

) γ−m1−1
γ

]
+ (˜̄c1)

r

}
,

A
(r)
2 = 27r−1(L̃1)

r

[
1 + 2

(
C

(
γjℓ1r
γ−1

)

j

) γ−1
γ

]
,

B(r)=9r−1
{
(L̃0)

r(1+2T ℓ0)r+
( ˜̄f)r+cr(˜̄g)r+22(r−1)

[
(L̃2)

rC
(γj−1(ℓ2+1)r)
j +cr(L̃3)

rC
(γj−1(ℓ3+1)r)
j

]
+

2(m2+2)r−1[
(m2+1)!

]r [2r−1(L̃′′
2)

r
(
C

(γj−1(m2+2)r)
j +C

(γj−1(ℓ′′2+m2+2)r)
j

)
+
( ˜̄f ′)rC(γj−1(m2+1)r)

j

]
+
2(m3+2)r−1cr[
(m3+1)!

]r [2r−1(L̃′′
3)

r
(
C

(γj−1(m3+2)r)
j +C

(γj−1(ℓ′′3+m3+2)r)
j

)
+(˜̄g′)rC

(γj−1(m3+1)r)
j

]
+ 2r−1C

(γj−1r)
j

[
(K̃2)

r + 2r−1(L̃2)
r + cr

[
(K̃3)

r + 2r−1(L̃3)
r
]]}

.

Za t ∈ [tk, tk+1], ako k ∈ {0, . . . , (n′ − 1) ∧ (n− 1)}, primenom polinomijalnog uslova
iz pretpostavke C3, relacija (2.4.42) implicira

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r

≤ A
(r)
1

(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣η(s− t0 − τ)− η(tk − t0 − τ)
∣∣γr)m1+1

γ

+ A
(r)
2

(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣η(s− t0 − τ)− η(tk − t0 − τ)
∣∣γr) 1

γ
+B(r)(t− tk)

r/2

≤ A
(r)
1 Λ(m1+1)r

(
1 + |t− t0 − τ |λ + |tk − t0 − τ |λ

)(m1+1)r
(t− tk)

(m1+1)r

+ A
(r)
2 Λr

(
1 + |t− t0 − τ |λ + |tk − t0 − τ |λ

)r
(t− tk)

r +B(r)(t− tk)
r/2

≤ Θ
(r)
1 (t− tk)

r/2, (2.4.43)

gde na osnovu toga što je δn < 1, važi

Θ
(r)
1 = 2A

(r)
0

(
Λ̃0

)γr
+B(r), A

(r)
0 = A

(r)
1 ∨ A(r)

2 , Λ0 = Λ(1 + 2τλ).

Za t ∈ [tk, tk+1], ako k ∈ {n′∧ (n− 1), . . . , (2n′− 1)∧ (n− 1)}, primenom relacija (2.4.42)
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i (2.4.43), dolazi se do ocene

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ A

(r)
1

(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣xn(s− τ)− xn(tk − τ)
∣∣γr)m1+1

γ

+ A
(r)
2

(
E sup

s∈[tk,t]

∣∣xn(s− τ)− xn(tk − τ)
∣∣γr) 1

γ
+B(r)(t−tk)r/2

≤ A
(r)
1

(
Θ

(γr)
1

)m1+1
γ (t− tk)

(m1+1)r/2 + A
(r)
2

(
Θ

(γr)
1

) 1
γ (t− tk)

r/2

+B(r)(t− tk)
r/2.

Očigledno je A
(γαr)
i ≤ A

(γβr)
i za i ∈ {1, 2}, B(γαr) ≤ B(γβr), i za konstante iz Burkholder–

–Dejvis–Gandijeve nejednakosti važi cγαr ≤ cγβr, gde je 0 ≤ α ≤ β. Kako je A
(r)
2 ≥ 1,

odnosno A
(r)
0 ≥ 1, sledi da je

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ Θ

(γr)
2 (t− tk)

r/2,

gde je

Θ
(γr)
2 = 22

(
A

(γr)
0

)2(
Λ̃0

)γ2r
+B(γr)

(
1 + 2A

(γr)
0

)
.

Slično, za t ∈ [tk, tk+1], ako k ∈ {(2n′)∧ (n−1), . . . , (3n′−1)∧ (n−1)}, prema relacijama
(2.4.42) i (2.4.43), dobija se

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ Θ

(γ2r)
3 (t− tk)

r/2,

gde je

Θ
(γ2r)
3 = 23

(
A

(γ2r)
0

)3(
Λ̃0

)γ3r
+B(γ2r)

(
1 + 2A

(γ2r)
0 + 22

(
A

(γ2r)
0

)2)
.

Za t ∈ [tk, tk+1], ako k ∈ {((i− 1)n′) ∧ (n− 1), . . . , (in′) ∧ (n− 1)}, 3 ≤ i ≤ j, na osnovu
matematičke indukcije zaključuje se da je

E sup
s∈[tk,t]

∣∣xn(s)− xn(tk)
∣∣r ≤ Θ

(γi−1r)
i (t− tk)

r/2, (2.4.44)

gde je

Θ
(γi−1r)
i = 2i

(
A

(γi−1r)
0

)i(
Λ̃0

)γir
+B(γi−1r)2

i
(
A

(γi−1r)
0

)i − 1

2A
(γi−1r)
0 − 1

.

Prema tome, ocena (2.4.44) za i = j implicira (2.4.37). �

Teorema 2.4.3. Neka važe sve pretpostavke Propozicije 2.4.2 i neka je x rešenje jedna-
čine (2.4.1) sa početnim uslovom (1.3.20). Tada, za svako p̄ ≥ 0 i q > 1, važi

E sup
t∈[t0−τ,T ]

∣∣x(t)− xn(t)
∣∣p̄ ≤ C̄δ(m+1)p̄/2−1/q

n ,

gde je m = m1 ∧m2 ∧m3 i C̄ je konstanta nezavisna od n.

102
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Dokaz. Dokaz se razmatra za p̄ ≥ 2, dok slučaj 0 < p̄ < 2 sledi na osnovu Helderove
nejednakosti. Neka je t ∈ [t0, T ] proizvoljno i fiksirano, i neka je k ∈ {0, 1, . . . , n−1} tako
da je t ∈ [tk, tk+1]. Tada, standardna procedura koja je primenjena na početku dokaza
Propozicije 2.4.2 implicira

E sup
s∈[t0−τ,t]

∣∣x(s)−xn(s)
∣∣p̄ ≤ 3p̄−1

[
J1(t)+ (t− t0)

p̄−1J2(t)+ cp̄(t− t0)
(p̄−2)/2J3(t)

]
, (2.4.45)

gde je

J1(t) = E sup
s∈[t0,t]

∣∣∣D(s, ys)− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p̄,
J2(t) =

∫ t

t0

E
∣∣∣F(s, xn(s), yns ; zns )− f

(
s, x(s), ys

)∣∣∣p̄ds,
J3(t) =

∫ t

t0

E
∣∣∣G(s, xn(s), yns ; zns )− g

(
s, x(s), ys

)∣∣∣p̄ds,
i

ys = x(s− τ), s ∈ [t0, T ].

Dodajući i oduzimajući D(s, yns ), izraz J1(t) se može oceniti na osnovu pretpostavki
A2 i B1, kao i nejednakosti (1.5.3). Tada postoji θD ∈ (0, 1) tako da je

J1(t) ≤ 2p̄−1

{
E sup

s∈[t0,t]

∣∣∣D(s, ys)−D
(
s, yns

)∣∣∣p̄ + E sup
s∈[t0,t]

∣∣∣D(s, yns )− D̃
(
s, yns ; z

n
s

)∣∣∣p̄}
≤ 2p̄−1

{
Lp̄
1E sup

s∈[t0,t]

(
1 + |ys|ℓ1 +

∣∣yns ∣∣ℓ1)p̄∣∣ys − yns
∣∣p̄

+ E sup
s∈[t0,t]

∣∣∣∣∣D
(m1+1)
(s,zns +θD(yns −zns ))

(
yns − zns

)m1+1

(m1 + 1)!

∣∣∣∣∣
p̄}
.

Na osnovu Helderove nejednakosti i uslova B2, slično kao u relaciji (2.4.20), dobija se

J1(t) ≤ 6p̄−1Lp̄
1

[
E sup

s∈[t0,t]

∣∣ys−yns ∣∣p̄ + E sup
s∈[t0,t]

(
|ys|ℓ1p̄

∣∣ys−yns ∣∣p̄)+ E sup
s∈[t0,t]

(∣∣yns ∣∣ℓ1p̄∣∣ys−yns ∣∣p̄)]
+

2p̄−1[
(m1+1)!

]p̄E sup
s∈[t0,t]

(∥∥D(m1+1)
(s,zns +θD(yns −zns ))

−D(m1+1)
(s,0) +D

(m1+1)
(s,0)

∥∥p̄
m1+1

∣∣yns −zns ∣∣(m1+1)p̄
)

≤ 6p̄−1Lp̄
1

[(
E sup

s∈[t0,t]
|ys − yns |2p̄

)1/2
+
(
E sup

s∈[t0,t]
|ys|2ℓ1p̄

)1/2(
E sup

s∈[t0,t]
|ys − yns |2p̄

)1/2
+
(
E sup

s∈[t0,t]
|yns |2ℓ1p̄

)1/2(
E sup

s∈[t0,t]
|ys − yns |2p̄

)1/2]
+

2p̄−1[
(m1+1)!

]p̄(E sup
s∈[t0,t]

∥∥D(m1+1)
(s,zns +θD(yns −zns ))

−D
(m1+1)
(s,0) +D

(m1+1)
(s,0)

∥∥qp̄/(q−1)

m1+1

)(q−1)/q

·
(
E sup

s∈[t0,t]
|yns − zns |q(m1+1)p̄

)1/q
,
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odnosno

J1(t) ≤ 6p̄−1Lp̄
1

[
E sup

s∈[t0,t]

∣∣ys−yns ∣∣p̄ + E sup
s∈[t0,t]

(
|ys|ℓ1p̄

∣∣ys−yns ∣∣p̄)+ E sup
s∈[t0,t]

(∣∣yns ∣∣ℓ1p̄∣∣ys−yns ∣∣p̄)]
≤ 6p̄−1Lp̄

1

[
1 +

(
E sup

s∈[t0,t]
|ys|2ℓ1p̄

)1/2
+
(
E sup

s∈[t0,t]
|yns |2ℓ1p̄

)1/2](
E sup

s∈[t0,t]
|ys − yns |2p̄

)1/2
+

22p̄−2+1/q[
(m1+1)!

]p̄{(L′
1)

p̄E sup
s∈[t0,t]

[(
1+|zns +θD(yns −zns )|ℓ

′
1
)p̄∣∣zns +θD(yns −zns )∣∣p̄]+(c̄1)

p̄

}
·
(
E sup

s∈[t0,t]
|yns − zns |q(m1+1)p̄

)1/q
≤ 6p̄−1Lp̄

1

[
1 +

(
E sup

s∈[t0,t]
|ys|2ℓ1p̄

)1/2
+
(
E sup

s∈[t0,t]
|yns |2ℓ1p̄

)1/2](
E sup

s∈[t0,t]
|ys − yns |2p̄

)1/2
+

22p̄−2+1/q[
(m1+1)!

]p̄ [2p̄−1(L′
1)

p̄
(
E sup

s∈[t0,t]
|yns |p̄ + E sup

s∈[t0,t]
|yns |(ℓ

′
1+1)p̄

)
+ (c̄1)

p̄
]

·
(
E sup

s∈[t0,t]
|yns − zns |q(m1+1)p̄

)1/q
.

Primenom Teoreme 2.4.1 i relacije (2.4.2), sledi da je

J1(t) ≤ Γ1d

(
E sup

s∈[t0,t]
|ys − yns |2p̄

)1/2
+ Γ2d

(
E sup

s∈[t0,t]
|yns − zns |q(m1+1)p̄

)1/q
, (2.4.46)

gde je

Γ1d = 6p̄−1L̃p̄
1

[
1 +

(
C(2ℓjℓ1p̄)

)1/2
+
(
C

(2γj−1ℓ1p̄)
j

)1/2]
,

Γ2d =
22p̄−2+1/q[
(m1 + 1)!

]p̄[2p̄−1(L̃′
1)

p̄
(
C

(γj−1p̄)
j + C

(γj−1(ℓ′1+1)p̄)
j

)
+ (̃c̄1)

p̄
]
.

Na osnovu pretpostavke C3 i Propozicije 2.4.2, kao i nejednakosti (1.5.3), za drugi sabirak
u (2.4.46) važi ocena(
E sup

s∈[t0,t]
|yns − zns |q(m1+1)p̄

)1/q
≤ Λ(m1+1)p̄(1+2τλ)(m1+1)p̄(n′)1/qδ(m1+1)p̄

n +
(
Θ

(γj−1q(m1+1)p̄)
j

)1/q
(k−n′+1)1/qδ(m1+1)p̄/2

n

≤
[
Λ(m1+1)p̄(1 + 2τλ)(m1+1)p̄τ̃ +

(
Θ

(γj−1q(m1+1)p̄)
j

)1/q ]
(T − t0)

]
δ(m1+1)p̄/2−1/q
n . (2.4.47)

Relacije (2.4.46) i (2.4.47) na kraju impliciraju

J1(t) ≤ Γ1d

(
E sup

s∈[t0,t]
|ys − yns |2p̄

)1/2
+ Γ3dδ

(m1+1)p̄/2−1/q
n , (2.4.48)

gde je

Γ3d = Γ2d

[
Λ̃(m1+1)p̄(1 + 2τλ)(m1+1)p̄τ̃ +

(
Θ

(γj−1q(m1+1)p̄)
j

)1/q ]
(T − t0)

]
.

Za t ∈ [t0, T ] postoji k ∈ {0, . . . n−1} tako da je t ∈ [tk, tk+1∧ t]. Da bi se ocenio izraz
J2(t), dodaje se i oduzima f(s, xn(s), yns ), i stoga za svako u ∈ [ti, ti+1 ∧ t], i ∈ {0, . . . , k},
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važi da je∫ u

ti

E
∣∣∣F(s, xn(s), yns ; zns )− f

(
s, x(s), ys

)∣∣∣p̄ds (2.4.49)

≤2p̄−1

∫ u

ti

E
[∣∣f(s, xn(s), yns )−f(s, x(s), ys)∣∣p̄+∣∣F (s, xn(s), yns ; zns )−f(s, xn(s), yns )∣∣p̄]ds.

Ponavljajući proceduru primenjenu u dokazu Teoreme 2.4.1 prilikom ocenjivanja izraza
M3, pretpostavke B1,B3 i B4 impliciraju da postoji θf ∈ (0, 1) tako da je∫ u

ti

E
∣∣∣F(s, xn(s), yns ; zns )− f

(
s, xn(s), yns

)∣∣∣p̄ds
≤ 2p̄−1[

(m2+1)!
]p̄{∫ u

ti

E
∥∥f (m2+1)

(s,xn(s),zns +θf (yns −zns ))
− f

(m2+1)
(s,xn(s),0)

∥∥p̄
m2+1

∣∣yns − zns
∣∣(m2+1)p̄

ds

+

∫ u

ti

E
∥∥f (m2+1)

(s,xn(s),0)

∥∥p̄
m2+1

∣∣yns − zns
∣∣(m2+1)p̄

ds

}
≤ 2p̄−1[

(m2+1)!
]p̄{(L′

2)
p̄

∫ u

ti

E
(
1+
∣∣zns +θf (yns −zns )∣∣ℓ′2)p̄∣∣zns +θf (yns −zns )∣∣p̄|yns −zns |(m2+1)p̄ds

+ (f̄ ′)p̄
∫ u

ti

E
∣∣yns − zns

∣∣(m2+1)p̄
ds

}
. (2.4.50)

Na osnovu Propozicije 2.4.2, slično relaciji (2.4.20), nejednakost Koši–Švarc–Bunjakov-
skog i Teorema 2.4.1 primenjene na ocenu (2.4.50) impliciraju da, za svako t ∈ [tk, tk+1],
k ∈ {0, . . . , n− 1}, i ∈ {0, . . . , k} i u ∈ [ti, ti+1 ∧ t], važi da je∫ u

ti

E
∣∣∣F(s, xn(s), yns ; zns )− f

(
s, xn(s), yns

)∣∣∣p̄ds
≤ 4p̄−1(L′

2)
p̄[

(m2+1)!
]p̄∫ u

ti

E

[(∣∣zns + θf (y
n
s −zns )

∣∣p̄ + ∣∣zns + θf (y
n
s −zns )

∣∣(ℓ′2+1)p̄
)∣∣yns −zns ∣∣(m2+1)p̄

]
ds

+
2p̄−1[

(m2 + 1)!
]p̄ (f̄ ′)p̄Θ

(γj−1(m2+1)p̄)
j δ(m2+1)p̄/2

n (u− ti)

≤ 4p̄−1(L′
2)

p̄[
(m2+1)!

]p̄∫ u

ti

[(
E sup

v∈[ti,s]
|ynv |2p̄

)1/2
+
(
E sup

v∈[ti,s]
|ynv |2(ℓ

′
2+1)p̄

)1/2](
E|yns −zns |2(m2+1)p̄

)1/2
ds

+
2p̄−1(f̄ ′)p̄Θ

(γj−1(m2+1)p̄)
j[

(m2 + 1)!
]p̄ δ(m2+1)p̄/2

n (u− ti)

≤Γδ(m2+1)p̄/2
n (u− ti), (2.4.51)

gde je

Γ =
2p̄−1[

(m2 + 1)!
]p̄{2p̄−1(L̃′

2)
p̄
[(
C

(2γj−1p̄)
j

)1/2
+
(
C

(2γj−1(ℓ′2+1)p̄)
j

)1/2](
Θ

(2γj−1(m2+1)p̄)
j

)1/2
+
( ˜̄f ′
)p̄
Θ

(γj−1(m2+1)p̄)
j

}
.
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Prvi sabirak u (2.4.49) može se oceniti primenom pretpostavke A3, nejednakosti Koši–
–Švarc–Bunjakovskog i (1.5.3), tako da je∫ u

ti

E
∣∣∣f(s, xn(s), yns )− f

(
s, x(s), ys

)∣∣∣p̄ds
≤ 2p̄−1K p̄

2

∫ u

ti

E
∣∣x(s)− xn(s)

∣∣p̄ds+ 2p̄−1Lp̄
2

∫ u

ti

E
[(
1 + |ys|ℓ2 + |yns |ℓ2

)p̄|ys − yns |p̄
]
ds

≤ 2p̄−1K p̄
2

∫ u

ti

E
∣∣x(s)− xn(s)

∣∣p̄ds+ 6p̄−1Lp̄
2

∫ u

ti

E|ys − yns |p̄ds

+ 6p̄−1Lp̄
2

∫ u

ti

(
E|ys|ℓ2p̄|ys − yns |p̄ + E|yns |ℓ2p̄|ys − yns |p̄

)
ds

≤ 2p̄−1K p̄
2

∫ u

ti

E
∣∣x(s)− xn(s)

∣∣p̄ds
+ 6p̄−1Lp̄

2

∫ u

ti

[
1 +

(
E|ys|2ℓ2p̄

)1/2
+
(
E|yns |2ℓ2p̄

)1/2](
E|ys − yns |2p̄

)1/2
ds.

Na osnovu (2.4.2) i Teoreme 2.4.1, dobija se da je∫ u

ti

E
∣∣∣f(s, xn(s), yns )− f

(
s, x(s), ys

)∣∣∣p̄ds (2.4.52)

≤ 2p̄−1K p̄
2

∫ u

ti

E
∣∣x(s)− xn(s)

∣∣p̄ds+∆(p̄)

∫ u

ti

(
E|ys − yns |2p̄

)1/2
ds,

gde je

∆(p̄) = 6p̄−1L̃p̄
2

[
1 +

(
C(2ℓjℓ2p̄)

)1/2
+
(
C

(2γj−1ℓ2p̄)
j

)1/2]
.

Zamenom (2.4.51) i (2.4.52) u (2.4.49), za svako u ∈ [ti, ti+1 ∧ t], i ∈ {0, . . . , k}, sledi da
je∫ u

ti

E
∣∣∣F(s, xn(s), yns ; zns )− f

(
s, x(s), ys

)∣∣∣p̄ds
≤2p̄−1

{
Γδ(m2+1)p̄/2

n (u−ti)+2p̄−1K p̄
2

∫ u

ti

E
∣∣x(s)−xn(s)∣∣p̄ds+∆(p̄)

∫ u

ti

(
E|ys−yns |2p̄

)1/2
ds

}
i tada je

J2(t) ≤ 2p̄−1
{
Γδ(m2+1)p̄/2

n (t− t0) + 2p̄−1K p̄
2

∫ t

t0

E sup
u∈[t0−τ,s]

∣∣x(u)− xn(u)
∣∣p̄ds

+∆(p̄)
(
E sup

s∈[t0,t]
|ys − yns |2p̄

)1/2
(t− t0)

}
. (2.4.53)

Očigledno da se isto može uraditi za funkcional g, sa odgovarajućim konstantama,
odnosno važi

J3(t) ≤ 2p̄−1
{
Γ′δ(m+1)p̄/2

n (t− t0) + 2p̄−1K p̄
3

∫ t

t0

E sup
u∈[t0−τ,s]

∣∣x(u)− xn(u)
∣∣p̄ds

+∆′(p̄)(E sup
s∈[t0,t]

|ys − yns |2p̄
)1/2

(t− t0)
}
, (2.4.54)
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gde je

Γ′ =
2p̄−1[

(m3 + 1)!
]p̄{2p̄−1(L̃′

3)
p̄
[(
C

(2γj−1p̄)
j

)1/2
+
(
C

(2γj−1(ℓ′3+1)p̄)
j

)1/2](
Θ

(2γj−1(m3+1)p̄)
j

)1/2
+ ( ˜̄g′)p̄Θ(γj−1(m3+1)p̄)

j

}
,

∆′(p̄) = 6p̄−1L̃p̄
3

[
1 +

(
C(2ℓjℓ3p̄)

)1/2
+
(
C

(2γj−1ℓ3p̄)
j

)1/2]
.

Zamenom (2.4.48), (2.4.53) i (2.4.54) u (2.4.45), a kako je n dovoljno veliko tako da
je δn < 1, dobija se

E sup
s∈[t0−τ,t]

|x(s)− xn(s)|p̄ ≤ K
(p̄)
01 δ

(m+1)p̄/2−1/q
n +K

(p̄)
02

∫ t

t0

E sup
u∈[t0−τ,s]

∣∣x(u)− xn(u)
∣∣p̄ds

+K
(p̄)
03

(
E sup

s∈[t0,t]

∣∣x(s− τ)− xn(s− τ)
∣∣2p̄)1/2, (2.4.55)

gde je

K
(p̄)
01 = 3p̄−1

{
Γ3d + 2p̄−1 ]

(T − t0)
p̄/2[ ]

(T − t0)
p̄/2

Γ + cp̄Γ
′]},

K
(p̄)
02 = 12p̄−1 ]

(T − t0)
p̄/2−1[ ]

(T − t0)
p̄/2

K̃ p̄
2 + cp̄K̃

p̄
3

]
,

K
(p̄)
03 = 3p̄−1

{
Γ1d + 2p̄−1 ]

(T − t0)
p̄/2[ ]

(T − t0)
p̄/2

∆(p̄) + cp̄∆
′(p̄)]}.

Primena Grunvalove nejednakosti na (2.4.55) dovodi do ocene

E sup
s∈[t0−τ,t]

|x(s)− xn(s)|p̄ ≤ L
(p̄)
1

[
δ(m+1)p̄/2−1/q
n +

(
E sup

s∈[t0,t]

∣∣x(s− τ)− xn(s− τ)
∣∣2p̄)1/2],
(2.4.56)

gde je

L
(p̄)
1 =

(
K

(p̄)
01 ∨K(p̄)

03

)
eK

(p̄)
02 (T−t0).

Očigledno, za t ∈ [t0, t0 + τ ], (2.4.56) postaje

E sup
s∈[t0−τ,t]

|x(s)− xn(s)|p̄ ≤ L
(p̄)
1 δ(m+1)p̄/2−1/q

n . (2.4.57)

Za t ∈ [t0 + τ, t0 + 2τ ], primenom (2.4.56) i (2.4.57), dobija se da je

E sup
s∈[t0−τ,t]

|x(s)− xn(s)|p̄ ≤ L
(p̄)
1 δ(m+1)p̄/2−1/q

n + L
(p̄)
1

(
E sup

s∈[t0,t]

∣∣x(s− τ)− xn(s− τ)
∣∣2p̄)1/2

≤ L
(p̄)
2 δ(m+1)p̄/2−1/q

n ,

jer je K
(α)
0i ≤ K

(β)
0i , za 2 ≤ α ≤ β, i ∈ {1, 2, 3} i 0 < δn < 1, gde je

L
(p̄)
2 = L

(2p̄)
1

[
1 +

(
L
(2p̄)
1

)1/2]
.
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Slično, za t ∈ [t0 + 2τ, t0 + 3τ ], važi

E sup
s∈[t0−τ,t]

|x(s)− xn(s)|p̄ ≤ L
(p̄)
1 δ(m+1)p̄/2−1/q

n + L
(p̄)
1

(
E sup

s∈[t0,t]

∣∣x(s− τ)− xn(s− τ)
∣∣2p̄)1/2

≤
[
L
(p̄)
1 + L

(p̄)
1

(
L
(2p̄)
2

)1/2]
δ(m+1)p̄/2−1/q
n

≤ L
(p̄)
3 δ(m+1)p̄/2−1/q

n ,

gde se, na osnovu relacije (1.5.3), dobija

L
(p̄)
3 = L

(22p̄)
1 +

(
L

(22p̄)
1

)1+1/2
+
(
L
(22p̄)
1

)1+1/2+1/22
.

Na osnovu matematičke indukcije se zaključuje da, za t ∈ [t0+(i−1)τ, t0+ iτ ], važi ocena

E sup
s∈[t0−τ,t]

|x(s)− xn(s)|p̄ ≤ L
(p̄)
i δ(m+1)p̄/2−1/q

n ,

gde je

L
(p̄)
i = L

(2i−1p̄)
1 +

(
L

(2i−1p̄)
1

)1+1/2
+ · · ·+

(
L
(2i−1p̄)
1

)1+1/2+1/22+···+1/2i−1

≤ i
(
L
(2i−1p̄)
1

)2(1−1/2i)
,

za svako i ∈ {1, . . . , j}.
Dokaz je sada kompletan za i = j i u tom slučaju je C̄ = L

(p̄)
j . �

108



Zaključak

Tema ove doktorske disertacije je primena Tejlorove formule na koeficijente različitih
tipova stohastičkih diferencijalnih jednačina, u cilju aproksimacija njihovih rešenja pod
uslovima koji nisu standardni kao globalni Lipšicov uslov i uslov linearnog rasta. Pod
odred̄enim pretpostavkama pokazuje se konvergencija niza aproksimativnih rešenja ka
rešenju polazne jednačine, u skoro izvesnom smislu i u srednjem reda p > 0. Red konver-
gencije u Lp–smislu se povećava ukoliko se povećaju redovi izvoda u Tejlorovim aproksi-
macijama koeficijenata polazne jednačine. Dobijeni rezultati se ilustruju kroz primere
koji su koncipirani tako da nisu zadovoljeni globalni Lipšicov uslov i/ili uslov linear-
nog rasta za koeficijente prenosa i difuzije, te je na taj način opravdavana potreba za
dokazanim rezultatima. Tehnike primenjene u dokazima su uslovljene tipom jednačine
koja se razmatra, kao i uslovima koji su pretpostavljeni za koeficijente jednačina.

Pored tipova SDJ razmatranih u ovoj disertaciji postoje i njihova različita uopštenja,
kao što su SDJ sa Puasonovim skokom, sa Levijevim skokom, sa Markovskim prelazima,
impulsivne i druge. Imajući u vidu da su i one retko eksplicitno rešive, proučavanje
kvalitativnih i kvantitativnih osobina njihovih tačnih i aproksimativnih rešenja, pod
drugačijim uslovima za koeficijente od onih pretpostavljenih u ovoj doktorskoj disertaciji,
mogu biti predmet daljih istraživanja. Kako je poznato da postoje i stohastički integrali
koji nisu zasnovani na Braunovom kretanju, već na proizvoljnom martingalu, u daljem
izučavanju mogu biti od interesa SDJ sa stohastičkim integralima u odnosu na martin-
galne mere.
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[27] Janković, S., Ilić, D.: An analytic approximation of solutions of stochastic dif-
ferential equations, Computers & Math. with Appl., 47 (2004) 903–912
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2008.

[30] Jansen, M., Pfaffelhuber, P.: Stochastic gene expression with delay, J. Theor.
Biol., 364 (2015) 355–363
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Dušan D. D̄ord̄ević rod̄en je 25.09.1991. godine u Leskovcu. Osnovnu školu ”Kole
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