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Циљ докторске дисертације је да се применом теорије q-правилно 

променљивих функција одреде услови за егзистенцију и детаљно испитају 

асимптотска својства решења нелинеарних q-диференцних једначина другог 

реда.  

У оквиру теорије Караматиних q-правилно променљивих функција најпре је 

разматрана полулинеарна q-диференцна једначина. Одређени су потребни и 

довољни услови за егзистенцију q-правилно променљивих решења ове 

једначине. Осим тога,  испитани су услови при којима су сва евентуално 

позитивна решења ове једначине q-правилно променљива. У случајевима када 

је то могуће, применом q-Караматине интеграционе теореме одређене су 

асимптотске формуле решења, којима се прецизно описује понашање решења 

у дугим временским интервалима, што је од  посебног значаја са становишта 

примене. Добијени резулати у q-рачуну упоређени су са познатим 

резултатима у непрекидном и дискретном случају, али и коришћени за 

добијање нових резултата у дискретној асимптотској анализи диференцних 

једначина.  

Сублинеарна q-диференцна једначина типа Емден-Фаулер је такође 

разматрана у оквиру Караматиних q-правилно променљивих функција. Под 

претпоставком да су коефицијенти ове једначине q-правилно променљиве 

функције, одређени су потребни и довољни услови за егзистенцију строго 

растућих и строго опадајућих q-правилно променљивих решења, као и њихове 

асимптотске репрезентације. Штавише, показано је да сва q-правилно 

променљива решења истог индекса регуларности имају исту асимптотску 

репрезентацију у бесконачности. Ови резултати омогућавају да структура 

скупа q-правилно променљивих решења буде комплетно описана. 
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The purpose of the doctoral dissertation is to determine the conditions for the existence 

and to examine in detail the asymptotic properties of solutions of the second 

order nonlinear q-difference equations, with an application of the theory of q-regular 

variation.  

The half-linear q-difference equation was analyzed in the framework of q-regular 

variation. Necessary and sufficient conditions for the existence of q-regularly varying 

solutions of the half-linear q- difference equation were obtained. Moreover, sufficient 

conditions for all eventually positive solutions to be q-regularly varying were 

examined. In cases where this is possible, the application of q-Karamata’s integration 

theorem and properties of q-regularly varying functions have been used to determine 

the precise asymptotic formula of different types of solutions, which accurately 

describes the behavior of these solutions in long time intervals, which is of special 

importance from the point of view of application. The obtained results in the q-calculus 

were compared with the known results in the continuous and the discrete case, but 

also, they were used to obtain new results in the discrete asymptotic theory. 

The sublinear second order q-difference equation of Emden-Fowler type was also 

analyzed in the framework of q-regularly varying functions. Assuming that the 

coefficients of this equation are q-regularly varying functions, necessary and sufficient 

conditions for the existence of strongly increasing and strongly decreasing solutions, 

as well as their asymptotic representations at infinity, have been determined. 

Moreover, it was shown that all q-regularly varying solutions of the same regularity 

index have the same asymptotic representation at infinity. The obtained results enabled 

the complete structure of the set of q-regularly varying solutions to be presented. 
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Q4.16.01 - Izdawe 1 

Извод, ИЗ: Циљ докторске дисертације је да се применом 
теорије q-правилно променљивих функција одреде 
услови за егзистенцију и детаљно испитају 
асимптотска својства решења нелинеарних q-
диференцних једначина другог реда.  

У оквиру теорије Караматиних q-правилно 
променљивих функција најпре је разматрана 
полулинеарна q-диференцна једначина. Одређени су 
потребни и довољни услови за егзистенцију q-
правилно променљивих решења ове једначине. Осим 
тога,  испитани су услови при којима су сва 
евентуално позитивна решења ове једначине q-
правилно променљива. У случајевима када је то 
могуће, применом q-Караматине интеграционе 
теореме одређене су асимптотске формуле решења, 
којима се прецизно описује понашање решења у 
дугим временским интервалима, што је од  посебног 
значаја са становишта примене. Добијени резулати у 
q-рачуну упоређени су са познатим резултатима у 
непрекидном и дискретном случају, али и коришћени 
за добијање нових резултата у дискретној 
асимптотској анализи диференцних једначина.  

Сублинеарна q-диференцна једначина типа Емден-
Фаулер је такође разматрана у оквиру Караматиних q-
правилно променљивих функција. Под претпоставком 
да су коефицијенти ове једначине q-правилно 
променљиве функције, одређени су потребни и 
довољни услови за егзистенцију строго растућих и 
строго опадајућих q-правилно променљивих решења, 
као и њихове асимптотске репрезентације. Штавише, 
показано је да сва q-правилно променљива решења 
истог индекса регуларности имају исту асимптотску 
репрезентацију у бесконачности. Ови резултати 
омогућавају да структура скупа q-правилно 
променљивих решења буде комплетно описана. 
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Abstract, AB: The purpose of the doctoral dissertation is to determine the 

conditions for the existence and to examine in detail the 

asymptotic properties of solutions of the second order nonlinear 

q-difference equations, with an application of the theory of q-

regular variation.  

The half-linear q-difference equation was analyzed in the 

framework of q-regular variation. Necessary and sufficient 

conditions for the existence of q-regularly varying solutions of 

the half-linear q- difference equation were obtained. Moreover, 

sufficient conditions for all eventually positive solutions to be 

q-regularly varying were examined. In cases where this is 

possible, the application of q-Karamata’s integration theorem 

and properties of q-regularly varying functions have been used 

to determine the precise asymptotic formula of different types 

of solutions, which accurately describes the behavior of these 

solutions in long time intervals, which is of special importance 

from the point of view of application. The obtained results in 

the q-calculus were compared with the known results in the 

continuous and the discrete case, but also, they were used to 

obtain new results in the discrete asymptotic theory. 

The sublinear second order q-difference equation of Emden-

Fowler type was also analyzed in the framework of q-regularly 

varying functions. Assuming that the coefficients of this 

equation are q-regularly varying functions, necessary and 

sufficient conditions for the existence of strongly increasing 

and strongly decreasing solutions, as well as their asymptotic 

representations at infinity, have been determined. Moreover, it 

was shown that all q-regularly varying solutions of the same 

regularity index have the same asymptotic representation at 

infinity. The obtained results enabled the complete structure of 

the set of q-regularly varying solutions to be presented 
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3 Sublinearna q-diferencna jednačina drugog reda tipa Emden-Fowler 65
3.1 Uvod . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.2 Klasifikacija eventualno pozitivnih rešenja . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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Predgovor

Živimo u dobu zapanjujućeg napretka. Inženjeri mogu stvoriti robote, fizičar može opisati
kretanje talasa, klatna ili haotičnih sistema, dok mi bežično komuniciramo u okviru široke
svetske mreže. Ali ispod ovih modernih čuda, duboko su skrivene i moćne Diferencijalne
jednačine. Gotovo da ne postoji oblast u kojoj diferencijalne jednačine nemaju primenu.
U medicini se koriste za modeliranje širenja zaraznih bolesti. U ekologiji se koriste za
modeliranje interakcije izmed̄u vrsta u odred̄enom ekosistemu. U hemiji se koriste za
modeliranje hemijskih reakcija. U ekonomiji se koriste za pronalaženje optimalnih in-
vesticijskih strategija. One su osnovni alati za opisivanje prirode fizičkog univerzuma.
Med̄utim, većina diferencijalnih jednačina koje modeliraju ove probleme vrlo je kompli-
kovano ili nemoguće rešiti. Sa stanovǐsta primene nekada je dovoljno poznavati samo
osobine rešenja posmatrane jednačine, kao što su periodičnost, stabilnost, oscilatornost
ili asimptotsko ponašanje rešenja u beskonačnosti. Kvalitativna teorija diferencijalnih
jednačina je oblast matematike koja se bavi upravo ovakvim istraživanjima.

Mnogi modelirani problemi omogućavaju samo numerički tretman. Kontinualni pro-
blemi se ponekad moraju zameniti diskretnim problemima čije rešenje je poznato i može se
iskoristiti za aproksimaciju rešenja kontinualnog problema. Taj proces se naziva diskretiza-
cijom. Jedna od pogodnih rešetki za diskretizaciju je q-rešetka ili njena modifikacija. Naš
centar interesovanja biće kvalitativna analiza ovakvih diskretnih modela.

Veliki broj pojava fizike i astrofizike, toplotno ponašanje sfernog oblaka gasa, izoter-
malne gasne sfere i termoelektronske emisije (videti [28, 30, 117]), modelirane su Emden-
Fowler diferencijalnom jednačinom

(E1) x′′(t) + b(t)Φβ(x(t)) = 0, β 6= 1,

gde je

Φβ(x) = |x|β−1x,

jednom od najvǐse izučavanih nelinearnih diferencijalnih jednačina drugog reda. U slučaju
kada je koeficijent b jednačine (E1) negativan, ona se naziva i Thomas-Fermi diferenci-
jalna jednačina. Pomenuta jednačina je najpre privukla pažnju švajcarskog astrofizičara
i meteorologa, Jacob Emdena (1862 - 1940) tokom rane faze razvoja teorije dinamike
gasova u astrofizici. Nešto kasnije, nezavisno jedan od drugog, fizičari Llewellyn Thomas

iii



(1903 - 1992) i Enrico Fermi (1901 - 1954) su kreirali Thomas-Fermi model, statistički
model korǐsćen za aproksimaciju raspodela elektrona u atomu.

Jednačine

(E2) (a(t)Φα(x′(t))′ + b(t)Φβ(x(t)) = 0,

(E3) (a(t)Φα(x′′(t)))′′ + b(t)Φβ(x(t)) = 0,

gde su α, β > 0 i koeficijent b realna funkcija konstantnog znaka, predstavljaju prirodne
generalizacije jednačine (E1). Neka od svojstava rešenja jednačine (E2), kao što su
egzistencija, jedinstvenost, oscilatornost i neoscilatornost rešenja, asimptotska svojstva
neoscilatornih rešenja su detaljno ispitana (videti [17, 20, 22, 26, 34, 47, 48, 53, 54, 62,
63, 66, 67, 72, 73, 74, 76, 79, 82, 89, 90, 91, 101, 125, 126]). Navedena svojstva rešenja
jednačine (E2) u slučaju α = β, su razmatrana u radovima [19, 35, 49, 50, 51, 68, 71, 81, 92,
93, 97, 98, 103, 107]. Proučavanje oscilatornosti i asimptotskog ponašanja neoscilatornih
rešenja nelinearne diferencijalne jednačine četvrtog reda (E3) su inicirali Wu [129] i Kamo
i Usami [56], 2002. godine, a kasnije je razvijeno u radovima [55, 78, 83, 94, 95, 128].

Pored diferencijalne jednačine (E2) posmatrana je i odgovarajuća nelinearna diferencna
jednačina

(E4) 4(a(n)Φα(4x(n))) + b(n)Φβ(x(n+ 1)) = 0

u radovima [2, 18, 21, 23, 24, 25, 27, 29, 57, 58, 119, 120, 121, 127]. Pri analizi difer-
encne jednačine (E4) ispostavlja se da su očuvane mnoge osobine diferencijalne jednačine.
Med̄utim, nailazilo se na drugačije, kao i u potpunosti kontradiktorne rezultate u odnosu
na neprekidni slučaj.

Krajem dvadesetog veka, sa ciljem objedinjavanja diskretnog i neprekidnog slučaja,
definisana je vremenska skala. Posmatrana je analogna dinamička nelinearna jednačina
na proizvoljnoj vremenskoj skali T

(E5) (a(t)Φα(x4(t)))4 + b(t)Φβ(x(σ(t))) = 0, t ∈ T.

Jednačina (E5) u kojoj je α=β se naziva polulinearna. Ukoliko je u jednačini (E5) α > β,
ona se naziva sublinearna, dok se u slučaju α < β naziva superlinearna tipa Emden-Fowler.

Kriterijumi oscilatornosti i neoscilatornosti, kao i svojstva neoscilatornih rešenja polu-
linearne jednačine (E5) ustanovljeni su u radovima [6, 13, 85, 105, 106, 108]. U radovima
[3, 4, 5] razmatrana je klasifikacija neoscilatornih rešenja, kao i potrebni i dovoljni uslovi
za egzistenciju neoscilatornih rešenja pojedinih klasa rešenja nelinearne jednačine (E5). U
slučaju kada je T = R jednačina (E5) se svodi na jednačinu (E2), dok se u slučaju T = Z
ova jednačina svodi na jednačinu (E4). U slučaju kada je

T = qN0 = {qn : n ∈ N0},

jednačina (E5) se svodi na q-diferencnu jednačinu tipa Emden-Fowler

(E6) Dq(a(t)Φα(Dqx(t))) + b(t)Φβ(x(qt)) = 0, t ∈ qN0 .
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U dokazima mnogih tvrd̄enja u kvalitativnoj analizi jednačine (E5) zahtevano je da
gustina vremenske skale T zadovoljava odred̄eni uslov, tj. da rastojanje izmed̄u dve
susedne tačke bude dovoljno malo. Ovaj uslov ispunjavaju vremenske skale R i Z,
med̄utim, q-vremenska skala ne zadovoljava pomenuti uslov. Stoga je slučaj jednačine
(E5) na q-vremenskoj skali, tj. jednačinu (E6), potrebno izolovano posmatrati - što će biti
predmet istraživanja ove doktorske disertacije.

Prvi korak pri izučavanju asimptotskih svojstava rešenja nelinearnih jednačina jeste
klasifikacija rešenja, koja podrazumeva podelu neoscilatornih rešenja u disjunktne klase
na osnovu njhovih ponašanja i ponašanja njihovih kvazi-izvoda u beskonačnosti. Sledeći
zadatak je odrediti potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju rešenja tako odred̄enih
klasa. Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju rešenja u odred̄enim klasama iskazani su
uglavnom konvergencijom integrala koeficijenata jednačine i najčešće se odred̄uju analogno
kao u neprekidnom i diskretnom slučaju. Med̄utim, u nekim slučajevima je korǐsćenjem
standarnih metoda, metoda fiksne tačke, moguće odrediti samo potrebne ili samo dovoljne
uslove. Osim toga, odred̄ivanje asimptotske formule neoscilatornih rešenja je značajan za-
datak, ali često veoma složen.

Karamatina teorija pravilno promenljivih funkcija se pokazala kao veoma efikasan
alat u istraživanjima asimptotskih svojstava diferencijalnih, a nešto kasnije i diferencnih
jednačina. Prvi rad koji povezuje pravilno promenljive funkcije i diferencijalne jednačine
je rad autora V. G. Avakumovića [9] iz 1947. godine. Med̄utim, kao prvi takav rad,
nije izazvao prevǐse interesovanja u to vreme, sve do nekih trideset godina kasnije, kada
su Marić i Tomić u svojim radovima nastavili i dalje razvili istraživanje diferencijalnih
jednačina koristeći pravilno promenljive funkcije. Marićeva monografija [84], koja obu-
hvata sve rezultate do 2000. godine, intenzivirala je primenu Karamatine teorije pravilno
promenljivih funkcija u analizi diferencijalnih jednačina, koja je i danas aktuelna. Difer-
encijalne jednačine drugog reda su posmatrane u okviru teorije pravilno promenljivih
funkcija u radovima [47, 48, 49, 51, 66, 67, 68, 71, 72, 73, 74, 76, 79, 82, 103, 107, 113],
diferencijalne jednačine četvrtog reda u radovima [32, 69, 70, 75, 77, 123] i diferencne
jednačine drugog reda u radovima [2, 57, 58, 86, 87, 88, 104, 109].

Značajni rezultati primene Karamatine teorije u izučavanju diferencijalnih i diferenc-
nih jednačina motivisali su razvoj ove teorije na vremenskoj skali, a posebno na vremen-
skoj skali T = qN0 , q > 1, kako bi se ona mogla primeniti u analizi dinamičkih jednačina
i q-diferencnih jednačina. Razvijeni su novi metodi i dobijeni vrlo značajni rezultati.
Dinamičke jednačine drugog reda, tačnije linearna (jednačina (E5) za α = β = 1)
i polulinearna dinamička jednačina (E5) na vremenskoj skali čija gustina zadovoljava
odred̄eni uslov, posmatrane su u okviru teorije pravilno promenljivih funkcija u radovima
[110, 112, 116, 124].

Primena teorije q-pravilno promenljivih funkcija u kvalitativnoj analizi q-diferencnih
jednačina je tek u začetku. U okviru ove teorije su izučavane linearna q-diferencna
jednačina [100, 111, 115] i polulinearna q-diferencna jednačina, tačnije jednačina (E6)
u slučaju α = β i a(t) ≡ 1 (videti [102, 114]). Med̄utim, opšti slučaj polulinearne
q-diferencne jednačine, kao i slučaj nelinearne q-diferencne jednačine do sada nisu razma-
trani. Predmet doktorske teze je nastavak ovih istraživanja.

Disertacija je podeljena u četiri Glave, koje su dalje podeljene na Poglavlja. U Glavi 1
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će biti navedeni osnovni pojmovi, oznake, definicije i tvrd̄enja koja će se koristiti u okviru
disertacije. U ovoj Glavi biće navedeni osnovni koncepti q-računa, računa na proizovljnoj
vremenskoj skali i Karamatine teorije pravilno promenljivih funkcija.

U Glavi 2 razmatrana je polulinearna q-diferencna jednačina u okviru teorije pravilno
promenljivih funkcija. Odred̄eni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju q-pravilno
promenljivih rešenja. Za jednačinu sa eventualno negativnim koeficijentom b odred̄eni
su dovoljni uslovi pri kojima su sva eventualno pozitivna rešenja q-pravilno promenljiva.
Osim toga, odred̄ene su asimptotske reprezentacije q-pravilno promenljivih rešenja polu-
linearne q-diferencne jednačine, pod odred̄enim pretpostavkama. Na kraju su ovi rezul-
tati primenjeni u asimptotskoj analizi polulinearne diferencne jednačine (E4), u kojoj je
α = β > 0, u okviru generalizovanih pravilno promenljivih nizova. Rezultati Poglavlja 2.3
- 2.7 su originalni i publikovani u radovima [31, 33].

U Glavi 3 je razmatrana sublinearna q-diferencna jednačina tipa Emden-Fowler u
okviru teorije pravilno promenljivih funkcija, uz pretpostavku da je koeficijent b even-
tualno negativna funkcija. Odred̄eni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo
opadajućih i strogo rastućih q-pravilno promenljivih rešenja, uz pretpostavku da su ko-
eficijenti jednačine q-pravilno promenljive funkcije. Osim toga, odred̄ena je i asimp-
totska reprezentacija ovih rešenja. Štavǐse, pokazano je da sva q-pravilno promenljiva
rešenja istog indeksa regularnosti imaju istu reprezentaciju u beskonačnosti. Ovi rezul-
tati omogućavaju da kompletna struktura skupa q-pravilno promenljivih rešenja bude
okarakterisana. Rezultati Poglavlja 3.3 i 3.4 su originalni i publikovani u radu [65].

Koristim priliku da izrazim iskrenu i veliku zahvalnost mentoru, dr Jeleni Manojlović,
redovnom profesoru Prirodno-matematičkog fakulteta u Nǐsu, na nesebično pruženom
znanju, idejama, savetima i strpljenju tokom zajedničkih istraživanja i rada na doktorskoj
disertaciji. Zahvaljujem članovima komisije, dr Predragu Rajkoviću, redovnom profe-
soru Mašinskog fakulteta u Nǐsu i dr Miljani Jovanović, redovnom profesoru Prirodno-
-matematičkog fakulteta u Nǐsu na izdvojenom vremenu i sugestijama koje su doprinele
kvalitetu ovog rada. Na kraju, od srca hvala najmilijima za bezuslovnu ljubav, podstrek,
veru, snagu i razumevanje kada god je trebalo žrtvovati poneki zajednički trenutak.
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Glava 1

Uvodni pojmovi

U ovoj Glavi biće navedeni neki od osnovnih pojmova i tvrd̄enja q-računa i teorije pravilno
promenljivih funkcija. q-račun je specijalan slučaj računa vremenskih skala, koji objedi-
njuje neprekidni i diskretan slučaj. S tim u vezi, biće navedeni osnovni pojmovi računa
vremenskih skala, kao i definicija pravilno promenljivih funkcija na vremenskoj skali.
Osim toga, u poslednjem Poglavlju biće navedena neka od osnovnih svojstava q-diferencne
jednačine tipa Emden-Fowler i polulinearne q-diferencne jednačine.

1.1 Osnove vremenskih skala

”Osnovni zadatak današnje matematike je da uskladi neprekidno i
diskretno, da ih ujedini u jednu sveobuhvatnu matematičku celinu i da
eliminǐse nejasnoću iz oba.”

Eric Temple Bell,
1883 – 1960, škotski matematičar i pisac

Za mnoge rezultate iz oblasti teorije diferencijalnih jednačina može se dokazati da
će analogni rezultati važiti i za diferencne jednačine. Nasuprot tome, postoje rezultati
koji se u potpunosti razlikuju kod diferencijalnih i diferencnih jednačina. Godine 1988. u
svojoj doktorskoj disertaciji [44] Stephan Hilger je uspeo da ujedini diskretnu i neprekidnu
analizu uvodeći pojam vremenske skale.

Vremenska skala je proizvoljan neprazan, zatvoren skup realnih brojeva. Tako su
skupovi R,N,Z i qN0 = {qn : n ∈ N0}, q ∈ R primeri vremenskih skala, dok (0, 1),Q ili
C to nisu. Dokazivanjem da odred̄eni rezultat važi za dinamičku jednačinu gde je domen
nepoznate funkcije proizvoljna vremenska skala, dokazano je da rezultat važi na skupu R
(tj. za odgovarajuću diferencijalnu jednačinu), na skupu Z (tj. za odgovarajuću difer-
encnu jednačinu) ili na skupu qN0 (tj. za odgovarajuću q-diferencnu jednačinu). Račun
vremenskih skala ima primenu u bilo kojoj oblasti koja zahteva istovremeno modeliranje
diskretnih i kontinuiranih podataka. U nastavku su navedeni neki od osnovnih pojmova
pomenutog računa koji su u vezi sa diferencijalnim i integralnim računom. Navedene
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1. Uvodni pojmovi

definicije, teoreme i njihovi dokazi mogu se naći u knjizi M. Bohnera i A. C. Petersona
[12].

Za početak, interval na vremenskoj skali T se definǐse na sledeći način

[a, b]T = {t ∈ T : a ≤ t ≤ b} , a, b ∈ R.

Slično, simbol [a,∞)T označava beskonačni interval u T, tj.

[a,∞)T = {t ∈ T : t ≥ a} , a ∈ R.

Definicija 1.1.1. Neka je T vremenska skala. Za t ∈ T definǐse se operator pomeraja
napred

σ(t) = inf{s > t : s ∈ T} ∈ T, inf ∅ = supT
i operator pomeraja nazad

ρ(t) = sup{s < t : s ∈ T} ∈ T, sup ∅ = infT.

Tačka t ∈ T naziva se desno-gusta ukoliko je σ(t) = t i t < supT. Tačka t ∈ T naziva
se levo-gusta ukoliko je ρ(t) = t i t > infT. Tačke koje su istovremeno desno-guste i levo-
guste nazivaju se gustim. Ukoliko je σ(t) > t, tačka t ∈ T se naziva desno-rasuta, dok
ukoliko je ρ(t) < t, tačka t se naziva levo-rasuta. Tačke koje su istovremeno desno-rasute
i levo-rasute nazivaju se izolovanim. Definǐsimo skup Tk, podskup vremenske skale T.
Tk = T \ (ρ(supT), supT], ukoliko je supT <∞. U suprotnom, Tk = T.

Funkcija gustine vremenske skale µ : T → [0,∞) definisana je sa µ(t) = σ(t) − t.
Funkcija gustine igra značajnu ulogu u analizi vremenske skale. U mnogim slučajevima
je upravo ona uzrok razlika izmed̄u diskretnog i neprekidnog slučaja. Funkcija gustine
vremenske skale R je µ(t) ≡ 0, vremenske skale Z je µ(t) ≡ 1 i vremenske skale qN0 je
µ(t) = (q − 1)t, t ∈ qN0 .

Definicija 1.1.2. Neka je f : T→ R funkcija i neka je t ∈ Tk. Delta-izvod (Hilger-izvod)
funkcije f u tački t, u oznaci f4(t), je broj koji zadovoljava svojstvo da za svako dato
ε > 0 postoji okolina U tačke t takva da∣∣f(σ(t))− f(s)− f4(t)(σ(t)− s)

∣∣ ≤ ε|σ(t)− s| za svako s ∈ U.

Za ovako definisan izvod funkcije f važiće da je

(i) f4 = f ′, u slučaju T = R;

(ii) f4 = 4f, u slučaju T = Z, gde je 4 operator prednje razlike: 4f(n) = f(n+ 1)−
f(n), n ∈ Z.

Definicija 1.1.3. Funkcija f : T → R je regularna funkcija ukoliko postoji (konačna)
desna granična vrednost funkcije f u svim desno-gustim tačkama i postoji (konačna) leva
granična vrednost funkcije f u svim levo-gustim tačkama.

Definicija 1.1.4. Funkcija f : T → R je rd-neprekidna funkcija, u oznaci f ∈ Crd(T),
ukoliko je neprekidna u svim desno-gustim tačkama i u svim levo-gustim tačkama postoji
leva konačna granična vrednost ove funkcije.

2



1.1. Osnove vremenskih skala

Teorema 1.1.1. [12, Teorema 1.70] Neka je f : T→ R regularna funkcija. Tada postoji
funkcija F, čija je oblast diferenciranja D, takva da važi

F4(t) = f(t), t ∈ D.

Definicija 1.1.5. Neka je f : T → R regularna funkcija. Svaka funkcija F koja zado-
voljava uslove Teoreme 1.1.1 naziva se pred-primitivna funkcija funkcije f. Neodred̄eni
integral funkcije f definisan je na sledeći način∫

f(t)4t = F (t) + C,

gde je C proizvoljna konstanta. Košijev integral definisan je sa∫ s

r

f(t)4t = F (s)− F (r), r, s ∈ T.

Definicija 1.1.6. Funkcija F je primitivna funkcija regulisane funkcije f ako i samo ako
važi

F4(t) = f(t), t ∈ Tk.

Teorema 1.1.2. [12, Teorema 1.74] Svaka rd-neprekidna funkcija f ima primitivnu funkciju.
Specijalno, neka je t0 ∈ T, tada F definisana sa

F (t) :=

∫ t

t0

f(τ)4τ, t ∈ T

je primitivna funkcija funkcije f.

Teorema 1.1.3. [12, Teorema 1.79] Neka su a, b ∈ T i neka je f rd-neprekidna funkcija.

(i) Ako je T = R tada je ∫ b

a

f(t)4t =

∫ b

a

f(t)dt,

gde je integral na desnoj strani jednakosti Rimanov integral.

(ii) Ako se [a, b] sastoji samo od izolovanih tačaka, tada∫ b

a

f(t)4t =


∑

t∈[a,b) f(t)µ(t), ako je a < b;

0, ako je a = b;
−
∑

t∈[a,b) f(t)µ(t), ako je a > b.

(iii) Ako je T = Z, tada∫ b

a

f(t)4t =


∑b−1

t=a f(t)µ(t), ako je a < b;
0, ako je a = b;

−
∑a−1

t=b f(t)µ(t), ako je a > b.

Definicija 1.1.7. Neka je a ∈ T, supT = ∞ i f rd-neprekidna funkcija. Tada je nesvo-
jstveni integral funkcije f definisan na sledeći način∫ ∞

a

f(t)4t = lim
b→∞

∫ b

a

f(t)4t.
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1. Uvodni pojmovi

1.2 Osnove q-računa

”Za onoga ko želi da istražuje, važno je da ne ograničava sebe na samo
jedno poglavlje nauke, već da bude u kontaktu sa mnogim drugim.”

Jacques Salomon Hadamard,
1865 - 1963, francuski matematičar

Proučavanje kvantnog računa iza sebe ima bogatu istoriju, staru već tri stotina godi-
na, u čijem su kreiranju učestvovala neka od najznačajnijih matematičkih imena: Leo-
nhard Euler (1707 - 1783, švajcarski matematičar i fizičar), Daniel Bernoulli (1700 - 1782,
švajcarski lekar, matematičar i fizičar), Carl Jacobi (1804 - 1851, nemački matematičar),
Srinivasa Ramanujan (1887 - 1920, indijski matematičar), Henri Poincaré (1854-1912,
francuski matematičar i fizičar), Émile Picard (1856 - 1941, francuski matematičar) i
mnogi drugi. Kvantni račun predstavlja most izmed̄u matematike i fizike. Najveći broj
naučnika koji danas primenjuje kvantni račun jesu fizičari.

Temelje q-računa postavlja Leonhard Euler u osamnaestom veku u svojoj knjizi Intro-
ductio [39]. Med̄utim, za intenzivni razvoj q-računa početkom dvadesetog veka zaslužan
je Frank Hilton Jackson (1870 - 1960, engleski sveštenik i matematičar), koji je definisao
q-izvod u [45] i odred̄eni q-integral u [46] u formi u kojoj se danas koriste, koji se u nje-
govu čast nazivaju Jacksonov izvod i Jacksonov integral. Teorija q-računa je sistematično
istraživana od tada. Razlog tome jeste činjenica da je q-analiza naǐsla na veliku primenu
u raznim oblastima matematike, kao što su teorija brojeva, kombinatorika [7], ortogonalni
polinomi, hiper-geometrijski redovi [37, 99], Bernoullijevi i Eulerovi polinomi [96], teorija
operatora [8], ali i drugim oblastima, kao što su računarske nauke i kvantna fizika. O
primeni q-računa u kvantnoj fizici i teoriji relativnosti pisao je Thomas Ernst [36, 37, 38].
U knjizi Predraga Rajkovića [99, Glava 10] pisano je o primeni q-računa u kvantnoj i
statističkoj mehanici.

q-račun je potpolje opštijeg matematičkog polja, računa vremenskih skala, tek kasnije
definisanog, o kojem je bilo reči u prethodnom poglavlju. Proučavajući q-račun, bavimo
se odred̄enom vremenskom skalom, nazvanom q-vremenska skala, definisanom na sledeći
način:

qN0 = {qn : n ∈ N0}.

Knjiga Victor Kaca i Pokman Cheunga [52] pokriva mnoge osnovne aspekte q-računa,
kao i knjiga srpskog matematičara Predraga Rajkovića [99]. U ovom poglavlju biće nave-
deni neki od osnovnih pojmova i definicija u q-računu, pre svega u q-diferencijalnom i
q-integralnom računu.

Za početak, interval u q-računu se definǐse na sledeći način

[a, b]q =
{
t ∈ qN0 : a ≤ t ≤ b

}
, a, b ∈ R.

Slično, simbol [a,∞)q označava beskonačni interval u qN0 , tj.

[a,∞)q =
{
t ∈ qN0 : t ≥ a

}
, a ∈ R.
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1.2. Osnove q-računa

Pojam q-izvoda pominju još Euler [39] i Heinrich Eduard Heine (1821 - 1881, nemački
matematičar) [43], ali pojam operatora diferenciranja u q-računu, kakav se danas koristi
u literaturi, definisao je Jackson 1908. godine [45]. U nastavku je navedena pomenuta
definicija, koja je specijalan slučaj delta-izvoda u slučaju q-vremenske skale, za q 6= 1.

Definicija 1.2.1. q-izvod funkcije f : X → R, X ⊂ R, u oznaci Dqf, definisan je na
sledeći način

Dqf(t) =
f(qt)− f(t)

(q − 1)t
, t 6= 0.

Postoji nekoliko pristupa definisanju q-izvoda u tački t = 0, ukoliko 0 ∈ X. Prema jednom
od njih

Dqf(0) = lim
n→∞

f(tq−n)− f(0)

tq−n
, t ∈ X \ {0}, |q| > 1

i

Dqf(0) = lim
n→∞

f(tqn)− f(0)

tqn
, t ∈ X \ {0}, 0 < |q| < 1

ukoliko data granična vrednost postoji i ne zavisi od t. Neretko je u literaturi q-izvod
funkcije f u nuli definisan sa f ′(0) ukoliko je funkcija f diferencijabilna u nuli [64, 118].

Primetimo da je

lim
q→1

Dqf(t) = f ′(t),

ukoliko je f diferencijabilna funkcija u tački t.

U literaturi se može naći i sledeća definicija simetričnog q-izvoda, definisanog u [16] za
|q| 6= 0, 1:

D̃qf(t) =
f(qt)− f(q−1t)

(q − q−1)t
, t 6= 0.

Neka su f i g proizvoljne realne funkcije i a, b ∈ R. Naredne osobine q-operatora
diferenciranja Dq, koji će biti korǐsćen u nastavku, jednostavno se dokazuju korǐsćenjem
definicije:

(i) Dq(af(t) + bq(t)) = aDqf(t) + bDqg(t), a, b ∈ R;

(ii) Dq(fg)(t) = f(qt)Dqg(t) + g(t)Dqf(t) = f(t)Dqg(t) + g(qt)Dqf(t);

(iii) Dq

(
f

g

)
(t) =

g(t)Dqf(t)−f(t)Dqg(t)

g(t)g(qt)
=
g(qt)Dqf(t)−f(qt)Dqg(t)

g(t)g(qt)
, q(t) · g(qt) 6= 0;

(iv) Formula q-izvoda složene funkcije, u opštem slučaju, nije analogna formuli izvoda
složene funkcije:

Dq(f(q(t))) =
f(g(qt))− f(g(t))

(q − 1)t
Dqg(t).

5



1. Uvodni pojmovi

Primer 1.2.1. Odredimo q-izvod stepene funkcije f(x) = xn, n ∈ R. Prema definiciji,

(1.1) Dqx
n =

(qx)n − xn

(q − 1)x
=
qn − 1

q − 1
xn−1, x 6= 0,

dok u tački x = 0 vrednost q-izvoda će biti f ′(0) = 0, te zaključujemo da formula (1.1)
važi i za x = 0.

U nastavku, biće korǐsćena oznaka

[n]q =
qn − 1

q − 1
, n ∈ R.

Broj [n]q naziva se q-analogom realnog broja n. Tada se (1.1) može zapisati u obliku

Dqf(x) = [n]qx
n−1,

te se može uvideti analogija u odnosu na izvod funkcije f. Primetimo da je

lim
q→1

[n]q = n.

Carl Johannes Thomae (1840 - 1921), Heine-ov učenik, je 1869. godine u [122] definisao
q-integral za 0 < q < 1, na intervalu (0, 1), na sledeći način:

Definicija 1.2.2. Odred̄eni q-integral funkcije f je definisan sa∫ 1

0

f(t)dqt = (1− q)
∞∑
n=0

f(qn)qn, 0 < q < 1.

Nešto kasnije, 1910. godine Jackson je definisao q-integral [46] na konačnom i beskonačnom
intervalu. Pomenute definicije su navedene u nastavku.

Definicija 1.2.3. Neka je 0 < a < b. Odred̄eni q-integral funkcije f je definisan na sledeći
način ∫ b

0

f(x)dqx = (1− q)b
∞∑
j=0

qjf(qjb), 0 < |q| < 1

i ∫ b

a

f(x)dqx =

∫ b

0

f(x)dqx−
∫ a

0

f(x)dqx.

Na intervalu (0,∞), za 0 < |q| < 1, q-integral je definisan na sledeći način∫ ∞
0

f(x)dqx = (1− q)
∞∑

j=−∞

qjf(qj),

a na (−∞,∞) kao ∫ ∞
−∞

f(x)dqx = (1− q)
∞∑

j=−∞

qj(f(qj) + f(−qj)).
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1.2. Osnove q-računa

Naredna definicija q-integrala je posledica definicije integrala na vremenskoj skali, iskazana
na q-vremenskoj skali (videti Teoremu 1.1.3 (ii)) i ona će biti primenjivana u nastavku.

Definicija 1.2.4. Odred̄eni q-integral funkcije f definisan je na sledeći način∫ b

a

f(t) dqt =


(q − 1)

∑
t∈[a,b)∩qN0 tf(t), if a < b;

0, if a = b;
(1− q)

∑
t∈[b,a)∩qN0 tf(t), if a > b,

za q > 1. Neodred̄eni q-integral definǐse se na sledeći način∫ ∞
a

f(t) dqt = lim
b→∞

∫ b

a

f(t) dqt.

Primetimo da je

lim
q→1+

∫ b

a

f(t) dqt =

∫ b

a

f(t) dt.

ukoliko je funkcija f neprekidna na [a, b].

Naredne oznake za skupove funkcija sa odred̄enim osobinama primenjivaće se u nas-
tavku

Rt0
= {δ : [t0,∞)q → R : (q − 1)δ(t)t+ 1 6= 0, t ≥ t0} ;

R+
t0

= {δ : [t0,∞)q → R : (q − 1)δ(t)t+ 1 > 0, t ≥ t0} ,

za neko t0 ∈ R.
U knjizi Bohnera i Petersona [11] definisana je generalizovana q-eksponencijalna funkcija

kao jedinstveno rešenje početnog problema

(1.2) Dqy = δ(t)y, y(t0) = 1, t0 ∈ qN0 , q > 1

gde je δ ∈ R1. Za dalji rad u okviru teorije q-pravilno promenljivih funkcija biće pogodnije
koristiti narednu ekvivalentnu definiciju:

Definicija 1.2.5. Neka je δ ∈ R1.Generalizovana q-eksponencijalna funkcija definisana
je na sledeći način

eδ(t, s) =


∏

u∈[s,t)q((q − 1)uδ(u) + 1), s < t;

1, s = t;(∏
u∈[t,s)q((q − 1)uδ(u) + 1)

)−1
, s > t,

gde su s, t ∈ qN0 , q > 1.

Ovako definisana generalizovana q-eksponencijalna funkcija ima sledeća svojstva:

(i) Funkcija eδ(·, t0) je rešenje početnog problema (1.2).

(ii) Za δ ∈ R+
1 važi eδ(t, s) > 0 za svako s, t ∈ qN0 .

(iii) Ako je δ ∈ R1 tada je eδ(t, τ) · eδ(τ, s) = eδ(t, s), za svako s, t, τ ∈ qN0 .

(iv) Ako su δ, γ ∈ R1 tada je eδ(t, s) · eγ(t, s) = eδ+γ+t(q−1)δγ(t, s), za svako s, t ∈ qN0 .

U nastavku je navedeno Lopitalovo pravilo na q-vremenskoj skali koje je posledica Lopi-
talovog pravila na vremenskoj skali.
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1. Uvodni pojmovi

Lema 1.2.1. [12, Teorema 1.119] Ako je f eventualno pozitivna, strogo rastuća funkcija,
takva da limt→∞ f(t) =∞, tada za svaku realnu funkciju g važe sledeće nejednakosti:

lim inf
t→∞

Dqf(t)

Dqg(t)
≤ lim inf

t→∞

f(t)

g(t)
≤ lim sup

t→∞

f(t)

g(t)
≤ lim sup

t→∞

Dqf(t)

Dqg(t)
.

Specijalno, ukoliko funkcija Dqf/Dqg ima graničnu vrednost, tada

(1.3) lim
t→∞

f(t)

g(t)
= lim

t→∞

Dqf(t)

Dqg(t)
.

Lema 1.2.2. [12, Teorema 1.119] Ako je f eventualno pozitivna, strogo opadajuća funkcija,
tada za svaku realnu funkciju g takvu da limt→∞ f(t) = limt→∞ g(t) = 0, važe sledeće ne-
jednakosti:

lim inf
t→∞

Dqf(t)

Dqg(t)
≤ lim inf

t→∞

f(t)

g(t)
≤ lim sup

t→∞

f(t)

g(t)
≤ lim sup

t→∞

Dqf(t)

Dqg(t)
.

Specijalno, ukoliko funkcija Dqf/Dqg ima graničnu vrednost, tada

(1.4) lim
t→∞

f(t)

g(t)
= lim

t→∞

Dqf(t)

Dqg(t)
.

1.3 Teorija pravilno promenljivih funkcija

”Dobio sam pismo jednog mladića iz Beograda koji tvrdi da je dokazao
Hardy-Littlewood teoremu na samo dve stranice. To je prosto nemoguće!”

Godfrey Harold Hardy (1877 - 1947, britanski matematičar)
o Jovanu Karamati (1903 - 1967, srpski matematičar)

Jedno od značajnih dela za istoriju matematike i teoriju pravilno promenljivih funkcija
jeste ”Orders of Infinity” [42], engleskog matematičara G. H. Hardy-ja poznatog po svojim
dostignućima u teoriji brojeva i matematičkoj analizi. U ovom delu se prvi put javlja
pojam pravilnog rasta, koji je upotrebio Borel, ali ne u Karamatinom smislu u kojem
se danas koristi. Naglasak je na funkcijama ”logaritamsko-eksponencijalnog” tipa, tj.
funkcijama koje se mogu predstaviti kao proizvod logaritamske funkcije, njenih stepena i
njenih iteracija i proizvod eksponencijalne funkcije, njenih stepena i njenih iteracija.

Rezultati u onome što je kasnije definisano kao teorija pravilno promenljivih funkcija
sežu još od Edmund Landau-a (1877–1938, nemački matematičar) [80]. Motivisan ana-
litičkom teorijom brojeva, Landau je radio sa monotonim funkcijama i dokazao da za
pozitivnu monotonu funkciju ` važi da ukoliko je

(1.5) lim
t→∞

`(λt)

`(t)
= 1,

za neko λ = 1, tada će (1.5) važiti za svako λ > 0, tj. prema modernim termin-
ima - funkcija ` ce biti sporo promenljiva funkcija. Osim toga, George Pólia (1887 -
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1.3. Teorija pravilno promenljivih funkcija

1985, mad̄arski matematičar), takod̄e motivisan analitičkom teorijom brojeva, u svojim
tvrd̄enjima pretpostavljao je da pozitivna funkcija ` zadovoljava uslov (1.5) za λ = 2,
govoreći o sporo rastućim i sporo opadajućim funkcijama.

Pojam pravilno promenljive funkcije definisao je 1930. godine u [59] jedan od najvećih
srpskih matematičara, Jovan Karamata. Ova teorija, koja se drugačije naziva i Kara-
matina teorija, igra veliku ulogu u mnogim oblastima matematike kao što su teorija
brojeva, kompleksna analiza, teorija verovatnoće, teorija igara i teorija diferencijalnih
jednačina.

Dalji razvoj teorije pravilno promenljivih funkcija nastavili su pripadnici Karama-
tine škole: Vojislav Avakumović (1910 - 1990), Miodrag Tomić (1912 - 2001), Borivoje
Rašajski (1917 - 1995), Slobodan Aljančić (1922 - 1993), Ranko Bojanić (1925 - 2017),
Dušan Adamović (1928 - 2008), Vojislav Marić (1930 - 2021), Dragoljub Arand̄elović (1942
- 2010), ali i britanski matematičari Nicholas Bingham, Charles Goldie, J.L. Teugels, Eu-
gene Seneta, holandski matematičari J.L. Geluk, Laurens de Haan i mnogi drugi. Čak i
danas, Karamata je jedan od najcitiranijih srpskih matematičara.

Definicija 1.3.1. Neka je pozitivna merljiva funkcija f definisana na skupu [a,∞).
Funkcija f je pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti ρ (u Karamatinom smislu)
ako za svako λ > 0 zadovoljava uslov

(1.6) lim
t→∞

f(λt)

f(t)
= λρ.

Ukoliko je ρ = 0, f se naziva sporo promenljiva funkcija. Skup svih sporo promenljivih i
pravilno promenljivih funkcija indeksa ρ označen je sa SV i RV(ρ), redom.

U originalnoj definiciji sporo promenljivih funkcija se umesto uslova merljivosti zahte-
vao uslov neprekidnosti date funkcije. Klasa pravilno promenljivih funkcija može se pos-
matrati kao proširenje klase funkcija asimptotski ekvivalentnih stepenoj funkciji do klase
funkcija koje su asimptotski ekvivalentne proizvodu stepene funkcije i funkcije koja sporije
raste (opada) od ma koje stepene funkcije pozitivnog (negativnog) stepena. Asimptotska
ekvivalencija dveju pozitivnih funkcija f i g, u oznaci f ∼ g, definisana je na sledeći način

f(t) ∼ g(t), t→∞ ⇐⇒ lim
t→∞

f(t)

g(t)
= 1.

Široka primena klase pravilno promenljivih funkcija u raznim oblastima matematike
rezultirala je njenim stalnim razvitkom. Primena teorije pravilno promenljivih funkcija
u oblasti verovatnoće dovodi do problema sledećeg tipa: kada se niz pozitivnih brojeva
{θ(n)}n∈N može dodefinisati do pravilno promenljive funkcije R takve da je θ(n) = R(n)
za sve prirodne brojeve n? Ovaj problem je 1970tih godina motivisao matematičare L.
de Haan [41], R. Bojanić i E. Seneta [14, 15], Galambos [40], da nastave dalji razvoj
teorije pravilno promenljivih nizova, čije temelje je takod̄e postavio Karamata [60, 61].
Karamatina definicija pravilno promenljivih nizova je diskretan pandan definicije pravilno
promenljivih funkcija.
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1. Uvodni pojmovi

Definicija 1.3.2. Niz pozitivnih brojeva {θ(n)}n∈N je pravilno promenljivi niz indeksa
regularnosti ρ, ρ ∈ R ako i samo ako za svako λ > 0 zadovoljava uslov

lim
n→∞

θ([λn])

θ(n)
= λρ,

gde [u] označava ceo deo realnog broja u.

Galambos i Seneta su imali drugačiji pristup pri definisanju pravilno promenljivih
nizova.

Definicija 1.3.3. Niz pozitivnih brojeva {θ(n)}n∈N je pravilno promenljivi niz indeksa
regularnosti ρ, ρ ∈ R, ukoliko postoji niz pozitivnih brojeva {α(n)}n∈N takav da je

θ(n) ∼ cα(n), n→∞ i lim
n→∞

n4α(n)

α(n)
= ρ,

gde je c pozitivna konstanta.

Rehak 2008. godine u radu [110] započinje razvoj teorije pravilno promenljivih funkcija
na vremenskoj skali. Uvod̄enjem pojma pravilne promenljivosti na vremenskoj skali
objedinjuje se i proširuje teorija pravilno promenljivih funkcija u neprekidnom i diskre-
tnom slučaju. U nastavku, biće navedena definicija pravilno promenljivih funkcija na
proizvoljnoj vremenskoj skali T čija gustina zadovoljava uslov

(1.7) lim
t→∞

µ(t)

t
= 0

i za koju je pretpostavljeno da nije ograničena odozgo.

Definicija 1.3.4. Pozitivna funkcija f ∈ Crd([a,∞)T) je pravilno promenljiva indeksa
regularnosti ρ, ρ ∈ R, ukoliko postoji pozitivna delta-diferencijabilna funkcija
ω ∈ Crd([a,∞)T) koja zadovoljava

f(t) ∼ cw(t), t→∞ i lim
t→∞

tω4(t)

w(t)
= ρ,

gde je c pozitivna konstanta. Skup svih pravilno promenljivih funkcija indeksa regu-
larnosti ρ biće označen sa RVT(ρ). Ukoliko je ρ = 0, f se naziva sporo promenljiva
funkcija. Skup svih sporo promenljivih funkcija biće označen sa SVT.

Kako je µ(t) ≡ 0 u slučaju T = R i µ(t) ≡ 1 u slučaju T = N, navedenom definicijom
obuhvaćene su definicije pravilno promenljivih funkcija i pravilno promenljivih nizova.

Med̄utim, gustina q-vremenske skale ne zadovoljava uslov (1.7), te navedenom defini-
cijom nije obuhvaćena definicija q-pravilno promenljivih funkcija. Stoga, Karamatine q-
pravilno promenljive funkcije, na q-vremenskoj skali, gde je q > 1, definisali su P. Řehák
i J. Vı́tovec [115] na sledeći način:
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1.3. Teorija pravilno promenljivih funkcija

Definicija 1.3.5. Funkcija f : qN0 → (0,∞) je q-pravilno promenljiva funkcija indeksa
regularnosti ρ, ρ ∈ R, ukoliko postoji funkcija α : qN0 → (0,∞) takva da

(1.8) f(t) ∼ α(t), t→∞ i lim
t→∞

tDqα(t)

α(t)
= [ρ]q,

gde je c pozitivna konstanta. q-pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti ρ = 0,
naziva se q-sporo promenljiva funkcija. Skup q-pravilno promenljviih funkcija indeksa
regularnosti ρ označen je sa RVq(ρ). Skup q-sporo promenljivih funkcija označen je sa
SVq.

Definisane na ovaj način, q-pravilno promenljive funkcije zadržale su većinu osobina
pravilno promenljivih funkcija u neprekidnom i diskretnom slučaju. Struktura q-vremenske
skale se ispostavlja kao pogodna za razvoj teorije pravilno promenljivih funkcija, jer dovodi
do zanimljivih zapažanja i pojednostavljenja u odnosu na Karamatinu teoriju u neprekid-
nom i diskretnom slučaju.

Navedimo nekoliko primera sporo promenljivih funkcija za T = R, T = N ili T = qN0 .

Primer 1.3.1. Funkcija f : T → (0,∞) sa pozitivnom graničnom vrednošću u besko-
načnosti je sporo promenljiva funkcija. Takva funkcija naziva se trivijalna sporo promenlji-
va funkcija.

Primer 1.3.2. Najjednostavniji primer netrivijalne sporo promenljive funkcije je
` : T → [0,∞), `(t) = ln t, što se jednostavno proverava korǐsćenjem definicije. Funkcija
f : T→ [0,∞), f(t) = tρ`(t) je pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti ρ.

Primer 1.3.3. Primeri nelogaritamskih sporo promenljivih funkcija su ` : T→ (0,∞) :

`(t) = exp {(ln t)α1(ln2 t)
α2 · · · (lnk t)αk} 0 < αi < 1, k ∈ N;

`(t) = exp {ln t/ ln2 t} ,

gde je lnk = ln ◦ ln ◦ . . . ◦ ln︸ ︷︷ ︸
k puta

, k ∈ N.

Primer 1.3.4. Prethodni primeri nas navode na zaključak da je sporo promenljiva funkcija
strogo monotona za velike vrednosti x, ali to u opštem slučaju nije tačno. Primer takve
funkcije je ` : T→ (0,∞)

`(t) = exp
{

(ln(1 + t))
1
2 cos((ln(1 + t))

1
2 )
}
,

za koju važi
lim inf
t→∞

`(t) = 0, lim sup
t→∞

`(t) = +∞.

P. Řehák u [109] uvodi pojam generalizovanih pravilno promenljivih nizova u odnosu
na funkciju τ, τ : Zm → R, Zm = {m,m+ 1,m+ 2, . . .}, gde je τ strogo rastuća funkcija
takva da je limk→∞ τ(k) =∞ i τ(k + 1) ∼ τ(k), k →∞.
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1. Uvodni pojmovi

Definicija 1.3.6. Neka je y = {y(n)}n∈Zm pozitivan niz. Niz y je pravilno promenljiv niz
indeksa regularnosti ρ u odnosu na τ, u oznaci y ∈ RVτZ(ρ), ukoliko postoji pozitivan niz
x = {x(n)}n∈Zm takav da je

y(n) ∼ x(n), n→∞ i lim
n→∞

x(n+ 1)/x(n)− 1

τ(n+ 1)/τ(n)− 1
= lim

n→∞

τ(n)

4τ(n)

4x(n)

x(n)
= ρ.

Pojam pravilno promenljivih nizova u odnosu na τ u uskoj je vezi sa pojmom pravilno
promenljivih funkcija na vremenskoj skali T koja zadovoljava uslov (1.7).

Teorema 1.3.1. [109, Propozicija 1] Neka je τ : Zm → R strogo rastuća funkcija takva
da je limk→∞ τ(k) =∞ i τ(k+1) ∼ τ(k), k →∞. Neka je T = τ(Zm). Tada, y ∈ RVτZ(ρ)
ako i samo ako je y ◦ τ−1 ∈ RVτ(Z)(ρ).

Prema tome, pojam generalizovanih pravilno promenljivih nizova u odnosu na τ može
se shvatiti kao diskretan analog pojma generalizovanih pravilno promenljivih funkcija koje
su Jaroslav Jaroš i Takaŝi Kusano definisali u [48]. Naime, neka je funkcija θ takva da
zadovoljava sledeće uslove: θ(t) > 0, θ′(t) > 0 za dovoljno veliko t i limt→∞ θ(t) = ∞.
Generalizovane pravilno promenljive funkcije u odnosu na funkciju θ su definisane na
sledeći način.

Definicija 1.3.7. Merljiva funkcija f : [a,∞)→ (0,∞), a > 0 je generalizovana pravilno
promenljiva funkcija indeksa ρ u odnosu na θ ako i samo ako je f ◦ θ−1, definisana za
dovoljno veliko t, pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti ρ u Karamatinom
smislu. Generalizovana pravilno promenljiva funkcija indeksa 0 u odnosu na θ naziva se
generalizovana sporo promenljiva u odnosu na θ. Skup svih sporo promenljivih i pravilno
promenljivih funkcija indeksa ρ u odnosu na θ označen je sa SVθ i RVθ(ρ), redom.

Važno je napomenuti da za razliku od funkcija definisanih na R, u radu sa nizovima
nailazi se na probleme sa inverznom funkcijom, izvodom složene funkcije ili smenom
promenljivih pri integraciji, što su jedni od osnovnih alata u radu sa generalizovanim
pravilno promenljivim funkcijama. Koristeći Teoremu 1.3.1, rezultati na vremenskoj
skali pomažu da se prevazid̄u ove prepreke i doprinose primeni teorije diskretne pravilne
promenljivosti u odnosu na τ u kvalitativnoj analizi diferencnih jednačina.

Primetimo da uslovi koje funkcija τ u Teoremi 1.3.1 zadovoljava impliciraju da gustina
vremenske skale T = τ(Zm) zadovoljava uslov (1.7). Kako gustina q-vremenske skale ne
zadovoljava pomenuti uslov, ovaj slučaj je izolovano posmatran.

Definicija 1.3.8. Neka je y = {y(n)}n∈N0 pozitivan niz. Niz y je pravilno promenljiv niz
indeksa regularnosti ρ u odnosu na τ, gde je τ : N0 → qN0 , τ(k) = qk, u oznaci y ∈ RVτZ(ρ)
ako i samo ako je y ◦ τ−1 ∈ RVq(ρ).

U radu [109] dokazano je da su sledeća tvrd̄enja ekvivalentna:

(i) x ∈ RVτZ(ρ);

(ii) lim
k→∞

4x(k)

x(k)(q − 1)
= [ρ]q;

12



1.4. Teorija q-pravilno promenljivih funkcija

(iii) lim
k→∞

x(k + 1)

x(k)
= qρ;

(iv) x(k) = cqkρ exp
{∑k−1

j=1 Ψ(j)
}
, Ψ(j)→ 0, j →∞ i c ∈ (0,+∞).

1.4 Teorija q-pravilno promenljivih funkcija

”Matematika upored̄uje najrazličitije pojave i otkriva tajne analogije koje ih
ujedinjuju.”

Jean Baptiste Joseph Fourier
1768 - 1830, francuski matematičar

Řehák i Vı́tovec su u radu [115] dokazali nekoliko bitnih karakteristika q-pravilno
promenljivih funkcija, koje su navedene u nastavku.

Teorema 1.4.1. [115, Teorema 1]

(i) Za pozitivnu funkciju f, f ∈ RVq(ρ) ako i samo ako f zadovoljava

(1.9) lim
t→∞

f(qt)

f(t)
= qρ.

Štavǐse, f ∈ RVq(ρ) ako i samo ako f zadovoljava drugi uslov u (1.8).

(ii) (Zygmund-karakterizacija) Za pozitivnu funkciju f, f ∈ RVq(ρ) ako i samo ako je
f(t)/tγ eventualno rastuća funkcija za svako γ < ρ i eventualno opadajuća funkcija
za svako γ > ρ.

(iii) (Reprezentacija I) f ∈ RVq(ρ) ako i samo ako se f može predstaviti na sledeći način

f(t) = ϕ(t)eδ(t, 1),

gde ϕ : qN0 → (0,∞) zadovoljava uslov lim
t→∞

ϕ(t) = c ∈ (0,∞) i δ : qN0 → R
zadovoljava uslove lim

t→∞
tδ(t) = [ρ]q i δ ∈ R+

1 .

(iv) (Reprezentacija II) f ∈ RVq(ρ) ako i samo ako se f može predstaviti u obliku

f(t) = tρϕ̂(t)eψ(t, 1),

gde ϕ̂ : qN0 → (0,∞) zadovoljava uslov lim
t→∞

ϕ̂(t) = c ∈ (0,∞) i ψ : qN0 → R
zadovoljava uslove lim

t→∞
tψ(t) = 0 i ψ ∈ R+

1 .

(iii) (Karamatina karakterizacija) Za pozitivnu funkciju f, f ∈ RVq(ρ) ako i samo ako
f zadovoljava uslov

lim
t→∞

f(τ(λt))

f(t)
= (τ(λt))ρ, λ ≥ 1,

gde je τ : [1,∞)→ qN0 definisana kao τ(x) = max{s ∈ qN0 : s ≤ x}.

13



1. Uvodni pojmovi

(iv) (Osobina produživosti) Ako f ∈ RVq(ρ) tada F ∈ RV(ρ), gde

F (x) = f(τ(x))

(
x

τ(x)

)ρ
, x ∈ [1,∞)

i τ je definisana u delu (iii). Obrnuto, ako F ∈ RV(ρ), tada f ∈ RVq(ρ), gde
f(t) = F (t), za t ∈ qN0 .

Naredna teorema prikazuje neka od osnovnih svojstava q-pravilno promenljivih funkcija
koja će biti primenjivana u nastavku. Dokazi tvrd̄enja (i)−(iv) nalaze se u [115, Propozi-
cija 1], dok se dokazi tvrd̄enja (v)− (viii) nalaze u [100, Propozicija A.1].

Teorema 1.4.2. [115, Propozicija 1],[100, Propozicija A.1]

(i) f ∈ RVq(ρ) ako i samo ako f(t) = tρ`(t), gde ` ∈ SVq.

(ii) Neka je f ∈ RVq(ρ). Tada, lim
t→∞

f(t) = 0 ukoliko je ρ < 0 i lim
t→∞

f(t) =∞ ukoliko je

ρ > 0.

(iii) Neka je f ∈ RVq(ρ), ρ ∈ R. Tada, fγ ∈ RVq(γρ), γ ∈ R.

(iv) Neka je f ∈ RVq(ρ1) i g ∈ RVq(ρ2), ρ1, ρ2 ∈ R. Tada, fg ∈ RVq(ρ1 + ρ2) i
1/f ∈ RVq(−ρ1).

(v) Neka je |Dqf | ∈ RVq(ρ), ρ ∈ R, gde je f eventualno pozitivna i monotona. Tada,
f ∈ RVq(ρ+ 1).

(vi) Ako f ∈ RVq(ρ) i ρ 6= 0, tada |Dqf | ∈ RVq(ρ − 1). Za ρ = 0 tvrd̄enje ne mora da
važi, čak ni za monotonu funkciju f.

(vii) Ako f ∈ RVq(ρ) i f ∼ g, t→∞, tada g ∈ RVq(ρ).

(viii) Ako je f ∈ SVq, tada je Dq ln f(t) ∼ Dqf(t)

f(t)
, t→∞.

Uzimajući u obzir tvrd̄enje Teoreme 1.4.1 (i), ukoliko f ∈ RVq(ρ) zadovoljava

lim
t→∞

f(t)

tρ
= lim

t→∞
`(t) = const > 0,

f se naziva trivijalna q-pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti ρ, u oznaci
f ∈ tr − RVq(ρ). U suprotnom, f se naziva netrivijalna q-pravilno promenljiva funkcija
indeksa ρ, u oznaci f ∈ ntr −RVq(ρ).

U nastavku će biti dokazano svojstvo q-pravilno promenljivih funkcija, koje je od fun-
damentalnog značaja pri odred̄ivanju asimptotske formule pozitivnih q-pravilno promenlji-
vih rešenja nelinearne q-diferencne jednačine drugog reda.
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Teorema 1.4.3. [65, Teorema 2.2] Neka je ` ∈ SVq.

(i) Ako je ` strogo opadajuća funkcija, takva da lim
t→∞

`(t) = 0, tada za svako γ > 0 važi

(1.10)

∫ ∞
x

`(qt)γ−1Dq`(t) dqt ∼ −
`(x)γ

γ
, x→∞.

(ii) Ako je ` strogo rastuća funkcija, takva da lim
t→∞

`(t) =∞, tada za svako γ > 0 važi

(1.11)

∫ x

a

`(qt)γ−1Dq`(t) dqt ∼
`(x)γ

γ
, x→∞,

gde je a ∈ qN0 .

Dokaz: Tvrd̄enja (i) i (ii) dokazuju se analogno, te se u nastavku navodi dokaz samo
prvog tvrd̄enja. Primećuje se da za γ = 1 tvrd̄enje (i) trivijalno važi. Stoga, neka je
γ 6= 1. Kako bi se dokazalo da pod datim pretpostavkama važi (1.10), potrebno je i
dovoljno dokazati sledeće

(1.12) lim
x→∞

∫∞
x
`(qt)γ−1Dq`(t) dqt

`(x)γ
= −1

γ
.

Primetimo da za strogo rastuću funkciju ` važi

γ`(qx)γ−1(`(x)− `(qx)) ≤ `(x)γ − `(qx)γ≤γ`(x)γ−1(`(x)− `(qx)), γ > 1;(1.13)

γ`(x)γ−1(`(x)− `(qx)) ≤ `(x)γ − `(qx)γ≤γ`(qx)γ−1(`(x)− `(qx)), γ < 1.(1.14)

Korǐsćenjem Lopitalovog pravila dokazaćemo (1.12). Funkcija `γ je strogo monotona i
konvergira nuli kada t → ∞. Korǐsćenjem definicije nesvojstvenog q-integrala i prve
nejednakosti iz (1.13), u slučaju γ > 1 biće dokazano da funkcija u brojiocu razlomka iz
(1.12) takod̄e konvergira nuli

0 ≤ −
∫ ∞
x

`(qt)γ−1Dq`(t) dqt =
∑

t∈[x,∞)q

`(qt)γ−1(`(t)− `(qt))

≤ 1

γ

∑
t∈[x,∞)q

(`(t)γ − `(qt)γ) =
`(x)γ

γ
→ 0, x→∞.

Slično će važiti i u slučaju γ < 1. Naime, primenjujući Teoremu 1.4.1 (i), za t dovoljno
veliko važi `(qt) ≥ `(t)/2. Korǐsćenjem ove činjenice i druge nejednakosti iz (1.14), dobija
se

0 ≤ −
∫ ∞
x

`(qt)γ−1Dq`(t) dqt =
∑

t∈[x,∞)q

`(qt)γ−1(`(t)− `(qt))

≤
∑

t∈[x,∞)q

(
`(t)

2

)γ−1
(`(t)− `(qt)) ≤

(
1

2

)γ−1
1

γ

∑
t∈[x,∞)q

(`(t)γ − `(qt)γ)

=

(
1

2

)γ−1
`(x)γ

γ
→ 0, x→∞.
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1. Uvodni pojmovi

Dakle, svi uslovi za primenu Lopitalovog pravila su ispunjeni, te nakon primene dobija se

(1.15) lim
x→∞

∫∞
x
`(qt)γ−1Dq`(t) dqt

`(x)γ
= lim

x→∞

`(qx)γ−1(`(qx)− `(x))

`(x)γ − `(qx)γ
.

Konačno, primenom nejednakosti (1.13) i (1.14) dobijamo da u slučaju γ > 1 važi:

1

γ
· `(qx)γ−1(`(qx)− `(x))

`(x)γ−1(`(x)− `(qx))
≤ `(qx)γ−1(`(qx)− `(x))

`(x)γ − `(qx)γ
≤ 1

γ
· `(qx)γ−1(`(qx)− `(x))

`(qx)γ−1(`(x)− `(qx))
,

dok u slučaju γ < 1 važi:

1

γ
· `(qx)γ−1(`(qx)− `(x))

`(qx)γ−1(`(x)− `(qx))
≤ `(qx)γ−1(`(qx)− `(x))

`(x)γ − `(qx)γ
≤ 1

γ
· `(qx)γ−1(`(qx)− `(x))

`(x)γ−1(`(x)− `(qx))
.

Dobijene nejednakosti dalje impliciraju

lim
x→∞

`(qx)γ−1(`(qx)− `(x))

`(x)γ − `(qx)γ
= −1

γ
,

te uzimajući u obzir (1.15), dokazali smo (1.10). �

Karamatina integraciona teorema je jedan od glavnih alata pri odred̄ivanju asimptot-
skih formula pravilno promenljivih rešenja. U radu [112] dokazana je Karamatina inte-
graciona teorema na proizvoljnoj vremenskoj skali čija gustina zadovoljava uslov µ(t) =
o(t), t → ∞, što nije slučaj sa q-vremenskom skalom. Karamatina integraciona teorema
u q-računu dokazana je u radu [100] i navedena u nastavku.

Teorema 1.4.4 (Karamatina q-integraciona teorema). [100, Teorema A.1] Neka je ` ∈
SVq i a ∈ qN0 .

(i) Ako je α > −1, tada ∫ x

a

tα`(t) dqt ∼
xα+1

[α + 1]q
`(x), x→∞;

(ii) Ako je α < −1, tada ∫ ∞
x

tα`(t) dqt ∼ −
xα+1

[α + 1]q
`(x), x→∞;

(iii) Ako

∫ ∞
a

`(t)

t
dqt =∞, tada je funkcija

L(x) =

∫ x

a

`(t)

t
dqt, x ∈ [a,∞)q

q-sporo promenljiva funkcija i lim
x→∞

L(x)

`(x)
=∞;
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1.5. Nelinearna q-diferencna jednačina

(iv) Ako

∫ ∞
a

`(t)

t
dqt <∞, tada je funkcija

L(x) =

∫ ∞
x

`(t)

t
dqt, x ∈ [a,∞)q

q-sporo promenljiva funkcija i lim
x→∞

L(x)

`(x)
=∞.

Napomena 1.4.1. U radu [100], u delu (iv) prethodne teoreme, postoji dodatan uslov
za sporo promenljivu funkciju `, `(t)→ 0, t→∞. Med̄utim u radu [109], dokazano je da
je ovaj uslov uvek ispunjen.

1.5 Nelinearna q-diferencna jednačina

”Ono što razlikuje matematički model od poezije, muzike, portreta ili bilo
kog drugog umetničkog dela je činjenica da je matematički model prikaz
stvarnosti naslikane logičkim simbolima umesto rečima, notama ili uljanim
bojama.”

John L. Casti,
1943 - , američki autor i matematičar

U ovom poglavlju biće navedena neka od osnovnih svojstava neoscilatornih rešenja
nelinearne q-diferencne jednačine drugog reda

(1.16) Dq(a(t)Φα(Dq(x(t)))) + b(t)Φβ(x(qt)) = 0, t ∈ qN0 , q > 1

gde su α i β pozitivne konstante takve da je α ≥ β, a : qN0 → (0,∞) i koeficijent b je
konstantnog znaka za dovoljno veliko t.

Jednačina (1.16), u kojoj je α = β naziva se polulinearna, dok se u slučaju α > β
naziva sublinearna tipa Emden-Fowler. Slučaj α < β, kada se jednačina (1.16) naziva
superlinearnom, neće biti predmet istraživanja ove doktorske disertacije.

Funkcija x : qN0 → R je rešenje jednačine (1.16) ukoliko zadovoljava jednačinu (1.16)
i ukoliko za svako M ∈ qN0 postoji m ∈ qN0 , M ≤ m tako da je x(m) 6= 0. Rešenje
x jednačine (1.16) je oscilatorno rešenje ukoliko za svako M ∈ qN0 postoje m,n ∈ qN0 ,
M ≤ m < n takvi da x(m)x(n) ≤ 0, u suprotnom, rešenje x je neoscilatorno rešenje.
Kako je funkcija x rešenje jednačine (1.16) ako i samo ako je −x takod̄e njeno rešenje,
u ispitivanju osobina neoscilatornih rešenja jednačine (1.16), bez gubljenja opštosti, u
nastavku će biti razmatrana samo eventualno pozitivna rešenja. Funkcija je eventualno
jednog znaka ukoliko za dovoljno veliko t postaje funkcija konstantnog znaka.

Kako je koeficijent b jednačine (1.16) eventualno pozitivna ili eventualno negativna
funkcija, sva eventualno pozitivna rešenja jednačine (1.16) mogu biti podeljena u dve
klase:

M− = {x ∈M | Dqx(t) < 0 za t dovoljno veliko} ,
M+ = {x ∈M | Dqx(t) > 0 za t dovoljno veliko} ,

17



1. Uvodni pojmovi

gde je M skup svih eventualno pozitivnih rešenja jednačine (1.16).

Tipovi q-diferencne jednačine (1.16) istraživani korǐsćenjem teorije q-pravilno promen-
ljivih funkcija u dosadašnjoj literaturi su linearna q-diferencna jednačina (jednačina (1.16)
za α = β = 1) [100, 111, 115] i polulinearna q-diferencna jednačina, gde je a(t) ≡ 1 (videti
[102, 114]). Kriterijumi oscilatornosti i neoscilatornosti polulinearne dinamičke jednačine
razmatrani su u radovima [6, 13, 85, 105, 106, 108].

U nastavku će nam biti neophodna klasifikacija i egzistencija pozitivnih rešenja jednačine
(1.16). Takvi rezultati su dobijeni u opštem slučaju dinamičke jednačine

(1.17) (a(t)Φα(x4))4 = b(t)f(x(σ(t))),

u radovima [3, 4, 5], na proizvoljnoj vremenskoj skali T koja je neograničena odozgo, gde
su a i b realne, pozitivne rd-neprekidne funkcije, f : R→ R neprekidna funkcija takva da
je uf(u) > 0, u 6= 0. Predmet istraživanja bila je klasifikacija i utvrd̄ivanje potrebnih i/ili
dovoljnih uslova za egzistenciju rešenja pojedinih klasa neoscilatornih rešenja. Jednačina
(1.16) je specijalan slučaj jednačine (1.17) za T = qN0 i f = Φβ. U radu [3] dokazano
je da su sva netrivijalna rešenja jednačine (1.16) neoscilatorna, pod pretpostavkom da je
koeficijent b eventualno negativna funkcija. U nastavku je naveden pomenuti rezultat.

Lema 1.5.1. [3, Lema 3.1] Neka je koeficijent b jednačine (1.16) eventualno negativna
funkcija. Svako netrivijalno rešenje jednačine (1.16) je neoscilatorno. Štavǐse, svako
netrivijalno rešenje jednačine (1.16) je eventualno monotona funkcija.

U opštem slučaju, na nekoj vremenskoj skali T, jedna od klasa M+ i M− može biti
prazna. Med̄utim, u slučaju q-računa ove klase rešenja jednačine (1.16) sa eventualno
negativnim koeficijentom b su neprazne, što je posledica tvrd̄enja koje važi u diskretnom
slučaju. Naime, q-diferencna jednačina (1.16) može se transformisati u odgovarajuću
diferencnu jednačinu. Ako je τ : N0 → qN0 , τ(n) = qn, jednostavno se pokazuje da je
y : N0 → R rešenje diferencne jednačine

(1.18) 4(p(n)Φα(4y(n))) + r(n)Φβ(y(n+ 1)) = 0, n ∈ N0,

gde je

p(n) =
a(τ(n))

(q − 1)α(τ(n))α
i r(n) = (q − 1)τ(n)b(τ(n))

ako i samo ako je x = y ◦ τ−1 rešenje q-diferencne jednačine (1.16). Osim toga, x je
eventualno opadajuće (rastuće) rešenje jednačine (1.16) ako i samo ako je y eventualno
opadajuće (rastuće) rešenje jednačine (1.18). Kako je u radu [24] dokazano da su klase
MZ+ i MZ− jednačine (1.18) neprazne, zaključuje se i da su klase M+ i M− jednačine
(1.16) neprazne.

Prvi korak pri izučavanju asimptotskih svojstava neoscilatornih rešenja jednačina jeste
klasifikacija rešenja, koja podrazumeva podelu neoscilatornih rešenja u disjunktne klase
na osnovu njihovih ponašanja i ponašanja njihovih kvazi-izvoda u beskonačnosti. Kvazi-
izvod rešenja x jednačine (1.16) je funkcija

x[1](t) = a(t)Φα(Dq(x(t))), t ∈ qN0 .
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Klase M+ i M− biće podeljene u podklase koje će dati preciznije informacije o asimp-
totskom ponašanju pozitivnih rešenja u beskonačnosti. Pomenute klase eventualno poz-
itivnih rešenja jednačine (1.16) koje će se primenjivati pri klasifikaciji navedene su u
nastavku:

M+
B =

{
x ∈M+ : lim

t→∞
x(t) = c ∈ (0,∞)

}
,

M+
B,B =

{
x ∈M+ : lim

t→∞
x(t) = c ∈ (0,∞), lim

t→∞
x[1](t) = d ∈ (0,∞)

}
,

M+
B,0 = {x ∈M+ : lim

t→∞
x(t) = c ∈ (0,∞), lim

t→∞
x[1](t) = 0},

M+
B,∞ = {x ∈M+ : lim

t→∞
x(t) = c ∈ (0,∞), lim

t→∞
x[1](t) =∞},

M+
∞,B = {x ∈M+ : lim

t→∞
x(t) =∞, lim

t→∞
x[1](t) = c ∈ (0,∞)},

M+
∞,0 = {x ∈M+ : lim

t→∞
x(t) =∞, lim

t→∞
x[1](t) = 0},

M+
∞,∞ = {x ∈M+ : lim

t→∞
x(t) =∞, lim

t→∞
x[1](t) =∞},

M−B =
{
x ∈M− : lim

t→∞
x(t) = c ∈ (0,∞)

}
,

M−B,B =
{
x ∈M− : lim

t→∞
x(t) = c ∈ (0,∞), lim

t→∞
x[1](t) = d ∈ (−∞, 0)

}
;

M−B,0 = {x ∈M− : lim
t→∞

x(t) = c ∈ (0,∞), lim
t→∞

x[1](t) = 0},

M−B,∞ = {x ∈M− : lim
t→∞

x(t) = c ∈ (0,∞), lim
t→∞

x[1](t) = −∞},

M−0,B = {x ∈M− : lim
t→∞

x(t) = 0, lim
t→∞

x[1](t) = c ∈ (−∞, 0)},

M−0,0 = {x ∈M− : lim
t→∞

x(t) = 0, lim
t→∞

x[1](t) = 0},

M−0,∞ = {x ∈M− : lim
t→∞

x(t) = 0, lim
t→∞

x[1](t) = −∞}.

(1.19)

Rešenja klase M−B nazivaju se asimptotski konstantna rešenja, dok se rešenja klase M−0,0
nazivaju strogo opadajuća rešenja. Rešenja klase M+

B nazivaju se asimptotski konstantna
rešenja, a se rešenja klase M+

∞,∞ strogo rastuća rešenja.

Napomenimo da će analogne oznake biti korǐsćene u slučaju klasifikacije pozitivnih
rešenja diferencne jednačine (E4), uz MZ umesto M. Osim toga, u disertaciji biće korǐsćene
i sledeće oznake:

Rq − skup svih q-pravilno promenljivih rešenja

R+
q − skup svih q-pravilno promenljivih eventualno rastućih rešenja

R−q − skup svih q-pravilno promenljivih eventualno opadajućih rešenja

R+
∞,∞ = Rq ∩M+

∞,∞, R−0,0 = Rq ∩M−0,0
MSV = M ∩ SVq, Ms

SV = Ms ∩ SVq, ntr −Ms
SV = Ms ∩ ntr − SVq

MRV (ρ)=M ∩RVq(ρ),Ms
RV (ϑ)=Ms ∩RVq (ϑ) , ntr−Ms

RV (ϑ)=Ms ∩ ntr−RVq (ϑ)

MZSVτZ = MZ ∩ SVτZ,MZRVτZ(ρ) = MZ ∩RVτZ(ρ),

gde je s ∈ {+,−}.
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1. Uvodni pojmovi

(I) : Koeficijent b eventualno negativna funkcija: U ovom slučaju sva rešenja klase M−
mogu pripadati sledećim podklasama

M− = M−B ∪M−0,B ∪M−0,0.

Sva eventualno pozitivna i rastuća rešenja mogu pripadati sledećim podklasama:

M+ = M+
B ∪M+

∞,B ∪M+
∞,∞.

(I) : Koeficijent b eventualno pozitivna funkcija: U ovom slučaju sva rešenja klase M−
mogu pripadati sledećim podklasama

M− = M−B ∪M−0,B ∪M−0,∞.

Sva eventualno pozitivna i rastuća rešenja mogu pripadati sledećim podklasama:

M+ = M+
B ∪M+

∞,B ∪M+
∞,0.
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Glava 2

Polulinearna q-diferencna jednačina drugog

reda

2.1 Uvod

U ovoj Glavi biće razmatrana egzistencija i asimptotska formula q-pravilno promenljivih
rešenja polulinearne q-diferencne jednačine drugog reda

(2.1) Dq(a(t)Φ(Dq(x(t)))) + b(t)Φ(x(qt)) = 0, t ∈ qN0 , q > 1,

gde je Φ(x) = |x|α−1x i α > 0. Koeficijenti jednačine su funkcije a : qN0 → (0,∞) i
b : qN0 → R.

Interesovanje o polulinearnoj diferencijalnoj jednačini

(2.2) (a(t)Φ(x′(t)))′ + b(t)Φ(x(t)) = 0, t ∈ [t0,∞),

započinje devedesetih godina. Značajni rezultati o kvalitativnoj analizi ove diferenci-
jalne jednačine, dobijeni do 2001. godine, objedinjeni su u knjizi O. Došlý i P. Řehák
[35]. Izmed̄u ostalog, pokazano je da se rešenja ove jednačine ponašaju u mnogim as-
pektima kao rešenja Sturm-Liouville-ove linearne diferencijalne jednačine drugog reda,
koja je specijalan slučaj jednačine (2.2) za α = 1. Jedan od razloga za intenzivnim
ispitivanjem ove jednačine jeste utvrditi koji rezultati iz kvalitativne analize Sturm-
Liouville-ove linearne diferencijalne jednačine drugog reda se mogu uopštiti na polulin-
earnu jednačinu (2.2). Drugi razlog jeste primena ove jednačine pri opisivanju mnogih
fizičkih, bioloških i hemijskih procesa. Stoga, ovaj tip jednačine i danas zavred̄uje naročitu
pažnju. Za skorije rezultate o kvalitativnoj analizi polulinearne diferencijalne jednačine
videti [50, 68, 71, 81, 92, 93, 103, 107].

Izučavanje polulinearnih diferencijalnih jednačina primenom Karamatinih funkcija
započinje radovima [49, 51], ispitivanjem egzistencije pravilno promenljivih rešenja je-
dnačine (2.2) gde je b : (0,∞) → R neprekidna funkcija, u slučaju kada je a(t) ≡ 1,
odnosno ispitivanjem egzistencije generalizovanih pravilno promenljivih rešenja u slučaju
kada je a pozitivna, neprekidna funkcija. U oba slučaja, potrebni i dovoljni uslovi za
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

egzistenciju pravilno promenljivih rešenja opisani su uz pomoć granične vrednosti izraza
koji zavise od koeficijenata a i b. Nakon egzistencije, asimptotsko ponašanje pravilno
promenljivih rešenja polulinearne diferencijalne jednačine (2.2) razmatrano je u radovima
[68, 71, 81, 92, 93, 97, 98, 103, 107].

Struktura q-vremenske skale pokazala se prirodnom za razvoj teorije pravilno pro-
menljivih funkcija i dovela do interesantnih zapažanja i pojednostavljenja pojedinih tvrd̄e-
nja u odnosu na ovu teoriju u neprekidnom i diskretnom slučaju. Stoga, ovakvi rezultati
daju nagoveštaj da primena Karamatine teorije pri kvalitativnoj analizi q-diferencnih
jednačina može dovesti do nekih novih rezultata, koji se mogu primeniti za dobijanje
novih rezultata u asimptotskoj analizi analognih jednačina u diskretnom slučaju, kao i
do korisnih zaključaka o asimptotskom ponašanju rešenja odgovarajućih diferencijalnih
jednačina.

Teorija q-pravilno promenljivih funkcija je primenjena, na samom početku, u asimp-
totskoj analizi q-diferencne linearne jednačine drugog reda (videti [100, 111, 115]), gde su
odred̄eni potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju q-pravilno promenljivih rešenja. Pored
linearne q-diferencne jednačine, razmatrana je i polulinearna q-diferencna jednačina (2.1)
sa a(t) ≡ 1, u radovima [102, 114], gde su dobijeni sledeći rezultati o egzistenciji q-pravilno
promenljivih rešenja pomenute jednačine.

Teorema 2.1.1. [102, Teorema 3.1 (i), (ii)] Za jednačinu

(2.3) Dq(Φ(Dq(x(t)))) + b(t)Φ(x(qt)) = 0, t ∈ qN0

važe sledeća tvrd̄enja:

(i) Jednačina (2.3) ima eventualno pozitivna rešenja x ∈ RVq(ρ1) i y ∈ RVq(ρ2), gde
su indeksi regularnosti ρ1 i ρ2 takvi da su λi = Φ([ρi]q), i = 1, 2 realni i različiti
koreni jednačine x = h(x)−B/[α]q, gde je

h(x) =
x

1− q−α
(

1−
(
1 + (q − 1)Φ−1(x)

)−α)
, x ∈

(
Φ
(
(1− q)−1

)
,∞
)
,

ako i samo ako je

lim
t→∞

tα+1b(t) = B ∈
(
−∞, q−α

∣∣[α/(α + 1)]q
∣∣α+1

)
.

Za indekse regularnosti ρ1 i ρ2 važi ρ1 < 0 < 1 < ρ2, u slučaju B < 0; ρ1 = 0 i
ρ2 = 1, u slučaju B = 0; 0 < ρ1 < α/(α + 1) < ρ2 < 1, u slučaju B > 0.

(ii) Neka je jednačina (2.3) neoscilatorna. Jednačina (2.3) ima eventualno pozitivno
rešenje x ∈ RVq(α/(α + 1)) ako i samo ako

lim
t→∞

tα+1b(t) = q−α
∣∣[α/(α + 1)]q

∣∣α+1
.

Sva eventualno pozitivna rešenja jednačine (2.3) su q-pravilno promenljiva indeksa
regularnosti α/(α + 1).
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2.2. Klasifikacija eventualno pozitivnih rešenja

Jedan od ciljeva ove doktorske disertacije jeste da unapredi navedene rezultate, dobi-
janjem potrebnih i dovoljnih uslova za egzistenciju q-pravilno promenljivih rešenja opštije
jednačine (2.1), u kojoj je koeficijent jednačine a q-pravilno promenljiva funkcija in-
deksa regularnosti λ ∈ R. U dokazima o egzistenciji q-pravilno promenljivih rešenja biće
korǐsćena Banahova teorema o fiksnoj tački [10], navedena u nastavku.

Teorema 2.1.2 (Banahova teorema o fiksnoj tački). Neka je (X, d) kompletan metrički
prostor i neka je T : X → X kontraktivno preslikavanje, tj. postoji pozitivna konstanta
K < 1 takva da je

d(T (x), T (y)) ≤ Kd(x, y), za svako x, y ∈ X.

Preslikavanje T ima jedinstvenu fiksnu tačku u skupu X.

Nakon što je dokazana egzistencija q-pravilno promenljivih rešenja, predmet istraživa-
nja postaje asimptotsko ponašanje ovih rešenja. U dosadašnjim istraživanjima, ustanovlje-
ne su samo asimptotske formule q-pravilno promenljivih rešenja linearne q-diferencne
jednačine u radu [100]. Stoga, još jedan od zadataka ove doktorske disertacije jeste odre-
diti asimptotske formule q-pravilno promenljivih rešenja polulinearne jednačine (2.1) sa
q-pravilno promenljivim koeficijentom a.

Dobijeni rezultati o egzistenciji i asimptotskom ponašanju pozitivnih rešenja poluli-
nearnih q-diferencnih jednačina biće primenjeni za dobijanje novih rezultata o asimpto-
tskom ponašanju nekih pozitivnih rešenja polulinearnih diferencnih jednačina, primenom
generalizovanih pravilno promenljivih nizova u odnosu na τ : N0 → qN0 , τ(k) = qk,
definisanih u [109].

Rezultati Poglavlja 2.3 - 2.4 su originalni i publikovani u radu [31], dok su rezultati
Poglavlja 2.5 publikovani u radu [33].

2.2 Klasifikacija eventualno pozitivnih rešenja

Asimptotsko ponašanje eventualno pozitivnih rešenja jednačine (2.1) zavisi od divergencije
integrala

Ia =

∫ ∞
1

dqs

a(s)
1
α

i Ib =

∫ ∞
1

b(s)dqs.

U nastavku će biti izvršena klasifikacija eventualno pozitivnih rešenja jednačine (2.1)
u zavisnosti od diveregencije navedenih integrala. Odvojeno će biti razmatrani slučajevi
kada je koeficijent b jednačine (2.1) eventualno pozitivna ili eventualno negativna funkcija.

Lema 2.2.1. Neka je koeficijent b jednačine (2.1) eventualno negativna funkcija i Ia =∞.
Za svako rešenje x ∈M− jednačine (2.1) važiće da je limt→∞ x

[1](t) = 0.

Dokaz: Neka je x ∈ M− rešenje jednačine (2.1). Funkcija x[1] je tada eventualno
negativna i rastuća funkcija, pa će važiti da je

(2.4) lim
t→∞

x[1](t) = −w < 0 ili lim
t→∞

x[1](t) = 0.
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

Ako pretpostavimo da je limt→∞ x
[1](t) = −w < 0, tj. x[1](t) ≤ −w, t ≥ t0, t0 ∈ qN0 ,

slediće

x(t) ≤ x(t0)− w
1
α

∫ t

t0

dqs

a(s)
1
α

, t ≥ t0.

Divergencija intergala Ia tada implicira da limt→∞ x(t) = −∞, čime je dobijena kon-
tradikcija. Stoga, mora biti limt→∞ x

[1](t) = 0. �

Lema 2.2.2. Neka je koeficijent b jednačine (2.1) eventualno negativna funkcija i Ia =∞.
Za svako rešenje x ∈M+ jednačine (2.1) važiće da je limt→∞ x(t) =∞.

Dokaz: Neka je x ∈ M+ rešenje jednačine (2.1). Tada je x[1] pozitivna i rastuća
funkcija na intervalu [t0,∞)q, za neko t0 ∈ qN0 . Stoga, važiće da je x[1](t) ≥ x[1](t0) >
0, t ≥ t0, odakle sledi

(2.5) x(t) ≥ x(t0) + x[1](t0)
1
α

∫ t

t0

dqs

a(s)
1
α

, t ≥ t0.

Kako integral Ia divergira, zaključujemo da limt→∞ x(t) =∞. �

Lema 2.2.3. Neka je koeficijent b jednačine (2.1) eventualno negativna funkcija i Ib =∞.
Za svako rešenje x ∈M+ jednačine (2.1) važiće da je limt→∞ x

[1](t) =∞.

Dokaz: Neka je x ∈ M+ rastuće rešenje na intervalu [t0,∞)q. Slediće da je x(t) ≥
x(t0), t ≥ t0. Kako je

x[1](t) = x[1](t0)−
∫ t

t0

b(s)x(qs)αdqs ≥ x(t0)
α

∫ t

t0

|b(s)|dqs→∞, t→∞,

sledi da je limt→∞ x
[1](t) =∞. �

Lema 2.2.4. Neka je koeficijent b jednačine (2.1) eventualno negativna funkcija i Ib =∞.
Za svako rešenje x ∈M− jednačine (2.1) važiće da je limt→∞ x(t) = 0.

Dokaz: Neka je x ∈ M− rastuće rešenje jednačine (2.1) na intervalu [t0,∞), za neko
t0 ∈ qN0 . Slediće da je

lim
t→∞

x(t) = c > 0 ili lim
t→∞

x(t) = 0.

Pretpostavimo da je limt→∞ x(t) = c > 0, tj. c ≤ x(t) ≤ x(t0), t ≥ t0. Integracijom
jednačine (2.1) na intervalu [t0, t] dobija se

x[1](t) = x[1](t0)−
∫ t

t0

b(s)x(qs)αdqs ≥ x[1](t0) + cα
∫ t

t0

|b(s)|dqs→∞, t→∞

što je u kontradikciji sa činjenicom da je x[1] negativna funkcija. Stoga mora važiti
limt→∞ x(t) = 0. �

Lema 2.2.5. Neka je koeficijent b jednačine (2.1) eventualno pozitivna funkcija i Ia =∞.
Tada je M− = ∅ i M+

B,B = ∅.
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2.2. Klasifikacija eventualno pozitivnih rešenja

Dokaz: Dokažimo najpre da je M− = ∅. Pretpostavimo suprotno, neka je x ∈ M−.
Tada je funkcija x[1] negativna i opadajuća na intervalu [t0,∞), za neko t0 ∈ qN0 , te će
važiti x[1](t) ≤ x[1](t0) = −c < 0, t ≥ t0. Ovo dalje implicira

x(t) ≤ x(t0)− c
1
α

∫ t

t0

dqs

a(s)
1
α

→ −∞, t→∞,

te je dobijena kontradikcija.

Dokažimo da je M+
B,B = ∅. Pretpostavimo suprotno, neka je x ∈ M+

B,B i neka važi

limt→∞ x
[1](t) = w > 0. Tada je x[1](t) ≥ w, t ≥ t0, za neko t0 ∈ qN0 , odakle će slediti da

važi (2.5), gde je x[1](t0) zamenjeno sa w. Divergencija integrala Ia tada implicira da je
limt→∞ x(t) =∞, što je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom. �

Lema 2.2.6. Neka je koeficijent b jednačine (2.1) eventualno pozitivna funkcija i Ib =∞.
Tada je M+ = ∅ i M−B,B = ∅.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, neka je x ∈ M+ rastuće rešenje jednačine (2.1) na
intervalu [t0,∞), za neko t0 ∈ qN0 . Tada će važiti da je x(t) ≥ x(t0), t ≥ t0. Integracijom
jednačine (2.1) na intervalu [t0, t] dobija se

x[1](t)− x[1](t0) = −
∫ t

t0

b(s)x(qs)dqs ≤ −x(t0)
α

∫ t

t0

b(s)dqs, t ≥ t0.

Divergencija integrala Ib i poslednja nejednakost impliciraju da je limt→∞ x
[1](t) = −∞,

što je u kontradikciji sa činjenicom da je funkcija x[1] eventualno pozitivna.

Dokažimo da je M−B,B = ∅. Pretpostavimo suprotno, neka je x ∈ M−B,B. Tada je

x(t) ≥ c > 0, t ≥ t0, za neko t0 ∈ qN0 . Integracijom polazne jednačine na intervalu [t0, t]
dobija se

x[1](t)− x[1](t0) = −
∫ t

t0

b(s)x(qs)dqs ≤ −cα
∫ t

t0

b(s)dqs, t ≥ t0.

Divergencija integrala Ib i poslednja nejednakost impliciraju da je limt→∞ x
[1](t) = −∞,

što je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom. �

(I) : Koeficijent b eventualno negativna funkcija: U ovom slučaju svako netrivijalno rešenje
jednačine (2.1) je neoscilatorno, eventualno strogo monotono i obe klase M+ i M− rešenja
jednačine (2.1) su neprazne.

Ako pretpostavimo da integral Ia divergira, primenom Leme 2.2.1 i 2.2.2, zaključujemo

M+ = M+
∞,∞ ∪M+

∞,B i M− = M−B,0 ∪M−0,0.

U slučaju divergencije integrala Ib, primenom Lema 2.2.3 i 2.2.4, zaključujemo

M+ = M+
B,∞ ∪M+

∞,∞ i M− = M−0,B ∪M−0,0.
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

(II) : Koeficijent b eventualno pozitivna funkcija: Najpre razmotrimo asimptotsko ponaša-
nje pozitivnih rešenja pod pretpostavkom Ia = ∞. Primena Leme 2.2.5 implicira da je
M− = ∅ i da su sva rastuća rešenja podeljena u sledeće tri klase:

M+ = M+
∞,0 ∪M+

∞,B ∪M+
B,0.

U slučaju kada je Ib =∞, primena Leme 2.2.6 implicira da je skup M+ je prazan, dok
je skup opadajućih rešenja podeljen u sledeće tri klase:

M− = M−0,∞ ∪M−0,B ∪M−B,∞.

2.3 Pomoćna tvrd̄enja

U ovom poglavlju biće definisane pomoćne funkcije i tvrd̄enja koja će biti primenjivana
pri dokazivanju glavnih rezultata.

Za x : qN0 → R \ {0} definisan je operator L na sledeći način

(Lx)(t) =
a(t)

a(qt)
Φ

(
1− x(t)

x(qt)

)
− Φ

(
1

q

(
x(q2t)

x(qt)
− 1

))
.

Lema 2.3.1. Jednačina (2.1) može se predstaviti u obliku

(2.6) (Lx)(t) =
b(t)((q − 1)t)α+1

a(qt)
, t ∈ qN0 ,

za x 6= 0.

Dokaz: Na osnovu definicije q-operatora diferenciranja, važiće

Dq(a(t)Φ(Dqx(t))) = Dq

(
a(t)Φ

(
x(qt)− x(t)

(q − 1)t

))
=

1

(q − 1)t

(
a(qt)Φ

(
x(q2t)− x(qt)

(q − 1)qt

)
− a(t)Φ

(
x(qt)− x(t)

(q − 1)t

))
=

a(qt)Φ(x(qt))

((q − 1)t)α+1

(
Φ

(
1

q

(
x(q2t)

x(qt)
− 1

))
− a(t)

a(qt)
Φ

(
1− x(t)

x(qt)

))
= −a(qt)Φ(x(qt))

((q − 1)t)α+1
(Lx)(t), t ∈ qN0 ,

odakle sledi da se za x 6= 0 jednačina (2.1) može predstaviti u obliku (2.6). �

Neka je funkcija f : (0,∞)→ R definisana na sledeći način

f(x) = q−λΦ

(
1− 1

x

)
− Φ

(
x

q
− 1

q

)
,

i funkcija hλ : (Φ ((1− q)−1) ,∞)→ R definisana sa

hλ(x) =
x

1− q−α
(

1− q−λ
(
1 + (q − 1)Φ−1(x)

)−α)
,

za neko λ ∈ R.
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2.3. Pomoćna tvrd̄enja

Lema 2.3.2. Funkcija f je strogo rastuća na intervalu (0, qαλ) i strogo opadajuća na
intervalu (qαλ ,∞), gde je

αλ =
α− λ
α + 1

.

Funkcija f dostǐze maksimum u tački x = qαλ :

fmax = (q − 1)α+1q−α [αλ]q Φ
(

[αλ]q

)
.

Ako je λ 6= α, funkcija f ima dve nule: u tačkama x = 1 i x = q1−λ/α. U suprotnom,
funkcija f ima jednu nulu, u tački x = 1.

Dokaz: Tvrd̄enje će slediti na osnovu izvoda funkcije f

f ′(x) = α|x− 1|α−1(q−λx−(α+1) − q−α), x ∈ (0,∞). �

Lema 2.3.3. Grafik funkcije hλ je parabola sa minimumom u tački λ0 = Φ
(

[−λ/(α + 1)]q

)
.

Jednačina

(2.7) hλ(x)− x+
B

[α]q
= 0

1) nema korene u slučaju B > Cmax = |[αλ]q|α+1;

2) ima dvostruki koren x0 = Φ([αλ]q) u slučaju B = Cmax;

3) ima dva realna i različita korena u slučaju B < Cmax i to

3.1) ukoliko je B = 0 i λ 6= α ovi koreni su x1 = 0 i x2 = Φ
(

[1− λ/α]q

)
;

3.2) ukoliko je 0 < B < Cmax i λ > α koreni x3 i x4 zadovoljavaju x2 < x3 < x0 <
x4 < 0;

3.3) ukoliko je 0 < B < Cmax i λ < α koreni x3 i x4 zadovoljavaju 0 < x3 < x0 <
x4 < x2;

3.4) ukoliko je B < 0 i λ > α koreni x3 i x4 zadovoljavaju x3 < x2 < x0 < 0 < x4;

3.5) ukoliko je B < 0 i λ < α koreni x3 i x4 zadovoljavaju x3 < 0 < x0 < x2 < x4;

3.6) ukoliko je B < 0 i λ = α koreni x3 i x4 zadovoljavaju x3 < 0 < x4.

Dokaz: Kako je

h′λ(x) =
1

1− q−α
(
1 + (q − 1)Φ−1(x)

)−α−1
,

sledi da je funkcija hλ strogo monotono rastuća funkcija na intervalu (λ0,∞), strogo
monotono opadajuća na intervalu (Φ (1/(1− q)) , λ0) i da dostiže minimum u tački λ0.

Znak drugog izvoda funkcije hλ

h′′λ(x) =
−q−λ(α + 1)

[−α]qα
(1 + (q − 1)Φ−1(x))−α−2|x|

1
α
−1

implicira da je grafik funkcije hλ parabola sa minimumom u tački λ0. Posmatranjem
preseka grafika funkcije x 7→ hλ(x) + B/[α]q i prave x 7→ x slede zaključci o korenima
jednačine (2.7). �
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

Lema 2.3.4. Za funkcije f i hλ važi sledeći identitet

f(qµ) = q−α(q − 1)α+1[α]qΦ([µ]q)

[
−λ
α

+ 1− µ
]
qα

= q−α(q − 1)α+1[α]q
(
Φ([µ]q)− hλ(Φ([µ]q))

)
,

(2.8)

gde je µ ∈ R.

Dokaz: Dokažimo najpre prvu jednakost u (2.8):

f(qµ) = q−λΦ(1− q−µ)− Φ(qµ−1 − q−1)
= q−λ−µαΦ(qµ − 1)− q−αΦ(qµ − 1)

= q−α(q − 1)αΦ([µ]q)
(
q−λ−µα+α − 1

)
= q−α(q − 1)α+1Φ([µ]q)

(
q−λ−µα+α − 1

qα − 1
· q

α − 1

q − 1

)
= q−α(q − 1)α+1[α]qΦ([µ]q)

[
−λ
α

+ 1− µ
]
qα
.

Kako bismo dokazali drugu jednakost u (2.8), primetimo da je

Φ([µ]q)

[
−λ
α

+ 1− µ
]
qα

= Φ([µ]q)
q−λ−µα − q−α

1− q−α

= Φ([µ]q)

(
1− 1− q−λ−µα

1− q−α

)
= Φ([µ]q)− hλ(Φ([µ]q)). �

Princip reciprociteta

Jedan od metoda koji će biti korǐsćen pri dokazivanju pojedinih tvrd̄enja je princip
reciprociteta. Neka su koeficijenti jednačine (2.1) takvi da je a(t) 6= 0, b(t) 6= 0, t ∈ qN0 .
Tada je x rešenje jednačine (2.1) ako i samo ako je u = x[1] rešenje jednačine

(2.9) Dq

(
Φ−1

(
1

b(t)

)
Φ−1(Dqu(t))

)
+ qΦ−1

(
1

a(qt)

)
Φ−1(u(qt)) = 0.

Uvedimo oznake

(2.10) α̂ =
1

α
, â(t) =

1

|b(t)| 1α
, b̂(t) = sgn(b(t))

q

a(qt)
1
α

, t ∈ qN0 .

Tada se jednačina (2.9) može ekvivalentno zapisati na sledeći način

(2.11) Dq (â(t)Φα̂(Dqu(t))) + b̂(t)Φα̂(u(qt)) = 0.
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2.4. Egzistencija RVq−rešenja

2.4 Egzistencija RVq−rešenja

2.4.1 Polulinearna jednačina sa RVq−koeficijentom a i koeficije-
ntom b proizvoljnog znaka

U ovom poglavlju će biti razmatrana egzistencija q-pravilno promenljivih rešenja jednačine
(2.1), uz pretpostavku da je koeficijent jednačine a q-pravilno promenljiva funkcija, tačnije

a ∈ RVq(λ), λ ∈ R,

dok je koeficijent b funkcija proizvoljnog znaka. Zasebno će biti razmatrani slučajevi
λ < α, λ > α i λ = α.

Teorema 2.4.1. Neka je a ∈ RVq(λ), λ < α. Postoje eventualno pozitivna rešenja
jednačine (2.1)

x ∈ RVq(ρ1) i y ∈ RVq(ρ2),

gde su indeksi regularnosti ρ1 i ρ2 takvi da su λ1 = Φ([ρ1]q) i λ2 = Φ([ρ2]q) realni i različiti
koreni jednačine (2.7) ako i samo ako je

(2.12) lim
t→∞

qαtα+1b(t)

a(qt)
= B ∈

(
−∞,

∣∣[αλ]q∣∣α+1
)
.

Za indekse regularnosti ρ1 i ρ2 važi sledeće:

(i) 0 < ρ1 < αλ < ρ2 < 1− λ/α ako i samo ako je 0 < B <
∣∣[αλ]q∣∣α+1

;

(ii) ρ1 = 0 i ρ2 = 1− λ/α ako i samo ako je B = 0;

(iii) ρ1 < 0 < 1− λ/α < ρ2 ako i samo ako je B < 0.

Ukoliko je uslov (2.12) ispunjen i B < 0, sva eventualno opadajuća rešenja jednačine
(2.1) su q-pravilno promenljiva indeksa regularnosti ρ1 i sva eventualno rastuća rešenja
su q-pravilno promenljiva indeksa regularnosti ρ2, tj. M− = MRV (ρ1) i M+ = MRV (ρ2).

Dokaz: Najpre primetimo da tvrd̄enja (i), (ii) i (iii) direktno slede na osnovu Leme
2.3.3, ukoliko su λi = Φ ([ρi]q) , i = 1, 2 realna i različita rešenja jednačine (2.7).

(⇒:) Pretpostavimo da jednačina (2.1) ima q-pravilno promenljiva rešenja x ∈ RVq(ρ1)
i y ∈ RVq(ρ2), gde su λi = Φ ([ρi]q), i = 1, 2 realni i različiti koreni jednačine (2.7).
Na osnovu Leme 2.3.3 važiće da je B < Φ([αλ]q)[αλ]q. Kako se jednačina (2.1) može
ekvivalentno predstaviti u obliku (2.6), primenom identiteta (2.8), slediće da je

lim
t→∞

qαtα+1r(t)

p(qt)
= qα(q − 1)−(α+1) lim

t→∞
(Lx)(t) = qα(q − 1)−(α+1)f(qρ1)

= [α]q
(
Φ([ρ1]q)− hλ(Φ([ρ1]q))

)
= B,

te zaključujemo da je uslov (2.12) zadovoljen.

(⇐:) Pretpostavimo da je uslov (2.12) zadovoljen.
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

Najpre, pretpostavimo da je 0 ≤ B <
∣∣[αλ]q∣∣α+1

. Izaberimo realnu konstantu D takvu

da je D ∈ (B,
∣∣[αλ]q∣∣α+1

). Jednačina (2.7), u kojoj je B zamenjeno sa D, ima dva realna
i različita korena λη i λµ, koji su zajedno sa korenima λ1 i λ2 jednačine (2.7) u sledećem
poretku

0 ≤ λ1 < λη < x0 < λµ < λ2 ≤ x2,

gde su x0 i x2 definisani u Lemi 2.3.3. Neka je

ρi = logq[(q − 1)Φ−1(λi) + 1], i = 1, 2;

η = logq[(q − 1)Φ−1(λη) + 1];

µ = logq[(q − 1)Φ−1(λµ) + 1].

Ovako definisani brojevi biće u sledećem poretku

0 ≤ ρ1 < η < αλ < µ < ρ2 ≤ 1− λ

α
.

Dokažimo najpre egzistenciju q-pravilno promenljivog rešenja x ∈ RVq(ρ1). Definǐsimo
pomoćnu funkciju

w(t) =
a(t)

a(qt)
Φ

(
1− x(t)

x(qt)

)
, t ∈ qN0 .

Jednačina (2.6) se tada može transformisati u jednačinu po nepoznatoj funkciji w :

(2.13) w(t)− q−αΦ

((
1− Φ−1

(
a(q2t)

a(qt)
w(qt)

))−1
− 1

)
=

((q − 1)t)α+1b(t)

a(qt)
, t ∈ qN0 .

Kako bismo dokazali egzistenciju pozitivnog rešenja x jednačine (2.1), dokažimo najpre
egzistenciju rešenja w jednačine (2.13).

Neka je realna konstanta d > 1 izabrana tako da je D/d ∈ (B,D). Osim toga, neka je
ε > 0 izabrano tako da su ispunjeni sledeći uslovi

(2.14)
1

d
≤ q−λ(1 + ε)−1 − qα(η−1)

q−λ − qα(η−1)
i q−α+λ+η(α+1)(1 + ε) < 1.

Kako je a ∈ RVq(λ), zaključujemo da postoji t1 ∈ qN0 tako da je

(2.15) qλ(1− ε) ≤ a(qt)

a(t)
≤ qλ(1 + ε), t ≥ t1.

Pretpostavka (2.12) obezbed̄uje egzistenciju konstanti N ≥ 0 i t2 ∈ qN0 takvih da je
ispunjen uslov

(2.16) N ≤ qαtα+1b(t)

a(qt)
≤ D

d
, t ≥ t2.

Izaberimo nenegativnu konstantu Ñ takvu da je

(2.17) Ñ ≤ min
{
N, q−λ+α(q − 1)−(α+1)(1 + ε)−1Φ(1− q−η)

}
.
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Neka je X prostor ograničenih funkcija f : [t0,∞)q → R, gde je t0 = max{t1, t2}, opremljen
supremum normom. Kako je `∞ Banahov prostor, zaključujemo da je prostor X Banahov.

Uočimo skup

(2.18) Ω1 =
{
w ∈ X : (q − 1)α+1q−αÑ ≤ w(t) ≤ q−λ(1 + ε)−1Φ(1− q−η), t ≥ t0

}
.

Definǐsimo operator F : Ω1 → X na sledeći način

(2.19) (Fw)(t) =
((q − 1)t)α+1b(t)

a(qt)
+q−αΦ

((
1− Φ−1

(
a(q2t)

a(qt)
w(qt)

))−1
− 1

)
, t ≥ t0.

Primenom Banahove teoreme o fiksnoj tački, biće dokazano da operator F ima fiksnu
tačku u skupu Ω1.

(i) Operator F slika Ω1 u samog sebe: Neka je ω ∈ Ω1. Primenom (2.15) i (2.18),
primećujemo da je

(2.20) q−η ≤ 1− Φ−1
(
a(q2t)

a(qt)
w(qt)

)
≤ 1, t ≥ t0 .

Primena nejednakosti (2.16) i (2.17), implicira da je

(Fw)(t) ≥ (q − 1)α+1q−αN ≥ (q − 1)α+1q−αÑ , t ≥ t0 .

Sa druge strane, primenom (2.16), (2.20) i Leme 2.3.4, dobija se

(Fw)(t) ≤ (q − 1)α+1q−α
D

d
+ Φ

(
qη−1 − q−1

)
=

1

d
(q − 1)α+1q−α[α]q(λη − hλ(λη)) + qα(η−1)Φ(1− q−η)

=
1

d
(q − 1)α+1q−α[α]q(Φ([η]q)− hλ(Φ([η]q))) + qα(η−1)Φ(1− q−η)

=
1

d
f(qη) + qα(η−1)Φ(1− q−η), t ≥ t0 .

Konačno, primena prve nejednakosti iz (2.14) implicira

(Fw)(t) ≤ q−λ(1 + ε)−1 − qα(η−1)

q−λ − qα(η−1)
(
q−λ − qα(η−1)

)
Φ(1− q−η) + qα(η−1)Φ(1− q−η)

= q−λ(1 + ε)−1Φ(1− q−η), t ≥ t0 .

Ovim je dokazano da F(Ω1) ⊆ Ω1.

(ii) Operator F je kontrakcija: Neka je G : [(q−1)α+1q−αÑ , q−λ(1+ε)−1Φ(1−q−η)]→ R
funkcija definisana na sledeći način

G(x) = q−αΦ

((
1− Φ−1

(
a(q2t)

a(qt)
x

))−1
− 1

)
.

31



2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

Za svako w, z ∈ Ω1 važiće

(Fw)(t)− (Fz)(t) = G(w(qt))− G(z(qt)) = G ′(ξ(qt))(w(qt)− z(qt)), t ≥ t0,

gde je ξ : [qt0,∞)q → R funkcija takva da je

(2.21) min{w(t), z(t)} ≤ ξ(t) ≤ max{w(t), z(t)}.

Primenom (2.15) i (2.20) zaključuje se da je

|G ′(x)| =

∣∣∣∣∣q−αa(q2t)

a(qt)

(
1− Φ−1

(
a(q2t)

a(qt)
x

))−α−1∣∣∣∣∣ ≤ K = q−α+λ+η(α+1)(1 + ε),

za svako x ∈ [(q − 1)α+1q−αÑ , q−λ(1 + ε)−1Φ(1− q−η)]. Kako je

sup
t∈[t0,∞)q

|(Fw)(t)−F(z(t))| ≤ K sup
t∈[t0,∞)q

|w(qt)− z(qt)| ≤ K||w − z||,

primenom druge nejednakosti u (2.14), zaključuje se da je F kontraktivno preslika-
vanje.

Primenom Banahove teoreme o fiksnoj tački, zaključuje se egzistencija rešenja w ∈ Ω1

jednačine (2.13). Stoga, funkcija x definisana na sledeći način

(2.22) x(t) =
∏

s∈[t0,t)q

(
1− Φ−1

(
a(qs)

a(s)
w(s)

))−1
, t ∈ [t0,∞)q

je pozitivno, rastuće rešenje jednačine (2.1) na intervalu [t0,∞)q.

Ostaje pokazati da je ovako definisano rešenje x q-pravilno promenljivo rešenje jednačine
(2.1) odred̄enog indeksa regularnosti. Koristićemo oznake

(2.23) M∗ = lim sup
t→∞

x(qt)

x(t)
i M∗ = lim inf

t→∞

x(qt)

x(t)
.

Na osnovu (2.20) slediće da je

1 ≤ x(qt)

x(t)
≤ qη < qαλ ,

što dalje implicira M∗,M∗, q
ρ1 ∈ [1, qαλ). Uslov (2.12) i primena Leme 2.3.4 impliciraju

da je

(2.24) lim
t→∞

(Lx)(t) = q−α(q − 1)α+1B = f(qρ1).

Sa druge strane, tražeći lim inf i lim sup kada t→∞ u jednakosti

(2.25)
a(t)

a(qt)
Φ

(
1− x(t)

x(qt)

)
= Φ

(
1

q

(
x(q2t)

x(qt)
− 1

))
+

((q − 1)t)α+1b(t)

a(qt)
,
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dobija se da je f(M∗) = f(M∗) = f(qρ1). Kako je u Lemi 2.3.2 dokazano da je funkcija f
strogo rastuća na intervalu [1, qαλ), zaključuje se da je M∗ = M∗ = qρ1 , tj. x ∈ RVq(ρ1).

Dokažimo egzistenciju rešenja y ∈ RVq(ρ2). Neka je

w(t) = Φ

(
1

q

(
y(q2t)

y(qt)
− 1

))
, t ∈ qN0 .

Jednačina (2.6) se tada može transformisati u jednačinu po nepoznatoj funkciji w :

a(t)

a(qt)
Φ

(
1− 1

1 + qΦ−1 (w (q−1t))

)
− w(t) =

((q − 1)t)α+1b(t)

a(qt)
, t ∈ qN0 .

Dokažimo najpre egizstenciju rešenja ω navedene jednačine. Neka su konstante D i d
izabrane kao u prvom delu dokaza. Izaberimo realnu konstantu ε > 0 tako da su ispunjeni
uslovi

(2.26)
1

d
≤ q−λ(1 + ε)−1 − qα(µ−1)

q−λ − qα(µ−1)
i qα−λ−µ(α+1)(1− ε)−1 < 1.

Neka su konstante t0 i N izabrane tako da su uslovi (2.15) i (2.16) ispunjeni za svako
t ≥ t0 i konstanta M̃ tako da je

M̃ ≤ min
{
N, (q − 1)−(α+1)qα(q−λ(1− ε)−1 − Φ(qµ−1 − q−1))

}
.

Uočimo skup

Ω2 =
{
w ∈ X : Φ(qµ−1 − q−1) ≤ w(t) ≤ q−λ(1− ε)−1 − M̃(q − 1)α+1q−α, t ≥ t0

}
,

gde je X isti Banahov prostor kao u prvom delu. Definǐsimo operator H : Ω2 → X na
sledeći način

(Hw)(t) =


a(t)

a(qt)
Φ

(
1− 1

1 + qΦ−1 (w (q−1t))

)
− ((q − 1)t)α+1b(t)

a(qt)
, t ∈ [qt0,∞)q,

Φ(qµ−1 − q−1), t = t0 .

Primenom Banahove teoreme o fiksnoj tački biće dokazano da operator H ima fiksnu
tačku u skupu Ω2.

(i) Operator H slika Ω2 u samog sebe: Za proizvoljno ω ∈ Ω2 važiće

(2.27) 1 + qΦ−1
(
w
(
q−1t

))
≥ qµ, t ∈ [qt0,∞)q,

što uz primenu (2.8), (2.15), (2.16) i (2.26), implicira

(Hw)(t) ≥ a(t)

a(qt)
Φ(1− q−µ)− (q − 1)α+1q−α

D

d

≥ q−λ(1 + ε)−1Φ(1− q−µ)− 1

d
f(qµ)

≥ q−λ(1 + ε)−1Φ(1− q−µ)− q−λ(1 + ε)−1 − qα(µ−1)

q−λ − qα(µ−1)
f(qµ)

= Φ(qµ−1 − q−1), t ∈ [qt0,∞)q.
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

Sa druge strane,

(Hw)(t) ≤ p(t)

p(qt)
−N(q− 1)α+1q−α ≤ q−λ(1− ε)−1− M̃(q− 1)α+1q−α, t ∈ [qt0,∞)q,

a osim toga važi i

Φ(qµ−1 − q−1) = (Hw)(t0) ≤ q−λ(1− ε)−1 − M̃(q − 1)α+1q−α.

Ovim je dokazano da je H(Ω2) ⊆ Ω2.

(ii) Preslikavanje H je kontrakcija: Neka je definisana funkcija

K(x) =
a(t)

a(qt)
Φ

(
1− 1

1 + qΦ−1(x)

)
,

za x ∈ [Φ(qµ−1 − q−1), q−λ(1 − ε)−1 − M̃(q − 1)α+1q−α]. Za proizvoljne w, z ∈ Ω2,
važiće

(Hw)(t)− (Hz)(t) = K(w(q−1t))−K(z(q−1t))

= K′(ξ(q−1t))(w(q−1t)− z(q−1t)), t ∈ [qt0,∞)q,
(2.28)

gde je ξ : [t0,∞) → R funkcija takva da važi (2.21). Primenom (2.15), (2.26) i
(2.27) zaključuje se da je

|K′(x)| = p(t)

p(qt)

∣∣∣qα (1 + qΦ−1(x)
)−α−1∣∣∣ ≤ K = qα−λ−µ(α+1)(1− ε)−1 < 1,

za sve x ∈
[
Φ(qµ−1 − q−1), q−λ(1− ε)−1 − M̃(q − 1)α+1q−α

]
. Prema tome, iz (2.28)

slediće
||Hw −Hz|| ≤ K||w − z||, w, z ∈ Ω2,

te zaključujemo da je H kontraktivno preslikavanje.

Primena Banahove teoreme o fiksnoj tački obezbed̄uje egzistenciju funkcije w ∈ Ω2 takve
da je w = Hw. Stoga,

y(t) =
∏

s∈[qt0,t)q

1

1 + qΦ−1 (w (sq−1))
, t ∈ [qt0,∞)q

je pozitivno, rastuće rešenje jednačine (2.1) definisano na intervalu [qt0,∞)q.

Ostaje dokazati da je y ∈ RVq(ρ2). Biće korǐsćene oznake Y ∗ = lim supt→∞ y(qt)/y(t)
i Y∗ = lim inft→∞ y(qt)/y(t). Primenom (2.27), slediće da je y(qt)/y(t) ≥ qµ, što implicira
da Y ∗, Y∗, q

ρ2 ∈ (qαλ ,∞). Slično prvom delu teoreme, u kojem je dokazano da je rešenje x
q-pravilno promenljivo odred̄enog indeksa regularnosti, dobija se da je f(Y ∗) = f(Y∗) =
f(qρ2). Stroga monotonost funkcije f na intervalu [qαλ ,∞) implicira da je Y ∗ = Y∗ = qρ2 .
Odatle će slediti da je y ∈ RVq(ρ2).

Razmotrimo sada slučaj kada je B < 0. Kako je granična vrednost u (2.12) negativna,
koeficijent b jednačine (2.1) je eventualno negativna funkcija. Kako je ranije pokazano, u
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ovom slučaju su klase rešenja M+ i M− neprazne. Stoga, neka je x proizvoljno pozitivno
i opadajuće rešenje jednačine (2.1) na intervalu [t0,∞)q, za neko t0 ∈ qN0 . Neka su λi,
i = 1, 2 realni i različiti koreni jednačine (2.7) i ρi, i = 1, 2 definisani kao u prethodnom
delu. Tada, primenom Leme 2.3.4 slediće da važi (2.24). Neka su M∗,M∗ definisani kao
u (2.23). Najpre, primetimo da je slučaj M∗ = 0 nemoguć. Zaista, ukoliko bi važilo da je
M∗ = 0, tražeći lim inf kada t→∞ jednakosti (2.25), dobija se da je lim inf

t→∞
(Lx)(t) = −∞,

čime dolazimo do kontradikcije.

Dakle, kako je x pozitivno opadajuće rešenje, slediće da je 0 < M∗ ≤M∗ ≤ 1. Tražeći
lim sup i lim inf kada t→∞ u jednakosti (2.25), dobija se da je f(M∗) = f(M∗) = f(qρ1),
što implicira M∗ = M∗ = qρ1 , obzirom na činjenicu da je f strogo rastuća funkcija
na (0, qαλ). Ovim je pokazano da je proizvoljno eventualno monotono opadajuće rešenje
x q-pravilno promenljivo rešenje jednačine (2.1) indeksa regularnosti ρ1. Na taj način
dokazano je da su sva opadajuća rešenja jednačine (2.1) q-pravilno promenljiva indeksa
regularnosti ρ1. Drugi deo tvrd̄enja, da su sva rastuća rešenja q-pravilno promenljiva
indeksa regularnosti ρ2, dokazuje se analogno. �

Teorema 2.4.2. Neka je a ∈ RVq(λ), λ > α. Postoje eventualno pozitivna rešenja
jednačine (2.1)

x ∈ RVq(ρ1) i y ∈ RVq(ρ2),

gde su indeksi regularnosti ρ1 i ρ2 takvi da su λ1 = Φ([ρ1]q) i λ2 = Φ([ρ2]q) realni i različiti
koreni jednačine (2.7) ako i samo važi (2.12). Za indekse regularnosti ρ1 i ρ2 važi sledeće:

(i) 1− λ/α < ρ1 < αλ < ρ2 < 0 ako i samo ako 0 < B <
∣∣[αλ]q∣∣α+1

;

(ii) ρ1 = 1− λ/α and ρ2 = 0 ako i samo ako B = 0;

(iii) ρ1 < 1− λ/α < 0 < ρ2 ako i samo ako B < 0.

Ukoliko je ispunjen uslov (2.12) i B < 0, sva eventualno opadajuća rešenja jednačine
(2.1) su q-pravilno promenljiva indeksa regularnosti ρ1 i sva eventualno rastuća rešenja
su q-pravilno promenljiva indeksa regularnosti ρ2, tj. M− = MRV (ρ1) i M+ = MRV (ρ2).

Dokaz: Dokaz da je uslov (2.12) neophodan za egzistenciju bar dva q-pravilno promenljiva
rešenja x i y sa odred̄enim indeksima regularnosti je isti kao pomenuti smer dokaza Teo-
reme 2.4.1. Stoga, navodimo u nastavku samo osnovne segmente dokaza da je uslov (2.12)
dovoljan za egzistenciju pomenutih rešenja.

Pretpostavimo da je uslov (2.12) ispunjen.

Razmotrimo najpre slučaj 0 ≤ B <
∣∣[αλ]q∣∣α+1

. Neka su konstante D,λη, λµ izabrane
kao u Teoremi 2.4.1 i neka su λ1, λ2, ρ1, ρ2 definisani kao u pomenutoj teoremi. Kako bi
bila dokazana egzistencija q-pravilno promenljivog rešenja x ∈ RVq(ρ1), najpre će biti
dokazana egzistencija rešenja w jednačine (2.13). Neka je konstanta d izabrana kao u
prethodnoj teoremi i neka je konstanta ε > 0 takva da je

1

d
≤ q−λ(1− ε)−1 − qα(η−1)

q−λ − qα(η−1)
i q−α+λ+η(α+1)(1 + ε) < 1 .
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

Osim toga, izaberimo konstante N ≥ 0 i t0 ∈ qN0 tako da su uslovi (2.15) i (2.16)
zadovoljeni. Očigledno, konstanta N može biti izabrana tako da je

Ñ = (q − 1)α+1q−αN − q−α ≤ q−λ(1− ε)−1Φ(1− q−η) .

Primenom Banahove teoreme o fiksnoj tački dokazuje se da operator F definisan sa (2.19)
ima fiksnu tačku u skupu

Ω = {w ∈ X : Ñ ≤ w(t) ≤ q−λ(1− ε)−1Φ(1− q−η), t ≥ t0},

gde je X Banahov prostor definisan u Teoremi 2.4.1. Tada, funkcija x definisana sa
(2.22) jeste rešenje jednačine (2.1). Kao u dokazu Teoreme 2.4.1 dokazuje se da je ovako
definisano rešenje x ∈ RVq(ρ1).

Ostaje da razmotrimo slučaj kada je B < 0. Neka je x proizvoljno opadajuće pozitivno
rešenje jednačine (2.1). Neka su M∗,M∗ definisani u (2.23). Kao u dokazu Teoreme 2.4.1,
u slučaju B < 0, utvrd̄uje se da važi M∗,M∗ ∈ (0, 1] i f(M∗) = f(M∗) = f(qρ1). Kako
je f(qρ1) = (q − 1)α+1qαB < 0, mora važiti da M∗,M∗, q

ρ1 ∈ (0, q1−λ/α). Obzirom da je
funkcija f strogo rastuća na intervalu (0, q1−λ/α), sledi zaključak da je M∗ = M∗ = qρ1 ,
tj. x ∈ RVq(ρ1).

U oba slučaja, dokaz egzistencije rešenja y ∈ RVq(ρ2) je sličan delu dokaza u pretho-
dnoj teoremi i biće izostavljen. �

Uporedimo dobijene rezultate sa odgovarajućim rezultatima u neprekidnom slučaju.
U radu [49] dokazano je da u slučaju λ < α, polulinearna diferencijalna jednačina (2.2)
ima par generalizovanih RV-rešenja u odnosu na A, gde je A(t) =

∫ t
t0
a(s)−1/αds, ako i

samo ako je

lim
t→∞

A(t)α
∫ ∞
t

b(s)ds = c ∈
(
−∞, αα

(α + 1)α+1

)
.

Indeksi regularnosti ovih pravilno promenljivih rešenja su Φ−1(γi), i = 1, 2, gde su γ1 < γ2
realni koreni jednačine

(2.29) |γ|1+
1
α − γ + c = 0.

Sa druge strane, ukoliko je λ > α, jednačina (2.2) poseduje par generalizovanih RV-rešenja
u odnosu na 1/Â, gde je Â(t) =

∫∞
t
a(s)−1/αds, ako i samo ako je

lim
t→∞

1

Â(t)

∫ ∞
t

Â(s)α+1b(s)ds = c, c ∈
(
−∞, αα

(α + 1)α+1

)
.

Indeksi regularnosti ovih rešenja su Φ−1(νi), i = 1, 2, gde su ν1 < ν2 realni koreni jednačine

(2.30) |ν|1+
1
α + ν + c = 0 .

Dokazaćemo da ovi rezultati odgovaraju rezultatima Teoreme 2.4.1 i Teoreme 2.4.2
kada q → 1+. Zaista, to će biti posledica sledećih zapažanja:
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2.4. Egzistencija RVq−rešenja

(i) Za funkciju hλ definisanu sa (2.3), važiće da hλ(x)→ |x|1+ 1
α + λ

α
x kada q → 1+, te

jednačina (2.7) postaje

(2.31) |x|1+
1
α + x

(λ
α
− 1
)

+
B

α
= 0.

(ii) Pretpostavljajući da je koeficijent a u (2.2) pravilno promenljiva funkcija indeksa λ,
može se proveriti da je

x ∈ RV(ρi), i = 1, 2 ako i samo ako je x ∈ RVA

( αρi
α− λ

)
, i = 1, 2

x ∈ RV(ρi), i = 1, 2 ako i samo ako je x ∈ RV1/Â

( αρi
λ− α

)
, i = 1, 2

(iii) Neka je c = Bαα|α− λ|−α−1.

(iii.1) λi = Φ(ρi), i = 1, 2 su realni koreni jednačine (2.31) ako i samo ako su γi =

Φ
(
αρi
α−λ

)
, i = 1, 2 realni koreni jednačine (2.29);

(iii.2) λi = Φ(ρi), i = 1, 2 realni koreni jednačine (2.31) ako i samo ako su νi =

Φ
(
αρi
λ−α

)
, i = 1, 2 realni koreni jednačine (2.30).

Primetimo da ukoliko je a ∈ RVq(α), u uslovu (2.12) mora biti B < 0, tj. koeficijent b
jednačine (2.1) mora biti eventualno negativan. Stoga, sledeća teorema se dokazuje na
isti način kao Teorema 2.4.1 (iii) i Teorema 2.4.2 (iii).

Teorema 2.4.3. Neka je a ∈ RVq(α). Postoje eventualno pozitivna rešenja jednačine
(2.1)

x ∈ RVq(ρ1) i y ∈ RVq(ρ2),
gde su indeksi regularnosti ρ1 i ρ2 takvi da su λ1 = Φ([ρ1]q) i λ2 = Φ([ρ2]q) realni i
različiti koreni jednačine (2.7) ako i samo ako važi (2.12). Za indekse regularnosti ρ1
i ρ2 važi da je ρ1 < 0 < ρ2. U tom slučaju sva eventualno opadajuća rešenja jednačine
(2.1) su q-pravilno promenljiva indeksa regularnosti ρ1 i sva eventualno rastuća rešenja
su q-pravilno promenljiva indeksa regularnosti ρ2, tj. M− = MRV (ρ1) i M+ = MRV (ρ2).

Napomena 2.4.1. Posmatrajući graničnu vrednosti kada q → 1+ u Teoremi 2.4.3, do-
bijaju se rezultati koji odgovaraju rezultatima dokazanim u neprekidnom slučaju [107,
Teorema 5.7].

U narednoj teoremi razmatran je slučaj u kojem jednačina (2.7) ima dvostruki realan
koren. Odred̄eni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju q-pravilno promenljivih
rešenja jednačine (2.1) pod pretpostavkom da je ona neoscilatorna.

Teorema 2.4.4. Neka je jednačina (2.1) neoscilatorna i neka je a ∈ RVq(λ), λ ∈ R.
Jednačina (2.1) ima eventualno pozitivno rešenje x ∈ RVq(αλ) ako i samo ako

(2.32) lim
t→∞

qαtα+1r(t)

p(qt)
=
∣∣[αλ]q∣∣α+1

.

U tom slučaju, sva eventualno pozitivna rešenja biće q-pravilno promenljiva indeksa reg-
ularnosti αλ, tj. M = MRV (αλ).
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

Dokaz: Primetimo da u slučaju kada je B = Φ([αλ]q)[αλ]q =
∣∣[αλ]q∣∣α+1

jednačina (2.7)
ima realan dvostruki koren x0 = Φ([αλ]q). Zaista, primena Lema 2.3.2 i 2.3.4 implicira

[α]q
(
Φ([αλ]q)− hλ(Φ([αλ]q))

)
= [αλ]qΦ([αλ]q)

[
−λ
α

+ 1 + αλ

]
qα

= f(αλ)q
α(q − 1)−(α+1) =

∣∣[αλ]q∣∣α+1
.

Dokaz da je uslov (2.32) neophodan za egzistenciju q-pravilno promenljivog rešenja x
je isti kao dokaz istog smera u Teoremi 2.4.1 Dokažimo da je uslov (2.32) dovoljan za
egzistenciju q-pravilno promenljivog rešenja x. Neka je x proizvoljno eventualno pozitivno
rešenje. Tada je

lim
t→∞

(Lx)(t) = (q − 1)α+1 lim
t→∞

tα+1b(t)

a(qt)
= (q − 1)α+1q−α

∣∣[αλ]q∣∣α+1
= f(qαλ).

Neka su M∗,M∗ definisani u (2.23). Iz jednakosti (2.25) slediće da je f(M∗) = f(M∗) =
f(qαλ). Kako funkcija f dostiže maksimum u tački qαλ , zaključuje se da jeM∗ = M∗ = qαλ .
Na ovaj način, dokazano je da su sva eventualno pozitivna rešenja jednačine (2.1) q-
pravilno promenljiva rešenja indeksa regularnosti αλ. �

2.4.2 Polulinearna jednačina sa RVq−koeficijentom a i negativ-
nim koeficijentom b

U ovom poglavlju biće razmatrana jednačina (2.1) u kojoj za koeficijente jednačine važi

(2.33) a ∈ RVq(λ), λ ∈ R, b(t) < 0, t ≥ t0,

za neko t0 ∈ qN0 . Svako netrivijalno rešenje jednačine (2.1) je u tom slučaju neoscilatorno
i klase M+ i M− su neprazne. Pod pretpostavkom da jednačina (2.1) poseduje q-pravilno
promenljiva rešenja, biće ispitani uslovi pod kojim će sva eventualno pozitivna rešenja
biti q-pravilno promenljiva.

Kao što je dokazano u Teoremama 2.4.1 - 2.4.4, uslov (2.12) obezbed̄uje egzistenciju
q-pravilno promenljivih rešenja. Med̄utim, pretpostavka da je koeficijent b jednačine (2.1)
eventualno negativna funkcija implicira da će za graničnu vrednost B važiti da je B ≤ 0.
U nastavku će biti odvojeno razmatrani slučajevi B < 0 i B = 0.

Ukoliko je uslov (2.12) ispunjen i B < 0, dokazano je da su u slučaju λ < α (Teorema
2.4.1 (iii)), λ > α (Teorema 2.4.2 (iii)) i λ = α (Teorema 2.4.3) sva eventualno pozitivna
rešenja jednačince (2.1) q-pravilno promenljiva. Osim toga, sva eventualno opadajuća
(rastuća) rešenja će imati isti indeks regularnosti.

Ostaje da razmotrimo slučaj kada je B = 0. Na isti način kao u navedenim teoremama
u prethodnom paragrafu, može biti dokazano da su u slučaju λ < α sva opadajuća even-
tualno pozitivna rešenja q-sporo promenljiva i u slučaju λ > α sva eventualno pozitivna
rastuća rešenja q-sporo promenljiva.
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2.4. Egzistencija RVq−rešenja

Teorema 2.4.5. Neka koeficijenti jednačine (2.1) zadovoljavaju uslov (2.33) i neka je

(2.34) lim
t→∞

tα+1b(t)

a(t)
= 0.

Za rešenja jednačine (2.1) važe sledeća tvrd̄enja:

(i) Ukoliko je λ < α, tada je M− ⊆MSV .

(ii) Ukoliko je λ > α, tada je M+ ⊆MSV .

(iii) Ukoliko je λ = α, tada je M = MSV .

Dokaz: (i) Neka je x ∈ M− proizvoljno rešenje jednačine (2.1). Neka su λi, i = 1, 2
realni i različiti koreni jednačine (2.7) u kojoj je B = 0 i ρi, i = 1, 2 definisani kao u
dokazu Teoreme 2.4.1. Tada je ρ1 = 0 i ρ2 = 1− λ/α.

Uslov (2.34) implicira da je
lim
t→∞

(Lx)(t) = 0.

Neka su M∗,M∗ definisani kao u (2.23). Analogno kao u prethodnim teorema zaključuje
se da slučaj M∗ = 0 nije moguć. Kako je x pozitivno, opadajuće rešenje, slediće da je
0 < M∗ ≤M∗ ≤ 1.

Tražeći lim sup i lim inf kada t → ∞ u jednakosti (2.25), dobija se da je f(M∗) =
f(M∗) = 0, što implicira M∗ = M∗ = 1, obzirom na činjenicu da funkcija f ima nule u
tačkama x = 1 i x = q1−λ/α > 1. Ovim je pokazano da je proizvoljno eventualno monotono
opadajuće rešenje x q-sporo promenljivo rešenje jednačine (2.1). Na taj način dokazano
je da su sva opadajuća rešenja jednačine (2.1) q-sporo promenljiva rešenja.

(ii) Neka je x ∈M+ proizvoljno rešenje jednačine (2.1). Analogno slučaju (i), koristeći
iste oznake, zaključujemo da je f(M∗) = f(M∗) = 0, gde su M∗,M

∗ ≥ 1, obzirom da je x
evenutalno rastuća funkcija. Kako su jedine nule funkcije f tačke x = 1 i x = q1−λ/α < 1,
zaključujemo da je M∗ = M∗ = 1, što dalje implicira da je rešenje x q-sporo promenljivo,
tj. važiće M+ ⊆MSV .

(iii) U slučaju kada je λ = α, biće αλ = 0, te je uslov (2.34) ekvivalentan uslovu
(2.32). Tvrd̄enje važi na osnovu Teoreme 2.4.4. �

Med̄utim, ukoliko posmatramo slučaj λ < α i eventualno rastuća rešenja, postupak
korǐsćen u dokazu prethodne teoreme nije moguće primeniti da bi se pokazalo da su sva
eventualno rastuća rešenja jednačine (2.1) q-pravilno promenljiva. Analogno je i u slučaju
λ > α i eventualno opadajućim rešenjima.

Kako bismo dali odgovor na pitanje da li su sva rešenja jednačine (2.1) q-pravilno
promenljiva u preostalim slučajevima, posmatrajmo jednačinu (2.1) u kojoj koeficijenti,
osim uslova (2.34) zadovoljavaju i sledeće uslove:

(2.35) a ∈ RVq(λ), λ 6= α, |b| ∈ RVq(λ− α− 1), b(t) < 0, t ≥ t0.

U nastavku će biti pokazano da pod pretpostavkom da jednačina (2.1) poseduje q-
pravilno promenljivo rešenje i da je koeficijent b evenutalno negativan, takav da je |b| ∈
RVq(µ), mora biti

(2.36) µ = λ− α− 1.
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Pretpostavimo da je x ∈ RVq(ρ), ρ ∈ R rešenje jednačine (2.1) definisano na intervalu
[t1,∞), za neko t1 ∈ qN0 i |b| ∈ RVq(µ). Tada se q-pravilno promenljive funkcije x i |b|
mogu predstaviti u obliku

x(t) = tρlx(t), |b| = tµlb(t), lx, lb ∈ SVq, t ≥ t1.

Funkcija x[1] je eventualno rastuća funkcija konstantnog znaka, te je limt→∞ |x[1](t)| = c ∈
[0,∞].

Razmatrajmo najpre slučaj c = ∞. Integracijom jednačine (2.1) na intervalu [t1, t]q,
dobija se

(2.37) x[1](t)− x[1](t1) = −
∫ t

t1

b(s)x(qs)αdqs =

∫ t

t1

sµ+ραlb(s)lx(qs)dqs, t ≥ t1.

Kako desna strana jednakosti (2.37) konvergira beskonačnosti kada t → ∞, Karamatina
integraciona teorema implicira da mora važiti µ+ ρα + 1 ≥ 0.

(i) Ukoliko je µ + ρα + 1 = 0, primena Karamatine integracione teoreme implicira
da je funkcija sa desne strane jednakosti (2.37) q-sporo promenljiva, što dalje impli-
cira da je x[1] ∈ SVq. Primena Teoreme 1.4.2 (iv) i (vi) dovodi do zaključka da je
x ∈ RVq (1− λ/α) , tj. ρ = 1− λ/α. Iz uslova µ+ ρα + 1 = 0, slediće (2.36).

(ii) Ukoliko je µ + ρα + 1 > 0, tada primena Karamatine integracione teoreme pri
integraciji u (2.37) daje

x[1](t) ∼ tµ+ρα+1

[µ+ ρα + 1]q
lb(t)lx(t), t→∞.

Stoga, primena Teoreme 1.4.2 (vii) implicira da je x[1] ∈ RVq(µ+ρα+ 1), odakle će dalje
slediti da je x ∈ RVq ((µ+ ρα + 1− λ)/α + 1) , tj.

µ+ ρα + 1− λ
α

+ 1 = ρ,

odakle sledi (2.36).

Analogno, u slučaju c ≥ 0, integracijom jednačine (2.1) na intervalu [t,∞) i primenom
Karamatine integracione teoreme, dokazuje se da mora važiti (2.36).

Naredna teorema dokazuje da su pod pretpostavkama (2.34) i (2.35) u preostalim
slučajevima sva eventualno pozitivna rešenja q-pravilno promenljiva.

Teorema 2.4.6. Neka koeficijenti jednačine (2.1) zadovoljavaju uslove (2.34) i (2.35).

(i) Ako je λ < α, tada je M+ = MRV (1− λ/α) i M− = MSV .

(ii) Ako je λ > α, tada je M− = MRV (1− λ/α) i M+ = MSV .

Dokaz: Dokaz se zasniva na principu reciprociteta. Imajući u vidu pretpostavke teo-
reme, proverimo koje uslove će ispunjavati koeficijenti jednačine (2.9), definisani u (2.10).
Primetimo da je

(2.38) â ∈ RVq(λ̂), λ̂ 6= α̂, |b̂| ∈ RVq(λ̂− α̂− 1), λ̂ = 1− λ

α
+

1

α
.
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Osim toga, važiće

(2.39) lim
t→∞

tα̂+1b̂(t)

â(t)
= lim

t→∞
sgn b(t)

(
qαtα+1|b(t)|

a(qt)

) 1
α

= 0,

te zaključujemo da koeficijenti jednačine (2.9) zadovoljavaju uslov (2.34) Teoreme 2.4.5.

(i) Primenom Teoreme 2.4.5 (i) važiće da je M− ⊆MSV . Neka je x proizvoljno rastuće
rešenje jednačine (2.1) na intervalu [t0,∞)q. Tada je u(t) = x[1](t), t ≥ t0 pozitivno,

rastuće rešenje jednačine (2.9). Iz uslova λ < α sledi da je λ̂ > α̂, te primenom Teoreme
2.4.5 (ii) na jednačinu (2.9) zaključuje se da je u ∈ SVq. Ovo dalje implicira da za rešenje x
važi da je x ∈ RVq (1− λ/α) . Posledično, kako je x proizvoljno rastuće rešenje jednačine
(2.1), sledi da za jednačinu (2.1) važi da je M+ ⊆MRV (1− λ/α) .

Kako bismo dokazali tražene skupovne jednakosti, posmatrajmo q-pravilno promenlji-
va rešenja jednačine (2.1). Neka je x proizvoljno q-sporo promenljivo rešenje jednačine
(2.1). Dokažimo da ovo rešenje pripada klasi M−. Pretpostavimo suprotno, neka je x
eventualno monotono rastuće rešenje, tj. x ∈ M+. Na osnovu prethodnog paragrafa,
kako je M+ ⊆ MRV (1− λ/α) , slediće da je rešenje x q-pravilno promenljivo indeksa
regularnosti 1 − λ/α, te dolazimo do kontradikcije. Dakle, MSV ⊆ M−. Svako RVq-
rešenje x indeksa regularnosti 1 − λ/α > 0 je eventualno strogo monotono rastuće, pa
zaključujemo da je MRV (1− λ/α) ⊆M+.

(ii) Primenom Teoreme 2.4.5 (ii) važiće da je M+ ⊆ MSV . Neka je x prozivoljno
opadajuće rešenje jednačine (2.1) na intervalu [t0,∞)q. Tada je u(t) = −x[1](t), t ≥
t0 pozitivno opadajuće rešenje jednačine (2.9). Iz uslova λ > α sledi da je λ̂ < α̂,
te primenom Teoreme 2.4.5 (i) na jednačinu (2.9) zaključuje se da je u ∈ SVq. Ovo
dalje implicira da za rešenje x važi da je x ∈ RVq (1− λ/α) . Posledično, kako je x
proizvoljno opadajuće rešenje jednačine (2.1), sledi da za jednačinu (2.1) važi da je, M− ⊆
MRV (1− λ/α) . Analogno kao u delu (i) dokazuju se preostale skupovne inkluzije. �

2.5 Asimptotska reprezentacija RVq−rešenja

2.5.1 Polulinearna q-diferencna jednačina saRVq−koeficijentima
a i b

U ovom poglavlju biće razmatrana asimptotska reprezentacija q-pravilno promenljivih
rešenja jednačine (2.1) pod pretpostavkom da za koeficijente jednačine važi

(2.40) a ∈ RVq(λ), λ 6= α, b je eventualno jednog znaka, |b| ∈ RVq(λ− α− 1)

i da je uslov (2.34) ispunjen. Koeficijenti a i b se tada mogu predstaviti u obliku

a(t) = tλla(t), |b(t)| = tλ−α−1lb(t), la, lb ∈ SVq, t ∈ qN0 .

Teorema 2.4.1 (ii) i Teorema 2.4.2 (ii) tada impliciraju da je

MRV

(
1− λ

α

)
6= ∅ i MSV 6= ∅,
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

te će biti odred̄ene asimptotske formule ovih rešenja.

Štavǐse, pod ovim pretpostavkama, u slučaju kada je b eventualno negativna funkcija,
Teorema 2.4.6 implicira da je u slučaju λ < α,

M+ = MRV

(
1− λ

α

)
i M− = MSV ,

odnosno, u slučaju λ > α je

M− = MRV

(
1− λ

α

)
i M+ = MSV .

Stoga, odred̄ivanjem asimptotskih formula za q-pravilno promenljiva rešenja, u ovom
slučaju, odred̄ujemo asimptotske formule za sva eventualno pozitivna rešenja jednačine
(2.1).

Uvedimo sledeće oznake

(2.41) δ = Φ−1
(

1

[λ− α]q

)
i G(t) = Φ−1

(
tb(t)

a(t)

)
, t ∈ qN0 .

Naredna pomoćna lema će biti veoma korisna u odred̄ivanju asimptotskih formula za
q-pravilno promenljiva rešenja jednačine (2.1).

Lema 2.5.1. Neka koeficijenti jednačine (2.1) zadovoljavaju uslov (2.40). Ako je x q-
sporo promenljivo rešenje jednačine (2.1), tada je

(2.42) Dq lnx(t) = −(1 + o(1))δG(t), t→∞.

Dokaz: Pretpostavimo da je x q-sporo promenljivo rešenje jednačine (2.1) definisano
na intervalu [t0,∞)q, za neko t0 ∈ qN0 . Tada je ispunjen uslov (2.34). Bez gubljenja
opštosti, pretpostavimo da je koeficijent b konstantnog znaka na intervalu [t0,∞)q.

(i) Najpre razmotrimo slučaj b(t) < 0, t ≥ t0. Neka je najpre λ < α. Primena Teoreme
2.4.6 implicira da je x opadajuće rešenje, dok pretpostavka λ < α implicira da je Ia =∞.
Primena Leme 2.2.1 implicira da će za kvazi izvod rešenja x važiti da je limt→∞ x

[1](t) = 0.
Integraljenjem jednačine (2.1) na intervalu [t,∞)q, dobijamo da važi

− x[1](t) = −
∫ ∞
t

b(s)x(qs)α dqs =

∫ ∞
t

sλ−α−1lb(s)x(qs)αdqs, t ≥ t0.(2.43)

Primena Karamatine integracione teoreme u (2.43) dovodi do

−x[1](t) ∼ −t
λ−αlb(t)x(t)α

[λ− α]q
=
tb(t)x(t)α

[λ− α]q
, t→∞,

što dalje implicira

−Dqx(t)

x(t)
∼ Φ−1

(
tb(t)

a(t)[λ− α]q

)
, t→∞.
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Kako je x ∈ SVq, koristeći Teoremu 1.4.2 (viii), zaključujemo da je

−Dq lnx(t) ∼ δG(t), t→∞,

što nas dovodi do tražene asimptotske formule (2.42).

Razmotrimo sada slučaj λ > α. Primena Teoreme 2.4.6 tada implicira da je rešenje
x eventualno rastuća funkcija. Uslov λ > α, uz primenu Karamatine integracione teo-
reme implicira da je integral Ib divergentan. Na osnovu Leme 2.2.3 zaključujemo da je
limt→∞ x

[1](t) =∞. Integracija jednačine (2.1) na [t0, t] implicira

x[1](t) = x[1](t0) +

∫ t

t0

sλ−α−1lb(s)x(qs)αdqs ∼
−tb(t)x(t)α

[λ− α]q
, t ≥ t0.

Nastavljajući na isti način kao u prethodnom delu, primena Teoreme 1.4.2 (viii) i Teoreme
1.4.4 impliciraju da u ovom slučaju x takod̄e zadovoljava (2.42).

(ii) Neka je b(t) > 0, t ≥ t0. Razmotrimo najpre slučaj λ < α. Kako u ovom slučaju
važi da je M− = ∅, x mora biti rastuće rešenje koje zadovoljava limt→∞ x

[1](t) = 0. Stoga,
nakon integracije jednačine (2.1) na intervalu [t,∞) i primenom Karamatine integracione
teoreme, sledi

x[1](t) =

∫ ∞
t

b(s)x(qs)α dqs =

∫ ∞
t

sλ−α−1lb(s)x(qs)αdqs ∼
−tb(t)x(t)α

[λ− α]q
, t→∞.

Poslednja asimptotska relacija implicira

Dq lnx(t) ∼ Dqx(t)

x(t)
∼ Φ−1

(
−tb(t)

a(t)[λ− α]q

)
= −δG(t), t→∞,

čime je dokazano tvrd̄enje u ovom slučaju. Preostaje da se utvrdi da li važi (2.42) u
slučaju λ > α. Tada je x ∈ M− i limt→∞ x

[1](t) = ∞, tako da integraljenjem jednačine
(2.1) na intervalu [t0, t] dobijamo

x[1](t) = x[1](t0)−
∫ t

t0

sλ−α−1lb(s)x(qs)αdqs ∼
−tb(t)x(t)α

[λ− α]q
, t→∞.

Nastavljajući na isti način kao u prethodnim delovima, dobijamo (2.42). �

Sledeće dve teoreme odred̄uju asimptotske formule q-sporo promenljivih rešenja jedna-
čine (2.1). Razmotrićemo odvojeno slučajeve kada je b eventualno negativna i eventualno
pozitivna funkcija.

Teorema 2.5.1. Pretpostavimo da koeficijenti jednačine (2.1) zadovoljavaju uslove (2.34)
i (2.40), pri čemu je b eventualno negativna funkcija. Svako q-sporo promenljivo rešenje
x jednačine (2.1) zadovoljava sledeća tvrd̄enja:

(i) Ako je
∫∞
1
G(t)dqt =∞, tada

(2.44) x(t) = exp

(
−(1 + o(1))δ

∫ t

1

G(s)dqs

)
, t→∞,

Štavǐse, ako je λ < α, tada je M− = M−0,0 = MSV , dok u slučaju λ > α važi
M+ = M+

∞,∞ = MSV .
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(ii) Ako je
∫∞
1
G(t)dqt <∞, tada je

(2.45) x(t) = N exp

(
(1 + o(1))δ

∫ ∞
t

G(s)dqs

)
, t→∞,

gde je N = limt→∞ x(t) ∈ (0,∞). Štavǐse, ako je λ < α, tada je M− = M−B,0 = MSV ,

dok u slučaju λ > α važi M+ = M+
B,∞ = MSV . Osim toga, važi

(2.46)
lb(t)

1
α

la(t)
1
α (N − x(t))

= o(1), t→∞.

Dokaz: Bez gubljenja opštosti, pretpostavimo da je b(t) < 0 na intervalu [t0,∞)q, za
neko t0 ∈ qN0 i x je proizvoljno q-sporo promenljivo rešenje jednačine (2.1) definisano na
intervalu [t0,∞)q. Uslov (2.34) obezbed̄uje postojanje takvog rešenja. Takod̄e, ispunjeni
su uslovi Leme 2.5.1, tako da ovo rešenje zadovoljava asimptotsku formulu (2.42). Štavǐse,
uslovi Teoreme 2.4.6 su takod̄e zadovoljeni, tako da u slučaju λ < α važi M− = MSV , dok
u slučaju λ > α važi M+ = MSV .

(i) Pretpostavimo da je
∫∞
1
G(t)dqt =∞. Integraljenjem (2.42) na [t0, t] proizilazi

(2.47) lnx(t) = ln x(t0)− δ
∫ t

t0

(1 + o(1))G(s)dqs, t→∞.

Koristeći q-Lopitalovo pravilo, dokazuje se da važi

lnx(t0)− δ
∫ t

t0

(1 + o(1))G(s)dqs ∼ −δ
∫ t

1

G(s)dqs, t→∞,

što uz korǐsćenje (2.47) dalje vodi do asimptotske formule (2.44) za rešenje x.

U slučaju λ < α, uslov
∫∞
1
G(t)dqt =∞ implicira da za rešenje x važi da je limt→∞ x(t)

= 0. Štavǐse, kako u slučaju Ia =∞ primena Leme 2.2.1 implicira da će važiti limt→∞ x
[1](t)

= 0, sledi da je x ∈ M−0,0. Kako je x proizvoljno SVq rešenje, zaključujemo da je
MSV ⊆M−0,0. Dakle, M− = M−0,0 = MSV .

Slično, ako razmotrimo slučaj λ > α, divergencija integrala Ib i primena Leme 2.2.3
impliciraju da za kvazi izvod rešenja x važi limt→∞ x

[1](t) = ∞. Uslov
∫∞
1
G(t)dqt = ∞

implicira da za rešenje x važi da je limt→∞ x(t) =∞, te sledi da x ∈M+
∞,∞. Zaključujemo

da je M+ = M+
∞,∞ = MSV .

(ii) Pretpostavimo da je
∫∞
1
G(t)dqt <∞. Integraljenjem (2.42) na [t,∞)q proizilazi

(2.48) lnx(t)− lnN = δ

∫ ∞
t

(1 + o(1))G(s)dqs, t→∞,

gde je N = lim
t→∞

x(t). Koristeći q-Lopitalovo pravilo, jednostavno je utvrditi da važi

δ

∫ ∞
t

(1 + o(1))G(s)dqs ∼ δ

∫ ∞
t

G(s)dqs, t→∞,
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što dalje, uz (2.48) implicira

lnx(t) = lnN + δ(1 + o(1))

∫ ∞
t

G(s)dqs, t→∞,

odakle će slediti da x zadovoljava asimptotsku formulu (2.45).

U slučaju λ < α, uslov
∫∞
1
G(t)dqt < ∞ implicira da limt→∞ x(t) = N, dok će na

osnovu Leme 2.2.1 važiti limt→∞ x
[1](t) = 0, te zaključujemo da je MSV ⊆M−B,0. Primenom

Teoreme 2.4.6 (i) zaključujemo M− = M−B,0 = MSV .

Da bi dokazali da važi (2.46), primetimo da za q-sporo promenljivo rešenje x važi

x(t)−N =

∫ ∞
t

L(s)

s
dqs, t ≥ t0,

gde je

L(t) = −tΦ−1
(

1

a(t)

∫ ∞
t

b(u)x(qu)αdqu

)
, t ≥ t0,

q-sporo promenljiva funkcija, prema Teoremi 1.4.4. Karamatina integraciona teorema
takod̄e implicira da je

lim
t→∞

L(t)

x(t)−N
= 0.

Primenom Karamatine integracione teoreme, uzimajući u obzir oznake uvedene u (2.41),
primetimo da važi

L(t) ∼ δtG(t)x(t) ∼ −Nδ
(
lb(t)

la(t)

) 1
α

, t→∞,

što dalje implicira da važi (2.46).

U slučaju λ > α, slično može biti utvrd̄eno da svako SVq rešenje x pripada klasi M+
B,∞.

Štavǐse, za rešenje x važi

N − x(t) =

∫ ∞
t

(
1

a(s)
Φ−1

(
x[1](t0)−

∫ s

t0

b(u)x(qu)αdqu

))
dqs

∼
∫ ∞
t

Φ−1
(

1

a(s)

(
−
∫ s

t0

b(u)x(qu)αdqu

))
dqs, t→∞.

Nastavljajući na isti način kao u prethodnom slučaju, dokazujemo da (2.46) takod̄e važi.
�

Teorema 2.5.2. Pretpostavimo da koeficijenti jednačine (2.1) ispunjavaju uslove (2.34)
i (2.40), pri čemu je b eventualno pozitivna funkcija. Svako q-sporo promenljivo rešenje
x jednačine (2.1) zadovoljava sledeća tvrd̄enja:

(i) Ako je
∫∞
1
G(t)dqt = ∞, tada x zadovoljava (2.44). Štavǐse, ako je λ < α, tada je

MSV ⊆M+
∞,0, dok u slučaju λ > α važi MSV ⊆M−0,∞.
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(ii) Ako je
∫∞
1
G(t)dqt < ∞, tada x zadovoljava (2.45), gde je N = limt→∞ x(t) ∈

(0,∞). Štavǐse, ako je λ < α, tada je MSV = M+
B,0, dok u slučaju λ > α važi

MSV = M−B,∞. Osim toga, važi (2.46).

Dokaz: Bez gubljenja opštosti pretpostavimo da je b(t) > 0 na [t0,∞)q, za neko
t0 ∈ qN0 i neka je x q-sporo promenljivo rešenje jednačine (2.1) definisano na [t0,∞)q.
Uslov (2.34) obezbed̄uje postojanje takvog rešenja. Takod̄e, Lemma 2.5.1 dokazuje da
takvo rešenje zadovoljava (2.42).

(i) Pretpostavimo da je
∫∞
1
G(t)dqt = ∞. Integraljenjem (2.42) od t0 do t, dobija

se da važi (2.47), što dovodi do tražene asimptotske formule (2.44) za rešenje x. Dalje,
razmotrimo najpre slučaj λ < α. U ovom slučaju, kako je Ia = ∞, rešenje x je even-
tualno rastuća funkcija čiji kvazi izvod zadovoljava uslov limt→∞ x

[1](t) = 0. Osim toga,
uslov

∫∞
1
G(t)dqt = ∞ implicira da za rešenje x važi da je limt→∞ x(t) = ∞, tako da

zaključujemo da je MSV ⊆M+
∞,0. Slično, u slučaju λ > α, svako SVq rešenje x jeste even-

tualno opadajuće i njegov kvazi izvod zadovoljava limt→∞ x
[1](t) = ∞. U ovom slučaju

uslov
∫∞
1
G(t)dqt =∞ implicira da je limt→∞ x(t) = 0, te zaključujemo da je MSV ⊆M−0,∞.

(ii) Pretpostavimo da važi
∫∞
1
G(t)dqt <∞. Integraljenjem (2.42) na intervalu [t,∞)q

dobijamo (2.48) što je ekvivalentno sa (2.45). Odavde sledi da je limt→∞ x(t) = N ∈
(0,∞). Stoga, u slučaju λ < α, kako svako SVq rešenje x jeste rastuća funkcija koja
zadovoljava limt→∞ x

[1](t) = 0, sledi zaključak MSV = M+
B,0, dok u slučaju λ > α važi

MSV = M−B,∞. Nastavljajući na isti način kao u dokazu Teoreme 2.5.1 dobijamo (2.46). �

U narednim teoremama biće odred̄ene asimptotske formule RVq (1− λ/α) rešenja
jednačine (2.1) pod zadatim uslovima. Osnovni alat korǐsćen u narednim teoremama
biće princip reciprociteta, opisan u Poglavlju 2.3. Dakle, x je rešenje jednačine (2.1) ako i
samo ako je u = x[1] rešenje jednačine (2.11). Imajući u vidu da u ovoj sekciji koeficijenti
a i b jednačine (2.1) zadovoljavaju uslove (2.34) i (2.40), to dalje implicira da koeficijenti
jednačine (2.11) zadovoljavaju uslove (2.38) i (2.39).

Uvedimo oznake

Ĝ(t) =
tαb(t)

a(t)
i δ̂ = −Φ

(
1

[λ/α− 1]q

)
.

Primetimo da

δ̂Ĝ(t) ∼ Φ

(
tb̂(t)

[λ̂− α̂]qâ(t)

)
, t→∞.

Oznaka za klase pozitivnih rešenja jednačine (2.11) biće analogne onima definisanim u
(1.19) sa M̂ umesto M.

Teorema 2.5.3. Pretpostavimo da koeficijenti jednačine (2.1) zadovoljavaju uslove (2.34)
i (2.40), pri čemu je b eventualno negativna funkcija. Svako rešenje x jednačine (2.1),
takvo da je x ∈ RVq (1− λ/α), zadovoljava:
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(i) Ako je
∫∞
1
Ĝ(t)dqt =∞, tada

(2.49) x(t) =
t

a(t)
1
α

exp

(
−(1 + o(1))

δ̂

α

∫ t

1

Ĝ(s)dqs

)
, t→∞,

Osim toga, ako je λ < α, onda M+ = M+
∞,∞ = MRV (1− λ/α) , dok u slučaju λ > α

važi M− = M−0,0 = MRV (1− λ/α) .

(ii) Ako je
∫∞
1
Ĝ(t)dqt <∞, tada u slučaju λ < α

(2.50) x(t) = x0 +

∫ t

t0

(
N̂

a(s)

) 1
α

exp

(
(1 + o(1))

δ̂

α

∫ ∞
s

Ĝ(v)dqv

)
dqs, t→∞,

za neko x0 ∈ (0,∞) i t0 ∈ qN0, kao i M+ = M+
∞,B = MRV (1− λ/α) , dok u slučaju

λ > α

(2.51) x(t) =

∫ ∞
t

(
N̂

a(s)

) 1
α

exp

(
(1 + o(1))

δ̂

α

∫ ∞
s

Ĝ(v)dqv

)
dqs, t→∞,

i M− = M−0,B = MRV (1− λ/α) , gde je N̂ = limt→∞ |x[1](t)|. Osim toga,

(2.52)
lb(t)

la(t)(N − |x[1](t)|)
= o(1), t→∞.

Dokaz: Neka je x proizvoljno RVq (1− λ/α) rešenje jednačine (2.1), definisano na
intervalu [t0,∞)q i neka je b negativna funkcija na [t0,∞)q, za neko t0 ∈ qN0 . Uslov (2.34)
obezbed̄uje postojanje takvog rešenja. Tada je u = |x[1]| q-sporo promenljivo rešenje
jednačine (2.11). Osim toga, primetimo da je

u ∈ M̂±v,w ⇔ x ∈M±w,v, za v, w ∈ {0, B,∞}.

(i) Pretpostavimo da je
∫∞
1
Ĝ(t)dqt = ∞. Na osnovu prethodnih zapažanja utvrdili

smo da su ispunjeni uslovi Teoreme 2.5.1 (i), tako da ona može biti primenjena na SVq
rešenje u jednačine (2.11), te dolazimo do asimptotske formule

u(t) = exp

(
−(1 + o(1))δ̂

∫ t

1

Ĝ(s)dqs

)
, t→∞.

Prema tome, rešenje x jednačine (2.1) zadovoljava

(2.53) |Dqx(t)| = 1

a(t)
1
α

exp

(
−(1 + o(1))

δ̂

α

∫ t

1

Ĝ(s)dqs

)
, t→∞.

Razmotrimo najpre slučaj λ < α, odnosno λ̂ > α̂. U ovom slučaju Teorema 2.5.1 (i)
implicira da rešenje u jednačine (2.11) pripada klasi M̂+

∞,∞ pozitivnih rešenja jednačine
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(2.11), kao i da za klase pozitivnih rešenja ove jednačine važi M̂+ = M̂+
∞,∞ = M̂SV . Ovo

dalje implicira da rešenje x jednačine (2.1) pripada klasi M+
∞,∞ i da klase pozitivnih rešenja

ove jednačine zadovoljavaju M+ = M+
∞,∞ = MRV (1− λ/α) . Integracijom asimptotske

relacije (2.53) od t0 do t dobijamo

x(t) = x(t0) +

∫ t

t0

1

a(s)
1
α

exp

(
−(1 + o(1))

δ̂

α

∫ s

1

Ĝ(v)dqv

)
dqs

∼ t[
1− λ

α

]
q

1

a(t)
1
α

exp

(
−(1 + o(1))

δ̂

α

∫ t

1

Ĝ(s)dqs

)

=
t

a(t)
1
α

exp

(
−(1 + o(1))

δ̂

α

∫ t

1

Ĝ(s)dqs

)
, t→∞,

primenom Karamatine integracione teoreme, obzirom da je u q-sporo promenljiva funkcija.
Dakle, x zadovoljava formulu (2.49). Slično, u slučaju λ > α za jednačinu (2.1) dobijamo
da važi M− = M−0,0 = MRV (1− λ/α). Integracija asimptotske relacije (2.53) na [t,∞)
dovodi do tražene asimptotske formule (2.49) za rešenje x.

(ii) Pretpostavimo da je
∫∞
1
Ĝ(t)dqt < ∞. Tada primena Teoreme 2.5.1 (ii) na SVq

rešenje u jednačine (2.9) dovodi do asimptotske formule

u(t) = N̂ · exp

(
(1 + o(1))δ̂

∫ ∞
t

Ĝ(s)dqs

)
, t→∞,

gde je lim
t→∞

u(t) = N̂ . Odatle će slediti da za rešenje x jednačine (2.1) važi

(2.54) |Dqx(t)| =

(
N̂

a(t)

) 1
α

exp

(
(1 + o(1))

δ̂

α

∫ ∞
t

Ĝ(s)dqs

)
, t→∞.

Osim toga, Teorema 2.5.1 (ii) takod̄e implicira

lr̂(t)
α

lp̂(t)α(N − u(t))
= o(1), t→∞,

te je (2.52) zadovoljeno.

Kako bismo asimptotsku reprezentaciju rešenja x, razmotrimo najpre slučaj λ < α,
odnosno λ̂ > α̂. Pod ovom pretpostavkom, za pozitivno rešenje jednačine (2.11) važi
M̂+ = M̂+

B,∞ = M̂SV . Stoga, za jednačinu (2.1) važiće M+ = M+
∞,B = MRV (1− λ/α) . In-

tegracijom (2.54) na [t0, t] dobijamo da x zadovoljava asimptotsku formulu (2.50). Slično,
ako je λ > α, dobijamo M− = M−0,B = MRV (1− λ/α) , dok integracijom (2.54) na [t,∞)
dobijamo asimptotsku formulu (2.51) za rešenje x. �

Teorema 2.5.4. Pretpostavimo da koeficijenti jednačine (2.1) zadovoljavaju uslove (2.34)
i (2.40), pri čemu je b eventualno pozitivna funkcija. Svako rešenje x jednačine (2.1) takvo
da je x ∈ RVq (1− λ/α), zadovoljava
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(i) Ako je
∫∞

Ĝ(t)dqt =∞, tada važi (2.49). Štavǐse, ako je λ < α, tada je
MRV (1− λ/α) ⊆M+

∞,0, dok ako je λ > α, tada je MRV (1− λ/α) ⊆M−0,∞.

(ii) Ako je
∫∞

Ĝ(t)dqt <∞, tada u slučaju λ < α važi (2.50) i M+
∞,B = MRV (1− λ/α),

dok u slučaju λ > α važi (2.51) i M−0,B = MRV (1− λ/α) . Osim toga, važi (2.52).

Dokaz: Primena Teoreme 2.5.2 na SVq rešenje u = |x[1]| jednačine (2.11), slično kao
u prethodnoj teoremi, vodi do traženog rezultata. �

Napomena 2.5.1. Ako formalno posmatramo graničnu vrednost kada q → 1+ u Teo-
remama 2.5.1 i 2.5.3, dobijeni rezultati se poklapaju sa odgovarajućim rezultatima u
neprekidnom slučaju (videti [107, Teorema 4.1, Teorema 5.1]). Pod analognim pretpo-
stavkama Teorema 2.5.2 i 2.5.4 u neprekidnom slučaju, asimptotske formule za pravilno
promenljiva rešenja jednačine (2.2), pri čemu je b eventualno pozitivna funkcija, nisu raz-
matrana u postojećoj literaturi. Stoga, uzimajući da q → 1+ u Teoremama 2.5.2 i 2.5.4,
možemo pretpostaviti da će odgovarajući rezultati važiti i u neprekidnom slučaju.

2.5.2 Polulinearna jednačina sa koeficijentom a(t) ≡ 1 i koefici-
jentom b proizvoljnog znaka

U ovom poglavlju biće razmatran specijalan slučaj jednačine (2.1) sa a(t) ≡ 1, tj. jednačina

(2.55) Dq(Φ(Dq(x(t)))) + b(t)Φ(x(qt)) = 0, t ∈ qN0 .

Tačnije, biće odred̄ena asimptotska reprezentacija q-sporo promenljivih rešenja ove jedna-
čine pod pretpostavkom da je koeficijent b eventualno pozitivna ili eventualno negativna
funkcija, koja zadovoljava uslov da funkcija

(2.56) Q(t) = tα
∫ ∞
t

b(s)dqs, t ∈ qN0

konvergira ka nuli. Za razliku od Teorema 2.5.1 i 2.5.2, biće odred̄ena asimptotska formula
q-sporo promenljivog rešenja bez pretpostavke da je |b| q-pravilno promenljiva funkcija.
Napomenimo da je uslov limt→∞Q(t) = 0 ekvivalentan uslovu limt→∞ t

α+1b(t) = 0 koji
je, prema Teoremi 2.1.1, potreban i dovoljan uslov za egzistenciju q-sporo promenljivog
rešenja jednačine (2.55). Naime, u [114, Lema 6], dokazano je da je egzistencija konačne
granične vrednosti limt→∞ t

α
∫∞
t
f(s)dqs ekvivalentna egzistenciji konačne granične vred-

nosti limt→∞ t
α+1f(t), gde je f : qN0 → R i α > 0.

Sledeća teorema pokazuje egzistenciju q-sporo promenljivog rešenja pod dodatnom
pretpostavkom o brzini konvergencije funkcije Q ka nuli, dok naredna teorema sadrži
asimptotsku formulu za takvo rešenje.

Teorema 2.5.5. Neka je koeficijent b jednačine (2.55) eventualno konstantnog znaka.
Pretpostavimo da postoji opadajuća funkcija φ : qN0 → (0,+∞) takva da je limt→∞ φ(t) =
0 i koja zadovoljava uslov

|Q(t)| ≤ φ(t) za t dovoljno veliko.
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Tada postoji q-sporo promenljivo rešenje x jednačine (2.55) definisano na intervalu [t0,∞)q,
za neko t0 ∈ qN0 , izraženo u formi

(2.57) x(t) = eη(t, t0), t ≥ t0,

gde je

(2.58) η(t) = Φ−1
(
v(t) +Q(t)

tα

)
, t ≥ t0 i v(t) = O

(
φ(t)1+

1
α

)
, t→∞.

Dokaz: Dokazaćemo egzistenciju rešenja x jednačine (2.55), izraženog u formi (2.57),
za neko t0 ∈ qN0 . Funkcija x, izražena u formi (2.57), jeste q-sporo promenljiva funkcija
na [t0,∞)q ako i samo ako

(2.59) lim
t→∞

Φ−1 (v(t) +Q(t)) = 0

i η ∈ R+
t0 , u skladu sa Teoremom 1.4.1 (ii). Osim toga, tako definisana funkcija x je

pozitivno rešenje jednačine (2.55) definisano na intervalu [t0,∞)q ako i samo ako

w(t) =
v(t) +Q(t)

tα
, t ≥ t0,

jeste rešenje Rikatijeve q-diferencne jednačine na [t0,∞)q

(2.60) Dqw(t) + r(t) +
w(t)

(q − 1)t

(
1− 1

(Φ−1(w(t))(q − 1)t+ 1)α

)
= 0.

Primetimo da je Φ−1(w(t))(q − 1)t + 1 = x(qt)/x(t), t ≥ t0. Osim toga, w je rešenje
jednačine (2.60) na [t0,∞)q ako i samo ako je v rešenje jednačine

(2.61) Dq

(
v(t)

tα

)
+
v(t) +Q(t)

(q − 1)tα+1

(
1− 1

(Φ−1(v(t) +Q(t))(q − 1) + 1)α

)
= 0,

definisano na intervalu [t0,∞)q. Kako je limt→∞Q(t) = 0, uslov (2.59) ekvivalentan je sa
limt→∞ v(t) = 0. Stoga, integracija jednačine (2.61) na [t,∞)q daje integralnu jednačinu

(2.62) v(t) = tα
∫ ∞
t

v(s) +Q(s)

(q − 1)sα+1

(
1− 1

(Φ−1(v(s) +Q(s))(q − 1) + 1)α

)
dqs, t ≥ t0.

Dakle, egzistencija q-sporo promenljivog rešenja x jednačine (2.55) u formi (2.57) ekvi-
valentna je egzistenciji rešenja v integralne jednačine (2.62) takvog da su zadovoljeni uslovi
limt→∞ v(t) = 0 i η ∈ R+

t0 . Kako bismo pokazali postojanje takvog rešenja, koristićemo
Banahovu teoremu o fiksnoj tački.

Odaberimo t0 ∈ qN0 tako da su ispunjeni uslovi

(2.63) Φ−1(Q(t))(q − 1) + 1 > 0,

(2.64)
−(q − 1)(α + 1)Φ−1(Q(t))

(Φ−1(Q(t))(q − 1) + 1)α+1
≤ −1

2
[−α]q,
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(2.65) φ(t)
1
α ≤ min

{
2−

1
α

q − 1
,− [−α]q2

−1−α− 1
α

α
,− [−α]q2

−1−α− 1
α

(α + 1)(q − 1)

}

na intervalu [t0,∞)q i tako da je Q konstantnog znaka na [t0,∞)q. Kako funkcije φ i Q
teže ka nuli kada t→∞, ovakav izbor konstante t0 je moguć.

Neka je X Banahov prostor ograničenih funkcija f : [t0,∞)q → R koje teže nuli u
beskonačnosti, snabdeven supremum normom. Primetimo njegov podskup

Ω = {v ∈ X : 0 ≤ v(t) ≤ φ(t), t ≥ t0} .

Operator F : Ω→ X , definisan sa

(Fv)(t) = tα
∫ ∞
t

v(s) +Q(s)

(q − 1)sα+1

(
1− 1

(Φ−1(v(s) +Q(s))(q − 1) + 1)α

)
dqs, v ∈ Ω,

ima sledeće osobine:

(i) Operator F slika Ω u sebe samog: Neka je v ∈ Ω. Jasno je da važi

sgn (v(t) +Q(t)) = sgn

(
1− 1

(Φ−1(v(t) +Q(t))(q − 1) + 1)α

)
, t ≥ t0,

što ima za posledicu (Fv)(t) ≥ 0, t ≥ t0. Sa druge strane,

(Fv)(t) ≤ tα
∫ ∞
t

2φ(s)

(q − 1)sα+1

(
1− 1

(Φ−1(2φ(s))(q − 1) + 1)α

)
dqs

≤ tα
∫ ∞
t

2φ(s)

(q − 1)sα+1

((
Φ−1(2φ(s))(q − 1) + 1

)α − 1
)
dqs, t ≥ t0.

Koristeći Lagranžovu teoremu o srednjoj vrednosti i (2.65), dobijamo(
Φ−1(2φ(s))(q − 1) + 1

)α − 1 = α
(
θΦ−1(2φ(s))(q − 1) + 1

)α−1
Φ−1(2φ(s))(q − 1)

≤ α
(
Φ−1(2φ(s))(q − 1) + 1

)α
Φ−1(2φ(s))(q − 1)

≤ α2αΦ−1(2φ(s))(q − 1), s ≥ t0,

za neko 0 < θ < 1. Prema tome, koristeći monotonost funkcije φ, dobijamo

(Fv)(t) ≤ α2α(2φ(t))1+
1
α tα
∫ ∞
t

dqs

sα+1
=
−α2α

[−α]q
(2φ(t))1+

1
α , t ≥ t0.(2.66)

Koristeći (2.65), na kraju dobijamo (Fv)(t) ≤ φ(t), t ≥ t0, što implicira da F slika Ω u
sebe samog.

(ii) Operator F je kontrakcija: Neka su v, w ∈ Ω i primetimo da je

(2.67) (Fv)(t)− (Fw)(t) = tα
∫ ∞
t

1

(q − 1)sα+1

(
H(v(s) +Q(s))−H(w(s) +Q(s))

)
dqs,
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za t ≥ t0, gde je

H(x) = x

(
1− 1

(Φ−1(x)(q − 1) + 1)α

)
, x ∈ R.

Koristeći Lagranžovu teoremu o srednjoj vrednosti, dobijamo

H(v(s) +Q(s))−H(w(s) +Q(s)) = H ′(ξ(s))(v(s)− w(s)),

za neko

min{v(s) +Q(s), w(s) +Q(s)} ≤ ξ(s) ≤ max{v(s) +Q(s), w(s) +Q(s)}, s ≥ t0.

Primetimo da Q(s) ≤ ξ(s) ≤ 2φ(s), s ≥ t0. Stoga, ako je Q pozitivna funkcija na intervalu
[t0,∞)q, onda je ξ takod̄e pozitivna funkcija na ovom intervalu, dok u slučaju kada je Q
negativna funkcija na [t0,∞)q, onda ξ može imati i pozitivne i negativne vrednosti na
ovom intervalu. Dokazaćemo da je

(2.68) |H ′(ξ(s))| ≤ −1

2
[−α]q, s ≥ t0.

Zaista, u slučaju kada je ξ(s) > 0 za neko s ≥ t0, koristeći Lagranžovu teoremu o srednjoj
vrednosti i (2.65), dobijamo

|H ′(ξ(s))| = H ′(ξ(s)) =
(Φ−1(ξ(s))(q − 1) + 1)α+1 − 1

(Φ−1(ξ(s))(q − 1) + 1)α+1

≤ (Φ−1(ξ(s))(q − 1) + 1)α+1 − 1

= (α + 1)(θΦ−1(ξ(s))(q − 1) + 1)αΦ−1(ξ(s))(q − 1)

≤ (α + 1)2α(2φ(s))
1
α (q − 1) ≤ −1

2
[−α]q,

za neko 0 < θ < 1. Sa druge strane, ako je ξ(s) < 0 za neko s ≥ t0, slično prethodnom
slučaju, koristeći (2.64), dobijamo

|H ′(ξ(s))| = −H ′(ξ(s)) =
1− (Φ−1(ξ(s))(q − 1) + 1)α+1

(Φ−1(ξ(s))(q − 1) + 1)α+1

≤ 1− (Φ−1(Q(s))(q − 1) + 1)α+1

(Φ−1(Q(s))(q − 1) + 1)α+1

≤ −(α + 1)(θΦ−1(Q(s))(q − 1) + 1)αΦ−1(Q(s))(q − 1)

(Φ−1(Q(s))(q − 1) + 1)α+1

≤ −(α + 1)Φ−1(Q(s))(q − 1)

(Φ−1(Q(s))(q − 1) + 1)α+1
≤ −1

2
[−α]q,

za neko 0 < θ < 1, te je ispunjeno (2.68). Prema (2.67) i (2.68),

|(Fv)(t)− (Fw)(t)| ≤ −1

2
[−α]qt

α

∫ ∞
t

1

(q − 1)sα+1
|v(s)− w(s)|dqs

≤ 1

2
||v − w||, t ≥ t0,
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što vodi do zaključka da je F kontrakcija.

Sledi da su ispunjene sve pretpostavke Banahove teoreme o fiksnoj tački, te postoji
fiksna tačka v ∈ Ω preslikavanja F koja prema (2.66) zadovoljava (2.58). Osim toga, x
definisano sa (2.57), sa takvim v jeste traženo rešenje. �

Teorema 2.5.6. Neka je koeficijent b jednačine (2.55) eventualno konstantnog znaka.
Pretpostavimo da postoji opadajuća funkcija φ : qN0 → (0,+∞) takva da je limt→∞ φ(t) =
0 i koja zadovoljava uslov

(2.69) |Q(t)| ∼ φ(t), t→∞.

(i) Ako je
∫∞
1

Φ−1(Q(t))/t dqt =∞, tada postoji q-sporo promenljivo rešenje x jednačine
(2.55) koje zadovoljava sledeću asimptotsku formulu

(2.70) x(t) = exp

(
(1 + o(1))

∫ t

1

Φ−1(Q(s))

s
dqs

)
, t→∞.

Osim toga, ako je b eventualno negativna funkcija, tada x ∈ M−0,0, dok u slučaju
kada je b eventualno pozitivna funkcija, onda x ∈M+

∞,0.

(ii) Ako je
∫∞
1

Φ−1(Q(t))/t dqt <∞, tada postoji q-sporo promneljivo rešenje x jednačine
(2.55) koje zadovoljava sledeću asimptotsku formulu

(2.71) x(t) = N exp

(
−(1 + o(1))

∫ ∞
t

Φ−1(Q(s))

s
dqs

)
, t→∞,

gde je N = limt→∞ x(t). Osim toga, ako je b eventualno negativna funkcija, tada je
x ∈M−B,0, dok u slučaju kada je b eventualno pozitivna funkcija, onda x ∈M+

B,0.

Dokaz: Uslov (2.69) implicira da je |Q(t)| ≤ (k + 1)φ(t) za t dovoljno veliko i k > 0,
tako da su ispunjeni uslovi Teoreme 2.5.5 sa φ(t) zamenjeno sa (k+ 1)φ(t). Stoga, postoji
q-sporo promenljivo rešenje x jednačine (2.55) u formi (2.57), definisano na [t0,∞)q, za

neko t0 ∈ qN0 , takvo da je v(t) = O(φ(t)1+
1
α ), t→∞. Za ovakvo rešenje važiće

Dqx(t)

x(t)
=

Φ−1(v(t) +Q(t))

t
, t ≥ t0.

Kako Q zadovoljava uslov (2.69), dobijamo

Dqx(t)

x(t)
=

Φ−1
(
O(φ(t)1+

1
α ) +Q(t)

)
t

∼ Φ−1(Q(t))

t
, t→∞.(2.72)

Primena Teoreme 1.4.2 (viii) tada implicira

(2.73) Dq lnx(t) ∼ Φ−1(Q(t))

t
, t→∞.

(i) Neka je
∫∞
1

Φ−1(Q(t))/t dqt =∞. Integracija (2.73) od t0 do t implicira

(2.74) lnx(t)− lnx(t0) ∼
∫ t

1

Φ−1(Q(s))

s
dqs, t→∞.
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Divergencija integrala na desnoj strani poslednje asimptotske relacije, kada t→∞, impli-
cira da funkcija na levoj strani u (2.74) takod̄e teži ka beskonačnosti kada t→∞. Ako je b
eventualno negativna funkcija, onda (2.74) implicira limt→∞ x(t) = 0, dok (2.72) implicira
da je x ∈M−. Prema klasifikaciji, zaključujemo da je x ∈M−0,0. Slično, u slučaju kada je b
eventualno pozitivna funkcija, (2.74) implicira da je limt→∞ x(t) = ∞, a (2.72) implicira
da x ∈M+, tako da mora biti x ∈M+

∞,0.

Asimptotska relacija (2.74) dalje povlači

lnx(t) ∼
∫ t

1

Φ−1(Q(s))

s
dqs, t→∞,

što dovodi do zaključka

lnx(t) = (1 + o(1))

∫ t

1

Φ−1(Q(s))

s
dqs, t→∞,

a samim tim dobijamo traženi asimptotsku asimptotsku reprezentaciju (2.70) za netrivi-
jalno q-sporo promenljivo rešenje x.

(ii) Neka je
∫∞
1

Φ−1(Q(t))/t dqt <∞. Integracija (2.73) od t do ∞ implicira

(2.75) lnN − lnx(t) ∼
∫ ∞
t

Φ−1(Q(s))

s
dqs, t→∞,

gde je N = limt→∞ x(t), što dalje implicira da rešenje x zadovoljava asimptotsku formulu
(2.71). Slično prethodnom slučaju, dolazimo do zaključka da u slučaju kada je b eventu-
alno negativna funkcija, x pripada M−B,0, dok ako je b eventualno pozitvna funkcija, onda

x ∈M+
B,0. �

Napomena 2.5.2. Uporedimo asimptotske reprezentacije q-sporo promenljivih rešenja
jednačine (2.55), u kojoj je koeficijent b eventualno jednog znaka takav da je |b| ∈
RVq(−α − 1), dobijenim u Teoremama 2.5.1 i 2.5.2 sa asimptotskim formulama q-sporo
promenljivih rešenja dobijenim u Teoremi 2.5.6. Karamatina integraciona teorema impli-
cira

Q(t) ∼ tα+1b(t)

−[−α]q
, t→∞,

što dalje implicira
Φ−1(Q(t))

t
∼ −δG(t), t→∞,

u skladu sa notacijom u (2.41) i (2.56). Stoga, u ovom slučaju asimptotske formule (2.70)
i (2.71) jesu ekvivalentne asimptotskim formulama (2.44) i (2.45), respektivno, kao što je
i očekivano.

Napomena 2.5.3. Ako formalno posmatramo graničnu vrednost kada q → 1+ u Teoremi
4.2 (i), dobijeni rezultati su u saglasnosti sa odgovarajućim rezultatima u neprekidnom
slučaju (videti [71, Teorema 3.1]). Preciznije, Teorema 3.1 u [71] zahteva strože uslove
za funkcije Q i φ, ali daje preciznije asimptotske formule. Sa druge strane, kako slučaj∫∞
1

Φ−1(Q(t))/t dt < ∞ nije razmatran u [71], ako posmatramo graničnu vrednost kada
q → 1+ u Teoremi 4.2 (ii), možemo pretpostaviti da će odgovarajući rezultati važiti i u
neprekidnom slučaju.
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2.6 Primeri

Sledeća dva primera ilustruju dobijene rezultate. Prvim primerom ilustrujemo simultano
Teoreme 2.5.1, 2.5.2 i 2.5.6, dok drugim primerom demonstriramo rezultate Teorema 2.5.1
– 2.5.4.

Primer 2.6.1. Odredimo asimptotsku reprezentaciju q-sporo promenljivih rešenja polu-
linearne q-diferencne jednačine

(2.76) Dq(Φ(Dq(x(t)))) +
ϕ(t)

tα+1(ln t)αθ
Φ(x(qt)) = 0,

definisane na intervalu [q,∞)q, gde su konstante α i θ takve da je α > 0, θ > 0, θ 6= 1 i ϕ
je proizvoljna funkcija takva da je limt→∞ ϕ(t) = c ∈ R \ {0}.

Najpre primetimo da ova jednačina ima q-sporo promenljivo rešenje. Označimo sa

b(t) =
ϕ(t)

tα+1(ln t)αθ
, t ≥ q.

Primetimo da tada važi limt→∞ t
α+1b(t) = 0, čime su ispunjeni uslovi Teoreme 2.4.1 (ii),

odakle zaključujemo egzistenciju q-sporo promenljivog rešenja.

Proverimo da li su ispunjeni uslovi Teoreme 2.5.1, u slučaju kada je c < 0 i funkcija ϕ
eventualno negativna, odnosno uslovi Teoreme 2.5.2, u slučaju kada je c > 0 i funkcija ϕ
eventualno pozitivna. Primetimo da je

b(t) ∼ c

tα+1(ln t)αθ
, t→∞,

te zaključujemo da je koeficijent b funkcija eventualno konstantnog znaka, kao i da je
b ∈ RVq(−α − 1). Neka su δ i G definisani sa (2.41) i neka je t = qn, n ∈ N \ {1}.
Definicija q-integrala, u slučaju kada je θ ∈ (0, 1), implicira

δ

∫ t

q

G(s)dqs ∼ Φ−1
(

c

[−α]q

)
(q − 1)

∑
s∈[q,t)q

1

(ln s)θ

= Φ−1
(

c

[−α]q

)
(q − 1)

(ln q)θ

n−1∑
k=1

1

kθ

∼ Φ−1
(

c

[−α]q

)
(q − 1)

(ln q)θ
n1−θ

1− θ

= Φ−1
(

c

[−α]q

)
q − 1

(1− θ) ln q

1

(ln t)θ−1
→∞, t→∞.

Na osnovu pokazanog, Teorema 2.5.1 (i) može biti primenjena na svako rešenje koje
je q-sporo promenljivo rešenje jednačine (2.76) u slučaju kada je funkcija ϕ eventualno
negativna, odnosno Teorema 2.5.2 (i) u slučaju kada je funkcija ϕ eventualno pozitivna,
što vodi do asimptotske formule takvog rešenja

(2.77) x(t) = exp

(
(1 + o(1))Φ−1

(
c

[−α]q

)
q − 1

(θ − 1) ln q

1

(ln t)θ−1

)
, t→∞.
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

Osim toga, u slučaju kada je funkcija ϕ eventualno negativna funkcija, svako SVq-rešenje
pripadaće skupu M−0,0, dok će u slučaju kada je funkcija ϕ eventualno pozitivna pripadati
skupu M+

∞,0.

U slučaju kada je θ > 1, važiće

δ

∫ ∞
t

G(s)dqs ∼ Φ−1
(

c

[−α]q

)
q − 1

(θ − 1) ln q

1

(ln t)θ−1
→ 0, t→∞.

Primena Teoreme 2.5.1 (ii) u slučaju kada je funkcija ϕ eventualno negativna, odnosno
Teoreme 2.5.2 (ii) u slučaju kada je ϕ eventualno pozitivna funkcija, implicira da svako
SVq rešenje jednačine (2.76) zadovoljava

(2.78) x(t) = N exp

(
(1 + o(1))Φ−1

(
c

[−α]q

)
q − 1

(θ − 1) ln q

1

(ln t)θ−1

)
, t→∞,

gde je N = limt→∞ x(t). Osim toga, svako SVq rešenje će u slučaju kada je funkcija
ϕ eventualno negativna pripadati skupu M−B,0, dok će u slučaju kada je ϕ eventualno

pozitivna pripadati skupu M+
B,0.

Egzistencija i asimptotska reprezentacija q-sporo promenljivog rešenja jednačine (2.76)
može se ustanoviti i primenom Teoreme 2.5.6. Neka je

φ(t) =
|c|

−[−α]q

1

(ln t)αθ
, t ∈ [q,∞)q.

Koristeći Karamatinu integracionu teoremu, dobijamo

Q(t) ∼ tα
∫ ∞
t

c

tα+1(ln t)αθ
dqs ∼

c

−[−α]q

1

(ln t)αθ
∼ sgn(c)φ(t), t→∞,

što implicira da je ispunjen uslov (2.69). Stoga, prema Teoremi 2.5.6 (i) postoji q-sporo
promenljivo rešenje sa asimptotskom formulom (2.77), u slučaju kada je θ ∈ (0, 1), dok
u slučaju kada je θ > 1, prema Teoremi 2.5.6 (ii) postoji q-sporo promenljivo rešenje sa
asimptotskom formulom (2.78), kao što je već navedeno u Napomeni 2.5.2. �

Primer 2.6.2. Odredimo asimptotske reprezentacije SVq i RVq (1− λ/α) rešenja q-
diferencne polulinearne jednačine

(2.79) Dq(t
λ(ln t)θ1ϕ1(t)Φ(Dqx(t))) + tλ−α−1(ln t)θ2ϕ2(t)Φ(x(qt)) = 0,

definisane na intervalu [q,∞)q, gde su realne konstante α, λ, θ1 i θ2 takve da je α > 0, α 6=
λ, θ1 > θ2 i funkcije ϕ1, ϕ2 takve da je limt→∞ ϕ1(t) = c1 > 0 i limt→∞ ϕ2(t) = c2 6= 0.

Primetimo najpre da jednačina (2.79) ima SVq i RVq (1− λ/α) rešenja. Označimo sa

a(t) = tλ(ln t)θ1ϕ1(t), b(t) = tλ−α−1(ln t)θ2ϕ2(t), t ≥ q.

Zaista, kako je

lim
t→∞

tα+1b(t)

a(t)
= lim

t→∞

(ln t)θ2ϕ2(t)

(ln t)θ1ϕ1(t)
= 0,
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Teoreme 2.4.1 i 2.4.2 dovode do takvog zaključka. Kako bismo odredili asimptotske for-
mule pomenutih q-pravilno promenljivih rešenja, primetimo da je

G(t) ∼ Φ−1
(
c2
c1

)
(ln t)θ2−θ1

t
, Ĝ(t) ∼ c2(ln t)

θ2−θ1

c1t
, t→∞.

Slično kao u Primeru 6.1 dobijamo da u slučaju kada
∫∞
1
G(t)dqt = ∞, tj. θ2 − θ1 >

−α, primena Teorema 2.5.1 (i) i 2.5.2 (i) implicira da svako q-sporo promenljivo rešenje
jednačine ima sledeću asimptotsku reprezentaciju

x(t) = exp

(
−(1 + o(1))Φ−1

(
c2
c1

)
(q − 1)δ(

θ2−θ1
α

+ 1
)

ln q
(ln t)

θ2−θ1
α

+1

)
t→∞.

Analogno, ukoliko je θ2− θ1 < −α, važiće
∫∞
1
G(t)dqt <∞, pa primena Teorema 2.5.1

(ii) i 2.5.2 (ii) implicira da svako q-sporo promenljivo rešenje ima sledeću asimptotsku
reprezentaciju

x(t) = N exp

(
−(1 + o(1))Φ−1

(
c2
c1

)
(q − 1)δ(

θ2−θ1
α

+ 1
)

ln q
(ln t)

θ2−θ1
α

+1

)
t→∞,

gde je limt→∞ x(t) = N > 0.

U slučaju kada je θ2 − θ1 > −1, primena Teorema 2.5.3 (i) i 2.5.4 (i) implicira da
svako RVq (1− λ/α) - rešenje ima sledeću asimptotsku reprezentaciju

x(t) =
t

a(t)
1
α

exp

(
−(1 + o(1))

(q − 1)δ̂c2
αc1 (θ2 − θ1 + 1) ln q

(ln t)θ2−θ1+1

)
, t→∞,

dok u slučaju θ2 − θ1 < −1, primena Teorema 2.5.3 (ii) i 2.5.4 (ii) implicira da svako
RVq (1− λ/α) - rešenje ima sledeću asimptotsku reprezentaciju

x(t) = x0 +

∫ t

t0

N̂

a(s)
1
α

exp

(
−(1 + o(1))

(q − 1)δ̂c2
αc1 (θ2 − θ1 + 1) ln q

(ln s)θ2−θ1+1

)
dqs, t→∞,

u slučaju λ < α, za neko x0 > 0, t0 ∈ qN0 , gde je limt→∞ x
[1](t) = N̂ , odnosno

x(t) =

∫ ∞
t

N̂

a(s)
1
α

exp

(
−(1 + o(1))

(q − 1)δ̂c2
αc1 (θ2 − θ1 + 1) ln q

(ln s)θ2−θ1+1

)
dqs, t→∞,

u slučaju λ > α. �

2.7 Polulinearna diferencna jednačina u okviru

pravilno promenljivih nizova u odnosu na τ

U diskretnom slučaju, linearna diferencna jednačina drugog reda

(2.80) ∆(p(n)∆(x(n))) = r(n)x(n+ 1), n ∈ N ,
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

u kojoj je p(n) ≡ 1, istraživana je uz primenu teorije pravilno promenljivih nizova u
[88, 87]. Polulinearna diferencna jednačina

(2.81) ∆(p(n)Φ(∆(x(n)))) + r(n)Φ(x(n+ 1)) = 0, n ∈ N0,

je istraživana u okviru pravilno promenljivih nizova jedino za p(n) ≡ 1 i r(n) < 0.
Preciznije, u radu [86] odred̄eni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju pravilno
promenljivih rešenja ove polulinearne diferencne jednačine. S druge strane, asimptotska
reprezentacija neoscilatornih rešenja jedino je do sada razmatrana za linearnu jednačinu
(2.80) u kojoj je p(n) > 0 i r(n) < 0 u radu [104] u kojem su odred̄eni dovoljni uslovi da
sva eventualno pozitivna rešenja zadovoljavaju odred̄enu asimptotsku formulu.

Prema tome, kako u dosadašnjoj literaturi ne postoje rezultati o asimptotskoj repre-
zentaciji neoscilatornih rešenja polulinearne diferencne jednačine, primenićemo nedavne
rezultate dobijene u [109] koji povezuju pravilno promenljive funkcije na q-vremenskoj
skali sa generalizovanim pravilno promenljivim nizovima. Naime, ovi rezultati daju mogu-
ćnost primene dokazanih rezultata u prethodnim poglavljima o egzistenciji i asimpto-
tskoj reprezentaciji q-pravilno promenljivih rešenja polulinearne q-diferencne jednačine
na neoscilatorna rešenja polulinearne diferencne jednačine (2.81).

U ovom poglavlju će biti odred̄eni potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju rešenja
jednačine (2.81) koja su pravilno promenljivi nizovi u odnosu na τ, gde je

τ : N0 → qN0 , τ(k) = qk,

pod pretpostavkom da je koeficijent p jednačine (2.81) generalizovani pravilno promenljivi
niz u odnosu na τ, proizvoljnog indeksa regularnosti. U slučaju kada je koeficijent r
eventualno negativna funkcija, biće odred̄eni dovoljni uslovi da sva eventualno pozitivna
rešenja budu generalizovana pravilno promenljiva u odnosu na τ i biće odred̄ena asimpto-
tska formula nekih generalizovanih pravilno promenljivih rešenja u odnosu na τ.

Kako bi rezultati iz prethodnih poglavlja bili primenjeni na polulinearnu diferencnu
jednačinu (2.81), primetimo da se polulinearna q-diferencna jednačina može transformisati
u polulinearnu diferencnu jednačinu. Zaista, jednostavno je utvrditi da je x : N0 → R
rešenje diferencne jednačine (2.81) ako i samo ako je y = x ◦ τ−1 rešenje q-diferencne
jednačine (2.1) sa koeficijentima

(2.82) a(t) = p(τ−1(t))((q − 1)t)α i b(t) =
r(τ−1(t))

(q − 1)t
, t ∈ qN0 .

Osim toga, da bi naredna tvrd̄enja bila dokazana, dovoljno je primetiti da su pretpo-
stavke p ∈ RVτZ(ρ) i a ∈ RVq(ρ + α) ekvivalentne. U nastavku su najpre navedene
posledice tvrd̄enja dokazanih u Poglavlju 2.4.1.

Posledica 2.7.1. Neka je p ∈ RVτZ(ρ), ρ < 0. Postoje eventualno pozitivna rešenja
jednačine (2.81)

x ∈ RVτZ(ρ1) i y ∈ RVτZ(ρ2),
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gde su indeksi regularnosti ρ1 i ρ2 takvi da su λ1 = Φ([ρ1]q) i λ2 = Φ([ρ2]q) realni i različiti
koreni jednačine

(2.83) hρ+α(x)− x+
B

[αρ]q
= 0

ako i samo ako je

(2.84) lim
n→∞

r(n)

(q − 1)α+1p(n+ 1)
= B ∈

(
−∞,

∣∣[αρ]q∣∣α+1
)
,

gde je αρ = −ρ/(α + 1). Za indekse regularnosti ρ1 i ρ2 važi sledeće:

(i) 0 < ρ1 < αρ < ρ2 < −ρ/α ako i samo ako je 0 < B <
∣∣[αρ]q∣∣α+1

;

(ii) ρ1 = 0 i ρ2 = −ρ/α ako i samo ako je B = 0;

(iii) ρ1 < 0 < −ρ/α < ρ2 ako i samo ako je B < 0.

Ukoliko je uslov (2.84) ispunjen i B < 0, važiće M− = MZRVτZ(ρ1) i M+ = MZRVτZ(ρ2).

Posledica 2.7.2. Neka je p ∈ RVτZ(ρ), ρ > 0. Postoje eventualno pozitivna rešenja
jednačine (2.81)

x ∈ RVτZ(ρ1) and y ∈ RVτZ(ρ2),

gde su indeksi regularnosti ρ1 i ρ2 takvi da su λ1 = Φ([ρ1]q) i λ2 = Φ([ρ2]q) realni i različiti
koreni jednačine (2.83) ako i samo ako je ispunjen uslov (2.84). Za indekse regularnosti
ρ1 i ρ2 važi sledeće:

(i) −ρ/α < ρ1 < αρ < ρ2 < 0 ako i samo ako je 0 < B <
∣∣[αρ]q∣∣α+1

;

(ii) ρ1 = 0 and ρ2 = −ρ/α ako i samo ako je B = 0;

(iii) ρ1 < −ρ/α < 0 < ρ2 ako i samo ako je B < 0.

Ukoliko je uslov (2.84) ispunjen i B < 0, važiće M− = MZRVτZ(ρ1) i M+ = MZRVτZ(ρ2).

Posledica 2.7.3. Neka je p ∈ SVτZ. Postoje eventualno pozitivna rešenja jednačine (2.81)

x ∈ RVτZ(ρ1) i y ∈ RVτZ(ρ2),

gde su indeksi regularnosti ρ1 i ρ2 takvi da su λ1 = Φ([ρ1]q) i λ2 = Φ([ρ2]q) realni i različiti
koreni jednačina (2.83) ako i samo ako važi (2.84). Za indekse regularnosti ρ1 i ρ2 važi
da je ρ1 < 0 < ρ2. U tom slučaju važiće M− = MZRVτZ(ρ1) i M+ = MZRVτZ(ρ2).

Napomena 2.7.1. Primetimo da ukoliko je niz p ∈ RVZ(ϑ), ϑ ∈ R, tada je
limk→∞ p(k + 1)/p(k) = 1, pa će odatle slediti da je p ∈ SVτZ. Stoga, uslov p ∈ SVτZ
prethodne teoreme može biti zamenjen uslovom p ∈ RVZ(ϑ), ϑ ∈ R.
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2. Polulinearna q-diferencna jednačina drugog reda

Posledica 2.7.4. Neka je jednačina (2.81) neoscilatorna i neka je p ∈ RVτZ(ρ), ρ ∈ R.
Postoji eventualno pozitivno rešenje jednačine (2.81) x ∈ RVτZ(αρ) ako i samo ako je

lim
n→∞

r(n)

(q − 1)α+1p(n+ 1)
=
∣∣[αρ]q∣∣α+1

.

U tom slučaju su sva eventualno pozitivna rešenja pravilno promenljiva u odnosu na τ
indeksa regularnosti αρ.

Naredne teoreme su posledice tvrd̄enja iz Poglavlja 2.4.2. Pod pretpostavkom da je
koeficijent r = {r(n)}n∈N0 jednačine (2.81) eventualno negativna funkcija, odred̄eni su
dovoljni uslovi da bi sva eventualno pozitivna rešenja ove jednačine bila generalizovani
pravilno promenljivi nizovi u odnosu na τ. Za dokaz Posledice 2.7.6 potrebno je primetiti
da je |r| ∈ RVτZ(ρ) ako i samo ako je |b| ∈ RVq(ρ− 1).

Posledica 2.7.5. Neka je p ∈ RVτZ(ρ), ρ ∈ R, r(t) < 0, t ≥ t0 i neka je

(2.85) lim
n→∞

r(n)

p(n+ 1)
= 0.

Za rešenja jednačine (2.81) važe sledeća tvrd̄enja:

(i) Ukoliko je ρ < 0, tada je M− ⊆MSV τZ
.

(ii) Ukoliko je ρ > 0, tada je M+ ⊆MSV τZ
.

(iii) Ukoliko je ρ = 0, tada je M = MSV τZ
.

Posledica 2.7.6. Neka je p ∈ RVτZ(ρ), ρ 6= 0, r(t) < 0, t ≥ t0, za neko t0 ∈ qN0 ,
|r| ∈ RVτZ(ρ) i važi (2.85).

(i) Ako je ρ < 0, tada je M+ = MRV τZ
(−ρ/α) i M− = MSV τZ

.

(ii) Ako je ρ > 0, tada je M− = MRV τZ
(−ρ/α) i M+ = MSV τZ

.

Naredna tvrd̄enja su posledice tvrd̄enja dokazanih u Poglavlju 2.5. Naime, uz pretpo-
stavke da su nizovi p = {p(n)}n∈N0 i |r| = {|r(n)|}n∈N0 pravilno promenljivi nizovi u
odnosu na τ odred̄enog indeksa regularnosti i r eventualno jednog znaka, dobijeni rezultati
će biti primenjeni na polulinearnu diferencnu jednačinu (2.81), dajući asimptotske formule
za SVτZ i RVτZ (−ρ/α) rešenja ove jednačine.

Koristićemo sledeće reprezentacije pravilno promenljivih nizova u odnosu na τ :

p(n) = τ(n)ρlp(n), |r(n)| = τ(n)ρlr(n), n ∈ N0,

gde su lp, lr ∈ SVτZ. U nastavku su date posledice Teorema 2.5.1 – 2.5.4.

Posledica 2.7.7. Neka je p ∈ RVτZ(ρ), ρ 6= 0, r je eventualno negativan niz, tako da
je |r| ∈ RVτZ(ρ) i uslov (2.85) je ispunjen. Svako rešenje x ∈ SVτZ jednačine (2.81)
zadovoljava:
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(i) Ako je
∞∑
n=1

Φ−1 (r(n)/p(n)) =∞, tada

(2.86) x(n) = exp

(
(1 + o(1))

1

Φ−1(1− qρ)

n−1∑
k=1

Φ−1
(
r(k)

p(k)

))
, n→∞.

Osim toga, ako je ρ < 0, tada je MZ− = MZ−0,0 = MZSVτZ , dok u slučaju kada je

ρ > 0 važi MZ+ = MZ+
∞,∞ = MZSVτZ .

(ii) Ako je
∞∑
n=1

Φ−1 (r(n)/p(n)) <∞, tada je

(2.87) x(n) = N · exp

(
(1 + o(1))

1

Φ−1(qρ − 1)

∞∑
k=n

Φ−1
(
b(k)

a(k)

))
, n→∞,

gde je N = lim
n→∞

x(n) ∈ (0,∞). Osim toga, ako je ρ < 0, tada je MZ− = MZ−B,0 =

MZSVτZ , dok u slučaju kada je ρ > 0 važi MZ+ = MZ+
B,∞ = MZSVτZ . Štavǐse,

(2.88)
lr(n)

1
α

lp(n)
1
α (N − x(n))

= o(1), n→∞.

Posledica 2.7.8. Neka je p ∈ RVτZ(ρ), ρ 6= 0, r je eventualno pozitivan niz takav da je
da je |r| ∈ RVτZ(ρ) i važi (2.85). Svako rešenje x ∈ SVτZ jednačine (2.81) zadovoljava:

(i) Ako je
∞∑
n=1

Φ−1 (r(n)/p(n)) = ∞, tada x zadovoljava (2.86). Osim toga, ako je

ρ < 0, tada MZSVτZ ⊆MZ+
∞,0, dok u slučaju kada je ρ > 0 važi MZSVτZ ⊆MZ−0,∞.

(ii) Ako je
∞∑
n=1

Φ−1 (r(n)/p(n)) <∞, tada x zadovoljava (2.87), gde je N = lim
n→∞

x(n) ∈

(0,∞). Osim toga, ako je ρ < 0, tada MZSVτZ = MZ+
B,0, dok u slučaju kada je ρ > 0,

važi MZSVτZ = MZ−B,∞. Štavǐse, važi (2.88).

Posledica 2.7.9. Neka je p ∈ RVτZ(ρ), ρ 6= 0, r je eventualno negativan niz takav da je
|r| ∈ RVτZ(ρ) i važi (2.85). Svako rešenje x ∈ RVτZ (−ρ/α) jednačine (2.81) zadovoljava:

(i) Ako je
∞∑
n=1

r(n)

qnp(n)
=∞, tada je

(2.89) x(n) =
1

p(n)
1
α

exp

(
(1 + o(1))

1

αΦ(qρ/α − 1)

n−1∑
k=1

r(k)

p(k)

)
, n→∞,

Štavǐse, ako je ρ < 0, tada MZ+ = MZ+
∞,∞ = MZRVτZ (−ρ/α) , dok u slučaju kada

je ρ > 0 važi MZ− = MZ−0,0 = MZRVτZ (−ρ/α) .
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(ii) Ako je
∞∑
n=1

r(n)

qnp(n)
<∞, tada u slučaju kada je ρ < 0, važi

(2.90) x(n) = A+
n−1∑
k=m

(
N̂

p(k)

) 1
α

exp

(
(1 + o(1))

1

αΦ(1− qρ/α)

∞∑
j=k

r(j)

p(j)

)
, n→∞,

za neko A ∈ (0,∞), m ∈ N i MZ+ = MZ+
∞,B = MZRVτZ (−ρ/α) , dok u slučaju

ρ > 0, važi

(2.91) x(n) =
∞∑
k=n

(
N̂

p(k)

) 1
α

exp

(
(1 + o(1))

1

αΦ(1− qρ/α)

∞∑
j=k

r(j)

p(j)

)
, n→∞,

i MZ− = MZ−0,B = MZRVτZ (−ρ/α) , gde je N̂ = limt→∞ |x[1](n)|. Osim toga,

(2.92)
lr(n)

lp(t)(N − x[1](n))
= o(1), t→∞.

Posledica 2.7.10. Pretpostavimo da je p ∈ RVτZ(ρ), ρ 6= 0, r je eventualno pozitivan
tako da je |r| ∈ RVτZ(ρ) i važi (2.85). Svako rešenje x ∈ RVτZ (−ρ/α) jednačine (2.81)
zadovoljava:

(i) Ako je
∞∑
n=1

r(n)

qnp(n)
=∞, tada važi (2.89). Štavǐse, ako je ρ < 0, tada

MZRVτZ (−ρ/α) ⊆MZ+
∞,0, dok ako je ρ > 0, tada MZRVτZ (−ρ/α) ⊆MZ−0,∞.

(ii) Ako je
∞∑
n=1

r(n)

qnp(n)
<∞, tada u slučaju ρ < 0 važi (2.90) i MZ+

∞,B = MZRVτZ (−ρ/α),

dok u slučaju ρ > 0 važi (2.91) i MZ−0,B = MZRVτZ (−ρ/α) . Osim toga važi (2.92).

Sledeća posledica Teoreme 4.2. daje asimptotsku formulu za sporo promenljivo rešenje
u odnosu na τ jednačine (2.81), sa koeficijentima takvim da je p(n) = ((q − 1)qn)−α, n ∈
N0 i r(n) proizvoljan niz koji je eventualnio pozitivan ili eventualno negativan.

Posledica 2.7.11. Neka je p = {((q − 1)qn)−α}n∈N0
i neka je r eventualno jednog znaka.

Pretpostavimo da postoji opadajući niz {ϕ(n)}n∈N0 koji konvergira ka 0 kada n → ∞ i
koji zadovoljava ∣∣∣∣∣qnα

∞∑
k=n

r(k)

∣∣∣∣∣ ∼ ϕ(n), n→∞.

(i) Ako je
∞∑
n=1

qnΦ−1

(
∞∑
k=n

r(k)

)
= ∞, tada jednačina (2.81) ima sporo promenljivo

rešenje {x(n)}n≥n0 u odnosu na τ, za neko n0 ∈ N, tako da važi

x(n) = exp

(
(1 + o(1))(q − 1)

n−1∑
k=1

qkΦ−1

(
∞∑
j=k

r(j)

))
, n→∞.
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Štaviče, ako je r eventualno negativan, tada x ∈ MZ−0,0, dok ako je b eventualno
pozitivan, tada x ∈MZ+

∞,0.

(ii) Ako je
∞∑
n=1

qnΦ−1

(
∞∑
k=n

r(k)

)
< ∞, tada jednačina (2.81) ima sporo promenljivo

rešenje {x(n)}n≥n0 u odnosu na τ, za neko n0 ∈ N, tako da

x(n) = N exp

(
−(1 + o(1))(q − 1)

∞∑
k=n

qkΦ−1

(
∞∑
j=k

r(j)

))
, n→∞,

gde je N = limn→∞ x(n). Osim toga, ako je r eventualno negativan, tada x ∈MZ−B,0,
dok ako je r eventualno pozitivan, tada x ∈MZ+

B,0.
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Glava 3

Sublinearna q-diferencna jednačina drugog

reda tipa Emden-Fowler

3.1 Uvod

U ovoj Glavi biće razmatrana egzistencija i asimptotska svojstva neoscilatornih rešenja
sublinearne q-diferencne jednačine drugog reda

(3.1) Dq(a(t)Φα(Dq(x(t)))) = b(t)Φβ(x(qt)), t ∈ qN0 , q > 1

gde su α i β pozitivne konstante takve da je α > β i a, b : qN0 → (0,∞) su q-pravilno
promenljive funkcije.

Jednačina (3.1) je specijalan slučaj jednačine (1.17), u slučaju kada je T = qN0 i
f = Φβ, koja je u dosadašnjoj literaturi razmatrana u radovima [3, 4, 5]. U nave-
denim radovima neoscilatorna rešenja su podeljena u disjunktne klase (videti (1.19))
na osnovu asimptotskih ponašanja u beskonačnosti i dobijeni su potrebni i/ili dovoljni
uslovi za egzistenciju rešenja u odred̄enim klasama. Odred̄ivanje uslova za egzisten-
ciju strogo opadajućih i strogo rastućih rešenja vrlo često nije jednostavno i njihovo
utvrd̄ivanje zavisi od toga da li se razmatra polulinearna, sublinearna ili superlinearna
jednačina. Za sublinearnu jednačinu (3.1) potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo
rastućih rešenja su utvrd̄eni, ali egzistencija strogo opadajućih rešenja je poznata samo u
odred̄enim slučajevima ponašanja koeficijenata a i b i predstavlja otvoren problem u pre-
ostalim mogućim slučajevima. Osim toga, još jedan od nerešenih problema u dosadašnjim
istraživanjima jeste odrediti asimptotske reprezentacije strogo opadajućih i strogo rastućih
rešenja u beskonačnosti.

Jedan od ciljeva ove doktorske disertacije jeste odrediti potrebne i dovoljne uslove
za egzistenciju strogo opadajućih rešenja, kao i asimptotske formule strogo opadajućih
i strogo rastućih rešenja, uz pretpostavku da su koeficijenti posmatrane q-diferencne
jednačine q-pravilno promenljive funkcije, korǐsćenjem svojstava q-pravilno promenljivih
funkcija. Dokazi ovih tvrd̄enja bazirani su na Knasterovoj teoremi o fiksnoj tački [1, Teo-
rema 5.2.1] na parcijalno ured̄enom Banahovom prostoru, pri čemu su skupovi na kojima
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3. Sublinearna q-diferencna jednačina drugog reda tipa Emden-Fowler

se pomenuta teorema primenjuje opisani uz pomoć karakterističnih svojstava q-pravilno
promenljvih funkcija.

Teorema 3.1.1 (Knasterova teorema o fiksnoj tački). Neka je X parcijalno ured̄en Ba-
nahov prostor sa ured̄enjem ≤ . Neka je M podskup skupa X sa sledećim osobinama:
infimum skupa M pripada skupu M i svaki neprazan podskup skupa M ima supremum
koji pripada skupu M. Neka F : M →M rastuća funkcija, tj. x ≤ y implicira Fx ≤ Fy.
Tada preslikavanje F poseduje fiksnu tačku u skupu M.

U prvom poglavlju biće objedinjeni postojeći rezultati o potrebnim i dovoljnim uslovima
za egzistenciju rešenja pojedinih klasa neoscilatornih rešenja. U narednim poglavljima
biće razmatrana najpre egzistencija, a potom asimptotska reprezentacija najpre strogo
opadajućih, a zatim i strogo rastućih rešenja. Nakon toga će biti izvršena kompletna
klasifikacija q-pravilno promenljivih rešenja. Dobijeni rezultati biće ilustrovani primer-
ima. Dobijeni rezultati mogu se smatrati q-analogom rezultata u neprekidnom slučaju
[47, 66, 67, 72, 73, 74, 76, 79, 82] ili u diskretnom slučaju [2, 24, 57, 58].

Prikazani rezultati Poglavlja 3.3 i 3.4 publikovani su u radu [65].

3.2 Klasifikacija eventualno pozitivnih rešenja

U ovom poglavlju biće objedinjeni dokazani rezultati o potrebnim i dovoljnim uslovima za
egzistenciju rešenja jednačine (3.1) u pojedinim klasama. Rezultati dokazani u radovima
[3, 4, 5] biće primenjeni na jednačinu (3.1).

Rešenja skupa M− se mogu podeliti u sledeće tri klase u odnosu na asimptotsko
ponašanje rešenja i njegovog kvazi-izvoda:

M− = M−B ∪M−0,B ∪M−0,0.

Egzistencija opadajućih rešenja biće okarakterisana konvergencijom integrala:

Iα =

∫ ∞
1

(
1

a(t)

∫ ∞
t

b(s) dqs

) 1
α

dqt(3.2)

Jβ,q =

∫ ∞
1

b(t)

(∫ ∞
qt

(
1

a(s)

) 1
α

dqs

)β

dqt(3.3)

Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju rešenja klasa M−B i M−0,B za dinamičku jednačinu
(1.17) na proizvoljnoj vremenskoj skali su dati u radovima [3, 5]. U nastavku su navedeni
ovi rezulatati za q-diferencnu jednačinu (3.1).

Teorema 3.2.1. [3, Teorema 4.1] Postoji rešenje jednačine (3.1) u klasi M−B ako i samo
ako Iα <∞.

Teorema 3.2.2. [5, Teorema 2.1, Teorema 2.3] Postoji rešenje jednačine (3.1) u klasi
M−0,B ako i samo ako Jβ,q <∞.
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Kao posledica navedenih tvrd̄enja i činjenice da je M− 6= ∅, važiće sledeće tvrd̄enje:

Teorema 3.2.3. Za jednačinu (3.1) važe sledeća tvrd̄enja:

(i) Ako Iα =∞ i Jβ,q =∞, tada M− = M−0,0 6= ∅;

(ii) Ako Iα =∞ i Jβ,q <∞, tada M− = M−0,B ∪M−0,0, pri čemu je M−0,B 6= ∅;

(iii) Ako Iα <∞ i Jβ,q =∞, tada M− = M−0,0 ∪M−B, pri čemu je M−B 6= ∅;

(iv) Ako Iα <∞ i Jβ,q <∞, tada je M−B 6= ∅ i M−0,B 6= ∅;

Osim toga, za rešenja klase M−B važi da je

(3.4) x(t) ∼ c, t→∞,

gde je c pozitivna konstanta. Rešenja klase M−0,B imaju sledeću asimptotsku reprezentaciju

x(t) ∼ c

∫ ∞
t

dqs

a(s)
1
α

, t→∞,

gde je c pozitivna konstanta. Med̄utim, u dosadašnjoj literaturi nije odred̄ena asimptotska
reprezentacija strogo opadajućih rešenja, te će to biti jedan od zadataka ove doktorske
disertacije.

Analogno, rešenja skupa M+ se mogu podeliti u sledeće tri klase:

M+ = M+
B ∪M+

∞,B ∪M+
∞,∞.

Egzistencija rastućih rešenja biće okarakterisana konvergencijom integrala:

Kα =

∫ ∞
1

(
1

a(t)

∫ t

1

b(s) dqs

) 1
α

dqt,(3.5)

Hβ =

∫ ∞
1

b(t)

(∫ t

1

(
1

a(qs)

) 1
α

dqs

)β

dqt,(3.6)

Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju rešenja za svaku od navedene tri klase, za
dinamičku jednačinu (1.17) na proizvoljnoj vremenskoj skali su dati u radu [4]. U nastavku
su navedeni ovi rezulatati za q-diferencnu jednačinu (3.1).

Teorema 3.2.4. [4, Teorema 3.1] Postoji rešenje jednačine (3.1) u klasi M+
B ako i samo

ako Kα <∞.

Teorema 3.2.5. [4, Teorema 3.2, Posledica 5.1 (ii),(iv)] Postoji rešenje jednačine (3.1)
u klasi M+

∞,B ako i samo ako Kα =∞ i Hβ <∞.

Teorema 3.2.6. [4, Teorema 3.2, Teorema 6.1, Teorema 6.3] Jednačina (3.1) ima rešenje
u klasi M+

∞,∞ ako i samo ako Hβ = Kα =∞.

Kao posledica navedenih tvrd̄enja i činjenice da je M+ 6= ∅, važiće sledeća teorema.
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Teorema 3.2.7. Za jednačinu (3.1) važi sledeće:

(i) Ako Kα =∞ i Hβ =∞, tada M+ = M+
∞,∞ 6= ∅;

(ii) Ako Kα =∞ i Hβ <∞, tada M+ = M+
∞,B 6= ∅;

(iii) Ako Kα <∞ i Hβ =∞, tada M+ = M+
B 6= ∅;

(iv) Ako Kα <∞ i Hβ <∞, tada je M+ = M+
B 6= ∅.

Takod̄e, za rešenja klase M+
B važiće (3.4), dok će za rešenja klase M+

∞,B važiti

x(t) ∼ c

∫ t

1

dqs

a(s)
1
α

, t→∞,

za neku pozitivnu konstantu c. Odred̄ivanje asimptotske reprezentacije strogo rastućih
rešenja biće jedan od naših zadataka.

Na osnovu navedenih rezultata primećujemo da su odred̄eni dovoljni uslovi za egzis-
tenciju rešenja klase M−0,0, ali samo u jednom od moguća četiri različita slučaja med̄usobne
konvergencije i divergencije integrala Iα i Jβ,q, u slučaju kada oba integrala divergiraju.
Sa druge strane, odred̄eni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju rešenja klase M+

∞,∞.
U nastavku, pod pretpostavkom da su koeficijenti jednačine (3.1) q-pravilno promenljive
funkcije, biće rešen otvoren problem egzistencije rešenja klase M−0,0 u svakom od preostala

tri slučaja, kada je bar jedan od integrala Iα i Jβ,q konvergentan. Štavǐse, biće utvrd̄eni
potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju rešenja klase M−0,0. Zatim će biti odred̄ene asimp-
totske formule rešenja klasa M−0,0 i M+

∞,∞ uz pomoć karakterističnih svojstava q-pravilno
promenljivih funkcija.

3.3 Egzistencija strogo opadajućih rešenja

U ovom poglavlju pretpostavljeno je da su koeficijenti u jednačini (3.1) q-pravilno pro-
menljive funkcije, tj. a ∈ RVq(λ), b ∈ RVq(µ), λ, µ ∈ R i da su predstavljeni u sledećem
obliku

(3.7) a(t) = tλ`a(t), b(t) = tµ`b(t), `a, `b ∈ SVq.

Posmatrana su q-pravilno promenljiva strogo opadajuća rešenja jednačine (3.1) izražena
u obliku

(3.8) x(t) = tρ`x(t), `x ∈ SVq.

Slično neprekidnom i diskretnom slučaju, asimptotska svojstva pozitivnih rešenja
jednačine (3.1) zavise od konvergencije integrala

Ia =

∫ ∞
1

dqt

a(t)
1
α

=

∫ ∞
1

t−
λ
α `a(t)

− 1
αdqt.
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Shodno tome, biće razmatrani slučajevi λ < α, koji obezbed̄uje divergenciju integrala Ia
i λ > α, koji obezbed̄uje konvergenciju integrala Ia, dok će slučaj λ = α biti isključen iz
razmatranja. U slučaju λ = α konvergencija integrala Ia, u opštem slučaju, nije odred̄ena.

Pre svega, odredimo intervale indeksa regularnosti strogo opadajućih rešenja jednačine
(3.1) pod navedenim pretpostavkama.

I slučaj λ < α: Pretpostavimo da postoji strogo opadajuće q-pravilno promenljivo rešenje
jednačine (3.1) predstavljeno u obliku (3.8). Indeks regularnosti ρ ovakvog rešenja, na
osnovu Teoreme 1.4.2 (ii), zadovoljava uslov ρ ≤ 0. U slučaju ρ = 0, kako je limt→∞ x(t) =
limt→∞ `x(t) = 0, x je netrivijalno q-sporo promenljivo rešenje. Stoga, skup strogo
opadajućih q-pravilno promenljivih rešenja može se podeliti na sledeće dve klase

(3.9) R−0,0 = ntr −M−SV ∪M−RV (ρ), gde je ρ < 0.

II slučaj λ > α: Definǐsimo opadajuću funkciju π : qN0 → (0,∞) na sledeći način

(3.10) π(t) =

∫ ∞
t

dqs

a(s)
1
α

, t ∈ qN0 .

Primenom q-Karamatine integracione teoreme, važiće sledeća asimptotska relacija

(3.11) π(t) ∼ t1−
λ
α

−
[
1− λ

α

]
q

`a(t)
− 1
α , t→∞.

Na osnovu Teoreme 1.4.2 (vii) zaključuje se da π ∈ RVq (1− λ/α) . Primenom q-Lopitalovog
pravila, za svako q-pravilno promenljivo strogo opadajuće rešenje x jednačine (3.1), važiće

(3.12) lim
t→∞

x(t)

π(t)
= lim

t→∞
(−Dqx(t))a(t)

1
α = lim

t→∞
|x[1](t)|

1
α = 0,

te se zaključuje da indeks q-regularnosti rešenja x zadovoljava ρ ≤ 1− λ/α. Skup strogo
opadajućih RVq rešenja se može podeliti u dve klase

(3.13) R−0,0 = ntr −M−RV

(
1− λ

α

)
∪M−RV (ρ), gde je ρ < 1− λ

α
.

Egzistencija strogo opadajućih rešenja jednačine (3.1) u slučajevima I i II biće opisana
konvergencijom (ili divergencijom) integrala Iα definisanog u (3.3) i integrala

Jβ =

∫ ∞
1

b(t)

(∫ ∞
t

(
1

a(s)

) 1
α

dqs

)β

dqt.

Napomenimo da pod pretpostavkom da su koeficijenti a i b jednačine (3.1) q-pravilno
promenljive funkcije postoji konstanta θ tako da važi∫ t

1

b(s)

(∫ ∞
s

(
1

a(u)

) 1
α

dqu

)β

dqs ∼ θ

∫ t

1

b(s)

(∫ ∞
qs

(
1

a(u)

) 1
α

dqu

)β

dqs, t→∞ ,

te zaključujemo da Jβ,q <∞ ako i samo ako Jβ <∞. Naredna lema daje potrebne i do-
voljne uslove za konvergenciju pomenutih integrala, pod pretpostavkom da su koeficijenti
jednačine (3.1) q-pravilno promenljive funkcije.
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Lema 3.3.1. Neka je a ∈ RVq(λ), λ 6= α i b ∈ RVq(µ).

(i) Neka je λ < α. Tada Iα <∞ ako i samo ako je ispunjen jedan od sledećih uslova

(3.14) µ < λ− α− 1

ili

(3.15) µ = λ− α− 1 i

∫ ∞
1

(ta(t)−1b(t))
1
α dqt <∞.

(ii) Neka je λ > α. Tada Jβ <∞ ako i samo ako je ispunjen jedan od sledećih uslova

(3.16) µ < β

(
λ

α
− 1

)
− 1

ili

(3.17) µ = β

(
λ

α
− 1

)
− 1 i

∫ ∞
1

b(t)π(t)β dqt <∞,

gde je funkcija π definisana u (3.10).

Dokaz: (i) (⇒:) Iz pretpostavke da Iα < ∞ slediće da je
∫∞
1
b(t) dqt < ∞, te na

osnovu q-Karamatine integracione teoreme važiće da je µ ≤ −1.

Dokazaćemo da je slučaj µ = −1 nemoguć. Zaista, iz µ = −1 slediće da je
∫∞
t
b(s) dqs

q-sporo promenljiva funkcija. Kao posledica toga, iz konvergencije integrala Iα i Teoreme
1.4.4 proizilazi da je λ > α, što je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Stoga, mora važiti da je µ < −1 i

(3.18)

∫ ∞
t

b(s) dqs ∼
tµ+1

−[µ+ 1]q
`b(t), t→∞.

Daljom primenom q-Karamatine integracione teoreme slediće da je

(3.19) Iα ∼
∫ ∞
t

(
sµ−λ+1

−[µ+ 1]q
`a(s)

−1`b(s)

) 1
α

dqs, t→∞.

Konvergencija integrala Iα implicira da je µ ≤ λ − α − 1. Odavde zaključujemo da će
važiti (3.14) ili (3.15).

(⇐:) Pretpostavimo da je ispunjen uslov (3.14). Odatle će slediti da je µ < −1, te će
na osnovu q-Karamatine integracione teoreme važiti (3.18), a potom i (3.19). Uslov (3.14)
dozvoljava primenu q-Karamatine integracione teoreme pri integraciji u (3.19), nakon čega
se zaključuje konvergencija integrala Iα.

Neka je ispunjen uslov (3.15). Analogno kao u prethodnom paragrafu slediće da je
µ < −1, te će na osnovu q-Karamatine integracione teoreme važiti (3.19). Uslov (3.15)
implicira konvergenciju integrala na desnoj strani relacije (3.19), a samim tim i integrala
Iα.

(ii) Analognim postupkom dokazuju se potrebni i dovoljni uslovu za konvergenciju
integrala Jβ. �
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U narednoj teoremi odred̄eni su dovoljni uslovi za egzistenciju strogo opadajućih
rešenja. Napomenimo da se ovi uslovi razlikuju od dovoljnih uslova za egzistenciju rešenja
klase M−0,0 datih u Teoremi 3.2.3 (i). Naime, prema Teoremi 3.2.3 (i) pod pretpostavkom
da su integrali Iα i Jβ istovremeno divergentni, važi da je M−0,0 6= ∅, dok će u narednoj
teoremi biti dokazana egzistencija strogo opadajućih rešenja pod pretpostavkom da je bar
jedan od ovih integrala konvergentan.

Teorema 3.3.1. Neka je a ∈ RVq(λ), λ 6= α i b ∈ RVq(µ). Ukoliko je ispunjen jedan od
sledećih uslova

(i) Ia =∞ i Iα <∞;

(ii) Ia <∞ i Jβ <∞,

postoji rešenje x ∈M−0,0 jednačine (3.1), tj. M−0,0 6= ∅.

Primetimo da uslov (i) Teoreme 3.3.1 implicira divergenciju integrala Jβ. Stoga, na
ovaj način biće dokazana egzistencija strogo opadajućih rešenja pod pretpostavkom da je
ispunjen uslov Teoreme 3.2.3 (iii). Osim toga, uslov (ii) Teoreme 3.3.1 implicira egzis-
tenciju strogo opadajućih rešenja bez obzira na konvergenciju ili divergenciju integrala
Iα. Na taj način dokazana je egzistencija rešenja klase M−0,0 pod pretpostavkama Teoreme
3.2.3 (ii) i (iv).

Da bismo dokazali prethodnu teoremu, dokažimo najpre neka pomoćna tvrd̄enja.

Teorema 3.3.2. Neka je a ∈ RVq(λ) i b ∈ RVq(µ). Ukoliko je ispunjen jedan od sledećih
uslova

(i) λ < α i (3.14);

(ii) λ > α i (3.16),
(3.20)

postoji rešenje x ∈M−0,0 jednačine (3.1), tj. M−0,0 6= ∅.

Dokaz: Primenom Knasterove teoreme o fiksnoj tački biće dokazano da operator

(3.21) (Fx)(t) =

∫ ∞
t

(
1

a(s)

∫ ∞
s

b(u)x(qu)β dqu

) 1
α

dqs, t ∈ [t0,∞)q,

gde je t0 ∈ qN0 , ima fiksnu tačku na odred̄enom podskupu parcijalno ured̄enog Banahovog
prostora, koji će biti opisan korǐsćenjem funkcije

(3.22) X1(t) =
(
η1t

α+1a(t)−1b(t)
) 1
α−β , t ∈ qN0 ,

gde je η1 =
qρβ

(−[ρ]q)α(−[(ρ− 1)α + λ]q)
i

(3.23) ρ =
µ+ 1− λ+ α

α− β
.
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Pomenuta fiksna tačka biće strogo opadajuće rešenje jednačine (3.1). Sa ovim ciljem,
najpre dokažimo da funkcija X1 zadovoljava sledeću integralnu jednačinu

(3.24) X(t) ∼
∫ ∞
t

(
1

a(s)

∫ ∞
s

b(u)X(qu)β dqu

) 1
α

dqs, t→∞.

Primenom (3.7) i (3.23) X1 se može predstaviti u obliku

(3.25) X1(t) = tρ
(
η1`a(t)

−1`b(t)
) 1
α−β , t ∈ qN0 ,

odakle na osnovu Teoreme 1.4.2 (i) zaključujemo da je X1 q-pravilno promenljiva funkcija
indeksa regularnosti ρ, te će na osnovu Teoreme 1.4.1 (i) zadovoljavati

(3.26) X1(qt) ∼ qρX1(t), t→∞.

Svaka od pretpostavki (i) ili (ii) implicira da je µ + ρβ + 1 = (ρ − 1)α + λ < 0 . Stoga,
ispunjeni su uslovi za primenu Teoreme 1.4.4 (ii) pri narednoj integraciji, čija primena,
uz korǐsćenje (3.26), implicira

(3.27)

∫ ∞
t

b(s)X1(qs)
β dqs ∼

qρβ

−[(ρ− 1)α + λ]q
tb(t)X1(t)

β, t→∞ .

Svaka od pretpostavki (i) ili (ii) takod̄e implicira da je ρ < 0, te je pri narednoj integraciji
ponovo dozvoljena primena q-Karamatine integracione teoreme, koja uz primenu (3.27)
dokazuje da X1 zadovoljava željenu asimptotsku relaciju∫ ∞
t

(
1

a(s)

∫ ∞
s

b(u)X1(qu)β dqu

) 1
α

dqs ∼
∫ ∞
t

(
qρβ

−[(ρ− 1)α + λ]q

sb(s)X1(s)
β

a(s)

) 1
α

dqs

∼
(

qρβ

−(−[ρ]q)α[(ρ−1)α + λ]q

tα+1b(t)

a(t)

) 1
α

X1(t)
β
α

= X1(t), t→∞.

Dakle, postoji t0 ∈ qN0 tako da je

(3.28)
X1(t)

2
≤
∫ ∞
t

(
1

a(s)

∫ ∞
s

b(u)X1(qu)β dqu

) 1
α

dqs ≤ 2X1(t), t ∈ [t0,∞)q.

Neka je takvo t0 fiksirano i izaberimo konstante 0 < k < 1 i K > 1 tako da je

(3.29) k ≤ 2
α

β−α i K ≥ 2
α

α−β .

Posmatrajmo prostor X funkcija f : [t0,∞)q → R takvih da je limt→∞ f(t) = 0, opremljen
supremum normom

||f || = sup
t∈[t0,∞)q

|f(t)| .

Skup ograničenih realnih funkcija, obezbed̄en supremom normom je kompletan. Neka je

f � g ⇔ f(t) ≤ g(t), t ∈ [t0,∞)q
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ured̄enje na skupu X . Uočimo podskup Ω ovog parcijalno ured̄enog Banahovog prostora

(3.30) Ω = {x ∈ X : kX1(t) ≤ x(t) ≤ KX1(t), t ∈ [t0,∞)q} .

Za svaki podskup M ⊂ Ω očigledno važi inf M ∈ Ω i supM ∈ Ω. Pokazaćemo da operator
F definisan na skupu Ω sa (3.21) poseduje fiksnu tačku na skupu Ω. Naime, operator F
ima sledeće osobine:

(i) Operator F slika Ω u samog sebe: Neka je x ∈ Ω. Koristeći (3.28), (3.29) i (3.30)
dobijamo sledeće nejednakosti

(Fx)(t) ≤ K
β
α

∫ ∞
t

(
1

a(s)

∫ ∞
s

b(u)X1(qu)β dqu

) 1
α

dqs ≤ K
β
α2X1(t) ≤ KX1(t),

(Fx)(t) ≥ k
β
α

∫ ∞
t

(
1

a(s)

∫ ∞
s

b(u)X1(qu)β dqu

) 1
α

dqs ≥ k
β
α
X1(t)

2
≥ kX1(t),

za svako t ≥ t0. Ovim je pokazano da Fx ∈ Ω, tj. FΩ ⊆ Ω.

(ii) Operator F je monotono rastuća funkcija: Očigledno, za svako x, y ∈ Ω, x � y
implicira da je Fx � Fy.

Sve pretpostavke Knasterove teoreme o fiksnoj tački su ispunjene. Stoga, operator F
poseduje fiksnu tačku x̂ ∈ Ω za koju važi

(3.31) x̂(t) =

∫ ∞
t

(
1

a(s)

∫ ∞
s

b(u)x̂(qu)β dqu

) 1
α

dqs, t ∈ [t0,∞)q.

Jasno je da je x̂ pozitivno rešenje jednačine (3.1) koje zadovoljava limt→∞ x̂(t) = 0.
Takod̄e, zaključujemo da x̂ ∈M−0,0, obzirom da

0 ≤ −x̂[1](t) =

∫ ∞
t

b(s)x̂(qs)β dqs ≤ Kβ

∫ ∞
t

b(s)X1(qs)
β dqs→ 0, t→∞,

gde integral na desnoj strani poslednje nejednakosti konvergira nuli kao q-pravilno promenljiva
funkcija negativnog indeksa regularnosti. �

Teorema 3.3.3. Neka je a ∈ RVq(λ), λ < α i b ∈ RVq(µ). Ako je ispunjen uslov (3.15)
postoji rešenje x ∈M−0,0 jednačine (3.1), tj. M−0,0 6= ∅.

Dokaz: Definǐsimo funkciju X2 : qN0 → (0,∞)

X2(t) = (η2H2(t))
α

α−β , t ∈ qN0 ,

gde je

η2 =
α− β

α (−[λ− α]q)
1
α

i H2(t) =

∫ ∞
t

(
sa(s)−1b(s)

) 1
α dqs, t ∈ qN0 .
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Dokažimo da funkcija X2 zadovoljava asimptotsku relaciju (3.24). Primetimo da je na
pretpostavke (3.15) sledi da H2 ∈ ntr − SVq, tj. X2 ∈ ntr − SVq. Stoga, primenom
Teoreme 1.4.4 (ii) pri integraciji na [t,∞) dobija se∫ ∞
t

b(s)X2(qs)
β dqs =

∫ ∞
t

sλ−α−1`b(s)X2(qs)
β dqs ∼

tλ−α

−[λ− α]q
`b(t)X2(qt)

β, t→∞.

Primenom dobijene asimptotske relacije i Teoreme 1.4.3 (i), dokazuje se da X2 zadovoljava
željenu asimptotsku relaciju:∫ ∞
t

(
1

a(s)

∫ ∞
s

b(u)X2(qu)β dqu

) 1
α

dqs ∼
1

(−[λ−α]q)
1
α

∫ ∞
t

s−1
(
`a(s)

−1`b(s)
) 1
α X2(qs)

β
α dqs

=
1

(−[λ−α]q)
1
α

∫ ∞
t

(−DqH2(s))(η2H2(qs))
β

α−β dqs

∼ (α− β)η
β

α−β
2

α(−[λ− α]q)
1
α

H2(t)
α

α−β

= (η2H2(t))
α

α−β = X2(t), t→∞.

Dalje, postupajući isto kao u dokazu Teoreme 3.3.2, menjajući X1 sa X2, egzistencija
rešenja x̂ ∈M−0,0 jednačine (3.1) takvog da

(3.32) kX2(t) ≤ x̂(t) ≤ KX2(t), za dovoljno veliko t,

može se pokazati primenom Knasterove teoreme o fiksnoj tački na operator F definisan
sa (3.21). �

Teorema 3.3.4. Neka je a ∈ RVq(λ), λ > α i b ∈ RVq(µ). Ako je ispunjen uslov (3.17),
onda postoji rešenje x ∈M−0,0 jednačine (3.1), tj. M−0,0 6= ∅.

Dokaz: Neka je

(3.33) X3(t) = π(t) (η3H3(t))
1

α−β , t ∈ qN0 ,

gde je

η3 = q(1−
λ
α
)βα− β

α
i H3(t) =

∫ ∞
t

b(s)π(s)β dqt

i funkcija π je definisana u (3.10). Dokazaćemo da X3 zadovoljava asimptotsku relaciju
(3.24). Primetimo da H3 ∈ ntr−SVq, na osnovu pretpostavke (3.17). Primenom Teoreme
1.4.3 (i) dobijamo∫ ∞

t

b(s)X3(qs)
β dqs =

∫ ∞
t

b(s)π(qs)β (η3H3(qs))
β

α−β dqs

∼ q(1−
λ
α
)βη

β
α−β
3

∫ ∞
t

(−DqH3(s))H3(qs)
β

α−β dqs

∼ q(1−
λ
α
)βη

β
α−β
3

α− β
α

H3(t)
α

α−β = (η3H3(t))
α

α−β , t→∞,
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odakle dalje sledi∫ ∞
t

(
1

a(s)

∫ ∞
s

b(u)X3(qu)β dqu

) 1
α

∼
∫ ∞
t

(
s−λ`a(s)

−1(η3H3(s))
α

α−β

) 1
α
dqs

∼ t1−
λ
α

−
[
1− λ

α

]
q

`a(t)
− 1
α (η3H3(t))

1
α−β

∼ π(t)(η3H3(t))
1

α−β = X3(t), t→∞.

Ponavljajući postupak iz dokaza Teoreme 3.3.2, menjajući X1 sa X3, primenom Kna-
sterove teoreme o fiksnoj tački na operator F definisan sa (3.21), pokazuje se da postoji
x̂ ∈M−0,0 takvo da

(3.34) kX3(t) ≤ x̂(t) ≤ KX3(t), za dovoljno veliko t. �

Primenom Teorema 3.3.2 - 3.3.4 dokažimo Teoremu 3.3.1.

Dokaz Teoreme 3.3.1 (i) Pretpostavka Ia = ∞ implicira da je λ < α, dok će iz
pretpostavke Iα <∞ na osnovu Leme 3.3.1 (i) biti ispunjen jedan od sledećih uslova

a) (3.14), kada na osnovu Teoreme 3.3.2 (i) zaključujemo da je M−0,0 6= ∅ ;

b) (3.15), kada na osnovu Teoreme 3.3.3 zaključujemo da je M−0,0 6= ∅ .

(ii) Pretpostavka Ia < ∞, implicira da je λ > α, dok će iz pretpostavke Jβ < ∞ na
osnovu Leme 3.3.1 (ii) biti ispunjen jedan od sledećih uslova

a) (3.16), kada na osnovu Teoreme 3.3.2 (ii) zaključujemo da je M−0,0 6= ∅;

b) (3.17), kada na osnovu Teoreme 3.3.4 zaključujemo da je M−0,0 6= ∅. �

3.4 Asimptotska reprezentacija RVq−strogo opada-

jućih rešenja

U ovom poglavlju biće odred̄eni potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo opadajućih
q-pravilno promenljivih rešenja jednačine (3.1) i biće odred̄ene asimptotske formule pome-
nutih rešenja. Osim toga, biće pokazano da sva q-pravilno promenljiva rešenja istog
indeksa regularnosti imaju istu asimptotsku reprezentaciju.

U nastavku su navedena pomoćna tvrd̄enja, koja će biti potrebna kako bi se dokazali
glavni rezultati.

Lema 3.4.1. Neka je a ∈ RVq(λ), λ < α i b ∈ RVq(µ). Svako rešenje x ∈M−0,0∩RVq(ρ),
ρ ≤ 0 jednačine (3.1) zadovoljava tačno jedno od sledećih tvrd̄enja

(i) ρ = 0 i

(3.35) x(t) ∼
(

1

−[λ− α]q

) 1
α
∫ ∞
t

s−1
(
`a(s)

−1`b(s)`x(s)
β
) 1
α dqs, t→∞.

U tom slučaju je µ = λ− α− 1.
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(ii) ρ je dato sa (3.23) i

(3.36) x(t) ∼
(

qρβtα+1a(t)−1b(t)

(−[ρ]q)α(−[(ρ− 1)α + λ]q)

) 1
α−β

, t→∞.

U tom slučaju je µ < λ− α− 1.

Dokaz: Neka je x ∈ M−0,0 ∩ RVq(ρ), ρ ≤ 0 rešenje jednačine (3.1) takvo da je x(t) > 0,
Dqx(t) < 0, t ∈ [t0,∞)q, t0 ∈ qN0 i neka je takvo rešenje predstavljeno u obliku (3.8).

Kako je limt→∞ x
[1](t) = 0, integraljenjem jednačine (3.1) na intervalu [t,∞) i pri-

menom (3.7) dobija se

(3.37) − x[1](t) =

∫ ∞
t

b(s)x(qs)β dqs = qρβ
∫ ∞
t

sµ+ρβ`b(s)`x(qs)
β dqs, t ∈ [t0,∞)q.

Konvergencija nesvojstvenog integrala u jednakosti (3.37), uz primenu q-Karamatine inte-
gracione teoreme, implicira da je µ+ρβ ≤ −1. Dokažimo da se radi o strogoj nejednakosti.

Pretpostavimo da je µ+ ρβ = −1. Tada se (3.37) može zapisati na sledeći način

(3.38) − x[1](t) = qρβ
∫ ∞
t

s−1`b(s)`x(qs)
β dqs = G(t), t ∈ [t0,∞)q,

gde je G ∈ ntr−SVq, prema Teoremi 1.4.4 (iv) i limt→∞G(t) = 0. Iz poslednje jednakosti
slediće

(3.39) −Dqx(t) = Φ1/α

(
G(t)

a(t)

)
, t ∈ [t0,∞)q.

Integraljenjem (3.39) na intervalu [t,∞) dobija se

(3.40) x(t) =

∫ ∞
t

Φ1/α

(
G(s)

a(s)

)
dqs, t ∈ [t0,∞)q.

Konvergencija nesvojstvenog integrala u jednakosti (3.40) primenom q-Karamatine inte-
gracione teoreme implicira da je λ ≥ α, što je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Dakle, važi nejednakost µ+ ρβ < −1. Primenom q-Karamatine integracione teoreme,
iz (3.37) dobija se

−x[1](t) ∼ qρβ

−[µ+ ρβ + 1]q
tµ+ρβ+1`b(t)`x(t)

β, t→∞,

odakle će dalje slediti

(3.41) −Dqx(t) ∼
(

qρβ

−[µ+ ρβ + 1]q
tµ+ρβ+1−λ`a(t)

−1`b(t)`x(t)
β

) 1
α

, t→∞,

Integraljenjem asimptotske relacije (3.41) na [t,∞) dobija se

(3.42) x(t) ∼
(

qρβ

−[µ+ ρβ + 1]q

) 1
α
∫ ∞
t

s
µ+ρβ+1−λ

α

(
`a(s)

−1`b(s)`x(s)
β
) 1
α dqs, t→∞.
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Konvergencija nesvojstvenog integrala asimptotske relacije (3.42) implicira sledeće dve
mogućnosti:

(3.43) (a)
µ+ ρβ + 1− λ

α
= −1; (b)

µ+ ρβ + 1− λ
α

< −1.

Ukoliko važi jednakost (a) Teorema 1.4.4 (iv) implicira da je rešenje x q-sporo promenljiva
funkcija. Asimptotska relacija (3.42) dokazuje da rešenje x tada zadovoljava asimptotsku
relaciju (3.35) i da je µ = λ− α− 1.

Ukoliko važi nejednakost (b), primena q-Karamatine integracione teoreme u (3.42) impli-
cira

(3.44) x(t) ∼ q
ρβ
α t

µ+ρβ+1−λ
α

+1

−
[
µ+ρβ+1−λ

α
+ 1
]
q

(−[µ+ ρβ + 1]q)
1
α

(
`a(t)

−1`b(t)`x(qt)
β
) 1
α , t→∞.

Stoga, mora važiti

(3.45) ρ =
µ+ ρβ + 1− λ

α
+ 1,

što dalje implicira da je indeks regularnosti rešenja x dat sa (3.23), kao i da je µ < λ−α−1.
Primenom (3.7), (3.23) i (3.45), iz (3.44) dobija se da je asimptotska formula rešenja
x ∈ RVq(ρ) data sa (3.36). �

Lema 3.4.2. Neka je a ∈ RVq(λ), λ > α i b ∈ RVq(µ). Svako rešenje x ∈M−0,0∩RVq(ρ),
ρ ≤ 1− λ/α jednačine (3.1) zadovoljava tačno jedno od sledećih tvrd̄enja

(i) ρ = 1− λ/α i

(3.46) x(t) ∼ q(1−
λ
α) βα t1−

λ
α

−
[
1− λ

α

]
q

(
`a(t)

−1
∫ ∞
t

s−1`b(s)`x(qs)
β dqs

) 1
α

, t→∞.

U tom slučaju je µ = β (λ/α− 1)− 1.

(ii) ρ je dato sa (3.23) i rešenje x zadovoljava (3.36). Tada je µ < β (λ/α− 1)− 1.

Dokaz: Neka je x ∈M−0,0∩RVq(ρ), ρ ≤ 1− λ
α

rešenje jednačine (3.1) takvo da zadovoljava
uslove x(t) > 0, Dqx(t) < 0, t ≥ t0 za neko t0 ∈ qN0 i neka je takvo rešenje predstavljeno u
obliku (3.8). Analognim postupkom kao u dokazu prethodne leme zaključuje se da rešenje
x jednačine (3.1) zadovoljava jednakost (3.37) i da mora važiti nejednakost µ+ ρβ ≤ −1.

Posmatrajmo najpre slučaj µ+ρβ = −1. Ponavljajući postupak iz dokaza Leme 3.4.1,
dobija se da rešenje x zadovoljava integralnu jednačinu (3.40). Med̄utim, kako je λ > α,
ispunjeni su uslovi za primenu Karamatine integracione teoreme pri integraciji u (3.40),
nakon čega se dobija da rešenje x u ovom slučaju zadovoljava asimptotsku relaciju (3.46).
Osim toga, slediće da je indeks regularnosti ovog rešenja ρ = 1− λ/α, kao i veza izmed̄u
indeksa regularnosti koeficijenata jednačine µ = β (λ/α− 1)− 1.
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U drugom slučaju, ukoliko je µ+ ρβ < −1, analognim postupkom kao u dokazu Leme
3.4.1 zaključuje se da rešenje x zadovoljava asimptotsku relaciju (3.42). Kako je

µ+ ρβ + 1− λ
α

< −λ
α
< −1 .

primenom Teoreme 1.4.4 (ii) u (3.42) dobija se da rešenje x u ovom slučaju zadovoljava
relaciju (3.44). Odatle će slediti da je ρ dato sa (3.23), x zadovoljava asimptotsku formulu
(3.36) i µ < β (λ/α− 1)− 1. �

U narednim tvrd̄enjima odred̄eni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju q-pravilno
promenljivih rešenja jednačine (3.1), za svaku od četiri podklasa klase strogo opadajućih
rešenja navedenih u (3.9) i (3.13). Takod̄e, biće pokazano da sva rešenja iz odred̄ene
podklase imaju istu asimptotsku reprezentaciju. Potrebni i dovoljni uslovi za egzisten-
ciju q-pravilno promenljivih rešenja izraženi su uz pomoć indeksa regularnosti q-pravilno
promenljivih koeficijenata.

Teorema 3.4.1. Neka je a ∈ RVq(λ) i b ∈ RVq(µ).

(i) Neka je λ < α. Tada jednačina (3.1) ima rešenje x ∈ RVq(ρ), gde je ρ < 0 ako i
samo ako važi (3.14).

(ii) Neka je λ > α. Tada jednačina (3.1) ima rešenje x ∈ RVq(ρ), gde je ρ < 1 − λ/α
ako i samo ako važi (3.16).

U oba slučaja ρ je dato sa (3.23) i asimptotska reprezentacija takvog rešenja odred̄ena je
formulom (3.36).

Dokaz: Dokazaćemo delove (i) i (ii) simultano.

(⇒:) Neka je x ∈ RVq(ρ) rešenje jednačine (3.1) i neka je

(a) λ < α i ρ < 0 ili (b) λ > α i ρ < 1− λ

α
.

Primena Teoreme 1.4.2 (iii), (iv), (vi) implicira da x[1] ∈ RVq(λ−α+αρ). Kako svaki od
uslova (a) i (b) implicira da je ρ < 0 i λ − α + αρ < 0, slediće da je limt→∞ x(t) =
limt→∞ x

[1](t) = 0. Prema Teoremi 1.4.1 (ii) rešenje x će biti eventualno monotono
opadajuća funkcija, te zaključujemo da je x ∈M−0,0.

Ukoliko je ispunjen uslov (a), jedino slučaj (i) Leme 3.4.1 je moguć za rešenje x, te je in-
deks regularnosti rešenja x dat sa (3.23), µ zadovoljava (3.14) i asimptotska reprezentacija
pravilno promenljivog rešenja x indeksa ρ data je sa (3.36).

Ukoliko važi (b) jedino slučaj (ii) Leme 3.4.2 je moguć za rešenje x, odakle za-
ključujemo da je indeks regularnosti rešenja x dat sa (3.23), µ zadovoljava prvi uslov
u (3.15) i asimptotska reprezentacija pravilno promenljivog rešenja x indeksa ρ data je sa
(3.36).

(⇐:) Pretpostavimo da je jedan od uslova (i) ili (ii) iz (3.20) ispunjen. Primena
Teoreme 3.3.2 implicira da je M−0,0 6= ∅, ali i dokazuje da postoji rešenje jednačine (3.1),
x ∈ Ω, koje zadovoljava integralnu jednačinu (3.31), gde je Ω definisano u (3.30). Ostaje
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pokazati da je ovakvo rešenje q-pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti ρ, gde
je ρ dato sa (3.23). Na osnovu načina definisanja skupa Ω, slediće

0 < lim inf
t→∞

x(t)

X1(t)
≤ lim sup

t→∞

x(t)

X1(t)
<∞,

gde je X1 ∈ RVq(ρ) definisano sa (3.22) i zadovoljava asimptotsku relaciju (3.24). Pri-
menom generalisanog q-Lopitalovog pravila pokazuje se da je

L = lim sup
t→∞

x(t)

X1(t)
≤ lim sup

t→∞

Dqx(t)

DqX1(t)
= lim sup

t→∞

(
1
a(t)

∫∞
t
b(s)x(qs)β dqs

) 1
α

(
1
a(t)

∫∞
t
b(s)X1(qs)β dqs

) 1
α

≤
(

lim sup
t→∞

∫∞
t
b(s)x(qs)β dqs∫∞

t
b(s)X1(qs)β dqs

) 1
α

≤
(

lim sup
t→∞

b(t)x(qt)β

b(t)X1(qt)β

) 1
α

≤
(

lim sup
t→∞

x(qt)

X1(qt)

) β
α

= L
β
α .

Kako je β < α, zaključujemo da je 0 < L ≤ 1. Slično, pokazuje se da je

l = lim inf
t→∞

x(t)

X1(t)
≥ lβ/α,

te se zaključuje da je 1 ≤ l <∞. Iz ovih razmatranja slediće da je l = L = 1, što znači da

x(t) ∼ X1(t), t→∞.

Time je dokazano da je x q-pravilno promenljivo rešenje jednačine (3.1) sa indeksom
regularnosti ρ i asimptotskom formulom datom sa (3.36). �

Teorema 3.4.2. Neka je a ∈ RVq(λ), λ < α i b ∈ RVq(µ). Jednačina (3.1) ima rešenje
x ∈ M−0,0 ∩ ntr − SVq ako i samo je zadovoljen uslov (3.15). Svako takvo rešenje ima
sledeću asimptotsku reprezentaciju

(3.47) x(t) ∼

(
α− β

α (−[µ+ 1]q)
1
α

∫ ∞
t

(
sa(s)−1b(s)

) 1
α dqs

) α
α−β

, t→∞.

Dokaz: (⇒:) Neka je x ∈ M−0,0 ∩ ntr − SVq rešenje jednačine (3.1). Tada, primenom
Leme 3.4.1 (i) zaključuje se da važi veza µ = λ − α − 1 izmed̄u indeksa regularnosti
koeficijenata jednačine (3.1) i da rešenje x ove jednačine zadovoljava asimptotsku relaciju
(3.35). U dokazu Leme 3.4.1 (i) pokazano je da ovakvo rešenje zadovoljava asimptotsku
relaciju (3.41) koja se može predstaviti u sledećem obliku

(3.48) `x(qt)
− β
α (−Dq`x(t)) ∼

t−1 (`a(t)
−1`b(t))

1
α

(−[λ− α]q)
1
α

, t→∞.
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Integraljenjem (3.48) na [t,∞) i primenom Teoreme 1.4.3 (i) zaključujemo

1

(−[λ− α]q)
1
α

∫ ∞
t

t−1
(
`a(t)

−1`b(t)
) 1
α dqs ∼

∫ ∞
t

`x(qs)
− β
α (−Dq`x(s)) dqs

∼ α

α− β
`x(t)

1− β
α , t→∞.

Kako je na osnovu polazne pretpostavke limt→∞ `x(t)
1− β

α = 0, zaključujemo da nesvo-
jstveni integral u poslednjoj asimptotskoj relaciji konvergira, tj. da je i drugi uslov u
(3.15) ispunjen, kao i da je asimptotska reprezentacija rešenja x data sa (3.47).

(⇐:) Neka je ispunjen uslov (3.15). Tada, na osnovu Teoreme 3.3.3 postoji rešenje
x ∈ M−0,0 koje zadovoljava (3.31) i (3.32). Postupajući isto kao u dokazu prethodne
teoreme, može se dokazati da je takvo rešenje netrivijalno q-sporo promenljivo rešenje
jednačine (3.1) čija je asimptotska reprezentacija data sa (3.47). �

Teorema 3.4.3. Neka je a ∈ RVq(λ), λ > α i b ∈ RVq(µ). Jednačina (3.1) ima rešenje
x ∈M−0,0∩ ntr−RVq (1− λ/α) ako i samo je zadovoljen uslov (3.17). Svako takvo rešenje
ima sledeću asimptotsku reprezentaciju

(3.49) x(t) ∼ π(t)

(
q(1−

λ
α)β α− β

α

∫ ∞
t

b(s)π(s)β dqs

) 1
α−β

, t→∞,

gde je π funkcija definisana u (3.10)

Dokaz: (⇒:) Neka postoji rešenje x ∈M−0,0∩ ntr−RVq(1−λ/α). Tada, na osnovu Leme
3.4.2 (i) zadovoljena je veza µ = β(1−λ/α)−1 izmed̄u indeksa regularnosti koeficijenata
jednačine (3.1) i rešenje x ove jednačine zadovoljava asimptotsku relaciju (3.46). Neka je
G definisano u (3.38). Pomenuta asimptotska relacija se tada može transformisati u

(3.50) lx(t) ∼
1

−[1− λ
α

]q
la(t)

− 1
αG(t)

1
α , t→∞,

koja se dalje može transformisati u asimptotsku relaciju

−G(qt)−
β
αDqG(t) ∼

(
q1−

λ
α

−[1− λ
α

]q

)β

t−1la(t)
− β
α lb(t) ∼ q(1−

λ
α
)βb(t)π(t)β, t→∞.

Integracijom dobijene asimptotske relacije na intervalu [t,∞) i primenom Teoreme 1.4.3
(i) dobija se

(3.51)
α

α− β
G(t)1−

β
α ∼ q(1−

λ
α
)β

∫ ∞
t

b(s)π(s)β dqs, t→∞.

Kako limt→∞G(t)1−
β
α = 0, zaključujemo da je drugi uslov u (3.17) ispunjen. Iz asimp-

totske relacije (3.51), primenom (3.38) i činjenice da je −x[1](t) ∼ x(t)/π(t), t→∞ dobija
se da je asimptotska reprezentacija za rešenje x jednačine (3.1) data sa (3.49).

(⇐:) Neka je ispunjen uslov (3.17). Tada, primenom Teoreme 3.3.4 postoji rešenje
jednačine (3.1) x ∈ M−0,0 koje zadovoljava (3.31) i (3.34). Postupajući kao u dokazu
Teoreme 3.4.1, pokazuje se da je ovo rešenje q-pravilno promenljiva funkcija indeksa reg-
ularnosti 1− λ/α, sa asimptotskom reprezentacijom datom sa (3.49). �
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Naredno tvrd̄enje je posledica dokazanih Teorema 3.4.1, 3.4.2 i 3.4.3. Odred̄eni su
potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo opadajućih q-pravilno promenljivih rešenja
izraženi pomoću konvergencije integrala Iα i Jβ.

Posledica 3.4.1. Neka je a ∈ RVq(λ), λ 6= α i b ∈ RVq(µ). Tada važe sledeća tvrd̄enja

(i) Neka je Ia =∞. Tada je R−0,0 6= ∅ ako i samo ako Iα <∞.

(ii) Neka je Ia <∞. Tada je R−0,0 6= ∅ ako i samo ako Jβ <∞.

3.5 Egzistencija i asimptotska reprezentacija RVq−
strogo rastućih rešenja

Kao u prethodnom poglavlju, pretpostavimo da su koeficijenti jednačine (3.1) q-pravilno
promenljive funkcije predstavljene u obliku (3.7) i posmatrajmo q-pravilno promenljiva
strogo rastuća rešenja jednačine (3.1) izražena u obliku (3.8). Razlikujemo slučajeve
λ > α i λ < α. Najpre, odredimo intervale indeksa regularnosti strogo rastućih q-pravilno
promenljivih rešenja jednačine (3.1).

I slučaj λ < α: Definǐsimo rastuću funkciju P : qN0 → [0,∞) na sledeći način

(3.52) P (t) =

∫ t

1

dqs

a(s)
1
α

, t ∈ qN0 .

Primenom q-Karamatine integracione teoreme, važiće sledeća asimptotska relacija

(3.53) P (t) ∼ t1−
λ
α[

1− λ
α

]
q

`a(t)
− 1
α , t→∞.

Na osnovu Teoreme 1.4.2 (vii) zaključuje se da P ∈ RVq (1− λ/α) . Pretpostavimo da
postoji strogo rastuće q-pravilno promenljivo rešenje x jednačine (3.1), predstavljeno u
obliku (3.8). Primenom q-Lopitalovog pravila, za svako takvo rešenje jednačine (3.1)
važiće

(3.54) lim
t→∞

x(t)

P (t)
= lim

t→∞
Dqx(t)a(t)

1
α = lim

t→∞
(x[1](t))

1
α =∞,

te se zaključuje da indeks q-regularnosti rešenja x zadovoljava ρ ≥ 1− λ/α. Skup strogo
rastućih RVq rešenja jednačine (3.1) se može podeliti u dve klase

(3.55) R+
∞,∞ = ntr −M+

RV

(
1− λ

α

)
∪M+

RV (ρ), gde je ρ > 1− λ

α
.

II slučaj λ > α: Neka je x strogo rastuće q-pravilno promenljivo rešenje jednačine (3.1).
Indeks regularnosti ρ ovakvog rešenja na osnovu Teoreme 1.4.2 (ii) zadovoljava uslov
ρ ≥ 0. U slučaju ρ = 0, kako je limt→∞ x(t) = limt→∞ `x(t) =∞, x je netrivijalno q-sporo
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promenljivo rešenje. Stoga, skup strogo rastućih q-pravilno promenljivih rešenja može se
podeliti na sledeće dve klase

(3.56) R+
∞,∞ = ntr −M+

SV ∪M+
RV (ρ), gde je ρ > 0.

U Teoremi 3.2.7 (i) odred̄eni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastućih
rešenja jednačine (3.1). Med̄utim, u nastavku ćemo odrediti potrebne i dovoljne uslove
za egzistenciju q-pravilno promenljivih strogo rastućih rešenja za svaku od četiri klasa
rešenja navedenih u (3.55) i (3.56) i odrediti njihove asimptotske formule. Pokazaćemo da
su, pod pretpostavkom da su koeficijenti jednačine (3.1) q-pravilno promenljive funkcije,
potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastućih q-pravilno promenljivih rešenja
isti kao potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastućih rešenja. Štavise, biće
dokazano da sva q-pravilno promenljiva rešenja odred̄enog indeksa regularnosti imaju
istu asimptotsku formulu kada t → ∞, gde je indeks regularnosti odred̄en konstantama
α i β i indeksima regularnosti λ i µ koeficijenata jednačine (3.1).

Kao što smo već videli, potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastućih rešenja
odred̄eni su divergencijom integrala Kα i Hβ definisanih u (3.5) i (3.6). Naredna lema
daje potrebne i dovoljne uslove za divergenciju ovih integrala, pod pretpostavkom da su
koeficijenti jednačine (3.1) q-pravilno promenljive funkcije odred̄enih indeksa regularnosti.

Lema 3.5.1. Neka je a ∈ RVq(λ), λ 6= α i b ∈ RVq(µ).

(i) Neka je λ < α. Tada Hβ =∞ ako i samo je ispunjen jedan od sledećih uslova

(3.57) µ > β

(
λ

α
− 1

)
− 1

ili

(3.58) µ = β

(
λ

α
− 1

)
− 1 i

∫ ∞
1

b(t)P (t)β dqt =∞,

gde je funkcija P definisana u (3.52).

(ii) Neka je λ > α. Tada Kα =∞ ako i samo ako je ispunjen jedan od sledećih uslova

(3.59) µ > λ− α− 1

ili

(3.60) µ = λ− α− 1 i

∫ ∞
1

(ta(t)−1b(t))
1
α dqt =∞.

Dokaz: (i) (⇒:) Iz pretpostavke da je λ < α slediće da važi (3.53), te je

(3.61)

∫ t

1

b(s)

(∫ s

1

1

a(u)
1
α

dqu

)β

dqs ∼
1[

1− λ
α

]β
q

∫ t

1

sµ+(1− λ
α
)βla(s)

− β
α lb(s) dqs, t→∞.
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Kako je Hβ = ∞, integrali u navedenoj asimptotskoj relaciji divergiraju kada t → ∞.
Na osnovu q-Karamatine integracione teoreme zaključujemo da je onda ispunjen jedan od
uslova (3.57) ili (3.58).

(⇐:) Iz pretpostavke da je λ < α slediće da važi (3.53), a posledično i (3.61). Kako
je ispunjen jedan od uslova (3.57) ili (3.58), zaključujemo da integral na desnoj strani
asimptotske relacije (3.61) teži ka beskonačnosti kada t→∞, a odatle je i Hβ =∞.

(ii) Analognim postupkom, korǐsćenjem q-Karamatine integracione teoreme, dokazuju
se potrebni i dovoljni uslovu za divergenciju integrala Kα. �

U nastavku su dokazane pomoćne leme koje će biti korǐsćene pri odred̄ivanju asimpto-
tske reprezentacije q-pravilno promenljivih strogo rastućih rešenja.

Lema 3.5.2. Neka je a ∈ RVq(λ), λ > α i b ∈ RVq(µ). Rešenje x ∈ M+
∞,∞ ∩ RVq(ρ),

ρ ≥ 0 jednačine (3.1) zadovoljava tačno jedno od sledećih tvrd̄enja:

(i) ρ = 0 i

(3.62) x(t) ∼
(

1

[λ− α]q

) 1
α
∫ t

1

s−1
(
`a(s)

−1`b(s)`x(s)
β
) 1
α dqs, t→∞.

U tom slučaju je µ = λ− α− 1.

(ii) ρ je dato sa (3.23) i

(3.63) x(t) ∼
(

qρβtα+1a(t)−1b(t)

([ρ]q)α[(ρ− 1)α + λ]q

) 1
α−β

, t→∞.

U tom slučaju je µ > λ− α− 1.

Dokaz: Neka je x ∈M+
∞,∞ ∩RVq(ρ), ρ ≥ 0 rešenje jednačine (3.1) takvo da zadovoljava

uslove x(t) > 0, Dqx(t) > 0 na intervalu [t0,∞)q, za neko t0 ∈ qN0 i neka je takvo rešenje
predstavljeno u obliku (3.8).

Integraljenjem jednačine (3.1) na intervalu [t0, t], uz primenu (3.7), dobija se

(3.64) x[1](t)− x[1](t0) =

∫ t

t0

b(s)x(qs)β dqs = qρβ
∫ t

t0

sµ+ρβ`b(s)`x(qs)
β dqs, t ∈ [t0,∞)q.

Kako je limt→∞ x
[1](t) = ∞, zaključuje se da integral u jednakosti (3.64) divergira kada

t→∞. Primena q-Karamatine integracione teoreme implicira da je u tom slučaju µ+ρβ ≥
−1. Dokažimo da se radi o strogoj nejednakosti.

Pretpostavimo da je µ+ ρβ = −1. Tada će iz (3.64) slediti

(3.65) x[1](t) ∼ qρβ
∫ t

t0

s−1`b(s)`x(s)
β dqs = H(t), t ∈ [t0,∞)q,

gde je H ∈ ntr − SVq. Iz poslednje asimptotske relacije slediće

(3.66) Dqx(t) ∼ Φ1/α

(
H(t)

a(t)

)
, t→∞,
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čijim integraljenjem na intervalu [t0, t] se dalje dobija

(3.67) x(t) ∼
∫ t

t0

Φ1/α

(
H(s)

a(s)

)
dqs, t→∞.

Pretpostavka limt→∞ x(t) = ∞ implicira da integral u jednakosti (3.67) divergira kada
t→∞, te primenom q-Karamatine integracione teoreme zaključuje se da mora važiti da
je λ ≤ α, što je u kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Dakle, važi nejednakost µ + ρβ > −1. Primenom q-Karamatine integracione teoreme
u (3.64) dobija se

x[1](t) ∼ qρβ

[µ+ ρβ + 1]q
tµ+ρβ+1`b(t)`x(t)

β, t→∞,

odakle će dalje slediti

(3.68) Dqx(t) ∼
(

qρβ

[µ+ ρβ + 1]q
tµ+ρβ+1−λ`a(t)

−1`b(t)`x(t)
β

) 1
α

, t→∞.

Integraljenjem asimptotske relacije (3.68) na [t0, t] dobija se

(3.69) x(t) ∼
(

qρβ

[µ+ ρβ + 1]q

) 1
α
∫ t

t0

s
µ+ρβ+1−λ

α

(
`a(s)

−1`b(s)`x(s)
β
) 1
α dqs, t→∞.

Divergencija integrala u asimptotskoj relaciji (3.69) kada t → ∞ implicira sledeće dve
mogućnosti:

(3.70) (a)
µ+ ρβ + 1− λ

α
= −1 ili (b)

µ+ ρβ + 1− λ
α

> −1.

Ukoliko važi jednakost (a), Teorema 1.4.4 (iii) implicira da je rešenje x q-sporo promenljiva
funkcija, tj. da je ρ = 0. Dakle, slediće da je µ = λ − α − 1. Asimptotska relacija (3.69)
se tada može ekvivalentno zapisati

(3.71) x(t) ∼
(

1

[µ+ 1]q

) 1
α
∫ t

t0

s−1
(
`a(s)

−1`b(s)`x(s)
β
) 1
α dqs, t→∞,

što dokazuje da rešenje x tada zadovoljava asimptotsku relaciju (3.62).

Ukoliko važi nejednakost (b), primena q-Karamatine integracione teoreme u (3.69) impli-
cira da je

(3.72) x(t) ∼ q
ρβ
α t

µ+ρβ+1−λ
α

+1[
µ+ρβ+1−λ

α
+ 1
]
q

([µ+ ρβ + 1]q)
1
α

(
`a(t)

−1`b(t)`x(t)
β
) 1
α , t→∞.

Odavde se zaključuje da indeks regularnosti ρ rešenja x zadovoljava (3.45), što dalje
implicira da je indeks regularnosti rešenja x dat sa (3.23). Posledično, iz nejednakosti (b)
slediće da je µ > λ − α − 1. Primenom (3.7), (3.23) i (3.45), asimptotska relacija (3.72)
može se predstaviti u obliku (3.63), čime je dokazano da rešenje x zadovoljava navedenu
asimptotsku formulu. �
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Lema 3.5.3. Neka je a ∈ RVq(λ), λ < α i b ∈ RVq(µ). Rešenje x ∈ M+
∞,∞ ∩ RVq(ρ),

ρ ≥ 1− λ/α jednačine (3.1) zadovoljava tačno jedno od sledećih tvrd̄enja

(i) ρ = 1− λ/α i

(3.73) x(t) ∼ q
ρβ
α P (t)

(∫ t

1

s−1`b(s)`x(s)
β dqs

) 1
α

, t→∞,

gde je P funkcija definisana u (3.52). Tada je µ = β (λ/α− 1)− 1.

(ii) ρ je dato sa (3.23) i rešenje x zadovoljava (3.63). Tada je µ>β (λ/α− 1)− 1.

Dokaz: Neka je x ∈M+
∞,∞ ∩RVq(ρ), ρ ≥ 0 rešenje jednačine (3.1) takvo da zadovoljava

uslove x(t) > 0, Dqx(t) > 0 na intervalu [t0,∞)q, za neko t0 ∈ qN0 i neka je takvo
rešenje predstavljeno u obliku (3.8). Analognim postupkom kao u dokazu prethodne leme
zaključuje se da rešenje x zadovoljava jednakost (3.64) i da važi nejednakost µ+ρβ ≥ −1.

Posmatrajmo najpre slučaj µ+ ρβ = −1. Ponavljajući postupak iz dokaza Leme 3.5.2
dobija se da rešenje x zadovoljava asimptotsku relaciju (3.67). Kako je λ < α, ispunjeni
su uslovi za primenu q-Karamatine integracione teoreme u (3.67), nakon čega se dobija
da rešenje x u ovom slučaju zadovoljava asimptotsku relaciju (3.73). Osim toga, slediće
da je indeks regularnosti ovog rešenja ρ = 1−λ/α, kao i veza izmed̄u indeksa regularnosti
koeficijenata jednačine µ = β (λ/α− 1)− 1.

Ukoliko je µ+ ρβ > −1, analognim postupkom kao u dokazu Leme 3.5.2 zaključuje se
da rešenje x zadovoljava asimptotsku relaciju (3.69). Kako je

µ+ ρβ + 1− λ
α

> −λ
α
> −1,

primenom Teoreme 1.4.4 (ii) u (3.69) dobija se da rešenje x u ovom slučaju zadovoljava
relaciju (3.72). Odatle će slediti da je ρ dato sa (3.23), x zadovoljava asimptotsku formulu
(3.63) i µ > β (λ/α− 1)− 1. �

U narednim tvrd̄enjima odred̄eni su potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo
rastućih q-pravilno promenljivih rešenja, kao i njihove asimptotske reprezentacije.

Teorema 3.5.1. Neka je a ∈ RVq(λ), λ 6= α i b ∈ RVq(µ).

(i) Neka je λ > α. Tada jednačina (3.1) ima rešenje x ∈ RVq(ρ), gde je ρ > 0 ako i
samo ako važi (3.57).

(ii) Neka je λ < α. Tada jednačina (3.1) ima rešenje x ∈ RVq(ρ), gde je ρ > 1 − λ/α
ako i samo ako važi (3.59).

U oba slučaja ρ je dato sa (3.23) i asimptotska formula takvog rešenja odred̄ena je formu-
lom (3.63).

Dokaz: Dokazaćemo delove (i) i (ii) simultano.

(⇒:) Neka je x ∈ RVq(ρ) rešenje jednačine (3.1) i neka je

(a) λ > α i ρ > 0 ili (b) λ < α i ρ > 1− λ

α
.
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3. Sublinearna q-diferencna jednačina drugog reda tipa Emden-Fowler

Primena Teoreme 1.4.2 (iii), (iv), (vi) implicira da je tada x[1] ∈ RVq(λ− α+ αρ). Kako
svaki od uslova (a) i (b) implicira da je ρ > 0 i λ−α+αρ > 0, slediće da je limt→∞ x(t) =∞
i limn→∞ x

[1](t) = ∞. Prema Teoremi 1.4.1 (ii) rešenje x će biti eventualno monotono
rastuća funkcija, te zaključujemo da je x ∈M+

∞,∞.

Ukoliko je ispunjen uslov (a), jedino slučaj (ii) Leme 3.5.2 je moguć za rešenje x,
te je indeks regularnosti rešenja x dat sa (3.23), µ zadovoljava (3.57) i asimptotska
reprezentacija pravilno promenljivog rešenja x indeksa ρ data je sa (3.63). Ukoliko važi
(b), jedino slučaj (ii) Leme 3.5.3 je moguć za rešenje x, odakle zaključujemo da je indeks
regularnosti rešenja x dat sa (3.23), µ zadovoljava (3.59) i asimptotska reprezentacija
pravilno promenljivog rešenja x indeksa ρ je takod̄e data sa (3.63).

(⇐:) Pretpostavimo da je ispunjen uslov

(a) λ > α i µ > β

(
λ

α
− 1

)
− 1 ili (b) λ < α i µ > λ− α− 1.

Definǐsimo funkciju Y1 : qN0 → (0,∞)

(3.74) Y1(t) =
(
σ1t

α+1a(t)−1b(t)
) 1
α−β = tρ

(
σ1`a(t)

−1`b(t)
) 1
α−β , t ∈ qN0 ,

gde je ρ definisano sa (3.23) i

σ1 = qρβ[ρ]−αq [(ρ− 1)α + λ]−1q .

Očigledno, Y1 ∈ RVq(ρ).Dokažimo da funkcija Y1 zadovoljava sledeću asimptotsku relaciju

(3.75) Y (t) ∼
∫ t

1

(
1

a(s)

∫ s

1

b(u)Y (qu)β dqu

) 1
α

dqs, t→∞.

Svaka od pretpostavki (a) i (b) implicira da je µ + ρβ + 1 = (ρ − 1)α + λ > 0 , te su
ispunjeni uslovi za primenu Teoreme 1.4.4 (i) pri narednoj integraciji

(3.76)

∫ t

1

b(s)Y1(qs)
β dqs ∼ qρβ

∫ t

1

b(s)Y1(s)
β dqs ∼

qρβ

[µ+ ρβ + 1]q
tb(t)Y1(t)

β, t→∞ .

Takod̄e, kako svaka od pretpostavki (a) i (b) implicira da je ρ > 0, dozvoljena je ponovna
primena q-Karamatine integracione teoreme pri narednoj integraciji koja, uz primenu
(3.76), dokazuje da Y1 zadovoljava datu asimptotsku relaciju∫ t

1

(
1

a(s)

∫ s

1

b(u)Y1(qu)β dqu

) 1
α

dqs ∼
∫ t

1

(
qρβ

[µ+ ρβ + 1]q

sb(s)Y1(s)
β

a(s)

) 1
α

dqs

∼
(

qρβ

[ρ]αq [µ+ ρβ + 1]q

) 1
α
(
tα+1b(t)

a(t)

) 1
α

Y1(t)
β
α

= Y1(t), t→∞.

Dakle, postoji t0 ∈ qN0 tako da je

(3.77)

∫ t

t0

(
1

a(s)

∫ t

t0

b(u)Y1(qu)β dqu

) 1
α

dqs ≤ 2Y1(t), t ∈ [t0,∞)q.
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Neka je takvo t0 fiksirano. Bez gubljenja opštosti može se pretpostaviti da je Y1 rastuća
funkcija na [t0,∞)q. Prema (3.75), postoji t1 > t0 tako da je

(3.78)

∫ t

t0

(
1

a(s)

∫ t

t0

b(u)Y1(qu)β dqu

) 1
α

dqs ≥
Y1(t)

2
, t ∈ [t1,∞)q.

Izaberimo konstante 0 < k < 1 i K > 1 tako da je

(3.79) k ≤ 2
α

β−α , K ≥ 4
α

α−β i K ≥ 2k
Y1(t1)

Y1(t0)
.

Posmatrajmo prostor Y funkcija f : [t0,∞)q → R, takvih da su funkcije f/Y1 ograničene
na [t0,∞)q, sa normom

||f || = sup
t∈[t0,∞)q

f(t)

Y1(t)
.

Neka je
f � g ⇔ f(t) ≤ g(t), t ∈ [t0,∞)q

ured̄enje na skupu Y . Uočimo podskup Ω ovog parcijalno ured̄enog Banahovog prostora

(3.80) Ω = {x ∈ Y : kY1(t) ≤ x(t) ≤ KY1(t), t ∈ [t0,∞)q} .

Za svaki podskup M ⊂ Ω očigledno važi inf M ∈ Ω i supM ∈ Ω.

Definǐsimo preslikavanje F : Ω→ Y

(3.81) (Fx)(t) = c+

∫ t

t0

(
1

a(s)

∫ s

t0

b(u)x(qu)β dqu

) 1
α

dqs, x ∈ Ω

gde je

(3.82) kY1(t1) ≤ c ≤ K

2
Y1(t0).

Primenom Knasterove teoreme o fiksnoj tački biće dokazano da operator F poseduje
fiksnu tačku na skupu Ω. Pomenuta fiksna tačka biće rešenje jednačine (3.1), za koje
ćemo potom pokazati da je q-pravilno promenljiva funkcija indeksa regularnosti ρ.

Operator F ima sledeće osobine:

(i) Operator F slika Ω u samog sebe: Neka je x ∈ Ω. Koristeći (3.77), (3.79), (3.80) i
(3.82) dobijamo sledeći niz nejednakosti

(Fx)(t) ≤ c+K
β
α

∫ t

t0

(
1

a(s)

∫ s

t0

b(u)X1(qu)β dqu

) 1
α

dqs

≤ K

2
Y1(t0) + 2K

β
αY1(t) ≤

K

2
Y1(t) +

K

2
Y1(t) = KY1(t), t ≥ t0.

Sa druge strane, korǐsćenjem (3.78), (3.79), (3.80) i (3.82) dobija se da je
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3. Sublinearna q-diferencna jednačina drugog reda tipa Emden-Fowler

(Fx)(t) ≥ k
β
α

∫ t

t0

(
1

a(s)

∫ s

t0

b(u)Y1(qu)β dqu

) 1
α

dqs ≥ k
β
α
Y1(t)

2
≥ kY1(t), t ≥ t1.

Primenom osobine monotonosti funkcije Y1 na intervalu [t0,∞)q i (3.82) zaključujemo
da će važiti

(Fx)(t) ≥ c ≥ kY1(t1) ≥ kY1(t), t0 ≤ t ≤ t1.

Ovim je pokazano da Fx ∈ Ω, tj. FΩ ⊆ Ω.

(ii) Operator F je monotono rastuća funkcija: Očigledno, za svako x, y ∈ Ω, x � y
implicira da je Fx � Fy.

Sve pretpostavke Knasterove teoreme o fiksnoj tački su ispunjene. Stoga, operator F
poseduje fiksnu tačku x̂ ∈ Ω za koju važi

(3.83) x̂(t) = c+

∫ t

t0

(
1

a(s)

∫ s

t0

b(u)x̂(qu)β dqu

) 1
α

dqs, t ∈ [t0,∞)q.

Primetimo da je x̂ pozitivno i monotono rastuće rešenje jednačine (3.1) na intervalu
[t0,∞)q. Ostaje da pokažemo da je x̂ q-pravilno promenljiva funkcija odred̄enog indeksa
regularnosti. Neka je

L = lim sup
t→∞

x̂(t)

Y1(t)
i l = lim inf

t→∞

x̂(t)

Y1(t)
.

Na osnovu (3.69) važiće 0 < l ≤ L < ∞. Primenom q-Lopitalovog pravila, zaključujemo
sledeće

L ≤ lim sup
t→∞

Dqx̂(t)

DqY1(t)
= lim sup

t→∞

(
1
a(t)

∫ t
t0
b(s)x̂(qs)β dqs

) 1
α

(
1
a(t)

∫ t
t0
b(s)Y1(qs)β dqs

) 1
α

≤

(
lim sup
t→∞

∫ t
t0
b(s)x̂(qs)β dqs∫ t

t0
b(s)Y1(qs)β dqs

) 1
α

≤
(

lim sup
t→∞

b(t)x̂(qt)β

b(t)Y1(qt)β

) 1
α

≤
(

lim sup
t→∞

x̂(qt)

Y1(qt)

) β
α

= L
β
α .

Kako je β < α, slediće da je 0 < L ≤ 1. Slično, pokazuje se da je l ≥ lβ/α, te će slediti da
je 1 ≤ l <∞. Iz ovih razmatranja zaključuje se da je l = L = 1, što znači da je

x̂(t) ∼ Y1(t), t→∞.

Time je dokazano da je x q-pravilno promenljivo rešenje jednačine (3.1) sa indeksom
regularnosti ρ i asimptotskom formulom datom sa (3.36). �
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Teorema 3.5.2. Neka je a ∈ RVq(λ), λ > α i b ∈ RVq(µ). Jednačina (3.1) ima rešenje
x ∈M+

∞,∞∩ ntr−SVq ako i samo važi (3.58). Svako takvo rešenje ima sledeću asimptotsku
reprezentaciju

(3.84) x(t) ∼

(
α− β

α ([λ− α]q)
1
α

∫ t

1

(
sa(s)−1b(s)

) 1
α dqs

) α
α−β

, t→∞.

Dokaz: (⇒:) Neka je x ∈ M+
∞,∞ ∩ ntr − SVq rešenje jednačine (3.1) takvo da je x(t) >

0, Dqx(t) > 0 na intervalu [t0,∞)q, za neko t0 ∈ qN0 . Tada za rešenje x jednačine (3.1)
važi slučaj (i) Leme 3.5.2, te je µ = λ − α − 1 i rešenje x ove jednačine zadovoljava
asimptotsku relaciju (3.62). Neka je

G(t) =

(
1

[λ− α]q

) 1
α
∫ t

t0

s−1
(
`a(s)

−1`b(s)`x(s)
β
) 1
α dqs, t ≥ t0.

Tada se asimptotska relacija (3.62) može ekvivalentno zapisati u obliku

(3.85) G(qt)−
β
αDqG(t) ∼ t−1 (la(t)

−1lb(t))
1
α

([λ− α]q)
1
α

=
(ta(t)−1b(t))

1
α

([λ− α]q)
1
α

, t→∞.

Integraljenjem (3.85) od t0 do t i primenom Teoreme 1.4.3 (ii) zaključujemo

1

([λ− α]q)
1
α

∫ t

t0

(
sa(s)−1b(s)

) 1
α dqs ∼

∫ t

t0

G(qs)−
β
αDqG(s) dqs

∼ α

α− β
G(t)1−

β
α , t→∞.

Kako je na osnovu polazne pretpostavke limt→∞ `x(t)
1− β

α = ∞, a iz asimptotske relacije
(3.62) važi `x(t) ∼ G(t), t → ∞, zaključujemo da integral u poslednjoj asimptotskoj
relaciji diverigira kada t → ∞, tj. da je uslov (3.58) ispunjen, kao i da je asimptotska
reprezentacija rešenja x data sa (3.84).

(⇐:) Neka je ispunjen uslov (3.58). Definǐsimo funkciju Y2 : qN0 → (0,∞) na sledeći
način

Y2(t) = (σ2L2(t))
α

α−β , t ∈ qN0 ,

gde je

σ2 =
α− β

α ([λ− α]q)
1
α

i L2(t) =

∫ t

1

(
sa(s)−1b(s)

) 1
α dqs, t ∈ qN0 .

Dokažimo da funkcija Y2 zadovoljava asimptotsku relaciju (3.75). Koristeći Teoremu 1.4.4
(iii) i pretpostavku (3.58), zaključujemo da L2 ∈ ntr−SVq, tj. Y2 ∈ ntr−SVq. Ponovnom
primenom q-Karamatine integracione teoreme pri narednoj integraciji dobija se∫ t

1

b(s)Y2(qs)
β dqs =

∫ t

1

sλ−α−1`b(s)Y2(qs)
β dqs ∼

tλ−α

[λ− α]q
`b(t)Y2(qt)

β, t→∞.
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Primenom dobijene asimptotske relacije i Teoreme 1.4.3 (ii), dokazuje se da Y2 zadovoljava
željenu asimptotsku relaciju:∫ t

1

(
1

a(s)

∫ s

t0

b(u)Y2(qu)β dqu

) 1
α

dqs ∼
1

([λ− α]q)
1
α

∫ t

1

s−1
(
`a(s)

−1`b(s)
) 1
α Y2(qs)

β
α dqs

=
1

([λ− α]q)
1
α

∫ t

1

(σ2L2(qs))
β

α−βDqL2(s) dqs

∼ (α− β)σ
β

α−β
2

α([λ− α]q)
1
α

L2(t)
α

α−β = Y2(t), t→∞.

Postupajući isto kao u dokazu Teoreme 3.5.1, zamenom Y1 sa Y2, egzistencija rešenja
x̂ ∈M+

∞,∞ jednačine (3.1) takvog da zadovoljava

(3.86) kY2(t) ≤ x̂(t) ≤ KY2(t), za dovoljno veliko t,

može se pokazati primenom Knasterove teoreme o fiksnoj tački na operator F definisan
u (3.81). Primenom q-Lopitalovog pravila, pokazuje se da takvo rešenje zadovoljava

x̂(t) ∼ Y2(t), t→∞,

tj. da je x̂ netrivijalno q-sporo promenljivo rešenje jednačine (3.1) sa asimptotskom
reprezentacijom (3.84). �

Teorema 3.5.3. Neka je a ∈ RVq(λ), λ < α i b ∈ RVq(µ). Jednačina (3.1) ima rešenje
x ∈M+

∞,∞∩ ntr−RVq (1− λ/α) ako i samo važi (3.60). Svako takvo rešenje ima sledeću
asimptotsku reprezentaciju

(3.87) x(t) ∼ P (t)

(
q(1−

λ
α
)βα− β

α

∫ t

t0

b(s)P (s)β dqs

) 1
α−β

, t→∞,

gde je P funkcija definisana sa (3.52).

Dokaz: (⇒:) Neka postoji rešenje x jednačine (3.1) takvo da je x ∈M+
∞,∞∩ ntr−RVq(1−

λ/α) i x(t) > 0, Dqx(t) > 0 na intervalu [t0,∞)q, za neko t0 ∈ qN0 . Tada, na osnovu Leme
3.5.3 (i) zadovoljena je veza µ = β(λ/α−1)−1 izmed̄u indeksa regularnosti koeficijenata
jednačine (3.1) i rešenje x ove jednačine zadovoljava asimptotsku relaciju (3.73). Neka je
H definisano u (3.65). Pomenuta asimptotska relacija se tada može transformisati u

(3.88) lx(t) ∼
1[

1− λ
α

]
q

la(t)
− 1
αH(t)

1
α , t→∞,

koja se dalje može transformisati u asimptotsku relaciju

H(qt)−
β
αDqH(t) ∼

(
q1−

λ
α[

1− λ
α

]
q

)β

t−1la(t)
− β
α lb(t) ∼ q(1−

λ
α
)βb(t)P (t)β, t→∞.
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3.5. Egzistencija i asimptotska reprezentacija RVq− strogo rastućih rešenja

Integracijom dobijene asimptotske relacije na intervalu [t0, t] i primenom Teoreme 1.4.3
(i) dobija se

(3.89)
α

α− β
H(t)1−

β
α ∼ q(1−

λ
α
)β

∫ t

t0

b(s)P (s)β dqs, t→∞.

Kako je limt→∞H(t) =∞, zaključujemo da integral na desnoj strani poslednje asimpto-
tske relacije divergira kada t→∞, tj. da je drugi uslov u (3.60) ispunjen. Iz asimptotske
relacije (3.89), primenom (3.65) i činjenice da je x[1](t) ∼ x(t)/P (t), t→∞ dobija se da
rešenje x zadovoljava željenu asimptotsku relaciju (3.87).

(⇐:) Neka je ispunjen uslov (3.60) i neka je definisana funkcija Y3 : qN0 → (0,∞) na
sledeći način

(3.90) Y3(t) = P (t) (σ3L3(t))
1

α−β , t ∈ qN0 ,

gde je

σ3 = q(1−
λ
α
)βα− β

α
i L3(t) =

∫ t

1

b(s)P (s)β dqs.

Primetimo da je L3 ∈ ntr − SVq i Y3 ∈ RVq(1 − λ/α). U nastavku će biti dokazano da
Y3 zadovoljava asimptotsku relaciju (3.75). Činjenica da je P ∈ RVq(1 − λ/α) implicira

da P (qt) ∼ q1−
λ
αP (t), t→∞. Stoga, primenom Teoreme 1.4.3 (ii) dobijamo∫ t

1

b(s)Y3(qs)
β dqs =

∫ t

1

b(s)P (qs)β (σ3L3(qs))
β

α−β dqs

∼ q(1−
λ
α
)βσ

β
α−β
3

∫ t

1

L3(qs)
β

α−βDqL3(s) dqs

∼ q(1−
λ
α
)βσ

β
α−β
3

α− β
α

L3(t)
α

α−β = (σ3L3(t))
α

α−β , t→∞,

odakle dalje sledi∫ t

1

(
1

a(s)

∫ s

1

b(u)Y3(qu)β dqu

) 1
α

∼
∫ t

1

(
s−λ`a(s)

−1(σ3L3(s))
α

α−β

) 1
α
dqs

∼ t1−
λ
α[

1− λ
α

]
q

`a(t)
− 1
α (σ3L3(t))

1
α−β

∼ P (t)(σ3L3(t))
1

α−β = Y3(t), t→∞.

Ponavljajući postupak iz dokaza Teoreme 3.5.1, stavljajući Y3 umesto Y1, primenom Kna-
sterove teoreme o fiksnoj tački na operator F definisan sa (3.81), pokazuje se da postoji
x̂ ∈M+

∞,∞ rešenje jednačine (3.1) takvo da

(3.91) kY3(t) ≤ x̂(t) ≤ KY3(t), za dovoljno veliko t.

Primenom q-Lopitalovog pravila pokazuje se da je ovo rešenje q-pravilno promenljiva
funkcija indeksa regularnosti 1− λ/α. �
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3. Sublinearna q-diferencna jednačina drugog reda tipa Emden-Fowler

Naredno tvrd̄enje je posledica Teorema 3.5.1, 3.5.2 i 3.5.3. Potrebni i dovoljni uslovi
za egzistenciju strogo rastućih q-pravilno promenljivih funkcija izraženi su pomoću diver-
gencije integrala Kα i Hβ.

Posledica 3.5.1. Neka je a ∈ RVq(λ), λ 6= α i b ∈ RVq(µ).

(i) Neka je Ia <∞. Tada je R+
∞,∞ 6= ∅ ako i samo ako Kα =∞.

(ii) Neka je Ia =∞. Tada je R+
∞,∞ 6= ∅ ako i samo ako Hβ =∞.

Primetimo da ukoliko Ia < ∞ i Kα = ∞, slediće da je Hβ = ∞. Takod̄e, uslov
Ia = ∞ implicira da Kα = ∞. Stoga, možemo zaključiti da, pod pretpostavkom da su
koeficijenti jednačine (3.1) q-pravilno promenljive funkcije, pri čemu je indeks regularnosti
koeficijenta a različit od α, potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo rastućih q-
pravilno promenljivih rešenja su isti kao potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju strogo
rastućih rešenja.

3.6 Struktura skupa q-pravilno promenljivih rešenja

Na osnovu vrednosti indeksa regularnosti koeficijenata jednačine (3.1), kao što je već
dokazano u prethodnim poglavljima, u potpunosti su odred̄ene vrednosti indeksa regu-
larnosti q-pravilno promenljivih rešenja. Naredna tvrd̄enja su posledice teorema dokazanih
u prethodnim poglavljima i daju informaciju o koegzistenciji rastućih i opadajućih rešenja,
kao i o koegzistenciji q-pravilno promenljivih rešenja različitih indeksa regularnosti. Osim
toga, za odred̄ene vrednosti indeksa regularnosti koeficijenata zaključujemo da ne postoje
opadajuća q-pravilno promenljiva rešenja.

Najpre je navedena klasifikacija svih opadajućih, zatim svih rastućih q-pravilno pro-
menljivih rešenja, a potom i svih q-pravilno promenljivih rešenja u slučaju λ < α.

Posledica 3.6.1. Neka je a ∈ RVq(λ), λ < α, b ∈ RVq(µ).

(i) Ako je µ < λ− α− 1, tada je

R−q = R−0,0 ∪M−B = M−RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
∪M−SV .

(ii) Ako je µ = λ− α− 1 i Iα <∞, tada je

R−q = R−0,0 ∪M−B = M−SV .

(iii) Ako je µ > λ− α− 1, tada je R−q = ∅.

Posledica 3.6.2. Neka je a ∈ RVq(λ), λ < α, b ∈ RVq(µ).

(i) Ako je µ < β(λ/α− 1)− 1 ili µ = β(λ/α− 1)− 1 i Hβ <∞, tada je

R+
q = M+

∞,B = M+
RV

(
1− λ

α

)
.
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3.6. Struktura skupa q-pravilno promenljivih rešenja

(ii) Ako je µ = β(λ/α− 1)− 1 i Hβ =∞, tada je

R+
q = R+

∞,∞ = M+
RV

(
1− λ

α

)
.

(iii) Ako je µ > β(λ/α− 1)− 1, tada je

R+
q = R+

∞,∞ = M+
RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
.

Posledica 3.6.3. Neka je a ∈ RVq(λ), λ < α, b ∈ RVq(µ).

(i) Ako je µ < λ− α− 1, onda je

Rq = R−0,0 ∪M−B ∪M+
∞,B = M−RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
∪M−SV ∪M+

RV

(
1− λ

α

)
.

(ii) Ako je µ = λ− α− 1 i Iα <∞, onda je

Rq = R−0,0 ∪M−B ∪M+
∞,B = M−SV ∪M+

RV

(
1− λ

α

)
.

(iii) Ako je ispunjen jedan od sledećih uslova

(iii.1) µ = λ− α− 1 i Iα =∞;

(iii.2) λ− α− 1 < µ < β(λ/α− 1)− 1;

(iii.3) µ = β(λ/α− 1)− 1 i Hβ <∞,

onda je

Rq = M+
∞,B = M+

RV

(
1− λ

α

)
.

(iv) Ako je µ = β(λ/α− 1)− 1 i Hβ =∞, onda je

Rq = R+
∞,∞ = M+

RV

(
1− λ

α

)
.

(v) Ako je µ > β(λ/α− 1)− 1, onda je

Rq = R+
∞,∞ = M+

RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
.

U nastavku je navedena klasifikacija svih opadajućih, zatim svih rastućih q-pravilno
promenljivih rešenja, a potom i svih q-pravilno promenljivih rešenja u slučaju λ > α.

Posledica 3.6.4. Neka je a ∈ RVq(λ), λ > α, b ∈ RVq(µ).
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3. Sublinearna q-diferencna jednačina drugog reda tipa Emden-Fowler

(i) Ako je µ < −1 ili µ = −1 i Ib <∞, tada je

R−q = R−0,0 ∪M−B ∪M−0,B = M−RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
∪M−SV ∪M−RV

(
1− λ

α

)
.

(ii) Ako je µ = −1 i Ib =∞ ili −1 < µ < β(λ/α− 1)− 1, tada je

R−q = R−0,0 ∪M−0,B = M−RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
∪M−RV

(
1− λ

α

)
.

(iii) Ako je µ = β(λ/α− 1)− 1 i Jβ <∞, tada je

R−q = R−0,0 ∪M−0,B = M−RV

(
1− λ

α

)
.

(iv) Ako je µ = β(λ/α− 1)− 1 i Jβ =∞ ili µ > β(λ/α− 1)− 1 tada je R−q = ∅.

Posledica 3.6.5. Neka je a ∈ RVq(λ), λ > α, b ∈ RVq(µ).

(i) Ako je −1 ≤ µ < λ− α− 1 ili µ = λ− α− 1 i Kα <∞, tada je

R+
q = M+

B = M+
SV .

(ii) Ako je µ = λ− α− 1 i Kα =∞, tada je

R+
q = R+

∞,∞ = M+
SV .

(iii) Ako je µ > λ− α− 1, tada je

R+
q = R+

∞,∞ = M+
RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
.

Posledica 3.6.6. Neka je a ∈ RVq(λ), λ > α, b ∈ RVq(µ).

(i) Ako je µ < −1 ili µ = −1 i Ib <∞, onda je

Rq = R−0,0∪M−B∪M
−
0,B∪M

+
B = M−RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
∪M−SV ∪M

−
RV

(
1− λ

α

)
∪M+

SV .

(ii) Ako je µ = −1 i Ib =∞ ili −1 < µ < β(λ/α− 1)− 1, tada je

Rq = R−0,0 ∪M−0,B ∪M+
B = M−RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
∪M−RV

(
1− λ

α

)
∪M+

SV .

(iii) Ako je µ = β(λ/α− 1)− 1 i Jβ <∞, tada je

Rq = R−0,0 ∪M−0,B ∪M+
B = M−RV

(
1− λ

α

)
∪M+

SV .
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3.6. Struktura skupa q-pravilno promenljivih rešenja

(iv) Ako je ispunjen jedan od sledećih uslova

(iv.1) µ = β(λ/α− 1)− 1 i Jβ =∞;

(iv.2) β(λ/α− 1)− 1 < µ < λ− α− 1;

(iv.3) µ = λ− α− 1 i Kα <∞,

onda je

Rq = M+
B = M+

SV .

(v) Ako je µ = λ− α− 1 ili Kα =∞, tada je

Rq = R+
∞,∞ = M+

SV .

(vi) Ako je µ > λ− α− 1, tada je

Rq = R+
∞,∞ = M+

RV

(
µ+ α + 1− λ

α− β

)
.

Primetimo da ukoliko su ispunjeni uslovi Posledice 3.6.1 (iii) ili Posledice 3.6.4 (iv),
važiće da je R−q = ∅, tj. da ne postoje q-pravilno promenljiva opadajuća rešenja jednačine
(3.1). Kako je klasa M− rešenja jednačine (3.1) neprazna, ova činjenica implicira da će u
tom slučaju postojati opadajuća rešenja jednačine (3.1) koja nisu q-pravilno promenljiva.

Ovo je još jedna od razlika u kvalitativnoj analizi rešenja jednačine (3.1) i rešenja
odgovarajuće jednačine u neprekidnom slučaju. Naime, u radovima Řeháka i Matucci
[101, 113] pokazano je da su sva rešenja diferencijalne jednačine

(3.92) (a(t)Φα(x′(t)))′ = b(t)Φβ(x(t)), t ∈ R,

pravilno promenljiva, pod pretpostavkom da je α > β > 0 i da su koeficijenti ove jednačine
pravilno promenljive funkcije, takve da je a ∈ RV (λ), b ∈ RV (µ) i da za indekse regu-
larnosti ovih koeficijenata važi da je

µ+ 1 < min

{
λ− α, β

α
(λ− α)

}
.

Sa druge strane, primetimo da posmatrajući graničnu vrednosti kada q → 1+ u Teo-
remama 3.4.1, 3.4.2, 3.4.3, kao i u Teoremama 3.5.1, 3.5.2, 3.5.3 dobijaju se rezultati
koji odgovaraju neprekidnom slučaju. Uočimo da indeksi regularnosti tri tipa strogo
opadajućih rešenja, odnosno tri tipa strogo rastućih rešenja, odgovaraju dobijenim indek-
sima regularnosti odgovarajućih rešenja u neprekidnom slučaju. Dobijene asimptotske
formule pomenutih strogo opadajućih i strogo rastućih rešenja, kao i potrebni i dovoljni
uslovi za njihovu egzistenciju se takod̄e podudaraju.
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3. Sublinearna q-diferencna jednačina drugog reda tipa Emden-Fowler

3.7 Primeri

U ovom poglavlju navedeni su primeri koji ilustruju rezultate Teorema 3.4.1 - 3.4.3 i
Teorema 3.4.1 - 3.4.3. Biće posmatrana jednačina sa koeficijentima koji zadovoljavaju
uslove pomenutih teorema, te će njihovom primenom biti dokazana egzistencija q-pravilno
promenljivih rešenja odred̄enih indeksa regularnosti i biće odred̄ena asimptotska formula
takvih rešenja. U slučajevima kada je q-pravilno promenljivo rešenje jednačine poznato,
biće napravljeno pored̄enje sa tako dobijenom asimptotskom formulom.

Primer 3.7.1. Dokazaćemo egzistenciju strogo rastućih i strogo opadajućih q-pravilno
promenljivih rešenja q-diferencne jednačine

(3.93) Dq

(
tλ(log t log qt)2Φ2 (Dqx(t))

)
= b(t)Φ1/2 (x(qt)) , t ∈ qN,

gde je λ ∈ R \ {2} i odrediti asimptotske reprezentacije pomenutih rešenja.

Primetimo da je koeficijent date jednačine a(t) = tλ(log t log qt)2, a ∈ RVq(λ).

(i) Neka je

b(t) = t
3
2
ρ−3+λ(log(qt))

5
2ϕ(t), t ∈ qN,

gde je funkcija ϕ : qN → R takva da je limt→∞ ϕ(t) = δ > 0 i gde ρ realna konstanta koja
zadovoljava jedan od sledećih uslova:

(i.1) u slučaju λ < 2, ρ ∈ (−∞, 0) ∪ (1− λ/2,∞)

(i.2) u slučaju λ > 2, ρ ∈ (−∞, 1− λ/2) ∪ (0,∞).

Primetimo da je

b ∈ RVq(µ) gde je µ =
3

2
ρ− 3 + λ.

Egzistencija rešenja x ∈ RVq(ρ) jednačine (3.93) zaključuje se na sledeći način:

(i.1.1) Neka je λ < 2 i ρ < 0. Tada će slediti da je

µ < λ− 3 = λ− α− 1,

te na osnovu Teoreme 3.4.1 (i) zaključujemo egzistenciju strogo opadajućeg rešenja x ∈
RVq(ρ). Osim toga, u ovom slučaju postojaće rešenja u klasama M−B i M+

∞,B.

(i.1.2) Neka je λ < 2 i ρ > 1− λ/2. Tada će važiti da je

µ > −3

2
+
λ

4
= −1−

(
1− λ

α

)
β,

te na osnovu Teoreme 3.5.1 (ii) zaključujemo egzistenciju strogo rastućeg rešenja x ∈
RVq(ρ). Pod datim pretpostavkama ne postoje q-pravilno promenljiva rešenja jednačine
(3.93) indeksa regularnosti različitog od ρ. Primetimo da u ovom slučaju postoje opadajuća
rešenja koja nisu q-pravilno promenljiva.
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(i.2.1) Neka je λ > 2 i ρ < 1− λ/2. Tada će slediti da je

µ < −3

2
+
λ

4
= −1−

(
1− λ

α

)
β,

te na osnovu Teoreme 3.4.1 (ii) zaključujemo egzistenciju strogo opadajućeg rešenja x ∈
RVq(ρ). Osim toga, u ovom slučaju važi i da su klase rešenja M−0,B i M+

B neprazne. Uz

pretpostavku da je integral Ib konvergentan, klasa M−B će takod̄e biti neprazna.

(i.2.2) Neka je λ > 2 i ρ > 0. Tada će slediti da je

µ > λ− 3 = λ− α− 1,

te na osnovu na osnovu Teoreme 3.5.1 (i) zaključujemo egzistenciju strogo rastućeg
rešenja x ∈ RVq(ρ). Pod datim pretpostavkama ne postoje q-pravilno promenljiva rešenja
jednačine (3.93) indeksa regularnosti različitog od ρ. Primetimo da i u ovom slučaju pos-
toje opadajuća rešenja koja nisu q-pravilno promenljiva.

Svako RVq - rešenje indeksa regularnosti ρ ima sledeću asimptotsku reprezentaciju

(3.94) x(t) ∼ tρ

log t

(
q
ρ
2 (q − 1)3δ

(1− qρ)2|1− q2(ρ−1)+λ|

) 2
3

, t→∞.

Specijalno, neka je

ϕ(t) =

∣∣(qρ log t− log(qt))2 − q2(ρ−1)+λ(qρ log(qt)− log(q2t))2
∣∣

(q − 1)3q
ρ
2 (log(qt))2

, t ∈ qN.

Primetimo da je

lim
t→∞

ϕ(t) =
(1− qρ)2|1− q2(ρ−1)+λ|

q
ρ
2 (q − 1)3

.

Pri ovakvom izboru funkcije ϕ asimptotska relacija (3.94) postaje

x(t) ∼ tρ

log t
, t→∞

i lako se proverava da je funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije RVq(ρ)
rešenje jednačine (3.93).

(ii) Neka je

b(t) = tλ−3ϕ(t)
√

log qt, t ∈ qN0 ,

gde je λ < 2 i funkcija ϕ : qN → R, takva da je limt→∞ ϕ(t) = δ > 0.

Stoga, b ∈ RVq(λ− 3), tj. µ = λ− 3 = λ− α− 1, pa je prvi uslov u (3.15) ispunjen.
Kako bismo primenili Teoremu 3.4.2, ostaje da proverimo da li je i drugi uslov u (3.15)
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ispunjen. Neka je t = qm, m ∈ N. Tada je

∫ ∞
t

s−1
(
la(s)

−1lb(s)
) 1
α dqs =

∫ ∞
t

s−1

(
ϕ(s)

√
log(qs)

(log s log(qs))2

) 1
2

dqs

∼ (q − 1)
√
δ
∑

s∈[t,∞)q

( √
log(qs)

(log s log(qs))2

) 1
2

= (q − 1)
√
δ
∞∑
n=m

1

log qn(log qn+1)
3
4

=
(q − 1)

√
δ

(log q)
7
4

∞∑
n=m

1

n(n+ 1)
3
4

∼ 4(q − 1)
√
δ

3(log q)
7
4m

3
4

=
4(q − 1)

√
δ

3 log q(log t)
3
4

→ 0, t→∞,

te zaključujemo da je ispunjen uslov (3.15). Primenom Teoreme 3.4.2 zaključujemo da
postoji rešenje x ∈ M−0,0 ∩ ntr − SVq jednačine (3.93). Osim toga, jednačina (3.93)
poseduje rešenja i u klasama M−B i M+

∞,B.

Svako rešenje x ∈M−0,0 ∩ ntr − SVq ima sledeću asimptotsku reprezentaciju

(3.95) x(t) ∼ 1

log t

(
(q − 1)3δ

(log q)2(1− qλ−2)

) 2
3

, t→∞.

Specijalno, neka je

ϕ(t) =
(log q)2(1− qλ−2)

(q − 1)3
, t ∈ qN.

Pri ovakvom izboru funkcije ϕ asimptotska relacija (3.95) postaje

x(t) ∼ 1

log t
, t→∞,

funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije je netrivijalno q-sporo promenljivo
rešenje jednačine (3.93).

(iii) Neka je

b(t) = t
λ−6
4 ϕ(t)(log(qt))−

3
2 , t ∈ qN,

gde je λ > 2 i funkcija ϕ : qN → R takva da je limt→∞ ϕ(t) = δ > 0.

Stoga, b ∈ RVq ((λ− 6)/4) , tj. µ = (λ− 6)/4 = −1 − (1− λ/α) β. Neka je ρ =
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1− λ/2, t = qm, m ∈ N. Tada∫ ∞
t

s−1la(s)
− β
α lb(s) dqs ∼

∫ ∞
t

s−1
ϕ(s)

(log(qs))2
√

log s
dqs

∼ (q − 1)δ
∑

s∈[t,∞)q

1

(log(qs))2
√

log s

= (q − 1)δ
∞∑
n=m

1

(log(qn+1))2
√

log qn

=
(q − 1)δ

(log q)
5
2

∞∑
n=m

1

(n+ 1)2
√
n

∼ 2(q − 1)δ

3(log q)
5
2m

3
2

=
2(q − 1)δ

3
√
−[ρ]q log q(log t)

3
2

→ 0, t→∞,

te zaključujemo da je uslov (3.17) ispunjen. Stoga, na osnovu Teoreme 3.4.3 postoji
rešenje x ∈ M−0,0 ∩ ntr − RVq (1− λ/2) jednačine (3.93). Osim toga, pod navedenim
pretpostavkama su i klase rešenja M−0,B i M+

B neprazne.

Svako rešenje x ∈M−0,0 ∩ ntr−RVq (1− λ/2) zadovoljava sledeću asimptotsku repre-
zentaciju

x(t) ∼ tρ

(log t)3

(
q
ρ
2 (q − 1)3δ

2(1−qρ)2 log q

) 2
3

, t→∞.

Specijalno, neka je

ϕ(t) =
(log(qt))3

q
ρ
2 (q − 1)3

(
(qρ(log t)3 − (log(qt))3)2

(log t log(qt))4
− (qρ(log(qt))3 − (log(q2t))3)2

(log(qt) log(q2t))4

)
, t ∈ qN.

Primetimo da je

lim
t→∞

ϕ(t) =
2(1− qρ)2 log q

q
ρ
2 (q − 1)3

,

te u ovom slučaju q-pravilno promenljivo rešenje x jednačine (3.93) zadovoljava asimpto-
tsku relaciju

x(t) ∼ t1−
λ
2

(log t)3
, t→∞,

pri čemu je funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije RVq (1− λ/2) rešenje
jednačine (3.93).

(iv) Neka je

b(t) = tλ−3ϕ(t)(log t)
7
2 , t ∈ qN0 ,

gde je λ > 2 i funkcija ϕ : qN0 → R takva da je limt→∞ ϕ(t) = δ > 0.

Stoga, b ∈ RVq(λ− 3), tj. µ = λ− 3 = λ− α− 1, pa je prvi uslov u (3.58) ispunjen.
Da bismo primenili Teoremu 3.5.2, ostaje da proverimo da li je i drugi uslov u (3.58)
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3. Sublinearna q-diferencna jednačina drugog reda tipa Emden-Fowler

ispunjen. Neka je t = qm, m ∈ N \ {1}. Tada je

∫ t

q

s−1
(
la(s)

−1lb(s)
) 1
α dqs =

∫ t

q

s−1

(
ϕ(s)(log s)

7
2

(log s log(qs))2

) 1
2

dqs

∼ (q − 1)
√
δ
∑

s∈[q,t)q

1

(log s)
1
4

= (q − 1)
√
δ

m−1∑
n=1

1

(log qn)
1
4

=
(q − 1)

√
δ

(log q)
1
4

m−1∑
n=1

1

n
1
4

∼ 4(q − 1)
√
δ

3(log q)
1
4

m
3
4

=
4(q − 1)

√
δ

3 log q
(log(qt))

3
4 →∞, t→∞,

te zaključujemo da je ispunjen uslov (3.58). Primenom Teoreme 3.5.2 zaključujemo da
postoji rešenje x ∈M+

∞,∞ ∩ ntr−SVq jednačine (3.93). Svako takvo rešenje ima sledeću
asimptotsku reprezentaciju

x(t) ∼ log t

(
(q − 1)3δ

(log q)2(qλ−2 − 1)

) 2
3

, t→∞.

Pod datim pretpostavkama ne postoje q-pravilno promenljiva rešenja jednačine (3.93)
indeksa regularnosti različitog od ρ. Primetimo da u ovom slučaju postoje opadajuća
rešenja koja nisu q-pravilno promenljiva.

Specijalno, neka je

ϕ(t) = (log q log(qt))2
(
qλ−2(log(q2t))2 − (log t)2

)
(q − 1)3(log t)

7
2

√
log(qt)

, t ∈ qN.

Primetimo da je tada

lim
t→∞

ϕ(t) =
(log q)2(qλ−2 − 1)

(q − 1)3
,

te rešenje x u ovom slučaju zadovoljava asimptotsku relaciju

x(t) ∼ log t, t→∞

i funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije jeste netrivijalno q-sporo promenljivo
rešenje jednačine (3.93).

(v) Neka je

b(t) = t
λ−6
4 ϕ(t)(log t)

15
2 , t ∈ qN,

gde je λ < 2 i funkcija ϕ : qN0 → R takva da je limt→∞ ϕ(t) = δ > 0.
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3.7. Primeri

Primetimo da je b ∈ RVq ((λ− 6)/4) , tj. µ = (λ− 6)/4 = −1− (1− λ/α) β. Neka je
ρ = 1− λ/2, t = qm, m ∈ N \ {1}. Tada∫ t

q

s−1la(s)
− β
α lb(s) dqs ∼

∫ t

q

s−1
ϕ(s)(log s)

15
2√

log s log(qs)
dqs ∼ (q − 1)δ

∑
s∈[q,t)q

(log s)
13
2

= (q − 1)δ
m−1∑
n=1

(log(qn))
13
2 = (q − 1)δ(log q)

13
2

m−1∑
n=1

n
13
2

∼ 2(q − 1)δ(log q)
13
2

15
m

15
2 =

2(q − 1)δ(log t)
15
2

15 log q
→∞, t→∞,

te zaključujemo da je uslov (3.17) ispunjen. Stoga, na osnovu Teoreme 3.5.3 postoji rešenje
x ∈M+

∞,∞∩ ntr−RVq (1− λ/2) jednačine (3.93). Svako takvo rešenje zadovoljava sledeću
asimptotsku reprezentaciju

x(t) ∼ tρ(log t)3
(

q
ρ
2 (q − 1)3δ

10(qρ − 1)2 log q

) 2
3

, t→∞.

Pod datim pretpostavkama ni u ovom slučaju ne postoje q-pravilno promenljiva rešenja
jednačine (3.93) indeksa regularnosti različitog od ρ. Osim toga, postoje opadajuća rešenja
jednačine (3.93) koja nisu q-pravilno promenljiva.

Specijalno, neka je

ϕ(t) =
(log(qt))

1
2 ((log(q2t))2(qρ(log(q2t))3−(log(qt))3)2−(log t)2(qρ(log(qt))3−(log t)3)2)

q
ρ
2 (q − 1)3(log t)

15
2

,

za t ∈ qN. Primetimo da je

lim
t→∞

ϕ(t) =
10(qρ − 1)2 log q

q
ρ
2 (q − 1)3

,

te je u tom slučaju asimptotska formula RVq (1− λ/2) rešenja jednačine (3.93) data sa

x(t) ∼ t1−
λ
2 (log t)3, t→∞

i funkcija na desnoj strani poslednje asimptotske relacije je rešenje polazne jednačine. �
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Birkhäuser, Boston, Basel, Berlin, 2003.

103



Literatura

[12] M. Bohner, A. C. Peterson, Dynamic equations on time scales: An introduction
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[25] M. Cecchi, Z. Došlá, M. Marini, Unbounded solutions of quasi-linear difference
equations, Computers and Mathematics with Applications, Vol. 45 (2003), 1113–
1123.

[26] M. Cecchi, Z. Došlá, M. Marini, I. Vrkoč, Integral conditions for nonoscillation of
second order nonlinear differential equations, Nonlinear Analysis, Vol. 64 (2006),
No. 6, 1278–1289.
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[49] J. Jaroš, T. Kusano, T. Tanigawa, Nonoscillatory half-linear differential equa-
tions and generalized Karamata functions, Nonlinear Analysis: Theory, Methods
and Applications, Vol. 64 (2006), No. 4, 762–787.
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variation, Sūrikaisekikenkyūsho Kōkyūroku, No.1959, 2015.7, Qualitative theory
of ordinary differential equations in real domains and its applications, 14–34.
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10/10. Tokom studija bila je korisnik Republičke stipendije (Ministarstva prosvete, nauke i
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