
УНИВЕРЗИТЕТ У НИШУ

ПРИРОДНО-МАТЕМАТИЧКИ ФАКУЛТЕТ

Ana M. Velimirovi�

Konformne, koncirkularne i
projektivne (geodezijske)

transformacije u prostorima
nesimetriqne afine koneksije
i generalisanim Rimanovim

prostorima

Doktorska disertacija

Nix, 2022.





UNIVERSITY OF NIŠ

FACULTY OF SCIENCES AND MATHEMATICS

Ana M. Velimirović

Conformal, Concircular and
Projective (Geodesic)

Transformations at the
Nonsymmetric Affine Connection

Spaces and Generalized Riemannian
Spaces

Doctoral Dissertation

Niš, 2022.





Подаци о докторској дисертацији 

Име кандидата:  

 

Ментор: 

 

Наслов: 

 

Aна М. Велимировић 

Др Mилан  Љ. Златановић, редовни професор, Природно-

математички факултет, Универзитет у Нишу 

Конформне, конциркуларне и пројективне (геодезијске) 

трансформације у просторима несиметричне афине конексије и 

генералисаним Римановим просторима 

Рад се односи на проблеме  простора несиметричне афине 

конексије и генералисаоних Риманових простора који су и данас 

отворени. Ајзенхарт и Ајнштајн су се први позабавили овим 

проблемима, а они су и данас актуелни. Проучили смо 

еквиторзиона пресликавања два простора, пресликавање код 

кога се торзија не мења, тј. Постаје инваријантна. 

 

К. Јано је у 𝑅𝑁  увео концепт геодезијског круга. Такође смо увели 

тај концепт у 𝐺𝑅𝑁  и проучавали његова својства. Проучавали смо 

услове интеграбилности диференцијалних једначина геодетских 

кругова, као и линије у 𝐺𝑅𝑁. Разматрају се геодетски кругови који 

представљају генерализацију резултата К.Јаноа. Дефинисани су 

геодетски кругови првог и другог реда и услови да геодезијски 

круг буде првог и другог реда. 

 

У проучавању пресликавања (трансформације) простора 𝐺𝑅𝑁  и 

𝐺𝐴𝑁  применили смо посебне процедуре и добили нове 

инваријанте за конформне, конциркуларне и пројективне 

транформације тензора и псеудотензора кривине. 

Надаље, разматрали смо могућност представљања конформног и 

конциркуларног тензора из придруженог простора 𝑅𝑁 помоћу 

тензор кривине и торзије из 𝐺𝑅𝑁. 



Резиме: 

 

 

 

 

 

 

Кључне речи: 

 

УДК:  

 

Научна област: 

 

Научна дисциплина: 

 

CERIF 

класификација: 

 

 

Тип лиценце 

креативне 

ѕаједнице: 

 

Аналогно томе, посматрали смо представљање Вајловоф тензора 

из 𝐺𝐴𝑁  и из 𝐺𝑅𝑁. У својој дисертацији С. М. Минчић је увео појам 

псеудотензора кривине, који представља генерализацију тензора 

кривине, јер се у случају 𝐴𝑁 (𝑅𝑁) они своде на тензоре кривине. 

Такође смо урадили горе поменуто и за псеудотензоре. 

 

Решен је проблем колико линерних конексија са торзијом и без 

торзије постоји које имају својство да буду паралелне у односу на 

тензорско поље. За бројање ових веза користе се алгебарске 

методе. 

Генералисан Риманов простор, конформне трансформације, 

конциркуларне трансформације 

514.756.2(043) 

514.763.2(043) 

514.763.4/.5(043) 

 

Математичке науке 

Диференцијална геометрија 

P150 Геометрија алгебарска топологија 

 

CC BY-NC-ND 



 

 



Data on Doctoral Dissertation 

Name of the 

Candidate:  

 

Doctoral Supervisor: 

 

Title: 

 

Ana M. Velimirović 

Dr Milan LJ. Zlatanović, full professor, Faculty of Sciences and 

Mathematics, University of Niš 

Conformal, Concircular and Projective (Geodesic) Transformations at 

the Nonsymmetric Affine Connection Spaces and Generalized 

Riemannian Spaces 

The paper refers to the problems of non-symmetric  affine 

connection spaces and generalized Riemannian spaces, which are still 

open today. Eisenhart and Einstein were the first to deal with these 

problems, and they are still relevant today. 

K. Yano introduced the concept of a geodesic circle in 𝑅𝑁. We also 

introduced that concept in 𝐺𝑅𝑁and studied its properties. We have 

studied the integrability conditions of differential equations of 

geodesic circles, as well as lines in 𝐺𝑅𝑁. Geodesic circles that 

represent a generalization of the results of K. Yano are considered. 

Geodesic circles of the first and second order and the conditions for a 

geodesic circle to be of the first and the second order are defined. 

In the study of the mapping (transformation) of the spaces 𝐺𝑅𝑁  and 

𝐺𝐴𝑁, we applied special procedures and obtained new invariants for 

conformal, concircular and projective ransformations of tensors and 

pseudotensors of curvature. 

Furthermore, we considered the possibility of representing the 

conformal and concircular tensor from the associated space 𝑅𝑁  using 

the curvature and torsion tensor from 𝐺𝑅𝑁. 

Analogously, we looked at the representation of the Wayl tensor 

from 𝐺𝐴𝑁  and from 𝐺𝑅𝑁. In his dissertation S. M. Minčić introduced 



Abstract: 

 

 

 

 

 

 

Key Words: 

 

UDC:  

 

Scientific Field: 

 

Scientific Discipline: 

 

CERIF Classification: 

 

 

Creative Commons 

License Type: 

the notion of curvature pseudotensor, which represents a 

generalization of curvature tensors, because in the case of 𝐴𝑁 (𝑅𝑁) 

they reduce to curvature tensors. We have also done above 

mentioned for curvature tensors for pseudotensors. 

The problem of how many linear connections with torsion and 

without torsion exist that have the property of being parallel with 

respect to the tensor field are solved. Algebraic methods are used  to 

count these connections. 

Generalized Riemannian space, conformal transformations, 

concircular transformations 

514.756.2(043) 

514.763.2(043) 

514.763.4/.5(043) 

 

Mathematical Sciences 

Differential Geometry 

P150 Geometry Algebraic topology 

 

CC BY-NC-ND 



 

 



Прилог 4/1 

 

ПРИРОДНО - МАТЕМАТИЧКИ ФАКУЛТЕТ 

НИШ 

КЉУЧНА ДОКУМЕНТАЦИЈСКА ИНФОРМАЦИЈА 

 

Редни број, РБР:  
Идентификациони број, ИБР:  

Тип документације, ТД: монографска 

Тип записа, ТЗ: текстуални  

Врста рада, ВР: докторска  дисертација 

Аутор, АУ: Ана М. Велимировић 
Ментор, МН: Милан  Љ. Златановић 

Наслов рада, НР: 
Конформне, конциркуларне и пројективне  (геодезијске) 
трансформације у просторима несиметричне афине конексије и 
генералисаним Римановим просторима 

 

 

Језик публикације, ЈП: српски 

Језик извода, ЈИ: енглески 

Земља публиковања, ЗП: Србија 

Уже географско подручје, УГП: Србија 

Година, ГО: 2022. 

Издавач, ИЗ: ауторски репринт 

Место и адреса, МА: Ниш, Вишеградска 33. 

Физички опис рада, ФО: 
(поглавља/страна/ цитата/табела/слика/графика/прилога) 

131 стр. 

Научна област, НО: математика 

Научна дисциплина, НД: Диференцијална геометрија 

Предметна одредница/Кључне речи, ПО:  генералисани Риманов простор, трансформације 

УДК 514.756.2(043) 

514.763.2(043) 

514.763.4/.5(043) 

514.764.2/.4(043) 

514.774(043) 

514.774.8(043) 

 517.984/.986 (043.3) 

Чува се, ЧУ: библиотека 

Важна напомена, ВН:  

Извод, ИЗ: Проучили смо еквиторзиона пресликавања два 
простора, пресликавање код кога се торзија не мeња, 
т.ј. постаје инваријантна. 

У проучавању пресликавања (трансформације) 
простора 𝐺𝑅𝑁  и 𝐺𝐴𝑁  применили смо посебне поступке 
и  добили нове инваријанте за конформне, 
конциркуларне и пројективне трансформације тензора 
кривине.  

 

 

За сваки од ових тензора посматрамо еквиторзионе, 

конциркуларне и пројективне трансформације, 
као и уопштења конформног, конциркуларног и 

Датум прихватања теме, ДП: 8.11.2021 



Q4.16.01 - Izdawe 1 

Датум одбране, ДО: 

 
 Чланови комисије, КО: Председник: уписује се накнадно руком 

 Члан:  

 Члан, ментор:  

Образац Q4.09.13 - Издање 1 



Прилог 4/2 

 

ПРИРОДНО - МАТЕМАТИЧКИ ФАКУЛТЕТ 

НИШ 

KEY WORDS DOCUMENTATION 

 

Accession number, ANO:  

Identification number, INO:  

Document type, DT: monograph 

Type of record, TR: textual  

Contents code, CC: doctoral dissertation 

Author, AU: Ana M. Velimirović 

Mentor, MN: Milan Lj. Zlatanović 

Title, TI:  
Conformal, Concircular and Projective (Geodesic) 
Transformations at the Nonsymmetric Affine Connection 
Spaces and Generalized Riemannian Spaces 
 
 

Language of text, LT: Serbian 

Language of abstract, LA: English 

Country of publication, CP: Serbia 

Locality of publication, LP: Serbia 

Publication year, PY: 2022 

Publisher, PB: author’s reprint 

Publication place, PP: Niš, Višegradska 33. 

Physical description, PD: 
(chapters/pages/ref./tables/pictures/graphs/appendixes) 

131 p. ; graphic representations  

Scientific field, SF: Mathematics 

Scientific discipline, SD: Differential Geometry 

Subject/Key words, S/KW: Generalized Riemannian spaces, transformations 

UC 514.756.2(043) 

514.763.2(043) 

514.763.4/.5(043) 

514.764.2/.4(043) 

 

Holding data, HD: library 

Note, N:  

Abstract, AB: We have studied equitorsion mappings of two spaces, a 
mapping where the torsion does not change, i.e. becomes 
invariant. 

In the study of the mapping (transformation) of the spaces 𝐺𝑅𝑁    

𝑎𝑛𝑑 𝐺𝐴𝑁, we applied special procedures and obtained new 

invariants for conformal, concircular and projective 
transformations of the curvature tensors and pseudotensors. 

Accepted by the Scientific Board on, ASB: 8.11.2021 

Defended on, DE:  



Q4.16.01 - Izdawe 1 

Defended Board, DB: President:  

 Member:  

 Member, Mentor:  

Образац Q4.09.13 - Издање 1 



Predgovor

Rimanova mnogostrukost je generalizacija euklidskog prostora. Mo-

�e se lokalno opisati kao euklidski prostor, opremǉen je metriqkim

tenzororom gij.

Danas diferencijalna geometrija i specijalno Rimanova geomet-

rija dobija na znaqaju. U kompjuterskoj vizualizaciji, diferencijalna

geometrija kao i Rimanova geometrija se koristi za analizu oblika.

U obradi slike se koristi za analizu podataka na povrxima.

Geometrijska informatika je interdisciplinarna oblast koja pri-

meǌuje tehnike diferencijalne geometrije za prouqavaǌe teorije ve-

rovatno�e i statistike. Prouqava statistiqke mnogostrukosti, koje

su Rimanove mnogostrukosti qije taqke odgovaraju distribucijama u

verovatno�i. Upotrebǉava se za analizu velikog broja podataka.

Ova disertacija razmatra probleme generalisanog Rimanovog pros-

tora.

Rimanovu geometriju prvi je generalno predstavio i dao osnovne

ideje B. Riman u 19. veku. Ona se bavi xirokim opsegom problema

geometrije qija se metriqka svojstva razlikuju od taqke do taqke. Ri-

manova geometrija se bavi Rimanovim prostorom. Osnove Rimanove

geometrije je postavio jox B. Riman u svom radu ”O pretpostavkama,

koje le�e u osnovama geometrije”.

Rimanovu geometriju su razvili znaqajni matematiqari, posebno

Riqi, a zatim i Ajnxtajn u vezi sa teorijom relativnosti. Ajnxtajn

je 1916. godine objavio svoju Opxtu teoriju relativnosti, u kojoj se

kao prostor uzima jedinstveni prostorno-vremenski kontinuum, u kome

je metrika odre�ena sa

(ds)2 = gijdx
idxj, gij(x) = gji(x), i, j = 1, 2, 3, 4.

Sa taqke gledixta Diferencijalne geometrije, prostor Opxte teorije

relativnosti je Rimanov prostor R4. Taqka (x1, x2, x3, x4) u Opxtoj
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teoriji relativnosti se zove doga�aj, jer je sa prve tri koordinate

odre�eno mesto, a qetvrtom vreme.

Ajnxtajn nije bio zadovoǉan Opxtom teorijom relativnosti, pa je,

poqev od 1923. godine, radio na pronala�eǌu Jedinstvene teorije

poǉa, koja bi obuhvatila gravitaciono i elektromagnetno poǉe. U

daǉim radovima je koristio kompleksan osnovni tenzor gij, qiji je re-

alni deo simetriqan, a imaginarni antisimetriqan po indeksima i, j.

U Ajnxtajnovim radovima se simetriqni deo afine koneksije odnosi na

gravitaciju, dok se tenzor torzije odnosi na elektomagnetizam. Nakon

Ajnxtajna, doprinos teoriji prostora nesimetriqne afine koneksije

je dao i L. P. Ajzenhart, koji je uveo definiciju generalisanog Ri-

manovog prostora. Generalisan Rimanov prostor u smislu Ajzenhar-

tove definicije je N-dimenziona diferencijabilna mnogostrukost snab-

devena nesimetriqnim osnovnim tenzorom gij gde je koneksija eksplic-

itno odre�ena. Teorijom prostora nesimetriqne afine koneksije su se

daǉe bavili ili se i daǉe bave F. Graif, S. Bohner, K. Nitesku, M.

Prvanovi� i mnogi drugi.

Problemi koji se odnose na prostore nesimetriqne afine koneksije

i na generalisane Rimanove prostore, kao ǌihov specijalan sluqaj,

su i danas ostali otvoreni, a postavǉena su i mnoga nova pitaǌa.

Osobine ovih prostora i ǌihova preslikavaǌa su u ovoj disertaciji

razmatrani i prona�eni su neki novi rezultati.

Disertacija se sastoji od osam glava:

1. Uvod,

2. ET konformne transformacije i ET komformni tenzori,

3. Ekvitorzione koncirkularne transformacije u GRN ,

4. Predstavǉaǌe konformnog tenzora i koncirkularnog tenzora,

5. Predstavǉaǌe Vajlovog tenzora Wi
jmn,

6. ET konformne transformacije pseudotenzora krivine,

7. ET koncirkularna transformacija pseudotenzora krivine,

8. Linearne koneksije sa i bez torzije.

Prva glava sadr�i poznate pojmove i rezultate koji su nam potrebni

za daǉi rad.

Druga glava, pod nazivom ET konformne transformacije i ET
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konformni tenzori se sastoji iz 2 dela. Prvi deo Geodezijski kru-
govi u GRN predstavǉa uopxteǌe rezultata K. Jana [155]. Definixe

se kriva u GRN koja je geodezijski krug I i II vrste. Odre�uje se

potreban i dovoǉan uslov da geodezijski krug C I vrste (II vrste)

bude istovremeno geodezijski krug II vrste (I vrste).

Tako�e se odre�uje geodezijski krug kao kriva koja je istovremeno

geodezijski krug I i II vrste. Rezultati nisu publikovani.

U drugom delu se razmatra ekvitorziona konformna transformacija

u GRN . Odre�uje se potreban i dovoǉan uslov da konformna transfor-

macija bude ekvitorziona. Tako�e se odre�uje ekvitorziona konformna

transformacija krivine R
θ
, θ = 1, 2, . . . , 5

Odre�uje se ekvitorzioni konformni tenzor 1., . . . , 5. vrste kao i

invarijante ekvitorzione konformne transformacije, tj. ekvitorzioni

konformni tenzori.

Tre�a glava je posve�ena ekvitorzionim koncirkularnim trans-

formacijama i tenzorima. Odre�eni su ekvitorzioni koncirkularni

tenzori vrste θ, θ = 1, 2, . . . , 5. Ovim transformacijama se bavio K.

Jano [155]. Mi u [142] u GRN posmatramo koncirkularne transforma-

cije uzimaju�i

ρ
θ
ij = ϕ

θ
(x)gij, (gij ̸= gji). (0.0.1)

Postupak je opxtiji jer koristimo da je gij ̸= gji. Na taj naqin dobi-

jamo koncirkularne tenzore kao invarijante koncirkularne transfor-

macije.

Izlo�eni su uslovi integrabilnosti diferencijalnih jednaqina

geodezijskih krugova u GRN , gde su kao orginalni rezultati dobijene

teoreme.

U delu koji se odnosi na ρ−linije, dokazana je teorema koja tvrdi

da ako je konformna transformacija ḡij = ρ2gij u GRN koncirkularna,

tj. ako va�i (0.0.1), onda je potreban i dovoǉan uslov

gpq
V

ρ2 = 0 (0.0.2)

da krive xi = xi(t) qiji se tangentni pravac poklapa sa pravcem vektora

ρi, budu geodezijske linije.



4

Naredna, qetvrta glava, je posve�ena predstavǉaǌu konformnog

tenzora C i
jmn i koncirkularnog tenzora Zi

jmn iz pridru�enog prostora

RN pomo�u tenzora krivine i torzije iz GRN . Za zadat prostor GRN =

(MN , gij ̸= gji) konformni tenzori C i
jmn pridru�enog prostora RN =

(MN , gij) se predstavǉa pomo�u R
θ

i
jmn, θ = 1, . . . , 5 i torzije T ijk = 2Γijk

V

.

Ako je zadat prostor GRN = (MN , gij ̸= gji), koncirkularni tenzor

Zi
jmn pridru�enog prostora RN = (MN , gij) pomo�u R

θ

i
jmn, θ = 1, . . . , 5 i

torzije T ijk = 2Γijk
V

predstavǉa se jednaqinama.

U petoj glavi posmatramo geodezijsku (projektivnu) transforma-

ciju u prostoru GAN nesimetriqne afine koneksije Lijk. Vajlov ten-

zor W i
jmn iz pridru�enog prostora AN simetriqne afine koneksije Lijk

mo�e se, koriste�i nezavisne tenzore krivine R
θ

i
jmn, θ = 1, .., 5, pred-

staviti na 5 naqina.

Tako�e, ako je f projektivna transformacija u GRN , Vajlov pro-

jektivni tenzor W i
jmn iz pridu�enog prostora RN , se mo�e, pomo�u

nezavisnih tenzora krivine R
θ
jm, θ = 1, ..., 5 iz GRN predstaviti na 5

naqina.

Pokazano je kako se, koriste�i vezu izme�u tenzora krivine R i R
θ
,

mo�e W i
jmn izraziti preko R

θ
i torzije.

U xestoj glavi �emo prvo razmatrati nezavisne pseudotenzore kriv-

ine u GRN . Zatim, razmatramo ekvitorzione konformne transforma-

cije pseudotenzora prve, druge, tre�e, xeste i sedme vrste. Dobijene

veliqine se zovu ekvitorzioni konformni pseudotenzori prve, druge,

xeste i sedme vrste.

Analogno onome xto je ura�eno za tenzore krivine, ovde je to uopx-

teno na pseudotenzore krivine.

U sedmoj glavi se razmatraju ekvitorzione koncirkularne trans-

formacije pseudotenzora krivine i odre�uju invarijante takve trans-

formacije, ekvitorzioni koncirkularni pseudotenzori prve, druge, tre-

�e, xeste, sedme vrste.

Za dati prostor GRN = (MN , gij ̸= gji) konformni tenzor C i
jmn i

koncirkularni tenzor Zi
jmn iz pridru�enog prostora RN = (MN , gjm)

predstavǉa se pomo�u nezavisnog pseudotenzora A
θ

i
jmn, θ = 1, 2, 3, 6, 7 i
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torzije T ijk = 2Γijk
∨
.

U osmoj glavi naxe prouqavaǌe je razvijeno u opxtem okviru, a to

je mnogostrukost M sa (1, 1)-tenzorskim poǉem φ, koje je integrabilno.

Ovde rexavamo slede�a dva problema: koliko linearnih koneksija sa

torzijom i bez torzije postoji, koje imaju svojstvo da budu paralelne

u odnosu na φ. Za prebrojavaǌe svih ovih veza sa datim svojstvima, u

celoj glavi se koriste odre�ene algebarske tehnike i rezultati.

Disertacija je ura�ena pod mentorstvom prof. dr Milana Zla-

tanovi�a. Ovom prilikom mu se zahvaǉujem na velikoj pomo�i koju mi

je pru�io u toku izrade disertacije, prate�i qitav tok izrade, kao

i na korisnim primedbama i sugestijama, koje su doprinele konaqnom
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GLAVA 1

Uvod

Kako su radovi Alberta Ajnxtajna 1 dali prve podsticaje teoriji

koja koristi nesimetriqan osnovni tenzor i nesimetriqnu koneksiju,

to �emo se najpre osvrnuti na tu ǌegovu delatnost. U radu [18] iz

1905. godine Ajnxtajn postavǉa osnove svoje specijalne teorije rela-
tivnosti (STR) u kojoj se posmatra qetvorodimenzionalni prostorno-

vremenski kontinuum, pri qemu se metriqka forma uzima u obliku

ds2 = c2dt2 − dx2 − dy2 − dz2, (1.0.1)

gde su x, y, z prostorne koordinate, t vreme, a c brzina svetlosti. U

matematiqkom smislu, posmatraju�i (1.0.1), prostor STR je ustvari

prostor Minkovskog M4.

Nastavǉaju�i prouqavaǌe problema prostora i vremena, Ajnxtajn

1916. godine objavǉuje svoju Opxtu teoriju relativnosti (OTR)
u [19], gde je umesto (1.0.1) osnovna metriqka forma

ds2 = gijdx
idxj, gij = gji, i, j ∈ {1, 2, 3, 4},

a gij = gij(x) su funkcije taqke u prostoru.

Ajnxtajn se nije zadovoǉio svojom Opxtom teorijom relativnosti,

ve� je poqev od 1923. godine do kraja �ivota (1955) radio na teoriji

koja bi objedinila teoriju gravitacije i teoriju elektromagnetizma,

1A. Einstein, 1879-1955, nemaqki fiziqar i matematiqar, jevrejskog porekla

9



10 1. Uvod

to je Jedinstvena teorija poǉa (JTP). Koriste�i razne varijante,

Ajnxtajn 1945. u [20] i 1946. godine u [21] koristi kompleksan osnovni

tenzor gij, qiji je realni deo simetriqan, a imaginarni -antisimetri-

qan po i, j.

Poqev od 1950. godine u [22] Ajnxtajn koristi realan nesimetriq-

ni osnovni tenzor u radovima u vezi sa JTP. Takav je ǌegov posledǌi

rad [24] iz 1955. godine.

L. P. Ajzenhart 2 se poqev od 1951. godine dosta bavio prostorima

sa nesimetriqnim osnovnim tenzorom [26]- [31]. U [26] Ajzenhart defi-

nixe generalisani Rimanov prostor (GRN), kao ”prostor koordi-

nata xi, sa kojim je asociran nesimetriqni tenzor gij”.

Koneksija u GRN se uvodi pomo�u generalisanih Kristofelovih
simbola I i II vrste

Γi.jk =
1

2
(gji,k − gjk,i + gik,j), gij,k =

∂gij
∂xk

, (1.0.2)

Γijk = gipΓp.jk =
1

2
gip(gjp,k − gjk,p + gpk,j), (1.0.3)

pri qemu se simetriqni deo od gij oznaqava sa gij, a antisimetriqni

deo sa gij
V

, dok je (gij) = (gij)
−1.

U radu [27] Ajzenhart dobija dva tenzora krivine u GRN .

U narednom periodu su se mnogi matematiqari bavili prostorima

sa nesimetriqnim osnovnim tenzorom i nesimetriqnom koneksijom. Me-

�u radovima stranih matematiqara tu su radovi autora kao xto su

italijanski matematiqari E. Bompani [4], F. Graf [35,36], M. Pastori

[100], E. Brinis [6], a tako�e indijski matematiqari kao K. D. Sing

[120], U. P. Sing [121], S. C. Saksena, R. Behari, [18,119] i dr.

Prva od srpskih (i jugoslovenskih) matematiqara, koja se bavila

prostorima nesimetriqne afine koneksije, bila je M. Prvanovi�. Daǉe,

u ovoj oblasti rade S. Minqi�, M. Stankovi�, ǈ. Velimirovi�, M.

Zlatanovi� i drugi.

Na poqetku napomenimo da se razmatraǌa u ovom radu vrxe u loka-

2L. P. Eisenhart 1876-1965, ameriqki matematiqar
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lnim koordinatama, tj. koriste se oznake sa indeksima.

Prema Ajzenhartu, na N-dimenzionalnoj mnogostrukosti MN se uvo-

di kovarijantni nesimetriqni osnovni tenzor

gij(x
1, ..., xN) ≡ gij(x) ̸= gji(x),

u nastavku pixemo samo gij, sa simetriqnim odnosno antisimetriqnim

delom

gij =
1

2
(gij + gji), gij

V

=
1

2
(gij − gji).

Odgovaraju�i kontravarijantni tenzor gij se definixe uslovom

gijg
jk = δki , (det(gij) ̸= 0).

Tenzori gij(g
ij) slu�e za spuxtaǌe (podizaǌe) indeksa. Kako je poka-

zano u [78] u GRN va�i
g
,k

2g
= Γpkp, (1.0.4)

gde je g = det(gij), a zapetom je oznaqen parcijalni izvod, g,k =
∂g

∂xk
. Iz

(1.0.2) sledi da u GRN va�i

Γpkp
V

= 0.

Ako uvedemo transformaciju koordinata u GRN

xi
′
= xi

′
(x1, . . . , xN), i′ = 1′, . . . , N ′,

i inverznu transformaciju

xi = xi(x1
′
, . . . , xN

′
), i = 1, . . . , N,

pa uvedemo oznake
∂xi

′

∂xi
= xi

′

i ,
∂xi

∂xi′
= xii′ ,

ima�emo

xij =
∂xi

∂xj
= xii′x

i′

j = δij, xi
′

j′ = xi
′

j x
j
j′ = δi

′

j′ = δij.
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Ako po�emo od zakona transformacije osnovnog tenzora gij(g
ij)

gi′j′ = xii′x
j
j′gij, gi

′j′ = xi
′

i x
j′

j g
ij, (1.0.5)

gde je gij odre�en uslovom

gijg
jk = δki , (det(gij) ̸= 0),

za Kristofelove simbole (1.0.2), (1.0.3) �emo dobiti zakon transfor-

macije

Γi′.j′k′ = xii′x
j
j′x

k
k′Γi.jk + xii′x

j
j′k′gij (1.0.6)

Γi
′

j′k′ = xi
′

i x
j
j′x

k
k′Γ

i
jk + xi

′

i x
i
j′k′ . (1.0.7)

gde je xij′k′ = ∂2xi/∂xj
′
∂xk

′
.

Definisa�emo neke osnovne pojmove

Definicija 1.0.1. Kristofelovi simboli II vrste Γijk se tako�e zovu ko-
eficijenti koneksije. Ako na diferencijabilnoj mnogostrukosti MN

direktno (a ne pomo�u gij) uvedemo funkcije Lijk(x
1, . . . , xN) (sada pixemo

L umesto Γ) sa zakonom transformacije, analogno (1.0.7):

Li
′

j′k′ = xi
′

i x
j
j′x

k
k′L

i
jk + xi

′

i x
i
j′k′ ,

onda GAN = (MN , L
i
jk) zovemo prostor afine (linearne) koneksije.

Ako je Lijk = Likj, koneksija je simetriqna, a za Lijk ̸= Likj koneksija je

nesimetriqna. Analogno osnovnom tenzoru gij, definixemo simetri-
qan odnosno antisimetriqan deo koneksije, redom:

Lijk =
1

2
(Lijk + Likj), Lijk

V

=
1

2
(Lijk − Likj) =

1

2
T ijk.

Simetriqni deo Lijk zadovoǉava zakon (1.0.7), pa je Lijk simetriqna konek-
sija.

Razlika

T ijk = Lijk − Likj = 2Lijk
V

je tenzor- tenzor torzije (u lokalnim koordinatama).
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Ponekad se i Lijk
V

zove torzija.

Va�an pojam u vezi sa koneksijom je kovarijantni izvod tenzora.

Pomo�u nesimetriqne koneksije je mogu�e uvesti 4 vrste kovarijantnog

izvoda ( S. Minqi� [58, 66, 68]). Na primer, za tenzor aij u lokalnim

koordinatama imamo

aij |
1
2
3
4

m = aij,m + Lipm
mp
pm
mp

apj − Lpjm
mj
mj
jm

aip.

Koriste�i ponovǉene kovarijantne izvode, dobijamo identitete Ri-
qijevog tipa i 4 tenzora krivine razmatrane u radovima [58]- [68]:

aij |
1
mn−aij |

1
nm = R

1

i
pmna

p
j−R

1

p
jmna

i
p−2Lpmn

∨
aij |

1
p,

aij |
2
mn−aij |

2
nm = R

2

i
pmna

p
j−R

2

p
jmna

i
p+2Lpmn

∨
aij |

2
p,

aij |
1
m|

2
n − aij |

2
n|
1
m = R

3

i
pmna

p
j +R

3

p
jmna

i
p,

aij |
3
m|

4
n−aij |

4
n|
3
m = R

4

i
pmna

p
j +R

3

p
jnma

i
p.

U ostalim identitetima Riqijevog tipa, kojih ima ukupno 10 dobijenih

pomo�u 1. i 2. vrste kovarijantnog izvoda i 10 dobijenih pomo�u 3. i

4. vrste, pojavǉuju se i veliqine, koje imaju formu i ulogu tenzora

krivine, ali nisu tenzori, xto �emo uskoro utvrditi. S. Minqi�

u [58,68] uvodi veliqine koje naziva pseudotenzori krivine Aijk i to

1., . . . , 15. vrste.

Na primer, za tenzore ai, aj imamo

ai|
1
m|

2
n−ai|

1
n|
2
m = A

1

i
pmna

p + 2Lpmn
V

ai|
1
p,

aj |
1
m|

2
n−aj |

1
n|
2
m = −A

2

p
jmnap − 2Lpmn

V

aj |
1
p.

Tenzori krivine, dobijeni u GAN(GRN) na navedeni naqin su [68],

[88]:

R
1

i
jmn = Lijm,n − Lijn,m+L

p
jmL

i
pn − LpjnL

i
pm, (1.0.8)
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R
2

i
jmn=L

i
mj,n−Linj,m+L

p
mjL

i
np−L

p
njL

i
mp, (1.0.9)

R
3

i
jmn=A

15

i
jmn+2LpnmL

i
pj
∨

=Lijm,n−Linj,m+L
p
jmL

i
np−L

p
njL

i
pm+L

p
nm(L

i
pj − Lijp),

(1.0.10)

R
4

i
jmn=A

15

i
jmn+2LpnmL

i
pj
∨

=Lijm,n − Linj,m+L
p
jmL

i
np−L

p
njL

i
pm+L

p
mn(L

i
pj−Lijp).

(1.0.11)

Raznim kombinacijama pomo�u 15 pseudotenzora krivine je dobijeno

jox 8 tenzora krivine. U [68] je dokazano da u GAN ima ukupno 5

nezavisnih tenzora krivine (ili 6 nezavisnih), pri qemu je R
5

u [68]

oznaqen sa R̃
2
. Dakle,

R
5

i
jmn =

1

2
(A
7
+A

13
)ijmn=

1

2
(A
9
+A

11
)ijmn

=
1

2
(Lijm,n+L

i
mj,n−Lijn,m−Linj,m

+LpjmL
i
pnL

p
mjL

i
np−L

p
jnL

i
mp−L

p
njL

i
pm)

(1.0.12)

Pseudotenzori krivine A
θ

i
jkl, θ = 1, . . . , 15 u GAN(GRN), [88], glase

A
1

i
jmn = Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
jn
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jmLi
np
∨
−2Lp

jnL
i
mp
∨
,

A
2

i
jmn = Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
jn
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
+2Lp

mj
∨
Li
pn−2Lp

nj
∨
Li
pm,

A
3

i
jmn = Ri

jmn+Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
−2Lp

njL
i
pm
∨
,

A
4

i
jmn = Ri

jmn+Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jm
∨
Li
np−2Lp

jn
∨
Li
mp,

A
5

i
jmn = Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jmLi
pn − 2Lp

njL
i
mp
∨
+2Lp

mnL
i
jp
∨
,

A
6

i
jmn = Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
pm
∨
+2Lp

mj
∨
Li
np−2Lp

jn
∨
Li
pm+2Lp

mnL
i
jp
∨
,

A
7

i
jmn = Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
jn
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
pn
∨
−Lp

jn
∨
Li
mp
∨
−2Lp

jnL
i
mp
∨
,

A
8

i
jmn = Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
jn
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
pn
∨
−Lp

jn
∨
Li
pm
∨
+2Lp

mj
∨
Li
pn,

A
9

i
jmn = Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
+2Lp

jmLi
pn
∨
+2Lp

mnL
i
jp,

A
10

i
jmn = Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
pm
∨
−2Lp

jn
∨
Li
pm+2Lp

mnL
i
jp
∨
,
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A
11

i
jmn = Ri

jmn+Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jmLi
np
∨
−2Lp

mn
∨
Li
jp,

A
12

i
jmn = Ri

jmn+Li
mj
∨

;n+Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
mp
∨
+2Lp

mnL
i
pj
∨
+2Lp

jn
∨
Li
mp,

A
13

i
jmn = Ri

jmn+Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
np
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
−2Lp

jnL
i
pm
∨
,

A
14

i
jmn = Ri

jmn+Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

nj
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jm
∨
Li
np,

A
15

i
jmn = Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
+2Lp

mnL
i
jp
∨
.

U [68] je pokazano kako se tenzori krivine nesimetriqne koneksije

mogu izraziti pomo�u tenzora krivine simetriqnog dela koneksije i

torzije, xto se pokazuje kao vrlo korisno. Na primer, ako

Lijk = Lijk + Lijk
∨

smenimo u (1.0.8), dobijamo

R
1

i
jmn = Ri

jmn + (Lijm
∨
,n + LipnL

p
jm
∨
− LpjnL

i
pm
∨
− LpmnL

i
jp
∨
)

− (Lijn
∨
,m + LipmL

p
jn
∨
− LpjmL

i
pn
∨
− LpnmL

i
jp
∨
) + Lpjm

∨
Lipn

∨
− Lpjn

∨
Lipn

∨
,

(1.0.13)

gde je Ri
jmn tenzor krivine simetriqne koneksije

Ri
jmn = Lijm,n − Lijn,m + LpjmL

i
pn − LpjnL

i
pm.

Ako taqkom i zarezom (;) oznaqimo kovarijantni izvod s obzirom na Lijk
jednaqina (1.0.13) postaje

R
1

i
jmn = Ri

jmn + Lijm
∨

;n − Lijn
∨
;m + Lpjm

∨
Lipn

∨
− Lpjn

∨
Lipm

∨
. (1.0.14)

Uvedimo slede�e oznaqavaǌe

A = Lijm
∨

;n, B = Lpjm
∨
Lipn

∨
, C = Lpmn

∨
Lipj

∨
,

A′ = Lijn
∨
;m, B′ = Lpjn

∨
Lipm

∨
,

(1.0.15)

gde su Lijk, L
i
jk
∨

simetriqni odnosno antimetriqni deo koneksije Lijk, i

sa (;) je obele�en izvod s obzirom na Lijk, qiji je tenzor krivine R. Na
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taj naqin, koriste�i odgovaraju�e jednaqine i izostavǉaju�i indekse

u Ri
jmn i tako daǉe, dobija se

R
1
= R +A−A′ + B − B′,

R
2
= R−A+A′ + B − B′,

R
3
= R +A+A′ − B + B′ − 2C,

R
4
= R +A+A′ − B + B′ + 2C,

R̃
1
= R− B + B′, R̃

2
= R + B + B′ = R

5
, R̃

3
= R− B − B′,

R̃
4
= R +

1

3
(−A+A′ − B + B′ − 2C),

R̃
5
= R−A+A′ − 3B − B′, R̃

6
= R−A+A′ + B + 3B′,

R̃
7
= R +A−A′ + B + 3B′,

R̃
8
= R +A−A′ − 3B − B′.

(1.0.16)

Analogno se postupa sa pseudotenzorima krivine i to �emo razmatrati

detaǉnije u odgovaraju�em delu rada.



GLAVA 2

ET konformne transformacije i ET

komformni tenzori

2.1 Geodezijski krugovi u GRN

Velike krugove na zemǉinoj sferi mo�emo posmatrati kao geodez-

ijske krugove. Stoga, geodezijski krugovi nalaze primenu u mereǌu

odstojaǌa na zemǉinoj povrxi.

2.1.1 Geodezijski krugovi I vrste u GRN

Neka je u GRN zadata kriva C : xi = xi(s), gde je s luk raqunat od

neke taqke, a xi koordinate u GRN . Tada je metriqka forma

(ds)2 = gijdx
idxj, i = 1, 2, ..., n, (2.1.1)

dok je tangenta na C predstavǉena

ti(0) ≡ ti =
dxi

ds
=
Dxi

Ds
, (2.1.2)

gde je sa D
Ds

oznaqen apsolutni izvod I vrste po luku u GRN , tj. za neki

vektor νi je

Dvi

Ds
= vi|

1
m

dxm

ds
=

(
∂vi

∂xm
+ Γipmv

p

)
dxm

ds
=
dvi

ds
+ Γipmv

pdx
m

ds
. (2.1.3)

17
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Freneove formule I vrste u GRN glase [73,88]:

Dti(n)
Ds

= −k(r)ti(r−1) + k(r+1)t
i
(r+1), r = 0, 1, ..., N − 1, (2.1.4)

gde je

gijt
i
(r)t

j
(q) = δrq, ti(0) = ti =

dxi

ds
, k(0) = k(N) = 0.

Definicija 2.1.1. Skalari k(1), . . . k(N−1), su 1., 2., . . . , N − 1-va krivina I

vrste, dok su ti, ti(1), ..., t
i
(N−1) tangenta, 1, 2, ..., N − 1-va jediniqna nor-

mala I vrste krive C u GRN .

Za r = 0, 1, dobijamo poznate formule:

Dti

Ds
= k(1)t

i
(1),

Dti(1)
Ds

= −k(1)ti(0) + k(2)t
i
(2) (2.1.5)

Kod kruga u E3 je k(1) = 1/R = const., k(2)(torz.)≡ 0.

Definicija 2.1.2. Kriva u GRN je geodezijski krug I vrste ako je k(1) =

c, gde je c konstanta, odnosno torzija k(2) ≡ 0.

Za geodezijski krug iz (2.1.5) slede Freneove formule (I vrste):

a)
Dti

Ds
= k(1)t

i
(1), b)

Dti(1)
Ds

= −k(1)ti. (2.1.6)

Kako je k(1) = const., to:

D2ti

Ds2
=

D

Ds

(
Dti

Ds

)
=

(2.1.6a))
k(1)

D

Ds
ti(1) =

(2.1.6b))
−k(1)2ti. (2.1.7)

Kako je ti jediniqni, to va�i (2.1.2), pa iz ((2.1.6)a)):

|k(1)ti(1)|2 = k2(1) =

∣∣∣∣DtiDs

∣∣∣∣2 = gkl
Dtk

Ds

Dtl

Ds
= gkl

D2xk

Ds2
D2xl

Ds2
,

tj.

(k(1))
2 = gij

D2xi

Ds2
D2xj

Ds2
. (2.1.8)

Iz (2.1.7) i (2.1.2) sledi

D3xi

Ds3
=

D2

Ds2

(
Dxi

Ds

)
=

D2

Ds2
ti = −k(1)2ti=− gjk

D2xj

Ds2
D2xk

Ds2
dxi

ds
,
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tj.
D3xi

Ds3
+ gjk

D2xj

Ds2
D2xk

Ds2
dxi

ds
= 0. (2.1.9)

Jednaqine (2.1.9) su diferencijalne (parcijalne) jednaqine geodez-

ijskih krugova I vrste u GRN .

2.1.2 Geodezijski krugovi II vrste u GRN

Poxto je izabrana koneksija nesimetriqna, mogu se razmatrati

i Freneove formule II vrste u GRN [73,88]:

δti(r)
δs

= −χ(r)τ
i
(r−1) + χ(r+1)τ

i
(r+1), r = 0, 1, ..., N − 1, (2.1.10)

gde je

gijτ
i
(r)τ

j
(q) = δrq, τ i(0) = τ i =

dxi

ds
, χ(0) = χ(N) = 0,

pri qemu umesto (2.1.3), imamo

δvi

δs
= vi|

2
m

dxm

ds
=
dvi

ds
+ Γimpv

pdx
m

ds
. (2.1.11)

Za jediniqni tangentni vektor ti je:

δti

δs
=

δ

δs

(
dxi

ds

)
=

d

ds

(
dxi

ds

)
+ Γimp

dxm

ds

dxp

ds
=
Dti

Ds
,

pa imamo Freneovu formulu II vrste, koja se poklapa sa (2.1.5a)):

δti

δs
= χ(1)τ

i
(1) = k(1)t

i
(1), χ(1) = k(1), τ i(1) = ti(1). (2.1.12)

Prema (2.1.10) je

δti(1)
δs

=
δτ i(1)
δs

= −k(1)ti + χ(2)τ
i
(2). (2.1.13)

Analogno Definiciji 2.1.1. imamo slede�u definiciju:

Definicija 2.1.3. Skalari χ(1) ≡ k(1), χ(2), . . . χ(N−1), su krivine II vrste,
dok su ti ≡ τ i(1) ≡ ti(1), ..., τ

i
(N−1) jediniqne normale II vrste krive C u

GRN .
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Dakle, za r = 0, 2, iz (2.1.10) umesto (2.1.5) imamo (2.1.12),(2.1.13).

Definicija 2.1.4. Kriva u GRN je geodezijski krug II vrste, ako je

χ(1) ≡ k(1) = const., χ(2) ≡ 0.

Dokaza�emo slede�u teoremu:

Teorema 2.1.1. Potreban i dovoǉan uslov da geodezijski krug C I vrste

(II vrste) bude istovremeno geodezijski krug II vrste (I vrste) je

T ipmt
p
(1)

dxm

ds
= 0, i = 1, ..., N, (2.1.14)

gde je T ijk tenzor torzije prostora GRN , ti(1) jediniqna I normala, dxi

dt
= ti

jediniqna tangenta krive C.

Dokaz. Iz (2.1.5) i (2.1.13) dobijamo

Dti(1)
Ds

−
δti(1)
δs

= k(2)t
i
(2) − χ(2)τ

i
(2). (2.1.15)

Sa druge strane, imamo jednaqine

Dti(1)
Ds

=
dti(1)
ds

+ Γipmt
(p)
(1)

dxm

ds

δti(1)
δs

=
dti(1)
ds

+ Γimpt
(p)
(1)

dxm

ds
.

oduzimaǌem posledǌe dve jednaqine

Dti(1)
Ds

−
δti(1)
δs

= (Γipm − Γimp)t
(p)
(1)

dxm

ds
= T ipmt

p
(1)

dxm

ds
. (2.1.16)

Upore�ivaǌem (2.1.15) i (2.1.16):

k(2)t
i
(2) − χ(2)τ

i
(2) = T ipmt

p
(1)

dxm

ds
. (2.1.17)

(=⇒): Ako je C istovremeno geodezijski krug I i II vrste, bi�e

k(2) = χ(2) ≡ 0 (po definicijama 2.1.2 i 2.1.4 ), pa na osnovu (2.1.16)

sledi (2.1.13).

(⇐=): Obratno, iz (2.1.14) i (2.1.17) sledi k(2)t
i
(2) = χ(2)τ

i
(2), odakle

vidimo da su ti(2) i τ i(2) (jediniqni) kolinearni vektori, pa k(2) = χ(2)
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i ako je jedna od ovih veliqina 0, mora biti i druga. Dakle, uslov

(2.1.14) je i dovoǉan.

Definicija 2.1.5. Za krivu C iz GRN , koja je istovremeno geodezijski

krug I i II vrste (tj. va�i (2.1.14)), ka�emo da je geodezijski krug u

GRN (tj. va�i k(1) = χ(1) = const. i k(2) = χ(2) = 0).

U (2.1.14) imamo N jednaqina po T ijk, broj nepoznatih T
i
jk je N

(
N
2

)
=

1
2
N2(N − 1). Dakle, iz sistema (2.1.13) mo�emo na�i najvixe N nepoz-

natih T ijk, a ostalih P = N
(
N
2

)
− N = N

2
[N(N − 1) − 2] mo�emo uzeti

proizvoǉno, tj. ne moraju svi T ijk biti = 0, tj. T ̸= 0, odnosno GRN se

u opxtem sluqaju ne svodi na RN .

Primer 2.1.1. Za N = 3 imamo 3 jednaqine ako je geodezijski krug

I vrste istovremeno i II vrste, a 3
(
3
2

)
je broj nepoznatih. Dakle, 6

nepoznatih mo�emo uzeti proizvoǉno. Konkretno, iz (2.1.14) za N = 3,

tj. za GR3 imamo (stavǉaju�i dxm

ds
= tm):

T 1
12(t

1
(1)t

2 − t2(1)t
1) + T 1

13(t
1
(1)t

3 − t3(1)t
1) + T 1

23(t
2
(1)t

3 − t3(1)t
2) = 0,

T 2
12(t

1
(1)t

2 − t2(1)t
1) + T 2

13(t
1
(1)t

3 − t3(1)t
1) + T 2

23(t
2
(1)t

3 − t3(1)t
2) = 0,

T 3
12(t

1
(1)t

2 − t2(1)t
1) + T 3

13(t
1
(1)t

3 − t3(1)t
1) + T 3

23(t
2
(1)t

3 − t3(1)t
2) = 0.

Ovde se mo�e, npr. T 1
12, T

2
12, T

3
12 izraziti preko ostalih 6 komponenti

T ijk, koje mo�emo uzeti proizvoǉno.

Ispita�emo jednaqinu, koja bi za II vrstu apsolutnog izvoda

odgovarala jednaqini (2.1.9). Imamo:

δxi

δs
=
Dxi

Ds
=
dxi

ds
= ti (2.1.18)

δ2xi

δs2
=

δ

δs

(
δxi

δs

)
=
δti

δs
=
dti

ds
+ Γimpt

pdx
m

ds
,

tj.

δ2xi

δs2
=

d

ds

(
dxi

ds

)
+ Γimp

dxp

ds

dxm

ds
=
d2xi

ds2
+ Γimp

dxm

ds

dxp

ds
,

δ2xi

δs2
=
D2xi

Ds2
= Qi, (2.1.19)
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gde smo zajedniqku vrednost oznaqili sa Qi. Tada je

δ3xi

δs3
=
δQi

ds
=
dQi

ds
+ ΓimpQ

pdx
m

ds
=

(2.1.18)

d

ds

(
D2xi

Ds2

)
+ Γimp

D2xp

Ds2
dxm

ds

a na isti naqin
D3xi

Ds3
=
d(D2xi)

ds
+ Γipm

D2xp

Ds2
dxm

ds
.

Dakle,
D3xi

Ds3
− δ3xi

δs3
= T ipm

D2xp

Ds2
dxm

ds
. (2.1.20)

Sa druge strane, postupkom koji je primeǌen za izvo�eǌe jedna-

qine (2.1.9), dobijamo diferencijalne(parcijalne) jednaqine geode-
zijskih krugova II vrste u GRN

δ3xi

δs3
− gjk

δ2xj

δs2
δ2xk

δs2
dxi

ds
= 0. (2.1.21)

Ispitajmo pod kojim uslovom su jednaqine (2.1.9) i (2.1.21) ekviva-

lentne. Ako oduzmemo (2.1.9) i (2.1.21) i uzmemo u obzir (2.1.18), (2.1.19)

i (2.1.20), dobijamo

T ipm
D2xp

Ds2
dxm

ds
= 0. (2.1.22)

Kako je

D2xp

Ds2
=

D

Ds

(
Dxp

Ds

)
=
Dtp

Ds
= k(1)t

p
(1),

to smenom u (2.1.22):

T ipmk(1)t
p
(1)

dxm

ds
= 0.

kako mo�emo skratiti sa k(1) ̸= 0, to se ova jednaqina svodi na jednaqinu

(2.1.14).

Dakle, va�i slede�a teorema

Teorema 2.1.2. Uslovi (2.1.14) i (2.1.22) su ekvivalentni, kao potreban

i dovoǉan uslov da bi jednaqine (2.1.9) i (2.1.21) bile diferencijalne
jednaqine geodezijskih krugova i I i II vrste.
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2.2 ET konformna transformacija u GRN

Konformna transformacija, koja se naziva i konformno preslika-

vaǌe, je transformacija koja quva lokalne uglove, ali ne nu�no i

du�ine. Konformne mape quvaju i uglove i oblike beskonaqno malih

figura, ali ne nu�no ǌihovu veliqinu.

Definicija 2.2.1. Konformna transformacija u GRN je transforma-

cija pri kojoj se osnovni tenzor meǌa po zakonu [142]

ḡij = ρ2gij, (gij ̸= gji) (2.2.23)

gde je ρ(x) = ρ(x1, ..., xN) neka diferencijabilna funkcija koordinata u

GRN .

Tenzori gij i ḡij se posmatraju u zajedniqkom sistemu koordinata.

Isto va�i i za ostale geometrijske objekte.

Napomenimo da se tako�e uzima ḡij = e2ψgij, pa na osnovu (2.2.23)

sledi eψ = ρ, ψ(x1, . . . , xN) = ln ρ, ∂ ln ρ
∂xi

= ρi. Ovaj drugi naqin je korix�en,

za konformnu transformaciju u [132,155,159] i dr.

Dakle imamo:

ds2 = gijdx
idxj, d̄s

2
= ḡijdx

idxj = ρ2gijdx
idxj,

d̄s
2
= ρ2ds2 ⇐⇒ d̄s

ds
= ρ.

Kristofelovi simboli I vrste (kovarijantni) se definixu

kao:

Γi.jk =
1

2
(gji,k − gjk,i + gik,j),

gde je npr. gji,k =
∂gji
∂xk

, dok se podizaǌem indeksa dobijaju Kristofelovi
simboli II vrste (mexoviti):

Γijk = gipΓp.jk =
gip

2
(gjp,k − gjk,p + gpk,j). (2.2.24)
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Pri konformnoj transformaciji (2.2.23), veze izme�u Kristofel-

ovih simbola prostora GRN i GRN :

Γi.jk =
1

2
(gji,k − gjk,i + gik,j) =

= ρ2
[
ρ,k
ρ
gji −

ρ,i
ρ
gjk +

ρ,j
ρ
gik +

1

2
(gji,k − gjk,i + gik,j)

]
.

Ako oznaqimo

(ln ρ),i =
∂(ln ρ)

∂xi
=

1

ρ,
ρ,i = ρi, (2.2.25)

prethodna jednaqina daje

Γi.jk = ρ2(Γi.jk + gjiρk − gjkρi + gikρj). (2.2.26)

Za Γijk, prema (2.2.24) se dobija

Γ
i

jk =
1

2
gip(gjp,k − gjk,p + gpk,j).

Kako je inverzna matrica za (gij) matrica (gij), to je

gij = [ρ]−2gij, (2.2.27)

pa prema (2.2.24), (2.2.26), (2.2.27):

Γ
i

jk = Γijk + δijρk + δikρj − ρigjk + gip(gip
V

ρk − gjk
V

ρp + gpk
V

ρj)

= Γijk + δijρk + δikρj − ρigjk + ξijk,
(2.2.28)

gde je

ξijk = gip(gip
V

ρk − gjk
V

ρp + gpk
V

ρj).

Oznaqimo jox

ρi = gipρp =
(2.2.25)

gip(ln ρ),p.

Iz jednaqine (2.2.28), za simetriqan deo koneksije

T̄ ijk = Γijk + δijρk + δikρj − ρigjk,
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a za tenzor torzije (dvostruki antisimetriqni deo koneksije)

T̄ ijk = 2Γ̄ijk
V

= T ijk + 2gip(gjp
V

ρk − gkp
V

ρj + gkj
V

ρp) = T ijk + 2ξijk (2.2.29)

S. Minqi� i M. Stankovi� su u radu [87] prvi put uveli ekvi-

torzionu transformaciju pokuxavaju�i da na�u invarijantne geometri-

jske objekte konformnog preslikavaǌa.

Definicija 2.2.2. Ekvitorziona (ET) konformna transformacija ko-
neksije u GRN je ona konformna transformacija, kod koje se torzija

oquvava, tj.

T̄ ijk = Γ̄ijk − Γ̄ikj = Γijk − Γikj = T ijk.

Iz jednaqine (2.2.29) sledi

Teorema 2.2.1. Potreban i dovoǉan uslov da konformna transformacija

bude ekvitorziona je

ξijk = gip(gjp
V

ρk − gkp
V

ρj + gkj
V

ρp) = 0.

K. Jano u radu [155] razmatra konformnu i koncilkularnu trans-

formaciju u RN , pri qemu, naravno, posmatra jedan, tj. Rimanov tenzor

krivine.

S. Minqi� je u svojoj doktorskoj disertaciji [62], koriste�i nes-

imetriqnu koneksiju, dobio 4 tenzora krivine (pomo�u 4 vrste kovari-

jantnog izvoda), [58,64,66], a tako�e 15 veliqina, koje je nazvao ”pseu-

dotenzorima krivine” u GRN , jer u odgovaraju�im identitetima Riqi-

jevog tipa (kojih ima 10 dobijenih pomo�u 1. i 2. vrste kovarijantnog

izvoda i jox 10 pomo�u 3. i 4. vrste igraju ulogu tenzora krivine).

Kombinuju�i na pogodan naqin pseudotenzore krivine, dobija novih 8

tenzora krivine (koji su nazvani tenzori krivine) [68]. Sve xto je

ovde reqeno o tenzorima krivine u GRN , va�i i u opxtem prostoru

nesimetriqne afine koneksije GAN . U [68] je dokazano da od 12 nave-

denih tenzora krivine u GRN(GAN) ima ukupno 5 nezavisnih R
1
, ..., R

5
,

dok se ostali mogu izraziti kao linearna kombinacija ovih 5 tenzora
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i tenzora R formiranog pomo�u simetriqnog dela nesimetriqne konek-

sije.

Svakako da se 5 nezavisnih tenzora krivine mo�e izabrati na

razne naqine me�u ukupno 12 tenzora. Tako je u [159] me�u pomenutih

12 izabrana drugaqija kombinacija nezavisnih tenzora krivine koji su

oznaqeni sa K
1
, ..., K

5
pri qemu se neki od ǌih poklapaju sa nekima od R

θ

(npr. K
1
≡ R

1
, K

2
̸= R

2
, K

3
≡ R

3
, ...).

Nadaǉe �emo razmatrati tenzore R
1
, ..., R

5
u odnosu na ekvitorzionu

konformnu i koncilkularnu transformaciju tenzora R
θ
, θ = 1, ..., 5.

2.2.1 Tenzori krivine u ET konformnoj transformaciji

1. ET konformna transformacija tenzora krivine I vrste

Prvi od navedenih pet nezavisnih tenzora krivine u GRN je

R
1

i
jmn = Γijm,n − Γijn,m + ΓpjmΓ

i
pn − ΓpjnΓ

i
pm.

Na osnovu ranije izvedene veze izme�u Kristofelovih simbola za ekvi-

torzionu konformnu transformaciju imamo

Γ
i

jk = Γijk + δijρk + δikρj − ρigjk.

Ako je pri transformaciji koneksije Γ u Γ

a) Γ
i

jk = Γijk + P i
jk, b) P i

jk = δijρk + δikρj − ρigjk = P i
kj (2.2.30)

mo�emo posmatrati kako se transformixu, npr., pojedini tenzori kriv-

ine.

Prema (2.2.30) za R
1
imamo

R
1

i
jmn =Γijm,n − Γijn,m + ΓpjmΓ

i
pn − ΓpjnΓ

i
pm

=Ri
jmn + P i

jm|
1
n − P i

jn|
1
m + P p

jmP
i
pn − P p

jnP
i
pm + T pmnP

i
jp,
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pa smenom P iz (2.2.30)b):

R̄
1

i
jmn = R

1

i
jmn + δij(ρm|

1
n − ρn|

1
m + T pmnρp) + δim(ρj |

1
n − ρjρn)

− δin(ρj |
1
m − ρjρm) + (ρi|

1
m − ρiρm)gjn − (ρi|

1
n − ρiρn)gjm

+ ρpρp(δ
i
mgjn − δingjm) + T imnρj − Tj.mnρ

i.

(2.2.31)

Kako je

ρm|
1
n − ρn|

1
m = ρm,n − Γpmnρp − ρn,m + Γpnmρp,

i

ρm,n =
∂

∂xn
(
∂ ln ρ

∂xm
) =

∂2 ln ρ

∂xn∂xm
= ρn,m,

to je

ρm|
1
n − ρn|

1
m = −T pmnρp,

drugi sabirak na desnoj strani u (2.2.31) je 0. Ako uvedemo oznaku

ρ
1
ij = ρi|

1
j − ρiρj +

1

2
grsρrρsρij = ρi|

1
j − ρiρj +

1

2
ρrρ

rgij, (2.2.32)

ima�emo

ρ
1
mn − ρ

1
nm =

(2.2.32)
ρm|

1
n − ρn|

1
m = −T pmnρp,

i za R̄
1

i
jmn dobijamo

R̄
1

i
jmn = R

1

i
jmn + δim(ρ

1
jn −

1

2
grsρrρsgjn)− δin(ρ

1
jm − 1

2
grsρrρsgjm)

+ gipgjn(ρp|
1
m − ρpρm)− gipgjm(ρp|

1
n − ρpρn) + ρpρ

p(δimgjn − δingjm) +Bi
jmn,

gde je

Bi
jmn = T imnρj − Tj.mnρ

i. (2.2.33)

Dakle,
R̄
1

i
jmn = R

1

i
jmn + δim(ρ

1
jn − 1

2
grsρrρsgjn)− δin(ρ

1
jm − 1

2
grsρrρsgjm)

+ gipgjn(ρ
1
pm − 1

2
grsρrρsgpm)− gipgjm(ρ

1
pn − 1

2
grsρrρsgpn)

+ ρpρ
p(δimgjn − δingjm) +Bi

jmn,
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odakle

R̄
1

i
jmn = R

1

i
jmn + δimρ

1
jn − δinρ

1
jm − δimgjnρpρ

p + δingjmρpρ
p

+ ρ
1

i
mgjn − ρ

1

i
ngjm + ρpρ

p(δimgjn − δingjm) +Bi
jmn,

i sre�ivaǌem:

R̄
1

i
jmn = R

1

i
jmn + δimρ

1
jn − δinρ

1
jm + ρ

1

i
mgjn − ρ

1

i
ngjm +Bi

jmn, (2.2.34)

gde je Bi
jmn dato sa (2.2.33).

2. ET konformna transformacija tenzora krivine II vrste

Tenzor R
2
u GRN je zadat na slede�i naqin:

R
2

i
jmn = Γimj,n − Γinj,m + ΓpmjΓ

i
np − ΓpnjΓ

i
mp,

i za R̄
2

i
jmn prema (2.2.30a) sledi

R̄
2

i
jmn = R

2

i
jmn + P i

mj |
2
n − P i

nj |
2
m + P p

mjP
i
mp − P p

njP
i
mp − T pmnP

i
pj.

Smeǌuju�i (2.2.30b) u ovu jednaqinu dobijamo

R̄
2

i
jmn = R

2

i
mj,n + δij(ρm|

2
n − ρn|

2
m − T pmnρp) + δim(ρj |

2
n − ρiρn)

− δin(ρj |
2
m − ρiρm) + (ρi|

2
m − ρiρm)gjn − (ρi|

2
n − ρiρn)gjm

+ ρpρ
p(δimgjn − δingjm)− T imnρj + Tj.mnρ

i.

(2.2.35)

Izraz u prvoj zagradi sa desne strane je 0, jer je

ρm|
2
n − ρn|

2
m = T pmnρp. (2.2.36)

Ako uvedemo oznaku

ρ
2
ij = ρi|

2
j − ρiρj +

1

2
ρrρ

rgij, (2.2.37)
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imamo

ρ
2
mn − ρ

2
nm = ρm|

2
n − ρn|

2
m = T pmnρp

i za R̄
2

i
jmn iz (2.2.35)− (2.2.37) sledi

R̄
2

i
jmn = R

2

i
jmn + δimρ

2
jn − δinρ

2
jm + ρ

2

i
mgjn − ρ

2

i
ngjm −Bi

jmn, (2.2.38)

gde je Bi
jmn dato sa (2.2.33).

3. ET konformna transformacija tenzora krivine III vrste

Tenzor R
3
u GRN je zadat pomo�u slede�e jednaqine:

R
3

i
jmn = Γijm,n − Γinj,m + ΓpjmΓ

i
np − ΓpnjΓ

i
pm + ΓpnmT

i
pj,

gde je T ipj tenzor torzije u lokalnim koordinatama. Za R
3

i
jmn na osnovu

(2.2.30) imamo

R̄
3

i
jmn = R

3

i

jmn
+ P i

jm|
2
n − P i

nj |
1
m + P i

npP
p
jm − P i

pmP
p
nj + T ipjP

p
nm, (2.2.39)

gde smo uzeli u obzir da je P i
jp simetriqan, s obzirom na (2.2.30) .

Smeǌuju�i prema (2.2.30), dobijamo

R̄
3

i
jmn = R

3

i
jmn + δim(ρ

2
jn −

1

2
ρpρ

pgjn)− δin(ρ
1
jm − 1

2
ρpρ

p − gjm)

+ gipgjn(ρ
1
pm − 1

2
ρrρ

rgpm)− gipgjm(ρ
2
pn −

1

2
ρrρ

rgpm)

+ ρpρ
pδimgjn − ρpρ

pδingjm +Di
jmn,

gde je

Di
jmn = T ijmρn + T injρm + gpsgmnT

i
jpρs. (2.2.40)

Iz (2.2.40) dobijamo

R̄
3

i
jmn = R

3

i
jmn + δimρ

2
jn − δinρ

1
jm + ρ

1

i
mgjn − ρ

2

i
ngjm +Di

jmn. (2.2.41)
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4. ET konformna transformacija tenzora krivine IV vrste

Za tenzor R
4
u GRN zadat na slede�i naqin:

R
4

i
jmn = Γijm,n − Γinj,m + ΓpjmΓ

i
np − ΓpnjΓ

i
pm + ΓpmnT

i
pj,

gde je T ipj tenzor torzije u lokalnim koordinatama. Za R
4

i
jmn na osnovu

(2.2.30) se dobija

R̄
4

i
jmn = R

4

i

jmn
+ P i

jm|
2
n − P i

nj |
1
m + P i

npP
p
jm − P i

pmP
p
nj + T ipjP

p
mn. (2.2.42)

Iz (2.2.39), (2.2.42) sledi

R̄
4

i
jmn − R̄

3

i
jmn = R

4

i
jmn −R

3

i
jmn + P p

mn
V

T ipj = R
4

i
jmn −R

3

i
jmn

zbog P p
mn
V

= 0. Tako imamo

R̄
4

i
jmn−R

4

i
jmn=R̄

3

i
jmn−R

3

i
jmn=δ

i
mρ

2
jn−δinρ

1
jm+ρ

1

i
mgjn−ρ

2

i
ngjm+D

i
jmn, (2.2.43)

gde Di
jmn je dat u (2.2.40).

5. ET konformna transformacija tenzora krivine V vrste

Konaqno razmatramo tenzor krivine R
5
u GRN (u [68] R

5
je obele�en

sa R̃
2
). Imamo [68,88],

R
5

i
jmn =

1

2
(Lijm,n + Limj,n − Lijn,m − Linj,mp

+ LpjmL
i
pn + LpmjL

i
np − LpjnL

i
mp − LpnjL

i
pm),

(2.2.44)

xto mo�e biti napisano u obliku:

R̄
5

i
jmn =R

5

i

jmn
+

1

2
(P i

jm|
3
n − P i

jn|
4
m + P i

nm|
4
n − P i

nj |
3
n

+P p
jmP

i
pn − P p

jnP
i
mp + P p

mjP
i
np − P p

njP
i
pm),

gde je P i
jk dat u (2.2.30). Smeǌuju�i P iz (2.2.30), dobija se
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R̄
5

i
jmn =

1

2
[δij(ρm|

2
n − ρn|

1
m − ρm|

1
n − ρn|

2
m)

+ δim(ρj |
2
n + ρj |

1
n − 2ρjρn + ρpρ

pgjn)

− δin(ρj |
1
m + ρj |

2
m − 2ρjρm + ρpρ

pgjm)

+ gjn(ρ
i
|
1
m + ρi|

2
m − 2ρiρm)− gjm(ρ

i
|
1
n + ρi|

2
n − 2ρiρn)].

(2.2.45)

Koriste�i (3.1.8) i (2.2.36) i uvode�i obele�avaǌe

ρ
5
ij =

1

2
(ρi|

1
j + ρi|

2
j − 2ρiρj + ρpρ

pgij) =
1

2
(ρ
1
ij + ρ

2
ij) = ρ

5
ji,

jednaqina (2.2.45) dobija oblik

R̄
5

i
jmn = R

5

i
jmn + δimρ

5
jn − δinρ

5
jm + ρ

5

i
mgjn − ρ

5

i
ngjm + ρpρ

p(δingjm − δimgjm). (2.2.46)

2.2.2 ET konformni tenzori

1. ET konformni tenzori I vrste

Prema (2.2.34) imamo

R̄
1

i
jmn = R

1

i
jmn + δimρ

1
jn − δinρ

1
jm + ρ

1

i
mgjn − ρ

1

i
ngjm +Bi

jmn, (2.2.47)

gde je

Bi
jmn = T imnρj − Tj.mnρ

i. (2.2.48)

Kontrakcijom sa i = n iz (2.2.47) dobijamo

R̄
1
jm = R

1
jm + ρ

1
jm −Nρ

1
jm + ρ

1
jm − ρ

1

p
pgjm − Tj.mnρ

i, (2.2.49)

jer je

T imi = 0
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u GRN . Nakon kompozicije u (2.2.49) sa ρ2ḡjm = gjm dobijamo

ρ2R̄
1
= R

1
+R

1

m
m −Nρ

1

m
m + ρ

1

m
m − ρ

1

p
pN,

odakle je

ρ
1

p
p =

ρ
1
− ρ2R̄

1

2(N − 1)
. (2.2.50)

Smenom iz (2.2.50) u (2.2.49), dobijamo

ρ
1
jm =

1

N − 2

(
R
1
jm − R̄

1
jm +

ρ2R̄
1
−R

1

2(N − 1)
gjm + Tj.imρ

i

)
(2.2.51)

odakle, mno�eǌem obe strane sa gkj = ρ2ḡkj, dolazimo do

ρ
1

k
m =

1

N − 2

(
R
1

k
m − ρ2R̄

1

k
m +

ρ2R̄
1
+R

1

2(N − 1)
δkm + T kimρ

i

)
. (2.2.52)

Iz (2.2.51), (2.2.52) smenimo u (2.2.47):

R̄
1

i
jmn = R

1

i
jmn + δim

1

N − 2

(
R
1
jn − R̄

1
jn +

ρ2R̄
1
+R

1

2(N − 1)
gjn + Tj.pnρ

p

)

− δin
1

N − 2

(
R
1
jm − R̄

1
jm +

ρ2R̄
1
+R

1

2(N − 1)
gjm + Tj.pmρ

p

)

+
1

N − 2
gjn

(
R
1

i
m − ρ2R̄

1

i
m +

ρ2R̄
1
+R

1

2(N − 1)
δim + T ipmρ

p

)

− 1

N − 2
gjm

(
R
1

i
n − ρ2R̄

1

i
n +

ρ2R̄
1
+R

1

2(N − 1)
δim + T ipmρ

p

)
+Bi

jmn.

(2.2.53)

Da bismo izveli potrebne zakǉuqke iz (2.2.53) navex�emo prethodno

neke relacije koje va�e kod konformnih transformacija u GRN

a) δimR̄
1
jn = δ̄imR̄

1
jn, b) ρ2R̄

1
gjn = R̄

1
ḡjn,

c) gjnρ
2R̄
1

i
m = ḡjnR̄

1

i
m, d) ρj =

1

N
(Γ̄pjp − Γpjp).

(2.2.54)
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Kako je

T̄ i.jm = ρ2Ti.jm,

to sledi

δimTj.pnρ
p =

1

N
(δ̄imT̄ j.pnḡ

psΓ̄tst − δimT j.png
psΓtst),

gjnT
i
pmρ

p =
1

N
(ḡjnT̄

i
pmḡ

psΓ̄tst − gjnT
i
pmg

psΓtst).

Iz (2.2.48) dobijamo

Bi
jmn =

1

N
(T̄ imnΓ̄

p
jp − ḡipḡqjT̄

q
mnΓ̄

s
ps − T imnΓ

p
jp + ḡipḡqjT

q
mnΓ

s
ps). (2.2.55)

Na osnovu (2.2.54)-(2.2.55) iz jednaqine (2.2.53) zakǉuqujemo da va�i

slede�a teorema.

Teorema 2.2.2. Tenzor

C
1

i
jmn = R

1

i
jmn +

1

N − 2
(δimR

1
jn − δinR

1
jm + gjnR

1

i
m − gjmR

1

i
n)

+
1

(N − 1)(N − 2)
R
1
(δingjm − δimgjn)

+
1

(N − 2)N
gpsΓtst(δ

i
nTj.pm − δimTj.pm + gjmT

i
pm − gjnT

i
pm)

+
1

N
(gipΓtptTj.mn − ΓtjtT

i
mn)

(2.2.56)

je ET konformna invarijanta konformne transformacije u GRN , tj.

va�i

C̄
1

i
jmn = C

1

i
jmn. (2.2.57)

Definicija 2.2.3. Tenzor C
1

i
jmn se zove ET konformni tenzor I vrste u

GRN .

2. ET konformni tenzori II vrste

Ako (2.2.56) napixemo u obliku

C
1

i
jmn = P

1

i
jmn +Q

1

i
jmn,
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gde smo sa P
1

i
jmn izrazili zbir u (2.2.56) gde se ne pojavǉuje tenzor torzije, a

sa Q
1

i
jmn zbir ostalih qlanova, postupkom kao u prethodnoj teoremi mo�e se

dokazati da va�i

Teorema 2.2.3. Tenzor

C
2

i
jmn = P

2

i
jmn −Q

1

i
jmn,

gde se P
2
dobija iz P

1
zamenom 1 → 2, je invarijanta konformne ET trans-

formacije u GRN , tj. va�i:

C̄
2

i
jmn = C

2

i
jmn.

Definicija 2.2.4. Tenzor C
2

i
jmn je ET konformni tenzor II vrste u GRN .

3. ET konformni tenzor III vrste

Po�imo od oblika (2.2.41), tj.

R̄
3

i
jmn = R

3

i
jmn + δimρ

2
jn − δinρ

1
jm + ρ

1

i
mgjn − ρ

2

i
ngjm +Di

jmn, (2.2.58)

gde je

Di
jmn = T ijmρn + T injρm + gpsgmnT

i
jpρs, (2.2.59)

pri qemu je

ρ
1
jm = ρjm − 1

2
T pjmρp,

ρjm = ρj;m − ρjρm +
1

2
ρpρ

pgjm = ρmj, (2.2.60)

dok je

ρ
2
jn = ρj |

2
n − ρjρn +

1

2
ρpρ

pgjn = ρj;n − ρjρn +
1

2
ρpρ

pgjn +
1

2
T pjnρp,

odnosno

ρ
2
jn = ρjn +

1

2
T pjnρp.
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Sada (2.2.58) postaje

R̄
3

i
jmn =R

3

i
jmn + δimρjn +

1

2
δimT

p
jnρp − δinρjm +

1

2
δinT

p
jmρp

+ (ρim − 1

2
gisT psmρp)gjn − (ρin +

1

2
gisT psnρp)gjm +Di

jmn,
(2.2.61)

odakle, za i = n dobijamo

R̄
3
jm = R

3
jm + ρjm +

1

2
T pjmρp −Nρjm +

1

2
NT pjmρp

+ ρjm − 1

2
T psmρp − ρiigjm − 1

2
gisT psiρpgjm,

(2.2.62)

jer je

Di
jmi = T ijnρi + T iijρm + gpsgmiT

i
jpρs = T ijmρi + Tm.jpρ

p = Ti.jmρ
i − Tp.jmρ

p = 0.

Dakle,

R̄
3
jm = R

3
jm + ρjm(2−N) +

1

2
NT pjmρp − ρiigjm,

jer je

gisT psiρpgjm = 0.

Vrxe�i kompoziciju sa ρ2ḡjm = gjm, sledi

ρ2R̄
3
= R

3
+ (2−N)ρmm − ρiiN, (2.2.63)

jer je T pjmg
jm = 0. Iz (2.2.63) je

ρpp =
R
3
− ρ2R̄

3

2(N − 1)
.

Zamenom ove vrednosti u (2.2.62), dobijamo

ρjm =
1

N − 2

(
R
3
jm − R̄

3
jm −

R
3
− ρ2R̄

3

2(N − 1)
gjm +

N

2
T pjmρp

)
. (2.2.64)
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U (2.2.61) izvrximo zamenu prema (2.2.64):

R̄
3

i
jmn = R

3

i
jmn + δim

1

N − 2

R
3
jn − R̄

3
jn +

ρ2R̄
3
−R

3

2(N − 1)
gjn +

N

2
T p
jnρp

+
1

2
δimT p

jnρp

− δin
1

N − 2

R
3
jm − R̄

3
jm +

ρ2R̄
3
−R

3

2(N − 1)
gjm +

N

2
T p
jmρp

+
1

2
δinT

p
jmρp

+ gjn

 1

N − 2

R
3

i
m − ρ2R̄

3

i
m +

ρ2R̄
3
−R

3

2(N − 1)
δim +

N

2
gisT p

smρp

− 1

2
gisT p

smρp


− gjm

 1

N − 2

R
3

i
n − ρ2R̄

3

i
n +

ρ2R̄
3
−R

3

2(N − 1)
δin +

N

2
gisT p

snρp) +
1

2
gisT p

snρp


+Di

jmn,

(2.2.65)

gde je Di
jmn dato u (2.2.59). Kako je

ρ2R̄
3
gjn = R̄

3
ḡjn, T pjnρp = T pjn

1

N
(Γ̄sps − Γsps), gjnρ

2R̄
3

i
m = ḡjnR̄

3

i
m,

gjnρ
2R̄
3
δim = ḡjnR̄

3
δ̄im, gjng

is = ḡjnḡ
is, (2.2.66)

Di
jmn =

1

N
(T̄ ijmΓ̄

p
np+ T̄

i
njΓ̄

p
mp+ ḡ

psḡmnT̄
i
jpΓ̄

r
sr−T ijmΓpnp−T injΓpmp−gpsgmnT ijmΓpnp),

to se jednaqina (2.2.65) mo�e napisati u obliku:

R̄
3

i
jmn = R

3

i
jmn + δim

1

N − 2
[R
3
jn − R̄

3
jn +

1

2(N − 1)
(R̄
3
ḡjn −R

3
gjn)

+
N

2
T p
jn

1

N
(Γ̄s

ps − Γs
ps)] +

1

2
δimT p

jn

1

N
(Γ̄s

ps − Γs
ps)

− δin
1

N − 2
[R
3
jm − R̄

3
jm +

1

2(N − 1)
(R̄
3
gjm −R

3
gjm)

+
N

2
T p
jm

1

N
(Γ̄s

ps − Γs
ps)] +

1

2
δinT

p
jm

1

N
(Γ̄s

ps − Γs
ps)

+
1

N − 2
[gjnR

3

i
m − ḡjnR̄

3

i
m +

δim
2(N − 1)

gjnR
3

i
m − ḡjnR̄

3

i
m

+
N

2
gisT p

jm(Γ̄s
ps − Γs

ps)]−
1

2
gjng

isT p
jm

1

N
(Γ̄s

ps − Γs
ps)

− 1

N − 2
[gjmR

3

i
n − ḡjmR̄

3

i
n +

δim
2(N − 1)

gjnR
3

i
m − ḡjmR̄

3

i
n

+
N

2
gisT p

jm(Γ̄s
ps − Γs

ps)] +
1

2
gjng

isT p
jm

1

N
(Γ̄s

ps − Γs
ps) +Di

jmn.

(2.2.67)

Sre�ivaǌem jednaqine (2.2.67) zakǉuqujemo da va�i
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Teorema 2.2.4. Tenzor

C̄
3

i
jmn = R

3

i
jmn +

1

N − 2
[δimR

3
jn − δinR

3
jm +R

3
gjn −R

3
gjm

− 1

2
Γtpt(δ

i
mT

p
jn − δimT

p
jm + gisgjnT

p
jm − gisgjmT

p
sn)]

+
1

(N − 1)(N − 2)
R
3
(δingjm − δimgjn)

+
1

2N
Γtpt(δ

i
mT

p
jn − δimT

p
jm + gisgjnT

p
jm − gisgjmT

p
jn)

+
1

N
(gmng

psT ipjΓ
t
st − T ijmΓ

t
nt + T ijnΓ

t
mt)

je invarijanta konformne ET transformacije u GRN , tj. va�i

C̄
3

i
jmn = C

3

i
jmn.

Definicija 2.2.5. Tenzor C
3

i
jmn je ET konformni tenzor III vrste u

GRN .

4. ET konformni tenzor IV vrste

Tenzor R
4

i
jmn je dat u (1.0.11):

R
4

i
jmn = Γijm,n − Γinj,m + ΓpjmΓ

i
np − ΓpnjΓ

i
pm + LpmnT

i
pj. (2.2.68)

Ako se izvrxi ET konformna transformacija u GRN , imamo

a) Γ̄ijk = Γijk + P i
jk, b) P i

jk = δijρk + δikρj − ρigjk = P i
kj. (2.2.69)

Kako je

R
3

i
jmn = Γijm,n − Γinj,m + ΓpjmΓ

i
np − ΓpnjΓ

i
pm + LpnmT

i
pj, (2.2.70)

smenom u (2.2.70) i (2.2.68), prema (2.2.69a)), dobijamo

R̄
3

i
jmn = R

3

i
jmn + P i

jm|
2
n − P i

jm|
1
n + P i

npP
p
jm − P i

pmP
p
nj + P p

nmT
i
pj, (2.2.71)
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R̄
4

i
jmn = R

4

i
jmn + P i

jm|
2
n − P i

jm|
1
n + P i

npP
p
jm − P i

pmP
p
nj + P p

mnT
i
pj,

odakle je

R̄
4

i
jmn − R̄

3

i
jmn = R

4

i
jmn −R

3

i
jmn + 2P p

mn
V

T ipj = R
4

i
jmn −R

3

i
jmn,

jer je P p
mn
V

= 0 (na osnovu (2.2.69b)). Na taj naqin je

R̄
4

i
jmn −R

4

i
jmn = R̄

3

i
jmn −R

3

i
jmn.

Polaze�i od relacije

R̄
4

i
jmn = R

4

i
jmn + δimρ

2
jn − δinρ

1
jm + ρ

1

i
mgjn − ρ

2

i
ngjm +Di

jmn, (2.2.72)

gde je Di
jmn dato u (2.2.59), primenom postupka koji je sproveden za R

3

i
jmn,

dokazujemo da va�i:

Teorema 2.2.5. Tenzor

C̄
4

i
jmn = R

4

i
jmn +

1

N − 2
[δimR

4
jn − δimR̄

4
jm + R̄

4
ḡjn −R

4
gjm

− 1

2
Γtpt(δ

i
mT

p
jn − δimT

p
jm + gisgjnT

p
jm − gisgjmT

p
jn)]

+
1

(N − 1)(N − 2)
R
4
(δingjm − δimgjn)

+
1

2N
Γtpt(δ

i
mT

p
jn − δimT

p
jm + gisgjnT

p
jm − gisgjmT

p
jn)

+
1

N
(gmng

psT ipjΓ
t
st − T ijmΓ

t
nt + T ijnΓ

t
mt)

(2.2.73)

je invarijanta konformne ET transformacije u GRN , tj. va�i

C̄
4

i
jmn = C

4

i
jmn.

Definicija 2.2.6. Tenzor C
4

i
jmn je ET konformni tenzor IV vrste u

GRN .
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5. ET konformni tenzor V vrste

Razmotrimo peti od pet nezavisnih tenzora krivine u GRN (u [68]

on je oznaqen sa R̃
2

i
jmn)

R
5

i
jmn =

1

2
(Γijm,n + Γimj,n − Γijn,m − Γinj,m

+ ΓpjmΓ
i
pn + ΓpmjΓ

i
np − ΓpjnΓ

i
mp − ΓpnjΓ

i
pm).

Primenom veza pri konformnoj ET transformaciji

Γ̄ijk = Γijk + P i
jk, P i

jk = δijρk + δijρj − ρigjk,

dobijamo da je

R̄
5

i
jmn = R

5

i
jmn +

1

2
[δij(ρm|

2
n − ρn|

1
m + ρm|

1
n − ρn|

2
m)

+ δim(ρj |
1
n − ρj |

2
n − 2ρjρn + ρpρ

pgjn)

− δin(ρj |
1
m + ρj |

2
m − 2ρjρm + ρpρ

pgjm)

+ gjn(ρ
i
|
1
m + ρi|

2
m − 2ρiρm)− gjm(ρ

i
|
1
n + ρi|

2
n − 2ρiρn)],

odakle je

R̄
5

i
jmn = R

5

i
jmn +

1

2
[δij(0) + δim(2ρj;n − 2ρjρn + ρpρ

pgjn)

− δin(2ρj;m − 2ρjρm + ρpρ
pgjm)

+ gjn(2ρ
i
;m − 2ρiρm)− gjm(2ρ

i
;n − 2ρiρn)],

gde je ρjm dato u (2.2.60), pa imamo

R̄
5

i
jmn = R

5

i
jmn + 2δimρjn − 2δinρjm

+ 2(ρim − 1

2
ρpρ

pδim)gjn − 2(ρin −
1

2
ρpρ

pδin)gjm

= R
5

i
jmn + 2(δimρjn − δinρjm) + 2(ρimgjn − ρingjm)

+ ρpρ
p(gjmδ

i
n − gjnδ

i
m).

(2.2.74)
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Kontrakcijom sa i = n:

R̄
5
jm =R

5
jm + 2(2−N)ρjm + ρpρ

p(N − 1)gjm − 2ρpρpgjm. (2.2.75)

Ako izvrximo kompoziciju sa ρ2ḡjm = gjm, iz (2.2.74) se dobija

ρ2R̄
5
= R

5
+ 2(2−N)ρjmg

jm + ρpρpN(N − 1)− 2Nρpρp

= R
5
+ 4(1−N)ρpρp +

1

2
ρpρp,

odakle

ρpp =
1

4(N − 1)
[R
5
− ρ2R̄

5
+N(N − 1)ρpρ

p] (2.2.76)

ρjm =
1

2(N − 2)
[R
5
jm − R̄

5
jm − 1

2(N − 1)
(R
5
jm − ρ2R̄

5
jm)gjm +

1

2
ρpρp(N − 2)gjm].

Ako zamenimo iz (2.2.76) u (2.2.75) dobijamo

R̄
5

i
jmn = R

5

i
jmn +

1

N − 2
δim[R

5
jn − R̄

5
jn −

1

2(N − 1)
(R
5
− ρ2R̄

5
)gjn

+
1

2
ρpρp(N − 2)gjn]

− 1

N − 2
δin[R

5
jm − R̄

5
jm − 1

2(N − 1)
(R
5
− ρ2R̄

5
)gjm +

1

2
ρpρp(N − 2)gjm]

+
1

N − 2
[R
5

i
m − ρ2R̄

5

i
m − 1

2(N − 1)
(R
5
− ρ2R̄

5
)δim +

1

2
ρpρp(N − 2)δim]gjn

− 1

N − 2
[R
5

i
n − R̄

5

i
m − 1

2(N − 1)
(R
5
− ρ2R̄

5
)δin

+
1

2
ρpρp(N − 2)δin]gjm + ρpρp(gjmδ

i
n − gjn)δ

i
m).

(2.2.77)
Poxto se qlanovi koji sadr�e ρpρp potiru, to posle sre�ivaǌa, za-

kǉuqujemo da va�i:

Teorema 2.2.6. Tenzor

C̄
5

i
jmn = R

5

i
jmn +

1

N − 2
[δimR

5
jn − δinR

5
jm +R

5

i
mgjn −R

5

i
ngjm

+
1

(N − 1)(N − 2)
R
5
(δingjm − δimgjn)

(2.2.78)



2.2. ET konformna transformacija u GRN 41

je invarijanta konformne ET transformacije u GRN , tj. va�i

C̄
5

i
jmn = C

5

i
jmn.

Definicija 2.2.7. Tenzor C
5

i
jmn je ET konformni tenzor V vrste u GRN .

Iz prethodnih jednaqina, kojima su dati tenzori C
θ

i
jmn za θ = 1, . . . , 5

u GRN , oqigledno je da se svi ovi tenzori u RN svode na poznati kon-

formni tenzor krivine Ci
jmn u RN .

M. Stankovi� je u svojoj doktorskoj disertaciji [129] prvi uveo

pojam ekvitorzionog (ET konformnog) preslikavaǌa u prostorima GAN
i GRN i dobio odgovaraju�e ET konformne tenzore. U ovom radu je

primeǌen nexto drugaqiji postupak, pa se i neki rezultati razlikuju.





GLAVA 3

ET koncirkularne transformacije

3.1 Definicija koncirkularne transformacije uGRN

Koncirkularnim transformacijama u GRN se prvo bavio K. Jano

[155], a osim drugih matematiqara tako�e i u [159] M. Zlatanovi�,

I. Hinterlajtner, M. Najdanovi�. U tom radu je korix�en nexto

drugaqiji metod, nisu korix�ene u svemu isti tenzori R
θ
, pa se naredni

rezultati razlikuju od tamo dobijenih (A. Velimirovi� [142]).

Definicija 3.1.1. Ako konformna transformacija u Rimanovom prostoru

ḡij = ρ2gij, (gij = gji)

svaki geodezijski krug transformixe u geodezijski krug, funkcija ρ(x) zado-

voǉava parcijalnu diferencijalnu jednaqinu (K. Jano [155])

ρij = Φ(x)gij(x), (gij = gji), (3.1.1)

gde je

ρij = ρi;j − ρiρj +
1

2
ρrρrgij, (gij = gji), (3.1.2)

onda se takva transformacija zove koncirkularna transformacija u

RN .

Koncirkularna geometrija je geometrija koja se bavi koncirku-

larnim transformacijama i prostorima koji dopuxtaju takve trans-

43
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formacije.

U GRN �emo posmatrati transformacije

ḡij = ρ2gij, (gij ̸= gji), (3.1.3)

gde je, umesto ρij, (3.1.2), uzeto

ρ
1
ij = ρi|

1
j − ρiρj +

1

2
ρrρ

rgij ̸= ρ
1
ji. (3.1.4)

Naredni rezultati su publikovani u radu [142].

3.1.1 Koncirkularni tenzor I vrste

U GRN uzimamo koncirkularnu transformaciju za R
1
, gde je R̄

1
dato

u (2.2.34) i

ρ
1
ij = Φ

1
(x)gij, (gij ̸= gji). (3.1.5)

Upore�uju�i sa (2.1.3) u [142], vidimo da je tamo uzeto gij, a mi smo

uzeli gij ̸= gji, smatraju�i da je ovako opxtije, poxto se radi u GRN .

Takvu transformaciju zovemo koncirkularna transformacija I vrste

u GRN . Smenom za ρ
1
iz (3.1.5) u (2.2.34) dobijamo

R̄
1

i
jmn = R

1

i
jmn + Φ

1
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gingjm) +Bi

jmn, (3.1.6)

gde je Bi
jmn dato u (2.2.33). Ako izvrximo kontrakciju indeksa i i n,

sledi

R̄
1
jm = R

1
jm + Φ

1
[2(1−N)gjm + (2−N)gjm

V

− gipgpi
V

gjm] + Bjm. (3.1.7)

Mno�e�i odgovaraju�e strane prethodne jednaqine sa

ρ2ḡjm = gjm, (3.1.8)
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dobijamo

ρ2R̄
1
= gjm{R

1
jm + Φ

1
[2(1−N)gjm + (2−N)gjm

V

− gipgpi
V

gjm] + Bjm},

gde je R̄
1
jmḡ

jm = R̄
1
i tako daǉe, dok

Bjmg
jm = Bi

jmig
jm = (T imiρj − Tj.miρ

i)gjm = 0,

i dobijamo

ρ2R̄
1
= R

1
+ Φ

1
[−2(N − 1)N + 2grsgrs

V
],

odakle je

Φ
1
(x) = −

ρ2R̄
1
−R

1

2(N − 1)N
,

jer je

grsgrs
V
= −grsgsr

V
= −gsrgsr

V
= −grsgrs

V
= 0.

Smenom Φ
1
u (3.1.6) dobijamo

R̄
1

i
jmn = R

1

i
jmn −

ρ2R̄
1
−R

1

2(N − 1)N
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gingjm) +Bi

jmn,

a odavde

R̄
1

i
jmn =

R̄
1
(ρ2δimgjn − ρ2δingjm + gimρ

2gjn − gjmρ
2gin)

2(N − 1)N

= R
1

i
jmn +

R
1
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gingjm)

2(N − 1)N
+Bi

jmn.

Ako uzmemo u obzir da je

ρi =
1

N
(Γ̄pip − Γpip), (3.1.9)

prema (2.2.33) i (3.1.9) je

Bi
jmn = T imnρj − Tj.mnρ

i =
1

N
T imn(Γ̄

p
jp − Γpjp)− gipρpTj.mn

=
1

N
T̄ imnΓ̄

p
jp −

1

N
T imnΓ

p
jp −

1

N
ḡipḡqjT̄

q
mnΓ̄

s
ps +

1

N
gipgqjT

q
mnΓ

s
ps,

(3.1.10)
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gde smo uzeli u obzir da je T imn = T̄ imn (za 1. sabirak) i

gipgqj = ḡipḡqj

(za 3. sabirak). Smeǌuju�i iz (3.1.10) u (3.1.1) i uzimaju�i u obzir da

je

gim = ḡim, grsgrs
V
= ḡrsḡrs

V
= 0, ρ2gjm = ḡjm, δ̄im = δim, (3.1.11)

dobijamo

R̄
1

i
jmn +

R̄
1
(δ̄imḡjn − δ̄inḡjm + ḡimgjn − ḡjmḡ

i
n)

2(N − 1)N
+

1

N
(ḡipḡqjT̄

q
mnΓ̄

s
ps − T̄ imnΓ̄

p
jp)

=R
1

i
jmn +

R
1
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gingjm)

2(N − 1)N
+

1

N
(gipgqjT

q
mnΓ

s
ps − T imnΓ

p
jp).

Na taj naqin zakǉuqujemo da va�i slede�a teorema

Teorema 3.1.1. Tenzor

Z̃
1

i
jmn = R

1

i
jmn +

R
1
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gingjm)

2(N − 1)N

+
1

N
(gipgqjT

q
mnΓ

s
ps − T imnΓ

p
jp)

(3.1.12)

je invarijanta u prostoru GRN , pri ET koncirkularnoj transformaciji,

tj. prema (3.1.12):
¯̃Z
1

i
jmn = Z̃

1

i
jmn,

gde je Z̃
1

i
jmn dato (3.1.12).

Definicija 3.1.2. Tenzor Z̃
1

i
jmn je ET koncirkularni tenzor I vrste u

GRN .

Ako daǉe izvrximo kontrakciju indeksa i i n imamo

Z̃
1
jm ≡ Z̃

1

i
jmi

= R
1
jm +

R
1
(gjm −Ngjm + gimgji − giigjm)

2(N − 1)N
+

1

N
(gipgqjT

q
miΓ

s
ps)

= R
1
jm +

R
1
gjm(1−N)−Ngjm + gjm

2(N − 1)N
+

1

N
(gipTj.miΓ

s
ps),

(3.1.13)
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jer je

giigjm = gikgikgjm = (gik + g
ik
V )gikgjm = (N + 0)gjm = Ngjm,

poxto je

g
ik
V gik = −gkiV gki = −gikV gik = 0,

gde smo na kraju vrxili zamenu indeksa i i k. Sada (3.1.13) postaje

Z̃
1
jm = R

1
jm +

R
1
[gjm(1−N) + gjm −N(gjm − gjm

V

)]

2(N − 1)N
+ P

1
jm,

gde smo sa P
1
jm obele�ili posledǌi sabirak u (3.1.13)

Z̃
1
jm = R

1
jm +R

1
·
2(1−N)gjm +Ngjm

V

2(N − 1)N
+ P

1
jm

tj.

Z̃
1
jm = R

1
jm −R

1

(
gjm
N

−
gjm

V

2(N − 1)

)
+

1

N
(grpTr.jmΓ

s
ps). (3.1.14)

Ako izvrximo kompoziciju sa gjm, dobijamo

Z̃
1
= Z̃

1
jmg

jm = 0.

Na osnovu izlo�enog va�i

Teorema 3.1.2. Tenzor Z̃
1
jm = Z̃

1

i
jmi dat u (3.1.14) je invarijanta koncirku-

larne transformacije u GRN , dok je Z̃
1
= Z̃

1
jmg

jm = 0.

3.1.2 Koncirkularni tenzor II vrste

Sada koristimo koncirkularnu transformaciju za R
2

ρ
2
ij = Φ

2
gij, gij ̸= gji

gde je Φ
2
diferencijabilna funkcija. Smenom ρ

2
ij u (2.2.38), postupkom

kao za R
1
dobijamo
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Φ
2
= −

ρ2R̄
2
−R

2

2(N − 1)N
(3.1.15)

i na kraju:

R̄
2

i
jmn = R

2

i
jmn −

ρ2R̄
2
−R

2

2(N − 1)N
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gingjm)−Bi

jmn, (3.1.16)

gde je Bi
jmn dato u (2.2.33).

Tako, zakǉuqujemo da va�i slede�a teorema.

Teorema 3.1.3. Tenzor

Z̃
2

i
jmn = R

2

i
jmn +

R
2
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gingjm)

2(N − 1)N
− 1

N
(gipgqjΓ

s
psΓ

q
mn − T imnΓ

p
jp),

je invarijanta u GRN s obzirom na ET koncirkularnu transformaciju,

tj. va�i
¯̃Z
2

i
jmn = Z̃

2

i
jmn.

Tenzor Z̃
2

i
jmn je ET koncirkularni tenzor II vrste u GRN .

Teorema 3.1.4. Tenzor Z̃
2
jm dat u (3.1.14) je invarijanta koncirkularne

transformacije u GRN .

3.1.3 Koncirkularni tenzor III vrste

Uzimamo da je

ρ
θ
ij = Φ

3
gij, gij ̸= gji, θ = 1, 2,

pa iz (2.2.41) sledi

R̄
3

i
jmn = R

3

i
jmn + Φ

3
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gingjm) +Di

jmn,

gde je Di
jmn dato u (2.2.40). Kontrakcijom sa i = n, se dobija

R̄
3
jm = R

3
jm + Φ

3
[(2−N)(gjm + gjm

V

)− giigjm] +Djm. (3.1.17)
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i kompozicijom sa ρ2ḡjm = gjm leve i desne strane u (3.1.17), sa odgo-

varaju�om stranom ove jednaqine, dobija se

ρ2R̄
3
= R

3
+ Φ

3
[(2−N)N − giiN ], (3.1.18)

jer je

D = Djmg
jm = Di

jmig
jm = (T ijmρi + T ii jρm + gpsgmiT

i
jpρs)g

jm

= T ijmρig
jm + 0 + gpsδjiT

i
jpρs = T ijmρig

jm

= Ti.jmρ
igjm = −Tj.imρigjm = −Tmimρi = 0.

(3.1.19)

Daǉim postupkom kao u sluqaju R
1
, dobijamo

Φ
3
= −

ρ2R̄
3
−R

3

2(N − 1)N − 2grsgrs
V

.

Razmotrimo, daǉe, tenzor Di
jmn. Prema (2.2.40) je

Di
jmn = T ijm

1

N
(Γ̄pnp − Γpnp) + T inj

1

N
(Γ̄pmp − Γpmp) + gpsgmnT

i
jp

1

N
(Γ̄rsr − Γrsr)

=
1

N
(T̄ ijmΓ̄

p
np − T ijmΓ

p
np + T̄ injΓ̄

p
mp − T injΓ

p
mp + ḡpsḡmnT̄

i
jpΓ̄

r
sr − gpsgmnT

i
jpΓ

r
sr),

gde smo jox uzeli u obzir da je pri ovoj transformaciji oquvana torz-

ija.

Smenom iz (3.1.15), (3.1.16) u (3.1.17), sledi

R̄
3

i
jmn = R

3

i
jmn −

ρ2R̄
3
−R

3

2(N − 1)N
(δimgjn − δingjm + gimgin − gingjm)

+
1

N
(T̄ ijmΓ̄

p
np − T ijmΓ

p
np + T̄ injΓ̄

p
mp − T injΓ

p
mp + ḡpsḡmnT̄

i
jpΓ̄

r
sr − gpsgmnT

i
jpΓ

r
sr),

odakle zakǉuqujemo da va�i slede�a teorema.
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Teorema 3.1.5. Tenzor

Z̃
3

i
jmn =R

3

i
jmn +

R
3
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gjmg

i
n)

2(N − 1)N

− 1

N
(T ijmΓ

p
np + T injΓ

p
mp + gpsgmnT

i
jpΓ

r
sr)

je invarijanta u GRN u odnosu na ET koncirkularnu transformaciju, tj.

va�i,
¯̃Z
3

i
jmn = Z̃

3

i
jmn. (3.1.20)

Definicija 3.1.3. Tenzor Z̃
3

i
jmn je ET koncirkularni tenzor III vrste

u GRN .

Ako prema (3.1.20) izvrximo kontrakciju po i, n, dobija se (analogno

prethodnim sluqajevima)

Z̃
3
jm = R

3
jm +R

3

gjm(1−N) + gjm −Ngjm
2(N − 1)N

+
1

N
(T ijmΓ

p
ip + gpsTm.pjΓ

r
sr),

tj.

Z̃
3
jm = R

3
jm −R

3
(
gjm
N

−
gjm

V

2(N − 1)
) +

1

N
(T ijmΓ

p
ip + gpsTm.pjΓ

r
sr).

Kompozicijom sa gjm se dobija

Z̃
3
= R

3
−R

3
(1− 0) + 0 = 0,

pa va�i:

Teorema 3.1.6. Tenzor Z̃
3
jm = Z̃

3

i
jmi je invarijanta koncirkularne trans-

formacije u GRN , dok je Z̃
3
= Z̃

3
jmg

jm = 0.

3.1.4 Koncirkularni tenzor IV vrste

Za tenzor R
4
u GRN imamo:

R
4

i
jmn = Γijm,n − Γinj,m + ΓpjmΓ

i
np − ΓpnjΓ

i
pm + ΓpmnT

i
pj,
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gde je T ipj tenzor torzije u lokalnim koordinatama. Za R
4

i
jmn na osnovu

(2.2.71) se dobija (2.2.73), tj.

R̄
4

i
jmn = R

4

i
jmn + P i

jm|
2
n − P i

nj |
1
m + P i

npP
p
jm − P i

pmP
p
nj + T ipjP

p
mn.

Na osnovu (2.2.72), (2.2.73) sledi da je

R̄
4

i
jmn − R̄

3

i
jmn = R

4

i
jmn −R

3

i
jmn + 2P p

mn
V

T ipj = R
4

i
jmn −R

3

i
jmn,

poxto je P p
mn
V

= 0, tako da imamo

R̄
4

i
jmn−R

4

i
jmn=R̄

3

i
jmn−R

3

i
jmn=δ

i
mρ

2
jn−δinρ

1
jm+ρ

1

i
mgjn−ρ

2

i
ngjm+D

i
jmn,

gde je Di
jmn dato u (2.2.40). Za koncirkularnu transformaciju tenzora

R
4

i
jmn stavǉamo

ρ
θ
ij = Φ

4
gij, θ = 1, 2,

gde je Φ
4
difenecijabilna funkcija. Na isti naqin kao u prethodnom

sluqaju, dobija se slede�a teorema.

Teorema 3.1.7. Tenzor

Z̃
4

i
jmn =R

4

i
jmn +

R
4
(δimgjn − δingjm + gimgjn − gjmg

i
n)

2(N − 1)N

− 1

N
(T ijmΓ

p
np + T injΓ

p
mp + gpsgmnT

i
jpΓ

r
sr),

je invarijantan u GRN s obzirom na ET koncirkularnu transformaciju,

tj. va�i
¯̃Z
4

i
jmn = Z̃

4

i
jmn.

Tenzor Z̃
4

i
jmn je ET koncirkularni tenzor IV vrste u GRN .

Teorema 3.1.8. Tenzor ¯̃Z
4

i
jmn = Z̃

4

i
jmn je tako�e invarijanta koncirkularne

transformacije u GRN .
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3.1.5 Koncirkularni tenzor V vrste

Primenimo koncirkularnu transformaciju na tenzor R
5

i
jmn. U ovom

sluqaju stavǉamo

ρ
5
ij = Φ

5
gij = ρ

5
ji,

gde je Φ
5
diferencijabilna funkcija i dobijamo

R̄
5

i
jmn = R

5

i
jmn + 2Φ

5
(δimgjn − δingjm)− ρpρ

p(δimgjn − δingjm).

Ako izvrximo kontrakciju za i = n, dobijamo

R̄
5

i
jm = R

5

i
jm + (1−N)gjm(2Φ

5
− ρpρ

p).

Mno�e�i ovu jednaqinu sa ρ2ḡjn = ḡjm, sledi da je

2Φ
5
=

ρ2R̄
5
−R

5

(1−N)N
+ ρpρ

p.

Smeǌuju�i ovu vrednost u (3.1.5) dobija se da va�i slede�a teorema

Teorema 3.1.9. Tenzor

Z̃
5

i
jmn = R

5

i
jmn +

R
5
(δimgjn − δingjm)

(N − 1)N
(3.1.21)

je invarijanta u GRN s obzirom na ET koncirkularnu transformaciju,

tj. va�i ˜̄Z
5

i
jmn = Z̃

5

i
jmn.

Definicija 3.1.4. Tenzor Z̃
5

i
jmn je ET koncirkularni tenzor V vrste u

GRN .

Primedba 3.1.1. U [159] je K
1

i
jmn ≡ R

1

i
jmn, K

3

i
jmn ≡ R

3

i
jmn dok je R

θ

i
jmn /∈

{K
2

i
jmn, K

4

i
jmn, K

5

i
jmn}, θ = 2, 4, 5. Me�utim zbog razliqitih postupaka je

Z̃
θ

i
jmn ̸∈ {Z

1

i
jmn, . . . , Z

5

i
jmn}, θ = 1, . . . , 5, gde je Z

θ

i
jmn iz [159]. Dakle, Z̃

θ

i
jmn su

nove invarijante razmatrane transformacije.
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3.2 Uslovi integrabilnosti diferencijalnih

jednaqina geodezijskih krugova u GRN

U Glavi II smo dobili diferencijalne jednaqine geodezijskih kru-

gova i to I vrste (2.1.9) i II vrste (2.1.21). Pretpostavimo da je uslov

(2.1.14), odnosno ǌemu ekvivalentan (2.1.22) ispuǌen, tj. da se geodezi-

jski krugovi I i II vrste poklapaju, pa u tom sluqaju govorimo samo o

geodezijskim krugovima.

Za geodezijsku transformaciju, koja geodezijski krug transformixe

u geodezijski krug, funkcija ρ zadovoǉava diferencijalnu jednaqinu

[155]

ρ
θ
ij = Φ

θ
(x)gij, θ ∈ {1, 2}, (3.2.22)

gde je

ρ
θ
ij = ρi|

θ
j − ρiρj +

1

2
ρrρ

rgij, (3.2.23)

a odavde i zbog (3.2.22) je

ρi|
θ
j = ρiρj −

1

2
ρrρ

rgij + Φ
θ
(x)(gij + gji

V

),

odnosno

ρp|
θ
m = ρpρm + (Φ

θ
− 1

2
ρrρ

r)gpm + Φ
θ
gpm

V

. (3.2.24)

Ako stavimo da je

Ψ
θ
= Φ

θ
− 1

2
ρrρ

r, (3.2.25)

jednaqina (3.2.24) glasi

ρp|
θ
m = Ψ

θ
gpm + ρpρm + Φ

θ
gpm

V

. (3.2.26)

Izvrximo kompoziciju sa gip jednaqine (3.2.26), pa dobijamo

ρi|
θ
m = Ψ

θ
δim + ρiρm + Φ

θ
gipgpm

V

, (3.2.27)
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odakle ponovnim kovarijantnim diferenciraǌem vrste ω po xn va�i:

ρi|
θ
m |

ω
n = Ψ

θ
,nδ

i
m +Ψ

θ
δim |

ω
n + ρi|

ω
nρm + ρiρm |

ω
n + (Φ

θ
,ngpm

V

+ Φ
θ
gpm

V
|
ω
n)g

ip

= Ψ
θ
,nδ

i
m +Ψ

θ
δim |

ω
n + (Ψ

θ
δin + ρiρn + Φ

ω
gipgpn

V

)ρm

+ ρi(Ψ
ω
gmn + ρmρn + Φ

ω
gmn

V
) + (Φ

θ
,ngpm

V

+ Φ
θ
gpm

V
|
ω
n)g

ip.

(3.2.28)

Na isti naqin,

ρi|
ω
n|
θ
m = Ψ

ω
,mδ

i
n +Ψ

ω
δin|

θ
m + (Ψ

ω
δim + ρiρm + Φ

θ
gipgpm

V

)ρn

+ ρi(Ψ
θ
gnm + ρnρm + Φ

θ
gnm

V
) + (Φ

ω
,mgpn

V

+ Φ
ω
gpn

V
|
θ
m)g

ip.
(3.2.29)

1. Uzmimo da je θ = ω = 1 ili θ = ω = 2, pa oduzmimo od jednaqine

(3.2.28) jednaqinu (3.2.29). Ako za razliku na levoj strani iskoristimo

I i II identitet Riqijevog tipa u GRN , tj. za θ = ω ∈ {1, 2} i uzmemo u

obzir da je δim|
1
n = δim|

2
n = 0, dobijamo

R
θ

i
pmnρ

p + (−1)θT pmnρ
i
|
θ
p = δimΨ

θ
,n − δinΨ

θ
,m +Ψ

θ
(δinρm − δimρn) + 2ρΦ

θ
gmn

V

+ gip(gpm
V

Φ
θ
,n − gpn

V

Φ
θ
,m) + Φ

θ
gip(ρmgpm

V

− ρngpm
V

+ gpm
V

|
θ

n − gpn
V

|
θ

m),

θ ∈ {1, 2},

(3.2.30)

gde je T pmn tenzor torzije u GRN .

Dakle, va�i:

Teorema 3.2.1. Jednaqinama (3.2.30) dati su 1. i 2. uslov integrabil-

nosti diferencijalnih jednaqina (3.2.27) gde je nepoznata funkcija

ρ(x1, . . . , xN), Φ
θ
,Ψ
θ
su izra�eni u [142]

a) Φ
θ
=

R
θ
− ρ2R̄

θ

2(N − 1)N
, b) Ψ

θ
= Φ

θ
− 1

2
ρpρ

p, θ ∈ {1, 2}, (3.2.31)

R
θ
= grsR

θ
rs = grsR

θ

p
rsp, R̄

θ
= ḡrsR̄

θ

p
rsp,

pri qemu je, npr., R̄
θ
dobijeno pomo�u konformne transformacije od R

θ
, a
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R
θ

i
jmn za θ = 1, 2.

2. Smenimo θ = 1, ω = 2 u jednaqinama (3.2.28), (3.2.29), pa ih oduzmimo

i za razliku na levoj strani iskoristimo odgovaraju�i identitet Riqi-

jevog tipa. Tako dobijamo da va�i:

R
3

i
pmnρ

p = δimΨ
1
,n − δinΨ

2
,m − (δimΨ

1
+ Φ

1
gipgpm

V

)ρn

+ (δinΨ
2
+ Φ

2
gipgpn

V

)ρm + ρi[(Ψ
2
−Ψ

1
)gmn + (Φ

1
+ Φ

2
)gmn

V
]

+ gip(Φ
1
,ngpm

V

− Φ
2
,mgpn

V

+ Φ
1
gpm

V
|
2
n − Φ

2
gpn

V
|
1
m),

(3.2.32)

a odavde sledi slede�a teorema:

Teorema 3.2.2. Jednaqina (3.2.32) daje 3. uslov integrabilnosti jednaqi-

ne (3.2.27) u GRN , gde su Φ
θ
,Ψ
θ
, θ = 1, 2 dati u (3.2.31), a R

3

i
jmn dat jednaqinom

(1.0.10).

3. Za dobijaǌe uslova integrabilnosti gde se pojavǉuje R
4
u (3.2.27)

stavimo θ = 3, 4, pa dobijamo

ρi|
3
m ≡ ρi|

1
m = Ψ

1
δim + ρiρm + Φ

1
gipgpm

V

, ρi|
4
m = ρi|

2
m,

i daǉe

ρi|
3
m|

4
n = (Ψ

1
δim + ρiρm + Φ

1
gipgpm

V

)|
4
n

= Ψ
1
,nδ

i
m +Ψ

1
δim|

4
n + ρi|

2
nρm + ρiρm|

1
n + gip(Φ

1
,ngpm

V

+ Φ
1
gpm

V
|
1
n).

Kako je δim|
3
n = T imn, δ

i
m|

4
n = T inm, dobijamo

ρi|
3
m|

4
n = (Ψ

1
δim + ρiρm + Φ

1
gipgpm

V

)|
4
n

= Ψ
1
,nδ

i
m +Ψ

1
T inm + (Ψ

2
δin + ρiρn + Φ

2
gipgpn

V

)ρm

+ ρi(Ψ
1
gmn + ρmρn + Φ

1
gmn

V
) + gip(Φ

1
,ngpm

V

+ Φ
1
gpm

V
|
1
n).

(3.2.33)
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Analogno, dobijamo

ρi|
4
n|
3
m = (Ψ

2
δin + ρiρn + Φ

2
gipgpn

V

)|
3
m

= Ψ
2
,mδ

i
n +Ψ

2
T inm + (Ψ

1
δim + ρiρm + Φ

1
gipgpm

V

)ρn

+ ρi(Ψ
2
gnm + ρnρm + Φ

2
gnm

V
) + gip(Φ

2
,mgpn

V

+ Φ
2
gpn

V
|
2
m).

(3.2.34)

Ako oduzmemo (3.2.34) od (3.2.33) i na razliku na levoj strani pri-

menimo odgovaraju�i identitet Riqijevog tipa, dobijamo

R
4

i
pmnρ

p = Ψ
1
,nδ

i
m −Ψ

2
,mδ

i
n − T imn(Ψ

1
−Ψ

2
)− (Ψ

1
δim + Φ

1
gpm

V

gip)ρn

+ (δinΨ
2
+ Φ

2
gpn

V

gip)ρm + ρi[(Ψ
1
−Ψ

2
)gmn + (Φ

1
+ Φ

2
)gmn

V
]

+ gip(Φ
1
,ngpm

V

− Φ
2
,mgpn

V

+ Φ
1
gpm

V
|
1
n − Φ

2
gpn

V
|
2
m).

(3.2.35)

Dakle, va�i slede�a teorema:

Teorema 3.2.3. Jednaqina (3.2.35) predstavǉa 4. uslov integrabilnosti

u GRN gde su Φ
θ
,Ψ
θ
, θ = 1, 2 dati u (3.2.31), a R

4

i
jmn jednaqinom (1.0.11).

4. Za tenzor R
5

i
jmn u GRN imamo na osnovu (3.2.28), (3.2.29) i (2.2.69)

u [88]

2R
5

i
pmnρ

p = ρi|
1
mn + ρi|

2
mn − (ρi|

1
n|
2
m + ρi|

2
n|
1
m),

odakle je

2R
5

i
pmnρ

p = δim(Ψ
1
+Ψ

2
),n − δin(Ψ

1
+Ψ

2
),m

+ (Ψ
1
−Ψ

2
)(ρmδ

i
n − ρnδ

i
m) + (Φ

1
+ Φ

2
)gip(ρmgpn

V

− ρngpm
V

)

+ 2ρi(Φ
1
+ Φ

2
)gmn

V
+ gip[(Φ

1
+ Φ

2
),ngpm

V

− (Φ
1
+ Φ

2
)gpn

V

]

+ Φ
1
gpm

V
|
1
n + Φ

2
gpm

V
|
2
n − Φ

1
gpn

V
|
2
m − Φ

2
gpn

V
|
1
m.

(3.2.36)

Tako je dokazana slede�a teorema:

Teorema 3.2.4. Jednaqina (3.2.36) predstavǉa 5. uslov integrabilnosti

u GRN gde su Φ
θ
,Ψ
θ
, θ = 1, 2 dati u (3.2.31), a R

5

i
jmn u (1.0.12).
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3.3 O ρ−linijama u GRN

Po�imo od jednaqine (3.2.26), tj.

ρi|
θ
j = Ψ

θ
gij + ρiρj + Φ

θ
gij

V

, (3.3.37)

gde je

Ψ
θ
= Φ

θ
− 1

2
ρpρ

p, θ ∈ {1, 2}. (3.3.38)

Ako izvrximo kompoziciju (3.3.37) sa gkiρj, sledi

ρk|
θ

jρ
j = Ψ

θ
δkj ρ

j + ρkρjρ
j + Φ

θ
gij

V

gikρj,

tj. (meǌaju�i indekse)

ρi|
θ
pρ
p = (Ψ

θ
+ ρpρ

p)ρi + Φ
θ
gpq

V

gpiρq, θ ∈ {1, 2}. (3.3.39)

Dokaza�emo da va�i:

Teorema 3.3.1. Ako je konformna transformacija ḡij = ρ2gij u GRN kon-

cirkularna onda je potreban i dovoǉan uslov

gpq
V

ρ2 = 0 (3.3.40)

da krive xi = xi(t) qiji se tangentni pravac poklapa sa pravcem vektora

ρi, budu geodezijske linije.

Dokaz. (=⇒) Dokaza�emo da je uslov (3.3.40) dovoǉan.

Kompozicijom sa gpl jednaqine (3.3.40) sledi da je posledǌi sabirak u

(3.3.39) jednak 0. Ako se tangentni pravac krive xi = xi(t) poklapa sa

pravcem ρi, mo�emo uzeti ρi = dxi

dt
, jer je t proizvoǉan parametar. Iz

(3.3.39), za θ = 1, dobijamo

(ρi,p + Γispρ
s)ρp = λ

1
(x)ρi, (3.3.41)

gde je

λ
1
= Ψ

1
+ ρpρ

p. (3.3.42)
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Iz (3.3.41) je zbog ρi = dxi

dt
:

∂ρi

∂xp
ρp + Γispρ

sρp = λ(x)ρi ⇒ ∂ρi

∂xp
dxp

dt
+ Γispρ

sρp = λ(x)ρi

dρi

dt
+ Γipsρ

pρs = λ(x)ρi,

odnosno, (smenom ρi = dxi

dt
):

d2xi

dt
+ Γijk

dxi

dt

dxk

dt
= λ(x)

dxi

dt
, (3.3.43)

tj. kriva xi = xi(t) je geodezijska linija.

Isti rezultat se dobija i primenom druge vrste kovarijantnih iz-

voda, tj. u sluqaju koncirkularne transformacije II vrste. U RN je

uslov (3.3.40) identiqki ispuǌen.

(⇐=)Doka�imo da je uslov (3.3.40) potreban. Iz (3.3.43) stavǉaju�i

ρi = dxi

dt
dobijamo (3.3.41), a kako je λ(x) proizvoǉna funkcija, mo�e se

predstaviti u obliku (3.3.42). Na taj naqin dobijamo jednaqinu

ρi|
θ

pρ
p = (Ψ

θ
+ ρpρ

p)ρi = 0.

Oduzimaǌem ove jednaqine i (3.3.39), sledi

Φ
θ
gpq

V

gpiρq = 0,

a kompozicijom sa gir sledi Φ
θ
grq

V

ρq = 0, odakle sledi jednaqina (3.3.40).

Definicija 3.3.1. Krive u GRN qiji se tangentni pravac poklapa sa pra-

vcem vektora ρi, zovu se ρ−linije.

Posledica 3.3.1 Potreban i dovoǉan uslov da ρ−linije u GRN budu

geodezijske linije kod koncirkularne transformacije je (3.3.40).

Posledica 3.3.2 U RN je uslov (3.3.40) uvek ispuǌen, pa su ρ−linije

uvek geodezijske linije.



GLAVA 4

Predstavǉaǌe konformnog i

koncirkularnog tenzora

4.1 Predstavǉaǌe konformnog tenzora krivine pomo�u

odgovaraju�eg krivinskog tenzora i torzije

Ako umesto nesimetriqnog tenzora gij u GRN , uzmemo simetriqni

deo gij, mo�emo posmatrati Rimanov prostor RN , koji je pridru�en
prostoru GRN . Kao xto je poznato, za Ci

jmn imamo

Ci
jmn = Ri

jmn +
1

N − 2
(δimRjn − δinRjm +Ri

mgjn −Ri
ngjm)

− R

(N − 2)(N − 1)
(δimgjn − δingjm),

(4.1.1)

gde je Ri
jmn tenzor krivine pridru�enog RN , Rjm simetriqan Riqijev

tenzor. Prema (1.0.8) imamo

Ri
jmn = R

1

i
jmn − Γijm

V
;n + Γijn

V
;m − Γpjm

V

Γipn
V

+ Γpjn
V

Γipm
V

, (4.1.2)

odakle kontrakcijom sa i = n = s:

Rjm = R
1
jm − Γijm

V
;s + Γpjs

V

Γspm
V

, (4.1.3)
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gde smo uzeli u obzir da je u GRN Γsjs
V

= 0. Kompozicijom sa gjm iz (4.1.3)

sledi

R = R
1
+ gjmΓpjs

V

Γspm
V

= R
1
+ grtΓprs

V

Γspt
V

, (4.1.4)

jer je gjmΓsjm
V

;s = 0. Zamenom iz (4.1.2)-(4.1.4) u (4.1.1), dobija se

C i
jmn = R

1

i
jmn − (Γijm

V
;n + Γpjm

V

Γipn
V

)[mn] +
1

N − 2
[δim(R

1
jn − Γsjn

V
;s + Γpjs

V

Γspn
V

)

+ (R
1

i
m − griΓsrm

V
;s + griΓprs

V

Γspm
V

)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(R
1
− grtΓprs

V

Γspt
V

)(δimgjn − δingjm).

(4.1.5)

Iz jednaqina (1.0.15), (1.0.16) imamo

Ri
jmn = R

2

i
jmn − Γijm

V
;n − Γijn

V
;m − Γpjm

V

Γipn
V

+ Γpjn
V

Γipm
V

,

odakle je

Rjm = R
2
jm + Γsjm

V
;s + Γpjs

V

Γspm
V

,

R = R
2
+ gjmΓpjs

V

Γspm
V

.

Ako zamenimo ove vrednosti u (4.1.1), dobi�emo

C i
jmn = R

2

i
jmn + (Γijm

V
;n − Γpjm

V

Γipn
V

)[mn]

+
1

N − 2
[δim(R

2
jn − Γsjn

V
;s + Γpjs

V

Γspn
V

)

+ (R
2

i
m − griΓsrm

V
;s + griΓprs

V

Γspm
V

)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(R
2
− grtΓprs

V

Γspt
V

)(δimgjn − δingjm).

(4.1.6)

Kako je

Ri
jmn = R

3

i
jmn − Γijm

V
;n − Γijn

V
;m + Γpjm

V

Γipn
V

+ Γpjn
V

Γipm
V

+ 2Γpmn
V

Γipj
V

, (4.1.7)
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to sledi

Rjm = R
3
jm − Γsjm

V
;s − Γpjs

V

Γspm
V

+ 2Γpms
V

Γspj
V

= R
3
jm − Γsjm

V
;s + Γpms

V

Γspj
V

,

R = R
3
+ gjmΓpjs

V

Γspm
V

. (4.1.8)

Na osnovu (4.1.1) i (4.1.7)-(4.1.8) se dobija

C i
jmn = R

3

i
jmn − Γijm

V
;n − Γijn

V
;m + (Γpjm

V

Γipn
V

+ ΓpmnΓ
i
pj
V

)[mn]

+
1

N − 2
[δim(R

3
jn − Γsjn

V
;s + Γpns

V

Γspj
V

)

+ (R
3

i
m − griΓsrm

V
;s + griΓpms

V

Γspr
V

)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(R
3
− gjmΓpjs

V

Γspm
V

)(δimgjn − δingjm).

(4.1.9)

Polaze�i od veze izme�u Ri
jmn i R

4

i
jmn imamo

Ri
jmn = R

4

i
jmn − Γijm

V
;n − Γijn

V
;m + Γpjm

V

Γipn
V

− Γpjn
V

Γipm
V

+ 2Γpmn
V

Γipj
V

,

odakle je

Rjm = R
4
jm − Γsjm

V
;s − Γpjs

V

Γspm
V

− 2Γpms
V

Γspj
V

= R
4
jm − Γsjm

V
;s − 3Γspj

V

Γpms
V

,

R = R
4
− 3gjmΓspj

V

Γsms
V

.

Na osnovu (4.1.1) i (4.1.7)-(4.1.8) se dobija

Ci
jmn = R

4

i
jmn − Γijm

V
;n − Γijn

V
;m + (Γpjm

V

Γipn
V

+ ΓpmnΓ
i
pj
V

)[mn]

+
1

N − 2
[δim(R

4
jn − Γsjn

V
;s − 3Γspj

V

Γpns
V

)

+ (R
4

i
m − griΓsrm

V
;s − 3griΓspr

V

Γpms
V

)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(R
4
− 3gjmΓspj

V

Γpms
V

)(δimgjn − δingjm).

(4.1.10)

Na kraju dobijamo relacije za tenzor krivine
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Ri
jmn = R

5

i
jmn − Γpjm

V

Γipn
V

− Γpjn
V

Γipm
V

,

vezu za odgovaraju�e Riqijeve tenzore

Rjm = R
5
jm − Γpjs

V

Γspm
V

i vezu za odgovaraju�u skalarnu krivinu

R = R
5
− gjmΓpjs

V

Γspm
V

,

xto smenom u (4.1.1) daje

Ci
jmn = R

5

i
jmn − Γpjm

V

Γipn
V

− ΓpjnΓ
i
pm
V

+
1

N − 2
[δim(R

5
jn − Γpjs

V

Γspn
V

)

+ (R
5

i
m − griΓprs

V

Γspm
V

)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(R
5
− gjmΓpjs

V

Γspm
V

)(δimgjn − δingjm).

(4.1.11)

Na osnovu izlo�enog, va�i slede�a teorema.

Teorema 4.1.1. Neka je zadat prostor GRN = (MN , gij ̸= gji). Konformni

tenzor C i
jmn pridru�enog prostora RN = (MN , gij) pomo�u tenzora kriv-

ine R
θ

i
jmn, θ = 1, . . . , 5 i torzije T ijk = 2Γijk

V

predstavǉa se jednaqinama

(4.1.5), (4.1.6), (4.1.9), (4.1.10), (4.1.11).

4.2 Predstavǉaǌe koncirkularnog tenzora pomo�u od-

govaraju�eg tenzora krivine i torzije

Prema [149], kao i prema jednaqini (3.1.12) za T = 0 u ovom radu,

koncirkularni tenzor krivine u RN , koji je pridru�en prostoru GRN ,

glasi

Zi
jmn = Ri

jmn +
R(δimgjn − δingjm)

(N − 1)N
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Koriste�i jednaqine (4.1.2) i (4.1.4), dobijamo

Zi
jmn = R

1

i
jmn − (Γijm

V
;n + Γpjm

V

Γipn)[mn]

+ (R
1
+ gjmΓpjs

V

Γspm
V

)
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
.

(4.2.12)

Analognim postupkom sledi

Zi
jmn = R

2

i
jmn + (Γijm

V
;n + Γpjm

V

Γipn)[mn]

+ (R
2
+ gjmΓpjs

V

Γspm
V

)
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
.

Koncirkularni tenzor mo�emo predstviti pomo�u R
3

i
jmn

Zi
jmn = R

3

i
jmn − Γijm

V
;n − Γijn

V
;m + (Γpjm

V

Γipn
V

+ ΓpmnΓ
i
pj
V

)[mn]

+ (R
3
+ gjmΓpjs

V

Γspm
V

)
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
,

a analogno i pomo�u R
4

i
jmn

Zi
jmn = R

4

i
jmn − Γijm

V
;n − Γijn

V
;m + (Γpjm

V

Γipm
V

− ΓpmnΓ
i
pj
V

)[mn]

+ (R
4
− 3gjmΓspj

V

Γpms
V

)
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
.

Na kraju, predstavǉaju�i koncirkularni tenzor krivine preko R
5

dobijamo
Z i
jmn = R

5

i
jmn − Γpjm

V

Γipn
V

− Γpjn
V

Γipm
V

+ (R
5
− gjmΓpjs

V

Γspm
V

)
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
.

(4.2.13)

Dakle, va�i:

Teorema 4.2.1. Neka je zadat prostor GRN = (MN , gij ̸= gji). Koncirku-

larni tenzor Zi
jmn pridru�enog prostora RN = (MN , gij) pomo�u tenzora

krivine R
θ

i
jmn, θ = 1, . . . , 5 i torzije T ijk = 2Γijk

V

predstavǉa se jednaqinama

(4.2.12)− (4.2.13).





GLAVA 5

Razna predstavǉaǌa Vajlovog tenzora

U ovoj glavi �emo posmatrati geodezijsku (projektivnu) transfor-

maciju u prostoru GAN nesimetriqne afine koneksije Lijk. Vajlov ten-

zor W i
jmn iz pridru�enog prostora AN simetriqne afine koneksije Lijk

mo�e se, koriste�i nezavisne tenzore krivine R
θ

i
jmn, θ = 1, .., 5, pred-

staviti na 5 naqina.

Pokaza�emo da, ako je f projektivna transformacija u GRN , Vajlov

projektivni tenzor W i
jmn iz pridu�enog prostora RN , se mo�e, pomo�u

nezavisnih tenzora krivine R
θ
jm, θ = 1, ..., 5 iz GRN predstaviti na 5

naqina.

Pokazano je kako se, koriste�i vezu izme�u tenzora krivine R i R
θ
,

mo�e W i
jmn izraziti preko R

θ
i torzije.

5.1 Uvodna razmatraǌa

Posmatrajmo dva prostora AN i ĀN afine koneksije.

Definicija 5.1.1. Geodezijsko preslikavaǌe f : AN → ĀN je takva

bijektivna korespodencija izme�u taqaka prostora AN i ĀN , pri kojoj

svaka geodezijska linija iz AN prelazi u geodezijsku liniju prostora ĀN .

Posmatra�emo ove prostore u zajedniqkom sistemu koordinata x1, ...,

xN po preslikavaǌu f . To znaqi slede�e:
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Ako se uzme f = φ̄−1 ◦ φ, tada je

x̄ = φ̄(M̄) = φ̄(f(M)) = φ̄((φ̄−1 ◦ φ)(M)) = (ı ◦ φ)(M) = φ(M) = x,

tj.

(x̄1, .., x̄N) = (x1, ..., xN).

Oznaqimo koeficijente koneksije prostora AN i ĀN sa Lijk, L̄
i
jk re-

spektivno. Neka je

L̄ijk(x) = Lijk(x) + P i
jk(x). (5.1.1)

Posmatrajmo u AN krivu

l : xi = xi(t) (5.1.2)

Ta kriva predstavǉa geodezijsku liniju na AN ako i samo ako funki-

cija λi = dxi

dt
zadovoǉava diferencijalnu jednaqinu (dλ

i

dt
= d2xi

dt2
):

dxi

dt
+ Lijk(x)

dxj

dt

dxk

dt
= ρ(t)

dxi

dt
, (5.1.3)

gde je ρ(t) neka funkcija. Ako su krive l i l̄ geodezijske linije i f

geodezijsko preslikavaǌe, tada u ĀN va�i

dxi

dt
+ L̄ijk(x)

dxj

dt

dxk

dt
= ρ̄(t)

dxi

dt
, (5.1.4)

Oduzimaǌem (5.1.3) od (5.1.4) dobijamo:

(L̄ijk − Lijk)
dxj

dt

dxk

dt
= (ρ̄(t)− ρ(t))

dxi

dt
,

zbog (5.1.1) imamo,

P i
jk(x)λ

j(t)λk(t) = 2Ψ(t)λi(t)

(
λi =

dxi

dt

)
. (5.1.5)

Razmatraǌem ove jednaqine dolazimo do zakǉuqka da je ∀i = i0 leva

kvadratna forma po λi, pa Ψ(t) mora biti linearna i homogena,

P i
jk = δijΨk(t) + δikΨj(t), (5.1.6)
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gde je Ψk(x)-kovarijantni vektor.

Na osnovu toga va�i:

Teorema 5.1.1. Da bi preslikavaǌe f prostora afine koneksije AN na

prostor afine koneksije ĀN bilo projektivno, potrebno je i dovoǉno da

tenzor deformacije P i
jk ima oblik (5.1.6).

Dakle, jednaqina (5.1.1) dobija oblik:

L̄ijk(x) = Lijk(x) + δijΨk(x) + δikΨj(x). (5.1.7)

Ako je Ψi(x) ≡ 0 ⇒ L̄ijk(x) = Lijk(x) i geodezijsko preslikavaǌe f degenir-

ixe u afino preslikavaǌe (taj sluqaj u daǉem iskǉuqujemo).

Ako me�u objektima (koeficijentima) koneksije prostora AN i ĀN

postoji veza (5.1.7), ka�emo da to geodezijsko preslikavaǌe odgovara

vektoru Ψi. Lako se dokazuje da skup geodezijskih preslikavaǌa qini

grupu. Prostori koji mogu da se preslikaju geodezijski na dati pros-

tor AN , qine geodezijsku klasu prostora AN .

Prostor ĀN se zove projektivno ravan, ako dopuxta geodezijsko

preslikavaǌe na ravan prostora AN .

Prostor AN je (lokalno) ravan ili afini, ako se u nekoj okolini

D svake ǌegove taqke mo�e izabrati takav koordinatni sistem y1, ..., yn,

(afini koordinatni sistem) u odnosu na koji su koeficijenti koneksije

identiqki jednaki 0, tj.

Lijk(y) ≡ 0, i, j, k = 1, ..., N. (5.1.8)

Na osnovu (5.1.7) i (5.1.8), u sluqaju ravnog prostora AN u afinim

koordinatama je:

L̄ijk(x) = δijΨk(y) + δikΨj(y). (5.1.9)

U takvom obliku se predstavǉaju koeficijenti koneksije svakog pro-

jektivno ravnog prostora ĀN u specijalnom sistemu kooordinata.

Za Rimanove prostore RN (poxto su oni specijalan sluqaj prostora

(simetriqne) afine koneksije AN , va�i na poqetku data definicija

(5.1.1) geodezijskog preslikavaǌa, a tako�e Teorema 5.1.1.. Ali u RN
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koeficijenti koneksije Lijk moraju biti Kristofelovi simboli druge

vrste i obele�ava�emo ih sa Γijk. Oni su izra�eni pomo�u metriqkog

tenzora gij(x) = gji(x).

Posmatramo prostor nesimetriqne afine koneksije GAN = (MN , L
i
jk

̸= Likj). Na istoj mnogostrukosti se mogu posmatrati pridru�eni pros-

tori odgovaraju�e simetriqne koneksije Lijk, pa imamo strukturu AN =

(MN , L
i
jk).

Pri geodezijskom preslikavaǌu f : GAN → ḠAN imamo istovremeno

geodezijsko preslikavaǌe f : AN → ĀN . Pri navedenom preslikavaǌu

se mogu posmatrati razni geometrijski objekti, koji su invarijantni,

tj. ne meǌaju se. Jedan od invarijantnih objekata (invarijanata) je

Vajlov projektivni tenzor u AN .

U ovom radu �emo razmatrati kako se Vajlov tenzor iz pridru�enog

prostora AN mo�e izraziti preko odgovaraju�ih veliqina iz GAN .

5.2 Vajlov tenzor krivine iz AN predstavǉen pomo�u

nezavisnih tenzora krivine iz GAN

5.2.1. Vajlov tenzor Wi
jmn u AN

U prostoru afine koneksije kod projektivnog preslikavaǌa postoji

invarijanta W i
jmn. Ciǉ je da prika�emo W i

jmn pomo�u R
θ

i ostalih

odgovaraju�ih veliqina.

Imaju�i u vidu da je

W i
jmn = Ri

jmn +
1

N + 1
δijR[mn] +

1

N2 − 1
[δij(NRjn +Rnj)][mn] (5.2.10)

gde [m,n] znaqi alternaciju po m,n, i kako je

R
1

i
jmn = Ri

jmn + Lijm
V

;n − Lijn
V
;m + Lpjm

V

Lipn
V

− Lpjn
V

Lipm
V

, (5.2.11)

R
2

i
jmn = Ri

jmn − Lijm
V

;n + Lijn
V
;m + Lpjm

V

Lipn
V

− Lpjn
V

Lipm
V

, (5.2.12)

R
3

i
jmn = Ri

jmn + Lijm
V

;n + Lijn
V
;m − Lpjm

V

Lipn
V

+ Lpjn
V

Lipm
V

− 2Lpmn
V

Lipj
V

, (5.2.13)



5.2. Vajlov tenzor krivine iz AN predstavǉen pomo�u nezavisnih tenzora krivine 69

R
4

i
jmn = Ri

jmn + Lijm
V

;n + Lijn
V
;m − Lpjm

V

Lipn
V

+ Lpjn
V

Lipm
V

+ 2Lpmn
V

Lipj
V

, (5.2.14)

R
5

i
jmn = Ri

jmn + Lpjm
V

+ Lipn
V

+ Lpjn
V

Lipm
V

, (5.2.15)

gde su R
θ

i
jmn nezavisni tenzori krivine u GAN , a kovarijantni izvodi

(;) su uzeti u odnosu na simetriqnu koneksiju Lijm, to iz (5.2.11) imamo

Ri
jmn = R

1

i
jmn − (Lijm

V
;n + Lpjm

V

Lipn
V

)[m,n], (5.2.16)

Rjm = Ri
jmi = R

1
jm − Lsjm

V
;s + Lsjs

V
;m − Lpjm

V

Lsps
V

+ Lpjs
V

Lspm
V

(5.2.17)

R[mn] = R
1
[mn] − Ls[mn];s + Lsms

V
;n − Lsns

V
;m + Lp[mn]L

s
ps
V

. (5.2.18)

Ako zamenimo iz (5.2.16− 5.2.18) u (5.2.10), bi�e

W i
jmn = R

1

i
jmn + (Lijm

V
;n + Lpjm

V

Lipn
V

)[mn]

+
1

N + 1
δij(R

1
[mn] − Ls[mn];s + Lsms

V
;n − Lsns

V
;m + Lp[mn]L

s
ps
V

)

+
1

N2 − 1
{δim[N(R

1
jn − Lsjn

V
;s + Lsjs

V
;n − Lpjn

V

Lsps
V

+ Lpjs
V

Lspn)

+R
1
nj − Lsnj

V
;s + Lsns

V
;j − Lpnj

V

Lsps
V

+ Lpns
V

Lspj]}[mn].

(5.2.19)

Ako po�emo od (5.2.12) i primenimo vezu izme�u R
2
i R, dobijamo

Ri
jmn = R

2

i
jmn + Lijm

V
;n − Lijn

V
;m − Lpjm

V

Lipn
V

+ Lpjn
V

Lipm
V

, (5.2.20)

Rjm = R
2
jm + Lsjm

V
;s − Lsjs

V
;m − Lpjm

V

Lsps
V

+ Lpjs
V

Lspm
V

, (5.2.21)

R[mn] = R
2
[mn] + Ls[mn];s − Lsms

V
;n + Lsns

V
;m − Lp[mn]L

s
ps
V

. (5.2.22)
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Kao u prethodnom sluqaju, zamenom u (5.2.10) zakǉuqujemo da va�i

W i
jmn = R

2

i
jmn + (Li

jm;n − Lp
jm
V

Li
pn
V

)[mn]

+
1

N + 1
δij(R

2 [mn] + Ls
[mn];s − Ls

ms
V

;n + Ls
ns
V

;m − Lp
[mn]L

s
ps
V

)

+
1

(N + 1)(N − 1)
{δim[N(R

2
jn + Ls

jn
V

;s − Ls
js
V
;n − Lp

jn
V

Ls
ps
V

+ Lp
js
V

Ls
pn)

+R
2
nj − Ls

nj
V

;s + Ls
ns
V

;j − Lp
nj
V

Ls
ps
V

+ Lp
ns
V

Ls
pj ]}[mn].

(5.2.23)

Prema (5.2.13) je

Ri
jmn = R

3

i
jmn − Lijm

V
;n − Lijn

V
;m + Lpjm

V

Lipn
V

− Lpjn
V

Lipm
V

+ 2Lpmn
V

Lipj
V

, (5.2.24)

Rjm = R
3
jm − Lsjm

V
;s − Lsjs

V
;m + Lpjm

V

Lsps
V

− Lpjs
V

Lspm
V

+ 2Lpms
V

Lspj
V

(5.2.25)

R[mn] = R
3
[mn] − Ls[mn];s − Lpms

V
;n + Lsns

V
;m + Lp[mn]L

s
ps
V

. (5.2.26)

Zamenom ovih vrednosti u (5.2.10), utvr�ujemo da va�i

W i
jmn = R

3

i
jmn − Lijm

V
;n − Lijn;m

V

+ Lpjm
V

Lipn
V

− Lpjn
V

Lipm
V

+ 2Lpmn
V

Lipj
V

+
1

N + 1
δij(R

3
[mn] − Ls[mn];s − Lsms

V
;n + Lsns

V
;m + Lp[mn]L

s
ps
V

)

+
1

(N + 1)(N − 1)
{δim[N(R

3
jn − Lsjn

V
;s − Lsjs

V
;n + Lpjn

V

Lsps
V

− Lpjs
V

Lspn + 2Lpns
V

Lspj
V

)

+R
3
nj − Lsnj

V
;s − Lsns

V
;j + Lpnj

V

Lsps
V

− Lpns
V

Lspj + 2Lpjs
V

Lspn
V

]}[mn].

(5.2.27)

Prema (5.2.14), istim postupkom kao u prethodnom sluqaju dobijamo

W i
jmn = R

4

i
jmn − Li

jm
V

;n − Li
jn;m

V

+ Lp
jm
V

Li
pn
V

− Lp
jn
V

Li
pm
V

− 2Lp
mn
V

Li
pj
V

+
1

N + 1
δij(R

4 [mn] − Ls
[mn];s − Ls

ms
V

;n + Ls
ns
V

;m + Lp
[mn]L

s
ps
V

)

+
1

(N + 1)(N − 1)
{δim[N(R

4
jn − Ls

jn
V

;s − Ls
js
V
;n + Lp

jn
V

Ls
ps
V

− Lp
js
V

Ls
pn)− 2Lp

ns
V

Ls
pj
V

+R
4
nj − Ls

nj
V

;s − Ls
ns
V

;j + Lp
nj
V

Ls
ps
V

− Lp
ns
V

Ls
pj − 2Lp

js
V

Ls
pn
V

]}[mn].

(5.2.28)
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Koriste�i (5.2.15) dobijamo

Ri
jmn = R

5

i
jmn − Lpjm

V

Lipn
V

− Lpjn
V

Lipm
V

, (5.2.29)

Rjm = R
5
jm − Lpjm

V

Lipi
V

− Lpji
V

Lipm
V

, (5.2.30)

R[mn] = R
5
[mn] − Lp[mn]L

s
ps
V

− Lpms
V

Lspn
V

+ Lpns
V

Lspm
V

,

tj. sa primenom nemih indeksa,

R[mn] = R
5
[mn] − Lp[mn]L

s
ps
V

. (5.2.31)

Ako zamenimo ovo u (5.2.10) zakǉuqujemo da va�i

W i
jmn = R

5

i
jmn − Lpjm

V

Lipn
V

− Lpjn
V

Lipm
V

+
1

(N + 1)
δij(R

5
[mn] − Lp[mn]L

s
ps
V

)

+
1

(N + 1)(N − 1)
{δim[N(R

5
jn − Lpjn

V

Lsps
V

− Lpjs
V

Lspn
V

)

+R
5
nj − Lpnj

V

Lsps
V

− Lpns
V

Lspj
V

]}[mn].

(5.2.32)

Na osnovu izlo�enog, va�i:

Teorema 5.2.1. Posmatrajmo geodzijsku (projektivnu) transformaciju u

prostoru GAN nesimetriqne afine koneksije Lijk. Vajlov tenzor W i
jmn

iz pridru�enog prostora AN simetriqne afine koneksije Lijk mo�e se,

koriste�i nezavisne tenzore krivine R
θ

i
jmn, θ = 1, .., 5, predstaviti na 5

naqina jednaqinama (5.2.19, 5.2.23, 5.2.27, 5.2.28, 5.2.32).

Sva navedena predstavǉaǌa nam daju jednu od veza izme�u pridru�enog

prostora AN i GAN .
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5.3 Vajlov tenzor W i
jmn iz RN predstavǉen pomo�u

tenzora krivine R
θ

i
jmn iz GRN

Generalisan Rimanov prostor GRN je specijalan sluqaj prostora

nesimetriqne afine koneksije GAN . U GRN nesimetriqni metriqki

tenzor gij uvodimo tako da su simetriqni i antisimetriqni deo

gij =
1

2
(gij + gji), gij

V

=
1

2
(gij − gji). (5.3.33)

Kovarijantni simetriqni tenzor gij je definisan

gipg
pj = δji , (det|gij| ≠ 0). (5.3.34)

U prostoru GRN , tenzori gij(gij) su korix�eni za spuxtaǌe (podizaǌe)

indeksa. Koeficijenti koneksije su generalisani Kristofelovi sim-

boli

Γi.jk =
1

2
(gji,k − gjk,i + gik,j), Γijk = gipΓp.jk. (5.3.35)

Iz generalizacije projektivnog tenzora krivine u GAN dobijamo,

kao posebne sluqajeve, odgovaraju�e veliqine u GRN .

Posmatrajmo jednaqinu (5.2.19). Kako je u GRN

R
1

i
jmn = Ri

jmn + Γijm
V

;n − Γijn
V
;m + Γpjm

V

Γipn
V

− Γpjn
V

Γipm
V

, (5.3.36)

Γsjs
V

= 0, (5.3.37)

iz (5.2.19) dobijamo

W i
jmn = R

1

i
jmn − (Γijm

V
;n + Γpjm

V

Γipn
V

)[mn] +
1

N + 1
δij(R

1 [mn]
− Γs[mn];s)

+
1

N2 − 1
{δim[N(R

1
jn − Γsjn

V
;s + Γpjs

V

Γspn
V

) +R
1
nj − Γsnj

V
;s + Γpns

V

Γspj
V

]}[mn].
(5.3.38)
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Iz (5.3.36) za i = n = s:

R
1
jm = Rjm + Γsjm

V
;s − Γpjs

V

Γspm
V

, (5.3.39)

R
1
[mn] − Γs[mn];s = 0 + Γs[mn];s + 0− Γs[mn];s = 0,

tako�e iz (5.3.38) sledi

W i
jmn = R

1

i
jmn − (Γijm

V
;n + Γpjm

V

Γipn
V

)[mn]

+
1

N2 − 1
{δim[N(R

1
jn − Γsjn

V
;s + Γpjs

V

Γspn
V

) +R
1
nj − Γsnj

V
;s + Γpns

V

Γspj
V

]}[mn].
(5.3.40)

Primenom jednaqine (5.2.23) u GRN , dobijamo

W i
jmn = R

2

i
jmn + (Γijm

V
;n − Γpjm

V

Γipn
V

)[mn] +
1

N + 1
(R
2
[mn] + Γs[mn];s)δ

i
j

+
1

N2 − 1
{δim[N(R

2
jn + Γsjn

V
;s + Γpjs

V

Γspn
V

) +R
2
nj − Γsnj

V
;s + Γpns

V

Γspj
V

]}[mn].
(5.3.41)

Uzimaju�i u obzir da je

R
2

i
jmn = Ri

jmn − Γijm
V

;n + Γijn
V
;m + Γpjm

V

Γipn
V

− Γpjn
V

Γipm
V

, (5.3.42)

dobijamo

R
2
jm = Rjm + Γsjm

V
;s − Γpjs

V

Γspm
V

, (5.3.43)

odakle antisimetrizacijom dobijamo

R
2
[mn] + Γs[mn];s = −Γs[mn];s + Γs[mn];s = 0. (5.3.44)

Sada (5.3.41) postaje

W i
jmn = R

2

i
jmn + (Γijm

V
;n + Γpjm

V

Γipn
V

)[mn]

+
1

N2 − 1
{δim[N(R

2
jn + Γsjn

V
;s + Γpjs

V

Γspn
V

) +R
2
nj − Γsnj

V
;s + Γpns

V

Γspj
V

]}[mn].
(5.3.45)
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U sluqaju GRN iz (5.2.27) sledi

W i
jmn = R

3

i
jmn − Γi

jm
V

;n − Γi
jn
V

;m + Γp
jm
V

Γi
pn
V

− Γp
jn
V

Γi
pm
V

+ 2Γp
mn
V

Γi
pj
V

+
1

N + 1
δij(R

3
[mn] + Γs

[mn];s)

+
1

N2 − 1
{δim[N(R

3
jn − Γs

jn
V

;s − Γp
js
V

Γs
pn
V

+ 2Γp
ns
V

Γs
pj
V

+R
3
nj − Γs

nj
V

;s − Γp
ns
V

Γs
pj
V

+ 2Γp
js
V

Γs
pn
V

]}[mn].

(5.3.46)

Na osnovu (2.1.13), iz

R
3

i
jmn = Ri

jmn + Γijm
V

;n + Γijn
V
;m − Γpjm

V

Γipn
V

+ Γpjn
V

Γipm
V

− 2Γpmn
V

Γipj
V

, (5.3.47)

sledi

R
3
jm = Rjm + Γsjm

V
;s + Γpjs

V

Γspm
V

− 2Γpmn
V

Γipj
V

, (5.3.48)

R
3
[mn] + Γs[mn];s = Γs[mn];s + Γpms

V

Γspn
V

− Γpns
V

Γspm
V

− 2(Γpns
V

Γspm
V

− Γpms
V

Γspn
V

) + Γs[mn];s,

tj.,

R
3
[mn] = 2Γs[mn];s. (5.3.49)

Sada jednaqina (5.3.46) postaje

W i
jmn = R

3

i
jmn − Γijm

V
;n − Γijn

V
;m + Γpjm

V

Γipn
V

− Γpjn
V

Γipm
V

+ 2Γpmn
V

Γipj
V

+
2

N + 1
δijΓ

s
[mn];s

+
1

N2 − 1
{δim[N(R

3
jn − Γsjn

V
;s − Γpjs

V

Γspn
V

+ 2Γpns
V

Γspj
V

+R
3
nj − Γsnj

V
;s

− Γpns
V

Γspj
V

+ 2Γpjs
V

Γspn
V

]}[mn].

(5.3.50)
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U sluqaju GRN iz (5.2.28) sledi

W i
jmn = R

4

i
jmn − Γi

jm
V

;n − Γi
jn
V

;m + Γp
jm
V

Γi
pn
V

− Γp
jn
V

Γi
pm
V

− 2Γp
mn
V

Γi
pj
V

+
1

N + 1
δij(R

4
[mn] − Γs

[mn];s)

+
1

N2 − 1
{[N(R

4
jn − Γs

jn
V

;s − Γp
js
V

Γs
pn
V

+ 2Γp
ns
V

Γs
pj
V

+R
4
nj − Γs

nj
V

;s − Γp
ns
V

Γs
pj
V

+ 2Γp
js
V

Γs
pn
V

]}[mn].

(5.3.51)

Na osnovu (5.2.14) je

R
4

i
jmn = Ri

jmn + Γijm
V

;n + Γijn
V
;m − Γpjm

V

Γipn
V

+ Γpjn
V

Γipm
V

+ 2Γpmn
V

Γipj
V

, (5.3.52)

i dobijamo

R
4
jm = Rjm + Γsjm

V
;s + Γpjs

V

Γspm
V

+ 2Γpmn
V

Γipj
V

, (5.3.53)

R
4
[mn] − Γs[mn];s = Γs[mn];s + Γpms

V

Γspn
V

− Γpns
V

Γspm
V

+ 2(Γpns
V

Γspm
V

− Γpms
V

Γspn
V

)− Γs[mn];s,

tj.,

R
4
[mn] − Γs[mn];s = 0. (5.3.54)

Zamenom iz (5.3.54) u (5.3.51) dobijamo

W i
jmn = R

4

i
jmn − Γijm

V
;n − Γijn

V
;m + Γpjm

V

Γipn
V

− Γpjn
V

Γipm
V

+ 2Γpmn
V

Γipj
V

+
1

N2 − 1
{[N(R

4
jn − Γsjn

V
;s − Γpjs

V

Γspn
V

+ 2Γpns
V

Γspj
V

+R
4
nj − Γsnj

V
;s

− Γpns
V

Γspj
V

+ 2Γpjs
V

Γspn
V

]}[mn].

(5.3.55)

Na osnovu (5.2.32) u GRN dobijamo

W i
jmn = R

5

i
jmn + Γpjm

V

Γipn
V

− Γpjn
V

Γipm
V

+
1

N + 1
δijR

5
[mn]

+
1

N2 − 1
{δim[N(R

5
jn − Γpjs

V

Γspn
V

) +R
5
n
V
j − Γpns

V

Γspj
V

]}[mn].
(5.3.56)

Na osnovu (5.2.15) je

R
5

i
jmn = Ri

jmn + Γpjm
V

Γipn
V

+ Γpjn
V

Γipm
V

, (5.3.57)
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odakle, za i = n = s

R
5
jm = Rjm + Γpjs

V

Γspm
V

. (5.3.58)

Ako zamenimo (5.3.58) u (5.3.56), sledi

W i
jmn = R

5

i
jmn − Γpjm

V

Γipn
V

− Γpjn
V

Γipm
V

+
1

N + 1
δijΓ

p
ms
V

Γspn[mn]

+
1

N2 − 1
{δim[N(R

5
jn − Γpjs

V

Γspn
V

) + +R
5
nj − Γpns

V

Γspj
V

]}[mn].
(5.3.59)

Na osnovu izlo�enog, dobijamo slede�u teoremu:

Teorema 5.3.1. Neka je f projektivna transformacija u GRN . Vajlov

projektivni tenzor W i
jmn iz pridu�enog RN , mo�e se, pomo�u nezav-

isnih tenzora krivine R
θ
jm, θ = 1, ..., 5 iz GRN predstaviti na 5 naqina

jednaqinama (5.3.40, 5.3.45, 5.3.50, 5.3.55, 5.3.59).

Zakǉuqak. Pokazano je kako se, koriste�i vezu izme�u tenzora kriv-

ine R i R
θ
, mo�e W i

jmn izraziti preko R
θ
i torzije. Na osnovu toga se

vide veze koje u nekim sluqajevima mogu biti korisne pri izgradǌi

odgovaraju�e teorije.



GLAVA 6

ET konformne transformacije

pseudotenzora krivine u GRN i ET

konformni pseudotenzori krivine

U ovoj glavi �emo prvo razmatrati nezavisne pseudotenzore kriv-

ine u GRN . Zatim, razmatramo ET konformne transformacije pseu-

dotenzora I, II, III, V I i V II vrste. Dobijene veliqine su nazvane ET

konformni pseudotenzori I, II, III, V I i V II vrste.

6.1 Nezavisni pseudotenzori krivine u GRN

U prvoj glavi smo videli da se u identitetima Riqijevog tipa u

GRN(GAN), osim tenzora krivine, pojavǉuju i veliqine koje nisu ten-

zori, ali se u sluqaju simetriqne koneksije svode na Rimanov tenzor

krivine. Ovakve veliqine su nazvane (Minqi� [58, 65, 67]) pseudoten-

zorima krivine. Ima ih ukupno 15, sa oznakama A
θ

i
jmn, θ = 1, . . . , 15.

Pomo�u prethodno uvedenih veliqina imamo tenzore

A = Lijm
∨

;n, B = Lpjm
∨
Lipn

∨
, C = Lpmn

∨
Lipj

∨
,

A′ = Lijn
∨
;m, B′ = Lpjn

∨
Lipm

∨
,

(6.1.1)

77



78 6. ET konformne transformacije pseudotenzora krivine

i veliqine

D = Lipj
V

Lpmn, E = Lipn
V

Lpjm,F = LipnL
p
jm
V

, (6.1.2)

E ′ = Lipm
V

Lpjn,F ′ = LipmL
p
jn
V

, (6.1.3)

koje nisu tenzori (jer, npr., Lpmn nije tenzor). Dobijamo veliqine koje
su pseudotenzori

A
1

i
jmn=Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
jn
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jmLi
np
∨
−2Lp

jnL
i
mp
∨
, (6.1.4)

A
2

i
jmn=Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
jn
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
+2Lp

mj
∨
Li
pn−2Lp

nj
∨
Li
pm, (6.1.5)

A
3

i
jmn=Ri

jmn + Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
−2Lp

njL
i
pm
∨
, (6.1.6)

A
4

i
jmn=Ri

jmn + Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jm
∨
Li
np−2Lp

jn
∨
Li
mp, (6.1.7)

A
5

i
jmn=Ri

jmn + Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jmLi
pn − 2Lp

njL
i
mp
∨
+2Lp

mnL
i
jp
∨
, (6.1.8)

A
6

i
jmn=Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
pm
∨
+2Lp

mj
∨
Li
np−2Lp

jn
∨
Li
pm+2Lp

mnL
i
jp
∨
, (6.1.9)

A
7

i
jmn=Ri

jmn + Li
jm
∨

;n−Li
jn
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
pn
∨
−Lp

jn
∨
Li
mp
∨
−2Lp

jnL
i
mp
∨
, (6.1.10)

A
8

i
jmn=Ri

jmn + Li
jm
∨

;n−Li
jn
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
pn
∨
−Lp

jn
∨
Li
pm
∨
+2Lp

mj
∨
Li
pn, (6.1.11)

A
9

i
jmn=Ri

jmn + Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
+2Lp

jmLi
pn
∨
+2Lp

mnL
i
jp, (6.1.12)

A
10

i
jmn=Ri

jmn+Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
pm
∨
−2Lp

jn
∨
Li
pm+2Lp

mnL
i
jp
∨
, (6.1.13)

A
11

i
jmn=Ri

jmn+Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
np
∨
−Lp

jn
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jmLi
np
∨
−2Lp

mn
∨
Li
jp, (6.1.14)

A
12

i
jmn=Ri

jmn+Li
mj
∨

;n+Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
pn
∨
−Lp

nj
∨
Li
mp
∨
+2Lp

mnL
i
pj
∨
+2Lp

jn
∨
Li
mp, (6.1.15)

A
13

i
jmn=Ri

jmn+Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

mj
∨
Li
np
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
−2Lp

jnL
i
pm
∨
, (6.1.16)

A
14

i
jmn=Ri

jmn+Li
mj
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

nj
∨
Li
mp
∨
+2Lp

jm
∨
Li
np, (6.1.17)

A
15

i
jmn=Ri

jmn + Li
jm
∨

;n−Li
nj
∨
;m+Lp

jm
∨
Li
np
∨
−Lp

nj
∨
Li
pm
∨
+2Lp

mnL
i
jp
∨
, (6.1.18)

Time su ove veliqine prikazane u drugom obliku u kome �emo ih

u daǉem tekstu posmatrati. Na osnovu 5 tenzora A, . . . , C je odre�eno

5 nezavisnih tenzora krivine u GRN(GAN). Ako zajedno posmatramo



6.2. ET konformne transformacije pseudotenzora krivine u GRN 79

tenzore i pseudotenzore krivine, imamo 10 veliqina A,A′, . . . ,F ′,D i

kako je to pokazano u [68] mogu�e je odrediti 10 nezavisnih veliqina

od 12 tenzora krivine i 15 pseudotenzora krivine. Ako raqunamo 5

nezavisnih tenzora krivine R
1
, . . . , R

4
, R̃
2

≡ R
5

odre�ujemo 5 nezavisnih

pseudotenzora krivine u [68]. Ovde �emo kao nezavisne pseudotenzore

krivine uzeti A
1
, A
2
, A
3
, A
6
, A
7
, za koje se mo�e dokazati da su nezavisni

istim postupkom kao u [68].

6.2 ET konformne transformacije pseudotenzora kriv-

ine u GRN

6.2.1 Pseudotenzor I vrste i ET-i konformni pseu-
dotenzor I vrste

Pseudotenzor prve vrste je

A
1

i
jmn = Γijm,n − Γijn,m + ΓpjmΓ

i
np − ΓpjnΓ

i
mp, (6.2.19)

a transformisana veliqina, na osnovu ET-e konformne transformacije

je

Ā
1

i
jmn = Γ̄ijm,n − Γ̄ijn,m + Γ̄pjmΓ̄

i
np − Γ̄pjnΓ̄

i
mp, (6.2.20)

a) Γ̄ijm = Γijm + P i
jm, b)P i

jm = δijρm + δimρj − ρigjm. (6.2.21)

Zamenom u (6.2.20) prema (6.2.21) sledi

Ā
1

i
jmn = A

1

i
jmn + P i

jm,n − P i
jn,m + ΓpjmP

i
np + P p

jmΓ
i
np + P p

jmP
i
np

− ΓpmnP
i
jp + ΓpmnP

i
jp − ΓpjnP

i
mp − P p

jnΓ
i
mp − P p

jnP
i
mp.

(6.2.22)

Prema (6.2.21) imamo

ΓpjmP
i
np = Γpjmδ

i
nρp + Γijmρn − ρiΓn.jm, (6.2.23)

ΓpjmP
i
np = Γinjρm + Γinmρj − ρpgjmΓinp, (6.2.24)
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P p
jnP

i
mp = ρjρnδ

i
m + δijρmρn − ρiρngjm + ρnρjδ

i
m + δinρmρj

− ρiρjgmn − ρpρpgjnδ
i
m − ρiρmgjn + ρmρ

igjn.
(6.2.25)

Na osnovu rada K. Jana [155] je:

ρjm = ρj;m − ρjρm +
1

2
ρpρ

pgjm = ρmj, (6.2.26)

ρ
1
jm = ρjm − 1

2
T pjmρp i ρ

2
jm = ρjm +

1

2
T pjmρp. (6.2.27)

Smenom u (6.2.27) prema (6.2.23)− (6.2.25) i sre�ivaǌem dobijamo

Ā
1

i
jmn =A

1

i
jmn+δ

i
m(ρj,n−Γpjnρp−ρjρn+ρpρpgjn)−δin(ρj,m−Γpjmρp−ρjρm+ρpρpgjm)

− gjm(ρ
i
,n + Γinpρp − ρiρn) + gjn(ρ

i
,m + Γimpρp − ρiρm)

− ρi(gjm,n − gjn,m − Γm.jn + Γn.jm) + ρnT
i
jm − ρmT

i
jn + ρjT

i
nm,

Ā
1

i
jmn =A

1

i
jmn+δ

i
m(ρj |

1
n−ρjρm+

1

2
ρpρ

pgjn)+
1

2
δimρpρ

pgjn

− δin(ρj |
1
m − ρjρm +

1

2
ρpρ

pgjm)−
1

2
δinρpρ

pgjm

+ gjn(ρ
i
|
2
m − ρiρm)− gjm(ρ

i
|
2
n − ρiρn) + ρi(2gjm,n − 2gjn,m + gmn

V
,j) +Bi

jmn,

tj.

Ā
1

i
jmn =A

1

i
jmn+δ

i
mρ

1
jn−δinρ

1
jm+

1

2
ρpρp(δ

i
mgjn−δingjm)

+ gjn(ρ
2

i
m)−

1

2
ρpρpδ

i
mgjn − gjmρ

2

i
n +

1

2
ρpρpδ

i
ngjm − ρiTj.mn +Bi

jmn.
(6.2.28)

Dakle, ako uzmemo u obzir (6.2.27), sledi

Ā
1

i
jmn =A

1

i
jmn+δ

i
m(ρjn+

1

2
T pjnρp)−δin(ρjm−

1

2
T pjmρp)

+ gjn(ρ
i
m +

1

2
gisT psmρp)− gjm(ρ

i
n +

1

2
gisT psnρp)

− ρiTj.mn +Ki
jmn,

(6.2.29)



6.2. ET konformne transformacije pseudotenzora krivine u GRN 81

gde je

Ki
jmn = T ijmρn − T ijnρm − T imnρj. (6.2.30)

Dakle, va�i:

Teorema 6.2.1. Pri ET konformnoj transformaciji ḡij = ρ2gij u GRN ,

pseudotenzor A
1

i
jmn, dat u (6.2.19), dobija oblik (6.2.29), gde je ρjm dato u

(6.2.26), a Ki
jmn u (6.2.30).

Kontrakcija sa i = n iz (6.2.29) daje

Ā
1
jm=A

1

i
jm+ρjm(2−N) +

1

2
NT pjmρp−ρppgjm−ρiTj.mi+T ijmρi, (6.2.31)

jer je

gisT psiρp = gisTp.siρp = −gisTi.spρp = T sspρ
p = 0. (6.2.32)

Kompozicijom sa ρ2ḡjm = gjm iz (6.2.31) dobijamo

ρ2Ā
1
= A

1
+ ρpp(2−N) + 0− ρppN,

tj.

ρ2Ā
1
= A

1
+ 2ρpp(1−N)− ρppN, (6.2.33)

odakle je

ρpp =
1

2(N − 1)
(A
1
− ρ2Ā

1
) (6.2.34)

xto smenom u (6.2.31) daje

Ā
1
jm=A

1
jm+ρjm(2−N)+

N

2
T pjmρp−

1

2(N − 1)
(A
1
−ρ2Ā

1
)gjm−ρiTj.mi+T ijmρi,

a odavde

ρjm =
1

N − 2
[A
1
jm − Ā

1
jm +

N

2
T pjmρp −

1

2(N − 1)
(A
1
− ρ2Ā

1
)gjm]

− ρiTj.mi + T ijmρ
i.

(6.2.35)
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Na osnovu (6.2.35), iz (6.2.29) sledi

Ā
1

i
jmn=A

1

i
jmn+δ

i
m

1

N − 2
[A
1
jn−Ā

1
jn+

N

2
T pjnρp−

1

2(N − 1)
(A
1
− ρ2Ā

1
)gjn]

− δin
1

N − 2
[A
1
jm − Ā

1
jm +

N

2
T pjmρp −

1

2(N − 1)
(A
1
− ρ2Ā

1
)gjm]

− 1

2
δimT

p
jnρp +

1

2
δinT

p
jmρp

+ gjn
1

N − 2
[A
1

i
m − ρ2Ā

1

i
m +

N

2
gisT psmρp −

1

2(N − 1)
(A
1
− ρ2Ā

1
)δim]

− gjm
1

N − 2
[A
1

i
n − ρ2Ā

1

i
n +

N

2
gisT psnρp −

1

2(N − 1)
(A
1
− ρ2Ā

1
)δin]

+
1

2
gjng

isT psmρp −
1

2
gjmg

isT psnρp

− ρiTj.mn + T ijmρn − T ijnρm − T imnρj.

(6.2.36)

Za sabirke koji sadr�e ρi, ρp, ρj, ρm, ρn,

Qi
jmn={ N

2(N − 1)
[δimT

p
jn−δinT

p
jm+g

is(T psmgjn−T psngjm)]

+
1

2
(δinT

p
jm − δimT

p
jn) +

1

2
gis(T psmgjn − T psngjm)

− gipTj.mn}
1

N
(Γ̄tpt − Γtpt)

+
1

N
T ijm(Γ̄

t
nt − Γtnt)−

1

N
T ijn(Γ̄

t
nt − Γtnt)−

1

N
T imn(Γ̄

t
jt − Γtjt).

(6.2.37)

Ako uzmemo u obzir da je T smn = T̄ smn i

gipTj.mn = gipgjsT
s
mn = ḡipḡjsT̄

s
mn = ḡipT̄ j.mn

i uzimaju�i u obzir (6.2.36) i (6.2.37), zakǉuqujemo da va�i slede�a

teorema.
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Teorema 6.2.2. Veliqina

PC
1

i
jmn = A

1

i
jmn +

1

N − 2
[δimA

1
jn − δinA

1
jm + A

1

i
mgjn − A

1

i
ngjm

− 1

2
Γtpt(δ

i
mT

p
jn − δinT

p
jm) + gisgjn(T

p
sm − gisgjmT

p
sn)]

+
1

(N − 1)(N − 2)
A
1

i
jmn(δ

i
mgjn − δingjm)

+
1

N
{Γtpt[

1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm) +

1

2
gis(gjm(T

p
sn − gjnT

p
sm) + gipTj.mn]

− ΓtntT
i
jm + ΓtmtT

i
jn + ΓtjtT

i
mn}

(6.2.38)
je invarijanta ET konformne transformacije u GRN , tj. va�i

PC
1

i
jmn = PC

1

i
jmn. (6.2.39)

Definicija 6.2.1. Veliqinu PC
1

i
jmn zovemo ET konformni pseudotenzor

I vrste u GRN .

6.2.2 Pseudotenzor II vrste i ET konformni pseu-
dotenzor II vrste

Kako je

A
2

i
jmn = Γijm,n − Γijn,m + ΓpjmΓ

i
pn − ΓpnjΓ

i
pm, (6.2.40)

to sledi

Ā
2

i
jmn = A

2

i
jmn + P i

jm,n − P i
jn,m + ΓpmjP

i
pn + P p

mjΓ
i
pn + P p

mjP
i
pn

− ΓpmnP
i
jp + ΓpmnP

i
jp − ΓpnjP

i
pm − P p

njΓ
i
pm − P p

njP
i
pm.

(6.2.41)

Daǉe nalazimo

ΓpmjP
i
pn = Γpmj(δ

i
pρn + δinρp − ρignp) = Γimjρn + δinΓ

p
mjρp − ρiΓn.mj,

P p
mjΓ

i
pn = Γipn(δ

p
mρj + δpjρm − ρpgjm) = Γimnρj + Γijnρm − ρpgjmΓipn,
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P p
mjP

i
pn = (δpmρj + δpjρm − ρpgjm)(δ

i
pρn + δinρp − ρigpn)

= ρjρnδ
i
m + δinρmρj − ρiρjgmn

+ ρnρnδ
i
j + δinρmρj − ρiρmjgjn

− ρpρpgjnδ
i
n − ρiρngjm + ρnρ

igjm,

pa smenom u (6.2.41) i daǉim postupkom kao za A
1
, dobijamo

Ā
2

i
jmn =A

2

i
jmn+δ

i
m(ρj,n−Γpnjρp−ρjρn+ρpρpgjn)

− δin(ρj,m − Γpmjρp − ρjρm + ρpρ
pgjn)

− gjm(ρ
i
,n + Γipnρp − ρiρn) + gjn(ρ

i
,m + Γipmρp − ρiρm)

+ ρiTj.mn −Ki
jmn,

(6.2.42)

gde je Ki
jmn dato u (6.2.30) Ki

jmn = T ijmρn − T ijnρm − T imnρj.

Daǉim sre�ivaǌem dobijamo

Ā
2

i
jmn = A

2

i
jmn + δim(ρjn +

1

2
T pjnρp)− δin(ρjm − 1

2
T pjmρp)

+ gjn(ρ
i
m +

1

2
gisT psmρp)− gjm(ρ

i
n +

1

2
gisT psnρp)

+ ρiTj.mn −Ki
jmn.

(6.2.43)

Dakle, va�i:

Teorema 6.2.3. Pri ET konformnoj transformaciji gij = ρ2gij u GRN ,

pseudotenzor A
2

i
jmn, dat u (6.2.40), dobija oblik (6.2.43), gde ρjm dato u

(6.2.26), a Ki
jmn u (6.2.30).

Ako izvrximo u (6.2.43) kontrakciju sa i = n, dobija se

Ā
2
jm = A

2

i
jm + ρjm(2−N)− N

2
T pjmρp − ρppgjm − ρiTj.mi + Ti.jmρ

i, (6.2.44)

a odavde kompozicijom odgovaraju�ih strana sa ρ2ḡjm = gjm, sledi

ρpp =
1

2(N − 1)
(A
2
− ρ2Ā

2
). (6.2.45)
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Ako (6.2.45) zamenimo u (6.2.44), dobijamo

ρjm =
1

N − 2
[A
2
jm − Ā

2
jm − N

2
T pjmρp −

1

2(N − 1)
(A
2
− ρ2Ā

2
)gjm]. (6.2.46)

Smenom (6.2.46) u (6.2.43), sledi

Ā
2

i
jmn =A

2

i
jmn+δ

i
m

1

N − 2
[A
2
jn−Ā

2
jn+

N

2
T pjnρp−

1

2(N − 1)
(A
2
−ρ2Ā

2
)gjn]

− δin
1

N − 2
[A
2
jm − Ā

2
jm − N

2
T pjmρp −

1

2(N − 1)
(A
2
− ρ2Ā

2
)gjm]

− 1

2
δimT

p
jnρp −

1

2
δinT

p
jmρp

+ gjn
1

N − 2
[A
2

i
m − ρ2Ā

2

i
m +

N

2
gisT psmρp −

1

2(N − 1)
(A
2
− ρ2Ā

2
)δim]

− gjm
1

N − 2
[A
2

i
n − ρ2Ā

2

i
n +

N

2
gisT psnρp −

1

2(N − 1)
(A
2
− ρ2Ā

2
)δin]

+
1

2
gis(gjmT

p
sn − gjnT

p
sn)ρp + ρpg

ipTj.mn −Ki
jmn.

(6.2.47)

gde je Ki
jmn dato u (6.2.30).

Za sabirke koji sadr�e ρk, k ∈ {p, j,m, n} imamo

Qi
jmn ={ N

2(N − 2)
[δinT

p
jm−δimT

p
jn+g

is(T psngjn−T psmgjn)]

+
1

2
(δinT

p
jm − δimT

p
jn) +

1

2
gis(T psngjm − T psmgjn)

+ gipTj.mn}
1

N
(Γ̄tpt − Γtpt)

+
1

N
T ijn(Γ̄

t
mt − Γtmt)−

1

N
T ijm(Γ̄

t
nt − Γtnt) +

1

N
T imn(Γ̄

t
jt − Γtjt).

(6.2.48)

Dakle, va�i:
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Teorema 6.2.4. Veliqina

PC
2

i
jmn = A

2

i
jmn +

1

N − 2
[δimA

2
jn − δinA

2
jm + A

2

i
mgjn − A

2

i
ngjm

− 1

2
Γtpt(δ

i
mT

p
jn − δinT

p
jm) + gisgjn(T

p
sm − gisgjmT

p
sn)]

− 1

(N − 1)(N − 2)
A
2

i
jmn(δ

i
mgjn − δingjm)

+
1

N
{Γtpt[

1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm)−

1

2
gis(gjm(T

p
sn − gjnT

p
sm)− gipTj.mn]

+ ΓtntT
i
jm − ΓtmtT

i
jn − ΓtjtT

i
mn}

(6.2.49)
je invarijanta ET konformne transformacije u GRN , tj. va�i

PC
2

i
jmn = PC

2

i
jmn. (6.2.50)

Definicija 6.2.2. Veliqinu PC
2

i
jmn zovemo ET konformni pseudotenzor

II vrste u GRN .

6.2.3 Pseudotenzor III vrste i ET konformni pseu-
dotenzor III vrste

Prema (6.1.6) je

A
3
−R− 2E + 2E ′ = −A+ A′ −B +B′ = −R

1
+R, (6.2.51)

odakle je

A
3
= 2R−R

1
+ 2E − 2E ′, (6.2.52)

E =
1

2
ΓpjmT

i
pn, E ′ =

1

2
ΓpjnT

i
pm, (6.2.53)

a tako�e imamo

Γ̄ijm = Γijm + δijρm + δimρj − ρigjm. (6.2.54)
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Dakle, iz (6.2.52) sledi, koriste�i transformisane sabirke na desnoj

strani

Ā
3

i
jmn = 2R̄i

jmn − R̄
1

i
jmn + 2Ē ijmn − 2Ē ′i

jmn

= 2(Ri
jmn + δimρjn − δinρjm + ρimgjn − ρingjm)

− (R
1

i
jmn + δimρ

1
jn − δinρ

1
jm + ρ

1

i
mgjn − ρ

1

i

n

gjm +Ki
jmn)

+ (Γpjm + δpjρm + δpmρj − ρpgjm)T
i
pn

− (Γpjn + δpjρn + δpnρj − ρpgjn)T
i
pm,

(6.2.55)

gde je Ki
jmn dato u (6.2.30). Ako sredimo po ρp, ρm, ρn, ρj dobijamo

Ā
3

i
jmn = A

3

i
jmn + δimρjn − δinρjm + ρimgjn − ρingjm

+ ρp[
1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm) +

1

2
gis(T psmgjn − T psngjm) + gipTj.mnsm

+ gps(gjnT
i
jn − gjmT

i
sn)] + T ijnρm − T ijmρn + T imnρj.

(6.2.56)

Teorema 6.2.5. Pri ET konformnoj transformaciji ḡij = ρ2gij u GRN ,

pseudotenzor A
3

i
jmn, dobija oblik (6.2.56).

Kontrakcija i = m daje

Ā
3

i
jmn = A

3

i
jmn + ρjm −Nρjm + ρjm − ρiigjm

+ ρp[
1

2
(T pjm −NT pjm) +

1

2
(T pjm − gisT psigjm) + gipTj.mi

+ gpsTj.sm]− T ijmρi,

odakle

Ā
3
jm = A

3

i
jm + ρjm(2−N)− N

2
T pjmρp − ρppgjm, (6.2.57)

a odavde kompozicijom odgovaraju�ih strana sa ρ2ḡjm = gjm, sledi iz

(6.2.57),

ρpp =
1

2(N − 1)
(A
3
− ρ2Ā

3
). (6.2.58)

Ako ovo zamenimo iz (6.2.58) u (6.2.57), dobijamo

ρjm =
1

N − 2
[A
3
jm − Ā

3
jm − N

2
T pjmρp −

1

2(N − 1)
(A
3
− ρ2Ā

3
)gjm]. (6.2.59)
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Smenom ρjm u (6.2.56) sledi

Ā
3

i
jmn =A

3

i
jmn+δ

i
m

1

N − 2
[A
3
jn−Ā

2
jn+

N

2
T pjnρp−

1

2(N − 1)
(A
3
− ρ2Ā

3
)gjn]

− δin
1

N − 2
[A
3
jm − Ā

3
jm − N

2
T pjmρp −

1

2(N − 1)
(A
3
− ρ2Ā

3
)gjm]

+ gjn
1

N − 2
[A
3

i
m − ρ2Ā

3

i
m +

N

2
gisT psmρp −

1

2(N − 1)
(A
3
− ρ2Ā

3
)δim]

− gjm
1

N − 2
[A
3

i
n − ρ2Ā

3

i
n +

N

2
gisT psnρp −

1

2(N − 1)
(A
2
− ρ2Ā

2
)δin]

+ ρp[
1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm) +

1

2
gis(T psmgjn − T psngjm) + gipTj.mn

+ gps(gjnT
i
jn − gjmT

i
sn)] + T ijnρm − T ijmρn + T imnρj.

Na osnovu izlo�enog, koriste�i odgovaraju�e vrednosti za ρp, ρm, ρn, ρj
zakǉuqujemo da va�i slede�a teorema:

Teorema 6.2.6. Veliqina

PC
3

i
jmn = A

3

i
jmn +

1

N − 2
[δimA

3
jn − δinA

3
jm + A

3

i
mgjn − A

3

i
ngjm

+
1

2
Γtpt(δ

i
mT

p
jn − δinT

p
jm + gisgjnT

p
sm − gisgjmT

p
sn)]

− 1

(N − 1)(N − 2)
A
3

i
jmn(δ

i
mgjn − δingjm)

− 1

N
{Γtpt[

1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm) +

1

2
gis(gjmT

p
sn − gjnT

p
sm) + gipTj.mn

+ gps(gjnT
i
sm − gjmT

i
sn)] + ΓtntT

i
jm − ΓtmtT

i
jn − ΓtjtT

i
mn}

(6.2.60)

je invarijanta ET konformne transformacije u GRN , tj. va�i

PC
3

i
jmn = PC

3

i
jmn. (6.2.61)

Definicija 6.2.3. Veliqinu PC
3

i
jmn zovemo ET konformni pseudoten-

zor III vrste u GRN .



6.2. ET konformne transformacije pseudotenzora krivine u GRN 89

6.2.4 Pseudotenzor V I vrste i ET konformni pseu-
dotenzori V I vrste

Analogno prethodnom sluqaju imamo

A
6
−R + 2D + 2F + 2F ′ = A+ A′ +B −B′, (6.2.62)

Ā
6

i
jmn = A

6

i
jmn + Sijmn + (Γ̄pmn − Γpmn)T̄

i
jp + (Γ̄ipn − Γppn)T̄

p
mj + (Γ̄ipm − Γipm)T̄

p
nj

= A
6

i
jmn + Sijmn + (δpmρn + δpnρm − ρpgmn)T̄

i
jp

+ (δipρn + δinρp − ρigpn)T̄
p
mj + (δipρm + δimρp − ρigpm)T̄

p
nj,

(6.2.63)
gde je

Sijmn = R̄i
jmn −Ri

jmn = δimρjn − δinρjm − ρimgjn − ρingjm. (6.2.64)

Sre�ivaǌem po ρm, ρn, ρp dobijamo

Ā
6

i
jmn = A

6

i
jmn + Sijmn + ρp[δ

i
nT

p
mj + δimT

p
nj

+ gpsgmnT
i
sj + gps(gsmT

p
nj + gsmT

p
nj)].

(6.2.65)

Dakle, va�i:

Teorema 6.2.7. Pri ET konformnoj transformaciji u GRN pseudotenzor

A
6

i
jmn dobija oblik (6.2.65), gde je tenzor Sijmn dat u (6.2.64).

Ako uzmemo u obzir (6.2.65) i stavimo i = n, sledi

Ā
6
jm = A

6
jm + (2−N)ρjm − ρppgjm + ρpT

p
mj(N − 2). (6.2.66)

Kompozicijom prethodne jednaqine sa ρ2ḡjm = gjm, sledi

ρpp =
1

2(N − 1)
(A
6
− ρ2Ā

6
). (6.2.67)
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Ako ovo zamenimo u (6.2.66), dobijamo

ρjm =
1

N − 2
[A
6
jm − Ā

6
jm + 2ρpT

p
mj −

1

2(N − 1)
(A
6
− ρ2Ā

6
)gjm], (6.2.68)

a zamenom iz (6.2.68) u (6.2.66) sledi da va�i:

Teorema 6.2.8. Veliqina

PC
6

i
jmn = A

6

i
jmn +

1

N − 2
[δimA

6
jn − δinA

6
jm + A

6

i
mgjn − A

6

i
ngjm

− 1

(N − 1)(N − 2)
A
6
(δimgjn − δingjm)

− 2

N(N − 2)
Γtpt(δ

i
mT

p
jn − δinT

p
jm) + gisgjnT

p
sm − gisgjmT

p
sn)

+
1

N
Γtpt[δ

i
nT

p
mj + δimT

p
nj + gis(gsmT

s
jn − gsnT

s
mj)]

(6.2.69)

je invarijanta ET konformne transformacije u GRN , tj. va�i

PC
6

i
jmn = PC

6

i
jmn. (6.2.70)

Definicija 6.2.4. Veliqinu PC
6

i
jmn zovemo ET konformni tenzor V I vrste

u GRN .

6.2.5 Pseudotenzor V II vrste i ET konformni pseu-
dotenzori V II vrste

U ovom sluqaju imamo

A
7
−R + 2E ′ = A+ A′ +B +B′, (6.2.71)

Odakle dobijamo

Ā
7

i
jmn = A

7

i
jmn + Sijmn + T ijmρn + T inmρj − gjng

psT ismρp. (6.2.72)

Dakle, va�i:

Teorema 6.2.9. Pri ET konformnoj transformaciji u GRN pseudotenzor

A
7

i
jmn dobija oblik (6.2.72), gde je tenzor Sijmn dat u (6.2.64).
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Kompozicijom jednaqine

Ā
7
jm = A

7
jm + (2−N)ρjm − ρppgjm + T pjmρp

sa ρ2ḡjm = gjm, dolazimo do

ρpp =
1

2(N − 1)
(A
7
− ρ2Ā

7
) (6.2.73)

i daǉe, analogno prethodnom sluqaju, dobijamo

ρjm =
1

N − 2
[A
7
jm − Ā

7
jm + 2ρpT

p
mj −

1

2(N − 1)
(A
7
− ρ2Ā

7
)gjm]. (6.2.74)

Kao u prethodnim sluqajevima, zamenom (6.2.74) u (6.2.72) zakǉuqujemo

da va�i:

Teorema 6.2.10. Veliqina

PC
7

i
jmn = A

7

i
jmn +

1

N − 2
[δimA

7
jn − δinA

7
jm + A

7

i
mgjn − A

7

i
ngjm

− 1

(N − 1)(N − 2)
A
7
(δimgjn − δingjm)

− 2

N(N − 2)
Γtpt(δ

i
mT

p
jn − δinT

p
jm) + gisgjnT

p
sm − gisgjmT

p
sn)

+
1

N
(ΓtjtT

i
mn − ΓtntT

i
jm + Γtptgjng

psT ijm)

(6.2.75)

je invarijanta ET konformne transformacije u GRN , tj. va�i

PC
7

i
jmn = PC

7

i
jmn. (6.2.76)

Definicija 6.2.5. Veliqinu PC
7

i
jmn zovemo ET konformni pseudotenzor

V II vrste u GRN .

Napomena: Kao xto znamo, u sluqaju Rimanovog prostora RN svi pseu-

dotenzori krivine A
θ

i
jmn svode se na Rimanov tenzor krivine Ri

jmn. Ako

pogledamo jednaqine za PC
θ

i
jmn, vidimo da se za T = 0, tj. u RN iz tih

jednaqina dobija vrednost C i
jmn .



GLAVA 7

ET koncirkularna transformacija

pseudotenzora krivine

U ovoj glavi se razmatraju ET koncirkularne transformacije pseu-

dotenzora krivine i odre�uju invarijante takve transformacije, ET

koncirkularni pseudotenzori I, II, III, V I, V II vrste.

7.1 ET koncirkularni pseudotenzori I vrste

Kao xto smo videli u (6.2.19) pseudotenzor krivine u GRN glasi

A
1

i
jmn = Γijm,n − Γijn,m + ΓpjmΓ

i
np − ΓpjnΓ

i
mp, (7.1.1)

a ǌihova konformna transformacija je data u (6.2.29). Da bi pomenuta

transformacija bila koncirkularna, kao i do sada, uzimamo

ρjm ≡ ρj;m − ρjρm +
1

2
ρpρ

pgjm = Φ
1
gjm, (7.1.2)

pa iz (6.2.29) dobijamo

Ā
1

i
jmn = A

1

i
jmn + 2Φ

1
(δimgjn − δingjm)

− 1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm − gjng

isT psm + gjmg
isT psn)ρp

− ρiTj.mn +Ki
jmn,

(7.1.3)

92
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gde je Ki
jmn dato u (6.2.30).

Kontrakcija sa i = n daje

Ā
1
jm = A

1
jm + 2Φ

1
(gjm −Ngjm)

− 1

2
(T pjm −NT pjm − δsjT

p
sm + gjmg

isT psi)ρp

− gipρpTj.mi + T ijmρi − T ijiρm − T imiρj,

tj.

Ā
1
jm = A

1
jm + 2(1−N)gjmΦ

1
+

1

2
(NT pjm − gjmg

isT psi − 2gipTj.mi)ρp + T ijmρi (7.1.4)

Mno�eǌem odgovaraju�ih strana u (7.1.4) sa

ρ2ḡjm = gjm (7.1.5)

i uzimaju�i u obzir (6.2.32), dobijamo

ρ2Ā
1
= A

1
+ 2(1−N)NΦ

1
,

odakle je

2Φ
1
=

A
1
− ρ2Ā

1

(N − 1)N
. (7.1.6)

Ako vrednost 2Φ
1

iz (7.1.6) zamenimo u (7.1.3), sredimo po ρp, ρn, ρm, ρj,

koriste�i (6.2.30), dobija se

Ā
1

i
jmn = A

1

i
jmn +

A
1
− ρ2Ā

1

(N − 1)N
(δimgjn − δingjm)

− 1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm − gjng

isT psm + gjmg
isT psn + 2gipTj.mn)ρp

+ T ijmρn − T ijnρm − T imnρj.

(7.1.7)

Koriste�i vrednosti za ρj, ρm, ρn, ρp, prema (3.1.9), iz (7.1.7) dolazimo

do zakǉuqka da va�i slede�a teorema.
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Teorema 7.1.1. Veliqina

PZ
1

i
jmn = A

1

i
jmn +A

1

δimgjn − δingjm

(N − 1)N

+
Γt
pt

2N
[δimT p

jn − δinT
p
jm + (gjm(T p

sn − gjn(T
p
sm)gis + 2gipTj.mn]

+
1

N
(Γt

jtT
i
mn + Γt

mtT
i
jn − Γt

mnT
i
jm)

(7.1.8)

je invarijanta ET koncirkularne transformacije u GRN , tj. va�i

PZ
1

i
jmn = PZ

1

i
jmn. (7.1.9)

Definicija 7.1.1. Veliqinu PZ
1

i
jmn zovemo ET koncirkularni pseudoten-

zor I vrste u GRN .

7.2 ET koncirkularni pseudotenzori II vrste

Posmatrajmo pseudotenzor A
2

i
jmn za koji �elimo da vrximo koncirku-

larnu transformaciju

A
2

i
jmn = Γijm,n − Γijn,m + ΓpjmΓ

i
np − ΓpjnΓ

i
mp. (7.2.10)

Konformna transformacija je data u (6.2.43). Analogno (7.1.2), za kon-

cirkularnu transformaciju stavǉamo

ρjm = Φ
2
gjm, (7.2.11)

pa iz (6.2.43) sledi

Ā
2

i
jmn = A

2

i
jmn + 2Φ

2
(δimgjn − δingjm)

+
1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm − gjng

isT psm + gjmg
isT psn)ρp

+ ρiTj.mn −Ki
jmn,

(7.2.12)

gde je Ki
jmn dato u (6.2.30).

Kontrakcija sa i = n daje
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Ā
2
jm = A

2
jm + 2Φ

2
(1−N)gjm

+
1

2
(−NT pjm + gjmg

isT psi + 2gipTj.mi)ρp − T ijmρi,

a nastavǉaju�i kao u prethodnom sluqaju, sledi

2Φ
2
=

A
2
− ρ2Ā

2

(N − 1)N
. (7.2.13)

Zamenom vrednosti (7.2.13 u (7.2.12), dobijamo

Ā
2

i
jmn = A

2

i
jmn +

A
2
− ρ2Ā

2

(N − 1)N
(δimgjn − δingjm)

+
1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm − gjng

isT psm + gjmg
isT psn)ρp

+ gipTj.mnρp − T ijmρn − T ijnρm + T imnρj.

(7.2.14)

pa kao u prethodnom sluqaju zakǉuqujemo da va�i

Teorema 7.2.1. Veliqina

PZ
2

i
jmn = A

2

i
jmn + A

2

δimgjn − δingjm

(N − 1)N

+
Γtpt
2N

[δimT
p
jn − δinT

p
jm + gis(gjm(T

p
sn − gjn(T

p
sm)) + 2gipTj.mn]

− 1

N
(ΓtjtT

i
mn + ΓtmtT

i
jn − ΓtntT

i
jm)

(7.2.15)

je invarijanta ET koncirkularne transformacije u GRN , tj. va�i

PZ
2

i
jmn = PZ

2

i
jmn (7.2.16)

Definicija 7.2.1. Veliqinu PZ
2

i
jmn zovemo ET koncirkularni pseudoten-

zor II vrste u GRN .

7.3 ET koncirkularni pseudotenzori III vrste

Konformna transformacija pseudotenzora
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A
3

i
jmn = Γimj,n − Γinj,m + ΓpmjΓ

i
pn − ΓpnjΓ

i
pm, (7.3.17)

je data u (6.2.55). Sada vrximo koncirkularnu transformaciju stav-

ǉaju�i u (6.2.55)

ρjm = Φ
3
gjm, (7.3.18)

pa dobijamo

Ā
3

i
jmn = A

3

i
jmn + 2Φ

3
(δimgjn − δingjm)

+ ρp[
1

2
(δimT

p
jn − δinT

p
jm − gjng

isT psm) + gipTj.mn + gps(T ismgjn − T isngjm)]

+ T ijnρm − T ijmρn + T imnρj.

(7.3.19)
Kontrakcijom sa i = n (7.3.19) daje

Ā
3
jm = A

3
jm + 2Φ

3
(1−N)gjm + ρp[

1

2
(T pjm −NT pjm + δsjT

p
sm

− gjmg
isT psi) + gipTj.mi + gps(Tj.sm − T isigjm)]− T ijmρi,

(7.3.20)

Uzmimo u obzir (6.2.32), tj. da je gisT psiρp = gisTp.siρp = −gisTi.spρp = 0, pa

izvrximo kompoziciju j-ne (7.3.20) sa ρ2ḡjmgim, odakle

2Φ
3
=

A
3
− ρ2Ā

3

(N − 1)N
. (7.3.21)

Zamenimo ove vrednosti u (7.3.19), a tako�e zamenimo i vrednosti za

ρj, ρm, ρn, ρp, pa kao u prethodnom sluqaju zakǉuqujemo da va�i

Teorema 7.3.1. Veliqina

PZ
3

i
jmn = A

3

i
jmn + A

2

δimgjn − δingjm

(N − 1)N

+
Γtpt
2N

[δimT
p
jn − δinT

p
jm + gis(gjm(T

p
sn − gjn(T

p
sm)) + 2gipTj.mn]

− 1

N
(ΓtjtT

i
mn + ΓtmtT

i
jn − ΓtntT

i
jm)

(7.3.22)



7.4. ET koncirkularni pseudotenzori V I vrste 97

je invarijanta ET koncirkularne transformacije u GRN , tj. va�i

PZ
3

i
jmn = PZ

3

i
jmn. (7.3.23)

Definicija 7.3.1. Veliqinu PZ
3

i
jmn zovemo ET koncirkularni pseudoten-

zor III vrste u GRN .

Kako je reqeno na kraju sekcije 6.1 , za nezavisne pseudotenzore kriv-

ine u GRN se mogu uzeti A
1
, A
2
, A
3
, A
6
, A
7
. Sada je na redu razmatraǌe ET

koncirkularne transformacije pseudotenzora A
6
.

7.4 ET koncirkularni pseudotenzori V I vrste

Prema Teoremi 6.1.11, pri ET konformnoj transformaciji u GRN ,

pseudotenzor A
6

i
jmn dobija oblik

Ā
6

i
jmn = A

6

i
jmn + δimρjn − δinρjm + ρimgjn − ρingjm

+ ρp(δ
i
mT

p
nj + δinT

p
mj + gpsT isjgmn + 2gipTm.jn).

(7.4.24)

Da bismo izvrxili koncirkularnu transformaciju u (7.4.24) smeǌ-

ujemo

ρjm = Φ
6
gjm, (7.4.25)

pa dobijamo

Ā
6

i
jmn = A

6

i
jmn + 2Φ

6
(δimgjn − δingjm)

+ ρp(δ
i
mT

p
nj + δinT

p
mj + gpsT isjgmn + 2gipTm.jn).

(7.4.26)

Kontrakcijom sa i = n sledi

Ā
6
jm = A

6
jm + 2Φ

6
(1−N)gjm + ρp(T

p
jm +NT pmj + gpsTn.sj + gpsTm.sj).

Kompozicijom sa ρ2ḡjm = gjm, odavde se dobija

2Φ
6
=

A
6
− ρ2Ā

6

(N − 1)N
. (7.4.27)
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Zamenimo (7.4.27) u (7.4.26) dobijamo

Ā
6

i
jmn = A

6

i
jmn +

A
6
− ρ2Ā

6

(N − 1)N
(δimgjn − δingjm)

+ ρp(δ
i
mT

p
nj + δinT

p
mj + gpsT isjgmn + 2gipTm.jn)

(7.4.28)

Ako vrednost za ρp zamenimo prema (3.1.9) zakǉuqujemo da va�i slede�a

teorema

Teorema 7.4.1. Veliqina

PZ
6

i
jmn = A

6

i
jmn + A

6

δimgjn − δingjm

(N − 1)N

+
Γtpt
N

(δimT
p
jn + δinT

p
jm + gpsT ijsgmn + 2gipTj.mn)

(7.4.29)

je invarijanta ET koncirkularne transformacije u GRN , tj. va�i

PZ
6

i
jmn = PZ

6

i
jmn. (7.4.30)

Definicija 7.4.1. Veliqinu PZ
6

i
jmn zovemo ET koncirkularni pseudoten-

zor V I vrste u GRN .

7.5 ET koncirkularni pseudotenzori V II vrste

Po�imo od Teoreme 6.1.13, prema kojoj pseudotenzor A
7

i
jmn pri ET

konformnoj transformaciji u GRN , dobija oblik

Ā
7

i
jmn = A

7

i
jmn + δimρjn − δinρjm + ρimgjn − ρingjm

+ T ijmρn + T inmρj + gjng
psT imsρp.

(7.5.31)

Da bismo izvrxili koncirkularnu transformaciju u (7.5.31) smen-

jujemo

ρjm = Φ
7
gjm, (7.5.32)
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pa dobijamo
Ā
7

i
jmn = A

7

i
jmn + 2Φ

7
(δimgjn − δingjm)

+ T ijmρn + T inmρj + gjng
psT imsρp.

(7.5.33)

Da bismo odredili Φ
7
, stavimo i = n u (7.5.33)

Ā
7
jm = A

7
jm + 2Φ

7
(1−N)gjm + T ijmρi + gpsTj.msρi. (7.5.34)

Kompozicijom sa ρ2ḡjm = gjm,dobijamo

2Φ
7
=

A
7
− ρ2Ā

7

(N − 1)N
. (7.5.35)

Ako ovu vrednost za 2Φ
7
, a tako�e i ρj, ρn, ρp zamenimo prema (7.5.33),

kao u prethodnim sluqajevima, dobijamo invarijantu ET koncirku-

larne transformacije

Teorema 7.5.1. Veliqina

PZ
7

i
jmn = A

7

i
jmn + A

7

δimgjn − δingjm

(N − 1)N

+
1

N
(ΓtjtT

i
mn − ΓtntT

i
jm + Γtptg

jngpsT ism)

(7.5.36)

je invarijanta ET koncirkularne transformacije u GRN , tj. va�i

PZ
7

i
jmn = PZ

7

i
jmn. (7.5.37)

Definicija 7.5.1. Veliqinu PZ
7

i
jmn zovemo ET koncirkularni pseudoten-

zor V II vrste u GRN .

U narednom delu �emo za dati prostor GRN = (MN , gij ̸= gji) kon-

formni tenzor C i
jmn i koncirkularni tenzor Zi

jmn iz pridru�enog pros-

tora RN = (MN , gjm) predstaviti pomo�u nezavisnog pseudotenzora

A
θ

i
jmn, θ = 1, 2, 3, 6, 7 i torzije T ijk = 2Γijk

∨
.
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7.6 Predstavǉaǌe konformnog tenzora C i
jmn pomo�u

pseudotenzora krivine i tenzora torzije

Po�imo opet od izraza za Ci
jmn u pridru�enom prostoru RN , datog

u delu 4.1.1. Koristi�emo nezavisne pseudotenzore krivine A
θ
iz Glave

6. Prema jednaqini (6.1.4), imamo

Ri
jmn = A

1

i
jmn − Γijm

∨
;n + Γijn

∨
;m + Γpjm

∨
Γipn

∨
− Γpjn

∨
Γipm

∨

+ 2ΓpjmΓ
i
pn
∨
− 2ΓpjnΓ

i
pm
∨
,

(7.6.38)

odakle kontrakcijom i = n = s, dobijamo:

Rjm = A
1
jm − Γsjm;s − Γpjs

∨
Γspm

∨
− 2ΓpjsΓ

s
pm
∨
. (7.6.39)

Kompozicijom sa gjm, odavde dobijamo

R = A
1
− gjm(Γpjs

∨
+ 2Γpjs)Γ

s
pm
∨
. (7.6.40)

Smenom iz (7.6.38)− (7.6.40) u (4.1.1) dobijamo

C i
jmn = A

1

i
jmn − (Γijm

∨
;n − Γpjm

∨
Γipn

∨
− 2ΓpjmΓ

i
pn
∨
)[mn]

+
1

N − 2
[δim(A

1
jm − Γsjm;s − Γpjs

∨
Γspm

∨
− 2ΓpjsΓ

s
pm
∨
)

+ (A
1

i
m − griΓsrm

∨
;s − griΓprs

∨
Γspm

∨
− 2griΓprsΓ

s
pm
∨
)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(A
1
− gjmΓpjs

∨
Γspm

∨
− 2Γpjs

∨
Γspm

∨
gjm)(δimgjn − δingjm).

(7.6.41)
Prema (6.1.5), imamo

Ri
jmn = A

2

i
jmn − Γijm

∨
;n + Γijn

∨
;m + Γpjm

∨
Γipn

∨
− Γpjn

∨
Γipm

∨

+ 2Γpjm
∨
Γipn − 2Γpjn

∨
Γipm,

(7.6.42)

Rjm = A
2
jm − Γsjm

∨
;s − Γpjs

∨
Γspm

∨
− 2Γpjs

∨
Γspm, (7.6.43)
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R = A
2
− gjm(Γpjs

∨
Γspm

∨
+ 2Γpjs

∨
Γspm), (7.6.44)

C i
jmn = A

2

i
jmn − (Γijm

∨
;n − Γpjm

∨
Γipn

∨
− 2ΓpjmΓ

i
pn
∨
)[mn]

+
1

N − 2
[δim(A

2
jn − Γsjn;s − Γpjs

∨
Γspn

∨
− 2ΓpjsΓ

s
pn
∨
)

+ (A
2

i
m − griΓsrm

∨
;s − griΓprs

∨
Γspm

∨
− 2griΓp∨rsΓ

s
pm)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(A
2
− gjmΓpjs

∨
Γspm

∨
− 2Γpjs

∨
Γspm

∨
gjm)(δimgjn − δingjm).

(7.6.45)
Na osnovu izraza za A

3
, iz (6.1.6) je

Ri
jmn = A

3

i
jmn + Γijm

∨
;n − Γijn

∨
;m + Γpjm

∨
Γipn

∨
− Γpjn

∨
Γipm

∨

− 2ΓpjmΓ
i
pn + 2ΓpjnΓ

i
pm
∨
,

(7.6.46)

Rjm = A
3
jm − Γsjm

∨
;s − Γpjs

∨
Γspm

∨
− 2ΓpjsΓ

s
pm
∨
, (7.6.47)

R = A
3
− gjm(Γpjs

∨
Γspm

∨
+ 2ΓpjsΓ

s
pm
∨
), (7.6.48)

C i
jmn = A

3

i
jmn + (Γpjm

∨
;n − Γpjm

∨
Γipn

∨
− 2ΓpjmΓ

i
pn
∨
)[mn]

+
1

N − 2
[δim(A

3
jn + Γsjn;s − Γpjs

∨
Γspn

∨
− 2ΓpjsΓ

s
pn
∨
)

+ (A
3

i
m − griΓsrm

∨
;s − griΓprs

∨
Γspm

∨
− 2griΓprsΓ

s
pm)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(A
3
− gjmΓpjs

∨
Γspm

∨
− 2Γpjs

∨
Γspm

∨
)(δimgjn − δingjm),

(7.6.49)

gde [mn] znaqi simetrizaciju po m,n (bez deǉeǌa).

Slede�i od nezavisnih pseudotenzora krivine je A
6

i
jmn . Prema (6.1.9)

je
Ri
jmn = A

6

i
jmn − Γijm

∨
;n − Γijn

∨
;m − Γpjm

∨
Γipn

∨
+ Γpjn

∨
Γipm

∨

+ 2ΓpmnΓ
i
pj + 2Γpjm

∨
Γipn + 2Γpjn

∨
Γipm,

(7.6.50)

Rjm = A
6
jm − Γsjm

∨
;s + Γpjs

∨
Γspm

∨
, (7.6.51)
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R = A
6
− gjmΓpjs

∨
Γspm

∨
. (7.6.52)

Zamenom (7.6.50)− (7.6.52) u (4.1.1), sledi

Ci
jmn = A

6

i
jmn − Γpjm

∨
Γipn

∨
[mn] − (Γpjm

∨
;n − ΓpmnΓ

i
pj
∨
− 2Γpjm

∨
Γipn

∨
)[mn]

+
1

N − 2
[δim(A

6
jn − Γsjn;s + Γpjs

∨
Γspn

∨
)

+ (A
6

i
m − griΓsrm

∨
;s + griΓprs

∨
Γspm

∨
)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(A
6
− gjmΓpjs

∨
Γspm

∨
)− (δimgjn − δingjm),

(7.6.53)

gde [mn] znaqi simetrizaciju po m,n (bez deǉeǌa).

Posledǌi od navedenih 5 nezavisnih pseudotenzora je A
7

i
jmn . Prema

(6.1.10) je

Ri
jmn = A

7

i
jmn − Γijm

∨
;n + Γijn

∨
;m − Γpjm

∨
Γipn

∨
− Γpjn

∨
Γipm

∨
− 2ΓpjnΓ

i
pm, (7.6.54)

Rjm = A
7
jm − Γsjm

∨
;s − Γpjs

∨
Γspm

∨
− 2ΓpjsΓ

s
pm, (7.6.55)

R = A
7
− gjm(Γpjs

∨
Γspm

∨
+ 2ΓpjsΓ

s
pm). (7.6.56)

Zamenom (7.6.54)− (7.6.56) u (4.1.1), sledi

C i
jmn = A

7

i
jmn − Γijm

∨
;n[mn] − Γpjm

∨
Γipn

∨
[mn] − 2Γpjn

∨
Γipm

∨

+
1

N − 2
[δim(A

7
jn − Γsjn;s − Γpjs

∨
Γspn

∨
− 2ΓpjsΓ

s
pm
∨
)

+ (A
7

i
m − griΓsrm

∨
;s − griΓprs

∨
Γspm

∨
)− 2griΓprsΓ

s
pm
∨
)gjn][mn]

− 1

(N − 2)(N − 1)
(A
7
− gjmΓpjs

∨
Γspm

∨
+ 2ΓpjsΓ

s
pm
∨
)](δimgjn − δingjm),

(7.6.57)

gde [mn] znaqi simetrizaciju po m,n (bez deǉeǌa). Na osnovu izlo�enog,

va�i:

Teorema 7.6.1. Neka je zadat prostor GRN = (MN , gij ̸= gji). Konformni

tenzor Ci
jmn iz pridru�enog prostora RN = (MN , gij) predstavǉa se pomo�u

nezavisnih pseudotenzora krivine A
θ

i
jmn, θ = 1, 2, 3, 6, 7 i torzije T ijk = 2Γijk

∨
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jednaqinama (7.6.41), (7.6.45), (7.6.49), (7.6.53), (7.6.57).

7.7 Predstavǉaǌe koncirkularnog tenzora Z i
jmn pomo�u

A
θ

i
jmn i T ijk

1.Koncirkularni tenzor krivine u RN , koji je pridru�en za GRN , dat

je na osnovu [149] sa

Zi
jmn = Ri

jmn +
R(δimgjn − δingjm)

(N − 1)N
. (7.7.58)

Ovaj tenzor �emo izraziti pomo�u nezavisnih pseudotenzora A
1
, A
2
, A
3
, A
6
, A
7

i torzije T .

Ako prema (7.6.38), (7.6.40) izvrximo zamenu u (7.7.58), dobijamo

Zi
jmn = A

1

i
jmn − (Γijm

∨
;n − Γpjm

∨
Γipn

∨
− 2ΓpjmΓ

i
pn
∨
)[mn]

+ [A
1
− gjmΓspm

∨
(Γpjs

∨
+ 2Γpjs

∨
)]
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
.

(7.7.59)

2. Izvrximo smenu u (7.7.58), prema (7.6.42), (7.6.44), dobijamo:

Zi
jmn = A

2

i
jmn − (Γijm

∨
;n − Γpjm

∨
Γipn

∨
− 2ΓpjmΓ

i
pn
∨
)[mn]

+ [A
2
− gjm(Γpjs

∨
Γspm

∨
− 2Γpjs

∨
Γspm

∨
)]
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
.

(7.7.60)

3. Na osnovu (7.7.58), (7.6.46), (7.6.48), dobijamo:

Zi
jmn = A

3

i
jmn − (Γijm

∨
;n + Γpjm

∨
Γipn

∨
− 2ΓpjmΓ

i
pn
∨
)[mn]

+ [A
3
− gjm(Γpjs

∨
Γspm

∨
+ 2Γpjs

∨
Γspm

∨
)]
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
.

(7.7.61)

4. Ako smenimo u (7.7.58), na osnovu (7.6.50), (7.6.52), sledi:
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Zi
jmn = A

6

i
jmn − (Γijm

∨
;n − Γijn

∨
;m − Γpjm

∨
Γipn

∨
+ ΓpjnΓ

i
pm
∨

+ 2ΓpmnΓ
i
pj
∨
+ Γpjm

∨
Γipn + Γpjn

∨
Γipm

+ [A
6
− gjm(Γpjs

∨
Γspm

∨
)
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
.

(7.7.62)

5. Na osnovu (7.7.58), (7.6.46), (7.6.48), dobijamo:

Zi
jmn = A

7

i
jmn − (Γijm

∨
;n[mn] − Γpjm

∨
Γipn

∨
[mn] − 2ΓpjnΓ

i
pm
∨
)[mn]

+ [A
7
− gjm(Γpjs

∨
Γspm

∨
+ 2ΓpjsΓ

s
pm
∨
)]
δimgjn − δingjm

(N − 1)N
.

(7.7.63)

Prema izlo�enom, va�i

Teorema 7.7.1. Neka je dat prostor GRN = (MN , gij ̸= gji). Koncirku-

larni tenzor Zi
jmn iz pridru�enog prostora RN = (MN , gjm) predstavǉa

se pomo�u nezavisnog pseudotenzora A
θ

i
jmn, θ = 1, 2, 3, 6, 7 i torzije T ijk =

2Γijk
∨
jednaqinama (7.7.59)− (7.7.63).





GLAVA 8

Linearne koneksije sa i bez torzije,

paralelne sa integrabilnim

endomorfizmom na mnogostrukosti

Naxe prouqavaǌe je razvijeno u opxtem okviru, a to je mnogostrukost

M sa (1, 1)-tenzorskim poǉem φ, koje je integrabilno. Ova glava rex-

ava slede�i problem: koliko linearnih koneksija sa torzijom i bez

torzije, koje imaju svojstvo da budu paralelne u odnosu na φ, postoji.

Za prebrojavaǌe svih ovih koneksija sa datim svojstvima se koriste

odre�ene algebarske tehnike i rezultati.

8.1 Uvodna razmatraǌa

Z. Duxek i O. Kovalski su 2014. godine imali ideju da odrede

broj svih realnih analitiqkih afinih koneksija sa torzijom koje pos-

toje lokalno na glatkoj mnogostrukosti M dimenzije n. U ǌihovom

radu [13] familije generalnih afinih koneksija sa torzijom i sa koso-

simetriqnim Riqijevim tenzorom, odnosno simetriqnim Riqijevim ten-

zorom, opisane su u terminima broja proizvoǉnih funkcija od n pro-

menǉivih. Ovo istra�ivaǌe je nastavǉeno sliqnom temom u ǌihovom

radu [14], gde su odredili broj svih realnih analitiqkih ekviafinih

koneksija sa proizvoǉnom torzijom koje postoje lokalno na glatkoj mno-

106
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gostrukosti M dimenzije n. Familije generalnih ekviafinih konek-

sija sa koso-simetriqnim Riqijevim tenzorom, odnosno sa simetriqnim

Riqijevim tenzorom, su opisane u terminima broja proizvoǉnih fun-

kcija od n promenǉivih. Kasnije su se isti autori bavili time koliko

afinih koneksija bez torzije postoji u opxtoj dimenziji, (videti [15]).

Jox jedno interesantno pitaǌe je pokrenuto u radu [16], u vezi sa pi-

taǌem koliko ima Riqijevih ravnih afinih koneksija sa proizvoǉnom

torzijom.

Tako�e, Pripoe je u [101] odredio koliko levo invarijantnih i bi-

invarijantnih koneksija postoji na Lijevim grupama koje zadovoǉavaju

dodatna geometrijska svojstva (kao xto su bez torzije, ravnost, Riqi-

ravnost i tako daǉe). Okvir ove studije je invarijantna geometrija

na Lijevim grupama u kojoj autor istra�uje postojaǌe i nepostojaǌe

ovih geometrija u ciǉu dobijaǌa rezultata klasifikacije.

U matematiqkoj literaturi postoje mnoge studije o broju geometri-

jskih objekata koji imaju odre�ena svojstva na mnogostrukosti. Mi se

ovde bavimo istom temom, ali tehnike koje koristimo su potpuno ra-

zliqite. Zasnovali smo naxu studiju na nekim algebarskim metodama

i posebno na Frobenijusovoj teoremi. Glavni objekti kojima se bav-

imo su linearne koneksije koje su paralelne sa datim integrabilnim

(1, 1)-tenzorskim poǉem. Takva (1, 1)-tenzorska poǉa mogu biti skoro

slo�ene strukture, skoro strukture proizvoda, f-strukture tipa Ken-

taro Jano, skoro kontaktne strukture i tako daǉe. Linearne konek-

sije koje su paralelne sa takvim (1, 1)-tenzorskim poǉem su tako�e od

velikog interesa u diferencijalnoj geometriji, poxto postoje mnogi

dobro poznati primeri, kao xto je Levi-Qivita koneksija na Kelerovoj

mnogostrukosti, na para-Kelerovoj mnogostrukost i tako daǉe. Ovde

razmatramo i koneksije sa torzijom i bez torzije.

Poqiǌemo ovu glavu sa algebarskim pristupom, nakon qega slede

primene na Frobenijusovu teoremu. Daǉe se govori o strukturama

na mnogostrukostima datim (1, 1)-tenzorskim poǉima i o koneksijama

u odnosu na koje su ove strukture paralelne. Ovde izla�emo glavni

problem, koji �e biti rexen u odeǉku 4. Posledǌi deo sadr�i glavni

rezultat rada. Svi geometrijski objekti se uzimaju kao glatki i pret-
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postavǉa se Ajnxtajnova konvencija o sumiraǌu preko ponovǉenih in-

deksa.

8.2 Algebarski pristup

Da bismo rexili glavni problem naveden u slede�em odeǉku, po-

trebne su nam neke algebarske pripreme. Neka je A ∈ Mn(R) realna

matrica reda n. Zatim, centralizator od A, je oznaqen sa

C(A) = {X ∈ Mn(R)/XA = AX}

u linearnom prostoru.

Reducira�emo glavni problem 3. sekcije na slede�e:

Algebarski problem: Izraqunaj dimenziju C(A).

Odgovor se dobija slede�im koracima:

Korak 1: Nalazimo karakteristiqni polinom PA(λ) od A.

Pozivamo se na slede�e:

Definicija 8.2.1. Polinom jedne varijable qiji je koeficijent uz najve�i

stepen jedan naziva se moniqni.

Tada PA(λ) ima jedinstvenu dekompoziciju (do sre�ivaǌa) u neke

nesvodǉive faktore:

PA(λ) = ps11 (λ) · · · psrr (λ),

koji su stepeni nekog moniqnog polinoma stepena 1 ili 2 sa realnim

koeficijentima.

Korak 2: Pridru�iti matricu prate�eg bloka.

S obzirom na, gore pomenuti, polinomski faktor ps(λ) ǌemu je pri-

dru�ena prate�a blok matrica B qiji je karakteristiqni polinom

ps(λ).

1. Ako je λ ∈ C \R koren od PA(λ), tada je λ predstavǉen preko blok

matrice B zajedno sa koǌugovanim λ.
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Na primer, za moniqni polinom λ2 + aλ + b sa realnim koefici-

jentima, ali sa nerealnim korenima, odgovaraju�a, pridru�ena blok

matrica je

B =

(
0 −b
1 −a

)
.

2. Ako je λ ∈ R sopstvena vrednost za A, qiji je red vixestrukosti

s jednak dimenziji vlastitog prostora V (λ), tada matrica ima oblik A

koji sadr�i s blokova reda 1, odnosno (λ). Stoga je pridru�ena blok

matrica

B =

 λ 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . λ

 .

3. Ako je λ sopstvena vrednost A qiji je red razliqit od dimV (λ),

tada imamo takozvani flag prostor, poxto sopstvene vrednosti gener-

ixu glavne vektore.

Iz napred datog 1., 2. i 3., zakǉuqujemo slede�e:

Zaǉuqak. Ako oznaqimo sa B pridru�enu blok matricu od λ, tada iz

Frobenijusove teoreme, dimenzija faktora B je:

k∑
i=1

(2i− 1)degfi, (8.2.1)

gde su f1, . . . , fk invarijante moniqnih faktora pridru�enih B tako da fi
deli fi−1, i = 2, k.

Korak 3: dimC(A) je suma faktor datih preko svakog korena λ od PA(λ).

Primetimo da kada λ ∈ C \ R, tada je ǌegova faktor uzeta zajedno sa

koǌugovanim faktorom λ.

8.3 Primena Frobenijusove teoreme

U ovom odeǉku koristimo formulu (8.2.1) kako bismo izraqunali

dimenziju centralizatora C(A) za bilo koju matricu A reda 2 ili 3,

kako bismo detaǉno pokazali kako ovaj postupak radi.
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Primer 8.3.1. Neka je A ∈ M2(R) i neka koreni PA(λ) budu λ1,2 ∈ C.

Sluqaj I. λ1,2 ∈ R

1) Ako λ1 ̸= λ2, tada PA(λ) = (λ− λ1)(λ− λ2). Poxto za svaki i = 1, 2,

imamo (λ− λi) = 1, tada iz (8.2.1), faktor λi je (2 · 1− 1) · 1 i iz sekcije

8.2., Korak 3, dobijamo

dimC(A) = 2.

2) Ako λ1 = λ2, tada je stepen λ1 jednak 2.

a) Ako je dimV (λ1) ̸= 2, tada je pridru�ena blok martica po λ1(
λ1 1

0 λ1

)

i ǌegov karakteristiqni polinom (λ − λ1)
2 je stepena 2. Preko (8.2.1),

dobijamo dimC(A) = (2 · 1− 1) · 2 = 2.

b) Ako je dimV (λ1) = 2, tada pridru�ena blok matrica od λ1 je(
λ1 0

0 λ1

)
,

koja se dekomponizira u 2 bloka, koja su jednaka (λ1) a ǌihov karakter-

istiqni polinom je f1f2, gde je f1 = f2 = λ−λ1. Primetimo da f2 deli f1 i

degf1 = degf2 = 1. Iz (8.2.1), dobijamo dimC(A) = (2·1−1)·1+(2·2−1)·1 = 4.

Sluqaj II. Ako λ1,2 ∈ C \ R,

tada je PA(λ) = λ2+ aλ+ b polinom stepena 2, nereducibilan u R (gde je

a = λ1 + λ2 i b = λ1λ2 ∈ R). Iz (8.2.1), imamo dimC(A) = (2 · 1− 1) · 2 = 2.

Primer 8.3.2. Neka je A ∈ M3(R) i neka koreni PA(λ) budu λ1,2,3 ∈ C.

Sluqaj I. λ1,2,3 ∈ R

1) Ako su svi λ1,2,3 razliqiti, tada PA(λ) = (λ − λ1)((λ − λ2)λ − λ3).

Poxto za svako i = 1, 3, imamo deg(λ− λi) = 1, tada iz (8.2.1), faktor λi

je (2 · 1− 1) · 1 i iz sekcije 8.1., Korak 3, dobijamo dimC(A) = 3.

2) Ako je λ1 = λ2 ̸= λ3, tada je red vixestrukosti λ1 je 2.
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a) Ako je dimV (λ1) ̸= 2, tada je faktor λ1 je 4 (kao u Primeru 1,

Sluqaj I, 2a). Poxto iz (8.2.1), faktor λ3 je (2 · 1 − 1) · 1 = 1, tada iz

sekcije 8.1, Korak 3, imamo dimC(A) = 4 + 1 = 5.

b) Ako je dimV (λ1) = 2, tada faktor λ1 je 2 (kao u Primeru 1 , Sluqaj

I, 2b). Poxto iz (8.2.1), faktor λ3 je (2 · 1 − 1) · 1 = 1, tada iz sekcije

8.1, Korak 3, imamo dimC(A) = 2 + 1 = 3.

3) Ako je λ1 = λ2 = λ3, tada red vixestrukosti λ1 je 3.

a) Ako dimV (λ1) = 3, tada pridru�ena blok matrica od λ1 jeλ1 0 0

0 λ1 0

0 0 λ1

 ,

koja sadr�i 3 bloka jednaka (λ1) i PA(λ) = f1f2f3, gde je f1 = f2 = f3 =

λ−λ1. Primetimo da f3 deli f2, koji deli f1 i degf1 = degf2 = degf3. Iz

(8.2.1), dobijamo dimC(A) = (2 · 1− 1) · 1 + (2 · 2− 1) · 1 + (2 · 3− 1) · 1 = 9.

b) Ako je dimV (λ1) = 2, tada je pridru�ena blok matrica od λ1λ1 1 0

0 λ1 0

0 0 λ1


i PA(λ) = f1f2, gde je f1 = (λ−λ1)2 i f2 = λ−λ1. Primetimo da f2 deli f1,

degf1 = 2 i degf2 = 1. Iz (8.2.1), imamo dimC(A) = (2·1−1)·2+(2·2−1)·1 =

2 + 3 = 5.

v)Ako je dimV (λ1) = 1, tada pridru�ena blok matrica od λ1 jeλ1 1 0

0 λ1 1

0 0 λ1


i PA(λ) = (λ−λ1)

3 je reda 3. Iz (8.2.1), imamo dimC(A) = (2 · 1− 1) · 3 = 3.

Sluqaj II. Ako λ1,2 ∈ C \ R i λ3 ∈ R,

tada PA(λ) = (λ2 + aλ+ b)(λ− 3) i (kao u Primeru 1., Sluqaj II) faktor

λ1 zajedno sa λ2 = λ1, je 2. Iz (8.2.1), faktor λ3 je (2 · 1 − 1) · 1 = 1. Iz
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sekcije 8.1, Korak 3, dobijamo dimC(A) = 2 + 1 = 3.

8.4 Strukture na mnogostrukostima

Na mnogostrukosti M , neka je F(M) prsten svih glatkih realnih

funkcija na M i neka je χ(M) F(M) - modul svih vektorskih poǉa na

M . Tada se bilo koje (1,1)-tenzorsko poǉe φ na M mo�e posmatrati

kao F(M)-endomorfizam φ : χ(M) → χ(M). U postavci G-struktura,

ovde se prise�amo slede�eg pojma (vidi primer 1.6, stranica 17 iz [8]

i tako�e stranicu 77 iz [5]):

Definicija 8.4.1. Neka je M n-dimenzionalna mnogostrukost sa (1,1)-

tenzorskim poǉem φ. Tada se φ naziva integrabilnim ako oko bilo koje

taqke od M postoji lokalni grafik (x1, . . . , xn) u odnosu na koji φ ima

konstantne koeficijente φhj , j, h = 1, n, date sa:

φ(
∂

∂xj
) = φhj (

∂

∂xh
). (8.4.2)

Primedba 8.4.1.
(i) Ako je φ integrabilan, tada postoji atlas lokalnih karata (x1, . . . ,

xn) i realna matrica

F =
[
φhj

]
j,h=1,n

∈ Mn(R)

qiji su elementi dati relacijom (8.4.2). Drugim reqima, iz definicije

8.4.1. sledi da je matrica F od φ ista u bilo kojoj lokalnoj karti

atlasa.

(ii) Konkretno, neka je J (odnosno P ) skoro kompleksan (odnosno

skoro proizvod) struktura na M , to jest J2 = −Id (odnosno P 2 = Id

i P ̸= ±Id). Tada je J (odnosno P ) kompleksna struktura na M ako i

samo ako je zadovoǉen jedan od slede�ih ekvivalentnih uslova:

(a) J (respektivno P ) je integrabilan;

(b) Nijenhausovo tenzorsko poǉe povezano sa J (respektivno P ) nes-

taje identiqno;
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(v) Postoji atlas lokalnih karata na M , u odnosu na matricu[
Jhj

]
j,h=1,n

od J (odnosno [
P h
j

]
j,h=1,n

od P ), pridru�eno iz relacije (8.4.2), zadat je(
0 Ik

Ik 0

)
,

odnosno (
Ip 0

0 In−p

)
,

gde je 2k = n (odnosno p dimenzija svojstvenog prostora koja odgovara

svojstvenoj vrijednosti 1 od P ).

Ovde se prise�amo slede�eg:

Definicija 8.4.2. Neka je (M,φ) mnogostrukost sa (1, 1)-tenzorskim po-

ǉem. Linearna koneksija ∇ na M je φ-koneksija ako je φ paralelna s

obzirom na ∇, tj.

∇φ = 0. (8.4.3)

Primedba 8.4.2.
(i) Relacija (8.4.3) mo�e se napisati kao:

(∇Xφ)Y ̸= ∇X(φY )− φ(∇XY ) = 0, ∀X,Y ∈ χ(M) (8.4.4)
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(ii) U lokalnim koordinatama, relacija (8.4.4) mo�e se napisati na

slede�i naqin:

(∇ ∂

∂xi
φ)

∂

∂xj
= 0 ⇔ ∇ ∂

∂xi
(φ

∂

∂xj
) = φ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

⇔ ∇ ∂

∂xi
(φhj

∂

∂xh
) = φ(Γhij

∂

∂xh
) ⇔

⇔
∂φkj
∂xi

∂

∂xk
+ φhjΓ

k
ih

∂

∂xk
= Γhijφ

k
h

∂

∂xk

⇔
∂φkj
∂xi

+ φhjΓ
k
ih = Γhijφ

k
h, i, j = 1, n,

(8.4.5)

gde (Γkij)i,j,k=1,n oznaqavaju Kristofelove koeficijente za ∇.

(iii) Postojaǌe φ-koneksije prouqava se u matematiqkoj literaturi

u nekoliko konteksta. Na primer, Levi-Qivita koneksija metrike g

na Kelerovoj mnogostrukosti (M, g, J) (odnosno para-Kelerovoj mno-

gostrukosti (M, g, P )) je J−koneksija (respektivno P−koneksija).

Za razliku od problema postojaǌa, sada navodimo slede�e:

Opxti problem. Koliko φ-koneksija postoji na mnogostrukosti

(M,φ) sa (1, 1)-tenzorskim poǉem?

U ovom radu rexavamo sǉede�e:

Glavni problem. Ako je (M,φ) mnogostrukost sa integrabilnim

(1,1)-tenzorskim poǉem, koliko φ-koneksija postoji?

8.5 F−koneksija

U ovom odeǉku, (M,φ) oznaqava n-dimenzionalnu mnogostrukost s

integrabilnim (1,1)-tenzorskim poǉem. Iz Definicije 8.4.1. postoji

matrica F ∈ Mn(R) i atlas na M sa lokalnim koordinatama (x1, . . . , xn)

tako da:

F =
[
φhj

]
j,h=1,n

, (8.5.6)

gde su φhj , j, h = 1, n dati sa (8.4.2). Relacija (8.5.6) pokazuje da su

koeficijenti φhj , j, h = 1, n konstantni.

Prema gorǌim oznakama, iz (8.4.5) sledi da je linearna koneksija ∇
φ-koneksija ako i samo ako ǌeni Kristofelovi koeficijenti (Γhij)i,j,h=1,n
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zadovoǉavaju:

φhjΓ
k
ih = Γhijφ

k
h, i, j, k = 1, n (8.5.7)

u gorǌim lokalnim koordinatama. Za bilo koji fiksni i ∈ {1, . . . , n},
sa Gi ozna�avamo matricu (Γhij)j,h=1,n.

Budu�i da je F ∈ Mn(R), neka je C(F ) ǌegov centralizator. Dakle,

(8.5.7) postaje:

FGi = GiF, i = 1, n, (8.5.8)

ili ekvivalentno, Gi ∈ C(F ), i = 1, n.

Neka je q(F ) = dimC(F ), kao xto je izraqunato u sekciji 8.1.

Zakǉuqujemo sa slede�im rexeǌem glavnog problema:

Teorema 8.5.1. Neka je (M,φ) mnogostrukost sa integrabilnim (1, 1)−ten-

zorskim poǉem, qija je pridru�ena matrica F . Zatim sve φ-veze

(i) sa torzijom u dimenziji n zavise lokalno o nq(F ) proizvoǉnim

funkcijama n varijabli;

(ii) bez torzije u dimenziji n > q(F ) zavisi lokalno od najvixe nq(F )

proizvoǉnim funkcijama od n varijabli;

(iii) bez torzije u dimenziji n ≤ q(F ) zavisi lokalno od najvixe n(q(F )+

n)/2 proizvoǉnim funkcijama od n varijabli.

Dokaz. Neka su (Γhij)i,j,h=1,n Kristofelovi simboli φ-koneksije. Bilo

koji (Γhij)i,j,h=1,n mo�e se videti kao kubna matrica ili inaqe, kao nobiqne

matrice Gi = (Γhij)j,h=1,n, indeksirano s i = 1, n. Gore smo videli da se

Gi izvodi u q(F )-dimenzionalnom prostoru za bilo koji i = 1, n. Stoga

je prikazano (i). Za veze bez torzije, jedna ima simetriju Γhij u odnosu

na i i j. Tada je (ii) dokazano. Kada je q(F ) ≥ n, tra�imo maksimalnu

dimenziju simetriqnih φ-koneksija. U tu svrhu, na n2 unose s dijag-

onale i = j ∈ {1, . . . , n} matrice (Γhii)i,h=1,n, dodajemo (q(F ) − n)n/2 unose

izvan ove dijagonale (gde smo podelili s 2, na temeǉu simetrije Γhij s

obzirom na i i j). Stoga dobijamo n2+(q(F )−n)n/2 = n(q(F )+n)/2, xto

pokazuje (iii) i dovrxava dokaz.

U slede�em primeru pokazujemo da je postignut maksimum.

Primer 8.5.1. Ako je n = 2 i φ identitet, onda je q(I) = n2 = 4 > n.

Mo�e se videti da sve φ-veze bez torzije lokalno zavise o (1 + 2)2 = 6
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proizvoǉnim funkcijama, dok je n(q(I) + n)/2 = 6. Za φ-koneksije s

torzijom dobijamo n3 = nq(I) = 8.

Ovaj se primer mo�e generalizovati za bilo koju dimenziju. U

slede�em primeru maksimum nije postignut.

Primer 8.5.2. U dimenziji n = 2, svaka gotovo slo�ena struktura je

integrabilna i ǌen kanonski oblik je:

J =

(
0 −1

1 0

)
.

Jednostavno izraqunavaǌe daje:

C(J) = {A ∈ M2(R);A = A(a, b) ∈ R, a, b ∈ R}, gde A(a, b) oznaqava(
a −b
b a

)
.

Stoga je q(J) = 2, xto je upravo 2-dimenzionalni sluqaj II iz Pri-

mera. Jedan ima Gi = A(ai, bi), i = 1, 2, xto daje:

(i) bilo koja opxta kompleksna linearna koneksija zavisi od 2 ·2 = 4

koeficijenata (gore oznaqeno s ai, bi, i = 1, 2);

(ii) bilo koja kompleksna linearna koneksija bez torzije zavisi o 2

koeficijenta (gore oznaqena s a1, b1, budu�i da iz uslova simetrije u

odnosu na i i j dobijamo a2 = −b1 i b2 = a1).

Primedba 8.5.1. Gorǌa studija o J i ǌegovom centralizatoru C(J)

sliqna je raspravi za gotovo tangentne strukture iz [7].

Ovo istra�ivaǌe �e se nastaviti, gde �emo pobrojati sve linearne

koneksije prema kojima je odre�ena polurimanova metrika paralelna.

Uloga koju ovde igra (1, 1)−tenzorsko poǉe bi�e tu zameǌena poluri-

manovom metrikom.
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[55] Mikeš, J., Vanǔrova, A., Hinterleitner, I., Geodesic Mappings and Some Gen-
eralisations Palackï University, 2009 - Geometry, Differential - 304 pages

[56] Minčić, S. M., A Generalization of the Codazzi and Gauss Equations of a
Subspace of a Riemannian Space, Mathematica balkanica, Beograd 2 (1972),
151–155.

[57] Minčić, S. M., A On curvature tensors and pseudotensors of the space
with non-symmetric affine connection (in Russian), Mathematica Balkanica,
(1974), 427–430.

[58] Minčić, S. M., Ricci identities in the space of non-symmetric affine connex-
ion, Matematički vesnik, 10(25)Sv. 2, (1973), 161–172

[59] Minčić, S. M., A Generalization of the Codazzi and Gauss Equatoons of a
Subspace of a Generalized Riemannian Space, Boll. del’. Un. Mat. Italiana,
(4), 10, (1974), 375–379.

[60] Minčič, S. M., Velimirović, Lj.S.,Stanković, M. S. On spaces with non-
symmetric affine connection, containing subspaces without torsion Applied
Mathematics and Computation, Volume 219, Issue 9, 1 January 2013, Pages
4346-4353.



122 LITERATURA

[61] Minčič, S. M., Connection of parallelism of a vector field in a generalized
Riemannian space and its subspace (in Serbian), Zbornik radova Pedagoške
akademije u Pirotu, (1974), 123–127.

[62] Minčič, S. M., Generalized Riemannian spaces (in Serbian), Ph.D. Thesis,
Univ. of Novi Sad, 1975.

[63] Minčić, S. M., Ricci type identities in a subspace of a space of non-summetric
affine connexion, Publ. Inst. Math. (Beograd), N.S. 18(32), (1975), 137–148.

[64] Minčić, S. M., Curvature tensors of the space of non-symmetric affine connex-
ion, obtained from the curvature pseudotensors, Matematički vesnik, 13(28),
(1976), 421–435.

[65] Minčić, S. M., Two kinds of parallelism of a vector field in a generalized Rie-
mannian and its subspace (in Serbian), Zbornik radova Građevinskog fakul-
teta u Nišu, sv.5, (1976) br4, 1–11.

[66] Minčić, S. M., New commutation formulas in the non-symetric affine con-
nexion space, Publ. Inst. Math. (Beograd)(N.S), 22(36), (1977), 189–199.

[67] Minčič, S. M., New Ricci type identities in a subspace of non-symmetric
affine connection spaces (in Russian), Izvestija VUZ Mathematica, 4(203),
(1979), 17–27.

[68] Minčić, S. M., Independent curvature tensors and pseudotensors of spaces
with non-symmetric affine connexion, Coll. math. soc. János Bolayai, 31 Dif.
geom., Budapest (Hungary), (1979), 445–460.

[69] Minčić, S. M., Derivational formulas of a subspace of a generalized Rieman-
nian space, Publ. Inst. Math. (Beograd), 34(48), (1983), 125–135.

[70] Minčić, S. M., Integrability conditions of derivational formulas of subspace
of a generalized Riemannian space, Publ. Inst. Math. (Beograd), NS, 31(45),
(1980), 141–157.

[71] Minčič, S. M., On curvature vector of curve in subspace of generalized Rie-
mannian spaces (in Russian), Facta Universitatis, Ser. Math. Inform, 2,
(1987), 75–89.



LITERATURA 123

[72] Minčič, S. M., Symmetry properties of curvature tensors of the space with
non-symmetric affine connexion and generalized Riemannian space, , Zbornik
radova Filozof. fak. u Nišu, Ser. Mat., 1(11), (1987), 69–75.

[73] Minčić, S. M., Frenet formulas for curves in a generalized Riemannian space,
Zbor. rad. Fil. Fak (Niš) Ser. Mat., 3, (1989), 73–82.

[74] Minčič, S. M., Geometric interpretations of curvature tensors and pseudoten-
sors of the spaces with non symmetric affine connection (in Russian), Publ.
Inst. Math., 47(61), (1990), 113–120.

[75] Minčić, S. M., Ricci coefficients of rotation in a generalized Riemannian
space, Publ. Math., Debrecen, T. 41 FASC. 3-4, (1992), 173–180.

[76] Minčić, S. M., Bianchi type identities in the space of nonsymmetric affine
connexion, Collection of sci ont papers of the Faculty of science (Kragujevac),
16, (1994), 53–60.

[77] Minčić, S. M., New Bianchi type identities in the space of nonsymmetric
affine connexion, Facta universitatis (Niš). Ser. Math. Inform, 10 (1995), 35–
43.

[78] Minčić, S. M., Generalized Riemanian spaces, University of Novi Sad, Faculty
of Sciences and Mathematics, 1975 (in Serbian).

[79] Minčić, S. M., On a family of tensor fields in a generalized Riemannian
space, Filomat, 9:2, (1995), 149–159.

[80] Minčić, S. M., Some characteristics of curvature tensors of nonsymmetric
affine connexion, Novi Sad J. Math., 29 No. 3, (1999), 169–186.

[81] Minčić, S. M., Ricci type identities in a subspace of a space of non-summetric
affine connexion, Publ. Inst. Math. (Beograd), N.S., 18(32), (1975), 137–148.

[82] Minčić, S. M., Ricci type identities for basic differentation and curvature
tensors in Otsuki spaces, Novi Sad J.Math, vol. 31, 2, (2001), 73–87.

[83] Minčić, S. M., Ricci type identities and curvature tensors in Otsuki spaces,
Proceedings of the tenth Congress of Yugoslav Mathematicans, Belgrade, 21-
24. 01. (2001), 199–202.



124 LITERATURA

[84] Minčić, S. M., Ricci type identities for non-basic differentation in Otsuki
spaces, Novi Sad J.Math, vol. 32, 1, (2002), 109–125.

[85] Minčić, S. M., On curvature tensors of non-symmetric affine connection,
Acta et Commentations Universitatis Tartuensis de Mathematica, Vol. 9,
(2005), 13–20.

[86] Minčić, S. M., Stanković, M. S., On geodesic mapping of general affine con-
nection spaces and of generalized Riemannian spaces, Mat. vesnik, 49 (1997),
27–33.

[87] Minčić, S. M., Stanković, M. S., Equitorsion geodesic mappings of generalized
Riemannian spaces, Publ. Inst. Math. (Beograd) (N.S), 61 (75), (1997), 97–
104.

[88] Minčić, S. M., Stanković, M. S., Velimirović, Lj. S., Generalized Riemannian
Spaces and Spaces of Non-symmetric Affine Connection, Faculty of Science
and Mathematics , University of Nis , 2013, Nis, ISBN 978- 86-83481-90-3.

[89] Minčić, S. M., Stanković, M. S., Velimirović, Lj. S., Generalized Kahlerian
Spaces, Filomat 15 (2001), 167–174.

[90] Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., On subspaces of generalized Riem. space
(in Russian), Siberian Mathematical Journal, Dep. v VINITI No.3472-V 98
(1998).

[91] Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., Riemannian Subspaces of Generalized
Riemannian Spaces, Universitatea Din Bacau Studii Si Cercetari Stiintifice,
Seria:Matematica, Nr 9, (1999), 111–128.

[92] Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., Stanković, M. S., Infinitesimal Defor-
mations of a Non -Symmetric Affine Connection Space, Filomat 15 (2001),
175–182.

[93] Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., Infinitesimal bending of a subspace of a
space with non-symmetric basic tensor, Acta Univ. Palacki. Olomounc, Fac.
rer. nat., Matematica 44 (2005) 115–130.



LITERATURA 125

[94] Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., On generalized Rimannian spaces containg
Rimannian subspaces, Izvestiya VUZ, Mathematika, 11 (2007), 30–34.

[95] Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., Derivational formulas of a submanifold
of a generalized Riemannian spaces, Novi Sad J. Math. vol 36, No. 2 (2006),
91–100.

[96] Minčić, S. M., Velimirović, Lj.S., Stanković, M.S., Integrability conditions of
derivational equations of a submanifold of a generalized Riemannian space,
Novi Sad J. Math. .

[97] Minčić, S. M., Velimirović, Lj.S., Stanković, M.S., New integrability conditions
of derivational equations of a submanifold in a generalized Riemannian space,
Filomat 24:2 (2010), 137–146.

[98] Mishra, R. S., Subspaces of a generalized Riemannian space, Bull. Acad. Roy.
Belgique, 1954, 1058–1071.

[99] Otsuki, T., Tasiro, Y., On curves in Kählerian spaces, Math. J. Okayama
Univ., 4 No 1 6, (1954), 57–78.

[100] Pastori, M., Sullo spazio della recente teoria unitaria di Einstein, Convegno
internaz. di geom. difer. (1953) Roma 1954, 107–113.

[101] Pripoae, G., Vector fields dynamics as geodesic motion on Lie groups, C. R.
Acad. Sci. Paris, Ser. I, vol. 342, no. 11 (2006) 865-868.

[102] Prvanović, M., Équations de Gaus d’un sous-espace plongé dans l’espace Rie-
mannien généralisé, Bull. Acad. Roy. Belgique, Cl. sci., 1955, 615–621.

[103] Prvanović, M., Relative Frenet formulas for curves in a subspace of a Riem.
space, Tensor (NS), 9, N o3, (1959), 190–204.

[104] Prvanović, M., Holomorphically projective transformations in a locally prod-
uct Riemannian spaces, Math. Balkanica, 1, (1971), 195–213.

[105] Prvanović, M., A note on holomorphically projective transformations of the
Kähler space in a locally product Riemannian spaces, Tensor, N. S. Vol. 35,
(1981), 99–104.



126 LITERATURA

[106] Prvanović, M., π-Projective Curvature Tensors, Analles Univ. Maria Curie -
Sklodowska, Lublin - Polonia, XLI, 16, (1986), 123–133.

[107] Prvanović, M. and Pušić, N., On manifolds admitting some semi-symmetric
metric connection, Indian Journal of Math., 37, 1, (1995), 37–67.

[108] Prvanović, M., Four curvature tensors of non-symmetric affine connexion,
(in Rusian), Proceedings of the conference "150 years of Lobachevski geom-
etry", Kazan, (1976), Moscow (1997), 199–205.

[109] Prvanović, M., Conformand projective transformations of generalized Rie-
mannian spaces in the sence of T. Takasu (in Serbian), Godišnjak Fil. fak. u
Novom Sadu knj. III (1958), 265–272.

[110] Prvanović, M., Localy conformall Kähler manifolds on constant type and I-
invariant curvature tensor, Facta univ. (Niš), Ser. mech., Automatic control
and Rob., vol. 3, N0 14 (2003), 791–804.

[111] Pujar, S. S., On totaly real submanifolds of a Kaehlerian manifold admitting
the complex conformal connection, Ind. J. pure and appl. Math., II (10),
(1980), 12–59.

[112] Pujar, S. S., On non-metric semi-symmetric complex connection in a Kähle-
rian manifold, Bul. Cal. Math. Soc., 91(4), (1999), 313–332.

[113] Pušić, N., On an invariant tensor of a conformal transformation of a hyper-
bolic Kaehlerian manifold, Zbornik radova Fil. fak. Niš, s. Matem., 4, (1990),
55–64.

[114] Pušić, N., Charasteristic of some hyperbolic Kaehlerian space, Coll. of Sci.
papers of the Fac. of Sci. Kragujevac, 16, (1994), 97–104.

[115] Pušić, N., Holomorphically-projecive connections of a hyperbolic Kählerian
space, Filomat (Niš), 9:2, (1995), 187–195.

[116] Pušić, N., On geodesic lines of metric semi-symmetric connection on Rie-
mannian and hyperbolic Kählerian spaces, Novi Sad J. Math., 29, No 3,
(1999), 291–299.



LITERATURA 127

[117] Rashevsky, P. K., Riemannian geometry and tensor analysis (in Russian),
Moscow, 1967.

[118] Saxena, S. C., Behari, R., Some properties of generalized Riemann spaces,
Proc. nat. Inst. of sci. India, A26 No 2, (1960), 95–103.

[119] Saxena, S. C., Behari, R., Some properties and applications of Eisenhart’s
generalized Riemann spaces, Proc. nat. Inst. of sci. India, Part A (26), No2
(1960), 48–57.

[120] Singh, K. D., On generalized Riemann spaces, Riv. Math. Univ. di Parma,
7, (1956), 125–138.

[121] Singh, U.P., On relative curvature tensors in the subspace of a Riemannian
space, Revue de la fac. des sc. D’Istambul, vol.33, (1968), 69–75.

[122] Sinyukov, N.S., Geodesic mappings of Riemannian spaces , "Nauka", Mosk-
ow, 1979 (in Russian).

[123] Shouten, J.A., Ricci calculus, Springer-Verlag, Berlin, 1954.

[124] Stanković, M. S., First type almost geodesic mappings of general affine con-
nection spaces, Novi Sad J. Math., 29, No. 3, (1999), 313–323.

[125] Stanković, M. S., On a canonic almost geodesic mappings of the second type
of affine spaces, FILOMAT (Niš), 13, (1999), 105–114.

[126] Stanković, M. S., On a special almost geodesic mappings of the third type of
affine spaces, Novi Sad J. Math., 31, No. 2, (2001), 125–135.

[127] Stanković, M. S., Minčić, S. M., New special geodesic mappings of generalized
Riemannian space, Publ. Inst. Math. (Beograd) (N.S), 67(81), (2000), 92–102.

[128] Stanković, M. S., Minčić, S. M., New special geodesic mappings of affine
connection spaces, Filomat 14 (2000), 19–31.

[129] Stanković, M. S., Some mappinggs of non-symmetric affine connection
spaces (in Serbian), Ph.D. Thesis, Univ. of Niš, 2001.



128 LITERATURA

[130] Stanković, M. S., Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., On holomorphically
projective mappings of generalized Kählerian spaces, Mat. vesnik, 54, (2002),
195–202.

[131] Stanković, M. S. , Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., On equitorsion holo-
morphically projective mappings of generalised Kählerian spaces, Czechoslo-
vak Mathematical Journal, 54(129), (2004), 701–715.

[132] Stanković, M. S., Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., Zlatanović M. Lj., Eq-
uitorsion conform mappings of generalized Riemannian spaces, Mat. vesnik,
61(2009), 119-129.

[133] Stanković, M. S., Velimirović, Lj. S., Zlatanović, M. Lj., Some relation
in the Generalized Kählerian Space of Second Kind, Filomat, 23:2, (2009),
82–89.

[134] Stanković, M. S., Minčić, S. M., Velimirović, Lj. S., Zlatanović, M. Lj., On
equitorsion geodesic mappings of general affine connection spaces, Rendiconti
del Seminario Matematico della Universitá di Padova, 124(2010), 77-90.

[135] Stanković, M. S., Zlatanović, M. Lj., Velimirović, Lj. S., Equitorsion Holo-
morphically Projective Mappings of Generalized Kählerian Space of First
Kind, Czechoslovak Mathematical Journal, Vol. 60, No. 3, (2010), 635-653.

[136] Stanković, M. S., Zlatanović, M. Lj., Prof. Dr Svetislav Minčić and his
contribution to differential geometry, Proceedings of the XVI Geometrical
seminar, (2011), 5–27.

[137] Stanković, M. S., Ćirić, M. S., Zlatanović, M. Lj., Geodesic mappings of
equiaffine and anti-equiaffine general affine connection spaces preserving tor-
sion, Filomat, accepted for publication.

[138] Stanković, M. S., Zlatanović, M. Lj., Velimirović, Lj. S., Equitorsion Holo-
morphically Projective Mappings of Generalized Kählerian Space of Second
Kind, International Electronic Journal of Geometry, Vol. 3, No.2 (2010), 26-
39.



LITERATURA 129

[139] Stanković, M. S., Zlatanović, M. Lj., Vesić, N. O., Some properties of
ET-projective tensors obtained from Weyl projective tensor Filomat 29 (3),
573-584

[140] Stepanov, S.E., Gordeeva, I.A., Panzhenskii, V.I., Riemann-Cartan mani-
folds, Journal of Mathematical Science, Springer: New York, Vol. 169, No. 3,
(2010), 342-361.

[141] Stepanov, S.E., Some conformal and projective scalar invariants of Rieman-
nian manifolds, Mathematical Notes, Vol. 80, No. 5-6, (2006), 848-852.

[142] Velimirović, A. M., Conformal equitorsion and concircular transfor-
mations in a generalized Riemannian space Mathematics (2020) 8(1),
https://doi.org/10.3390/math8010061

[143] Velimirović, Lj. S., Minčić, S. M., Stanković, M. S., Infinitesimal deforma-
tions of curvature tensors at non-symmetric affine connection space, Mat.
vesnik, 54, (2002), 219–226.

[144] Velimirović, Lj. S., Minčić, S. M., Stanković, M. S., On comutativty of the
Lie derivative and covariant derivative at non-symmetric affine connection
space, Proceeding of the Workshop Contemparary geometry and related
topics, Belgrade, 15-21 may 2002, Word Scientific, 425–430.

[145] Velimirović, Lj. S., Minčić, S. M., Stanković, M. S., Infinitesimal defor-
mations and Lie derivative of non-symmetric affine connection space, Acta
Univ. Palacki. Olomouc., Fac. rer. nat., Mathematica 42, (2003), 111–121.

[146] Velimirović, Lj. S., Minčić, S. M., Infinitesimal bending of a subspace of a
generalized Riemannian space, Tensor, N., S., Vol. 65 (2004), 212–224.

[147] Velimirović, Lj. S., Minčić, S. M., Stanković, M. S., Infinitesimal defor-
mation of a basic tensor of a generalized Riemannian space, Filomat 21:2,
(2007), 237–244.

[148] Velimirović, Lj. S., Minčić, S. M., Stanković, M. S., Infinitesimal rigidity
and flexibility at non-symmetric affine connection space, European Journal
of Combinatorics, Vol 31, No.4 (2010), 1148–1159.



130 LITERATURA

[149] Weatherburn, C. E., Riemannian geometry and tensor calculus, Cambridge
U. P., 1950.
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