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Çàõâà§ójåì ñå ñâèì ïðîôåñîðèìà, àñèñòåíòèìà è ñàðàäíèöèìà ó íàñòàâè íà
Äåïàðòìàíó çà ôèçèêó êîjè ñó ìè ïîìîãëè äà îñâîjèì ìíîãà çíà»à èç îâå áåñêðàj-
íî çàíèì§èâå (à íåêè áè ðåêëè è jåäíèíå ïðàâå) íàóêå. Ïîñåáíó çàõâàëíîñò äóãójåì
ìåíòîðó äð Âëàäàíó Ïàâëîâè£ó íà èçáîðó jàêî çàíèì§èâå òåìå êîjà ìå jå ïîäñòà-
êëà íà èíòåíçèâàí ðàä è èñòðàæèâà»å ó êîìå ñàì óæèâàî, êàî è íà ïîìî£è è
ñìåðíèöàìà ïðèëèêîì ïèñà»à îâîã ðàäà. Çàõâàëíîñò äóãójåì è ïðîô. äð �è§àíè
Ñòåâàíîâè£ êîjà ìè jå äîñòà ïîìîãëà ïðè ñàâëà¢èâà»ó îñíîâà êâàíòíå îïòèêå -
îáëàñòè ó êîjó ñïàäàjó è òåìå êîjå ñàì ó îâîì ðàäó îáðàäèî, àëè è íà òîìå øòî jå
óâåê áèëà äîñòóïíà è âî§íà çà äèñêóñèjó î ðàçíîðîäíèì ïðîáëåìèìà èç ôèçèêå è
ìàòåìàòèêå. Çàõâà§ójåì ñå è ïðîô.äð. Ãîðàíó �îð¢åâè£ó è ïðîô.äð. Íåíàäó Ìè-
ëîjåâè£ó íà êîðèñíèì ñàâåòèìà ó òðåíóöèìà êàäà jå òîê ìîjèõ ñòóäèjà ìîãàî äà
êðåíå ó íåæå§åíîì ñìåðó. Íàjâå£ó çàõâàëíîñò äóãójåì ñâîjèì ðîäèòå§èìà êîjè
ñó ìè áèëè íàjâå£à ïîäðøêà òîêîì öåëîêóïíîã òðàjà»à ìîjèõ ñòóäèjà è ñðåä»å
øêîëå è áåç »èõ ñâå îâî íå áè áèëî íè ìîãó£å. Íåèçìåðíî õâàëà è ìîjîj äåâîjöè
Àí¢åëè íà §óáàâè è ðàçóìåâà»ó - óâåê ñó äîëàçèëè êàäà jå áèëî íàjïîòðåáíèjå.





Ñàäðæàj

Óâîä 6

1 Ñòà»å ñèñòåìà. Ìåðå»å è ðåçóëòàòè ìåðå»à 8

2 Åâîëóöèjà ìàòðèöå ãóñòèíå 10

3 Õàìèëòîíèjàí jåäíîåëåêòðîíñêîã ñèñòåìà ó ñïî§àø»åì åëåêòðî-
ìàãíåòíîì ïî§ó 11
3.1 Àïðîêñèìàöèjà ðîòèðàjó£åã òàëàñà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2 Ðîòèðàjó£è ñèñòåì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4 Ðåëàêñàöèîíè ïðîöåñè 16

5 Mañòåð jåäíà÷èíå 17
5.1 Ðåøàâà»å ìàñòåð jåäíà÷èíà ó àïðîêñèìàöèjè ñëàáîã ïðîáíîã ïî§à . 18

6 Ëàñåðîâà»å áåç èíâåðçíå íàñå§åíîñòè ó ñèñòåìó ñà äâà íèâîà 21
6.1 Ðåçîíàíöå êîåôèöèjåíòà àïñîðïöèjå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
6.2 Óòèöàj êîåôèöèjåíòà ðàñïàäà, jà÷èíå êîíòðîëíîã ïî§à è ðàçäåøåíî-

ñòè êîíòðîëíîã ïî§à íà êîåôèöèjåíò àïñîðïöèjå . . . . . . . . . . . 28
6.2.1 Óòèöàj êîåôèöèjåíòà ðàñïàäà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
6.2.2 Óòèöàj jà÷èíå êîíòðîëíîã ïî§à . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
6.2.3 Óòèöàj ðàçäåøåíîñòè ïðîáíîã ïî§à . . . . . . . . . . . . . . . 31

7 Ëàñåðîâà»å áåç èíâåðçíå íàñå§åíîñòè ó çàòâîðåíîj êîíôèãóðàöèjè
ñà òðè íèâîà - ∆-êîíôèãóðàöèjà 32

8 Ëàñåðîâà»å áåç èíâåðçíå íàñå§åíîñòè ó çàòâîðåíîj êîíôèãóðàöèjè
ñà 4 íèâîà 36

9 Àòîì âîäîíèêà êîíôèíèðàí ó ñôåðíîj êâàíòíîj òà÷êè 39
9.1 Ñôåðíà êâàíòíà òà÷êà èçðà¢åíà îä ïîëóïðîâîäíè÷êèõ ñëîjåâà GaAs−

Ga1−xAlxAs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

10 Ïðîïàãàöèîíà jåäíà÷èíà 46
10.1 Àïðîêñèìàöèjà ñïîðî ïðîìåí§èâå åíâåëîïå . . . . . . . . . . . . . . 47
10.2 Âåçà ñà Ðàáèjåâîì ôðåêâåíöèjîì è ìàòðèöîì ãóñòèjå. Ìàêñâåë-Áëîõîâå

jåäíà÷èíå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
10.3 Ôóðèjåîâ ìåòîä çà ðåøàâà»å Ìàêñâåë-Áëîõîâèõ jåäíà÷èíà ó ïðâîj

àïðîêñèìàöèjè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

11 Ïðîïàãàöèjà ñâåòëîñíîã ïóëñà ó ðåæèìó ëàñåðîâà»à áåç èíâåðçíå
íàñå§åíîñòè 50
11.1 Ñòàöèîíàðíî ðåøå»å . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
11.2 Ïðîïàãàöèjà ãàóñîâñêîã ñâåòëîñíîã ïóëñà . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Çàê§ó÷àê 57

4



Ëèòåðàòóðà 58

5



Óâîä

Ïîä êâàíòíèì õåòåðîñòðóêòóðàìà [1] ïîäðàçóìåâàìî ôîðìàöèjå êîjå íàñòàjó íà
ñïîjåâèìà ðàçëè÷èòèõ ïîëóïðîâîäíèêà êîjå ñâîjèì äèìåíçèjàìà êâàíòíî êîíôèíè-
ðàjó íîñèîöå íàåëåêòðèñà»à êîjè ñå ó »èìà çàòåêíó. Òàêî êîíôèíèðàíè ñèñòåìè
èìàjó äèñêðåòíå åíåðãåòñêå íèâîå ïà îäàòëå ïðîèçèëàçå è ñïåöèôè÷íîñòè »èõîâå
èíòåðàêöèjå ñà åëåêòðîìàãíåòíèì çðà÷å»åì. Âèñèíó, óäà§åíîñò è ðàñïîðåä îâèõ
íèâîà ìîæåìî äà êîíòðîëèøåìî ïðîìåíîì äèìåíçèjà è îáëèêà ïîñìàòðàíå õåòå-
ðîñòðóêòóðå êàî è èçáîðîì ïîëóïðîâîäíè÷êîã ñóïñòðàòà ïà ñàìèì òèì ìîæåìî äà
êîíòðîëèøåìî è íà÷èí íà êîjè ñèñòåìè êîíôèíèðàíè ó »èìà èíòåðàãójó ñà ñïî-
§àø»èì çðà÷å»åì. Ñïåêòàð äîçâî§åíèõ íèâîà ìîæå ñå ïðîìåíèòè è ó ïðèñóñòâó
ðàçíèõ òèïîâà íå÷èñòî£à. Ó çàâèñíîñòè îä òîãà äà ëè jå êðåòà»å ÷åñòèöà îãðàíè÷å-
íî ó jåäíîì, äâà èëè òðè ïðàâöà, êâàíòíå õåòåðîñòðóêòóðå äåëå ñå íà êâàíòíå jàìå,
êâàíòíå æèöå è êâàíòíå òà÷êå. �èõîâè ðàçëè÷èòè âèäîâè ïðèìåíå ñó ïîñëåäèöà
è òîãà øòî äàjó ìíîãî îøòðèjó ðàñïîäåëó äîñòóïíèõ êâàíòíèõ ñòà»à íåãî øòî jå
ñëó÷àj ñà äðóãèì ìåòîäàìà êîíôèíèðà»à [2].

Ïðåäìåò èíòåíçèâíîã èñòðàæèâà»à ïîñëåä»èõ ãîäèíà íà ïî§ó êâàíòíå îïòèêå,
ãðàíå ôèçèêå êîjà ñå áàâè êâàíòíèì àñïåêòèìà èíòåðàêöèjå ñðåäèíå ñà åëåêòðîìàã-
íåòíèì çðà÷å»åì, ñó òçâ. åôåêòè àòîìñêå êîõåðåíöèjå. Ó »èõ óáðàjàìî åëåêòðîìàã-
íåòíî èíäóêîâàíó òðàíñïàðåíöèjó (EIT) [3], êîõåðåíòíî çàðîá§àâà»å ïîïóëàöèjå
(CPT) [4], âèñîê èíäåêñ ïðåëàìà»à ñà èø÷åçàâà»åì àïñîðïöèjå [5], ãàøå»å ñïîí-
òàíå åìèñèjå è ñóïåðëóìèíàëíà ïðîïàãàöèjà ñâåòëîñè [6], ëàñåðîâà»å áåç èíâåðçíå
íàñå§åíîñòè [7�9] èòä.

Ó îâîì ðàäó áàâè£åìî ñå ïîñëåä»å ïîìåíóòèì åôåêòîì ëàñåðîâà»à áåç èíâåðçíå
íàñå§åíîñòè. Ó ñèñòåìèìà ãäå íåìà åôåêàòà àòîìñêå êîõåðåíöèjå âàæè ðåëàöèjà

àïñîðïöèjà

åìèñèjà
=
Babs

Bem

ρgg
ρee

,

ãäå ñó Baps è Bem Àjíøòàjíîâè êîåôèöèjåíòè çà àïñîðïöèjó è ñòèìóëèñàíó åìèñè-
jó, à ρgg è ρee íàñå§åíîñòè îñíîâíîã è ïîáó¢åíîã íèâîà. Ó ñëó÷àjó íåäåãåíåðèñàíèõ
íèâîà âàæè ïðîñòî Babs/Bem = 1 ïà çà äîìèíàöèjó ñòèìóëèñàíå åìèñèjå íàä àïñîðï-
öèjîì òj. çà ïîjà÷à»å èëè åôåêàò ëàñåðîâà»à, íåîïõîäíî jå äà èìàìî ïîïóëàöèîíó
èíâåðçèjó. Äà áè ñå ïîñòèãëà ïîïóëàöèîíà èíâåðçèjà, ãîð»è íèâî ñå íåêîõåðåíò-
íî ïóìïà èíòåíçèâíîì íåêîõåðåíòíîì ñâåòëîø£ó èëè ó ñóäàðèìà ó ðàçíèì ãàñíèì
ïðàæ»å»èìà. Èñòî òàêî, ïîçíàòî jå äà íå ìîæåìî íà îâàj íà÷èí ïîñòè£è ïîïóëàöè-
îíó èíâåðçèjó ó ñèñòåìó ñà äâà íèâîà - êîíâåíöèîíàëíè ëàñåðñêè ñèñòåìè ðàäå íà
òðè èëè âèøå íèâîà êàî øòî jå íïð. ñëó÷àj ñà Ðóáèäèjóìñêèì (3 íèâîà, ïóìïà»å
êñåíîíñêîì á§åñêàëèöîì) è Õåëèjóì-Íåîíñêèì ëàñåðîì (4 íèâîà, ïóìïà»å ó ãà-
ñíîì ïðàæ»å»ó). Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ñíàãà íåêîõåðåíòíå ïóìïå êîjà jå ïîòðåáíà
äà èçàçîâå èíâåðçèjó íàñå§åíîñòè ðàñòå áðçî ñà ïîðàñòîì ôðåêâåíöèjå ëàñåðà [10],
òå ïîñòîjè ïðîáëåì äîáèjà»à êîíòèíóàëíèõ ëàñåðà ó êðàòêîòàëàñíîì äåëó ñïåêòðà
ãäå ïðèïàäà íïð. X-çðà÷å»å. Çàòî êîíöåïò ëàñåðîâà»à áåç èíâåðçèjå ìîæå áèòè
îä êîðèñòè. Íàèìå ó LWI ðåæèìó äîëàçè äî íàðóøàâà»à ðåöèïðîöèòåòà èçìå¢ó
àïñîðïöèjå è ñòèìóëèñàíå åìèñèjå ïà âàæå ïîòïóíî äðóãà÷èjè ïðèíöèïè òj. LWI íå
ïîäëåæå îãðàíè÷å»èìà êîíâåíöèîíàëíîã ëàñåðîâà»à. Ïîðåä òîãà äà ïîïóëàöèîíà
èíâåðçèjà íèjå íåîïõîäíà çà ïîjà÷à»å èìàìî íïð. äà ñå ïîòðåáíà ñíàãà íåêîõåðåíò-
íå ïóìïå ìîæå çíàòíî ñìà»èòè. Ñòîãà áè íàñ LWI åôåêàò ìîãàî äîâåñòè äî ïîòïóíî
íîâå ãåíåðàöèjå ëàñåðà ó êðàòêîòàëàñíîì äîìåíó.
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Çà êîíôèãóðàöèjå ñà òðè íèâîà (òçâ. Λ, V è Ξ êîíôèãóðàöèjå) jå ïîêàçàíî äà
jå ìîãó£å îñòâàðèòè ëàñåðîâà»å áåç èíâåðçíå íàñå§åíîñòè ñà jåäíèì êîíòðîëíèì
ëàñåðîì êîjè ãà¢à íåëàñåðójó£è ïðåëàç àêî ñå íåêîõåðåíòíî ïóìïà ëàñåðójó£è. Ôè-
çè÷êè çàíèì§èâèjè ñëó÷àj äà jå ëàñåðójó£è ïðåëàç âå£å ôðåêâåíöå (òâç. ïðåòâàðà-
»å íèæå ó âèøó ôðåêâåíöó) ó ñëó÷àjó òà÷íå ðåçîíàíöå êîíòðîëíîã ëàñåðà ìîæå ñå
ïîñòè£è ñàìî àêî jå ãîð»è ëàñåðójó£è íèâî ìåòàñòàáèëàí [11] øòî jå äîñòà îãðàíè-
÷àâàjó£è ôàêòîð. Êàñíèjå jå ó [12] ïîêàçàíî äà ïîñëåä»è çàõòåâ çà êîíôèãóðàöèjå
ñà òðè íèâîà íèjå íåîïõîäàí àêî êîíòðîëíî ïî§å íèjå ó ðåçîíàíöè. Íà îâàêâèì êîí-
ôèãóðàöèjàìà èìàìî òàj íåäîñòàòàê øòî è äà§å òðåáà ïóìïàòè ëàñåðójó£è íèâî.
Îí ñå îòêëà»à óê§ó÷èâà»åì âèøå îä òðè íèâîà è ìíîãå òàêâå êîíôèãóðàöèjå ãäå
ñå íåêîõåðåíòíî ïóìïà íåêè íèæè ïðåëàç ó îäíïñó íà ëàñåðójó£è ñó ïðåäëîæåíå
(âèäè [9, 13] è ðåôåðåíöå óíóòðà).

Ó íåêèì êîíôèãóðàöèjàìà íåêîõåðåíòíî ïóìïà»å óîïøòå íèjå íè ïîòðåáíî -
èìàìî àìïëèôèêàöèjó ñâåòëîñòè ó ñèñòåìó êîjè èíòåðàãójå ñàìî ñà êîõåðåíòíèì
çðà÷å»åì äðóãèõ ëàñåðà. Òàêî jå íà ïðèìåð ìîãó£å îñòâàðèòè ïîjà÷à»å è íà ñèñòå-
ìó ñà äâà íèâîà àêî jå îí âî¢åí jàêèì êîíòðîëíèì ëàñåðîì - åôåêàò êîjè ñâàêàêî
íèjå çíà÷àjàí ó ïîãëåäó äîáèjà»à êîíòèíóàëíèõ ëàñåðà íà ìàëèì òàëàñíèì äóæè-
íàìà àëè ïîêàçójå äà ñå ó LWI ðåæèìó ðóøå îäðå¢åíå áàðèjåðå. Èñòî òàêî, ìîãó£å
jå îñòâàðèòè LWI è íà jàêî âî¢åíèì êîíôèãóðàöèjàìà ñà âèøå íèâîà. Ó îäíîñó íà
ñèñòåì ñà äâà íèâîà, îâäå èìàìî òó ïðåäíîñò äà ñó êîíòðîëíè ëàñåðè íà ìà»îj
ôðåêâåíöèjè íåãî øòî jå ôðåêâåíöèjà ïðåëàçà íà êîìå ñå îñòâàðójå ëàñåðîâà»å
ïà ìîæåìî äîáèòè ïîjà÷à»å íà êðà£èì òàëàñíèì äóæèíàìà îä òàëàñíèõ äóæèíà
êîíòðîëíèõ ëàñåðà êîjå âå£ èìàìî (îïåò ïðåòâàðà»å íèæèõ ó âèøó ôðåêâåíöó).

Öè§åâè îâîã ðàäà ñó äà

• óïîçíàìî ÷èòàîöà ñà îñíîâíîì ìîòèâàöèjîì çà èñòðàæèâà»å ôåíîìåíà LWI
(øòî jå, íàäàìî ñå, ó÷è»åíî ó îâîì óâîäó jåð ãäå £åìî áî§ó ìîòèâàöèjó îä
äîáèjà»à íîâå âðñòå ëàñåðà);

• óïîçíàìî ÷èòàîöà ñà îñíîâíèì ïîjìîâèìà èç êâàíòíå ìåõàíèêå è îñíîâíèì
àñïåêòèìà èíòåðàêöèjå êëàñè÷íå ñâåòëîñòè ñà êâàíòíèì ñèñòåìèìà;

• äà íà ïðèìåðèìà êîjè íå óê§ó÷ójó íåêîõåðåíòíî ïóìïà»å ðåàëèçójåìî LWI
åôåêàò.

Ïîðåä óâîäà è çàê§ó÷êà, îâàj ðàä ñå ñàñòîjè èç 11 îäå§àêà êîjè ñå ìîãó ïîäå-
ëèòè ó íåêîëèêî ãðóïa ïðåìà òåìè êîjó îáðà¢ójó. Ó îäå§öèìà 1 è 2 äåôèíèøåìî
îñíîâíå ìàòåìàòè÷êå îájåêòå êîjèìà ñå áàðàòà ó êâàíòíîj ìåõàíèöè è êîjè ñó íàì
ïîòðåáíè çà äà§è ðàä. Îäå§öè 3,4 è 5 ñå äèðåêòíî íàñòàâ§àjó íà ïðåòõîäíà äâà
è ó »èìà ñå ðàçâèjà ôîðìàëèçàì ñïåöèôè÷àí çà îïèñèâà»å èíòåðàêöèjå êëàñè÷íå
ñâåòëîñòè ñà êâàíòíèì ñèñòåìèìà è ôîðìóëèøó ìàñòåð jåäíà÷èíå - îñíîâíå jåäíà-
÷èíå êîjå îïèñójó äèíàìèêó êâàíòíîã ñèñòåìà ó ïî§ó åëåêòðîìàãíåíòîã çðà÷å»à.
Ó îäå§êó 6 äåòà§íî àíàëèçèðàìî LWI íà ñèñòåìó ñà äâà íèâîà. Çàòèì ðàçâèjåíå
òåõíèêå ó îäå§êó 6 ïðèìå»ójåìî ó îäå§öèìà 7 è 8 íà êîõåðåíòíî âî¢åíå ñèñòåìå
ñà 3 è 4 íèâîà. Íàêîí òîãà ñå áàâèìî ñôåðíîì êâàíòíîì òà÷êîì ñà âîäîíè÷íîì
íå÷èñòî£îì ó îäå§êó 9 è àíàëèçèðàìî »åí åíåðãåòñêè ñïåêòàð ó çàâèñíîñòè îä
ðàçëè÷èòèõ ïàðàìåòàðà êîjè îïèñójó òó êâàíòíó òà÷êó. Ó ñëåäå£åì îäå§êó 10,
áàâèìî ñå èçâî¢å»åì ïðîïàãàöèîíå jåäíà÷èíå çà ñâåòëîñíè ïóëñ ó àïðîêñèìàöèjè
ñïîðî ïðîìåí§èâå åíâåëîïå è ðàçâîjåì Ôóðèjåîâîã ìåòîäà çà »åíî ðåøàâà»å êàä
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jå ñïðåãíóòà ñà ëîêàëíèì ìàñòåð jåäíà÷èíàìà. Ó îäå§êó 11 ïðåäñòàâ§àìî ðåçóë-
òàòå âåçàíå çà ïðîïàãàöèjó ñâåòëîñíîã ïóëñà êðîç ïîëóïðîâîäíè÷êó ñðåäèíó êîjà
ñàäðæè ñôåðíå êâàíòíå òà÷êå ñà âîäîíè÷íîì íå÷èñòî£îì ïðè êîíôèãóðàöèjè íè-
âîà êàî ó îäå§êó 8 - òó ïîêàçójåìî äà äîëàçè äî ïîjà÷à»à èíòåíçèòåòà èçëàçíîã
ïóëñà ó îäíîñó íà óëàçíè. Ðåçîíàíòíà ôðåêâåíöèjà ïðåëàçà íà êîìå äîëàçè äî ïî-
jà÷à»à jå âå£à îä ôðåêâåíöèjà ñâèõ êîíòðîëíèõ ëàñåðà è, ìàäà ñìî äàëåêî îä X
äåëà ñïåêòðà ó íàøåì ïðèìåðó, ïîêàçójåìî äà jå ìîãó£å ðåàëèçîâàòè ñèòóàöèjó äà
ïîìî£ó ëàñåðà ìà»èõ ôðåêâåöè ìîæåìî äîáèòè åôåêàò ëàñåðîâà»à íà âå£îj áåç
êîõåðåíòíîã ïóìïà»à àêî ñìî ó LWI ðåæèìó. Êîíà÷íî, íà êðàjó äàjåìî çàê§ó÷àê
ó êîìå ñóìèðàìî ñâå ðåçóëòàòå è óêàçójåìî íà äà§å ìîãó£å ïðàâöå èñòðàæèâà»à.

1 Ñòà»å ñèñòåìà. Ìåðå»å è ðåçóëòàòè ìåðå»à

Ó îâîì è íàðåäíîì îäå§êó £åìî ñà íåøòî ïîjà÷àíîì ðèãîðîçíîø£ó äåôèíè-
ñàòè îñíîâíå ìàòåìàòè÷êå îájåêòå êîjèìà ñå áàðàòà ó êâàíòíîj ìåõàíèöè è äàòè
»èõîâó ôèçè÷êó èíòåðïðåòàöèjó. ×èòàîöà êîjè jå âèøå çàèíòåðåñîâàí óïó£ójåìî
íà ðåôåðåíöó [14].

Ïîøòî èçó÷àâàìî àñïåêòå èíòåðàêöèjå ñâåòëîñòè ñà êâàíòíèì ñèñòåìèìà ïî-
òðåáíî jå äà ïðâî óâåäåìî ïîjàì ñòà»à jåäíîã òàêâîã ñèñòåìà.

Ïîñòóëàò 1. (Ñòà»å ñèñòåìà) Ñâàêîì ñèñòåìó ïðèäðóæójåìî Õèëáåðòîâ ïðîñòîð
H. Ïîä ñòà»åì ñèñòåìà ïîäðàçóìåâàìî ïîçèòèâàí îãðàíè÷åíè îïåðàòîð ρ jåäè-
íè÷íîã òðàãà íàä òèì ïðîñòîðîì. Ñêóï

S(H) = {ρ|ρ ∈ B(+)(H), tr ρ = 1}

çîâåìî ñêóï ñòà»à íàä ïðîñòîðîì H.

Çà ñàì îïåðàòîð ρ ∈ S(H), ïîðåä ñòà»å ñèñòåìà, êîðèñòèìî jîø è íàçèâå îïå-
ðàòîð ñòà»à è îïåðàòîð ãóñòèíå. Ïîøòî jå jàêî ïîãîäíà »åãîâà ìàòðè÷íà ðåïðå-
çåíòàöèjà, êîjó è ìè íàøèðîêî êîðèñòèìî ó îâîì ðàäó, ÷åñò jå è èçðàç ìàòðèöà
ãóñòèíå.

Ïîñòóëàò 2. (Ñëîæåíè ñèñòåìè) Óçìèìî äâà ñèñòåìà êîjèìà ñó ïðèäðóæåíè Õèë-
áåðòîâè ïðîñòîðè H1 è H2 è êîjè ñó ó ñòà»ó ρ1 îäíîñíî ρ2. Ñëîæåíîì ñèñòåìó
êîjè ñå ñàñòîjè îä îâà äâà ïðèäðóæójå ñå Õèëáåðòîâ ïðîñòîð êîjè jå òåçîðñêè ïðî-
èçâîä Õèëáåðòîâèõ ïðîñòîðà ñâàêîã îä ïîäñèñòåìà H = H1 ⊗ H2, à îí jå ó ñòà»ó
ρ = ρ1 ⊗ ρ2.

Ëàêî ñå ïîêàçójå (âèäè [14]) äà, àêî jå ñòà»å ñëîæåíîã ñèñòåìà ρ = ρ1⊗ ρ2, òàäà
jå ñòà»å íïð. ñèñòåìà 1 ïàðöèjàëíè òðàã îä ρ ïî õèëáåðòîâîì ïðîñòîðó H2

ρ1 = tr2 ρ. (1)

Äåôèíèöèjà 1. Àêî ïîñòîjè jåäèíè÷íè âåêòîð |ψ〉 ∈ H òàêàâ äà jå

ρ = |ψ〉〈ψ|

òàäà êàæåìî äà jå ρ ÷èñòî ñòà»å, à ó ñóïðîòíîì jå ìåøàíî ñòà»å. Aêî jå ñòà»å
÷èñòî, îíäà ñå è âåêòîð |ψ〉 íàçèâà ñòà»åì ñèñòåìà èàêî jå jåäíîçíà÷íî îäðå¢åí
ñàìî äî íà ìóëòèïëèêàòèâíè ôàçíè ôàêòîð eiθ.
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Äåôèíèöèjà 2. Íåêà ñó {|ψi〉 ∈ H} ñòà»à.

(i) Êîõåðåíòíà ñóïåðïîçèöèjà îâèõ ñòà»à jå íîâî ñòà»å

|ψ〉 =
∑
i

αi |ψi〉 ,

ãäå ñó αi ∈ C òàêâè ñêàëàðè äà âàæè

〈ψ|ψ〉 = 1.

(ii) Íåêîõåðåíòíà ñóïåðïîçèöèjà èëè ìåøàâèíà îâèõ ñòà»à jå ñòà»å

ρ =
∑
i

pi |ψi〉〈ψi| , pi ≥ 0,
∑
i

pi = 1.

÷åñòî ñå êîðèñòè è íàçèâ êîíâåêñíà ìåøàâèíà ïîøòî jå ρ êîíâåêñíà ëèíåàð-
íà êîìáèíàöèjà |ψi〉〈ψi| ñà êîåôèöèjåíòèìà pi. Ëàêî jå ïðîâåðèòè äèðåêòíèì
ðà÷óíîì äà ïîñëåä»à äâà óñëîâà îáåçáå¢ójó ïîçèòèâíîñò êàî è tr ρ = 1.

Äà áèñìî áî§å ñõâàòèëè èíòåðïðåòàöèjó ìåøàâèíå ñòà»à çàìèñëè£åìî ôèçè÷-
êó ñèòóàöèjó ãäå ñå íåêèì óðå¢àjåì èëè ïðîöåäóðîì ñâàêè îä àòîìà, êîjè ñó ïðèìåð
êâàíòíîã ñèñòåìà, èç íåêîã àíñàìáëà ìîæå ïðåïàðèðàòè ó ÷èñòà ñòà»à |ψi〉 àëè ó
ñâàêî ñà íåêîì âåðîâàòíî£îì pi. Íà êðàjó îâîã ïðîöåñà ñòà»å ïðîèçâî§íîã àòîìà
èç îâîã àíñàìáëà jå ρ =

∑
i pi |ψi〉〈ψi|, ïà ñå pi èíòåðïðåòèðà êàî âåðîâàòíî£à äà

àòîì çàòåêíåìî ó ñòà»ó pi. Íî ìîãó£å jå çàìèñëèòè è ñóïðîòíó ñèòóàöèjó - àêî
èìàìî ñèñòåì êîjè jå ó ñòà»ó ρ =

∑
i pi |ψi〉〈ψi|, ìîæåìî ëè îíäà òâðäèòè äà jå îí

ïðåïàðèðàí íåêèì óðå¢àjåì êîjè �èçáàöójå� ñòà»à |ψi〉 ñà âåðîâàòíî£îì pi? Îäãîâîð
jå íå, jåð ðàñòàâ§à»å ìåøàíîã ñòà»à ρ íà êîíâåêñíó ìåøàâèíó íèjå jåäíîçíà÷íî
òàêî äà ñå èñòà ìåøàíà ñòà»à ìîãó ïðèïðåìèòè íà âèøå ñóøòèíèñêè ðàçëè÷èòèõ
íà÷èíà. Íàïîìåíèìî íà êðàjó äà jå ñâàêî ñòà»å ρ ìîãó£å ðàñòàâèòè íà íåêó êîíâåê-
ñíó êîìáèíàöèjó ÷èñòèõ ñòà»à - áàð jåäíî òàêâî ðàñòàâ§à»å jå »åãîâà ñïåêòðàëíà
äåêîìïîçèöèjà. Íàèìå, ïîøòî jå ρ ïîçèòèâàí îïåðàòîð îí jå ójåäíî è åðìèòñêè ïà
èìà ñâîjñòâåíè áàçèñ |ψρi 〉 êîjè îäãîâàðà ñâîjñòâåíèì âðåäíîñòèìà pρi , ïðè ÷åìó jå

ρ =
∑
i

pρi |ψ
ρ
i 〉〈ψ

ρ
i | .

pρi ìîðàjó áèòè íåíåãàòèâíå øòî ñëåäè èç ïîçèòèâíîñòè îïåðàòîðà ρ. Êàêî jå òðàã
çáèð ñâîjñòâåíèõ âðåäñíîñòè ìîðà äîäàòíî äà âàæè è

∑
i p

ρ
i = 1. Äà£åìî jåäíî

òâð¢å»å êîjå ñëóæè êàî êðèòåðèjóì çà òî jå ëè íåêî ñòà»å ìåøàíî èëè ÷èñòî è
îñòàâè£åìî ãà áåç äîêàçà jåð jå îí êðàj»å åëåìåíòàðàí.

Òâð¢å»å 1. Àêî jå

• tr ρ2 = 1 ñòà»å jå ÷èñòî;

• tr ρ2 < 1 ñòà»å jå ìåøàíî.

Èíòåðàêöèjó åëåêòðîìàãíåòíîã ïî§à ñà êâàíòíèì ñèñòåìèìà ó íåêîj ñðåäèíè
ïðîó÷àâàìî íà îñíîâó îïñåðâàáèëíèõ åôåêàòà êîjè òó èíòåðàêöèjó ïðàòå. Çàòî
jå, ïîðåä ñòà»à ñèñòåìà, ïîòðåáíî ïðåïèñàòè è ïðîöåäóðó ìåðå»à. Îâäå £åìî òî
ó÷èíèòè íà íà÷èí êîjè jå äîâî§íî îïøòè äà ïîêðèjå ñâå ïîòðåáå îâîã ðàäà.
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Ïîñòóëàò 3. Îïñåðâàáëàìà íàä íåêèì ñèñòåìîì ñå ïðèäðóæójó åðìèòñêè îïåðà-
òîðè íàä Õèëáåðòîâèì ïðîñòîðîì H êîjè ìó jå ïðèäðóæåí. Î÷åêèâàíà âðåäíîñò
ïðè ìåðå»ó îïñåðâàáëå êîjîj jå ïðèäðóæåí îïåðàòîð A íà ñèñòåìó êîjè jå ó ñòà»ó
ρ jå

〈A〉 = tr(ρA).

Èç îâîã ïîñòóëàòà, êîjè íîñè íàçèâ ïîñòóëàò î ìåðå»ó èëè Áîðíîâî ïðà-
âèëî âèäèìî äà ñå çíà÷àj ñòà»à ñèñòåìà îãëåäà ó òîìå äà jå »åãîâèì ïîçíàâà»åì
îäðå¢åíà ñòàòèñòèêà ñâèõ îïñåðâàáëè êîjå íà òîì ñèñòåìó ìîæåìî äà ìåðèìî. Ïî-
øòî ó ñðåäèíàìà êðîç êîjå ïðîïóøòàìî ñâåòëîñò èìàìî âåëèêè áðîj ïîjåäèíà÷íèõ
êâàíòíèõ ñèñòåìà ñà êîjèìà îíà èíòåðàãójå, ñâå êëàñè÷íå îïñåðâàáëå êîjå ïðîèçè-
ëàçå èç îâå èíòåðàêöèjå £åìî ïîèñòîâåòèòè ñà î÷åêèâàíèì âðåäíîñòèìà »èõîâèõ
êâàíòíèõ âåðçèjà.

Ñàäà £åìî äàòè äâà ïðèìåðà íàj÷åø£å êîðèø£åíèõ îïñåðâàáëè. Âåëè÷èíà

ρψψ = tr(ρ |ψ〉〈ψ|), (2)

ãäå jå ñàìî ÷èñòî ñòà»å |ψ〉〈ψ| ó óëîçè îïñåðâàáëå, ñå èíòåðïðåòèðà êàî âåðîâàò-
íî£à äà ñå ïðè ïðîâåðè ñèñòåì íà¢å ó òîì ÷èñòîì ñòà»ó, àêî jå íà ïî÷åòêó áèî ó
ñòà»ó ρ. Óêîëèêî ïðåäñòàâèìî ρ ìàòðè÷íî ó íåêîì îðòîíîðìèðàíîì áàçèñó {|ψ〉i},
òàäà äèjàãîíàëíè åëåìåíòè îâå ìàòðèöå ρii ïðåäñòàâ§àjó âåðîâàòíî£å äà ñå ñèñòåì
çàòåêíå ó ñâàêîì îä ïîjåäèíà÷íèõ ÷èñòèõ ñòà»à |i〉〈i|. Çàòî ñå ρii íàçèâà íàñå§å-
íîñò/ïîïóëàöèjà ñòà»à èëè, àêî ñå ðàäè î åíåðãåòñêèì íèâîèìà, íàñå§åíîñò íè-
âîà |i〉〈i|. Ïîëàðèçàöèjà ñðåäèíå, ñåòèìî ñå, äåôèíèøå ñå êàî ãóñòèíà ëîêàëíîã
äèïîëíîã ìîìåíòà.

~P = N ~d,

ãäå jå N êîíöåíòðàöèjà ñèñòåìà êîjè äîïðèíîñå ïîëàðèçàöèjè. Ó êâàíòíîj ìåõàíèöè
ïðîìîâèøåìî äèïîëíè ìîìåíò ó îïåðàòîð ~d a ïîëàðèçàöèjà ñðåäèíå îíäà óçèìà
îáëèê

~P = N
〈
~d
〉

= N tr
(
ρ~d
)
. (3)

Çíà÷àj íàñå§åíîñòè íèâîà jå jàñàí, à çíà÷àj ïîëàðèçàöèjå îãëåäà ñå ó ñëåäå£åì.
Ñóñöåïòèáèëíîñò ñðåäèíå χ äåôèíèøå èìïëèöèòíî ïðåêî ðåëàöèjå

~P = χ~E,

à êîåôèöèjåíò àïñîðïöèjå α è èíäåêñ ïðåëàìà»à n äàòè ñó ñëåäå£èì èçðàçèìà [15]

α =
ω

c
Imχ, n =

√
1 + Reχ, (4)

ãäå jå ω ôðåêâåíöèjà ïî§à êîjå èíòåðàãójå ñà íàøèì ñèñòåìîì (òî £å áèòè ëàñåðè
ó íàøåì ñëó÷àjó). Äàêëå, ïîçíàâà»åì ïîëàðèçàöèjå çíàìî è χ, a »åãîâèì ïîçíà-
âà»åì îäðå¢åíà jå àïñîðïöèjà ñðåäèíå (α) è äèñïåðçèjà ñðåäèíå (n). Àíàëèçà
àïñîðïöèjå ñðåäèíå îä ê§ó÷íîã jå çíà÷àjà ó îâîì ðàäó.

2 Åâîëóöèjà ìàòðèöå ãóñòèíå

Ïîòðåáíî jå óâåñòè ïðàâèëî ïî êîìå ñòà»å åâîëóèðà ó âðåìåíó.
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Ïîñòóëàò 4. Åâîëóöèjà ñèñòåìà îäðå¢åíà jå âðåìåíñêè çàâèñíîì Øðåäèíãåðîâîì
jåäíà÷èíîì

i~∂t |ψ(t)〉 = H |ψ(t)〉 ,

ãäå jå H Õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà.

Îäàâäå äèðåêòíîì èíòåãðàöèjîì ïðîèçèëàçè

|ψ(t)〉 = U(t) |ψ(0)〉 , U(t) = e−
i
~Ht, (5)

ãäå óíèòàðíè îïåðàòîð U çîâåìî îïåðàòîð åâîëóöèjå. Íåêà jå äàòè ñèñòåì ó ïî÷åò-
íîì ñòà»ó

ρ(0) =
∑
i

pi |ψi(0)〉〈ψi(0)| .

Ïðåìà (5) èìàìî

ρ(t) =
∑
i

piU(t)ρ(0)U(t)† = U(t)ρ(0)U †(t). (6)

Òðàæå»åì èçâîäà ïî âðåìåíó îâå ðåëàöèjå óç êîðèø£å»å äåôèíèöèjå îïåðàòîðà
åâîëóöèjå è ÷è»åíèöå äà îí êîìóòèðà ñà H äîáèjàìî

∂tρ(t) = − i
~
(
HU(t)ρ(0)U †(t)− U(t)ρ(0)U †(t)H

)
. (7)

Êîíà÷íî, ïðèìåíîì (6), íàëàçèìî

∂tρ = − i
~

[H, ρ]. (8)

Îâà jåäíà÷èíà åâîëóöèjå îïåðàòîðà ãóñòèíå íàçèâà ñå è êâàíòíà Jóâèëîâà jåä-
íà÷èíà.

3 Õàìèëòîíèjàí jåäíîåëåêòðîíñêîã ñèñòåìà ó ñïî-

§àø»åì åëåêòðîìàãíåòíîì ïî§ó

Oâäå £åìî ïîñìàòðàòè êâàíòíå ñèñòåìå êîjè ñó ñà÷è»åíè îä jåäíîã åëåêòðîíà
(èëè áèëî êîjå äðóãå íàåëåêòðèñàíå ÷åñòèöå) êîjè ñå íàëàçè ó íåêîì ïîòåíöèjàëó
V . Àêî íåìà ñïî§àø»åã åëåêòðîìàãíåòíîã ïî§à »åãîâ õàìèëòîíèjàí jå

H0 = T + V, (9)

ãäå jå T îïåðàòîð »åãîâå êèíåòè÷êå åíåðãèje. Àêî ñå åëåêòðîí íàëàçè ó ñïî§àø»åì
åëåêòðîìàãíåòíîì ïî§ó, óñëåä èíòåðàêöèjå òîã ïî§à ñà åëåêòðîíîì, »åãîâ õàìèë-
òîíèjàí ñå ìîðà èçìåíèòè - èìà£åìî äîäàòíè ÷ëàí êîjè îïèñójå îâó èíòåðàêöèjó.
H0 ñå òàäà çîâå îñíîâíè èëè íåïåðòóðáîâàíè õàìèëòîíèjàí, à äîäàòíè ÷ëàí HI

ïðåäñòàâ§à èíòåðàêöèîíè õàìèëòîíèjàí. Çà íàñ jå çàíèì§èâ ñëó÷àj êàäà ñå åëåê-
òðîí íàëàçè ó ïî§ó íåêîã åëåêòðîìàãíåòíîã òàëàñà. Ìoæå ñå ïîêàçàòè (âèäè [16])
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äà çà oïòè÷êå òàëàñíå äóæèíå1 îâîã òàëàñà (100 nm - 1 mm) õàìèëòîíèjàí ñèñòåìà
ìîæåìî çàïèñàòè êàî

H = H0 +HI = H0 − ~d · ~E, (10)

ãäå jå ~d = −e~r äèïîëíè ìîìåíò äàòîã åëåêòðîíà, à âðåäíîñò ïî§à ~E ñå óçèìà ó áèëî
êîjîj òà÷êè óíóòàð ïîñìàòðàíîã ñèñòåìà - »åí èçáîð jå íåáèòàí jåð ñó êàðàêòåðè-
ñòè÷íå äèìåíçèjå ðàçìàòðàíèõ ñèñòåìà (10−10 - 10−8 m) ìíîãî ìà»å îä îïòè÷êèõ
òàëàñíèõ äóæèíà ïà ñå ïî§å ïðàêòè÷íî íå ìå»à ó ïðîñòîðó íà ðàñòîjà»èìà ðåäà
îâèõ äèìåíçèjà. Êàæåìî äà ñìî èíòåðàêöèîíè õàìèëòîíèjàí çàïèñàëè ó äèïîëíîj
àïðîêñèìàöèjè.

Íåêà ñó |i〉 ñâîjñòâåíà ñòà»à îñíîâíîã õàìèëòîíèjàíà H0 êîjà îäãîâàðàjó ñâîj-
ñòâåíèì ôðåêâåíöèjàìà ωi

2 è íåêà jå

ωij = ωi − ωj (11)

ðåçîíàíòíà ôðåêâåíöèjà ïðåëàñêà i ↔ j. Èíäåêñ i áðîjè ñòà»à îä îñíîâíîã êà ñâå
âèøèì ïîáó¢åíèì òj. ïðåìà ðàñòó£èì åíåðãèjàìà è ñâîjñòâåíèì ôðåêâåíöèjàìà.
Îñíîâíè õàìèëòîíèjàí jå ñàäà

H0 = ~
∑
i

ωi |i〉〈i| , (12)

äîê jå èíòåðàêöèîíè õàìèëòîíèjàí

HI =
∑
i,j

〈i|HI |j〉 |i〉〈j| = −
∑
i 6=j

~dij · ~E |i〉〈j| , (13)

ãäå ñìî îáåëåæèëè
~dij = 〈i|~d|j〉 , (14)

ìàòðè÷íè åëåìåíò äèïîëíîã ìîìåíòà. Ó ñèñòåìèìà êîjå ìè ðàçìàòðàìî, ñâîjñòâåíà
ñòà»à îñíîâíîã õàìèëòîíèjàíà èìàjó äåôèíèñàíó ïàðíîñò îäàêëå ñå ëàêî ïîêàçójå
äà ìîðà äà âàæè 〈i|~r|i〉 = ~0 ïà jå è ~dii = ~0 è çàòî ñìî ó (13) ñòàâèëè ó ñóìè i 6= j.
Àêî jå ïîòåíöèjàë ñôåðíî ñèìåòðè÷àí òj. àêî ñå ìîæå íàïèñàòè V = V (r) ãäå jå r
ðàñòîjà»å îä íåêîã öåíòðà, ñâîjñòâåíà ñòà»àH0 ñèãóðíî èìàjó äåôèíèñàíó ïàðíîñò.
Íåêà jå ñïî§àø»å åëåêòðè÷íî ïî§å ó ôîðìàëèçìó êîìïëåêñíèõ àìïëèòóäà äàòî
ñà

~E =
1

2

∑
k

(
~Eke
−iω̃kt + ~Ek

∗
eiω̃kt

)
, ω̃k > 0, (15)

ãäå ñó ω̃k ôðåêâåíòíå êîìïîíåíòå ïî§à îäíîñíî ôðåêâåíöèjå ðàçëè÷èòèõ ðàâíèõ
òàëàñà ñà êîjìà åëåêòðîí èíòåðàãójå. Çàïèñójåìî (13) êàî

HI = −1

2

∑
k

∑
i 6=j

~dij ·
(
~Eke

−iω̃kt + ~E∗ke
iω̃kt
)
|i〉〈j| . (16)

Jeäàí îä íà÷èíà äà ñå îâà èíòåðàêöèjà îñòâàðè jå äà ñå ñðåäèíà ó êîjîj ñå íàëàçå
îâè êâàíòíè ñèñòåìè îñâåòëå íåêèì ëàñåðîì - ñëó÷àj êîjè ó îâîì ðàäó èçó÷àâàìî.
Çàòî ~E çîâåìî ëàñåðñêèì ïî§åì, à ω̃k ñó ïðîñòî ôðåêâåíöèjå ëàñåðà.

1Äàòè ðàñïîí âðåäíîñòè ïðåâàçèëàçè âèä§èâè îïñåã (îêî 380 - 740 nm), ìå¢óòèì óñòà§åí jå
íàçèâ ½îïòè÷êå òàëàñíå äóæèíå� è çà îâàj øèðè ïîjàñ ó ñïåêòðó jåð îáè÷íî ìàòåðèjàëè îä êîjèõ
ñå èçðà¢ójó ñî÷èâà è ñë. èìàjó ñëè÷íå ïðîïóñíå îñîáèíå çà òàëàñíå äóæèíå êîjå îí îáóõâàòà.

2Ñâîjñòâåíå âðåäíîñòè õàìèëòîíèjàíà ñó åíåðãèjå Ei à ñâîjñòâåíå ôðåêâåíöèjå ωi = Ei/~.
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3.1 Àïðîêñèìàöèjà ðîòèðàjó£åã òàëàñà

Èíòåðàêöèîíè õàìèëòîíèjàí ìîæå çíàòíî äà ñå óïðîñòè àêî jå ïî§å äàòî ó
(15) òàêâî äà ñàäðæè ïîíåêó êîìïîíåíòó êîjà îñöèëójå ñà ω̃l êîjà jå jàêî áëèñêà

ðåçîíàíòíîj ôðåêâåíöèjè íåêîã ïðåëàçà, ðåöèìî ω
(l)
ij . Òàäà êàæåìî äà ëàñåðèìà àì-

ïëèòóäå ~El ãà¢àìî ïðåëàç i
(l) ↔ j(l). Èíäåêñ l óçèìà£å âðåäíîñò èç íåêîã èíäåêñíîã

ñêóïà L îíèõ ôðåêâåíòíèõ êîìïîíåíòè ïî§à êîjå ãà£àjó ïîìåíóòå ïðåëàçå. Oí ñà-
ìèì òèì èíäåêñèðà è ñàìå ïðåëàçå êîjè ñó ãà¢àíè ïà êàä ãîä ñå (l) ïîjàâè ó ñèìáîëó
êîjè jå âå£ èíäåêñèðàí ñà ij ó íàðåäíèì jåäíà÷èíàìà, òî çíà÷è äà ñå óçèìàjó ñàìî
îíè ij êîjè îäãîâàðàjó ãà¢àíèì ïðåëàçèìà.

Äà áèñìî äîøëè äî òîã óïðîø£å»à ïðâî £åìî ïðå£è ó èíòåðàêöèîíó ñëèêó
óíèòàðíîì òðàíñôîðìàöèjîì

U = e
i
~H0t =

∑
eiωit |i〉〈i| . (17)

Äèjàäà |i〉〈j| ñå òðàíñôîðìèøå íà ñëåäå£è íà÷èí

U |i〉〈j|U † = eiωij |i〉〈j| , (18)

ïà jå òðàíñôîðìèñàíè èíòåðàêöèîíè õàìèëòîíèjàí

H int

I = UHIU
† =− 1

2

∑
k

∑
i 6=j

~dij ·
(
~Eke

−iω̃kt + ~E∗ke
iω̃kt
)
|i〉〈j| eiωijt =

=− 1

2

∑
k

∑
i>j

~dij ·
(
~Eke

i(ωij−ω̃k)t + ~E∗ke
i(ωij+ω̃k)t

)
|i〉〈j|

− 1

2

∑
k

∑
i<j

~dij ·
(
~Eke

−i(ωji+ω̃k) + ~E∗ke
−i(ωji+ω̃k)

)
|i〉〈j| =

=− 1

2

∑
k

∑
i>j

~dij ·
(
~Eke

i(ωij−ω̃k)t + ~E∗ke
i(ωij+ω̃k)t

)
|i〉〈j|

− 1

2

∑
k

∑
i>j

~dji ·
(
~Eke

−i(ωij+ω̃k) + ~E∗ke
−i(ωij−ω̃k)

)
|j〉〈i| . (19)

Ñàäà çàäðæàâàìî ñàìî ÷ëàíîâå êîjè íàjñïîðèjå îñöèëójó. Òî £å áèòè îíè ÷ëàíîâè
êîjè îñöèëójó ôðåêâåíöàìà ω

(l)
ij −ω̃l, jåð ñìî ïðåòïîñòàâèëè äà ñó îâå ðàçëèêå ìíîãî

ìà»å îä ñâèõ îñòàëèõ. Çàäðæàâà»å ñàìî ïîìåíóòèõ ÷ëàíîâà íàçèâà ñå àïðîêñè-
ìàöèjèà ðîòèðàjó£åã òàëàñà3. Ïðåìà òîìå,

H int

I = −1

2

i>j∑
l∈L

(
~d

(l)
ij · ~El |i〉〈j| e

−i
(
ω̃l−ω

(l)
ij

)
t
+ ~d

(l)
ji
~E∗l |j〉〈i| e

i
(
ω̃l−ω

(l)
ij

)
t

)
. (20)

Âðà£à»åì íàçàä èç èíòåðàêöèîíå ñëèêå4 îïåðàòîðîì U † íàëàçèìî

HI = −1

2

i>j∑
l∈L

(
~d

(l)
ij · ~El |i〉〈j| e−iω̃lt + ~d

(l)
ji · ~E∗l |j〉〈i| eiω̃lt

)
. (21)

3Åíã. Rotating Wave Approximation (RWA).
4Óøëè ñìî ó èíòåðàêöèîíó ñëèêó ñàìî äà áèñìî îïðàâäàëè îäñòðà»èâà»å áðçî îñöèëójó£èõ

ñàáèðàêà.
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Ñàäà jå âðåìå äà óâåäåìî Ðàáèjåâó ôðåêâåíöèjó ëàñåðà êàî

Ωl =
~d

(l)
ij · ~El
2~

, i > j. (22)

Îâî jå âåëè÷èíà êîjà êàðàêòåðèøå jà÷èíó èíòåðàêöèjå ëàñåðà ñà êâàíòíèì ñèñòå-
ìîì è ïîðåä àìïëèòóäå ~El îíà çàâèñè è îä âðåäíîñòè ìàòðè÷íîã åëåìåíòà ~dij. Êàäà

jå îâà âðåäíîñò ~dij = ~0 ïðåëàç jå äèïîëíî çàáðà»åí ïà jå, áåç îáçèðà íà ïî§å, Ðà-
áèjåâà ôðåêâåíöà òàêî¢å jåäíàêà íóëè. Ïðåìà òîìå, ìîæåìî äà óâåäåìî èíäåêñíè
ñêóï M ⊂ L êîjè èçäâàjà îíå ôðåêâåíòíå êîìïîíåíòå ëàñåðà êîjå ãà¢àjó äîçâî§åíå
ïðåëàçå è äà ïèøåìî

HI = −~
i>j∑
m∈M

(
Ωm |i〉〈j| e−iω̃mt + Ω∗m |j〉〈i| eiω̃mt

)
. (23)

Ðåëàöèjà (23) íàì îìîãó£àâà äà ôîðìóëèøåìî jåäíîñòàâíî ïðàâèëî çà ïèñà»å èí-
òåðàêöèîíîã õàìèëòîíèjàíà ó àïðîêñèìàöèjè ðîòèðàjó£åã òàëàñà - ñâàêîì ïðåëàçó
i↔ j, i > j êîjè jå ãà¢àí ëàñåðîì ôðåêâåíöèjå ω îäãîâàðà ñàáèðàê

−~Ω |i〉〈j| e−iωt − ~Ω∗ |j〉〈i| eiωt.

3.2 Ðîòèðàjó£è ñèñòåì

Õàìèëòîíèjàí èíòåðàêöèjå ó àïðîêñèìàöèjè ðîòèðàjó£åã òàëàñà jåñòå óïðîø£åí
ó îäíîñó íà ïîëàçíè jåð ñìî îäáàöèëè îäðå¢åíè áðîj ñàáèðàêà àëè è ñâàêè ïðåî-
ñòàëè ñàáèðàê è äà§å ñàäðæè îñöèëójó£è åêñïîíåíöèjàëíè ôàêòîð. Çàìåíîì òà-
êâîã õàìèëòîíèjàíà ó jåäíà÷èíó çà åâîëóöèjó ìàòðèöå ãóñòèíå (8) äîáè£åìî ñèñòåì
äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà ñà ïðîìåí§èâèì êîåôèöèjåíòèìà. Ó îâîì ïîäîäå§êó
ïîêàçà£åìî äà ñå äîñòà îä îâå âðåìåíñêå çàâèñíîñòè ìîæå îäñòðàíèòè èçáîðîì ïî-
ãîäíîã óíèòàðíîã îïåðàòîðà UR ãäå êàæåìî äà ñìî ïðåøëè ó ðîòèðàjó£è ñèñòåì.
Ïîòðàæè£åìî îâàj îïåðàòîð íàjïðîñòèjåì, äèjàãîíàëíîì îáëèêó ó ñâîjñòâåíîì áà-
çèñó H0

UR =
∑
i

eiαit |i〉〈i| . (24)

Ïîøòî jå îïåðàòîð çàâèñòàí îä âðåìåíà ìîðàìî ïî£è îä âðåìåíñêè çàâèñíå Øðå-
äèíãåðîâå jåäíà÷èíå êàêî áèñìî íàøëè çàêîí òðàíñôîðìàöèjå õàìèëòîíèjàíà. Íåêà
jå

˜|ψ〉 = UR |ψ〉 , H |ψ〉 = i~∂t |ψ〉 , H̃ ˜|ψ〉 = i~∂t ˜|ψ〉. (25)

Ðàçâîjåì ïîñëåä»å ðåëàöèjå óç êîðèø£å»å ïðåòõîäíå äâå ñå äîáèjà

H̃UR |ψ〉 = i~(∂tUR) |ψ〉+ i~UR∂t |ψ〉 = i~(∂tUR) |ψ〉+ URH |ψ〉 . (26)

Ïîøòî ãîð»à ðåëàöèjà âàæè çà ïðîèçâî§íî |ψ〉 ñëåäè

H̃UR = i~∂tUR + URH, (27)

øòî ìíîæå»åì ñà U †R çäåñíà äàjå çàêîí òðàíñôîðìàöèjå ïðîèçâî§íîã õàìèëòîíè-
jàíà

H̃ = i~∂tURU †R + URHU
†
R. (28)
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Ñàäà £åìî ïðèìåíèòè îâàj çàêîí òðàíñôîðìàöèjå íà õàìèëòîíèjàí (10) óçèìàjó£è
îñíîâíè è èíòåðàêöèîíè õàìèëòîíèjàí ó îáëèêó (12), îäíîñíî (23). Ïðèìåòèìî äà
jå

UR |i〉〈j|U †R = |i〉〈j| ei(αi−αj)t, i~∂tURU †R = −~
∑
i

αi |i〉〈i| ,

øòî çà òðàíñôîðìèñàíè õàìèëòîíèjàí äàjå

H̃ = −~
∑
i

(αi − ωi) |i〉〈i| − ~
i>j∑
m∈M

(
Ωm |i〉〈j| ei(αi−αj−ω̃m)t + Ω∗m |j〉〈i| e−i(αi−αj−ω̃m)t

)
,

(29)
ãäå, ïîäñåòèìî ñå, èíäåêñè i è j îäãîâàðàjó ñàìî ãà¢àíèì ïðåëàçèìà ó äðóãîj ñóìè.
Äà áèñìî îòêëîíèëè øòî âèøå îä âèøå îä âðåìåíñêå çàâèñíîñòè çàõòåâàìî äà âàæè

αi − αj − ω̃m = 0, m ∈M, (30)

ãäå i è j îäãîâàðàjó ãà¢àíîì ïðåëàçó. Ïîøòî ñå αi jàâ§à ó ðàçëèêàìà, jàñíî jå äà
jåäàí îä »èõ, íïð. çà íàjíèæè èíäåêñ i ìîæåìî îäàáðàòè ïðîèçâî§íî, ðåöèìî äà
áóäå jåäíàê íóëè, øòî çíà÷è äà ó ñèñòåìó ñà êîíà÷íèì áðîjåì îä N íèâîà èìàìî
íà ðàñïîëàãà»ó N − 1 íåçàâèñíèõ αi ïà ìîæåìî óêëîíèòè âðåìåíñêó çàâèñíîñò
ó õàìèëòîíèjàíó ïðåëàñêîì ó ðîòèðàjó£è ñèñòåì àêî èìàìî ãà¢àíèõ íàjâèøå N
ïðåëàçà. Íàìà £å îä èíòåðåñà áèòè òàêîçâàíå çàòâîðåíå êîíôèãóðàöèjå - ñè-
ñòåìè ñà N ãà¢àíè ñà N ëàñåðeðà òàêî äà ïîñòîjè çàòâîðåíè ïóò ãà¢àíèõ ïðåëàçà
i1 ↔ i2 · · · in ↔ i1 è ó îâîì ñëó÷àjó £åìî ìî£è äà îòêëîíèìî âðåìåíñêó çàâèñíîñò
ñàìî ó N − 1 ÷ëàíîâà, äîê £å ó jåäíîì ÷ëàíó îíà äà îñòàíå. Oâàj ïðîáëåì ñå ìîæå
ôîðìóëèñàòè êàî ïðîáëåì èç òåîðèjå ãðàôîâà è ðåøèâîñòè ñèñòåìà (30) ó ôîðìè
ïèòà»à: êîëèêî íàjâèøå jåäíà÷èíà ó ñèñòåìó (30) ñìåìî çàäðæàòè êàêî áè îí áèî
êîíçèñòåíòàí ó äàòîì ãðàôó ÷èjå ÷âîðîâå ÷èíå åíåðãåòñêè íèâîè, à èâèöå ãà¢à-
íè äîçâî§åíè ïðåëàçè? Ìè ñå íà òîìå íå£åìî çàäðæàâàòè âå£ £åìî îâàj ïîñòóïàê
èëóñòðîâàòè íà äâà jåäíîñòàâíà ïðèìåðà íà ñèñòåìó ñà òðè íèâîà.

Ñëó÷àj 3.1. (V-êîíôèãóðàöèjà). Íåêà ñó ó ñèñòåìó ñà òðè íèâîà äîçâî§åíè ïðåëà-
çè 1↔ 2 è 1↔ 3 è íåêà ñó îíè ãà¢àíè ëàñåðèìà ôðåêâåíöèjà ω̃1 è ω̃2. Òàäà ñèñòåì
(30) ãëàñè

α2 − α1 − ω̃1 = 0,

α3 − α1 − ω̃2 = 0.

Îâàj ñèñòåì jå ðåøèâ, jåð àêî èçàáåðåìî α1 = 0, ìîæåìî äà ñòàâèìî è α2 = ω̃1 è
α3 = ω̃2 ïà jå ìîãó£å ó ïîòïóíîñòè îòêëîíèòè åêñïëèöèòíó âðåìåíñêó çàâèñíîñò èç
õàìèëòîíèjàíà.

Ñëó÷àj 3.2. (∆-êîíôèãóðàöèjà). Íåêà ñó ó ñèñòåìó ñà òðè íèâîà äîçâî§åíè ïðå-
ëàçè 1 ↔ 2 ↔ 3 ↔ 1 è íåêà ñó îíè ðåäîì ãà¢àíè ëàñåðèìà ôðåêâåíöèjà ω̃1, ω̃2 è
ω̃3. Òàäà jå ñèñòåì (30)

α2 − α1 − ω̃1 = 0,

α3 − α2 − ω̃2 = 0,

α3 − α1 − ω̃3 = 0.
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Îñèì ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó òçâ. åãçàêòíå ðåçîíàíöå êàäà jå ω̃3 = ω̃1 + ω̃2, ñâàêà îä
îâèõ jåäíà÷èíà jå íåñàãëàñíà ñà äðóãå äâå ïà ìîðàìî jåäíó îä »èõ îäáàöèòè. Íïð.
àêî îäáàöèìî òðå£ó, èçàáåðåìî α1 = 0, òàäà óç α2 = ω̃1 è α3 = ω̃1 + ω̃2 îòêëà»àìî
åêñïëèöèòíó âðåìåíñêó çàâèñíîñò èç äâà ïàðà êîìïëåêñíî êîíjóãîâàíèõ ÷ëàíîâà
ó èíòåðàêöèîíîì õàìèëòîíèjàíó (30). Ó òðå£åì ïðåîñòà£å ôàêòîð êîjè îñöèëójå
ôðåêâåíöèjîì α3 − α1 − ω̃3 = ω1 + ω2 − ω3.

Èç ïðâå îä ðåëàöèjà (25) ñëåäè è òðàíñôîðìàöèjà ìàòðèöå ãóñòèíå

ρ̃ = URρU
†
R =

∑
ij

ρij |i〉〈j| ei(αi−αj)t. (31)

Ó îâîì ïîäîäå§êó ñìî ðàçìàòðàëè ìîòèâå è òåõíèêó ïðåëàñêà ó ðîòèðàjó£è ñèñòåì
ñà ïîâå£àíîì ãåíåðàëíîø£ó. Êàêî ñå òî èçâîäè èëóñòðîâàëè ñìî íà ïðèìåðó äâå
êîíôèãóðàöèjå êîjå £å ñå jàâ§àòè è êàñíèjå ó ðàäó. Ïðàêòè÷íî jå ìîæäà íàjëàêøå
íàïèñàòè èíòåðàêöèîíè õàìèëòîíèjàí ïðåìà ïðàâèëó êîjå ñìî èçâåëè ó ïðåòõîä-
íîì ïîäîäå§êó çà êîíôèãóðàöèjó êîjó èìàìî ïðåä ñîáîì, à çàòèì äà ôîðìèðàìî
õàìèëòîíèjàí (29) è jåäíà÷èíå (30) è ó êîíêðåòíîì ñëó÷àjó àíàëèçèðàìî »èõîâó
ðåøèâîñò è, àêî íå ìîæåìî ñâå, çàäðæèìî îíå êîjå íàì ñå ó÷èíå íàjïîãîäíèjèì.

4 Ðåëàêñàöèîíè ïðîöåñè

Äîáèòàê ïðè ïîëóêëàñè÷íîì òðåòìàíó èíòåðàêöèjå åëåêòðîìàãíåòíîã ïî§à ñà
êâàíòíèì ñèñòåìîì jå jåäíîñòàâíèjè ðà÷óí óç çàäðæàâà»å òà÷íîñòè ó îïèñèâà»ó
íåêèõ ôåíîìåíà. Ìå¢óòèì, ïðè çàíåìàðèâà»ó ÷è»åíèöå äà jå è ñàìî ïî§å êâàí-
òîâàíî, íàøåì îïèñó èçìè÷å íèç åôåêàòà. Íàèìå, ïî§å òj. ôîòîíñêà ñòà»à çàjåäíî
ñà àòîìîì ÷èíå jåäàí ñëîæåíè êâàíòíè ñèñòåì êîjè jå îïèñàí ñà ρAF = ρA⊗ ρF , ãäå
ñå èíäåêñ A îäíîñè íà àòîì, a F íà ïî§å. Õàìèëòîíèjàí ñå îíäà ìîðà ïèñàòè çà
ñèñòåì ó öåëèíè è ñàìî ñèñòåì ó öåëèíè åâîëóèðà óíèòàðíî ïî êâàíòíîj Jóâèëîâîj
jåäíà÷èíè (8). Ñòà»å ïîäñèñòåìà êîjå ñå äîáèjà ïî jåäíà÷èíè (1) íå ìîðà äà èìà
óíèòàðíó åâîëóöèjó è ó ðåàëíîñòè îíà £å ñå ðàçëèêîâàòè îä (8). Ïîòïóíî àíàëîã-
íî, ñèñòåì ìîæå è íà äðóãå íà÷èíå äà èíòåðàãójå ñà îêîëèíîì, íïð. ñà òåðìàëíèì
ôîíîíèìà ó ÷âðñòèì òåëèìà øòî îïåò óçðîêójå íåóíèòàðíó åâîëóöèjó. Åãçàêòíà
ôîðìóëà ïî êîjîj ñå åâîëóöèjà ïàðöèjàëíîã ñòà»à îäâèjà ìîäèôèêîâàíà jå jåäíèì
äîäàòíèì ñàáèðêîì

∂tρ = − i
~

[H, ρ] + Λ(ρ), (32)

ãäå jå

Λ(ρ) = −1

2

∑
n>m,q>p

γnm,qp

(
δmpρ |n〉〈q|+ δmp |n〉〈q| ρ− 2 |p〉〈m| ρqn

)
ei(ωmn−ωpq), (33)

γnm,pq =
√
γnm
√
γqp

~dnm · ~dqp
|~dnm||~dqp|

=⇒ γij,ij = γij. (34)

Äîäàòíè ÷ëàí Λ(ρ) oïèñójå òçâ. ðåëàêñàöèîíå ïðîöåñå, a γij ñå çîâó êîåôèöè-

jåíòè ðàñïàäà. Ïðè ïîòïóíî êâàíòíîì òðåòìàíó, ïî§à ~E è ~B ñó îïåðàòîðè êîjè
ìå¢óñîáíî íå êîìóòèðàjó ïà íå ìîæåìî íè çà jåäíó òà÷êó ïðîñòîðà òðâðäèòè äà
jå ~E = ~0 è ~B = ~0 èñòîâðåìåíî çáîã Õàjçåíáåðãîâå ðåëàöèjå íåîäðå¢åíîñòè è çàòî
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jå óâåê ïðèñóòíî òçâ âàêóóìñêî ïî§å. Èíòåðàêöèjîì êâàíòíîã ñèñòåìà ñà âàêóóì-
ñêèì ïî§åì äîëàçè äî ñïîíòàíå åìèñèjå ñâåòëîñòè - ñïîíòàíîã ïðåëàçà ñèñòåìà
èç jåäíîã ñòà»à ó äðóãî ïðè ÷åìó ñå åìèòójå ôîòîí îäãîâàðàjó£å ôðåêâåíöèjå. Àêî
jå äîìèíàíòíè ìåõàíèçàì ðåëàêñàöèjå èíòåðàêöèjà ñà âàêóóìñêèì ïî§åì òj. ñïîí-
òàíà åìèñèjà, øòî ñå äåøàâà íà êðèîãåíèì òåìïåðàòóðàìà (îêî 0 - 7 K), òàäà
ñó êîåôèöèjåíòè ðàñïàäà jåäíàêè êîåôèöèjåíòèìà ñïîíòàíå åìèñèjå

γij =
ω3
ij|dij|2

3πε0~c3
. (35)

Çà âèøå äåòà§à î ïóíîì êâàíòíîì òðåòìàíó âèäåòè [15] è [17]. Íà òåìïåðàòóðàìà
âèøèì îä ïîìåíóòèõ ïîñòàjó çíà÷àjíè åôåêòè ðàñïàäà íèâîà óñëåä èíòåðàêöèjà ñà
åëåêòðîíà ñà òåðìàëíèì ôîíîíèìà. Ó òîì ñëó÷àjó ñå ðåëàêñàöèjà è äà§å ôîðìàë-
íî îïèñójå ñà Λ(ρ) àëè γij óçèìàjó âå£ó âðåäíîñò îä (35) êîjà ìîæå äà ñå îäðåäè
åêñïåðèìåíòàëíî.

Jîø jåäàí åôåêàò êîjè íèjå îáóõâà£åí êâàíòíîì Jóâèëîâîì jåäíà÷èíîì jå íåêî-
õåðåíòíî ïóìïà»å. Îíî ñå ìîæå ðåàëèçîâàòè ðàçëè÷èòèì ôèçè÷êèì ïðîöåñèìà
êàî øòî ñó àïñîðïöèjà íåêîõåðåíòíå ñâåòëîñòè êîjó jå åìèòîâàëà ëàìïà á§åñêàëèöà
èëè ó ñóäàðèìà ó ðàçëè÷èòèì åëåêòðè÷íèì ïðàæ»å»èìà è ñàñòîjè ñå ó jåäíîñòàâ-
íîì ïîïóëàöèîíîì òðàíñôåðó èçìå¢ó ñòà»à. Íà îâàj íà÷èí ñå îñòâàðójå ïîïóëàöèî-
íà èíâåðçèjà êîä íïð. ãàñíèõ ëàñåðà êàî øòî ñó He - Ne èëè CO2 ëàñåðè (âèäè [18]).
È òàj ïðîöåñ ñå êðîç êîåôèöèjåíòå γij ìîæå óê§ó÷èòè ó (34).

Aêî äåòà§íèjå àíàëèçèðàìî (34) óî÷è£åìî äà ó ñàáèðöèìà êîjè çà êîjå jå n = q
è m = p åêïîíåíöèjàëíè ôàêòîð ïîñòàjå jåäíàê jåäèíèöè. Ó ñóïðîòíîì, àêî íåìàìî
äåãåíåðàöèjó èëè êâàçèäåãåíåðàöèjó (äâà ñòà»à ñó jàêî áëèñêà) è ïîjåäèíå åêâè-
äèñòàíòíå íèâîå òàêî äà jå ωnm = ωpq, ïîjàâè£å ñå ÷ëàíîâè ñà åêñïîíåíöèjàëíèì
ôàêòîðèìà îáëèêà ei(ωnm−ωpq) êîjè ñó áðçîîñöèëójó£è è óñðåä»àâà»åì ïî ìàêðî-
ñêîïñêèì âðåìåíñêèì èíòåðâàëèìà äîáèjàìî íóëòè äîïðèíîñ îä »èõ. Ó ñëó÷àjó
(êâàçè)äåãåíåðàöèjå èëè åêâèäèñòàíòíîñòè, êàî øòî ñìî âå£ ðåêëè, ei(ωmn−ωpq) áè£å
èëè jåäíàêî 1 èëè âðëî ñïîðî îñöèëójó£å ïà £å »åãîâà ñðåä»à âðåäíîñò îïåò áèòè
jåäíàêà 1 è ó òàêâèì ñëó÷àjåâèìà êàæåìî äà èìàìî ñïîíòàíî ãåíåðèñàíó êîõå-
ðåíöèjó. Ó íàøåì ðàäó íå£åìî ðàçìàòðàòè íè jåäíó êîíôèãóðàöèjó ñà ñïîíòàíî
ãåíåðèñàíîì êîõåðåíöèjîì ïà ìîæåìî äà ñìàòðàìî íà äà§å äà íèêàêâà åêñïëèöèò-
íà âðåìåíñêà çàâèñíîñò íå£å ïðîèçà£è èç Λ(ρ) - îíäå ãäå jå èìà îíà £å ó ñðåä»åì
äàòè íóëòè äîïðèíîñ jåäíà÷èíàìà.

5 Mañòåð jåäíà÷èíå

Äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå çà âðåìåíñêó åâîëóöèjó ìàòðè÷íèõ åëåìåíàòà îïå-
ðàòîðà ãóñòèíå êîjå ñëåäå èç (32) äîïó»åíå ÷ëàíîâèìà êîjè îïèñójó åâåíòóàëíî
íåêîõåðåíòíî ïóìïà»å çîâó ñå îïòè÷êå Áëîõîâå jåäíà÷èíå èëè ìàñòåð jåä-
íà÷èíå. Ìè ñìî çàèíòåðåñîâàíè çà »èõîâî ðåøå»å ó ãðàíè÷íîì ñëó÷àjó t → ∞
îäíîñíî ó ñëó÷àjó äà ñå åâîëóöèjà îäâèjà äîâî§íî äóãî äà ñå ïîñòèãíå îäðå¢åíî
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ñòàöèîíàðíî ñòà»å/ðåæèì5. Îíå ñó ëèíåàðíå õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà-
÷èíå ïðâîã ðåäà øòî ñå âèäè èç (32). Àêî ñå ñðåäèíà îñâåòëè ëàñåðîì êîíñòàíòíå
àìïëèòóäå, ñâå Ðàáèjåâå ôðåêâåíöèjå £å áèòè êîíñòàíòíòå. Ìå¢óòèì, ó îïøòåì
ñëó÷àjó, îâå jåäíà÷èíå íå£å èìàòè êîíñòàíòíå êîåôèöèjåíòå - òî £å ñå äåñèòè ñà-
ìî àêî ïðå¢åìî ó ðîòèðàjó£è ñèñòåì ó êîì ñå îòêëîíè ñâà åêñïëèöèòíà âðåìåíñêà
çàâèñíîñò ó õàìèëòîíèjàíó. Àêî òî íèjå ìîãó£å ïðîöåäóðîì êîjà jå ïðåïèñàíà ó ïî-
äîäå§êó 3.2, oíäà £å ïîjåäèíè êîåôèöèjåíòè ñàäðæàòè è åêïîíåíöèjàëíå ÷ëàíîâå
îáëèêà eiωt (âèäåòè ñèñòåìå (48), (82) è (91)). Ó ïðâîì äåëó ðàäà òj. ó îäå§öèìà
6-8 èìàìî áàø îâàêâó ñèòóàöèjó - äà ñó àìïëèòóäå è Ðàáèjåâå ôðåêâåíöå êîíñòàíò-
íå. Ó äðóãîì äåëó, ó îäå§öèìà 10-10.3 ðàçìàòðàìî ïðîïàãàöèjó ñâåòëîñíîã ïóëñà
- äàêëå àìïëèòóäå ñó ôóíêöèjå âðåìåíà ïà ñå ìàñòåð jåäíà÷èíå ìîðàjó ðåøàâàòè
çàjåäíî ñà Ìàêñâåë-Ëîðåíöîâèì jåäíà÷èíàìà êîjå îïèñójó åëåêòðîìàãíåòíî ïî§å ó
ñóïñòàíöèjàëíîj ñðåäèíè è òî ÷èíèìî Ôóðèjåîâèì ìåòîäîì. Çà ïîòðåáå îáà ñëó÷àjà
ó íàðåäíîì ïîäîäå§êó îïèñójåìî êàêî ñå ñèñòåì ìàñòåð jåäíà÷èíà ðåøàâà (òj. ÷èíè
ïðâè êîðàê êà ðåøå»ó) ó àïðîêñèìàöèjè äà jå jåäíî ëàñåðñêî ïî§å ìíîãî ñëàáèjå
îä îñòàëèõ.

Ñàäà £åìî êðàòêî äèñêóòîâàòè ðåøèâîñò ìàñòåð jåäíà÷èíà çà ïî÷åòíå óñëîâå
ρ(0) = ρ0. Êàêî jå ìàòðèöà ãóñòèíå åðìèòñêà, îíà jå îïèñàíà ñà n

2 ðåàëíèõ ïàðà-
ìåòàðà, ìå¢óòèì óñëîâ jåäèíè÷íîã òðàãà èìïëèöèðà

∑
i ρii = 1 (íîðìàëèçàöèîíè

óñëîâ) ïà áðîj íåçàâèñíèõ ðåàëíèõ ïàðàìåòàðà ñïàäà íà n2 − 1. Áðîj ìàñòåð jåäíà-
÷èíà jå n2 ìå¢óòèì ½äèjàãîíàëíå� ìàñòåð jåäíà÷èíå ñó òàêâå äà ìîðàjó äà çàäîâî§å
äîäàòíè óñëîâ

∑
i ρ̇ii = 0 ïà áðîj íåçàâèñíèõ jåäíà÷èíà ñïàäà íà n2− 1 òj. jåäíàê jå

áðîjó òðàæåíèõ ôóíêöèjà ïà ñå ñèñòåì ìîæå ðåøèòè. Êàäà ïðèñòóïàìî ðåøàâà»ó
íåêèõ êîíêðåòíèõ ìàñòåð jåäíà÷èíà êîjå îïèñójó ñèñòåì ñà n íèâîà, ìè èç ñèñòåìà
èçáàöójåìî jåäíó ½äèjàãîíàëíó� jåäíà÷èíó, ðåöèìî çà ρnn è çàìå»ójåìî jå ìàëî÷àñ
ïîìåíóòèì íîðìàëèçàöèîíèì óñëîâîì, à îíäà, ïî ïîòðåáè, èç »åãà èçðàæàâàìî
ρnn = 1−

∑n−1
i=1 ρii è óíîñèìî ó ïðåîñòàëå jåäíà÷èíå.

5.1 Ðåøàâà»å ìàñòåð jåäíà÷èíà ó àïðîêñèìàöèjè ñëàáîã ïðîá-

íîã ïî§à

Ó îâîì ðàäó ðàçìàòðàìî ñèòóàöèjå ó êîjèìà ñó îäðå¢åíè ïðåëàçè ãà¢àíè ëàñå-
ðèìà Ðàáèjåâèõ ôðåêâåíöè Ωci êîjå çîâåìî êîíòðîëíèì ëàñåðèìà, à jîø jåäàí
ïðåëàç ëàñåðîì Ðàáèjåâå ôðåêâåíöå Ωp êîjè çîâåìî ïðîáíè/ñîíäèðàjó£è ëàñåð.
Îíäà èñïèòójåìî êàêî äàòà ñðåäèíà è êîíôèãóðàöèjà êîíòðîëíèõ ëàñåðà óòè÷å íà

5Âèäå£åìî êàñíèjå, ñèñòåì ìàñòåð jåäíà÷èíà jå åêâèâàëåíòíàí ñèñòåìó jåäíà÷èíà çà ñïðåãíóòå
ëèíåàðíå îñöèëàòîðå ñà ïðèãóøå»åì è ñà êîíñòàíòíèì èëè õàðìîíèjñêè îñöèëójó£èì ïðèíóäíèì
ñèëàìà êîjè jå ðåäóêîâàí íà ïðâè ðåä (àêî ñà q̈ = f(q, q̇, t) ïðå£åìî íà q̇ = f1(q, v, t) è v̇ = f2(q, v, t),
ãäå jå q íåêà ãåíåðàëèñàíà êîîðäèíàòà, à v ãåíåðàëèñàíà áðçèíà ðåäóêîâàëè ñìî ñèñòåì ñà ïðâîã
íà äðóãè ðåä). Çíàìî äà jå ðåøå»å òîã ñèñòåìà ñóïåðïîçèöèjà ïðèãóøåíèõ ñîïñòâåíèõ îñöèëàöèjà
è ïðîñòîã ïåðèîäè÷íîã îñöèëîâà»à ñà ôðåêâåíöèjîì ïðèíóäíå ñèëå. Çà ìàëà âðåìåíà îä êàä ñå
ñèñòåì ïîáóäè íà îñöèëîâà»å áè£å çíà÷àjíà îáà äîïðèíîñà è èìàìî òçâ. òðàíçèjåíòíè ðåæèì.
Íàêîí äîâî§íî äóãî âðåìåíà àìïëèòóäà ïðèãóøåíå êîìïîíåíòíå £å òîëèêî îïàñòè äà £å óêóïíî
êðåòà»å ïðàêòè÷íî áèòè ïðîñòî ïåðèîäè÷íî ñà ôðåêâåíöèjîì ïðèíóäíå ñèëå è êàäà ñå òî äîãîäè
êàæåìî äà jå ñèñòåì äîøàî ó ñòàöèîíàðíî ñòà»å/ðåæèì (âèäè íïð. [19] è [20]). Ðå÷ ñòàöèîíàðíî

íå ìîðà äà çíà÷è è ñòàòè÷êè îäíîñíî äà ñó ðåøå»à ñèñòåìà ìàñòåð jåäíà÷èíà íåçàâèñíà îä
âðåìåíà - òî jåñòå ñëó÷àj êàäà ñó ÷ëàíîâè êîjè ñó àíàëîãíè ïðèíóäíîj ñèëè êîíñòàíòå, àëè ó
ñëó÷àjó äà ñó îíè õàðìîíèjñêè îñöèëàòîðíè òàêâà £å áèòè è äèíàìèêà ðåøå»à ó ñòàöèîíàðíîì
ðåæèìó à ñàìà ðå÷ ñòàöèîíàðíî îâäå îçíà÷àâà äà ñó òàêâå ñàìå îñëèàöèjå - óâåê ñå ïîíàâ§àjó
íà èñòè, ïðîñòî ïåðèîäè÷àí íà÷èí íàñóïðîò îíîìå øòî ñå äåøàâà ó òðàíçèjåíòíîì ðåæèìó.
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ïðîáíè (îäãîâîð ñðåäèíå íà ïðîáíè ëàñåð) ó ñìèñëó àïñîðïöèjå, äèñïåðçèjå è ñë.
Àêî jå |Ωp| � |Ωci| êàæå ñå äà ðàäèìî ó àïðîêñèìàöèjè ñëàáîã ïðîáíîã ïî-
§à. Òàäà ñå ñòàöèîíàðíî ðåøå»å ìàñòåð jåäíà÷èíà íàëàçè êîðèø£å»åì òåîðèjå
ïåðòóðáàöèjà [21] êîjà ïîäðàçóìåâà ñëåäå£ó ïðîöåäóðó:

1. óâåäå ñå ïàðàìåòàð λ è ñâóäà ó ìàñòåð jåäíà÷èíàìà ñå èçâðæè çàìåíà Ωp →
λΩp;

2. ðåøå»å ñèñòåìà ñå ïðåòïîñòàâè ó îáëèêó ïåðòóðáàöèîíîã ðåäà

ρ =
∑
k

λkρ(k); (36)

3. Íàêîí çàïèñèâà»à ρ ó îáëèêó ïåðòóðáàöèîíîã ðåäà ó ìàñòåð jåäíà÷èíàìà ó
ñâàêîj îä »èõ ñå ãðóïèøó ÷ëàíîâè óç ñòåïåíå λ è îíäà ñå èçjåäíà÷àâàjó èçðàçè
ñëåâà è çäåñíà êîjè ìíîæå èñòè ñòåïåí λ è òàêî äîáèjàìî ñèñòåì jåäíà÷èíà çà
ρ(k);

4. ðåøàâàìî íîâè ñèñòåì jåäíà÷èíà ïî ρ(k) äî ðåäà k êîjè æåëèìî à òî jå îäðå¢åíî
æå§åíîì òà÷íîø£ó;

5. âðà£àìî ρ(k) äî ðåäà äî êîã ñìî ðà÷óíàëè ó ðàçâîj (36) è ñòàâ§àìî λ = 1.

Àêî îâàj ðåä ñàäðæè ÷ëàíîâå êîjè îäãîâàðàjó k = 0, n êàæåìî äà ñìî àïðîêñèìèðà-
ëè ðåøå»å ó n-òîì ðåäó òåîðèjå ïåðòóðáàöèjà. ρ(0) ñå çîâå íóëòà àïðîêñèìàöèjà, ρ(1)

jå ïðâà ïîïðàâêà, ρ(0) +ρ(1) jå ïðâà àïðîêñèìàöèjà èòä. Ó îâîì ðàäó ñå çàäðæàâàìî
íà ïðâîj àïðîêñèìàöèjè.

Íà îñíîâó (32), ìàñòåð jåäíà÷èíå ñå ôîðìàëíî ìîãó çàïèñàòè êàî

ρ̇ij(t) = amnij (t)ρmn(t), (37)

ãäå ïîäðàçóìåâàìî ñóìàöèîíó êîíâåíöèjó ïî ïîíîâ§åíèì èíäåêñèìà. Ó êîíêðåòíî
ðàçìàòðàíèì êîíôèãóðàöèjàìà, ïîãîäíèì èçáîðîì ðîòèðàjó£åã ñèñòåìà îâå jåäíà-
÷èíå ñå ìîãó çàïèñàòè òàêî äà îíè êîåôèöèjåíòè amnij êîjè íèñó êîíñòàíòíè áóäó
îáëèêà

aij(t) ∝ Ωpe
iαijt èëè c.c..

Êîðèø£å»åì ïåðòóðáàöèîíîã ìåòîäà ñâàêè îä òèõ ÷ëàíîâà ñàäðæà£å λ áàð íà
ïðâîì ñòåïåíó ïà ñå ó ñèñòåìó êîjè îïèñójå íóëòó àïðîêñèìàöèjó ñèãóðíî íå£å
ïîjàâ§èâàòè òj. îí £å áèòè îáëèêà

ρ̇
(0)
ij = amnij ρ

(0)
mn. (38)

Îâî jå õîìîãåíè ëèíåàðíè ñèñòåì ïðâîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà è
»åãîâî ñòàöèîíàðíî ðåøå»å ñó êîíñòàíòíå ôóíêöèjå. Äðóãèì ðå÷èìà, ìîæåìî äà
ñòàâèìî ρ̇(0) = 0 è òàêî îä ñèñòåìà ìàñòåð jåäíà÷èíà äîïó»åíèì íîðìàëèçàöèîíèì
óñëîâîì ó íóëòîj àïðîêñèìàöèjè äîáèjàìî ñèñòåì àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà èç êîjèõ ñå
ìîæå îäðåäèòè ρ(0). Ó ñëåäå£åì êîðàêó, ôîðìèðàìî ñèñòåì ó ïðâîj àïðîêñèìàöèjè.
Îí £å áèòè îáëèêà

ρ̇
(1)
ij = amnij ρ

(1)
mn(t) + Fij(t), (39)

ãäå F (t) ñàäðæè ñàáèðêå òèïà Ωpe
iαijt èëè Ω∗pe

iαijt è ó F jå ñàäðæàíà ñâà åêñïëè-
öèòíà âðåìåíñêà çàâèñíîñò. Òî jå jàñíî jåð, êàêî £å óç Ωp ñèãóðíî äà ñòîjè áàð λ íà
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ïðâîì ñòåïåíó, ó ÷ëàíîâèìà êîjå çàäðæàâàìî ó ïðâîj àïðîêñèìàöèjè (äàêëå îíèìà

êîjè ìíîæå λ1) óç Ωp ñå íå ìîæå ïîjàâèòè ρ
(k)
mn çà k > 0, à âå£ ñìî ïîêàçàëè äà

ñó ρ
(0)
mn êîíñòàíòå. Èñòî òàêî, ðåêëè ñìî äà æåëèìî äà (àêî jå ìîãó£å) ïðå¢åìî ó

ðîòèðàjó£è ñèñòåì ó êîìå jå ñâà åêñïëèöèòíà âðåìåíñêà çàâèñíîñò óç Ωp òå ó òîì
ñëó÷àjó ìàñòåð jåäíà÷èíå ó ïðâîj àïðîêñèìàöèjè ìîðàjó áèòè ëèíåàðíå, ïðâîã ðåäà
ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà è ñà õàðìîíèjñêè îñöèëójó£èì íåõîìîãåíèì ñàáèð-
öèìà - äðóãèì ðå÷èìà, åêâèâàëåíòíå ñó ñèñòåìó ñïðåãíóòèõ ëèíåàðíèõ îñöèëàòîðà
ñà ïðèãóøå»èìà è õàðìîíèjñêèì ïðèíóäíèì ñèëàìà5. Ñòàöèîíàðíî ñòà»å ðåøå-
»å jå ñóìà ÷ëàíîâà îáëèêà bije

iαijt ãäå ñó bij êîíñòàíòå è îäðå¢ójó ñå àëãåáàðñêè,
óíîøå»åì ïðåòïîñòàâ§åíîã îáëèêà ρ(1) ó (39).

Àêî jå êîíôèãóðàöèjà òàêâà äà ñâó åêñïëèöèòíó âðåìåíñêó çàâèñíîñò ìîæåìî
äà îòêëîíèìî èç õàìèëòîíèjàíà ïðåëàñêîì íà ðîòèðàjó£è ñèñòåì îíäà £å ρ ó ñòà-
öèîíàðíîì ñòà»ó jåäíîñòàâíî áèòè êîíñòàíòíî ïà ñàìèì òèì è ρ(k) aêî ðàäèìî ó
àïðîêñèìàöèjè ñëàáîã ïðîáíîã ïî§à.

Äà ñóìèðàìî, ïî÷åòíè ñèñòåì ìàñòåð jåäíà÷èíà jå ëèíåàðíè õîìîãåíè ñèñòåì
ïðâîã ðåäà óîïøòåíî ñà ïðîìåí§èâèì êîåôèöèjåíòèìà. Ïðâî òðàæèìî ïîñòîjè ëè
òàêàâ ðîòèðàjó£è ñèñòåì ó êîìå ñå îòêëà»à ñâà âðåìåíñêà çàâèñíîñò èç èíòåðàê-
öèîíîã õàìèëòîíèjàíà. Àêî jå òî ìîãó£å, ìàñòåð jåäíà÷èíå èìàjó ñàìî êîíñòàíòíå
êîåôèöèjåíòå è »èõîâî ðåøå»å ó ñòàöèîíàðíîì ñòà»ó jå êîíñòàíòíî è íàëàçè ñå èç
ñèñòåìà àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà êîjè ñå ôîðìèðà ñòàâ§àjó£è ρ̇ = 0 ó ìàñòåð jåäíà-
÷èíå. Ó àïðîêñèìàöèjè ñëàáîã ïðîáíîã ïî§à è ó ïðâîì ðåäó ïåðòóðáàöèjå îä îâîã
ñèñòåìà äîáèjàìî äâà ïðîñòèjà èç êîjèõ íàëàçèìî ρ(0) è ρ(1). Àêî íèjå ìîãó£å íà£è
òàêàâ ðîòèðàjó£è ñèñòåì, îíäà ïîêóøàâàìî äà íà¢åìî íåêè äðóãè ó êîìå £å ñâà
åêñïëèöèòíà âðåìåíñêà çàâèñíîñò ó HI áèòè ó ñàáèðêó êîjè îïèñójå èíòåðàêöèjó
ñà ïðîáíèì ïî§åì. Òàäà ñå ó ïðâîì ðåäó òåîðèjå ïåðòóðáàöèjà îä ïî÷åòíèõ ìàñòåð
jåäíà÷èíà êîjå ñó õîìîãåíå è íåìàjó êîíñòàíòíå êîåôèöèjåíòå äîáèjà jåäàí ñèñòåì
àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà è jåäàí íåõîìîãåíè ñèñòåì äèôåðåíöèjàëíèõ jåäíà÷èíà àëè
ñàäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà ÷èjå ñå ðåøå»å ó ñòàöèîíàðíîì ñòà»ó îïåò
ñâîäè íà ðåøàâà»å íåêèõ àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà. Îâà ïðåòåæíî êâàëèòàòèâíà àíà-
ëèçà ìîæå ñå áî§å ñõâàòèòè íà êîíêðåòíèì ïðèìåðèìà îáðà¢åíèì ó îäå§öèìà 6-8.
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6 Ëàñåðîâà»å áåç èíâåðçíå íàñå§åíîñòè ó ñèñòåìó

ñà äâà íèâîà

Êðàjåì 80-èõ ãîäèíà ïðîøëîã âåêà Ì. Ò. Ãðèíàjçåí, Ê. Ð. Ìàêäîíàëä è Ð. Â.
Áîjä ñó òåîðèjñêè ïðåäâèäåëè è åêñïåðèìåíòàëíî ðåàëèçîâàëè ïîjà÷à»å ñëàáîã
ïðîáíîã ïî§à íà ñèñòåìó ñà äâà íèâîà (M. T. Gruneisen, K. R. MacDonald, R.
W. Boyd [22]). Îíè ñó jàêèì êîíòðîëíèì ëàñåðîì ñêîðî ðåçîíàíòíî âîäèëè ïðåëàç
3s → 3p ó íàòðèjóìîâîj ïàðè è ìåðèëè ñïåêòàð òðàíñìèòîâàíîì çðà÷å»à êîjå ïî-
òè÷å îä ïðîáíîã ëàñåðà. Êàî øòî jå òåîðèjñêè áèëî ïðåäâè¢åíî, íà ðàçäåøåíîñòèìà
(îäñòóïà»èìà ó ôðåêâåíöè)6 èçìå¢ó ïðîáíîã è êîíòðîëíîã ëàñåðà êîjà îäãîâàðàjó
Ðàáèjåâîj ôðåêâåíöèjè7 êîíòðîëíîã ëàñåðà ðåàëèçîâàëè ñó ïîjà÷à»å èíòåíçèòåòà
êîíòðîëíîã ïî§à, à ìàêñèìàëíî ïîjà÷à»å êîjå ñó äîáèëè áèëî jå 38 ïóòà.

Ìè £åìî îâäå äåòà§íî ïðåäñòàâèòè òåîðèjñêå ðåçóëòàòå âåçàíå çà îâàêâó ïîñòàâ-
êó è ïîêàçà£åìî äà ñå ïîjà÷à»å äîãà¢à ó LWI ðåæèìó - àïñîðïöèjà jå íåãàòèâíà
(ïîjà÷à»å), à íåìà èíâåðçíå íàñå§åíîñòè íèâîà. Ó íåøòî äðóãà÷èjåì ôîðìàëè-
çìó è óç íåøòî âèøå äåòà§à, àëè áåç ôîêóñèðà»à íà ïîïóëàöèîíó èíâåðçèjó, èñòè
ðåçóëòàòè ìîãó ñå ïðîíà£è ó [23,24]

Ñëèêà 1: Ñèñòåì ñà äâà íèâîà ó èíòåðàêöèjè ñà ïðîáíèì è êîíòðîëíèì ëàñåðîì.

Íåêà jå ñèñòåì ñà äâà íèâîà ãà¢àí êîíòðîëíèì ëàñåðîì ôðåêâåíöå ωc è ïðîáíèì
ëàñåðîì ωp è íåêà ñó »èõîâå èíòåðàêöèjå ñà ñèñòåìîì êàðàêòåðèñàíå Ðàáèjåâèì
ôðåêâåíöàìà Ωc è Ωp. Íîðìèðàjó£è îñíîâíè íèâî íà íóëòó åíåðãèjó, ïðåìà (12)
íåïåðòóðáîâàíè õàìèëòîíèjàí èìà îáëèê

H0 = ~ω21 |2〉〈2| . (40)

Ïðîáíî è êîíòðîëíî ëàñåðñêî ïî§å ñó

~Ep =
1

2

(
~Epe

−iωpt + ~E∗pe
iωpt
)
, ~Ec =

1

2

(
~Ece
−iωct + ~E∗c e

iωct
)
. (41)

Ïðåìà ïðàâèëó êîjå ñìî èçâåëè ó ïîäîäå§êó 3.1, èíòåðàêöèîíè õàìèëòîíèjàíè ñà
ïðîáíèì è êîíòðîëíèì ïî§åì ãëàñå

Hp = −~Ωp |2〉〈1| e−iωpt − ~Ω∗p |1〉〈2| eiωpt; (42)

Hc = −~Ωc |2〉〈1| e−iωct − ~Ω∗c |1〉〈2| eiωct. (43)

6Ðàçäåøåíîñò ôðåêâåíöå êîjà ñå îäíîñè íà âåëè÷èíó ó îäíîñó íà îíó êîjà êàðàêòåðèøå âåëè-
÷èíó B ó íàøåì ðàäó jå äåôèíèñàíà êàî ωA − ωB . Êîä íåêèõ àóòîðà èñòà âåëè÷èíà ñå äåôèíèøå
ñà ñóïðîòíèì çíàêîì.

7Ó ïîìåíóòîj ðåôåðåíöè Ðàáèjåâà ôðåêâåíöà jå äåôèíèñàíà òàêî äà èìà äâîñòðóêî âå£è ìîäóî
íåêî îâäå.
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Óêóïíè õàìèëòîíèjàí jå çáèð îâà òðè

H = H0 +Hc +Hp. (44)

Ïðîöåäóðîì êîjà jå îïèñàíà ó ïîäîäå§êó 3.2 íèjå ìîãó£å íà£è òàêàâ ðîòèðàjó£è
ñèñòåì ó êîìå £å ñå ñâà âðåìåíñêà çàâèñíîñò èç èíòåðàêöèîíîã õàìèëòîíèjàíà îò-
êëîíèòè. Çàòî áèðàìî òðàíñôîðìàöèjó

UR = |1〉〈1|+ |2〉〈2| eiωct, (45)

êîjà íàñ âîäè ó ðîòèðàjó£è ñèñòåì ó êîìå jå ñâà âðåìåíñêà çàâèñíîñò ñàäðæàíà ó
÷ëàíîâèìà ãäå ñå ïîjàâ§ójå Ωp. Óç ïîìî£ ðåçóëòàòà (29) íàëàçèìî óêóïíè õàìèë-
òîíèjàí ó îâîì ðîòèðàjó£åì ñèñòåìó

H̃ = −~∆c |2〉〈2| − ~Ωc |2〉〈1| − ~Ω∗c |1〉〈2|
− ~Ωp |2〉〈1| e−iδt − ~Ω∗p |1〉〈2| eiδt, (46)

ãäå ñó ∆c è δ ðàçäåøåíîñòè êîíòðîëíîã ëàñåðà ó îäíîñó íà ðåçîíàíòíó ôðåêâåíöó
ïðåëàçà è ðàçäåøåíîñò ïðîáíîã ëàñåðà ó îäíîñó íà êîíòðîëíè è îíè ñó äåôèíèñàíè
êàî íà ñëèöè 1. Õàìèëòîíèjàí (46) ó ñîïñòâåíîj áàçè H0 èìà ñëåäå£è ìàòðè÷íè
çàïèñ

H̃ =

[
0 −Ω∗c − Ω∗pe

iδt

−Ωc − Ωpe
−iδt −∆c

]
. (47)

Çàìåíîì îâîã õàìèëòîíèjàíà ó (32) íàëàçèìî ñèñòåì ìàñòåð jåäíà÷èíà êîjè äîïó-
»ójåìî ðåëàöèjîì íîðìèðà»à

ρ̇11 = −i
(
Ωc + Ωpe

−iδt)ρ12 + i
(
Ω∗c + Ω∗pe

iδt
)
ρ21 + γ21ρ22; (48à)

ρ̇12 = −
(
i∆c +

1

2
γ21

)
ρ12 − i

(
Ω∗c + Ω∗pe

iδt
)

(ρ11 − ρ22); (48á)

ρ̇21 =

(
i∆c −

1

2
γ21

)
ρ21 + i

(
Ωc + Ωpe

−iδt) (ρ11 − ρ22); (48â)

ρ11 + ρ22 = 1. (48ã)

Ñàäà ðåøàâàìî îâàj ñèñòåì ó àïðîêñèìàöèjè ñëàáîã ïðîáíîã ïî§à ó îäíîñó íà êîí-
òðîëíî (Ωp � Ωc) è òî ÷èíèìî êîðèø»åì òåîðèjå ïåðòóðáàöèjà êîjó ñìî ðàçâèëè
ó ïîäîäå§êó 5.1 - ñòàâ§àìî ïàðàìåòàð λ óç Ωp, à ìàòðèöó ãóñòèíå çàïèñójåìî ó
îáëèêó ïåðòóðáàöèîíîã ðåäà (36). Ìàñòåð jåäíà÷èíå ïîñòàjó

∞∑
k=0

λkρ̇
(k)
11 =

∞∑
k=0

(
−i
(
Ωc + λΩpe

−iδt)λkρ(k)
12 + i

(
Ω∗c + λΩ∗pe

iδt
)
λkρ

(k)
21 + γ21λ

kρ
(k)
22

)
;

(49à)
∞∑
k=0

λkρ̇
(k)
12 =

∞∑
k=0

(
−
(
i∆c +

1

2
γ21

)
λkρ

(k)
12 − i

(
Ω∗c + λΩ∗pe

iδt
)
λk
(
ρ

(k)
11 − ρ

(k)
22

))
; (49á)

∞∑
k=0

λkρ̇
(k)
21 =

∞∑
k=0

((
i∆c −

1

2
γ21

)
λkρ

(k)
21 + i

(
Ωc + λΩpe

−iδt)λk (ρ(k)
11 − ρ

(k)
22

))
; (49â)

∞∑
k=0

λk
(
ρ

(k)
11 + ρ

(k)
22

)
= 1. (49ã)
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Èç ñèñòåìà (49) èçâëà÷èìî ñèñòåì jåäíà÷èíà çà íóëòó àïðîêñèìàöèjó

ρ̇
(0)
11 =− iΩcρ

(0)
12 + iΩ∗cρ

(0)
21 + γ12ρ

(0)
22 ; (50à)

ρ̇
(0)
12 =−

(
i∆c +

1

2
γ21

)
ρ

(0)
12 − iΩ∗c

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
; (50á)

ρ̇
(0)
21 =

(
i∆c −

1

2
γ21

)
ρ

(0)
21 + iΩc

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
; (50â)

ρ
(0)
11 +ρ

(0)
22 = 1. (50ã)

Ïðâå òðè jåäíà÷èíå îâîã ñèñòåìà (óç çàìåíó ρ
(0)
22 èç ïîñëåä»å) ñó äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå ïðâîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà è êîíñòàíòíèì íåõîìîãåíèì
÷ëàíîâèìà ïà £å »èõîâà ñòàöèîíàðíà ðåøå»à áèòè êîíñòàíòíå ôóíêöèjå òj. íàêîí
äîâî§íî âðåìåíà âàæè£å ρ̇(0) = 0. Ñòàâ§àjó£è îâî ó ñèñòåì (50) äîáèjàìî çàòâîðåí
ñèñòåì àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà

0 =− iΩcρ
(0)
12 + iΩ∗cρ

(0)
21 + γ12ρ

(0)
22 ; (51à)

0 =−
(
i∆c +

1

2
γ21

)
ρ

(0)
12 − iΩ∗c

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
; (51á)

0 =

(
i∆c −

1

2
γ21

)
ρ

(0)
21 + iΩc

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
; (51â)

1 =ρ
(0)
11 + ρ

(0)
22 , (51ã)

÷èjå jå ðåøå»å

ρ
(0)
11 =1− 1

2 +
∆2

c+ 1
4
γ221

|Ωc|2

, ρ
(0)
22 =

1

2 +
∆2

c+ 1
4
γ221

|Ωc|2

, (52à)

ρ
(0)
12 =− Ω∗c

∆c + 1
2
iγ21

2 |Ωc|2 + ∆2
c + 1

4
γ2

21

, ρ
(0)
21 = −Ωc

∆c − 1
2
iγ21

2 |Ωc|2 + ∆2
c + 1

4
γ2

21

. (52á)

Ñàêóï§àjó£è ÷ëàíîâå ó ñèñòåìó (49) êîjè ìíîæå λ1 íàëàçèìî ñèñòåì jåäíà÷èíà ó
ïðâîj àïðîêñèìàöèjè

ρ̇
(1)
11 = −iΩcρ

(1)
12 − iΩpe

−iδtρ
(0)
12 + iΩ∗cρ

(1)
21 + iΩ∗pe

iδtρ
(0)
21 + γ21ρ

(1)
22 ; (53à)

ρ̇
(1)
12 = −

(
i∆c +

1

2
γ21

)
ρ

(1)
12 − iΩ∗c

(
ρ

(1)
11 − ρ

(1)
22

)
− iΩ∗peiδt

(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
; (53á)

ρ̇
(1)
12 =

(
i∆c −

1

2
γ21

)
ρ

(1)
21 + iΩc

(
ρ

(1)
11 − ρ

(1)
22

)
+ iΩpe

−iδt
(
ρ

(0)
11 − ρ

(0)
22

)
; (53â)

0 =ρ
(1)
11 + ρ

(1)
22 . (53ã)

Çàìåíîì ρ
(1)
22 èç ïîñëåä»å ó ïðâå òðè jåäíà÷èíå ãîð»åã ñèñòåìà èìàìî ñàäà äà

íåõîìîãåíè ÷ëàíîâè îñöèëójó ôðåêâåíöàìà −δ è +δ ïà ñå ñàäà ñòàöèîíàðíî ðåøå»å
ïðåòïîñòàâ§à ó îáëèêó

ρ(1)(t) = ae−iδt + beiδt, ρ̇(1)(t) = −iδae−iδt + iδbeiδt. (54)
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Âðà£à»åì (54) ó (53) è ñàêóï§à»åì ÷ëàíîâà óç e−iδt è óç eiδt äîáèjàìî ñèñòåì
àëãåáàðñêèõ jåäíà÷èíà çà àìïëèòóäå aij è bij

−iδa11 =− iΩca12 + iΩ∗ca21 − iΩpρ
(0)
12 − γ21a11; (55à)

−iδa12 =−
(
i∆c +

1

2
γ21

)
a12 − 2iΩ∗ca11; (55á)

−iδa21 =

(
i∆c −

1

2
γ21

)
a21 + 2iΩca11 + iΩp

(
2ρ

(0)
11 − 1

)
(55â)

iδb11 =− iΩcb12 + iΩ∗cb21 + iΩ∗pρ
(0)
21 − γ21b11; (56à)

iδb12 =−
(
i∆c +

1

2
γ21

)
b12 − 2iΩ∗cb11 − iΩ∗p

(
2ρ

(0)
11 − 1

)
; (56á)

iδb21 =

(
i∆c −

1

2
γ21

)
b21 + 2iΩcb11. (56â)

Ðåøàâà»åì îâà äâà ñèñòåìà íàëàçèìî

a11 =− Ω∗cΩp

2 |Ωc|2 + ∆2
c + 1

4
γ2

21

1

D(δ)
(γ21 − iδ)

(
1

2
γ21 − i∆c

)(
1

2
γ21 + i(∆c − δ)

)
; (57à)

a12 =iΩp
2 |Ωc|2

2 |Ωc|2 + ∆2
c + 1

4
γ2

21

1

D(δ)
(γ21 − iδ)

(
1

2
γ21 − i∆c

)
; (57á)

a21 =− iΩpInv
(0) 1

D(δ)

(
(γ21 − iδ)

(
1

2
γ21 + i(∆c − δ)

)
+ 2 |Ωc|2

iδ
1
2
γ21 + i∆c

)
; (57â)

b11 =−
ΩcΩ

∗
p

2 |Ωc|2 + ∆2
c + 1

4
γ2

21

1

D(δ)∗
(γ21 + iδ)

(
1

2
γ21 + i∆c

)(
1

2
γ21 − i(∆c − δ)

)
;

(57ã)

b12 =iΩ∗pInv
(0) 1

D(δ)∗

(
(γ21 + iδ)

(
1

2
γ21 − i(∆c − δ)

)
− 2 |Ωc|2

iδ
1
2
γ21 − i∆c

)
; (57ä)

b21 =− iΩ∗p
2 |Ωc|2

2 |Ωc|2 + ∆2
c + 1

4
γ2

21

1

D(δ)∗
(γ21 + iδ)

(
1

2
γ21 + i∆c

)
. (57¢)

Îâäå ñìî îáåëåæèëè ïîïóëàöèîíó èíâåðçèjó

Inv = ρ22 − ρ11, Inv(0) = −
∆2
c + 1

4
γ2

21

2 |Ωc|2 + ∆2
c + 1

4
γ2

21

, (58)

è ôóíêöèjó

D(δ) = (γ21−iδ)
(

1

2
γ21 − i(∆c + δ)

)(
1

2
γ21 + i(∆c − δ)

)
+4 |Ωc|2

(
1

2
γ21 − iδ

)
. (59)

Ó ïðâîj àïðîêöèìàöèjè £å èíâåðçèjà áèòè, íàêîí jåäíîñòàâíèõ àëãåáàðñêèì ìàíè-
ïóëàöèjà

Inv(1) = Inv(0) + 2|binv| cos(δt+ φ), (60à)

binv = b22 − b11, tanφ
Im binv
Re binv

. (60á)
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Ïðåìà òîìå, èíâåðçèjà £å áèòè ñèãóðíî íåãàòèâíà ó ñâàêîì òðåíóòêó (çà äîâî§íî
ìàëî Ωp) àêî jå íåãàòèâíà âåëè÷èíà

InvA = Inv(0) + 2|binv|. (61)

Ñàäà êàäà ñìî äîáèëè ðåøå»å ìàñòåð jåäíà÷èíà ó ñòàöèîíàðíîì ðåæèìó ó ïðâîj
àïðîêñèìàöèjè ïðåëàçèìî íà »åãîâó àíàëèçó. Ïðâî øòî ïðèìå£ójåìî jå äà åëåìåíòè
ρij íàêîí äîâî§íî äóãîã âðåìåíà îñöèëójó îêî íåêå êîíñòàíòíå âðåäíîñòè ρ

(0)
ij è òî

ñà ôðåêâåíöîì δ. Øòî ñå ïîëàðèçàöèjå òè÷å, íà îñíîâó (3) èìàìî

~P = N tr
(
ρ̃~d
)

= N
(
ρ̃12

~d21 + ρ̃21
~d12

)
(62)

ρ̃ jå ìàòðèöà ãóñòèíå ó ïî÷åòíîì, íåðîòèðàjó£åì ñèñòåìó è äîáèjà ñå òðàíñôîðìè-
ñà»åì ρ òðàíôîðìàöèjîì èíâåðçíîì îíîj êîjà jå äàòà ó (45). Äa§èì ñðå¢èâ»åì
èçðàçà çà ïîëàðèçàöèjó äîáèjàìî

~P =N
(
ρ12e

iωct~d21 + ρ21e
−iωct~d12

)
=

=N

(
~d21

(
ρ

(0)
12 e

iωct + a12e
i(ωc−δ)t + b12e

i(ωc+δ)t
)

+

+ ~d12

(
ρ

(0)
21 e
−iωct + a21e

−i(ωc+δ)t + b21e
−i(ωc−δ)t

))
. (63)

Ñà äðóãå ñòðàíå, èç äåôèíèöèîíå ðåëàöèjå çà ñóñöåïòèáèëíîñò ìîðà âàæèòè

~P = ε0χ~E =
1

2
ε0χ

(
~Epe

−i(ωc+δ)t + ~E∗pe
i(ωc+δ) + ~Ece

−iωct + ~E∗c e
iωct
)
, (64)

ãäå ñìî èñêîðèñòèëè èçðàç (41). Óïîðå¢ójó£è èçðàçå çà ïîëàðèçàöèjó (63) è (64),
âèäèìî äà ó äðóãîì îä »èõ íåäîñòàjó ñàáèðöè êîjè îöèëójó ôðåêâåíöèjàìà±(ωc−δ)
äà áèñìî èìàëè êîíçèñòåíòíîñò ïðè »èõîâîì èçjåäíà÷àâà»ó. Îâî ñå îájàø»àâà
íàñòàíêîì jîø jåäíîã ñëàáîã ïî§à óïðàâî íà ïîìåíóòèì ôðåêâåíöèjàìà

~E ′p =
1

2

(
~E ′pe

−i(ωc−δ)t + ~E ′p
∗ei(ωc−δ)t

)
, ~P = ε0χ

(
~E + ~E ′p

)
(65)

Èíäóêîâà»å îâîã ïî§à äîãà¢à ñå óñëåä íåëèíåàðíîã òçâ. χ(3)−åôåêòà êîjè jå ìàòå-
ìàòè÷êè ñàäðæàí ó ñàáèðöèìà ó èçðàçó (63) êîjè ñàäðæå a12 è b21. Ó íàøåì ðàäó
ñå íå áàâèìî íåëèíåàðíèì åôåêòèìà ïà äà§å î îâîìå íå£å áèòè ðå÷è, à çàèíòåðåñî-
âàíîã ÷èòàîöà óïó£ójåìî íà [23]. Ó èñòîj ðåôåðåíöè ïîêàçàíî jå äà, çáîã áëèñêîñòè
ôðåêâåíöè ωp è ωc, äîëàçè äî ìå¢óñîáíîã óòèöàjà íà ïðîïàãàöèjó ïðîáíîã è êîí-
òðîëíîã ïî§à óñëåä èíòåðôåðåíöèîíèõ åôåêàòà. Ìå¢óòèì, àêî ñó óïàäíè ïðàâöè
îâà äâà ëàñåðà ïîä âåëèêèì ìå¢óñîáíèì óãëîì, íà ìàêðîñêîïñêèì ðàñòîjà»èìà
îâè åôåêòè ó ñðåä»åì èø÷åçàâàjó. Ìè ïîñìàòðàìî áàø îâàêàâ ñëó÷àj jåð æåëèìî
äà àíàëèçèðàìî àïñîðïöèîíó êðèâó çà ïðîáíî ïî§å êîjà jå îäðå¢åíà ñàìî »åãîâîì
èíòåðàêöèjîì ñà îñâåò§åíèì êâàíòíèì ñèñòåìèìà êîjè ñå íàëàçå ó ïîñìàòðàíîj
ñðåäèíè. Èçjåäíà÷àâàjó£è ñàáèðêå êîjè îñöèëójó ôðåêâåíöèjîì ωc + δ ó èçðàçèìà
(63) è (64) è êîðèñòå£è (4) íàëàçèìî ñóñöåïòèáèëíîñò çà ïðîáíè òàëàñ

χp =
N |d12|2

~ε0Ωp

a21. (66)
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Êîåôèöèjåíò àïñîðïöèjå jå ñàäà ïðîñòî

αp =
ω21

c
Imχp, (67)

è âèäèìî äà jå îí îäðå¢åí ôóíêöèjîì Im a21(δ).

6.1 Ðåçîíàíöå êîåôèöèjåíòà àïñîðïöèjå

Ó îâîì ïîäîäå§êó £åìî àíàëèçèðàòè ôóíêöèjó Im a21(δ). Ó èìåíèîöó a21 (âèäè
(57â)) ñå jàâ§à ôóíêöèjà D(δ) êîjó ñìî óâåëè èçðàçîì (59). Ðàçäâîjìî åêñïëèöèòíî
»åí ðåàëíè è èìàãèíàðíè äåî

D(δ) =
1

4
γ21

(
γ2

21 − 8δ2 + 4∆2
c + 8 |Ωc|2

)
− 1

4
iδ
(
5γ2

21 − 4δ2 + 4∆2
c + 16 |Ωc|2

)
. (68)

Êàêî jå

Im(a21) ∝ 1

|D(δ)|2
, (69)

ðåçîíàíöå, ïîjàñåâè ôðåêâåíöèjå çà êîjå èìàìî âåëèêå âðåäíîñòè, £å ñå äåøàâà-
òè êàä jå |D(δ)| ìèíèìàëíî8. Ó àïðîêñèìàöèjè γ � |Ωc| âèäèìî äà ñå ðåçîíàíöà
äåøàâà êàäà èìàãèíàðíè äåî D(δ) áóäå jåäíàê íóëè, îíäíîñíî êàäà jå

δ = 0, δ = ±
√

4|Ωc|2 + ∆2
c ≡ ±2|Ω̃c|, (70)

ãäå ñìî ó ïîñëåä»åì èçðàçó óâåëè ðàçäåøåíó Ðàáèjåâó ôðåêâåíöó Ω̃c. Èäåàëíî,
òðåáàëî áè áèòè Im(a21) → ∞ íà ðåçîíàíöàìà àëè ïîøòî jå èïàê γ21 êîíà÷íî
è ïîçèòèâíî, Im(a21) £å èìàòè âåëèêó (áàð ó îäíîñó íà ñëó÷àj êàäà jå δ äàëåêî
îä ðåçîíàíöè) àëè èïàê êîíà÷íó âðåäíîñò íà »èìà. Ó áëèçèíè ðåçîíàíöå δ = 0
ôóíêöèjà D(δ) £å ñå ïðèáëèæíî ïîíàøàòè íà ñëåäå£è íà÷èí9

D(δ)|δ≈0 =
1

2
γ21

(
8|Ωc|2 + 4∆2

c

)
− 1

4
iδ
(
16|Ωc|2 + 4∆2

)
=

= 4|Ω̃c|2
(
γ21

2|Ωc|2 + ∆2
c

4|Ωc|2 + ∆2
c

+ iδ

)
≡

≡ 4|Ω̃c|2 (Γ0 + iδ) , Γ0 = γ21
2|Ωc|2 + ∆2

c

4|Ωc|2 + ∆2
c

.

Èç ðåëàöèjå (69) íaëàçèìî

Im(a21)|δ≈0 ∝
1

δ2 + Γ2
0

, (71)

øòî jå èçðàç çà Ëîðåíöîâ ïðîôèë10 è Γ0 ñå ìîæå èíòåðïðåòèðàòè êàî øèðèíà îâå
ðåçîíàíöå.

8Óîïøòåíî ãëåäàíî, çà òðàæå»å ðåçîíàíöè òðåáà ïîñìàòðàòè öåëó ôóíêöèjó Im(a21) jåð ñå
íåêè ÷ëàíîìâè ó |D(δ)| ìîãó ñêðàòèòè è òàêî íåêå ðåçîíàíöå ïîíèøòèòè.

9Îâó àïðîêñèìàöèjó äîáèjàìî òàêî øòî çàíåìàðèìî ÷ëàíîâå ñà γ221 è δ
2 ó çàãðàäàìà ó îäíîñó

íà îñòàëå ÷ëàíîâå.
10Èïàê, ïîêàçà£å ñå, ó áëèçèíè îâå ðåçîíàíöå Im(a21) ìå»à çíàê ïðè ïðîëàñêó êðîç δ = 0 òe

ïðîôèë èïàê íèjå Ëîðåíöîâ (âèäè ñëèêó 2).
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Äà§å àíàëèçèðàìî øòà ñå äåøàâà ó îêîëèíè ðåçîíàíöè δ = ±2|Ω̃c|. Çàíåìàðó-
jó£è ÷ëàíîâå ñà γ2

21 ó çaãðàäàìà (68) ñå ìîæå ïðåïèñàòè êàî

D(δ) ≈ 1

4
γ21

(
8|Ωc|2 + 4∆2

c − 8δ2
)
− iδ

(
2|Ω̃c|+ δ

)(
2|Ω̃c| − δ

)
. (72)

Ëàêî äîáèjàìî ïîòðåáíå àïðîêñèìàöèjå

D(δ)|δ≈±2|Ω̃c| = −8|Ω̃c|2
(

Γ∓ i
(
δ ∓ 2|Ω̃c|

))
, Γ = γ21

6|Ωc|2 + ∆2
c

8|Ωc|2 + 2∆2
c

. (73)

Ñëè÷íî êàî ìàëî÷àñ

Im(a21)|δ≈±|Ω̃c| ∝
1

(δ ∓ 2|Ω̃c|)2 + Γ2
, (74)

ïà ñå Γ ìîæå èíòåðïðåòèðàòè êàî øèðèíà îâèõ ðåçîíàíöè. Íà ãðàôèêó 2 ïðèêàçó-
jåìî çàâèñíîñò Im a21(δ), äîê £åìî ó íàðåäíîì ïîäîäå§êó äåòà§íèjå àíàëèçèðàòè
óòèöàj ïàðàìåòàðà Ωc,∆c è γ21 íà îáëèê îâå ôóíêöèjå.

Ñëèêà 2: Ãðàôèê çàâèñíîñòè Im a21 îä ðàçäåøåíîñòè èçìå¢ó ïðîáíîã è êîíòðîë-
íîã ïî§à δ. Öðâåíå ëèíèjå ñó äóæèíå 2Γ è ïîêàçójó äà øèðèíó îâèõ ðåçîíàíöè
íà ïîëîâèíè »èõîâèõ èíòåíçèòåòà. Íà äî»åì ãðàôèêó (ñà çàjåäíè÷êîì δ îñîì)
ïðåäñòàâ§åí jå ìàêñèìóì èíâåðçèjå íàñå§åíîñòè. Óî÷àâàìî äà jå îí íåãàòèâàí íà
ðåçîíàíöè íà êîjîj èìàìî ïîjà÷à»å ïà ñó èñïó»åíè óñëîâè çà LWI åôåêàò.
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Óî÷àâàìî äà jå ñðåäèíà ìàõîì òðàíñïàðåíòíà çà ïðîáíî ïî§å, îñèì íà ðåçîíàí-
öè δ = −2|Ω̃c| ãäå äîëàçè äî çíà÷àjíå àïñîðïöèjå. Ñà äðóãå ñòðàíå, íà ðåçîíàíöè
δ = 2|Ω̃c| äîëàçè äî íåãàòèâíå àïñîðïöèjå îäíîñíî äî ïîjà÷à»à èíòåíçèòåòà ïðîáíîã
ëàñåðà è òî áåç èíâåðçèjå íàñå§åíîñòè íèâîà.

Ïðèìåð êîíôèãóðàöèjå ñà äâà íèâîà íèjå îä íåïîñðåäíå êîðèñòè çà äîáèjà»å
íîâèõ ëàñåðà ñ îáçèðîì íà òî äà êîðèñòèìî jàê ëàñåð ôðåêâåíöèjå áëèñêå ω21 äà
ïîjà÷àìî ñëàáî ëàñåðñêî ïî§å èñòå ôðåêâåíöèjå. Îí ìîæå äà èìà îäðå¢åíå ïðèìåíå
ó îáëèêîâà»ó ñâåòëîñíèõ ïóëñåâà è äîáèjà»ó áðçå ñâåòëîñòè [24]. Íî èïàê, êàî
íàjjåäíîñòàâíèjà çàòâîðåíà êîíôèãóðàöèjà, îí íàì ñëóæè êàî èçâåñíè ½ïðîòîòèï�
è íà îâå ðåçóëòàòå £å ñå äèðåêòíî íàñëà»àòè è îíè çà êîíôèãóðàöèjå ñà âèøå íèâîà
êîjå îáðà¢ójåìî ó íàðåäíà äâà îäå§êà.

6.2 Óòèöàj êîåôèöèjåíòà ðàñïàäà, jà÷èíå êîíòðîëíîã ïî§à è

ðàçäåøåíîñòè êîíòðîëíîã ïî§à íà êîåôèöèjåíò àïñîðï-

öèjå

Ðàçìîòðè£åìî óòèöàj ïðîìåíå ïàðàìåòàðà γ21, Ωc è ∆c íà îáëèê ôóíêöèjå Ima21,
ïà ñàìèì òèì è íà êîåôèöèjåíò àïñîðïöèjå ïðîáíîã ïî§à αp. Òî £åìî ó÷èíèòè òàêî
øòî öðòàìî óïîðåäíå ãðàôèêå çàâèñíîñòè ôóíêöèjå Ima21(δ) çà ðàçëè÷èòå âðåäíî-
ñòè jåäíîã ïàðàìåòðà ïðè ÷åìó îñòàëå äðæèìî ôèêñèðàíèì. Îâàêî ìîæåìî óî÷èòè
íåêå êâàëèòàòèâíå êàðàêòåðèñòèêå îâå ôóíêöèjå êàî øòî ñó ïðîìåíà ìàêñèìóìà
èíòåíçèòåòà ðåçîíàíöè, øèðå»å »èõîâîã ïðîôèëà, ïðîìåíà ïîëîæàjà, ïîjàâà àñè-
ìåòðèjå ïðîôèëà ïðè ïðîìåíè îäðå¢åíîã ïàðàìåòðà è ñâå îâå êàðàêòåðèñòèêå ñó
îä çíà÷àjà ïðè åêñïåðèìåíòàëíîj ðåàëèçàöèjè LWI ôåíîìåíà. Îâà àíàëèçà ñå ìî-
æå ó÷èíèòè è àíàëèòè÷êè àëè jå ðà÷óí ãëîìàçàí ÷àê è ó îâîì íàjjåäíîñòàâíèjåì
ñëó÷àjó ïà ãà îâäå íå£åìî ïðåäñòàâèòè.

Íà ãðàôèöèìà êîjè ñëåäå ìîæå ñå ïðèìåòèòè äà ïîñòîjå è ðåçîíàíöå ó InvA
êîjå ïîòè÷ó îä ðåçîíàíöè ó b11 è b22 è íàëàçå ñå íà èñòèì ìåñòèìà êàî è ðåçîíàíöå
êîåôèöèjåíòà àïñîðïöèjå. Îíå íåêàäà ìîãó áèòè òîëèêî èíòåíçèâíå äà ñå ïîjàâè
ïîïóëàöèîíà èíâåðçèjà ìå¢óòèì, êàêî jå b11, b22 ∝ |Ωp| óâåê ìîæåìî èçàáðàòè äî-
âî§íî ìàëî |Ωp| òàêî äà ñå èíâåðçèjà îòêëîíè.

Èñïîñòàâè£å ñå äà ïîñòîjå îïòèìàëíå âðåäíîñòè ïàðàìåòàðà ∆c è Ωc ïðè êîjèìà
jå èíòåíçèòåò ðåçîíàíöå íà êîjîj ñå jàâ§à LWI åôåêàò ìàêñèìàëàí, êàî è òî äà jå
çà âèñîêó ìîíîõðîìàòè÷íîñò ðåçîíàíöå ïðåñóäàí øòî ìà»è êîåôèöèjåíò ðàñïàäà
γ21. Îâå ïîjàâå ñó àíàëèçèðàíå äåòà§íèjå ó êîìåíòàðèìà èñïîä ñëèêà 3, 4 è 5
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6.2.1 Óòèöàj êîåôèöèjåíòà ðàñïàäà

Ñëèêà 3: Óòèöàj êîåôèöèjåíòà ðàñïàäà γ21 íà êîåôèöèjåíò àïñîðïöèjå. Íîðìèðàëè
ñìî Ωp = 1 äîê ñó Ωc = 30 è ∆c = 20. Óî÷àâàìî äà çà òðè âðåäíîñòè çà êîjå jå
γ21 < |Ωc| ñà ïîâå£à»åì êîåôèöèjåíòà ðàñïàäà ñìà»ójå ñå èíòåíçèòåò ðåçîíàíöè
íà δ = ±Ω̃c, a ïîâå£àâà ñå »èõîâà ïîëóøèðèíà øòî jå ó ñàãëàñíîñòè ñà (73). Èñòî
òàêî, ïðèìå£ójåìî è ñâå âå£ó àñèìåòðèjó îáëèêà ðåçîíàíöè êàêî γ21 ðàñòå jåð jå
óñëîâ γ21 � |Ωc| ñâå ñëàáèjå èñïó»åí. Çà âðåäíîñò γ21 = 100, êîjà jå äîñòà âå£à îä
|Ωc|, êðèâà àïñîðïöèjå jå ïîòïóíî äðóãà÷èjà è íåìàìî LWI åôåêàò. Ñà ïîâå£à»åì
γ21 ïðèìå£ójåìî äà ñå ìàêñèìóì èíâåðçèjå ñìà»ójå øòî jå jàñíî jåð ñå óáðçàâà
ðåëàêñàöèjà.
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