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KONACNA MATEMATIKA
Egzistencija kombinatornih konfiguracija
Dirichlet-ov i Ramseyev teorem

Marko Obradovié i Boris Fazo

/ P.G.Dirichlet ( 1905. — 1959. ) njemacki matematicar /
/ Frank P. Ramsey (1903. — 1930.) engleski logicar/

F.P.Ramsey — je izveo teorem, kojeg je Dirichleov princip samo jedan sic¢usni
specijalni slucaj. Ramzijev teorem, dakle osigurava egzistenciju izvjesnih
brojeva tzv. Ramzijevih brojeva. Time se bavi ,, Ramseyeva teorija“ u
podruc¢ju moderne kombinatorike.

Uvod:

Neka je S proizvoljan neprazan skup, P ( S ) partitivni skup skupa S,
(a1, az, ..., am ) varijacija bez ponavljanja elemenata skupa S, a ( S, Sa, ..., Sm )
varijacija elemenata skupa P(S). Akojeay €Sy, zavke {1,2,..m},
onda se varijacija ( aj, ay, ... ,a, ) zove sustav razli¢itih predstavnika varijacije
skupa ( S1,S2, ..., Sm).
Element ayx € S — je predstavnik skupa S .

Najprije,evo dva teorema:

-Dirichletov princip jedan je od najjednostavnijih principa kombinatorike.
Cesto se iskazuje u Saljivoj formi kao: ,,Princip pretinca, kutija ili
golubnjaka®.

Preciznije imamo:

Teorem 1 . ( Dirichletov ): Neka je { Aj,Az, ..., Ax } razbijanje (nk + 1) —

skupa S, na k — blokova. Tada bar jedan od skupova Aj,A,, ... , Ax sadrZi ne

manje od n + 1 elemenata.

Dokaz: Pretpostavimo suprotno; tj. | Aj | =n,zaVj€ { 1,2, ...,k }. Tada je:
|S|=]Ai|+]|A|+..+]A|,|S|= ki, kn kontradikcija, sa

uvjetom: |S|=nk+1.
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Napomena 1. U daljnjem ¢emo umjesto ,, sustav razli¢itih predstavnika“
pisati krace s.r.p.

Dakle , vrijedi:

Neophodan uvijet da za skupove S;,S,, .. ,Sy postoji s.r.p. jeste da za
svaki ke {1,2,..,m} isvaku k — kombinaciju { ji,j2, ... , jk }
elemenata skupa { 1,2, ..., m } vrijedi:

|Sj1USj2U...USjk|Ek.

Dakako, ovo je intuitivno jasno. Nacin zakljucivanja koji lezi u osnovi
Dirichletova principa moze se veoma, efektno primjeniti u slicnim
problemima.
Da je taj uvijet 1 dovoljan za postojanje razli¢itih pretpostavki dokazao je
(Filip Hol ).

Teorem 2. 1935¢g. (F. Hola ):

Neka za skupove S; S,, ... , Sm vrijedi neophodan uvije za egzistenciju
s.r.p. i neka svaki od tih skupova sadrzi ne manje od n — elemenata. Tada
vrijedi:

(1°) Akojen =m,onda (Sy,S,, ..., Sy ) ima bar n! s.r.p.
(2°) Akojen>m,onda(S;,Ss, ..., Sm)ima bar ==

(w=mp TP

Dokaz: Provodi se matematickom indukcijom. U¢ini to — vjezbe radi!

Napomena2. Pretpostavimo li da ne postoji s.r.p. za ( Sy,S,, ..., Sm ). Tada
iz Holovog teorema slijedi da postoje brojevi ji.jo, ..., jp , takvi da vrijedi:
(1) l1<ji<p<..<jp=m,
(20) |Sj1USj2U...USjp‘:q<p.

Zapamti to!

Konaéno imamo:

Lema 1. Neka je S, n-skup i neka je: S=S, U S, za, S| N S,= 0.
Akojen=q+qx—1,zaqi, g2 € N, onda je [S;| = q; 1li |S;| = g2 . Naime,
akoje [Si| = qi-11[So = qz-1,ondaje: |S|=[SiU Sy =[Si|+ Sl =qi +q2—
2, a to je kontradikcija.

-Slaba forma principa glasi:
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-Ako n + 1 predmeta bilo kako rasporedimo u n — kutija ( pretinaca,

onda bar jedna kutija sadrzi barem dva od tih predmeta ).

Napomena 3. OcCito je za n <= q; + qp - 1, moguce da vrijedi |[S] = q;— 1,1
IS2] = g2 — 1, kao recimo u slucaju:

S] = { 1,2,...,q1 -1 } , Sz = {ql, q2 + 1,..., q1 + q2 -2 }
Poopcavajuéi, isto dobivamo teorem Ramzeya.

Teorem 3. ( Fundamentalni )

Neka sur, qi, q2 €N, za koje vrijedi: r = 1, q; = 1, q2 = r. Tada postoji
najmanji prirodan broj R ( qi, q2 ; r ) takav da za svaki prirodan broj n
= R (qi, q2; ) vrijede tvrdnje:

Akoj je S proizvoljan n — skup, P; ( S ) skup svih r — podskupova
skupa S,iP; (S)=®; Ud,y, za ®; ND,= B, onda bar za jedan broj
J € { 1,2 } postoji q; — podskup skupa S ¢iji su svi r — podskupovi

sadrzani u familiji ®@; .

Dokaz: Matematickom indukcijom po qi, gz, r, imamo:
(a) Jednakosti: R(q,q;D)=q+q@-1,qg=l,qu=1,...(1)

R(q,r;r)=q,qu=r=1,. (2)
R(r,q;1)=q,@=r>1,. (3)

Dokazujemo ovako:

Jednakost ( 1) slijedi iz Teorema 1. ( Kako ?)

Nekajedaljen =q;,qu=r.

Ako je @, =@ , onda je ®; =P, ( S), pa su svi r — podskupovi nekog
q:1 — podskupa skupa S, sadrzani u familiji ©; .

Ako je @, = @ , onda proizvoljan r — skup A € @, ima samo jedan r —
podskup ( samo skup A ), koji je sadrzan u @, . Zasto?

Akojen =< q, o =11 ®, = @, onda uople ne postoji q; — podskup
skupa S, a takoder niti postoji r — podskup skupa S, koji je sadrzan u
CDQ.

Time je dakazana i jednakost ( 2 ). Analogno se dokazuje jednakost ( 3
). U¢ini to ! Vjezbe radi.

(b) Neka za brojever =2,q; =r+ 11qy = r+ 1 postoje brojevi:



(1)
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Pi=R(qi-1,025r),P,=R(qi,q2—1;1r),R(p1,p2;r—1),tako

da za svaki od njih vrijedi Teorem 3.,

Dovoljno je jo$ dokazati da je:
R(q,q;r)=R(p,p2;r—=1)+1...(4)

Dalje, pretpostavimo da skup S sadrzi viSe od R ( py,p2 ; v — 1)

elemenata.

Neka je P, (S ) = & U @, za @, N ®, = D i neka je ap proizvoljni

element skupa S, Tadaje: S’=S\{ay}iP; (S )=d, U D,

pri ¢emu za svaki skup A €P,_; (S’ ) 1svakoj € {1,2} vrijedi A € @}

akko A U {ao} € @;.

Budu¢i da S’ sadrzi bar R ( p;, p» ; r — 1 ) elemenata, to je po

inducionoj pretpostavci vrijedi bar jedna od tvrdnja:

Postoji p; — podskup skupa S’, oznacimo ga sa W, ¢iji svi ( r- 1 )-
podskupovi  pripadaju familiji ®,'.

(i) Postoji p» — podskup skupa S’ , €iji svi ( r — 1 )- podskupovi,

pripadaju familiji @,.
e DokaZimo tvrdnje:
Iz (1), Budu¢i da skup Wsadrzi R (q; — 1, qz ; r ) elemenata i kako su svi
r — podskupovi skupa W sadrzani u @, U ®,, to vrijedi:

(1) postoji ( q; — 1 ) — podskup skupa W, ( oznacimo ga sa T, ) ¢iji svir—
podskupovi pripadaju familiji @;.

(12 ) postoji q» — podskup skupa W ( oznacimo ga sa T, ) ¢iji su svir —
podskupovi sadrzani u ©;.

Konaéno, ako vrijedi ( 1; ), onda je T, U {ap} qi — podskup skupa S, ¢iji
svi r — podskupovi sadrzani u @;.

Ako vrijedi ( i, ) , onda je T, qo — podskup skupa S, Ciji su svi r —
podskupovi sadrzani u ©;.

Napomena 4. Analogno se razmatra slucaj kad vrijedi ( ii ). Dokaz
nejednakosti (4 ) je gotov, pa i teorema 1.

Korolarl.

-Neka sur, qi, qo,...,qm prirodni brojevi, da je:
r=1l,m=2iq=r,zavjE {1,2,..m}.

Tada postoji NAJMANIJI prirodni broj, R ( qi, q2, ... , qm ;t ), takav da za

svaki prirodan brojn = R (qi, q2, ... ,qm ; T ) vrijedi:
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-Ako je S proizvoljan n — skup, P; ( S )- skup svih r — podskupova skupa S
iP(S)=0,UDu.UD,za ONO =0, ik #j,kje{l,2,.,m}onda

bar za jedan broj j € { 1,2, ..., m } postoji qj — podskup skupa S, ¢iji svir
— podskupovi sadrzani u familiji @;.
Dokaz — je jednostavan!

-Indukcijom po m- dobivamo sljedece:

Zam = 2, dobivamo teorem 1.

Pretpostavimo da teorem vrijedi za neki prirodni broj, m — 1, Koji nije
manji od 2.

NekajeS,n—skupiP, (S)=Q, VD, V.. UD,,zadn O;=0,ik

= .-ills kaJ = {1,2,...,m}
e Oznadimo: ;= G, U DU ..Uy @2’ =R (q, v qm3T)

e Tada imamo:

-Akojen =R (qi, q2° ; r) onda postoji q; — podskup skupa S, ¢€iji su svir
— podskupovi sadrzani u @, ili , postoji g, — podskup skupa S, €iji su svi r
— podskupovi sadrzani u @,’.

Sto zapazamo?

e U drugom slucaju iz indukcijske pretpostavke slijedi da bar za jedan
broj j € {1,2,....m} postoji q; — podskup skupa S, ¢iji su svi r —

podskupovi sadrzani u ®@;. Time je korolar gotov.

Napomena 5. Broj R ( q1,q2, ; 1) se zove ( op¢i ) Ramseyev broj.
Odredivanje Ramzeyevih brojeva je vrlo tesko.
Evo nekoliko gornjih ( donjih ) ograda:
Npr. 25=<R(4,5;2)=28
34 < R (4,6 ;2) = 44, provjeri to!
» Nadamo se da ¢e niz zadataka, koji slijede ilustrirati snagu tog
teorema.

e Evo nekoliko zadataka za vjezbu:



1)

2)

3)

4)
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Zadatci:

U grupi od 10 ljudi postoji ili trojka medusobnih neznanaca ili
¢etvorka medusobnih poznanaca ( poznanika ).
Dakle, postoji:

ili ili

Obrazlozi to!

Za svako m = 3, postoji najmanji broj Cy, da je n = C,, 1 vrijedi
slijedece:

-Ako od n — toCaka u ravnini nikoja trojka nije kolinearna, onda m —
od tih vrhova ¢ine vrhove konveksnog m — terokuta. Dokazi!

Zaq; ,q2, q3 & 2, broj R (q1, 92, 3 ; 2) postoji. Dokazi to!

Ako stranice peterokuta obojimo plavom, a dijagonale crnom bojom,
dobijemo potpuni 5 — graf, koji ne sadrzi monokromatski 3 — podgraf.
Zato, je R (3,3;2 ) = 6. Zasto?
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