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1 Uvod

Resavanje planimetrijskih problema moze zadavati puno teskoc¢a, narocito
ako je problem dosta komplikovan. Metoda koja ¢e biti predstavljena daje
jako dobru alternativu elementarnim metodama, kao moéno oruzje, u reSava-
nju planimetrijskih problema. Metoda je dosta slicna metodama Analiticke
geometrije, cak se moze re¢i da je u dosta slucajeva i bolja. Izlozi¢emo inter-
pretaciju svih osnovnih geometriskih pojmova preko kompleksnih koordinata,
dokazaéemo neke osnovne teoreme elementarne geometrije i neke naizgled
neresive probleme resi¢cemo ovom metodom. Naravno, vide¢emo da metoda
nije svemoc¢na, nekada je teska za upotrebu, a nekada cak i neupotrebljiva.

Najpre ¢emo izloziti interpretaciju osnovnih geometrijskih pojmova preko
algebarskih jednakosti. Tako se problem resavanja nekog planimetrijskog pro-
blema svodi na rad sa jednacinama tj. reSavanje problema geometrijskog tipa
se prevodi u reSavanje problema algebarskog tipa.

U trecoj glavi se ogleda najefektnija primena izlozene teorije na tacke je-
dini¢ne kruznice. Primenom na tacke jedini¢ne kruznice izvedene jednakosti
postaju mnogo krace i efektnije za rad. NajceS¢a primena u zadacima bice
upravo koriS¢enje svojstava jedini¢ne kruznice.

U narednoj glavi bi¢e obradena svojstva slicnih trouglova.

Analogno skalarnom i vektorskom proizvodu geometrijskih vektora u De-
kartovom pravouglom koordinatnom sistemu u ravni definisa¢éemo pojmove
realnog i kompleksnog proizvoda kompleksnih brojeva, dajué¢i mnogo vecéu
tezinu izlozenoj teoriji u pristupu gemetrijskim problemima.
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Osnovne klasi¢ne teoreme elementarne geometrije sa dokazima u kom-
pleksnoj koordinatizaciji bice izlozena u slede¢em poglavlju.

IzloZena teorija ima izuzetno dobar pristup izucavanjima svojstava pra-
vilnih mnogouglova.

Na kraju ¢emo dati dosta raznovrsnih primera koje ilustruju primenu
teorije u kojima se ogleda jednostavnost, efikasnost i elegantnost ove teorije.
Trudio sam se da $to vise primera bude sa takmicenja visokog ranga (savezna,
balkanijade i olimpijade) da bi materijal bio zanimljiv i takmic¢arima kojima

sugestije ¢itaoci mi se mogu obratiti na e-mail mihailo1994@yahoo.com.

2 Kompleksni brojevi kao vektori
kompleksne ravni

2.1 Kompleksna ravan

Izmedu svih kompleksnih brojeva zadatih u svom algebarskom obliku
z=x+y, r,y R,

i svih tacaka kompleksne ravni T'(z, y) postoji obostrano jednoznacno presli-
kavanje u vidu:
z=x+1y— M(x,y).

Definicija 1. Brojz se naziva realnt deo kompleksnog broja z i oznacava
se sa x = Re(z) a broj y se naziva imaginarni deo kompleksnog broja
z i oznacava se sa y = Im(z).

Definicija 2. Konjugovani kompleksni broj kompleksnog broja z = x +
w, x, y € R je kompleksni broj z = x — 1y.

Definicija 3. Rastojanje broja z € C od koordinatnog pocetka naziva se
moduo kompleksnog broja z i oznacava se sa |z|.

Teorema 2.1. Moduo kompleksnog broja z jednak je |z| = \/Re?(z) + Im?(z).

Dokaz. Dokaz sledi direktno primenom Pitagorine' teoreme. O]

Ipitagora (oko 570 p.n.e.—495 p.n.e.), veliki starogréki matematicar i filozof
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Svaki kompleksan broj z # 0 se pored svog algebarskog oblika moze
prikazati i u svom trigonometrijskom obliku

z = |z|(cosp + isiny), ¢ € (—m, 7.
Teorema 2.2. Ako je 0 # z = |z|(cos ¢ +isiny), ¢ € (—m, 7| trigonome-
trigski oblik kompleksnog broja z onda je
Z = |z|(cos(—¢p) + isin(—yp)).
Dokaz. Dokaz je trivijalan pa ¢emo ga izostaviti. O]

Trigonometrijski zapis kompleksnih brojeva je narocito pogodan za iz-
vodenje osobina geometrijskih pojmova.

2.2 Konvencija

Definicija 4. Afiks kompleksnog broja z je odgovarajuca tacka u komplek-
snoj ravni kojoj odgovara broj z.

Od sada, ukoliko nije drugacije navedeno, afikse kompleksnih brojeva
¢emo oznacavati malim slovima latinice a, b, c, ... .

Teorema 2.3. (i) Tacka a pripada realnoj osi kompleksne ravni akko je
a=a.

1) Tacka a pripada tmaginarnoj osi kompleksne ravni akko je a = —a.

(i1) Tacka a pripada imagi j osi komplek ; akko j a
(iii) |z| =1 akko je zZ = 1.

(iv) Ako je |2| = 1 onda je Re(2) = 552 i Im(z) = 5L

Dokaz. Dokaz je trivijalan, pa ¢emo ga izostaviti. O

Svaki kompleksan broj z £ 0 se moze predstaviti i u svom eksponenci-
jalnom obliku

z = |z|e" = |z|(cos p +ising), p € (=7, 7.
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2.3 Vektorska interpretacija kompleksnih brojeva

Svaki kompleksan broj mozemo shvatiti kao vektor ¢iji je vrh sam taj
kompleksan broj a pocetak koordinatni pocetak tj. tacka (0,0). Odatle sledi
da kompleksan broj a + b u kompleksnoj ravni odgovara temenu paralelo-
grama konstruisanog nad vektorima kompleksnih brojeva a i b. Rezonujuci
na isti nacin kompleksan broj a — b mozemo shvatiti kao kompleksan broj
koji odgovara temenu paralelograma konstruisanog nad vektorima komplek-
snih brojeva a i —b.

2.3.1 Duzina duzi

Konstatovali smo da ako imamo dva razli¢ita kompleksna broja a i b da
duz odredena brojevima 0 i a 4 b predstavlja jednu dijagonalu paralelograma
a duz odredenu tackama a i b predstavlja drugu dijagonalu paralelograma
konstruisanog nad vektorima odredddenim tackama a i 0 i tackama b i 0.
Kada bi vektor odreden tackama a i b translirali u koordinatni pocetak on
bi bio odreden tackama 0 i b — a. Kako translacija, kao izometrijska trans-
formacija, ¢uva raspored tacaka, ona ¢uva i duzinu te imamo da je duzina
duzi odredena kompleksnim brojevima a i b jednaka modulu njihove razlike.
Ovime smo dokazali slede¢u teoremu:

Teorema 2.4. DuZina duzi odredene kompleksnim brojevima a i b je

d(a,b) = |b— al.

2.3.2 Translacija

Posmatrajmo translaciju kompleksne ravni za vektor AB koji tacku z
preslikava u tacku z’. Tada je

07 =07 + AB

odakle sledi da je
Z=z+(b—a).

Ovime smo dokazali slede¢u teoremu:

Teorema 2.5. Tucka z se translacijom za vektor odreden tackama a 1 b
preslikava u tacku
Z=z+(b—a).
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2.3.3 Centralna simetrija

Preslikajmo kompleksan broj z u odnosu na kompleksan broj a. Tada je
7'A =47
odakle dobijamo da je
OA-07 =07 - 04
tj.
2 =2a— 2.
Ovim smo dokazali slede¢u teoremu:

Teorema 2.6. Kompleksan broj z se centralnom simetrijom u odnosu na
kompleksnan broj a preslikava u kompleksan broj

2 =2a— z.

2.3.4 Podela duzi u datom odnosu

Neka su date dve razlicite tacke a i b. Tada ako tacka ¢ pripada pravoj
ab i vazi
AC = \TB, X e R\{0},
kazemo da tacka c deli duz ab u odnosu A. Nadimo koordinatu tacke ¢ u
zavisnosti od koordinata tacaka a i b i realnog broja A. Imamo da je

AC = \CB & OC — OA = A(OB - OC).

Zapisano preko kompleksne notacije imamo da je

Ab
c—azA(b—c)(z)c:CLlj_)\.

Ovime smo dokazali slede¢u teoremu:

Teorema 2.7. Ako tacka c deli duz ab u odnosu A\ # —1 onda tacka c ima

koordinatu
a+ Ab

1+ A
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Srediste duzi
Ako u jednacini za podelu duzi u datom odnosu uvrstimo da je A = 1
dobijamo da je kompleksna koordinata sredista duzi odredene kompleksnim

brojevima a i b jednaka
a+b

2

CcC =

Teziste trougla

Neka je kompleksna koordinata teziSta trougla abc tacka ¢t. Da bismo
dobili koordinatu tacke ¢ prvo izrazimo koordinatu bilo kojeg sredista stranica
trougla abc. Uzmimo, bez umanjenja opstosti, na primer tacku s = ‘LT“’
Koristed¢i se poznatim osobinama trougla imamo da tacka t deli duz sc u
odnosu 2 : 1. Dakle ovde imamo da je A = 2. Uvrstimo li ovo u jednacinu za
podelu duzi u datom odnosu, dobijamo da je koordinata tezista

_atb+tc
= T
Veza ortocentra, tezista i temena trougla

U praktiénim primenama, posebno je znacajna veza izmedu centra opi-
sane kruznice, ortocentra i temena trougla koju nam pruza sledeca

t

Teorema 2.8. Za trougao c¢ija su temena kompleksni brojevi a, b i ¢, njegov
centar opisane kruznice tacka o 1 ortocentar tacka h vazi

h+20=a+0b+c.

Dokaz. Preslikajmo tacku a u tacku @’ u odnosu na tacku o. Koordinate
tacke a’ je, kooristeéi se centralnom simetrijom, o’ = 20 — a.

Kako je Zaba" = 7, kao ugao nad precnikom kruga. Odatle sledi da su
prave ch i a’'b paralelne. Neka je Zabh = . Tada je Zach = ¢ kao uglovi sa
normalnim kracima. Kako je i Zaca’ = 7 kao ugao nad prec¢nikom kruznice,
odatle imamo da Zhca’ = § — . Neka je p podnozje normale iz tacke ¢ na
stranicu ab. Sa druge strane imamo da je Zphb = 5 — ¢ pa odatle imamo da
vazi Zheca' = Zphb pa odatle dobijamo da su prave hb i ca’ paralelne, pa je
¢etvorougao hca'b paralelogram.

Kako je ¢etvorougao hca'b paralelogram imamo da vazi

b+c h+d h+20—a
2 2 2
a odatle imamo da je h+20=a+b+c. m
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Slika 1: Tlustracija uz Teoremu 2.8

2.3.5 Rotacija tacke

Neka je u kompleksnoj ravni data tacka z # 0 u svom trigonometrijskom
obliku z = |z|(cos @ + isin ). Koordinate tacke 2z’ dobijene rotacijom tacke
z za ugao ¢ daje sledeca

Teorema 2.9. Koordinata tacke z # 0 zarotirane za ugao ¢ oko koordinatnog
pocetka je ‘
2 = ze'¥
gde je .
e = cos p + isin p.

Dokaz. Pomnozimo li kompleksan broj z = |z|(cos a+isin a) sa cos ¢+isin ¢
koriste¢i se Moavrovom 2 formulom 2 dobijamo da je

/

2" =|z|(cosa+ isina)(cos ¢ + isin p) = |z|(cos(a + @) + isin(a + ¢))
odakle sledi tvrdenje. O]

Naredna teorema predstavlja uopstenje teoreme 2.9 jer daje koordinatu
tacke koja rotira oko tacke koja nije koordinatni pocetak.

2Abraham de Moivre (1667-1754), francuski matematicar
3Ako je z = |z|(cos p+isin p), onda za svako n € Z vazi 2" = |z|"(cos(np) +isin(nep)).
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Teorema 2.10. Koordinata tacke z # 0 zarotirane oko tacke & # 0 za ugao
@ je tacka

d=E+ e (2 8).
Dokaz. Dokaz ove teoreme svodimo na teoremu 2.9. Translirajmo vektor
odreden koordinatnim pocetkom £ i vrhom 2z’ u koordinatni pocetak. Ako bi
se rotacijom oko tacke & tacka z preslikala u 2’ tada se tacka z — £ preslikava

u tacku 2’ — &. Tada po teoremi 2.9 imamo da vazi 2’ — & = €™ (2 — £) odakle
sledi da je 2/ = £ + € (z — £). ]

2.3.6 Kolinearnost i paralelnost

Poénimo slede¢im tvrdenjem:

Teorema 2.11. Tacke a, b i ¢ su kolinearne akko je broj ;== realan.

Dokaz. Posmatrajmo prave, u opstem slucaju odredene tackama a i ¢ i
tackama a i b. Te tri tacke ¢e biti kolinearne akko je ugao ¢ izmedu pravih
ab i ac jednak 0 rad ili 7 rad.

Koristeci se formulom za rotaciju tacke, izvedenom u proslom odeljku,
imamo da je uslov kolinearnosti tacaka ekvivalentan sa

c—a |c—a
b—a |b—ad

odakle sledi tvrdenje teoreme. O]

e, p € {0,7},

Napomena 1. U daljem tekstu, po dogovoru, svuda gde se javlja neki ugao
oznaku za radijansku® meru ugla éemo izostavljati i smatracemo da je
ugao dat u radijanima ako to nije drugacije naglaseno.

2.3.7 Jednacina prave u kompleksnoj ravni

Iz teoreme 2.11 mozemo izvesti jednac¢inu prave u kompleksnoj ravni.
Kako je prava odredena dvema razli¢itim tackama imamo da je bilo koja
tacka t sa prave ab, razli¢ita od tacaka a i b, kolinearna sa a i b. Odatle po
teoremi 2.11 imamo da je

t—a cR t—a (t—a
b—a b—a b—a)

4Jedan radijan je ugao kruznog isecka jedini¢ne kruznice, gde je polupreénik kruznice
jednak duzini odgovarajuceg luka nad tim uglom.
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Dakle imamo da je jednakost

t—a t—a

b—a b—a

jednacina prave koja je odredena tackama a i b kompleksne ravni.
Ekvivalentan oblik jednacine prave kompleksne ravni je

t t 1
a a 1|=0.
b b 1

Poslednje se lako moze proveriti izracunavanjem vrednosti determinante.
Koristedi se teoremom 2.11 dokazacemo slede¢u teoremu o paralelnosti.

Teorema 2.12. Prave ab i cd su paralelne akko vazi

a—b c—d

a—-b c—d
Dokaz. Velicina b — a predstavlja translaciju vektora odredenog pocetkom a
i vrhom b u koordinatni pocetak. Dakle, prave ab i cd su paralelne akko su
paralelne prave odredene tackama 0 i b — a i tackama 0 i d — c. Na osnovu

teoreme 2.11 imamo da su te dve prave paralelne akko je broj E realan, sto
je ekvivalentno sa

a—b_c—d

a—-b c¢—d

2.3.8 Ortogonalnost

Na slican nac¢in dolazimo do uslova ortogonalnosti dve prave.

Teorema 2.13. Prave odredene kompleksnim brojevima ab i cd su ortogo-
nalne akko vazi

a—> c—d

a—b c—d
Dokaz. Koristedi se formulom za rotaciju tacke, imamo da je uslov ortogo-
nalnosti pravih ekvivalentan sa

c—a |c—ad i (pe{w 37r}

b—a |b—al 272

odakle sledi tvrdenje teoreme. O]
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2.3.9 Koncikliénost
Definicija 5. Tacke a, b, ¢ © d su koncikliéne akko pripadaju istoj kruznici.
Teorema 2.14. Razlicite tacke a, b, ¢ i d pripadaju istoj kruznici akko je

c—b.a—d
a—b c—d

€ R\{0}.
Dokaz. Neka su tacke a, b, ¢ i d zadate na kruznici u tom redosledu. Tada je

ZLabe + Zade € {3r, 7},

pa je
c—b c—d
arga_b+arga_d€{37r,7r},
odnosno ; p
c— a—
arg — —arg — € {3m, 7},
pa je
c—0b a—d<0
a—b c—d '

Za svaki drugi raspored tacaka na kruznici dokaz je analogan.

Cetiri tacke mozemo rasporediti na kruznici na (4 —1)! = 6 nacina. U tri
slucaja je Z%Z : Z:g < 0, a u tri slucaja je ;%Z : %l > 0. [

3 Svojstva jedini¢ne kruznice

Najvecu prakticnu primenu u konkretnim planimetrijskim problemima
imaju kompleksni brojevi jedinicnog modula koju su dodeljeni temenima
nekog mnogougla. Tada su mnoge naizgled neizvodljive rac¢unske operacije,
kako vremenski tako i tehnicki, postale vrlo lagane i elegantno izvedene.

3.1 Tetiva jedini¢ne kruznice

Teorema 3.1. Za tacke a i b jedinicne kruznice vazi

a_l_):—ab.
a—>b
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Dokaz. Dokaz je trivijalan i sledi, posle kra¢eg racuna, koriste¢i ¢injenicu da
e I |
jea=5ib=. O

Teorema 3.2. Ako je tacka ¢ na tetivi ab jedinicéne kruznice onda vazi

a+b—c
ab

Cc =

Dokaz. Kako su tacke a, b i ¢ kolinearne odatle po teoremi 2.11 imamo da
za prave odredene tackama a i b i tackama c i a vazi

a—b (a—b
a—c \a-—c
odakle koriste¢i se Cinjenicama @ = % ib= %, kao i u prethodnom dokazu,
posle krac¢eg racuna, dobijamo nase tvrdenje. O

Teorema 3.3. Podnozje proizvolyne tacke ¢ na tetivu ab jedinicne kruznice
je tacka

1
p:§(a—|—b—|—c—ab6).

Dokaz. Kako je p podnozje normale iz ¢ na tetivu ab imamo da je

Koristeéi uslov |a| = |b| = 1 dobijamo da je poslednja jednakost ekvivalentna
sa -

TP _ppep=tCrPC

c—Dp ab

Kako p pripada tetivi ab jedini¢ne kruznice, imamo po teoremi 3.2 da je

__a+b—p
P=uw
[zjednacavajuéi poslednje dve jednakosti dobijamo da je

abc+p—c:a—|—b—p®
ab ab

1
p:§(a+b+c—abé).
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Teorema 3.4. Presek tetiva ab 1 cd jedninicne kruznice je tacka

ab(c+d) — cd(a +b)
ab — cd '

Dokaz. Tacka t kao presek tetiva pripada i jednoj i drugoj tetivi. Tada na
osnovu teoreme 3.2 imamo da je

7@ +b—1
- ab
Simetriéno imamo da je
E_c+d—t
d

Izjednacavajuéi desne strane poslednje dve jednakosti i resavajuci po ¢, kao i
u prethodnom dokazu, dobijamo posle kraceg racuna tvrdenje teoreme. [

3.2 Tangenta jedinic¢ne kruznice

Sledeca teorema nam daje koordinatu tacke koja se dobija kao presek dve
tangente jedini¢ne kruznice, ako taj presek uopste i postoji.

Teorema 3.5. Presek tangenti u tackama a @ b, a # —b, jedinicne kruznice
je tacka

2ab

a+b

Dokaz. Oznacimo presek tangenti sa r. Neka je bez umanjenja opstosti cen-
tar kruznice smesten u koordinatni pocetak. Imamo da je

r—a 9 _  2a-—r
—— =0 ST = —.
T—a a

ra 1l a) &

Kako je problem simetrican po slovima a i b u odnosu na koordinatni pocetak
i tacku r imamo da je
2b—r

b2
Iz poslednje dve jednakosti izjednacavanjem i reSavanjem po r dobijamo da
je

T =

2ab
a+b

r =

30



3.2.1 Jednacina tangente jedini¢ne kruznice

Neka je proizvoljna tacka ¢ na tangenti u tacki z jedini¢ne kruznice.
Tada je prava tx, sa obzirom na klasi¢nu geometrijsku definiciju tangente
na kruznicu, normalna na poluprecnik xo. Koriste¢i uslov normalnosti iz
teoreme 2.13, imamo da vazi da je

-7 T—0
Kako je o = 0, dobijamo da je jednacina tangente u prizvoljnoj tacki x
jedinicne kruznice, koristeéi uslov zx = 1

t =x(2 — at).

3.3 Jedini¢ni krug upisan u trougao

Kada se u problemima javlja upisani krug trougla, u mnogim situacijama
je korisno, a u nekim situacijama i jedino moguce resenje da se centar upisa-
nog kruga poklapa sa koordinatnim pocetkom a upisani krug bude jedinicni.

Teorema 3.6. Neka je jedinicni krug upisan u trougao abc i neka dodiruje
stranice be, ca 1 ab u tackama p, q 1 r respektivno. Tada vazi

2qr b 2qr 2pq
g s g s C:—.
q+r q+r p+q

Dokaz. Dokaz sledi direktno primenom teoreme 3.5. O

Teorema 3.7. Neka je jedinicni krug upisan u trougao abc, i neka dodiruje
stranice be, ca 1 ab u tackama p, q @ r respektivno. Tada je ortocentar odreden
tackom
2p°¢° + ¢*r* +1*p* + par(p + g+ 1))

b+ a)a+ 0 +p)

Dokaz. Neka je koordinatni pocetak u tacki centra opisane kruznice. Odatle
imamo, po teoremi 2.8, da za o = 0 vazi h = a + b + ¢, Sto je po teoremi 3.6

h:

2qr 2r 2
h— q i p i Pq
qg+r r+p p+gq

odakle se dovodenjem na zajednicki imenilac, posle kraceg racuna dobija
tvrdenje teoreme. O
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Teorema 3.8. Neka je jedinicni krug upisan u trougao abc i neka dodiruje
stranice be, ca 1 ab u tackama p, q 1 r respektivno. Tada za centar opisanog
kruga trougla abc vazi

2pqr(p+q+7)
(p+a)(g+7)(r+p)

Dokaz. Po teoremi 2.8 imamo da vazi

h+20=a+b+c

Odatle imamo da je
a+b+c—h

2
Koristedi teoreme 3.6 i 3.7 imamo da vazi

O_l(qu L 20 2% _2(p2q2+q2r2+r2p2+pqr(p+q+7‘)))
2\q+r q+r p+gq (p+a)(g+r)(r+p)

odakle se dovodenjem na zajednicki imenilac, uz kra¢i racun dobija tvrdenje
teoreme. O

3.4 Trougao upisan u jedini¢nu kruznicu

U prakticnim problemima neretko se javlja vise kruznica. U mnogim
situacijama kada se javlja upisana i pripisana kruznica trougla u kombinaciji
sa opisanom kruznicom trougla, korisno, a nekada i jedini moguci nacnin za
reSavanja problema je koris¢enjem sledec¢ih tvrdenja.

Teorema 3.9. Za svaki trougao abc upisan u jedinicnu kruZnicu, postoje
brojevi u, v i w takvi da je a = u?, b = v? i c = W?, a sredista lukova ab,
bc 1 ca koja ne sadrze tacke c, a i b respektivno, su tacke —uv, —vw 1 —wu
respektivno.

Dokaz. Prvi deo tvrdenja teoreme je trivijalan. Dokaza¢emo samo drugi deo
tvrdenja. Naglasimo prvo da je |a| = |b] = |¢| = |u] = |v| = |w| = 1.
Dokazimo sada slede¢e pomoc¢no tvrdenje:

Lema 1. Prava iz proizvoljnog temena trougla, koja sadrzi i centar upisane
kruznice, polovi luk odreden sa druga dva temena, koji ne prolazi kroz prvo
teme.
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Dokaz leme 1. Neka je prava, bez gubljenja opstosti, konstruisana iz temena
a = u®. Neka je presecna tacka te prave i opisane kruznice tacka x, gde je
|z| = 1. Kako je Zcox = 2Zcax, kao centralni i periferijski ugao nad tetivom
cr. Simetricno imamo da je Zzob = 2/xab, kao centralni i periferijski ugao
nad tetivom bx. Odatle imamo da je Zcox = Zxob, zbog toga Sto je Lcax =
Zzxab. Odatle imamo da ako su jednaki centralni uglovi nad tetivama, onda
su jednake i tetive pa su jednaki i lukovi nad tim tetivama, odakle imamo

nase pomoc¢no tvrdenje. O
Neka je
a=¢eP  p=¢@ =@ o<a<f<y<m.

Odaberimo brojeve u, v i w kao:

Odavde imamo da je redom

—up = @A g =)y = —efeH),

Kako su uglovi koji odgovaraju sredistima lukova ab, bc i ca koja ne sadrze
tacke ¢, a i b respektivno uglovi redom o + (3, f + v, a + v + 7 i prethodnih
jednakosti imamo tvrdenje teoreme.

]

Teorema 3.10. Uz prethodno opisane uslove u teoremi 3.9 za centar upisane
kruznice 1 vazi
i = —(uv + vw + wu).

Dokaz. Dokazimo prvo slede¢u pomocéno tvrdenje:

Lema 2. Neka je dat trougao sa svojstvima 1z teoreme 3.8. Tada se orto-
centar trougla dobijenog konstrusanjem duzi izmedu tacaka koja su sredista
lukova poklapa sa centrom upisane kruznice trougla abc.

Dokaz leme 2. Neka su redom —wvw = z, —uw = y, —uv = z, Lcar =
Lraz = a, Laby = Zybc = B 1 Lacz = Lzcb = . Tada je a+ f+ v = 7.
Oznacimo sa p presek duzi ax i stranice yz trougla xyz. Kako je Zyxra = 8
i Zzyz = a + v, odatle imamo da je Zypr = 7. Analogno dobijamo i za
ostala dva podnozja. Odatle imamo da je tacka i ortocentar trougla zyz, tj.

trougla odredenog tackama —uv, —vw i —wu, ¢ime smo dokazali lemu. [
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Koristec¢i prethodnu lemu dobijamo, uz tvrdenje teoreme 2.8 i 0 = 0, da
je ortocentar trougla odreden sa

h=i=x4+y+z=—-uw—vw—wu = —(uv + vw + wu)
¢ime smo dokazali teoremu. O

Definicija 6. Pripisana kruzZnica trougla je kruznica koja spolja dodiruje
stranicu trougla i produZetke druge dve stranice tog trougla.

Teorema 3.11. Centar pripisane kruznice stranice ab trougla abe je odreden
12raz0m
J = —uv +vw + wu

gde su brojevi u, v @ w brojevi iz teoreme 3.9.

Dokaz. Dokaz sledi trivijalno iz ortogonalnosti pravih ¢b i simetrale spo-
ljasnjeg ugla trougla abc kod temena b i pravih ia i simetrale spoljasnjeg
ugla trougla abc kod temena a. O

3.5 Alternativni odabiri koordinatnih pocetaka

U prakticnim primenama kada je jedno teme trougla kompleksan broj 0
a ostala dva prizvoljna, operativne formule za koordinatu ortocentra i centra
opisanog kruga daje sledeca

Teorema 3.12. Ukoliko je jedno teme trougla kompleksan broj 0 a ostala
dva kompleksni brojevi x i y tada ortocentar h i centar opisane kruznice o
imagu koordinate

po @ytay(e—y . wy@-7)

Y — Ty Ty — oy

Dokaz. Dokaza¢emo prvo formulu za ortocentar.
Neka je prava xt 1 Oy. Tada imamo da za tacke t sa te prave vazi

x—t y—0 y
T—1 7—-0 7

Resavajuéi po t dobijamo
Ty +TY — 1y
-,

=
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Simetriéno imamo izraz za skup tacaka t ¢ija je prava yt normalna na Ox.

Dakle _ L
Ty + 2y — 1T
. .

=

[zjednacavajuéi poslednja dva rezultata imamo da je
aY+ Ty —t§  Ty+ag—tT

y - x

Resavajuéi po t dobijamo prvi deo tvrdenja nase teoreme.

Dokazac¢emo sada na slican nac¢in formulu za centar opisane kruznice trou-
gla iz drugog dela teoreme. Kako se centar opisane kruznice dobija u preseku
simetrala stranica, imamo da za svaku tacku ¢ sa simetrale stranice Oz vazi

t—5 -0
t—(%) z—0 T
Resavajuéi po t dobijamo da je
- Tz —1t
Gt}
x

Simetri¢no imamo da za svaku tacku ¢ sa simetrale stranice Oy vazi

s_yly—t)

Y

[z poslednja dva rezultata izjednacavanjem imamo

T —t) yly—-1)

Z Y

Resavanjem po ¢ dobijamo drugi deo tvrdenja teoreme. O

4 Sliénost trouglova

4.1 Orijentisanost trouglova i uglova
4.1.1 Orijentisanost trouglova
Definicija 7. Za trougao se kaZe da je origentisan ako su njegova temena

uredenja na specifican nacin.
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Definicija 8. Pozitivan matematicki smer je smer kretanja od prvog, preko
drugog 1 treceg do cetvrtog kvadranta koordinatnog sistema. U suprotnom se
kaze negativan matematicki smer.

Definicija 9. Trougao je pozitivno ili direktno orijentisan, ako su nje-
gova temena, oznacnena u rastucem abecednom redosledu, poredana u pozi-
tivnom matematickom smeru.

4.1.2 Orijentisanost uglova

Definicija 10. Za ugao Zaob se kaze da je pozitivno ili direktno orijen-
tisan ako su tacke a i b uredene u pozitivnom matematickom smeru ili ako
je trougao aob pozitivno orijentisan.

4.1.3 Mera ugla

Sada ¢emo dati precizno matematicko tvrdenje koje daje meru ugla koji
je zadat u kompleksnoj koordinatizaciji, a do sada smo je intuitivno koristili
gde su stvari bile o¢igledne. Naravno, kao i do sada ako to ne bude drugacije
naglaseno, svi uglovi su dati u radijanskoj meri gde oznaku rad izostavljamo.

Teorema 4.1. Mera pozitivno orijentisanog ugla Zaob, gde je o koordinatni
pocetak je arg 3.

Dokaz. Dokaz sledi direktno iz Moavrove formule za mnozenje kompleksnih
brojeva zadatih u trigonometrijskom obliku stim sto je ovde jedan kompleksni
broj broj a a drugi % O]

Sada ¢emo dati uopstenje ove teoreme kada teme ugla nije koordinatni
pocetak nego bilo koja tacaka kompleksne ravni.

Teorema 4.2. Ako su a, b i ¢ tri razlicite tacke kompleksne ravni, onda je
mera pozitivno orijentisanog ugla Zbac jednaka arg 7=:.

Dokaz. Translacijom za vektor -od tacke a, b i ¢ se preslikavaju u tacke o,
b—aic—a, pri ¢emu se cuva mera transliranog ugla. Po teoremi 4.1 onda
imamo da je Zbac = arg 7=, ¢ime smo dokazali nasu teoremu. O]

Napomena 2. Imajuci v vidu da su pojmovi usmereni ugao @ orijentisani
trougao uopstenje pogyma klase ekvivalencije usmerene duzi, moZemo smatrati
da su ovi novouvedeni pojmovi uopstenja dobro poznatih geometrijskih vek-
tora, sto se direktno slaZe sa interpretacijom kompleksnih brojeva kao vektora
kompleksne ravni.
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4.2 Sli¢nost orijentisanih trouglova

Uvodeéi formalno pojmove orijentisanosti uglova i trouglova mozemo dati
sledece tvrdenje.
Teorema 4.3. Trouglovi ajasas 1 bibsbs istih orijentacija su slicni akko je

a2 —aq by — by

as — ap n bg—b1.
Dokaz. Trougao ajasas je slican sa trouglom bbybs po stavovima sli¢nosti,

akko je
|Cl1 - a2| . |b1 - b2|

1 4@3(11&2 = ébgblbg,

|a1 - CL3| B |b1 - bs|
sto je ekvivalentno sa

|a1—a2|:\bl—b2| . al_a?zargbl_bQ
|a1—a3| |b1—b3| a; —as by —bs

Poslednje dve jednakosti su ekvivalentne sa

a2 —aq by — by

a3z — a1 bs — by

¢ime smo dokazali teoremu. O

Uslov poslednje teoreme se moze iskazati i u obliku

1 1 1
a; ag asg | = 0.
by by b

Lako je proveriti da za trouglove odredene uredenim parovima tacaka (0, 1, 27)
i (0,—i,—2) ovaj uslov nije zadovoljen mada su oni o¢igledno sliéni. Ovi
trouglovi medutim nisu istih orijentacija.

Za trouglove suprotnih orijentacija vazi sledeca

Teorema 4.4. Trouglovi ajasas i bibobs suprotnih orijentacija su slicni akko
je

az —ap bz - bl

a3 — a1 b3 — b1
Dokaz. Preslikajmo tacke by, by 1 b3 u odnosu na realnu osu. Njihove koordi-
nate su onda by, by i bs respektivno. Trouglow bibobs 1 by by by su suprotnih

orijentacija pa su trouglovi ajasas i by by bs istih orijentacija. Primenjujué

teoremu 4.3 dobijamo da vazi {2=0+ = % ba=bi st je 1 trebalo dokazati. O
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5 Skalarni i vektorski proizvod u komplek-
snoj koordinatizaciji

Sada ¢emo definisati dva analogna pojma pojmovima skalarnog i vektor-
skog proizvoda Analiticke geometrije u Dekartovim ° koordinatama, izrazenih
preko kompleksnih koordinata.

Videc¢emo da ¢e nam to mnogo pomoci oko dokazivanja raznih osobina
figura u ravni, a mnoge ve¢ dokazane osobine ¢emo i potvditi na ovaj nacin
uz analizu slozenosti, kako vremenske tako i racunske.

5.1 Realan proizvod kompleksnih brojeva

Definicija 11. Realan proizvod kompleksnih brojeva a i b, u oznaci a - b,
je realan broj odreden kao

1 _
a-b:= §(ab+ ab).

Teorema 5.1. Neka su a, b i ¢ proizvolyni kompleksni brojevi. Realan proi-
zvod dva kompleksna broja ima sledeca svojstva:

1. a-a=|a|*;

2.a-b=b-a;

3. a-b=a-b;

4. (a)-b=ala-b) =a-(ab) za svako o € R;
5.a-(b+c)=a-b+a-c;

6. a-b =0 akko je prava oa mormalna na pravu ob, gde je o koordinatni
pocetak.

Dokaz. Dokaz je trivijalan, sledi iz definicije realnog proizvoda, pa ¢emo ga
izostaviti. O

SRene Descartes (1596-1650), veliki francuski matematicar i filozof
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Napomena 3. Ve¢ smo videli da realan proizvod kompleksnih brojeva a 1
b predstavlja skalarni proizvod vektora od i ob. Medutim, realni proizvod
kompleksnih brojeva ima jos jedan veoma interesantan geometrijski smisao.
Realan proizvod kompleksnih brojeva a 1 b jednak je potenciji koordinatnog
pocetka o kompleksne ravni u odnosu na krug ciji je precnik ab. Zaista, ako

jem = “TH’, potencija tacke o u odnosu na krug sa sredistem u tacki m i
.. Bl . . b _
poluprecnikom r = % jednaka je o — m|* — (%)2 = |22 — |2b)2 =
(a+b)(@tb) _ (a=b)@=b) _ abtab _ , .,
4 4 -T2 = .

Teorema 5.2. Prave ab i cd su normalne akko je (b—a)- (c —d) = 0.

Dokaz. Translirajmo prave u koordinatni pocetak. Tada je prva prava odre-
dena tackama 0 i b — a a druga tackama 0 i d — ¢. Primenimo sada teoremu
5.1, stavku (6), odakle dobijamo tvrdenje nase teoreme. O

Napomena 4. Sada je jasno kako primenom realnog proizvoda na drugi

nacin moze da se izvede uslov ortogonalnosti dveju pravih iz teoreme 2.13.

5.2 Kompleksan proizvod kompleksnih brojeva

Definicija 12. Kompleksan broj
1 _
axb:= é(ab— ab)

nazivamo kompleksan proizvod kompleksnih brojeva a i b.

Lako je proveriti da veli¢ina |a x b| ima isti smisao kao kod vektorskog
proizvoda u Dekartovim koordinatama.

Teorema 5.3. Neka sua, b ic kompleksni brojevi. Tada kompleksan proizvod
1ma sledeca svojstva:

1.axb=—-axb;

2. axb=0 akko je a =0 ili je b= 0 ili je a = \b, gde je A € R\{0};
3. axb=-bxa;

4. afa xb)=(aa) xb=ax (ab) za svako a € R;

5.ax (b+c)=axb+axec.
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Dokaz. Dokaz teoreme je trivijalan i sledi iz definicije kompleksnog proi-
zvoda. [

Teorema 5.4. Neka su a i b dve razlicite tacke kompleksne ravni razlicite
od koordinatnog pocetka. Tada vazi da je:

0 x b 20 P,qp, ako je trougao oab pozitivno orijentisan,
| —2iP,u, ako je trougao oab negativno orijentisan,

gde je P,,. povrsina trougla odredenog tackama x, y @ z.

Dokaz. Ako je trougao aob pozitivno orijentisan, onda je

b
2iP,, = ilo— allo— b|sin Zaob = i|al|b| sin (arg —) =
a

1 b 1 _
= i|al|b]Im b M:—|a|2 9—2 = —(ab—ab) =a x b.
a) b 2 2

a a
U protivnom, trougao oba je pozitivno orijentisan, pa je
21P,.p =bxa=—a xb.
O]

Sledeca teorema daje geometrijski smisao kompleksnog proizvoda, i zna-
¢ajna je kod problema sa povrSinama figura u ravni zadatih u kompleksnoj
koordinatizaciji.

Teorema 5.5. Ako su a, b i ¢ tri razlicite tacke u kompleksnoj ravni, tada
je:

P %(a Xb+bxc+cxa), trougao abc pozitivno orijentisan,
abe —2%(@ Xb+bxc+cxa), trougao abc negativno orijentisan.

Dokaz. Da bismo pokazali ovo tvrdenje, translirajmo trougao abc za vektor
—o¢. Trougao abc se ovom translacijom preslikao u trougao odreden teme-
nima a — ¢, b — ¢, 0 respektivno. Ova dva trougla su podudarna i istih
orijentacija. Ako je trougao abc pozitivno orijentisan, onda je

1 1
Pabc:Pa/brc/:Z(a—c)x(b—c):%(axb—l—bXC—i—cxa)

Sto je i trebalo dokazati. Slicno se pokazuje i slucaj kada je trougao negativno
orijentisan. O
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Teorema 5.6. Povrsina pozitivno orijenisanog trougla abc izraZena preko
determinante je:

; a a 1
Pp=-10b b
4 _

c ¢ 1

Dokaz. Dokaz sledi iz izracunavanja vrednosti determinante, ¢ija se vrednost
svodi na vrednost povrsine u teoremi 5.4. O

Teorema 5.7. Neka su a, b i c tri razlicite tacke kompleksne ravni. Tada su
sledeca tvrdenja ekvivalentna:

1. Tacke a, b 1 ¢ su kolinearne ;
2. (b—a)x(c—a)=0 ;
3. axb+bxc+cxa=0.

Dokaz. Tacke a, bi c su kolinearne akko je Py = 0, tj. ako jea xb+bx c+
¢ X a = 0. Poslednja jednakost je ekvivalentna sa (b —a) X (¢ —a) =0. O

6 Klasi¢cne teoreme elementarne geometrije

U ovom poglavlju ¢emo izloziti neke klasi¢ne teoreme elementarne geo-
metrije. Analiziraju¢i dokaze koji slede, citalac ¢e polako ste¢i uvid u brzinu
i eleganciju ove metode resavanja geometrijskih problema.

Teorema 6.1. (Nejednakost trougla®) U svakom trouglu je zbir duZina
dve stranice veci od duzine trece.

Dokaz. Neka je jedno teme trougla smesteno, bez umanjenja opstosti, u ko-
ordinatni pocetak, drugo ima koordinatu a a trec¢e a + b. Treba pokazati da
vazi |a + b| < |a| + |[b]. Kvadriranjem poslednje nejednakosti dobijamo njoj
ekvivalentnu nejednakost

(a+0b)(@+b) < aa+ 2|a||b| + bb < ab +ab < 2|al|b|.
Kako su a, b # 01 a # b, mozemo ih zapisati u trigonometrijskom obliku kao

a = |a|(cosa+isina), a € (—m, 7] 1 b= |bl(cosf+isinp), § € (—m, 7.

6U opstem slucaju za svako z1, 20 € C vaii |21 + 22| < |21] + |22].
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Sada imamo da je

ab+ab = |a|[b|(cos(or — B) +isin(a — B)) + |a] [b|(cos(B — @) +isin(f — a)) =
= 2|al|b| cos(a — p).

Kako je (Vx € R)|cosz| < 1, imamo da je 2|a||b|cos(a — ) < 2l|al|b|.

Primetimo da jednakost ne moze da vazi jer je o # . O]

Teorema 6.2. (Njutn 7) Za svaki tangentni éetvorougao vaZi da su mu
sredine dijagonala kolinearne sa centrom kruga oko koga je on opisan.

Dokaz. Neka je jednacina date kuznice 2z = 1. Neka su temena ¢etvorougla
tacke ag, b, co i dy. Neka su, dalje, tacke dodira kruznice sa stranicama agby,
boco, cody 1 dpag tacke a, b, ¢ i d respektivno. Tada, po teoremi 3.6, imamo
da vazi

2ad 2ab 2bc 2cd
an = —— = Co = - .
CTadd T a4 b+ Y c+d
Za tacke m i n vazi:
1 ad bc 1 ab cd
m 2(a0+00) a—i—d+b+c’ n 2(0+ 0) a+b+c~|—d’
m _ (a+b)(c+d)
n (b+c)(d+a)
KakovaZid:%, b =1 5 a:%i&:é, dobijamodaje%:%, sto
je ekvivalentno sa uslovom kolinearnosti iz teoreme 2.11, ¢ime je dokazana
Njutnova teorema. O]

Teorema 6.3. (Gaus 8) Ako neka prava sece prave koje sadrie stranmice
BC, CA i AB trougla ABC, u tackama Ay, By © Cy respektivno, tada su
sredista duzi AA;, BB, i CCy kolinearne tacke.

Dokaz. Neka tackama A;, B; i C] odgovaraju redom kompleksni brojevi

ay, by i ¢;. Uslovi kolinearnosti uredenih trojki tacaka (a,by,c), (c,ay,b),
(b,c1,a) i (a1,b1,¢1) su

a(Bi— )+ by(c—a) +c@—h

cl@ —b) +ai(b—7¢) +bc—a;

b(er —a) +ci(@—b)+alb—7c1

ay(by — @) +bi(er — @) +a(a — b)) =

S~— ~—
I
o o o o

"Isaac Newton (1643-1727), veliki engleski matematicar i fizicar
8Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855), veliki nemacki matematicar
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Slika 2: Njutnova teorema

Imamo da za sredista m, n i p vazi

1 1 1
m=s(a+a),n=50+b),p=5(p+m).
2 2 2
Trazeni uslov kolinearnosti tacaka m, n i p je
m(7 = B) +n(p — ) + p(m — 1) = 0,

Sto je ekvivalentno sa

(a+ay)(b+b,—c—1)+ (b+b)(c+e—a—ar)+ (c+c)(@+a —b—by) =0,
Sto je, kada se izmnozi
a(by —¢) +a(b—7¢) +ai(by — &) + ay(b—7¢) + b —a) +
+ b(@é—ar) + bi(cr — ar) + bi(c — @) + c(@ — b) + c(@—by) +
+ (@ —b) +e(@—b=0.

Poslednja jednakost se dobija kada se saberu gore postavljena cetiri uslova
kolinearnosti trojki tacaka, ¢ime je dokazana Gausova teorema. O

Teorema 6.4. (Simson °) Ako se iz ma koje tacke opisane kruznice oko
trougla abc konstruisu podnozZja normala na prave koje odreduju stranice tro-
ugla, tada su te tri tacke kolinearne.

9Robert Simson (1687-1768), skotski matematicar
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Dokaz. Neka je kruznica opisana oko trougla abc jedini¢na kruznica. Neka
su podnozja normala iz tacke m na prave bc, ca i ac respektivno tacke aq, by
i c;. Tada po teoremi 3.3 imamo da vazi:

1 bc 1 ac
ap = |\b+tc+m—— ,blz—(a—irc—irm——),
2 m 2 m

1( ab)
cqg==-(a+b+m—-——1.
2 m

a; — ¢ _c—a—i—“bT_bc _(e—a)im—0b) @ -7

bi—c1  c—b+2 (c—b)(m—a) b -7

Iz njih dobijamo:

pa su prema teoremi 2.11 tacke a;, b; i ¢; kolinearne, ¢ime je dokazana
Simsonova teorema. O

Napomena 5. Prava iz Simsonove teoreme je u teoriji poznata kao Sim-
sonova prava.

Teorema 6.5. (Ojler'®) U svakom trouglu su ortocentar, teziste i centar
opisane kruznice kolinearne tacke i vazi da je rastojanje ortocentra i tezista
dva puta vece od rastojanja tezista i centra opisane kruznice.

Dokaz. Neka je tacka h ortocentar, t teziste i o centar opisane kruznice tro-
ugla abc. Dokazacemo da vazi

t_h+20_h+20
142 3 7

Pokazuju¢i ovu jednakost, po teoremi 2.7, bi¢e dokazane oba dela iz
tvrdenja teoreme istovremeno. Neka je bez gubljenja opstosti, o = 0 i opisana
kruznica jedini¢na. Tada imamo da vazi:

a+b+c

1
t==(h+20) =
5+ 20) 3

¢ime je dokazana Ojlerova teorema. O]

19Leonhard Paul Euler (1707-1783), veliki §vajcarski matematicar
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Slika 3: Ojlerova prava

Napomena 6. Prava iz Ojlerove teoreme poznata je u teoriji kao Ojlerova
prava.

Teorema 6.6. (Paskal '') Tacke preseka pravih koje sadrie naspramne
stranice tetivnog setougla su kolinearne.

Dokaz. Bez gubljenja opstosti, neka je Sestougao abcdef upisan u jediniénu
kruznicu ¢iji je centar koordinatni pocetak.

Na osnovu teoreme 3.4 i |a| = |b| = |c| = |d| = |e] = | f| = 1 imamo da vazi:
_ a+b—(d+e) _ b+c—(e+f) _ b+tc—(e+]f)
m= , m= , D= :

ab — de bc —ef bc —ef

Odatle imamo da vazi:
(b—e)(bc —cd+de —ef + fa — ab)
(ab — de)(be — ef) ’

m—n=

i analogno:
(c— f)(cd—de+ef — fa+ ab— be)
(bc —ef)(cd — fa) '

n—p=

Odavde imamo da je:

_ (b—e)(bc—cd+de—ef+ fa—ab)
m-—n (ab—de) (be—ef) _(b—e)(cd - fa)
P

(c—f)(cd—de+ef—fat+ab—bc) — — b— de)’
p (be—ef)(cd—fa) <f C)(a’ 6)

HBlaise Pascal (1623-1662), veliki francuski matematicar, fizicar i filozof
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Odavde nije tesko videti da je T= = (%=), odakle po teoremi 2.11 sledi da
su tacke m, n i p, kao preseci iz postavke teoreme, kolinearne tacke, ¢ime je
dokazana Paskalova teorema. O

Teorema 6.7. (Brokar '?) Neka je ABCD tetivni éetvorougao. Prave AB
i CD se seku u tacki E, prave AD i BC' se seku u tacki F a prave AC' i BD
u tacki G. Dokazati da je centar opisane kruzmice oko céetvorougla ABC D
ortocentar trougla EFG.

Dokaz. Neka je, bez umanjenja opstosti, ¢etvorougao abed upisan u jedinicnu
kruznicu. Prema teoremi 3.4 o preseku tetiva jedini¢ne kruznice imamo da
vaze sledece jednakosti:

ab(c+d) — cd(a +b)

= ab — cd o/

_ac(b+d) —bd(c+ a)

B ac — bd '
Da bismo pokazali da je o ortocentar trougla efg, dovoljno je pokazati da je
of Legiog L ef. Zbog simetrije, dokaza¢emo samo prvu relaciju. Dakle
treba pokazati da vazi:

_ad(b+c) — be(a +d)
N ad — be ’

f-o_ ey

f—o €e—g
Imamo da vazi:

ad(b+c)+bc(a+d)

f-o [ _ ad—bc _ ad(b+ ¢) — be(a + d)
f-o j (a+d)—(b+c)

Dalje imamo:

(a — d)(ab*d — ac*d) 4 (b — ¢)(bed® — a*be)
(ab — cd)(ac — bd) B
(a—d)(b—c)((b+ c)ad — (a+ d)bc)
(ab — cd)(ac — bd) '

e—g =

12Henri Brocard (1845-1922), francuski matematicar i meteorolog
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Slika 4: Brokarova teorema

Konjugovanjem dobijamo:

<(a —d)(b—c)((b+c)ad — (a+ d)bc)) _
(ab — cd)(ac — bd)
(a—d)(b—c)((b+c)—(a+d))
(ab — cd)(ac — bd)

e-g =

Uporedivanjem dobijenih jednakosti dobijamo trazenu jednakost, a time je
dokazana Brokarova teorema. O]

Teorema 6.8. (Morli '3) Preseci naleglih trisektrisa trougla obrazuju jed-
nakostranican trougao.

Dokaz. Neka je teme A trougla kompleksan broj 1. Neka temena B i C' tro-
ugla redom imaju kompleksne koordinate b® i ¢3, gde je argb > 0 i argc < 0
i]b] = |¢|] = 1. Tre¢ine luka AB kome ne pripada tacka C trougla ABC
redom imaju kompleksne koordinate b i b?. Takode, tre¢ine luka AC kome
ne pripada tacka B trougla ABC' redom imaju kompleksne koordinate c i
c?. Treé¢ine luka BC kome ne pripada tacka A trougla ABC imaju redom
koordinate b*cw i bc*w? gde je |w| = 11 w® = 1. Neka je presek odgovarajucih
trisektrisa iz temena 1 i b® tacka h. Analogno definiSemo tacke g i i.
Po teoremi o preseku dveju tetiva jedini¢ne kruznice, imamo da su koor-
dinate tacaka h, g i i redom tacke
Cwbtwe—b—baw

h = . g=b"+bc+cE—b + b
w—>b

13Frank Morley (1860-1937), engleski matematicar
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W2 + w?b — ¢ — bPw?

w? —c

Izraz u brojiocu tacke h mozemo shvatiti kao polinom P € C[b], po promen-
ljivoj b. Dakle
P(b) = (w — cw)b® — b + we,

gde su w, ¢ € C konstante. Kako je P(w) = 0, imamo po Bezuovoj
teoremi '° da

14
w—>b | (w—cw)b®—b+we

Dakle tacka h, koristeéi uslov w® = 1, ima koordinatu
h=w(c—1)b*+w?(c—1)b+ec.

Sliénim razmatranjem dobijamo da je
i =w?(b—1)c* +w(b—1)c+b.

Sada lako proveravamo uslov

lg —hl = [h =il =i —g]

kojim je dokazana Morlijeva teorema. O]

bZL

bew i~ b

Slika 5: Morlijev trougao

UEtienne Bézout (1730-1783), francuski matematicar
15Bezuova teorema: x — a | P(z) € C[z] akko je P(a) =0, a € C.
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Napomena 7. Jednakostranican trougao iz Morlijeve teoreme u teoriji je
poznat kao Morligev trougao.

Teorema 6.9. (Stajner'®-Lemus'”) Trougao je jednakokraki akko su od-
secci dveju simetrala unutrasngih uglova jednak:.

Dokaz. Neka je, bez umanjenja opstosti, oko trougla abc opisana jedini¢na
kruznica sa centrom u koordinatnom pocetku i neka je a = 1. Neka su
jednaki odseci simetrala unutrasnjih uglova iz temena b i ¢. Oznacimo sa b; i
c1 redom preseke simetrala unutrasnjih uglova iz temena b i ¢ sa stranicama
trougla abe. Dokaza¢emo ekvivalenciju

1—b]=[1—c| & [b—bi] =|c—cil.

Koristeéi |b] = |¢| = 11 a # b imamo |1 —b] = |1 — ¢| & bc = 1. Neka je
b=y?1ic= 22 Tada su sredine lukova 1b i 1c kojima ne pripadaju tacke c i
b redom tacke —y i —z.

Kako je tacka by na tetivi 1c jediniéne kruznice imamo da je
l+c—b 1+22-b; . — —z4+y>+bh

- 2 b= — 2
c z 2y

1
Izjednacavajuéi i resavajuéi po b; dobijamo da je

Y2z — 2% 422 4 g2

by = s

Simetri¢no imamo da je

Y2 — 42 + y22% + 22
22—y '

Cc1 =

Odavde lako dobijamo

y2? — y? 4 y22% 4 22 )

2 2 2,2 .2
y'z—z2"+y 2ty
|b—b1| = |c—1| & 5 —?| = 5 —z
y -z z= =y
syt =1sbc=1,
¢ime je dokazana Stajner-Lemusova teorema. O

16 Jakob Steiner (1796-1863), §vajcarski matematic¢ar
"Daniel Christian Ludolf Lehmus (1780-1863), nemacki matematicar
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7 Pravilni mnogouglovi

U ovom poglavlju ¢emo izvesti osnovne teoreme o pravilnim mnogouglo-
vima koje su kasnije neophodne za prakticnu primenu u zadacima.

Teorema 7.1. Neka jen € N i 0 # a = r(cosp +ising), ¢ € (—m, 7.
Tacke u kompleksnoj ravni koje odgovaraju n—tim korenima kompleksnog
broja a pripadaju kruznoj liniji polupreénika /1 sa centrom u koordinatnom
pocetku v predstavijaju temena pravilnog n—tougla, cije jedno teme odgovara
kompleksnom broju

W(cosf —l—isinf).
n n

Dokaz. Imamo da su n—ti koreni kompleksnog broja a:
2 = r <cos <£) + isin <£)> =
n n

= \”/F(cos (f—i-%—ﬂ) + isin <£+2k_7r)>7
noon noon

gdejek=0,n—1.

Za svako k je |z| = {/r odakle sledi prvi deo tvrdenja. U pravilnom
n—touglu su centralni uglovi koji odgovaraju njegovim stranicama jednaki
2t Ako su tj i tp4, dva susedna temena koja odgovaraju kompleksnim
brojevima

2 2
2 = {’/7_”((308 (£+—k7r)+isin<£+—k7r)>,
n n n n
2(k+1 2(k+1
N W(COS(%+M)H%(%+M)>,

n n

razlika orijentisanih uglova Zxozry1 1 Zroz, jednaka 27” Kako to vazi za
svako k, k =0,n — 1, uz t,, = ty, dobijamo i drugi deo teoreme. O

U prakticnim primenama bi¢e nam potreban specijalan slucaj teoreme
71lkadajer=11i¢p =0,tj. kadajea=1.

Posledica 1. Neka je n € N. Tacke u kompleksnoj ravni koje odgovaraju
n—tim korenima broja 1 pripadaju jedinicnoj kruznici sa centrom w koordi-
natnom pocetku v predstavljaju temena pravilnog n—tougla, cije je jedno teme
u tacki 1 kompleksne ravna.
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Teorema 7.2. Tacke koje odgovaraju kompleksnim brojevima z1, 22, ..., 2, U
tom poretku, ¢ine temena pravilnog n—tougla ako je

2 2 2
Z1+ 2+ ...+ 2z, = 2120+ 2223+ ...+ 2,27

Dokaz. Pomnozimo obe strane jednakosti sa 2. Prebacujuéi sve sa leve strane
i grupisuci, dobijamo ekvivalentnu jednakost

(22 — 22129 + 23) + (25 — 22023 + 22) 4 ... + (22 — 22,21 + 23) = 0.
Ova jednakost je ekvivalentna sa

(21— 2)2 + (22— 23)% + oo+ (2ne1 — 20)° + (20 — 21)? = 0. (1)

i 2T
n

Neka je na dalje € = cos 27” + 7 sin %” = ¢'». Po teoremi 2.10 imamo sledeci

niz jednakosti:

=2 = (22— 2)E;

Z4 — 23 = (23 — 22)6 = (ZQ — 21)62 )

zs— 24 = (24— z)e= (23— 2m)e® = (2 — 21)e>;
Zn— 2 = (22— 21)e" %

21— zn = (2p—2z)e™ .

Zamenjujuéi u izraz (1), dobijamo da je

(22 — 2212+ 25) + (25 — 22023 + 22) + .. + (22 — 22,21 + 22) =

(22 — 21)2 + (22 — 2'1)252 + (22 — 21)254 ot (29 — 21)252”_2 _
( P4 +ett .+ =

= (ZQ - 21)2(1 + 82 + (€2>2 + (52)3 4+ ...+ (82)7171) _
( )

2\n
_ o ()" =1
= Z9 — 21 52—_1, g # 1.
Kako je, po Moavrovoj formuli, e” = cos 2”7" + 7sin 2”7” = 1, imamo da je
2\n
er)t =1
(22 - 21)2 )— =0,

g2 -1

pajei(z1 —22)% 4 (22 — 23)% + ... 4+ (201 — 20)? + (20, — 21)? = 0, a samim
tim i 27 + 22 + ... + ZZ = 2129 + 2923 + ... + 2,21, Cime smo dokazali nasu
teoremu. L]
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U praktiénim primenama najcesée ¢e nam biti od koristi specijalni slucaj
teoreme 7.2 kada je n = 3.

Posledica 2. Tacke zq, 25 1 23 u kompleksnoj ravni ¢ine temena pravilnog tj.
jednakostranic¢nog trougla akko je 23 + z% + z% = 2129 + 2923 + 2321.

Napomena 8. MoZemo primetiti da je posledica 2 tvrdenje ekvivalencijskog
tipa, dok je njeno uopstenje implikacijskog tipa.

Sledec¢a teorema daje uslov odredenosti jednakostranicnog trougla preko
determinante.

Teorema 7.3. Trougao odreden kompleksnim brojevima zi,z9 @ 23 u kom-
pleksnoj ravni je jednakostranican akko je

1 1 1
21 2o z3 | =0.
Z9 23 21

Dokaz. Trougao z12923 je jednakostranican akko je iste orijentacije i slican
sa trouglom 252321, odakle po teoremi 4.3 sledi tvrdenje teoreme. O

Napomena 9. Ako pazljivije pogledamo, moZemo primetiti da su posledica 2
1 teorema 7.3 ekvivalentna tvrdenja, u Sta se moZemo wveriti Sracunavanjem
determinante iz teoreme 7.3 i poredeci rezultat sa jednakoséu iz posledice 2.

Teorema 7.4. Neka su tacke zy, 29, ..., Zn_1 1 2, razlicite tacke istog mo-
dula. Kompleksni brojevi z1, za, ..., 2n_1 @ 2, Cine temena (u nekom poretku)
pravilnog mnogougla akko vazi

A4y = (D" Iz 2,
za svako n € N.

Dokaz. Neka je € = cos 27” + i sin 27“ Odavde po Moavrovoj formuli imamo

da je " = cos2m + isin2r = 1. Neka je |z1] = |z = ... = |z4] =7 > 0.
Dokazac¢emo prvo implikaciju da iz uslova zadatka sledi jednakost

2= (D) gz 2,
Kako tacke 1, €, €2, ..., e"! ¢ine temena pravilnog n—tougla tada i tacke

2 n—1
21, 21€, Z1€7, ..., 1€
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¢ine temena pravilnog n—tougla, gde je
2o = Z1E, 23 = Z1E2, ..., 2n = 21" L.
Odavde imamo da je
Db =AM L eI =

Sa druge strane imamo da je

(—1)”_1712122 ez, = (—1)”_1n21(2152) S (215"_1) = (—1)”‘%2?5“721)”

Po Moavrovoj formuli imamo da je

(n—=1)n

e 2 =cos((n—1)m) +isin((n—1)m) = {

17 n =3 07

—1 n =o 1 - (_1)n_1.

Odavde imamo da je (—=1)" 'nz129 - - 2, = (—1)" 'nz?(—1)""1 = nz?, éime
1 1>
smo dokazali prvi deo teoreme.

Dokazimo sada da iz 2! + 25 + ... + 2" = (=1)" nz1z9 - - - 2, 1 |27] =
|2z9] = ... = |2n| = r sledi da su tacke z1, 29, ..., 2,1 1 2, temena pravilnog
n—tougla.

Dokazali smo da je [(—=1)""'nzize---2,| = |[nz}| = n|z|™ = w™ Iz
prosirene nejednakosti trougla '® imamo da je

n—1

|27 + 25 + .+ 2| < |27+ |25 + -+ 2| = e
Kako imamo da je
n = |(<1) gzl = |2 22 < [ | 2] =

u nejednakosti vazi znak jednakosti. To se moze desti akko su komplesksni
brojevi 27, 25, ..., 2 1 z, na istoj polupravoj ¢iji je pocetak u koordinat-
nom pocetku. Odavde imamo, uz uslov da su svi istog modula, da su svi
medusobno jednaki. Dakle imamo 27 = 25 = ... = 2! = w € C. Odavde
imamo da se svi kompleksni brojevi 21, 29, ..., 2,1 1 2, dobijaju kao resenja,
u skupu C, jednacine 2™ = w tj. da su oblika

2 2
2k = W(cos (f—i-ﬁ) + 7sin (£+ﬁ)),
n n n n

gde je k = 0, n— 1. Odavde po teoremi 7.1 imamo i drugi deo tvrdenja
teoreme, pa smo ovime dokazali teoremu. O

18Za bilo koje z1, 22, ..., z, € C vazi da je |21 + 22 + ... + 2| < |21] + |22| + - + |20 ]-
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8 Zadaci

U ovom poglavlju ¢emo dati najupecatljivije zadatke koji najbolje ilu-
struju ovu metodu, a posledica su izvedene teorije u proslim poglavljima.
U svim zadacima ¢e biti navedena originalna geometrijska postavka, a sva
reSenja ¢e biti data u kompleksnoj koordinatizaciji.

8.1 Rastojanje, rotacija i pravilni mnogouglovi

Zadatak 1. (Balkanska Matematicka olimpijada, 1984.) Neka je
ABCD tetivan cetvorougao 1 Ha, Hg, Hco @ Hp ortocentri trouglova BC'D,
CDA, DAB i ABC respektivno. Dokazati da su cetvorouglovi ABCD i
H sHgHc-Hp podudarni.

Resenje: Neka je, bez umanjenja opstosti, krug opisan oko abcd jedinicni i
neka mu je centar u koordinatnom pocetku. Tada je po teoremi 2.8

ho=b+c+d,hy=c+d+a,h.=d+a+bhg=a+b+c.
Da bismo pokazali tvrdenje zadataka dovoljno je pokazati da je
[x =yl = |ha — hy|
za svaka dva z, y € {a,b,c,d}, $to se lako proverava. A

Zadatak 2. (Savezno SFRJ 1990, 3-4 razred) Neka je S centar opi-
sanog kruga a H ortocentar trougla ABC. Neka je QQ takva tacka da je S
srediste duzi HQ i neka su Ty, Ty 1 T3, teZista trouglova BCQ, CAQ i ABQ
respektivno. Dokazati da je

4
ATl - BTQ - CTg - gR

gde je R poluprecnik opisane kruznice trougla ABC.

Resenge: Neka je, bez umanjenja opstosti, krug opisan oko trougla abc
jedini¢ni ¢iji se centar poklapa sa koordinatnim pocetkom, tj. s =01

lal = [b] = |e| = 1.
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Po teoremi 2.8 je h = a + b + c. Dalje imamo da je h + q = 2s = 0, tj.
q = —(a+ b+ c). Po teoremi koja daje koordiante tezista u zavisnosti od
koordinata temena trougla imamo da je
1 1
t1=-0b+c+q) =—za.
1 3( q) 3
Simetri¢no imamo da je :
ty=—=b 1 t3=—=c.
T3 R

Odatle imamo da je

a
|a—t1|:‘a+§‘=

Simetri¢no imamo da je:

4
]b—t2|:|c—t3|:§

¢ime smo dokazali tvrdenje zadatka. A

Zadatak 3. (Napoleonov problem ') Nad stranicama trougla ABC' kon-
struisani su jednakostranicéni trouglovi AC'B, BA'C, CB'A tako da se nalaze
u spoljasnjosti trougla ABC. Dokazati da su teZista ovih trouglova temena
jednakostarnicnog trougla.

Resenje: Neka su temena trougla odredena kompleksnim brojevima a, b
i ¢ i neka su tacke A, B’ i C' odredene kompleksnim brojevima a’, &' i ¢
respektivno. Tezista trouglova A’'BC, AB'C' i ABC’ su tacke

1 1 1
a":§(a'+b+c), b":§(a+b'+c), c”:§(a+b+c')
respektivno.

Dokaza¢emo da se tacka b” dobija rotacijom oko tacke a” u pozitivnom
matematickom smeru za ugao 3 tj. da je

y— = (a// o c”)ei%.

19Napoléon Bonaparte (1769-1821), veliki francuski vojskovoda
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Dalje imamo da je po teoremi 2.10
a=c+((b—-ce, b=a+(c—a)e, =b+(a—D>,

gde je € = €'5. Odatle imamo da je

@ = (4 e+ (2 - e)e),

¥ = S((1 )+ (2 2)a),

= %((1 +e)a+ (2 —e)b).

Odavde je jednakost b” — ¢’ = (a” — ¢")e's ekvivalentna sa
(1+e)c—a)+(2—¢e)(a=b) (1+e)b—a)+(2—¢e)(c— b)6

3 3 ’
odakle se sredivanjenjem uz uslov ¢ = —&2 dobija tvrdenje zadatka. A

Zadatak 4. (Balkanska Matematicka olimpijada, 1990) Nad strani-
cama trougla konstruisani su pravilni n—tougaonici, tako da sa unutrasnoséu
nemaju zajednickih tacaka. Odrediti sve vrednosti prirodnog broja n tako da
su centri n—tougaonika temena jednakostanicnog trougla.

Resenge: Oznacimo sa Ay, By, Cy centre n—tougaonika koji su konstruisani
nad stranicama BC', CA i AB respektivno. Malim slovima ¢emo oznaciti
kompleksne brojeve koji odreduju tacke kompleksne ravni oznacene velikim
slovima. Neka je € = cos 27” + sin 27” Kako je Zacob = Zbagec = Zabye = 27”,
tojea=co+ (b—co)e, b=ag+ (c—ap)e, a =by+ (a — by)e. Trougao je jed-
nakostanican akko je a2 + 03+ c2 = aobo +boco + coap zamenom odgovarajucih

vrednosti dobijamo

(b—ce®)+(c—ae)*+(a—be)? = (b—ce)(c—ae)+(c—as)(a—be)+(a—be)(c—ac).

Poslednja jednakost je ekvivalentna sa jednakoséu
(1+e+e*)((a=b)*+(b—c)*+ (c—a)?) =0.

Odavde sledi da je 1 +e+¢2 =0. Kakoje 1 + e+ ¢ = f_—_ll =0, #1,
imamo da je € = 1 §to je ekvivalentno sa
6r .. 67 67 . 6w
cos — +isin— =1<< cos— =1 Asin— = 0.
n n n n

Ove dve jednakosti su ekvivalentne sa n = 3, ¢ime smo zakljucili da je to
jedina vrednost prirodnog broja n za koju tacke Ay, By i Cy Cine temena
jednakostrani¢nog trougla. A
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8.2 Mnogouglovi upisani u krug

Zadatak 5. Dat je cetvorougao ABCD upisan u krug ciji je precnik AC.
Prave AB i CD se seku u tacki M, a tangente konstruisane na krug u
tackama B i D se seku u tacki N. Dokazati da je M N normalno na AC.

Resenje: Neka je krug opisan oko cetvorougla abed jedinicni. Kako je ac
njegov precnik imamo da je ¢ = —a. Dalje po teoremi 3.4 imamo da je

ab(c+d) —cd(a+0b)  2bd+ad — ab

ab — cd d+b
Po teoremi 3.5 jen:%,pajem—n: “(b(ib) im—ﬁ:ﬁ. Sada je
m—n a—c
f— _:—_ _:a)
m—Tn a—c

pa je po teoremi 2.13 mn L ac §to je i trebalo dokazati. A

Zadatak 6. Neka je H ortocentar trougla ABC', M srediste stranice BC' a D
proizvoljna tacka opisane kruznice trougla ABC. Ako je tacka E simetricna
sa D u odnosu na M dokazati da je prava EH normalna na pravu AD.

Resenje: Neka je, bez umanjenja opstosti, krug opisan oko trougla abc
jedinic¢ni ¢iji se centar poklapa sa koordinatnim pocetkom. Kako je m srediste
duzi bc i ed imamo da je

1 1
mzﬁ(b%—c), nzé(d%—e), e=b+c—d.

Kako je h ortocentar trougla abc imamo da je po teoremi 2.8 h = a + b + c.

Kako se tacke a i d nalaze na jedini¢nom krugu imamo da vazi d = é ia= %
Imamo da je
e—h b+c—d—(a+b+c) —-d—a d+a p
—_— = = — = :a,
e—h b+c—d—a+b+c —d-a i+1
! d d
—f__:—?_ T = ad.
a—d 7y

Odavde iz prethodne dve veze imamo po teoremi 2.13 tvrdenje zadatka. /A
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Zadatak 7. (DrZavno takmicenje Srbije 2011, 2 razred A katego-
rija) Neka je ostrougli AABC upisan u krug sa centrom O. Neka je H or-
tocentar trougla ABC'. Simetrala duzi AH sece stranice AC' i AB u tackama
D i E redom. Dokazati da je tacka A centar spolje pripisane kruznice trougla

ODE.

Resenjge: Neka je, bez umanjenja opstosti, kruznica opisana oko trougla abc
jedini¢na i neka je o = 0. Odatle po teoremi 2.8 imamo da je h =a+ b+ c.
Neka je s srediste duzi ah. Po teoremi o deljenju duzi u datom odnosu imamo
da je
o 2a+b+c
2

Kako je es 1 ha imamo da je po teoremi 2.13 o ortogonalnosti pravih

e— s h—a b+c
——=—=—=—3—5 = —bc
e=s h—a  §-¢

Kako je po teoremi 3.2 o pripadnosti tacke tetivi jedini¢ne kruznice

__atc—e _ _
e=—— 1 e—s= —bce+ bcs,
ac

odatle dobijamo da je

at+tc—e bes+s—e

ac be

odakle se posle sredivanaja dobija da je

ala+c)
a—2>

a samim tim i
bla+c)

ac(b—a)’

e =
Poluprecnik r pripisane kruznice trougla ode je

1 1
rzb—ah:§@a+b+@—a):§w+d.
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Neka pripisana kruznica trougla ode dodiruje pravu oe u tacki q. Kako su
tacke o, q i e kolinearne tada po teoremi o kolinearnosti triju tacaka

gq—0 g ¢
7-o 7 €
Odatle imamo da je reSavanjem po g
. gb
1= "

Kako su prave ga i og ortogonalne, tada po teoremi 2.13 o ortogonalnosti
dveju pravih imamo da vazi:

g—-—a_ g9—-o_ ¢
q—a q—o q
Odavde se resavanjem po g dobija da je
S
a(2¢ —a)
[zjednacavanjem prethodna dva rezultata i resavajuéi po ¢ imamo da je
a(b—c
= 2—9
2b

Neka pripisana kruznica trougla ode dodiruje pravu od u tacki f. Simetricno
imamo da je

_a(c—0D)
/= 2¢c
Kako je |a| = |b] = 1 imamo da je
q a(c+1b) 11 1
0=l = | — | = |15 = Siglalle o = glot e =

1 simetri¢no
lg —a| = 1\b—l—c| =r
q - 2 —
odakle sledi tvrdenje zadatka. /A
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Slika 6: Pripisana kruznica

Zadatak 8. Neka su A, B, C' i D cetiri razlicite tacke na kruznici. Dokazati
da se presek Simsonove prave kroz tacku A u odnosu na trougao BC'D sa
Simsonovom pravom kroz tacku B u odnosu na trougao AC'D leZi na pravoj
koja prolazai kroz tacku C' i ortocentar trougla ABD.

Resenje: Cetvorougao abed je tetivan pa uzmimo, bez umanjenja opstosti,
da je njegov opisani krug jedinic¢ni, i da mu se centar poklapa sa koordinatnim
pocetkom. Neka su aq, as i ag podnozija normala iz tacke a na stranice be, cd
i db redom, by, by i b3 podnozija normala iz tacke b na stranice ba, bc i bd
redom. Prema teoremi o podnoziju normale na tetivu jedinicne kruznice
imamo da je

1 b 1 bd 1 d
a1:—(a—i—b—l—c——c),az:—(a—i—b—l—d——)?ag:—<a+c+d—c—),
2 a 2 a 2

a

ac 1 cd 1 da
2N :—(b d——),b :—<b d ——).
b > 2= Pterdmg ) =g 0taremy
Neka je x tacka preseka ove dve Simsonove prave. Koordinatu tacke z
odredujemo iz dva uslova kolinearnosti. Prvo iz kolinearnosti tacaka x, a;

i as po teoremi o kolinearnosti tacaka imamo da je

1
b1:§<b+a+c—

1 bd b
r—a;  ap—ay  le—d+E—2)  bed
- T = — T i 1, a4 a\
T—a @m—& 3(—gtm—u) @

Y

tj. posle sredivanja

T — %(CL tbhbdce+d— abc+acd;;abd+bcd)
bed

T = a.
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Analogno iz kolinearnosti tacaka x, by i b, imamo da je

T — %(a tbhbde+d— abc+acd;gabd+bcd>

b.

T =
acd

Odavde se izjednacavanjem i resavanjem po x dobija da je

1
xza(a+b—|—c+d).

Kako je po teoremi 2.8 h = a+ ¢+ d kao ortocentar trougla acd imamo da je

h—c a+b+d—c
h—t¢ a+b+d-¢
Sa druge strane je x —c = %(a +b+d—c), odakle je jednakost koja dokazuje

tvrdenje zadatka ocigledna. A

Zadatak 9. (Interno takmicenje Matematicke gimnazije, Beograd
2004) Dat je NABC. Tangenta u temenu A na krug opisan oko NABC
sece srednju liniju trougla paralelnu sa BC' u tacki Ay. Analogno definisemo
tacke By i Cy. Dokazati da tacke Ay, By i Cy leZe na jednoj pravoj i da je ta
prava normalna na Ojlerovu pravu NABC.

Resenje: Neka je, bez umanjenja opstosti, opisani krug oko trougla abc
jedini¢ni ¢iji se centar poklapa sa koordinatnim pocetkom i neka su a’, v’ i ¢
srediSta stranica bec, ca i ab respektivno. Kako je aa; L ao i kako su tacke
ay, V', ¢ kolinearne imamo da je

a—a, a—o , V=7 V—-u

= — = —Q — =

a-a a-o A T

Iz prve jednakosti imao da je

akakoje b = 4 i ¢ = tojei

ab + be + ca — aay
N 2abc )

[zjednacavanjem dobijamo da je

a*(a+ b+ c) — 3abe

= a? — 2be
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Simetri¢cno imamo da je

b _ b(a+b+c)—3abc ~ la+Db+c)— 3abe

e 2(b% — ac) Pas 2(b% — ab) ‘
Sada je
o b a*la+b+c)—3abc b*(a+b+c)—3abc  cla—0b)*a+b+c)
1—b1 = - =

a? — 2bc 2(b% — ac) ~ 2(a% —be)(b? — ac)
Uz kraci ra¢un proveravamo uslov

a—bi  h—o  abcla+b+c)

a — by h—5  ab+bc+ca’

Simetri¢cno imamo da je i a;c; L ho, odakle sledi da su tacke ai, as i ag
kolinearne. A

8.3 Mnogouglovi opisani oko kruga

Zadatak 10. Upisani krug sa centrom u tacki O trougla ABC' dodiruje stra-
nice AB, BC i CA u tackama M, K i E respektivno. Neka je presek pravih
MK i AC tacka P. Dokazati da je OP normalno na BE.

Resenje: Neka je, bez umanjenja opstosti, krug upisan u trougao abc je-
dini¢ni. Po teoremi 3.6 imamo da je

2em 2mk

a = = —

e+m’ m+k’

Kako su tacke m, k, p kolinearne i mk tetiva jedini¢nog kruga imamo da je

__m+k—p
="k
Dalje imamo da je pe L oe pa je na osnovu teoreme o ortogonalnosti dveju

pravih
e—p e—o0

e—Dp €—0
odakle sredivanjem dobijamo da je

2e —p

p= o2
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[zjednacavanjem dva dobijena rezultata za p i resavanjem po p dobijamo

(m+k)e — 2mk
5 :

e2 — mk

Dokazimo sada da je

Imamo da je je

m+k
i konjugovanjem
- m+k-2e
e—b=
(m+k)e
Odavde imamo da je
e—b_ W _ eX(m+k) — 2mbke
e — 5 g_:% m+k —2e
Kako je
mikp mekoclmstieime Ly,
b= mk B mk  mk —e?
Odavde imamo da je
p emg—en;:m _ 2mke — e*(m + k)
P —%’1—56 N m+ k — 2e
Odavde je ocigledno da je
p—o  e—
p—-0o  e—b

odakle sledi tvrdenje zadatka. /A

Zadatak 11. Krug sa centrom u O upisan je u cetvorougo ABC'D i dodirugje
stranice AB, BC, CD i DA redom u tackama K, L, M i N. Prave KL i
MN seku se u tacki S. Dokazati da je OS normalno na BD.
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Resenje. Neka je, bez umanjenja opstosti krug upisan u ¢etvorougao abed
jedinicni ¢iji se centar poklapa sa koordinatnim pocetkom. Tada po teoremi
3.6 imamo da je

n+k’ :k—l—l’czl—i—m’ Cm+n

2nk 2kl 2lm p 2mn

Po teoremi o preseku tetiva jedini¢ne kruznice imamo da je

_ kl(m+n) —mn(k +1)
B kl —mn

Dalje je
) 2(kl(m +n) —mn(k +1))
(k+10)(m+n)

Konjugovanjem poslenji izaz dobijamo da je

b—d=

= = (kllm+n)—mnk+1)\ _m+n—(k+1)
b_d—Q( (k+ O)(m + n) ) (k+0)(m+n)

Odavde imamo da je

kl(m+n)—mn(k+1)

b—d  — Gahminy _ Kl(m+n)—mn(k +1)
T3 m+n—(k+1) - _
b—d  me e — Ty

Lako izra¢unavamo da je

_kl(m+n) —mn(k +1)
m+n— (k+1)

®l | »

Odavde je oc¢igledno da je ispunjena jednakost

b—d s—o

7 -3 )

b—d §—0

koja dokazuje nas zadatak. A

Zadatak 12. (Balkanska Matematicka olimpijada, 2005) Dat je tro-
ugao ABC. Neka su QQ i R tacke dodira upisanog kruga sa stranicama AC' i
AB respektivno. Neka je X sredina duzi BC'. Neka su'Y i Z redom preseci
simetrala uglova ZABC i /BCA sa pravom RQ. Dokazati da je trougao
XY Z jednakostranican akko je ZBAC = %.
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Resenje: Neka je, bez umanjenja opsStosti krug upisan u trougao abc je-
dini¢ni ¢iji se centar poklapa sa koordinatnim pocetkom i neka je njegova
dodirna tacka sa stranicom bc tacka p. Odavde imamo da je
2qr pr 2pq

b c=——

a= ) = , = .
q-+r p+r p+q

Kako je x srediste duzi bc imamo da je

b+c pr q
r = = + )
2 p+r p+gq

Nekasua,BERtakVidaje@:a%iazﬁﬁ.

Tada je
y:ab:&2pr i z:ﬁc:ﬁﬂ.
p+r p+yq
Vrednosti « i § lako nalazimo iz uslova y € rq i z € rq:
_+r)g+r) ., (p+9(r+9
2r(p + q) - 2(p+r)

Odavde dobijamo koordinate tacaka y i z preko p,q i r:

_plgtr) o _plr+a)

p+q p+r
Uslov Zraq = 3 je ekvivalentan sa Zqor = 2?” tj. sa

27T+, .27
r = COS — 7811 —
1 3 3

a drugi sa
z—x=(y—1 (cosﬁ%—isinE)
Y 3 3/
Izracunavanjem dobijamo da je:

:p(q+7“)_( pr_ . _pa > pr(r—q)

y—x = 7
p+q p+r p+gq (p+q)p+7)
i
Z_x:p(pﬂz)_( o ): pa(q—r)
p+r p+r p+gq (r+q)p+r)
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Drugi uslov je ekvivalentan sa

pelg—r)  pr(r—q) (
p+tap+r) @+g+r)

T L 7r)
cos — +1isin— |,
3 3
tj. sa
= —r (cos T + 2 sin Z)
1 3 3/
Kako je ekvivalencija
2 2 T T

rzq(cos?—i-isin?) & q=-r (cosg—l—ising)

ocigledna, odakle dobijamo tvrdenje zadatka. A

Slika 7: BMO 2005

8.4 Razni zadaci

Zadatak 13. Neka je I centar upianog kruga trougla ABC', kod koga je
AB # AC. Tacka Oy je simetricna centru opisanog kruga trougla ABC' wu
odnosu na pravu BC. Dokazati da su tacke A, I i Oy kolinearne akko je
A=T.

3

Resenjge: Neka je, bez umanjenja opstosti krug upisan u trougao abc je-
dini¢ni i neka mu se centar poklapa sa koordinatnim pocetkom. Tada po
teoremama 3.8 1 3.9 imamo da postoje brojevi u, v i w takvi da je



i centar upisanog kruga
i = —(w + vw + wu).

Ako je o' podnozije normale iz o na be tada po teoremi o podnoziju normale
imamo da je

1
/
=—(b
o = (b+0)
pa je po teoremi o deljenju duzi u datom odnosu
01 =20 =b+c=1v>+uw

Imamo da su tacke a, ¢, o; su kolinearne akko je

op—a a-—1
o—a a—1
Dalje imamo da je
2 2 2
01— a v+ w —u 9 9 9 a uw(u+v+w)+ow o

. —1
U vtw 1 - = FUTVW.
—1 vw+ uw + uv +u

S]]

or—a u?(v?+ w?) — v2w?
Odavde dobijamo da je
3w+ vw? — vPvw — (WP0? + vPw? — v?w?) = (vw — u?) (v + w? + vw) = 0.

Sada imamo da je vw = u? ili v + w? + vw = 0. Ako je vw = u? tada su po
teoremi o deljenju duzi u datom odnosu tacke u? i —vw na istom preéniku, pa
je trougao abc jendakokraki, sto je suprotno uslovima zadatka. Dakle mora
biti da je
v? 4+ w? +vw = 0.
Dokazimo da je trougao sa temenima o, —vw, w? jednakostrani¢an. Dovoljno
je dokazati da je
1= |w?+ow|=|v+wl

Kvadriranjem dobijamo ekvivalentan uslov

(v—l—w)Q'

1= (0 +)E+8) =

Poslednji uslov je ekvivalentan sa v? + w? + vw = 0. Kako je sada Zboc = 2~

3
imamo da je ZA = 7, §to je i trebalo dokazati. A
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Zadatak 14. Nad stranicama trougla ABC' konstruisani su slicni trouglovi
ADB, BEC, C'FA istih orijentacija, koji sa trouglom ABC, sem stranica
AB, BC, CA, nemaju zajednickih tacaka. Dokazati da trouglovi ABC 1
DEF imaju isto teziste.

Resenjge: Kako su trouglovi ADB, BEC', CF A sli¢éni i imaju iste orijentacije
tada po teoremi 4.3 imamo da vazi

d— —b —
a e f C_\

b—a c¢—b a-—c
Stoga je
d=a+(b—a)\,e=b+(c—b\, f=c+(a—c)A

pa je
d+e+f a+b+c
33
Sto dokazuje da trouglovi ABC' i DEF imaju isto teziste. A

Zadatak 15. Neka je ABCD konveksan cetvorougao. Dokazati da je
AB?* + CD? = AD? + BC?
akko je AC' L. BD.
Resenje: Na osnovu svojstava realnog proizvoda kompleksnih brojeva veza
AB? + CD?* = AD* + BC?
je ekvivalentna sa
b—a)-(b—a)+(d—c)-(b—c)=(c—=b)-(c=b)+(a—d)-(a—d).

Poslednja jednakost je ekvivalentna sa a-b+c-d =b-c+d-a. Kako je
poslednja jednakost ekvivalentna sa (¢ —a) - (d — b) = 0, odavde po teoremi
o osobinama realnog proizvoda imamo da je

AB?+ CD? = AD?> + BC?> & AC 1 BD. A

Zadatak 16. (Balkanska Matematicka olimpijada, 1985) Neka je O
srediste kruga koji je opisan oko trougla ABC, neka je D srediste duzi AB
i neka je E teziste trougla ACD. Dokazati da su duzi CD i OF normalne
akko je AB = AC.
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Resengje: Neka je trougao ABC' smeSten u kompleksnu ravan ¢iji je koordi-
natni pocetak tacka o. Tada imamo da je

a-+b a+c+d 3a+b+2c
= i e= = .
2 3 6
Neka je R polupre¢nik kruga koji je opisan oko trougla ABC. Duz CD je

normalna na duz OF akko je realan proizvod kompleksnih brojeva e i d — ¢
jednak nuli, t;j.

d

e-(d—c)=0.
Ova jednakost je ekvivalentna sa (a + b — 2¢) - (3a + b + 2¢) = 0. Kako je
a-a=>b-b=c-c= R? poslednja jednakost je ekvivalentna sa jednakoséu

a-b=a-c.

Sa druge strane imamo da je

b—al=lc—a| < |b—a|*=|c—a* &

s b—a)-b—a)=(c—a) - (c—a)=a-b=a-c.

Odavde imamo da je cd L oe < |a —b| = |a — ¢|, ¢ime smo dokazali tvrdenje
zadatka. A

Zadatak 17. Neka je ABCDE konveksan petougao, a M, N, P, Q, X, Y
sredine duzi BC, CD, DE, EA, MP, NQ respektivno. Dokazati da je prava
XY paralena sa pravom AB.

Resenje. 1z uslova zadatka imamo da je

b+c c+d d+c e+a
m=-—_——n= ,y P= , 4 =
2 2 2 2
1
b+c+d+e c+d+e+a
Ty YT

respektivno, pa je kompleksan proizvod vektora y — x i b — a jednak

d b d
(y—x)x(b—a) = <C+ Z€+a— +CZ +€>><(b—a):

1
= -2 (b—a)x (b—a)=0,

odakle sledi tvrdenje zadatka. /A
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Zadatak 18. Neka je tacka F' fiksirana na kruznici. Odrediiti geometrijsko
mesto tacaka sredista tetiva FX kada se tacka X “krece”po kruznici.

Resenje. Neka je kruznica smestena u koordinatni pocetak i neka je bez
gubljenja opstosti njen poluprecnik » = 1, a tacka f = 1. Kada tacka x
"Seta” po kruznici imamo da je

_1—|—x z 1

S

> 273
gde je tacka s srediste tetive xf. Odavde je jasno da je trazeno geometrijsko
mesto tacaka kruznica sa centrom u tacki % i poluprecnikom duzine % A

Zadatak 19. (Tajvan, 2002) Neka je su tacke A, B i C fiksirane tacke
u ravni, a tacka D “pokretna’tacka na kruznici opisanoj oko trougla ABC.
Neka je 14 Simsonova prava tacke A u odnosu na trougao BCD. Analogno
definisemo Ig,Ic i Ip. Naéi geometrijsko mesto tacaka preseka pravih I,
Ig, Ic @ Ip kada se tacka D “krece”po kruznici.

Resenge. Presek pravih 14, Ig, Ic i Ip je jedna tacka. To sledi iz zadatka
9 kojim je presecna tacka x pravih I, I, Ic i Ip odredena simetricnim
izrazom

1
xzi(a—l—b—f—c—kd)

po slovima a, b, c i d.
Dakle, trazeno geometrijsko mesto tacaka kada se tacka d "krec¢e”po
kruznici je definisano izrazom
1 a+b+c d
== b d)=——"—7+—.
x 2(a +b+c+d) 5 T3
Odavde imamo, slicno prethodnom zadatku, da je trazeno gemetrijsko mesto
tacaka kruznica sa centrom u tacki ¢t2*¢ i polupretnikom duzine 1, sto je
srediste duzi koja spaja centar datog kruga i ortocentar trougla abc. A
Zadatak 20. Neka se dijagonale konveksnog cetvorougla ABCD seku u tacki
O. Neka su T1 i Ty tezista trouglova AOD ¢ BOC a Hy i Hy ortocentri
trouglova AOB i COD. Dokazati da su prave TyTy i HiHy normalne.

Resenje: Neka je tacka o koordinatni pocetak. Po teoremi 3.12 imamo da

(a — b)(ab + ab) (c —d)(ed + cd)
hy = Z . hy = . .
ab —ab cd —¢d
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Kako su tacke t; ity tezista AAOD i ABOC imamo da je

a+c y _b+d

t1 =
1 3 ) 2 3

Kako su tacke a, ci o kolinearne kao i tacke b, d i o po teoremi o kolinearnosti
triju tacaka imamo da je

ca - db
c=—, d=—.
c : ;
Odavde imamo da je sada
(c — d)(ab — ab)
he = &
ab —ab
Kako je B
b+ ab
o —hy =2 e b—a)
ab—a

ab —ab

'E_E;:(%*ﬂbm+c—b—@>:f““?@+5—a—@,

odavde imamo da je

hi—hy P2(atc—b—d) atb-c—d
i —hy abtab(G +b— ¢ — d) T Gtb-c—d
Sa druge strane imamo da je
ty—ty %—% _a—l—c—b—d__a+b—c—d
bi—T, ob_bd Gie-b-d at+b—c—d

Iz poslednjnja dva rezultata imamo da je

th—t2  hi—hy

t — 1, hi — hsy

odakle po teoremi o ortogonalnosti dveju pravih dobijamo tvrdenje zadatka.

A
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Zadatak 21. (Srpska Matematic¢ka olimpijada, 2010) U ostrouglom
ANABC' tacka M je srediste stranice BC', a tacke D, E i F su podnoZija
wisinag iz temena A, B 1 C, respektivno. Neka je H ortocentar NABC, S
srediste duzi AH a G presek duzi FE i AH. Ako je tacka N presek tezisne
duzi AM i opisane kruznice ABCH, dokazati da je ZHMA =/GNS.

Resenge: Neka je, bez umanjenja opstosti, centar opisane kruznice AABC
koordinatni pocetak i neka je poluprec¢nik opisane kruznice 1. Imamo da vazi:

_b+te b+c

|a|:|b|:|c|:1,m 5 ,h:a+b—{—c’3:a+ 5 7d:b_’_c’

a+b+c—abe
e = 2 7f:

Neka je t podnozije normale iz A na am. Tada je

a+b+c— abc
5 )

Slika 8: SMO 2010

a—m  a— % abc(2a — b —c¢) . t—h
— = = 1 = = —0.
t—a a-m (g bc) 2bc — ab — ac t—h

Poslednja jednakost je ekvivalentna sa t — a = tv — av, odnosno sa
t—(a+b+c)=—tv+a+b+c-w.

Odavde imamo da je

b+c alb+c)(2a—b—c)
2 2(2bc — ab — ac)

t=a+
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Neka je o' centar opisane kruznice trougla bch. Kako je
2a—b—c alb+c)(2a—b—c)
2 2(2bc — ab — ac)
20 —b—c  2bc—ab— ac+ ab+ ac
2bc — ab — ac 2
2a —b—c
abc(2a —b—c)

t-o] =

- lbe| = 1.

dobijamo da je n = t.
Kako se tacka g dobija kao presek pravih ef i ah sledi

g—a h—a
— =——=0bc
g—a g-—a
i _
g—e e—f allc—bc)  a 5

= L = —~ = —— = —qa°.
g—e e—f a(bc—be) a
Izrazavajucéi g iz poslednje dve veze i resavajuci po g dobijamo da je

bt+c  alb+c)

2 2(a? +bc)
Sledi
h—m 2a+b+c
a—m 2a—b—c
i
a(b+c)(2a—b—c) a(b+c)?
g—"n  2(2bc—ab—ac) + 2(a?+bc) 2a+b+c ) (Cl - b) (Cl - C)
5—n a(b+c)(2a—b—c) 20 —b—c a?+be
2(2bc—ab—ac)
Kako je

e plee [EE2)

imamo tvrdenje zadatka. A

Zahvalnost: Zelim da se posebno zahvalim profesoru gimnazije ,,Sveto-
zar Markovi¢” u Nisu, specijalizovanih odeljenja za talentovane matematicare
Milosu Milosavljevi¢u i docentu Prirodno-matematickog fakulteta u Nisu dr
Nebojsi Din¢i¢u na korisnim savetima i sugestijama.
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