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Apstrakt

Prikazane su osnovne ideje teorije metrickih prostora, ilustrovane
brojnim primerima metrika.
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1 Uvod

Iskustvo iz svakodnevnog zZivota nam pokazuje da je rastojanje izmedu neke
dve tacke u prostoru najcesée upravo jednako duzini duzi koja spaja te dve
tacke (tzv. Euklidsko rastojanje). Medutim, takode znamo da je ovakvo
merenje rastojanja neprimenljivo kad zelimo da se prevezemo od jedne tacke
do druge, posto moramo slediti saobracejnice koje se uglavnom ne poklapaju
sa najkraéim, tzv. ”vazdusnim”, rastojanjem.

Metrika u matematici predstavlja funkciju kojom se definiSe udaljenost
ili rastojanje izmedu elemenata nekog skupa. Metricke prostore uveo je
francuski matematicar Moris FreSe u svom radu iz 1906.

2 Aksiome metrickih prostora

Metrika na skupu X je funkcija (¢esto nazivana funkcijom rastojanja ili
samo rastojanjem) d : X x X — R koja zadovoljava sledeée aksiome:

(Al) (Vz,y € X) d(z,y) > 0 (nenegativnost, ili aksioma razdvajanja),
(A2) (Vz,y € X) d(z,y) =0 < 2 =y (aksioma koincidencije),
d(

(A3) (Va,y € X) d(z,y) = d(y,z) (simetri¢nost),



(A4) (Va,y,z € X) d(x,y) < d(z,z)+d(z,y) (nejednakost trougla).

Aksiome (A1) i (A2) zajedno definisu pozitivno definitnu funkciju. Lako se
pokazuje da aksioma (A1) sledi iz ostalih. U praksi je obi¢no najteze, pri-
likom ispitivanja da li je neka funkcija metrika, proveriti vazenje nejednakosti
trougla (tj. subaditivnosti). Nekad je to moguée pokazati neposredno, ali
Cesto je potrebno koristiti neke nejednakosti.

Skup X opremljen metrikom d je metricki prostor (X, d), dok za pro-
izvoljne tacke x,y € X realan broj d(z,y) nazivamo rastojanjem izmedu
tacaka x i y u osnosu na metriku d. Na jednom skupu moze biti zadato vise
razli¢itih metrika, koje ¢emo tada oznacavati odgovaraju¢im indeksima.

Nas§ cilj ¢e biti predstavljanje kako nekih metrika koje se sre¢u cesto u
li ¢italac stekao uvid u njihovu raznovrsnost. Dokaza¢emo da te funkcije
zadovoljavaju aksiome (A1)—(A4), i u nekim slucajevima ”uporediva¢emo”
metrike definisane na R? tako §to ¢emo posmatrati jediniéne kugle ili sfere
u odnosu na te metrike. Podsetimo, zatvorena jedini¢na kugla K[0,1] u
metrickom prostoru (X,d) je skup K[0,1] = {x € X : d(z,0) < 1}, dok je
jedini¢éna sfera njen rub: S(0,1) = {x € X : d(x,0) = 1}.

3 Primeri metrika

Primer 1 (Euklidska metrika na R): Neka je na skupu X = R data
funkcija (Vz,y € R) d(z,y) = |r — y|. Pokazacemo da je ovakva funkcija
metrika. Na osnovu osobina apsolutne vrednosti vidimo da su zadovoljene
sve aksiome (A1)—(A4); specijalno, nejednakost trougla sledi iz:

dz,y) =z —yl=lz—z+z—yl < |z -2+ |z -yl =d(z,2) +d(2,).

U ovoj metrici jediniéna sfera se sastoji od dve tacke, 1 i —1, (reSenja
jednacine d(z,0) = |z — 0] = 1), dok je jedini¢na kugla segment [—1;1]
(resenje nejednacine d(z,0) = |z — 0| < 1).

Primer 2 (Trivijalna metrika): Ukoliko je skup X jednoelementan,
X = {a}, tada jedino d(a,a) = 0. Ovaj slucaj nije zanimljiv.

Primer 3 (Euklidska metrika na C): Neka je na X = C data funkcija
(Vz,w € C) d(z,w) = |z — w|. Akisome (Al)-(A4) slede na osnovu osobina
modula kompleksnih brojeva; specijalno, nejednakost trougla sledi iz:

diz,w)=lz—w|l=|z—u+u—w| <|z—u|l+ |u—w| =d(z,u) + d(u,w).
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U ovoj metrici jedini¢na sfera je jedini¢na kruznica u kompleksnoj ravni,
(resenja jednacine d(z,0) = |z — 0| = 1), dok je jedini¢na kugla jedini¢ni
krug kompleksne ravni K[0; 1] (resenje nejednacine d(z,0) = |z — 0] < 1).

Primer 4 (Diskretna metrika): Na proizvoljnom skupu X mozemo de-
finisati funkciju rastojanja na sledeéi nacin:

1, =#y,

teye Xy ={ 5 1Y

tj. rastojanje izmedu proizvoljne dve razlic¢ite tacke je 1, a rastojanje svake
tacke od sebe je 0. Ukoliko skup X ima vise od jednog elementa, moze se
definisati beskona¢no mnogo metrika polaze¢i od date metrike d, jednostav-
nim mnozenjem svih rastojanja sa A > 0.

Za dokaz nejednakosti trougla, primetimo da d(x, y) moze da uzima samo
dve vrednosti, 0 ili 1, dok d(x,z) + d(z,y) uzima tri vrednosti, 0, 1 i 2.
Nejednakost trougla neée vaziti samo ako d(x,y) =1 a d(z, z) +d(z,y) = 0,
odakle sledi = # y i x = z, z =y, §to je kontradikcija.

U ovoj metrici jediniéna sfera data je sa

S(xe; ) ={r e X :d(z,x0) =1} ={x e Xz #x0} = X \ {z0},

tj. sve tacke su na udaljenosti tacno 1 od proizvoljne ali fiksirane tacke xg,
dok je jedini¢na kugla oko tacke xy data sa

Klzp;1] ={z € X : d(z,20) < 1} = X,
§to znadi da je ceo skup X sadrzan u jediniénoj kugli oko svake svoje tacke.

Primer 5: Ukoliko je (X, d) metricki prostor, tada je funkcijom

_ d(z,y)
e(z,y) = m

data nova metrika na X. Primetimo da, nezavisno od vrednosti metrike d,
vrednosti metrike e leze u [0, 1).
Aksiome (A1) i (A3) vaze, za (A2) imamo e(z,y) =0 < d(z,y) =0 &
x = y. Za dokaz nejednakosti trougla posmatrajmo pomoc¢nu realnu funkciju
1

o(t) = %ﬂ’ t > 0. Kako je njen izvod, ¢'(t) = T2 pozitivan za sve ¢t > 0,

funkcija ¢ je monotono rastuca na (0, 00). Zato

d(x,y) < d(z,2) +d(z,y) = @(d(z, 2)) < @(d(z, 2) + d(2,9)),
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odakle sledi

_ d(z, z) d(z,z)+d(z,y)

e(z,y) = 1+d(x,2) = L+d(x, 2) +d(z,y)
_ d(z,z) n d(z,y) <
1+d(x,2) +d(z,y)  1+d(z,z)+d(z,y) —
d(z, 2) d(z,y)

<
= T4dmz) | 1+d(zy)

=e(x,z) +e(z,y).
Neka citalac pokaze da je D(z,y) = min{1,d(z,y)} takode metrika.

Primer 6 (Euklidska metrika na R"): Pokaza¢emo da je na prostoru
R" jedna metrika data funkcijom:

n 1/2
da(2,y) = d2 (1, -, T0), (Y1, Yn)) = <Z(yk - 33k)2> :

k=1
Akisome (A1) i (A3) ocigledno vaze. Kako je

n

Yk —a)=0& (VkeLn)o, =y &z =y,
k=1

zakljucujemo da vazi aksioma (A2). Za dokaz (A4) mozemo koristiti nejed-
nakost Minkovskog u obliku:

n 1/2 n 1/2 n 1/2
<Z(Zk — Yk + Yk — $k)2> < <Z(Zk - yk)Q) + <Z(yk - iUk)z) :

k=1 k=1 k=1

tj. dao(z,2) < da(2,y) + da(y, 2).
U primenama posebno su znacajni slucajevi n =2 i n = 3 tj. Euklidske
metrike u ravni (R?) i prostoru (R3):

da ((x1,22), (y1,92)) = V(g1 — 21)% + (y2 — 22)?,
da (w1, 22, 23), (Y1, Y2, 93)) = v/ (y1 — 21)% + (y2 — 22) + (y3 — 23)>.

Geometrijski, rastojanje izmedu tacaka (z1,x2) i (y1,y2) u ravni je ono §to
i intuitivno shvatamo kao najkrace rastojanje, a to je duzina duzi koja
spaja ove dve tacke. Ukoliko bi se te dve tacke nalazile u nesusednim
temenima pravougaonika, Euklidsko rastojanje predstavljalo bi duzinu di-
jagonale tog pravougaonika. U prostoru R3 Euklidsko rastojanje izmedu
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tacaka (x1,x2,23) 1 (y1,Yy2,ys3) je duzina velike dijagonale kvadra ¢ija su dva
nesusedna temana pomenute dve tacke.
U prostoru R? jedini¢na sfera je jediniéna kruznica:

S(0,1) = {x € R? : do(2,0) =1} = {x € R? : 2 + 22 =1},
dok jedini¢na kugla predstavlja jedini¢ni krug.
Primer 7 (Neke metrike na R): Pri modelovanju realnih situacija, nekad
je potrebno odredene segmente realne prave smanjiti, a neke povecati - npr.
model terena sa preprekama. Svaka injektivna funkcija f : R — R generige

metriku d(z,y) = |f(z) — f(y)| na R. Opstija situacija vazi za proizvoljan
metricki prostor. Zaista, aksiome (A1) i (A3) ocigedno vaze. Za (A2) imamo

d(w,y) =0 f(x) = f(y) T 5" 2=y, doka =y = f(z) = f(y).

Nejednakost trougla je posledica osobine apsolutne vrednosti:

dz,y) = |f(@) = fWl=f(z) = f(z) + f(z) = fly)l <
< [f@) = FR+1f(2) = fy)l = d(z, 2) +d(z,y).

Na primer, kako je inverzna funkcija z — x ! injektivna, funkcija d(z =
p ) J ] J > 3 Y
lz=! — y~1| odreduje metriku na R koja se naziva inverzna metrika.

Primer 8 (Taksi metrika, Menhetn metrika, L; —metrika): Na pros-
toru R™ tzv. taksi-metrika moze se definisati kao:

dl(%y) - dl ((‘Th "'7xn)7 (y17 7yn)) = Z ‘yk - xk’
k=1

Ovako definisana funkcija ocigledno zadovoljava aksiome (A1l)—(A3), sada
dokazujemo nejednakost trougla:

n n
di(z,y) = Y lex—uyel =Y lon — 2k 42—yl <
k=1 k=1
n n
< Z\Ik—zk\+2|2k—yk|=d1($a2)+d1(27y)-
k=1 k=1

Posebno je zanimljiv slucaj n = 2, kada je metrika data sa

di(z,y) = di((z1,22), (y1,¥2)) = |y1 — z1| + [y2 — @2].
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Na primer, veéi deo saobrac¢ajne mreze Njujorka sastoji se od dva skupa
paralelnih ulica koje se seku pod pravim uglom. Takode, za topove na
Sahovskoj tabli rastojanje se meri korsite¢i ovu metriku, dok se za lovce
primenjuje ista metrika, ali sa tablom gde su dijagonale koordinatne ose.

U ovoj metrici jedini¢na sfera je skup:

S(0,1) ={z € R2: d(z,0) =1} ={z € R? : |z1| + |x2| = 1},

dok je jedini¢na kugla unutrasnjost pomenutog skupa.
Ovu metriku uveo je u XIX veku nemacki matematicar Herman Minkovski.

Primer 9: Za 1 < p < oo funkcija

n 1/7’
dp(,y) = <Z |7k — Z/k’p>

k=1
je metrika na R"™.
Zaista, osobine (A1) i (A3) su jasne, osobina (A2) svodi se na:

n

Z\fﬁk—yk\pz(J@mk:yk, k=1,nez=y.
k=1

Osobina (A4) dokazuje se koristeéi nejednakost Minkovskog (a;, b;, ¢ = 1,n,
realni ili kompleksni)

n 1/p n 1/p n 1/p
(zmw) g(zw) +<z|bi|p) .
k=1 k=1 k=1

Posto ova nejednakost ne vazi za p < 1, gornja formula ne daje metriku za
p < 1. Napomenimo da za p = 2 dobijamo Euklidsku, a za p = 1 taksi-
metriku. Jedini¢na sfera i jedni¢na kugla u odnosu na ovu metriku su:

50,1) = {z€R’:dy(a,0) =1} = {z € R*: a1 + oo’ = 1},
K[0,1] = {z€R’:dp(,0) =1} = {z € R®:|ar]P + |2l < 1},

Primer 10 (Cebisevljeva! metrika, maksimum-— ili L.,—metrika):
Na prostoru R"™ mozemo definisati metriku

dm($7y) =d ((1‘1, ”'7‘/1:71)7 (y17 7yn)) = ma'ix’yl - x’l‘

i=1n

!Pafnuty Lvovich Chebyshev (1821-1894), istaknuti ruski matematicar
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Dokazimo da je funkcija do, metrika. Aksiome (A1) i (A3) su ocigledno
zadovoljene, dok (A2) vazi zato $to

doo(®,y) =0 max |yp — x| =0 yp =23, k=1L,n& =y
=1,n
Aksioma (A4) dokazuje se koriséenjem osobina apsolutne vrednosti i maksi-
muma:

doo(z,y) = max |z —yp| = max |zp — 2x + 2 — Y| <

=1,n =L,n

< max |z — 2| + max |z — Y| = doo(, 2) + doo(2,9).

k=1,n k=1n
U slucaju n = 2 Cebisevljeva metrika je funkcija

doo(2,Y) = doo((21, 22), (Y1, y2)) = max{|y1 — 21}, [y2 — 22|}

Ova metrika je poznata i kao rastojanje na Ssahovkoj tabli, jer predstavlja
minimalan broj poteza potreban da kralj prede rastojanje od polja ¢ije ko-
ordinate centra su (x1,x2) do polja ¢ije koodinate centra su (y1,y2).

S(0,1) = {z € R? : doo(,0) = 1} = {x € R? : max{|z1|,|z2|} = 1}, tj.
sfera u ovoj metrici je kvadrat stranice 2 koji je centriran u koordinatnom
pocetku a stranice su paralelene koordinatnim osama.

Zanimljiva prakti¢na primena ove metrike je u logistici skladista, posto
ona efektivno meri vreme potrebno da kran (koji moze da se istovremeno
kreée po x— i y—osi istom brzinom) premesti predmet s jednog mesta na
drugo.

Primer 11 (p—adiéna metrika): Neka je p prost broj. Svaki nenula
racionalan broj x moze se predstaviti kao p¥r/s za jedinstvenu vrednost
keZ,gder €ZiseN,inirnis nisu deljivi sa p. Definisemo |z|, = pk
gde |0], = 0. Sada se p—adicka metrika na Q definise kao d(z,y) = |z — y|,.

Ovo je svakako nenegativna simetri¢na funkcija, jednaka je nuli samo
kada z = y. Sto se nejednakosti trougla tice, lako se proverava da ako

lz—zlp=p iz —ylp,=p7", tada
|z = ylp < max{p™,p™"} <p" +p7" = |z =2y +[2 —ylp

Primer 12: Neka je Cfa, b] skup neprekidnih funkcija nad realnim segmen-
tom [a, b]. Pokazimo da je na ovom skupu metrika definisana funkcijom

d(f,9) = max{|f(z) — g(2)| : x € [a, b]}.
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Slika 1: Uporedni prikaz p—metrika za p = 1 (tanka crna linija), p = 2
(crvena linija), p = 3 (isprekidana crna linija), p = 10 (plava linija) i p = co
(debela crna linija)

Aksiome (A1) i (A3) slede iz osobina apsolutne vrednosti. Posto

d(f,9) =0« (Vo € [a,0]) [f(2) — g(2)] = 0 = (Vz € [a,0]) f(z) = g(z)

vazi i aksioma (A2). Kako za proizvoljne funkcije f, g, h € Cla, b] vazi:

a(f,9) = s, [f(z) —g(x)] = e, |[f(x) = h(z) + h(z) — g(z)| <
S ax (If () = h(2)| + |h(z) — g(2)]) <
S max |[f(z) = ()] + Joox, [h(x) = g(x)| = d(f,h) +d(h, g),

zadovoljena je nejednakost trougla tj. aksioma (A4).
Primer 13: Oznacimo sa Z kolekciju realnih segmenata oblika [a, b], a < b.

Za proizvoljna dva segmenta I = [a,b] 1 J = [c,d], definisemo d(I,J) =
max{|c — al,|d — b|}. Pokazimo da je ovako definisana funkcija metrika.
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Posto su aksiome (A1)—(A3) evidentne, dajemo samo dokaz nejednakosti
trougla: neka je K = [e, f] € Z, tada

d(I, K) + d(K, J) = max{|e — al, |f — b[} + max{|c —e], |d — f[} =
max{le —a| + |c —e[,[f — b + |d — f[} = max{[c —al, |d — b]} = d(I, J])

Primetimo da smo izbegli intervale koji imaju bar jednu beskona¢nu tacku
(da metrika bude u R), ali i intervale tipa [a,b), (a,b], (a,b), kako bismo
obezbedili da d(I,J) =0=1=J.

Primer 14 (Reka u dzungli): Na R? definisimo metriku funkcijom:

d(z,y) = d _ Y2 — 2, T1 = Y1,
(@) = dlCaan) o) = { | 2T o

Zamislimo da se reka nalazi duz x—ose, i da je svuda unaokolo tesko pro-
hodna dzungla kroz koju se najlakse probija iduéi u pravcu koji je upravan
na reku. Rastojanje izmedu neka dva sela, na primer, merilo bi se po ovoj
metrici (vidi Sliku 2).

Neka d(z,y) = 0. Ukoliko x1 # y1, imali bismo 0 < |za|+|y1 —z1|+]|y2| =
0, sto je kontradikcija; dakle, mora biti 1 = y1, i tada |x2 — y2| = 0; ukoliko
x = y, onda (x1,22) = (y1,¥2), pa je d(z,y) = |y2 — x2| = 0, ¢ime je
zadovoljena aksioma (A2). Aksiome (Al) i (A3) su ocigledno zadovoljene,
dokazimo (A4):

i) ako su z,y, z na istom pravcu, upravno na reku, nejednakost trougla
ocigledno vazi;

ii) ako x,y, z nisu na istom pravcu, tada:

d(x,z) = |za| + |21 — 21| + |22| <
< wo| + (w1 —y1) + (w1 — 20)| + Jz2] + [y2] + |y2| <
< wo| + @y — |+ [y2| + lye] + yr — 21] + 22| =

= d((x1,22), (y1,y2)) + d((y1,92), (21, 22)) =
= d(x,y)+d(y,z);

iii) ostali sluc¢ajevi pokazuju se na slican nacin.

Zanimljivo da se jedini¢na sfera u ovoj metrici poklapa sa jedini¢nom
sferom u 1—metrici.
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-2 -1 t 1 2 3

Slika 2: Rastojanje u ovoj metrici izmedu tacaka (—1;1) i (—1;0.5) koje su
na istom pravcu upravnom na reku (plavo obojeni deo x—ose) je uobi¢ajeno
rastojanje. Rastojanje izmedu tacaka (1;1) i (2;0.5) koje nisu na istom
pravcu dato je duzinom podebljane crne izlomljene linije.

2 rastojanje, 1965.): Kao jedan od nacina

Primer 15 (Levenstajnovo
merenja slicnosti medu tekstualnim stringovima, Levenstajnovo rastojanje
predstavlja meru sli¢nosti izmedu nizova karaktera, moguée razli¢ite duzine.
Definisane su tri operacije: dodavanje znaka na proizvoljno mesto, brisanje
znaka i zamenu jednog znaka drugim; svaka od njih ima odredenu cenu.
Levenstajnovo rastojanje predstavlja minimalnu ukupnu cenu transformacije
jednog niza u drugi primenom navedenih operacija u proizvoljnom redosledu.

Neka su a i b dva stringa (nizovi karaktera) duzine |a| i |b|, redom.
Levenstajnovo rastojanje izmedu dva stringa a i b dato je sa lev, p(|al, [b]),

gde je:

max{i, j}, min{i, j} = 0,
o levap(i —1,7) + 1,
leva (i, j) = min { levgy(i,j—1) + 1, tnace

levmb(i —-1,7— 1) + 1ai7ébj;

U prethodnoj formuli 14,4, je pokazivacka funkcija koja je jednaka nuli
ako a; = bj, a jedinici inace, dok je lev,(i,7) rastojanje izmedu prvih 4
karaktera od a i prvih j karaktera od j.

Ovde netemo dokazivati da Levenstajnovo rastojanje zadovoljava ak-
siome metrike. Umesto toga, ilustorva¢emo nalazenje Levenstajnovog rasto-
janja za stringove a = "niz” i b = "pi”. Nadimo lev,(|al, |b]) = lev, (3, 2)

*Vladimir Tosifovich Levenshtein (roden 1935.), savremeni ruski matematicar koji se
bavi teorijom informacija i kodovima za korekciju gresaka.
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po formuli (pise¢emo skraceno lev(i, j) umesto levg (7, 7)):

lev(3,2) = min{lev(2,2) + 1,lev(3,1) + 1,lev(2,1) + 1}, 1gy, = 1,

lev(3,1) = min{lev(2,1) + 1,lev(3,0) + 1,lev(2,0) + 1}, 1gy, = 1,

lev(2,2) = minf{lev(1,2) + 1,lev(2,1) 4+ 1,lev(1,1) + 0}, 14y, =0,

lev(2,1) = minf{lev(1,1) + 1,lev(2,0) 4+ 1,lev(1,0) + 1}, 1gy2, = 1,

lev(1,2) = min{lev(0,2) + 1,lev(1,1) 4+ 1,lev(0,1) + 1}, 14,2, = 1,

lev(1,1) = min{lev(0,1) + l,lev(l,()) +1,1ev(0,0) + 1}, 1g,2p, = 1,
lev(i,0) =4, lev(0,5) =7, 1 =0,3, j =0,2.

Sada dobijamo:

lev(1,1) = min{2,2,1} =1, lev(1,2) = min{3,2,1} =1,
lev(2,1) = min{2,3,2} =2, lev(2,2) = min{2,3,1} =1,
lev(3,1) = min{3,4,3} =3, lev(3,2) = min{2,4,3} = 2.
Dakle, levrp;z» »pi (|"ni2”|,|"pi”|) = 2, Sto se pokalapa sa intuitivno dobi-
jenim rezultatom da se od re¢i "niz” dobija re¢ "pi” ako obavimo sledece
dve operacije: obriSsemo poslednji karakter u rec¢i "niz”, i zamenimo prvi
karakter (tj. "n”) u rec¢i "niz” karakterom "p”.

Primena ove metrike je u nalazenju pribliznog poklapanja stringova, na
primer u programima koji proveravaju greske u kucanju uporedujuéi ih sa
unapred datom listom re¢i (tzv. spell-checker). Jo$ neke primene su u
OCR (optical character recognition=opticko prepoznavanje znakova) kon-
verziji slika, rukopisa ili stampanog teksta u odgovarajuéi digitalni oblik,
kao i uporedivanje lanaca DNK da bi se pronasle mutacije.

Primer 16 (Hemingovo?® rastojanje): Hemingovo rastojanje meri sli¢nost
izmedu dva niza bitova iste duzine, i predstavlja broj pozicija na kojima se
ti nizovi razlikuju. U slucaju nizova razli¢ite duzine, potrebne su komp-
likovanije mere rastojanja. Samo rastojanje prvi put je opisao Heming u
¢lanku o detekciji i korekciji gresaka iz 1950. Na primer, Hemingovo rasto-
janje nizova 11001100 i 10001001 je 3, jer se razlikuju na 2, 6, i 8. mestu.
Od aksioma metrika najteze se pokazuje nejednakost trougla, indukcijom po
duzini niza bitova. Primene ove metrike i metoda zasnovanih na njoj su u
oblasti telekomunikacija, teoriji informacija i kriptografiji.

3Richard Wesley Hamming (1915-1998), americki matematicar
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Primer 17 (Metrika francuske Zeleznice): Na R? moze se zadati jedna
metrika funkcijom (podsetimo, da(-,-) je Euklidska metrika, v. Primer 6):

dr(z,y) = da(z,y), ako postoji t € R tako da x = ty,
Y= da(z,0) + da(y, 0), inace

Ova metrika je nastala kad su zaposleni u britanskim i francuskim zelezni-
cama primetili kako, bez obzira na odrediste i polaznu trasu, veé¢ina posiljki
prode kroz London, odnosno Pariz. Jo§ uvek se koristi pri naplac¢ivanju
nekih vrsta postanskih usluga u Velikoj Britaniji.

Za dokazivanje nejednakosti trougla upotrebi¢emo posredni pristup, koji
moze da se primeni za jo§ neke metrike. Za date dve tacke z,y € R?
definiSemo stazu v od = do y kao konacan niz Iy, ..., I, gde:

i) svaki I; je segment koji lezi na polupravoj koja pocinje u koordinatnom
pocetku;

ii) krajnja tacka I; je poGetna tacka I;;q;
iii) pocetna tacka I; je x, krajnja tacka I, je y.

Sada duzinu staze v definiSemo kao zbir duzina segmenata I, ..., I,,. Prime-
timo da d(z,y) je duzina najkrace staze od x do y (jedan segment, ako su x
i y na istoj polupravoj, dva ako nisu).

Dokazimo sada nejednakost trougla. Neka je v najkraca staza od = do
Y, a vz najkraca staza od y do z. Oznacimo sa 17y, stazu dobijenu nadovezi-
vanjem 7, na 1. To je staze duzine d(z,y)+d(y, z) od = do z, i ona ne moze
biti kra¢a od najkrace staze od x do z, te stoga d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

08F
06
04
02|

I T\
-1.0 -0.5 " 0.5 10 15 2.0

Slika 3: Primeri rastojanja u metrici francuske zeleznice. Rastojanje izmedu
tacaka (—1;1) i (—0.5;0.5) koje leze na istoj polupravoj svodi se na obi¢no
Euklidsko rastojanje, dok rastojanje izmedu (0.5;1) i (2;1) je zbir duzina
duzi od (0.5;1) do (0,0) i od (2;1) do (0,0)
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Primer 18: Muzej ”Van Gog” iz Amsterdama, Holandija, 2007. godine or-
ganizovao je radionicu na kojoj je tim sa prestiznog americkog univerziteta
Prinston uspesno otkrio falsifikat Van Gogove slike. Oni su uveli i koristili
posebnu ”metriku razlike” (dissimilarity metric), koja se definie na osnovu
parametara koji opisuju skriveni model drveta Markova transformacije ta-
lasi¢ima (wavelet transform) slike. Na taj na¢in mogu se razlikovati slike
koje je naslikao Van Gog, od slika drugih umetnika, videti [9].

4 Neka uopstenja

Ukoliko metrika d na metrickom prostoru X zadovoljava jac¢i uslov od ne-
jednakosti trougla,

(Vx,y,z € X) d(x,y) < max{d(z, z),d(z,y)},

tada je re¢ o nearhimedovskoj metrici. Primer takve metrike je p—adi¢na
metrika opisana u primeru 11.

Ukoliko se izostave ili oslabe neke od aksiome metrike, dobijaju se jos
neke klase funkcija:

1. pseudometrika, ako se druga aksioma zameni sa d(z,z) = 0 (tj.
moze da se desi da bude d(z,y) = 0 i za neko y # z.)

2. kvazimetrika, ako se izostavi aksioma simetrije

3. semimetrika, ako ne vazi nejednakost trougla. Neki autori rade sa
slabijim oblicima nejednakosti trougla, kao sto su:

i) d(z,z) < p (d(x,y) + d(y,z)) p—relaksirana nejednakost trougla,

ii) d(z,z) < p max{d(z,y),d(y,2)} p—inframetricka nejednakost.
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