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Sazetak

U ovom radu su prikazani dokazi za dva kombinatorna problema u kojima se
koristi alat linearne algebre.

1 Uvod

Desi se ponekad da naidemo na zadatak, koji ne znamo ni da po¢nemo. Ne mozemo
da nademo neku korisnu ideju i svi poznati Sabloni ga ne resavaju. Oblast u kojoj se ovo
verovatno najcesée desava je kombinatorika, jer je tu ¢esto potreban ili neki dovitljiv
nacin za prebrojavanje ili neka neocekivana taktika i logika. Zbog toga ¢emo u ovom
tekstu pokazati jedan jako neklasican pristup reSavanju zadataka iz kombinatorike.

Sa druge strane, ponekad se ¢ini da linearna algebra nema veliku primenu u resavanju
zanimljivih i takmicarskih zadataka, jer u sebi sadrzi dosta rac¢unice i definicija. 1z tog
razloga, pokusa¢emo da oborimo ovaj mit, pokazujuéi kako linearna algebra moze da
bude korisna pri reSavanju netrivijalnih kombinatornih zadataka.



2 Teorijske osnove

Kako bismo mogli da primenimo linearnu algebru u reSavanju predstavljenih prob-
lema, najpre ¢emo definisati osnovne pojmove i navesti neka poznata tvrdenja.

Definicija 1. Neka je K polje. Matrica tipa m xn, m,n € N, nad poljem K jeste svaka
uredena m-torka uredenih n-torki elemenata iz K, tj.

((a11, a1z, - - - @1n), (@21, @22, - - -5 G20)s - - oy (A1, G2y - - 5 )
Skup svih matrica tipa m x n nad poljem K oznacavamo sa M, x,(K).

Za rad sa matricama prakticniji je zapis matrice u pravuogaonom obliku.

a1 a1 ... Qip

. ) . .. Lo L. Q21 G2 ... d2p
Matrica A tipa m xn moze se zapisati na slede¢i nac¢in A =

Am1 Am2 ... Qmp

mXn
ili, jos krace, A = [aij]mxn.
Kada je m = n, matricu nazivamo kvadratnom matricom reda n.

Navedimo i osnovne operacije sa matricama.

Definicija 2. Transponovana matrica matrice A se oznacava sa AT i ako je

aiq ai2 e QA1n a1 a21 ... Q1
21 29 e Aon ) 19 A292 ... Q2
A= ] o ] tada je AT =
Am1 Am2 ... Qmp A1p A2, ... Qmp
mxn nxm

Definicija 3. Matrice A = [aijlmxn ¢ B = [bijlixi su jednake ako je m =k, n =11
a;; = bij za svako i € {1,2,...,m} i svako j € {1,2,...,n}.

Definicija 4. Proizvod broja A € R (A € C) i matrice A = [a;j|mxn jeste matrica
B = [bijlmxn takva da je bjj = Aa;; za svako i € {1,2,...,m} i svako j € {1,2,...,n}.

Definicija 5. Zbir matrice A = [a;j|mxn @ matrice B = [bij]mxn jeste matrica C =
[Cijlmxn takva da je c;; = a;j + bi; za svako i € {1,2,...,m} i svako j € {1,2,...,n}.

Definicija 6. Proizvod matrica A = [aij|mxn ¢ B = [bijlnxk je matrica C = [¢ijlmxk,

n
takva da je c;j = 3 aisbs;.
s=1
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Za definisanje pojma determinante matrice, potrebni su nam pojmovi u vezi sa
permutacijama. Navedimo najpre njih.

Neka je X neprazan skup. Permutacija skupa X jeste svako bijektivno preslikavanje
skupa X na samog sebe. Skup svih permutacija skupa X oznacavamo sa Sy.

Ono sto je od interesa za definisanje pojma determinante jeste skup konacnih
permutacija kada je X = {1,2,...,n}. Skup svih permutacija skupa {1,2,...,n}
oznaCavamo sa S,. Ako je permutacija p € 5, tada koristimo zapis za preslikavanje
p= ( p(ll) p(22) ’ p(?z) ) Ukupan broj permutacija nad skupom od n elemenata
jednak je |S,| = nl.

Ukoliko u permutaciji p imamo da je veéi broj ispred manjeg, tada kazemo da ti
brojevi obrazuju inverziju. Na primer, u permutaciji 312 skupa {1, 2,3} imamo dve in-
verzije jer je 3 ispred 11 3 je ispred 2. Ukupan broj inverzija u permutaciji p oznacavamo
sa inv(p).

Definicija 7. Neka je A = [a;]lnxn kvadratna matrica nad poljem R. Determinanta
matrice A, u oznaci det A, jeste broj

Y (D Pana)as) - - o).

PESH

@11 Aiz2 13

Sarusovo pravilo. Determinanta matrice 3 X 3, A = | as; ass ao3 |, racuna se po
a31 a3z Aas3

formuli det A = ay1a22a33 + a12a23a31 + A13G21032 — Q11023032 — Q12021033 — 413022031 -

Definicija 8. Neka je A = |a;j| kvadratna matrica reda n. Minor elementa a;;, u
oznaci M;;, jeste determinanta matrice dobijene izbacivanjem vrste i kolone u kojoj

se nalazi taj element. Algebarski kofaktor elementa a;; oznacavamo sa A;; i jednak je
(=)™ M.

Teorema 1. (Laplasova teorema) Neka je A = [a;;] kvadratna matrica reda n. Tada
vazi
0 LF

anAji + apAjp + -+ anAjn = {d;t A i=j

Primetimo da se u Laplasovoj teoremi u sumi sa leve strane jednakosti javljaju
elementi i-te vrste matrice A. Zato i kazemo da se determinanta razvija po i-toj vrsti.

Potpuno analogno tome, mozemo determinantu razviti i po koloni, pa vazi i slede¢a
jednakost:
0, LF ]

CLMAU + (ZgiAQj + -+ CLm'Anj = {detA i — j
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Teorema 2. Neka je A kvadratna matrica redan i o € R. Tada je det aA = o™ det A.

Lema 1. Neka je A kvadratna matrica sa celobrojnim vrednostima takva da na glavnoj
dijagonali ima neparne brojeve, dok van glavne dijagonale ima parne brojeve. Tada
matrica A ima determinantu razi¢itu od nule.

Dokaz. Neka je A = [a;j]nxn matrica takva da su na glavnoj dijagonali neparni brojevi,

aran broj, 1# 7
a svi ostali parni. Tada jezasvakoi,j € {1,2,...,n} vazia;; = P . o 7 ‘7
neparan broj, i =j
Dokazacemo da je determinanta matrice A razlicita od nule tako sto ¢emo dokazati da

determinanta mora biti neparan broj. Kao takav, ne moze biti nula.

I nacin: Koristicemo matematicku indukciju po redu n matrice A.

Za n = 1, matrica A sadrzi jednu vrednost koja je neparan broj pa je njena deter-
minanta jednaka tom neparnom broju. Dakle, det A je neparan broj.

Pretpostavimo da je tvrdenje ta¢no za svaku matricu reda n — 1 koja na glavnoj
dijagonali ima neparne brojeve a van glavne dijagonale parne. Neka takve matrice
imaju neparnu vrednost za determinantu.

Dokazimo da tvrdenje vazi i za matricu A reda n. Izracunajmo determinantu matrice
A koristec¢i Laplasovu teoremu razvijanjem po prvoj vrsti matrice A:

det A = a1 A1 + arpAio + -+ - + a1 A

Vrednosti aqs, a3, ..., a1, su parni brojevi pa je i suma a;sA12 + -+ - + a1, A1, paran
broj. Posmatrajmo, zato, sabirak a1 A41;. Broj aq; je neparan po pretpostavci. Alge-
barski kofaktor A;; jednak je determinanti matrice koju dobijemo kada iz matrice A
izbacimo prvu vrstu i prvu kolonu. Oznac¢imo tu matricu sa B. Matrica B je matrica
reda n — 1 sa osobinom da na glavnoj dijagonali ima neparne brojeve, a van dijagonale
parne. Zato, mozemo primeniti indukcijsku pretpostavku na matricu B i zakljuciti da
ima neparnu determinantu. Odatle sledi da je i vrednost A;; neparan broj, pa je a1 A1
neparan broj. Dakle, determinanta matrice A je, takode, neparan broj.

II nacin: Kada posmatramo definiciju determinante matrice A vidimo da se u sumi
koja je odreduje javljaju proizvodi po permutacijama koji svi sadrze parne ¢inioce
sem jednog sabirka koji je jednak proizvodu ajiass ... a,, koji je neparan broj. Zato,
determinanta matrice A jednaka je zbiru tog neparnog broja i zbira parnih. Dakle,
det A je neparan broj. O

Lema 2. Neka je A = [aij]nxn kvadratna matrica sa celobrojnim vrednostima i neka je
m € N. Neka je matrica B = [b;j|nxn takva da su njene vrednosti dobijene tako sto su
uzete odgovarajuée vrednosti matrice A po modulu m, tj. za svako i,j € {1,2,...,n}
vazi a;; = bij. Tada je det B =, det A.

Dokaz. Dokaz sledi direktnom primenom definicije determinante. Zaista,

det A= 3 (=1)"™Pay,n)az) - anpm) =m 2 (1) Pbiya)bap() - - - bup(ny = det B,
pESH PESK
0
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Definicija 9. Kolone matrice K1, K, ..., K, € M, x1(R) su linearno nezavisne ako
nijedna od njih niyje linearna kombinaciyja ostalih.

Analogno, vrste matrice Vi, Va, ... .V, € Miwm(R) su linearno nezavisne ako nijedna
od njith nije linearna kombinacija ostalih.

Teorema 3. Najveci broj linearno nezavisnih vrsta jednak je najvecem broju linearno
nezavisnih kolona jedne matrice.

Definicija 10. Rang matrice A definiSemo kao najveci broj linearno nezavisnih vrsta
(kolona) matrice i oznacavamo sa r(A). Rang je jednak 0 samo za nula matricu.

Primetimo da iz same definicije ranga sledi da rang matrice nije vec¢i od broja vrsta
i kolona matrice pa vazi sledeca teorema.

Teorema 4. Za matricu A € Myxn(R), vazi 0 < r(A) < min{m,n}.

Teorema 5. Rang proizvoda matrice A € My,«,(R) i matrice B € My, (R) nije veéi
od minimuma rangova tih matrica, tj. r(AB) < min{r(A),r(B)}.

Teorema 6. Neka je A kvadratna matrica reda n ¢ija je determinanta razli¢ita od nule.
Tada je rang matrice A jednak n.

Prilikom dokaza drugog problema, potrebni su nam pojmovi i u vezi geometrijskih
vektora.

Definicija 11. Skalarni proizvod dva vektora @ i b u prostoru, u oznaci @ - l;, jednak je
|@||b| cos Z(d,b).
Intezitet vektora @ jednak je |d| = vV - a.

Svaka tacka u ravni (prostoru) odreduje jedan geometrijski vektor. To je vektor od
koordinatnog pocetka do te tacke. Ukoliko tacka A ima koordinate (a1, as) u ravni, tada

—
vektor koji ona odreduje, vektor OA, odreden je takode tim koordinatama. Analogno
vazi i u prostoru.

Teorema 7. Neka su @ i b vektori u ravni i neka su zadati koordinatama @ = (a1,az2) i
b= (b1,bs). Tada za njihov skalarni proizvod vazi @-b = ajas + bybs.

Teorema 8. (Kosinusna teorema) U svakom trouglu vazi ¢ = a® + b* — 2abcos 0, gde
su a, b ic stranice trougla i 0 ugao naspram stranice c.
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3 Problemi i resenja

Problem 1. Grad Nis ima populaciju od n ljudz i u njemu je registrovano k fudbalskih
klubova. Kako neki fudbaleri ne zaraduju dovoljno, sasvim je moguce da jedan fudbaler
wgra u vise klubova. Nakon wvelike fudbalske revolucije, doslo je do toga da svaki klub
ima neparan broj ¢lanova i da svaka dva kluba tmaju paran broj zajednickih
¢lanova. Lokalni matematicar u usponu, DZoni, bio je zadivljen ovom c¢injenicom 1
pokusavao je da vidi da [t ovde postogi neko matematicko pravilo. Posle dosta racunanja
pokazao je da je uvek n > k. Da li je DZoni pogresio ili je ovo tacna izjava?

Resenge. Oznacimo sa si, So, ..., S, sve stanovnike, a sa Fy, Fy, ..., F} skupove koji
oznacavaju fudbalske klubove. Neka nam matrica A = [a;j]xx, daje informaciju o tome
koji stanovnik igra za koji klub. Definisa¢emo elemente matrice na sledeéi nacin:

1, ako je s; clan fudbalskog kluba F;, tj. ako s; € F;
;5 =
! 0, inace.

Dakle, vrste matrice A sadrze informacije o fudbalskim klubovima, dok kolone sadrze
informacije o stanovnicima. Jasno, iz Teoreme 4, rang matrice A ne moze biti ve¢i od
n, paje r(A) < n.

Oznacimo sa B = [b;j|pxr matricu koja je jednaka proizvodu matrice A i njene
transponovane matrice AT, tj. neka je B = AAT. Uvodenje matrice B mozda ne
deluje kao intuitivan potez, medutim, pozicija (i, j) matrice B sadrzi zanimljivu infor-

n
maciju. Na toj poziciji u matrici B nalazi se element b;; takav da je b;; = > aya;.
=1

Poslednja jednakost vazi jer mnozimo odgovarajuce elemente i-te vrste matrice A sa
odgovarajué¢im elementima j-te kolone matrice AT, koja je, zapravo, j-ta vrsta matrice
A. Posmatrajmo proizvode ayaj, za ¢ € {1,2,...,n}. Proizvod aya;; ¢e biti jednak
jedinici kada su oba, i a;j i aj¢, jednaki jedinici, odnosno kada je stanovnik s, ¢lan i
fudbalskog kluba F; i fudbalskog kluba F};. Ukoliko stanovnik s, nije ¢lan oba fudbalska
kluba F; i F}, tada je aya;; = 0. Zato su sabirci u sumi ) a;aje jednaki ili 0 ili 1, s

=1
tim $to svaka jedinica odgovara jednom stanovniku koji igra u oba fudbalska kluba F;

i F;. Dakle, suma nam daje broj stanovnika koji igraju u oba fudbalska kluba, pa je
b;; broj elemenata skupa F; N F;. Kako znamo da svaka dva kluba imaju paran broj
zajednickih ¢lanova, dok svaki klub ima neparan broj clanova i F; N F; = Fj, to za svako

paran broj, 1# ]

i,j € {1,2,...,k} vazi b;; = |F; N Fj| = . Dakle, matrica B je

neparan broj, =7
takva da na glavnoj dijagonali ima neparne brojeve, dok su van glavne dijagonale parni
brojevi. Na osnovu Leme 1 sledi da je det B # 0. Dalje, iz Teoreme 8 zakljucujemo da
je rang matrice B jednak k.

Iz Teoreme 5 sledi da rang matrice B nije veéi od ranga matrice A pa je k = r(B) <
r(A) < n. Ovim smo pokazali da je Dzonijeva nejednakost ispravna.

U
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Problem 2. Nakon svog velikog otkri¢a, DZoni je potréao kod svog prijatelja Skocka, da
mu se pohvali svojim novim dokazom. Medutim, Skocko mu je ubrzo prekinuo radost,
saopstivsi mu da je tu nejednakost pokazao americki matematicar Berlekamp jos davne
1969. godine. Skocko je, zatim, pokazao DZoniju svoje najnovije otkrice - ne postoje
cetirt tacke u ravni, tako da je rastojanje izmedu svake dve od njih neparan
prirodan broj. DzZoni, vidno snuZdenog raspoloZenja, bio je skoro siguran da Skocko
pokusava da se pravi vazan i da njegovo otkrice nije tacno. Da li je tacno da ne postoje
takve cetiri tacke ili je DZoni u pravu i ovoga puta?

Resenge. Pretpostavimo da postoje takve cetiri tacke. Bez gubljenja opstosti, mozemo
ih translirati tako da su to tacke kojima odgovaraju vektori: 0,a,b, & Sada |a|, |b], |2,
@ —b|, |¢— b|, |@ — & moraju biti neparni brojevi.

Primetimo da za proizvoljno k € Z broj ¢ = 2k + 1 je neparan broj za koji vazi
02 = (2k+1)* = 4k*+4k+1 = 4k(k+1)+1. Kako je k(k+1) uvek paran, to je 4k(k+1)
broj deljiv sa 8, pa kvadrat neparnog broja ¢2 uvek daje ostatak 1 pri deljenju sa 8.
Dakle, za proizvoljan neparan broj ¢ vazi da je /2 =3 1, gde je =,, oznaka za relaciju
kongruencije po modulu m koja je definisana na sledeéi nacin: = =, y ako m | x — y.
Zato, primetimo da je |@|? =g 1.

Primenom Kosinusne teoreme (Teorema 8), sledi da vazi: 2 @b = 2 |@| |b| cos £(a@, b) =
|@|2 + |b]> — |@ — b|> =5 1. Istu teoremu mozemo primeniti ina 2b-¢i2a- ¢

Formirajmo sada matricu rastojanja

a-a a-b a-c
A= 1|b-ad b-b b-¢
c-a ¢c-b c-c

Kada bi elemente matrice A posmatrali po modulu 8, znali bismo da odredimo samo
elemente na glavnoj dijagonali. Ali, ako bismo pomnozili sve elemente matrice sa 2,
onda bi mogli da odredimo sve vrednosti dobijene matrice po modulu 8. Zato je matrica
2A kongruentna po modulu 8 sa matricom

B =

RN

11
21
1 2

Sarusovim pravilom izra¢unavamo determinatnu matrice B i dobijamo det B = 4.
Iz Leme 2 zakljucujemo da je det 2A =g 4, odakle imamo da je det 2A # 0. Kako iz
Teoreme 2 sledi det 2A = 23det A, to je i det A # 0. Na osnovu Teoreme 8 sledi da je
rang matrice A jednak 3, tj. r(A) = 3.
Posmatrajmo matricu
O - [ ar by o }

ay by ¢

gde su (ay,as), (by,b2) 1 (c1,c2) koordinate, redom, vektora @, bic Uocimo sada da je
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proizvod matrice C7 i matrice C' zapravo matrica A. Zaista, iz Teoreme 7 vazi

@ a2 ap by ¢
CTC — bl b2 |: 1 1 1:|

ay by ¢
C1 C2
a?+a3  ayby + axhy ajcy + ases a-a a-b a-c
= blal + bQCLg b% + b% b101 + bQCQ = b-a b-b b-c =A
2 2 — — — T - =
| Cla/l + CQCLQ Clbl + CQbQ Cl + 02 C-Q C - b Cc-C

Teorema 4 nam govori da rang matrice C' nije vec¢i od 2, dok nam Teorema 5 govori
da rang matrice A nije veéi od ranga matrice C. Dakle, r(A4) < r(C) < 2 §to je u
kontradikciji sa ¢injenicom da je r(A) = 3.

Kako smo dobili kontradikciju, dokazali smo da pretpostavka ne moze biti tacna i
da ne postoje cetiri tacke u ravni takve da je rastojanje svake dve od njih neparan ceo
broj. Dakle, Skocko se ne pravi vazan i Dzoni ovoga puta nije bio u pravu. O

4 Zakljucak

[ako to na prvi pogled ne deluje tako, linearna algebra moze da pruzi elegantno
reSenje matematickom zadatku. Konkretno, u ovom tekstu, pokazali smo kako resiti
neke, naizgled komplikovane, kombinatorne probleme upotrebom nejednakosti izmedu
rangova matrica. Glavni korak u resavanju ovih zadataka bio je primetiti odredene
matrice i njihove osobine. Nakon radenja nekoliko takvih zadataka, uocavanje ovih
matrica ne bi trebao da bude egzotican deo posla. I na kraju, uvek treba traziti nove i
nestandardne pristupe resavanju zadataka, jer je u tome car matematike.
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