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Cazkerak

Bepmxue pazmoMmie yBoamMo npeko Eykmnmosor amropurma. Ko-
PHUCTMMO WX 33 AIPOKCHUMAIIAjy PeaJHuUX OpojeBa, 3a M3padyHABAIHE
JeruMala Opoja m M APYTUX HPAITMOHAJHHUX OpOjeBa, Kao M KOJ pe-
maBama JlnodanTtopux jemHaumua. Meja Koja mpeacTaB/ba OCHOBY
RSA u Padun kpunrocucreMa je paKTOPU3AIM]a BETUKIX TPUPOIHAX
OpojeBa Ha MPOCTe UMHUOIE. YIIPABO 300r TOra IMOCMATPAMO METO-
Iy ¢akTopusalnyje IoMONy BEPHMKUX pasjioMaka. 3a (paKTOPU3AIIN]Y
Opoja n kopuctuhe ce pa3soj Opoja /n y Bepukuu pasiomak. Kasa
JKeJIUMO 13, pa3dujeMo HEKHU KO, IOTPEOHO je J1a TO yPaJIuMO 33 HEKO
KOHAYHO BpeMe, Kao U J1a MOXKEMO J1a pa3dMjeMo CHCTEM IIPOU3BOJbHE
ayxuue. /la ducmo To ypamuaum moTpedHO je na HaheMo onTuMasiHO
perese, a 1o he 3a RSA n Padun kpunrocucreme dutm OHO perntermne
Koje yop3aBa dakTopusaiujy dpojeBa. JeJaH o HAUMHA ONTHMAJIN3a-
nuje paxkTOpU3aIje Cy CBaKako, Beh moMeHyTH, BEpUKHU PA3JIOMIIH.



1 VYBog

3adeTKOM BEPHKHUX pa3jiOMaKa CMaTpa Ce BpPeMe CTapOrpyKor Mare-
Matndapa Eykamia m Be3yje ce 3a HacTaHaK EyKJmMI0BOT ajiropuTMa.

[IpBe npuMene BEpUKHUX PA3/IOMaKa Y MATEMATHUII yOIaBaAMO Y pellia-
Bamy JimHeapHux /JlnodanToBux jegHadnua y paJiy WHINjCKOI MaTeMaTH-
qapa Aryabhata. Hberos paj cagpkao je mpuMeHy BEPUKHUX Pa3IOMaKa,
aJiu He KPO3 OIIIITe aJropuTMe, Beh caMo y KOHKPETHUM ITPUMEPHUMA.

Mopnepua Teopuja BEpUKHHUX pa3JjioMaka mnoumme y 16. m 17. Beky y
noda wranmjanckux maremarudapa R. Bombellia u P.Cataldia. 3matHo
J100a 3a UCTPaKMBahe BEPIKHUX pa3JjioMaka omiio je y 19. Beky, aaum jorr y
18. Beky je Ojmep youno kako EykinmoB ajaropuram momazke pu pa3Bojy
palroHaJHOT Opoja y BepuKHH pasjaomak. Meroma dhakTopusalimje OpojeBa
moMohy BEpMKHIX pa3jIoMaKa HAILIa je TPUMEHY y KPUIITOCUCTEMUMA KOjU
caJIp2Ke T0JIaTKe OJI HEKOJIMKO CTOTUHA OUTOBA.

Kpunrocucremuma daBu ce kpunrorpaduja - Hayka Koja IpoydaBa Me-
TOJIe OuyBama Tajuoctu nHdopmaluja. [[podaem npucaymknBama ce MoXKe
n3dehu kpunroBameM (mudposamwem) nadopmarmja. [locroje cumerpuaan
U AHTHCHMETPUYAH KPHUIITOCHCTEM U OHU KOPHCTE jaBHH W /WJIA IIPUBAT-
HU KJbyd 3a mudpoBame u jermudpoBame nndopmanuja. Hajmosnaruju
KPUIITOCUCTEM Ca jaBHUM KJbydeM je RSA Kpumrocucrem 4mja CUTYPHOCT
ce orjieja y HeMoryhHocTu akTopusalije BeJIMKAX IPUPOJTHUX OpojeBa.

[Ipoctu OpojeBu KOju ce KOPUCTE Yy OBOM aJITOPUTMY YTJIABHOM CAJIPIKe
HEKOJIMKO cToTuHa Iudapa. /la ducMo MmoMHOXKHUIN TaKBe OPOjeBe MOPaMO
KOPUCTUTH MTOCEOHE aJTOPUTME 3a MHOXKEIbe. 3a TaKBe olepallija moTped-
HO je BUIIe BpeMeHa, I1a OBU aJropuTMu Mory outu criopu. Vnak, yKoJmko
KOPHUCTUMO HEKY O] HaIlpeIHUjuX MeToja (pakTopusalije Opoja, MOXKEMO
yop3aTu aJaropuraM, CMambUTH HErOBY CJIOYKEHOCT U HA Taj HAYUH MPEHETH
)KespbeHy nHdopmalnjy. 3ato hemo ce y pajy hoKycupaTi Ha KPUITOCHCTE-
Me KOHCTpyHucaHe HaJ IpodjeMuMa hakTopu3alidje, Kao U Ha METOLY yOp-
3aBarb€ UCTe IMOMOhy BeprKHUX pasyioMaka. Hajupe hemo ce ocBpayTH Ha
TEeOPUjCKY OCHOBY BEPUKHUX Pa3ioMaKa U KPUITOCUCTEMa KOHCTPYUCAHUM
HaJT IpodJieMuMa (paKTopu3alinje, a 3aTUM Ha caMe MeToje (pakTopusaruje.



2 BepuxHu pasjomiiu

Y oBoM 0j1esbKY JedunncahemMo mojaM BEepPUKHOT Pa3IOMKa, Kao U IpPU-
Ka3aTu J0Ka3e HEKUX OCOOMHA BEPHMXKHUX Pa3joMaka. BequKn J1e0 OBHX
pesynarara moxe ce nahu y pany 1. Dykuha [2], kao u y kwusu [3].

2.1 Hedunumnuja m ocodune
Heka je o peanan dpoj u q; Hajsehu 1eo 6poj koju auje Behu ox .. Ako
a ¢ 7, ouna je
1
a=q +—, a; > 1.
631

HacraB/pajyhu mocrynak, y ciydajy ga o, Qs, ...,y HACY TEJIH OPOjeBH,
JI001jaMo

1
Qg1 =qx + —, o > 1
ay,

ma je

a = ({1 + 1 . (1)
42 T T [N E—
: 1
qk,1+$

Hedbununuja 2.1. Kaxkemo 1a je peajan dpoj v pasnodtcus iy 6eputcHi
PA3AOMAK aKO M CaAMO aKO IIOCTOje (¢1,(s2,...,qk—1 € Z, ap € R TaksBu 1a
Baxku (1).

ITocToju u oI T BEpHKHA pa3/IOMaK KOjU je U3pa3 00JINKA Gy + b—ll,Q,

a1+ —2—
a2t agt
aJId, YKOJIMKO JIpyraduje He HarJIaCHMO, IO ITOjMOM BEPHUXKHOT PA3JIOMKA

nojipazymeBaheMo pasiiomke kao y (1).

Axko je a mparmonajian 6poj, OHJIA CYy B (1, 3, ..., O € R wpanuoHaHmn
OpojeBH Ia ce IpOoIec MOXKe HEOIPDAHUYEHO HACTABJHATH.



Ako je o pammonaJian Opoj IpeCTaB/beH Y OOJIMKY HECKPaTHBOI pa3-
a .
JIOMKa —, a € Z, b € N, nporec je KOHaUYaH U MOXKe OUTH peaIM30BaH

nomohy Eykaumosor anropurma. 3ancra, u3

a 1
a=qb+ry, ;=0T w
r
b 1
b= qor1 + 12, — =@+t
T1 -
T2
T 1
T1 = q3ry + T3, — =(q3+ 57
D) —-=
3
Tn—2 1
Tn—2 = QnTln—1 + Tn, =(qn + Tr_1
Tn—1 ™
. Tn—1
Tn—1 = Qn+1Tn, = Qn+1
Tn
na je
a n 1
T =q 1
b
P2+ ggt———
L )
Qn+7qn+1

a
Bepuxknu paziomak, KOjuUM je IPeJCTaB/bEH OpOj > O3HAYaBaMO Ca
[915 G2, -+, @ny1]- TIpuveTvo, ¢y je Tieo Spoj, JI0K cy OPOjeBn qa, ..., ¢y 41 TPH-
pOIHI OpOjeBH.

Hedbunuumja 2.2. Heka je [q1; qa, ---, ¢n] BEPUKHI PA3JIOMaK 3a PAlldOHA-

a
J1aH Opoj 7 T HeKa ke {1,...,n}. Taga dpoj q nHazuBamo k-wu Gapyujasry
woaunnuk (k- Gapyujainu xoeduyujents), a 6poj oy, = q +————— =
. .
‘Zk_1+i

(15 G2, - - -, qk], k-wum Gapyujasnum passomkom (k-wom Koneeplenwom)
[OJIA3HOT BEpUXKHOI pasioMka. U3pas ¢, = [qk, Qkt1, - - - » Gn] HA3UBAMO k-
WUM KOMTNECTIHUM KONUUHUKOM.

45
ITpumep 2.1. 16 = (2;1,4,3].



Pewerve. 3aucra, n3 EykaumoBor ajaropurMma je

45 =216 + 13,
16 =1-13+ 3,
13=4-3+1,
3=3-1
na je
45 13 1 1 1
o2 =24 =2 =24 —
6 e T E T T
3

6
Opxrosapajyhu perunpodan Opoj, = ce MOXKe TIPEJICTABUTU y OOJIUKY

BeprzKHOT pasnomka [0;2,1,4,3]. O

Baxxu u odpaTHO, CBAKM KOHAYaH BEPUKHU PA3JIOMAK CE MOXKE ITpUKa-
3aTH y OOJIMKY Pa3JIOMKa IIa je OUuIJie HO ciejehe TBpheme.

Teopema 2.1. [loctioju dujexuyuja usmehy ckyta payuorasiur opojesa u
KOHAYHUL BEPUHCHUT PA3NOMAKG.

[Ipumerumo 1a ce k-Tu mapimjaanu pasjioMak 0y, k > 1 BepuKHOT pa3-
JOMK& [q1; G2, .-+, Gn] J100Mja M3 MPETXOJHOr )1 3aMEHOM KOJUYHUKA (k1
1
ca Q-1+ -

Cazia MO2KEMO JI0Ka3aTH cjejfiehy TeopeMy Koja HaM Jiaje PeKypPeHTHY

Be3y 3a OPOjuoIle U MMEHUOTIE TAPIINjaJTHUX PA3IOMAKA.

Teopema 2.2. Hexa je P, opojusay u Qp umenusay k-or Gapuuaistor
pasznomra, wj. O = %. Taga 3a nusose {Pylren u {Qktren, 30 k > 2,
saotcu caegehe:

Ph=1 Pi=q P,=qPFP—1+ P (2)
Qo=0, Q=1 Qr=qQi1+ Qros

/oxasz. [loka3 m3BOJMMO MHIYKIIUjOM I10 k > 2.
3a k = 2, Baxnu

o 1 @eut+l @h+P P
5= qi+— = - -2
q2 g1 +0 ©Q1+Q0 Q2
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Heka je tBpheme ncnymeno 3a k. Jlokaxkumo j1a Baxku u 3a k + 1.
Kaxko 4.1 mobujamo kaga y O 3aMeHIMO OPOj g U3PA3OM  + ﬁ, o hemo

Py _ qePr_1+Peo

Ops1 TOOUTH KaJia Uy POPMYJIH Of = O = 00 T, YMECTO ) CTaBUMO

1
qr + . Tamxa Baxkn

Py S — (ar + ﬁ)P’“l T P2 (ququr + 1) Poot + qr1 Pis
S _
Qr+1 * (g + )Qk-1+ Q2 (G@r+1 + 1)Qr—1 + @1 Qr—2

qk+1

(@rGr+1 + 1) Pe—1 + qe1 (Pe — @1 Pi—1) _ Q1B + Py
(@eGrs1 + D)Qr—1 + g1 (Qr — 4Qi—1)  qe1Qr + Qr—1’

quMe je JIOKa3aHo Jia TBpheme Baxku u 3a k + 1, mma BaxKm W 3a CBaKO

k> 2. ]

BpennocT BepuzKHOr pa3ioMKa AedUHAIIE ce KAO

k—o0

YKOJIUKO ojiroBapajyhu jimmec moctoju. Tajia ce KOHAYHU BEPUKHU Pa3Jjio-
MaK 0 Ha3UBa K-WOM AUPOKCUMGUUJOM BEPUKHOT PA3IOMKA.

! Py 1+ Py
IMocaenuna 2.1. Baoicu [qi;q2, - -5 Qk—1, Q] = W sa k> 2.
Teopema 2.3. Hexa je n € N u nexa je [q1;Gs,--.,qn] = 5—”. Taga je
[Qn;Qn—lw"aCh] = P]:il'

Zloxas. Jlokasz u3Boanmo wHIAYyKIHUjoM 110 1o > 1. 3a n = 1 TBpheme TpuBu-

; ; o _ P _ P
jamno Baxku, Tj. [q1] = & = o = & - lIpernocrasumo sa Tpheme Baxku 32

n—1,7j. [gn-1;Gn-2-..,q1] = ]P;::;. Tama, kopucrehu Teopemy 2.2, modujamo
| ) + 1 s
n;qn—1,---541] = (Qn = (Qn
(@15 @2, @1 Py
o annfl—i_Pan o Pn
B Pnfl B Pnfl ’
qrMe je JIoKas3aHo TBpheme 3a cBako n > 1. O



[Tocmarpajmo, cama, pasauky 0y — 0x_1, k > 1, CyceTHUX TAPIMjaJTHUX
pasjomaka:

B By BQp1 — QrPr
Op — Op_1 = — — )

Qr Qi1 QrQr—1

Osnaunmo ca hy = PyQr_1 — Qi Pi_1. 3amenom P, u Qy, Kao y dpopmyrama
(2), modujamo

hy = PeQr—1 — QrPr_1
= (@ Pr—1+ Pi—2)Qr—1 — (¢ Qr—-1 + Qr—2)Pr—1 (3)
= Py 2Qp-1 — Qr—2Ps—1 = —hj—1.

Opmage, HemocpeaHo, ciaean cienehe TBpheme.

Teopema 2.4. Baotcu

PQi-1— QpPior = (-1)F, k>1. (4)

Zloxas. lokaz muaykmujoMm 10 k. Heka je hy = P.Qr_1 — QrPr_1. 3a k=1
je

hi=PQo—QiPh=q0—-1-1=—-1=(-1)"
Heka je k > 1 u tBpheme Tauno 3a k — 1. Tanga, u3 (3) u unAyKTHBHE
[IPETIIOCTaBKE, CJIEIN

hyp = —hgp_y = —(=1)F1 = (=1)",

]

Py
Qr

Joxas. Nz Teopeme 2.4 cremn ma H3(Py, Qr) nemm (—1)F ma je zaro
H3I( Py, Qr) = 1. Jlakiie, KAaKO Cy KOHBEPIE€HTH BEPUIKHOT Pa3JIOMKa y3a-
P

Qr
BHU. L]

Teopema 2.5. [lapuujarnu pazromuu O = , k € N, cy neckpattiusu.

jaMHO TIPOCTHU, TO Cy HapPIUjaJHU PA3JIOMIU Of = , k € N, meckparu-



Teopema 2.6. Baotcu
Py P _ (—1)*
Qr  Qr1 QrQr—y’

Zloxas. Kopucrehu Teopemy 2.4 nodujamo j1a BaxKu

Pe B _ PQr-1 — QrPi— _ (—1)k E> 9
Qr  Qr QrQr—1 QuQr—1’ —

k> 2.

O

[Ipumerumo, 3a mapHo k pasymka 0 — dp_1 je TO3UTUBHA, & 3a HEIAPHO

k uerarusna. [Ipema (2), Q; pacre ma je amcoyiyTHa BPEJIHOCT OCMATPa-
. 3

He pasjuke cBe Mama. Oryga je HEU3 0p = ——, ca HMAPHUM HHIEKCHMA

onaajyhn, a HU3 ca HermapHuM uHjeKcuMma pacryhu. 3mehy mux ce kao
nocseamu (Hajsehu y pacryhem mojguusy ako je k HenapaH Opoj U HajMambu
a

y onajajyhem Hu3y ako je k napan 6poj) Hajia3u pasjioMak 7

IMpumep 2.2. 2 =([2;12,1,2].
Pewere. Ipema (2), P, =2, P, =25 P; =27, P, =79, Q1 =1, @y = 12,
Q3 =13, Q4 = 38 ma je

2 27T 79 25

I<1—3<§<E. [

Teopema 2.7. Baotcu

PiQio — QpPr s = q(=1)"', k>2.

Taxobhe,

P B _1\k-1
_k_PkQZ(l) Qk’ k> 2.
Qr  Qr—2 QrQr—2

/loxas. Kopucrehu Teopemy 2 u Teopemy 4, godujamo Jia BazKu

PQro— QrPi2 = (qePr-1— Pr2)Qr—2 — (xQx—1 — Qr—2)Pr_2
= q(Pi1Qr—2 — Qr1Py2) = qr(—1)"!

8



By Do _ PrQr—2 — QpPy o _ gr(—1)k1
Qe Qrs QrQr—2 QrQr—2

]

[MIra je ca upanmonajsnuM OpojeBuma’ Bepuknm paszjiomMak KojuM ce
IIpeJicTaB/ba UpaImoHaiaH 0poj je deckonauan. Uparnuonaanu Opojesu ce,
ca BEJIMKOM IPENU3HOIINY, MOTY allpOKCUMUPATH BEPUKHUM Pa3IOMITIMA.
Ha npuwmep, 6poj = [3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,1,4,2,1,1,2,2,2,2, ...].

Ba0KpyKHuBameM Opoja 7 Ha deTupu Jenmmage, 3,1416, mpaBumo cTo
nyTa Behy rpernky Hero KaJja anpokcuMupamo 6poj 7 pasiomMroM [3; 7,15, 1].

Hedunnumja 2.3. Beckonayan BepU:KHU PA3IOMaK [q1; G2, q3, - -

.| nazu-

BaMO UEPUOGUUAH BEPUHCHU PA3NOMAK YKOJIUKO TIOCTOJU 10 PA3JIOMKA KOJU
ce DECKOHAYHO IIyTa MOHABIbA. SAIHCY]EMO (152, - - - s Qky Qhtls - - -

JIIKO C€ JI€O ki1, - - - , (p TTOHAB/HA DECKOHAYHO MHOI'O ITyTa.

IIpumep 2.3. Ipencrasuru /2 y 06Ky BEPHIKHOD PA3IOMKA.

Pewere. N3 v/2 =14+ a cremn 2 = (14 a)? na je 2 = 1+ 2a + a?

a(2 +a) = 1. Tana je

I T 1
“Totra T 24 L T2+ L
2+a 2+2+.A
ma je
1
ﬂ:1+2+ -
oo
Hakie, v2 = [1;2,2,2,2,...] = [1;2]. O

Ipumep 2.4. Ipencrasuru /5 y 06/ IMKY BEPHIKHOL PA3IOMKA.

) QH] YKO-

, OJTHOCHO



Pewerve. Heka je L\/EJ najselin 1eo 6poj Koju muje selin ox Gpoja /5. 13

V5 = [V + (V5 — [V5]) caren

1 1 1
Vb = |V5] + i =2+ =2+
A Vi V542

12 je IPBY HapIUjaIHn KOaudHuK ¢ = |v/5] = 2. 3aTm,

¢ =[V5+2] =4,

1 1 1
m \/31—2 2+v5

ITocrynak ce mactaB/ba Ha ucty HauwH. CBM HApEIHU HAPIUjaJTHA KOJIH-
YHUIWM Cy jeJHAKN KOJMMYHHUKY ¢ 1a je /5 = [2;4,4,4,..] = [2;4]. O

2.2 IlIpeacraBibame OpojeBa IMPEKO BEPUKHUX Pa3Jio-
MaKa

Pammmonasau dpojeBu

[IpescraBbambe parmoHAJTHOT OpOja BEPUKHUM PA3JIOMKOM je je THH-
CTBEHO aKO 3aXTEBaMO JIa Ce Pa3BOj HE 3aBPINaBa jeIUHHUIIOM.

VYKOJMKO JIOIYCTHMO Jia C€ pa3B0Oj 3aBpIliaBa jeJIMHUIIOM, TaJia ITOCTOjH
jOII jeaH HAYMH 3a MPEJICTAaB/balhe PaAIMOHAJHOT Opoja, Kao y cJjeehoj
TEOPEMU.

Teopema 2.8. Csaxu payuorasar 6poj ce mModtce Ha WAWHO JEGAH HAMUH

PA3BUTYU Y KOHAYAH BEPUHCHU DAZAOMAK [q15 G2, - - -, qn] Y KOMeE jE ¢ F 1.
Yroauxo je gozsomeno ga Tocaegru waaH O6yge 1, wWaga TGOCToju jous
WaUHO jegar HaAYUH, U WO je [q1; G2, - - qn-1,Gn — 1, 1].

/lokas. Heka je mat panuonasian 6poj 7, a € Z, b € Q. @uxcupajmo 6poj a

U U3BEJIMMO JI0Ka3 TPAHC(OUHUTHOM UHIYKIIAjOM 110 b.

3a b = 1 tBpheme je jacno, jep je § = [a]. IIpernocrasumo na je b > 1
1 Ja je TBpheme TavaHO 3a CBe palloHaJIHe OPOojeBe ca NMEHUOIINMA MaHhUM

on b.

10



a .
Tama Baxku q; = bJ, ma je
a 1
b ¢+ b
a—qb

N3 Teopeme o nespemby ca OCTATKOM MMaMO Ja je a = qib + ry, rie je
0 <r; <b. 3aro ciequ 1a je a — ¢1b < b, ma MOXKeMO PUMEHUTH UHTYK-

: b b
IHUJCKY MPETHOCTABKY Ha PA3IOMAK — . HaxkJte, paziiomak o Ce MOXKe

a
Pa3BUTH y BEPMXKHU pal3jioOMaK Ha TAYHO jeJaH, OJHOCHO JIBa HAYWHA, 113

Ce U TOYEeTHH OPOj § MOXKe DA3BUTH y BEPUZKHU Pa3/JOMaK Ha TavHO jeJIaH,
OJTHOCHO JIBa HaYWHA, YUMeE je JIOKA3aHO TBpheme. [

Teopema 2.9. Bpoj je payuonarar ako U camo aKxo ce ModHce Upeqciiiasuii
KA0 KOHAUAH BEPUNCHU PASAOMAK.

Jlokas. (< :) Jokakumo Jia ce CBaKM KOHAYAH BEPUIKHU Pa3JIOMAK MOXKe
MIPEJICTABUTH Kao parmonasan 6poj. OBaj cMep 10Ka3yjeMo MATEeMATHIKOM
WHIYKIIIjOM TI0 JIy?KWHU BEPUKHOT pa3soMKa. Heka je jar KoHayan Bepu-
JKHU PA3TIOMAK (15 G2, - - - 5 qn)-

Youmnmo na Baxku [q] = ¢;. Jokaxumo, cana, da3y uHIAyKImje 3a n = 2:

915 o] —g = tet]
az q2
Kako je q; 1ieo, a ¢ npupoman Opoj, TBpheme BaxKu, OHOCHO qqu#;l je
panuoHaJiaH opoj.
Hexka je cayia n > 1. IIpermoctaBumo J1a TBpheme BazKu 3a CBe BEPUKHE
pazyioMKe ayxkune n — 1. Jlape, BaxKn

1
G2l =1 + ——————.
[q27Q37 s 7Qn]

U3 uH/1yKIujcKe MpeTnocTaBKe MMaMo J1a je [q2; s, - - - , ¢y] palmoHaan 6poj
1 HeKa je [q2;q3, ..., ] = 7. Taga je

b qa+b

1
1592, ]l =1+ 7 =a + —
3 a a

11



YUMe CMO JIOKA3AJIU JIa je U BePUYKHU PA3JIOMaK [¢1; o, - - - , ] PAIMOHATIAH
opoj. Tume je mokazaH MHIYKIMJCKA KOPAaK, 11a je U TBpheme JoKa3aHo.

(= :) Hokaxkumo, cajia, jia ce CBaKH paluoHaIaH OPOj MOXKe IPeJICTBa-
UTH Kao KOHaYaH BePUKHU pasjoMak. IIpernocrasumo sia je § panuoHaian
opoj, rae je a € Z, b € N. Maremaruyukom nHIYKIjoM 110 b jokazahemo Jia
ce 7 MOYKe 3allicaTi Kao KOHauaH BepUzKHHU pasjiomak. Hajmupe, moxkazkumo
0as3y maayknuje. 3a b = 1 BaxKu

p=1- o=l

IIpermocTaBuMO 718 ce cBaKu paldoOHAJAaH OpPOj UHjU je MMEHUJIAI] MarmbKh
o1 b Moxke mpuUKazaTH Kao KOHadaH BeprkuHu paziomak. M3 Teopeme o
JIeJbEbY Ca OCTATKOM MOYKEMO 3aKJbYYUTH J1a MOCTOje IeJIn OPojeBn q; U T,
0 <r < b, 3a KOje BaxKH

a=bq +r.
Kaya jemnakoct a = bg; + r nogenumo ca b, noduhemo
a n r
p Ty
Axo je r =0, Tama je § = q1 = [q1] n TBpheme Baxku. Axo je r # 0, onja je
a 1
;- @ + 3
Kako je r < b, MOYXXKeMO MCKOPUCTUTU UHJIYKIIMjCKY ITPETIIOCTABKY 3a %, Tj.
3a HEKe TPUPOHE OPOjeBe G2, q3, - - - , ¢ BAXKH
b
= =g, -, nl -
r
Tana je
C=at | |
- = 7 = 14;92,943,---,4n
b [QQ;Q37"'7Qn]
IITO je u TpedaJsio JIoKa3aTH. [

Kopucrehu Besy mehy Opojuornuma m mMeHHOIMMA Y3aCTOIHUX THaPIIH-
jamHuxX pasyiomMaka Jokaszany y Teopemu 4, Ka0 M YUILEHUILY JIOKA3AHY Y
Teopemu 2.8 1a mocToje TavHO JIBa MPEJICTaB/batba PAIMOHAJHOT Opoja y
BEPIMKHU PA3JIOMaK, IIPU YeMy Ce IbUXOBe JIy2KUHE Pa3/uKyjy 3a 1, Moxe
ce nokazatu ciiesieha Teopema.
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Teopema 2.10. Hexa cy a,b,c u d apupognu bpojesu waxeu ga je |ad —
bel =1 ub>d, uaxo je

a
EZ[QBQ%"'?C]n]:[ql;QZ7"'7Qn_171]7 (Qn>1)
onga je
C
8 = [(h}(ha s 7Qn—l] (% ad — bec = (_1)71,
uAU
C
E: [ql;qQa"'7Qn—17Qn_]—] Uu ad—bc:(—l)"+1.

HNparmonannu dpojeBu

Teopema 2.11. Hpayuonanar O6poj je pewere Keagpatline JegHauUHE Ca
UEN0OPOJHUM KOePUUUIERTTUMA GKO U CAMO AKO CE MOIHCE TUPeGCULa8UTU
Kao UEPUOGAUUAH BEPUNCHU PASNOMAK.

Jlokas. (< :) JokakuMo 1a ako MparmoHaJIaH OPOj MOXKEMO IPEeJCTABU-
T Kao IepUOAWYaH BEPUKHU Pa3JIOMaK, TaJa je OH pellerhe KBaJIpaTHe
jeTHaYNHE.

[IpermocraBuMo Ja je T = [q15G2, - - - Qms Gmils -5 0n), C& NEPUOIOM
Gmt1s- -+ Gn- Taza je q, .1 = ¢, .1, na Ha ocuoBy Ilociemune 2.1 umamo 2
BaxKH1

/
q +1Pm + Pm—l
r = [QIa"'uqm7qzn+1} ===

Q;n—l—l Qm + Qm—l

= la,.--.q s Gps1] = G Pn + Pra
’ T P A Q;n-i-lQn_"anl

. P 1~ Qo Po1—Qn_ .
Onasre je —q), 1 = mplfg’"zlx = ”Plg"w”, U MHOKEH-eM HOCTICIHe jel-
m m n n

HaKOCTH JI00MjaMO KBaJIPATHY jeJIHAYNHY Ca IeJI00POjHUM KOepUINjeHTuMa,
o T:

(melQn - anlQm) :Uz - (melQn + Pan,1 - Pan,1 - Pnlem) X
+(Pp_1Py — Py_1Py) = 0.

13



(= :) Hokaxkumo cajia Ipyru cMep, OJIHOCHO Ja je WpAIMOHAJAH OpOj
peleme KBaJ[paTHE jeIHAYNHE ca IeJ00POjHUM KoedUIMjeHTuMa aKo Ce
MO2KE€ IMTPpUKa3aTHU KaO IIEpuoJrudaH BEPUZKHU pa3JIOMaK.

Heka je © = [q1;¢qq, . ..] pememe KpajapartHe jemnadnte P(z) = ax?® +
bx 4+ ¢ = 0 ca 1nemodpojunm KoedunujenTuMa a, b, c. 3a csako n € N BaxKun

qz-ﬂpn + Pnfl
qa+1Qn + Qn—l ’

OJIaKJIe JI0OMjaMo Ja ¢, | 3a/I0BO/baBa KBaJIPATHY je HAUNHY

T = [QI;Q27"'7QTL7Q;1+J -

fn ((]7/1_.,_1) = Aan.H + BnQ;z.H +C, = 0,
rJie je
A, = aPﬁ +bP,Q, + ch,
B = 2aP, Pn 1+b(P Qn 1 +Pn 1Qn) +2CQnQn—17
C —CLP2 1—|—an lQn 1+0Qn 1

[ponennmo caga koedbunujenre A,, B,,C,. Axko crasumo P(t) = a(t —

x)(t—vy) (tme je y = —g — x Takohe mparpoHaaH Opoj), TaJla BayKu

“ar(g) o (G o) (o rae)

40l < lal (2|a:|+

na je

b
' + 1) = 2|z||a|] + |b| + |a].

Amnasorno je |C,| < 2|z||a] + |b] + |a|. Jame, TupeKTHIM MHOXKEEEM H KO-
pumhiemem Teopeme 4, j1ako ce nposepasa ja je B2 — 4A,C, =

(0* — 4ac) (PyQu_1 — QnPo_1)? = b?* — dac, omakie je |B,|> < 4|A,||C.| +
b? — dacl|, na je |B,| < \/4|A4,]|Cy| + [b* — 4ac].

IIpema Tome, 3a cBaku ox kKoeduimjerara A, , B,,C,, Ia Tako u 3a I0-
JIMHOM f,, UMa caMO KOHAYHO MHOTO MOTYNHOCTH, Ha 3a HEKEe Pa3JIUduTe
k,m,n Baxu f = fm, = fn. To smaum na cy ¢, q, 4 ¥ g, Hyle HCTOT
KBaJIPATHOT TIOJITHOMA, & cy Heke nBe ucte. Heka je de3 rydspema ommro-
CTH (), .1 = {j, 1, PA3BOj OpOja T y BEPUAKHU PA3/IOMAK je UCTH IIOCJIE 1M-TOT
U TOCJIe N-TOI' MeCTa, Tj. IEePUOJINYaH je. [

Po—Qn_19t\/ (PntQn_1)*+4(— Hr
2Qn,

ITocnemuna 2.2. [G15G2, -, Gn) =

14



Joxas. Hexa je x = [q15Ga; - - -, Gn)> TATA j& T = q) = G, 4, 1A je

CCP?’L + Pn—l
xQn + C\?n—l7

quMe CMO JOOUIM KBaJpaTHy jegHaduny 110 r: Qn,z>— (P, —Qn_1)v—P, 1 =
0. PemaBamem 1o0ujene KBaIipaTHe jeHAYNHE, y3 Kopuinheme Teopeme 4,

. Po—=Qn-1t7\/ (Pn4Qn_1)?+4(-1)" .
HAJA3UMO Jla Cy pellema jeJHaKa Q1 o7 Q) DY g je n

TpedaJjo JI0Ka3aTH. O

T =[q1;q2, .- ,Qn;q;LH] =

Teopema 2.12. Hexa 3a apupogre dpojese a,b,c,d u peasar d6poj t > 1

ta + c a c¢
saoitcu b > d, lad—bc| =1 u nexa je x = . Taga cy — u — y3acWouru
| | = rd Yy g Y
TAPUUJAAHU PABAOMUL OPOJa X .
a
oxas. Heka je 5= (415 G2, - - -, qn]. 113 Teopeme 2.10 3ak/bydyjemo ja 1mo-
c
croju n TakBo Ja je (—1)" = ad — bc n 5= (15 G2, - - s Qn-1]-
ta+c

3HaMO J1a ce & MOXKe TPEJICTABUTU Kao T = brd (415 G2, - -+, Qn, t].
Kaxko je t > 1, MokeMO Ta pa3BUTHU Yy BEPUKHU PA3JIOMaK, U TO HEKa je t =
[Gn115 Gnr2s - -] (Gnir > 1). Taga nvmamo paseoj T = [q1;q2; - - -, Gns Gui1s - - -]
Uy IbeMy Cy Y3aCTOITHU MAPIUjaIHA PA3IOMITU Q—" u 0 — YIPaBO jeJIHaKu

n n—1
a c
- " —. [
b d
. a . |a
Teopema 2.13. Hexa je x € R u nexa passomax 3 wWaxas ga je 3 x’ <
a
——. Taga je — wapyujarry padromax 3a x.
op2 ga j b puY) p
a

Jloxas. PazBujmo 5 ¥ BEPIIKHI Pa3JioMaK (915 G2, - - -, qn). VI3 Teopeme 2.10

. . a
3aKJBYIyjEMO J1a MOYKEMO TIOJIECUTH HAPHOCT Opoja n Tako ja (—1)" (Z — x)

Oy/ie TTO3UTUBHO.

n a Pn—l . a .
O3HauUMO Ca — = — U ImaprnujaJjaHe pa3jioOMKe 3a —. Hexka je x
Qn b Qn—l b
tPn + Pn—l
O0OJINKa, & = —————————.
th + Qn—l

15



P, Pn,
Axo je t > 1, uz Teopeme 2.12 cieau ga cy — .

HapIyjagaHu
Qn Qn—l
pas3JIOMIIH 3a .
Bancra,
1 a PnQn—l - Pn—lQn 1
— > —1”(——3}):—1” =
1
> EERVESE
(t+1)Q3
majet+1>2 1j.t>1. O

Teopema 2.14. 3a ceaxu upupogar 6poj d xoju Huje K8agpaii, Pa3eo]) Vd
Y BEPUNHCHU PA3AOMAK Je 00AUKA [ql;q2,q3,q4, e ,q4,q3,q2,2q1}. 3a cearo

n eaorcu q, < 2q1 = 2|Vd], apu wemy je ¢, = 2|Vd] axo u camo axo je
‘Pr%fl - infl‘ =1

Joxas. Hexa je vVd = [q1; G2, 3, - . .]. AKO je [q1;Gas ... qu] = BazKu

Q Y

qn+1Qn + Qn 1 Qn 1 Q;H-lQn + Qn—l
Qn Qn

Vi)

Gnt1 < Gy =

1 1
Q. (p _ Qn\/@ —dQ3 (Q

< dQQ(L\/_J+2)

Crenmjasmo, ako je |P2 — dQ?| > 1, Baxu ¢nyy < 2[Vd)].
Kaxko Ilenosa jeqnaunna o2 — dy? = 1 uma 5eCKOHAYHO MHOTO peIllera

(x,y) y cKyly IpHpOJHUX OpojeBa, TakBa je u jeanauuna |z? — dy?| =
Csako perneme (z,y) 3a/10BoJbaBa

1 1 1
E—\/E' = |lz—yVd|= —— < =
Y Y y(x +yvd) 2
na je, mpema Teopemu 2.13, 5 KOHBepreut 3a v/ d, j. £ = [q1;G2, -, qn] =

% 3a meko n. Ocum Tora, Tama je P2 —dQ? = +1 ucror 3Haka Kao 2= —+/d,
n

Qn
na u3 Teopeme 2.6 umamo P2 — dQ? = (—1)™.
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Kako Omcmo jokazanm Jla BEpUKHU Pa3joMakK 3a Pas3Boj Opoja Vd
UMa TEePUONLY G2,qs3, - - -, q3, 2, 2¢1, Tj. Ja €JIEMEHTH IepPuoje Oe3 IOoCJIe/I-
el YMHE TAJUHIPOM & JIa je TIOCTIEIbU jeTHAK 2¢;, TOTPEdHO je JToKa3aTh

@1 @) = [Gns - 1] 1 Gy = 2¢1.

Nmamo ma je [ga, ..., qn] = Pn?z;Qn u (g, qn-1] = #{;QH. Us
Teopeme 2.3 3aKJbydyjeMo Jia BaXKM [¢y, - - -, ga] = QQ:. Jlakiie, TOBOJBHO je

AoKazaTu xa je Qn-1 = P — q1Qn.
Hajmupe, younmo ma Baxku Q, > P, — ¢1Q, jep je Pn—QIZQn

> 1 1 BaxKu

tPn+(dQn_q1Pn) —

Ont (Pr—a100) Vd. Kako je oBa jeJITHAKOCT

Opeaumo Opoj t 3a Koju je
€KBUBAJIEHTHA Ca

t(P—QuVd) = (a+Vad) P~ (aVd+d)Q,
= <Q1 + \/Zi) <Pn - Qn\/a) )

gooujamo t = q; + Vd > 1. Kako Cy UCIIyIbeHe CBe IpeTIocTaBKe n3 Te-

—q1 P .
opeme 2.12; cnenm s1a cy dlﬁ?“_# u g—" Y3aCTOIHU TAPIUjaJTHA PA3TIOMIIA
n n n
. =1 P P
3a Vd. Oparie, name, UMaMoO 12 je d]? _q‘leP = o -, & Kako Cy Imap-

[MjaJTHU Pa3JIOMIIM HeCKpaTwBh, cjiean jaa je @, 1 = P, — ¢1Q,. Haxie,
155 an] = [ans - @]

Cama je u3 Ilocaemure 2.2

Pn + Q1Qn - Qn—l - \/(Pn + qun + Qn—1)2 + 4(_1)71
2Qn '

Kako je Qn—l =P, - qun n Pg + (_1)71 = dQ%a TaJla je [2QI7 qz, - .. 7(12] =

qun+\/ PT%"F(_]-)” — ql + \/E

an
Haxe, ciemn ma je [q13q2, s, - - -, 42, 2q1] = Vd 1 gny1 = 2q1. O

[2(]17q27 s ,Q2] =

17



ITpumep 2.5. YoopeauTtu BeprKHe Pa3/iOMKe KBaJIpATHIX KOPeHa OpojeBa
1234 u 2024.

Pewere. Bpojesu 1234 u 2024 mucy KBajpaTHU KOPEHU HU jeJIHOT Opoja.
Unak, mUX MOXKEMO MIPEJCTABUTH HA CYIITHHCKHU JIPYTadiju HAYWH, 11a he u
IbUXOBU PA3BOjU y BEPHKHE PA3JIOMKE OUTHU Jpyradujer tuna - opoj v/ 1234
“Ma pa3Boj y OeCKOHa4YaH BEPYKHU pas3J/iOMak, JIOK 0poj V2024 uma Oec-
KOHAYaH, aJli MMePUOJNIaH Pa3BOj y BEPUIKHHU pasjioMak. 3a 0poj v/ 2024
MOXKeMO TipuMeHuTn u Teopemy 2.14.

Kako je [v1234] = 35, 1o je ¢; = 35, oHOCHO Kako je | /2024 | = 44, 1o
je y Tom ciydajy q; = 44. Hakon padyHama CBHX KOHBEPreHATa JI0OMjaMO
cneniehe pasBoje:

V1234 =[35;7,1,3,1,4,4,2,9,1,1,2,3,1,1,34,1,1,3,2,1, 1, 9, 2, 4,
4,1, .

V2024 = [44;1, 88|

Pazsor zamro ce 6poj /2024 morao mpeCTaBUTHA TPEKO MMEPUOTUIHOT
BEPUKHOT' PA3JIOMKa, a 0poj V1234 me, je 3aTo mro ce Opoj 2024 moxe
npeactaBuT Kao 2024 = 45-45—1 = 4- 506, 1j. umamo [lenoBy jemnaunmy
452 —506-2% = 1, a 6poj 1234 He MOXKEMO IIpe/ICTABATH Ha, Taj HAYNH. [

ITocnemumna 2.3. Vpehenu tap upupogrux bpojesa (x,y) je pewerve jegra-
wune |22 — dy?| = 1 axo u camo axo je, sa nexo n € N, pagaomax % n-Wu

aapuujainu pazaomar 3a Vd = [q1;qa, ... U quyr = 2|Vd]. Ipu wome je
x? —dy? = (=1)" L.

IMocnenuna 2.4. Jegrnavuna x° — dy? = —1 uma yearobpojra pewerva axo
U CAMO GKO BEPUINCHU PABAOMAK 30 \/d UMa Tepuog HeTapHe Gydrcune.
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2.3 AJropuram 3a padyyHarmbe BEPU>KHUX pPa3JIOMaKa

BpennocT Bepm:KHUX pasjoMaka HHje MPAKTUIHO HU3PAIYHABATUH ITPU-
MeHOM JiecbuHuImje, jep OU ce TaKBO padyHamhe 00aB/baJsIo Ca JIeCHE Ha JIEBY
crpany. To du 3HAYUIIO J1a ce JyOnMHA M3padyHaBamba MOPA OJIPEIUTH YHA-
peJ.

OjsiepoB asropuram IpeJicTaB/ba O0J/bU HAYUH 33 PadyHaH€ BPEIHOCTU
BEPIKHUX Pa3J/iOMaKa 0 = £ To je ajropuraM TJe Cce Te BPEIHOCTHU

k
padyHajy MPUMEHOM peKypeHTHUuX u3pasa u3 Teopeme 2.2. 3a oBaj mpucrym

HIje TOTPeOHO TTo3HaBabe JyOnHe n3padyHaBatba YHAIIPE, adu JUPEKTHA
IpuMeHa n3pasa u3 Teopeme 2.2 10BOU 10 TOTA J1a BpeaHoctu P, u QQy Oymy
I BeOMa MaJie Ul BeoMa BeJIMKe. 10 MOXKe JIOBECTH JI0 IIOTKOpadeba UIh
MpeKopadema y apuTMETHUIN ITOKPETHOT 3ape3a.

Oge mipoditeme permraBa mogugukrosaru JIeny06 artoputliam 36 8EPUAHCHE
PA3NOMKE.
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Algorithm 1: Monudukosanu Jlenmos ajgropuram

Input: Bpennoctu ay, by TavHOCT M3padyHaBama €, KaO U
BpeaHOoCT 0 > ()

Ry = qy

if ayp = 0 then
‘ RO =9

else

if |ap| < 6 then
| Ry := 4 -signayg
end
end
CO = Ro, DO = O7 AO = +OO, k:=0
while |A; — 1| > ¢ do
k:=k+1
Ck = a + bk/Ck,1
if C;, =0 then
| Cp:=90
else
if |Cy| < 6 then
| C} :=0-signC}y
end
end
Dk = ap + kak—l
if D, = 0 then
‘ Dk =9
else
if |Dy| < 6 then
‘ Dk = 5 . SigHDk
end
end
Dk = 1/Dk, Ak = Cka, Rk = kalAk
end
return R

20



ITpumep 2.6. Pauyname BpesanocTu dpoja e.

Pewerve. OBoMm m1podsiemy mpuctynunhemo Ha Ba HaYUHA - TpeKo Tejaopo-
BOI' pela U IIPEKO BEPUZKHUX PA3JIOMaKa.

Bpoj e MoxkeMO TIpe/ICTaBUTH IIPEKO BEPUZKHOT PA3JIOMKa Kao

e~ 2

1234
?17172737"'

rnejeay=2,a,=k(keN), by =1,b,=k—1(k > 2).

S
€

cj
€

Aj

7
Ay

© 00~ O T W N+~ F

2.0000000000
2.5000000000
2.6666666667
2.7083333333
2.7166666667
2.7180555556
2.7182539683
2.7182787698
2.7182815256
2.7182818011
2.7182818262
2.7182818283
2.7182818284
2.7182818285
2.7182818285

3.0000000000
2.6666666667
2.7272727273
2.7169811321
2.7184466019
2.7182633318
2.7182836939
2.7182816577
2.7182818428
2.7182818274
2.7182818285
2.7182818285
2.7182818285
2.7182818285
2.7182818285

7.18e — 001
2.18e — 001
5.16e — 002
9.94e — 003
1.61e — 003
2.26e — 004
2.78e — 005
3.05¢e — 006
3.02e — 007
2.73e — 008
2.26e — 009
1.72e — 010
1.22e — 011
8.14e — 013
5.0le — 014

2.81e — 001
5.16e — 002
8.99¢e — 003
1.30e — 003
1.64e — 004
1.84e — 005
1.86e — 006
1.70e — 007
1.43e — 008
1.10e — 009
7.94e — 011
5.31le — 012
3.34e — 013
1.90e — 014
2.22e — 015

Tadena 1: Bpemanoctu dpoja e modujene momohy Tejroposor pesa u Bepu-
JKHOT' Pa3JIOMKa, Kao U ojrosapajyhe arcosyTHe rperke.

YV Tabemn 1 cy mare BpemnocTn € u €)', kao u rpemke Af = |ef — e| u
Azf = ‘ezf — e’ n3padyHaBama 0Opoja e momohy TejiopoBor passoja dpoja

e’ 3a x = 1 u ojroBapajyher odJimKa BEPUZKHOT pa3/IOMKA.

MozkeMO IPUMETUTH Jia MPUMEHOM BEPHUKHOI Pa3jIOMKa J0OMjaMO I'O-
TOBO 3a I1e0 PeJi BeJIMInHe Bely TaTHOCT Hero cyMupameM pega. 3a k = 30
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oBa pasyimka je 3 pema Beiauunne. TejiopoB pa3soj dyukiuje e 3a © = 1
BeoMa, Op30 KOHBEPrupa, Ia OM y CJIyd4ajy NpUMeHe HEKOI' CIIOpHhjer pefa,
pe3yaTaTu OUIU jOI TIOTOJIHU)U 38 BEPHKHE Pa3/IOMKe. ]

IIpumep 2.7. Bpoj 7.

Pewere. Bpoj m MoxkeMO TIpeJICTABUTH TTPEKO BEPHUKHOT PA3JIOMKa Kao

4 12 32 57 _3_12325272 4 1% 22 32
T=1179 1776767676777 173757707

3 dwnodanToBe jegHAUYMHE

HunodanTosa jeqnadnHa je jeJHatuNHA 0OJIUKA

f(z1,...,2x) =0

rze je f mommuaoM (07 kK TIPOMEHJBUBUX X1, ..., Tk ) Ca MEJIUM KOoedHIu-
jeHTHMa, YHja pellerha TPaXKUMO HCKJBYUMBO Y CKYILy Iiejux opojeBa. He
IIOCTOJU aJIropuTaM Koju ou 3a cBaky JlmodaHTOBY jeqHavunHy OJTy9IHBaO
Jla Jin OHa uMa pernema. JlnodanToBe jeHadnHe MOry OUTH JIMHEAPHE W
HeJTUHeapHe.

Hedbununuja 3.1. Jeanauuny ax + bz = ¢, rae ¢y a,b u ¢ neaun dpojeBu
na#0,b# 0, nasuBamo aureapra [uoparosa jegnavunra. Bpojeru x u y
KOJH 33/10BOJbaBa]jy jeIHAYNHY HA3WBajy Ce Pellerha jeTHadnHe.

[Ipumep HemuHEAPHUX TUOMAHTCKHUX jeIHAYNHA KOJU KOPUCTH METOILY
BePIKHOT pasiomka cy llemose jemnadmne.

Hedbunnnuja 3.2. Heka je m mo3uTuBaH 11€0 Opoj KOju HUje MOTIYH KBa-
napat. Tana je IlenoBa jeqnaunna jeHadImHA OOJIUKA

z? —my? = 1.
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Tpusujanna pemema cBake Ilenose jennaunne cy © = +1, y = 0, 10K
Cy CBa JIpyra peniema HEeTPUBHUjaJIHA.

Kon pemmaBama neknx JIlnodaHTOBUX je/IHAUNHA jJaB/ba]y Ce TapIjaJTHI
paz3JIoMITH, JIOK IbUXOBa BaXKHOCT JI0JIa3U JI0 U3parkaja npu pemraBamy lle-
J0BUX jeaHaunna. To cy jeanadnne odiauka x? —dy? = 1, rae je d npupojan
OpOj KOoju HUje TOTIIYH KBaJIpar.

V3 0By jefHaUNHY aHAIM3HUpA ce U jeaHadnHa 12 —dy? = —1. O3Haamvo
KOHBEPI'eHTE Y pa3B0jy BEPHKHOI Pa3joMKa Opoja Vd ca %. Tama Baxku

Pk2 - in = (—1)k+1tk+1,

rze je uu3 {t;}, .y AeduHICaH y aaropuTMy 3a pa3Boj opoja Vd y BeprKHUI
pasIoMax.

OnaBae MOKEeMO 3aK/bydnuTH Ja jeinadnmua x2 — dy? = 1 yBek nma
(GeckoHAUHO) pelliema y CKyIly MPUPOJHHUX OpojeBa, JIOK jeJHaduHa T2 —
dy? = —1 nMa perrerba aKo W CaMo aKoO je JAyKIHa IePHoJia Iy Pa3Bojy O
Vd nenapua. Axko je (X,Y) najmame peleme y CKyIly IPUPOJHUX OpojeBa
jemnaunne 2 — dy* = 1, ouga je (X,Y) = (P, Qr—1) win (Po_1, Q2r—1)
y 3aBHCHOCTH OJ] TOTa Jia JIU je Jy?KWHa IepHo/ia 1 MapHa NN HellapHa.

4 Kpunrorpaduja jaBHOr Kjpyda

4.1 VYBoxm y kKpunrorpadujy

Kpunrorpaduja npoydaa merojie 3a ycHeman IpeHOC WHMOpPMAIIIja,
IIPEKO HECHTYPHOT KOMYHHKAIT]CKOT KaHAJIA.

Ilopyky KoOjy mommsbaJjal KeJu IOCJAATA IPUMAaOILy 30BEMO OTBOPEHH
tekct. [lomusbasan oTBOpeHN TEKCT, HajIpe, TPOMEHU KopucTehu 10ro-
BopeHn KJbyd. Taj mocrymak 30Be ce ImudpoBambe, a JTOOUjeHU pe3yJITarT
mudpar. Hakon Tora mommspajal romajbe MmudpaT MpeKo HEKOT KOMY-
HUKAIMjCKOT KaHnaJsa. [IpoTuBHUK npucaymikyjyhu MoxKe cazHaTu caJiprKaj
mudpaTa, ajau KaKo He 3HA KJbYyd, HEe MOXKE OJIDEJINTH OTBOPEHU TEKCT. 3a
pa3juKy OJl Ibera, mpuMaJiall 3Ha KJbyd KOjuM je mudpupaHa nopyka, Ia
Moxe JiernudpoBaTu mudpaT u OAPEIUTH OTBOPEHU TEKCT.
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[MMudposame ce mMoxke U3BPIMIUATH TOMONY jaBHOT M HPUBATHOT KJbY4a
y 3aBUCHOCTH OJI TOTa HA KOJU HAYUUH KEJIMMO INpPEHETH WHMOPMAIUjy
OMOT'YNUTH HEHO JIeITU(POBAIHE.

Hedununmja 4.1. Kpunrocucrewm je ypehena neropka (P,C, K, E, D), tae
je P KOHaYaH CKYIl CBUX OTBOPEHUX TEKCTOBa, C KOHAYAH CKYI CBHUX IITHU-
dpara, K xormagan ckymn cBux Moryhux KibydeBa, £ CKyI CBUX (DYHKIHja
mudpoBama u D ckyn cBux dynkimja gemmudpoBama. 3a cBaku K €
nocroju ex € & u omrosapajyhu dx € D. Ilputom cy ex : P — C u
di : C — P dyukimje ca cBojcrBoM Ja je di (ex(z)) = x 3a cBaku = € P.

QyHKIMje Koje ce KOPHUCTe 3a MudpoBame ex u JernudpoBame di 3a-
Buce o K/bydua K Koju ce Mopa pa3MeHHUTH Iipe KomyHukarmuje. Tajga ce
yodaBa HOBH IpodJieM: Kako pasMeHUTH KJbyd, YKOJIUKO He TTOCTOju Oe30e-
JIaH KOMYHUKAIIA]CKU KaHAJ!

Nneja jaBHOr K/byda Cce CacTOju y TOME Jla C€ KOHCTPYUIILY KPUITOCH-
CTeMU KOJ KOjUX OU U3 MO3HaBama (MyHKIMje MudpoBama ex OUJI0 HEMO-
ryhe y peajHoM BpeMmeHy m3padyHaTu (GpyHKIUjy germmdpobama di. la-
KJIe, Y KPUIITOCHCTEMY Ca jaBHUM KJbydeM CBaKU KOpucHuk K wuma maBa
KJbyda: jaBHU €y U Tajuu di. llomupanal mudpyje oTBOpeHN TEKCT II0-
MORy jaBHOT KJbyda [IPUMAOIa g, Tj. IPUMAaoIly Iiajbe mudpar y = eg(x).
IIpumanarn tama nemudpyje mudpar kopucrehm cBoj Tajuu Kbyd dp,
dp(y) = dp (ep(x)) = x. Takobe, npumasal Mopa UMaTH HEKY JOJATHY
urdOpMaInjy, 0JJHOCHO CKpuBeHHu yia3 (trapdoor), o dyHkmmju ep, na dou
caMo OH MOTa0 U3padyHaTH HbeH WHBEP3 d g, JIOK je CBUMA JIPYTUMa TO HEMO-
ryhe. TakBe pyHKIMje 9nju je UHBEP3 TEIIKO U3PAUYYHATU O€3 IMO3HABAMHA
HEKOT' JIOJATHOT MOIATKA 30BY ce Xell (byHKIIH]e.

Kpurnrocucremu ca jaBHUM KJbydeM Cy CHOPHjUA OJ MOJEPHUX CUMETPU-
gaux Kpunrocucrema (DES; IDEA, AES), ma ce y npakcu He Kopucre 3a
mudpoBame mopyka, seh 3a mudpoBame K/bydeBa, KOjU ce ITIOTOM KOPHUCTE
y KOMYHHKAIIjH [TOMONY HEKOI' CHMETPUYIHOT KPHUIITOCUCTEMA.

Kpumnrocucreme ca jaBuuM KjbydeM, Takohe, KOPUCTUMO KaJla >KEJTMMO
Ja ’nmururaaHo morouimeMo’ mopykKy. OIHOCHO, aKO IONIMJBAJIAL] IOIIAJHE
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mmdpar z = d4 (eg(x)), oHIa TpUMAJIAI] MOXKE OUTH CUTYpPaH Jia je Iopy-
Ky mocjaJja mpasa ocoda (jep camo oHa 3Ha (dyHKIM]y d4), a Takohe To
nokKasyje u jenHakoct e4(z) = eg(x).

4.2 KpunrocucreMmu 3aCHOBaHU Ha mpodsiemy dakTo-
pu3aiuje

Kpunrocucremu ca jaBHUM KJbydeM U Xelll (pYHKIIAjaMa OOUIHO Cy KOH-
CTPYUCAHU HAJ MAaTEMATHIKUM ITPOOJIEMUMA BEJIMKE CJIOKCHOCTU, & jeJIaH
0J1 IO3HATUX U 9eCTO MPUMEbUBAHUX IIPOdJIeMa, je IIpodsieM (pbakTopusaliuje
BEJIMKUX IIPUPOIHUX OpojeBa.

Hajmosnaruju kpunrocucreMm ca jaBuuM KibydeMm je RSA kpurnrocucrem.
Omn je mactao y 1977. roguHu, a uMme je JT00MO 10 MOYETHUM CJIOBUMA, CBOjUX
npoHasia3ada: Rivest, Shamir u Adleman. Hberosa curypnocr je 3acHoBaHa
yIpaBo Ha Temkohu dakTopusaliyje BeJMKUX IPUPOIHUX OPOjeBa.

Hakon RSA kpunrocucrema, nanasu ce PadunoB kpunrocucrem. Ha-
cTao je y 1979. roqunu, a 3aCHOBAH je Ha IIPOOJIEMY padyHarmba KBaJIPaTHOT
KOpeHa cjioKeHor Opoja. HberoBo paszdujame eKBUBAJIEHTHO je PelaBaiby
podJieMa KBaJIpaTHOI KOPEHa, I1a je, EKBUBAJEHTHO U ITPOOJIeMy (paKTOpu-
3anyje.

1) RSA kpunrocucrem

Hexka je n cioxken 6poj odmka n = pq, e Cy p U ¢ Pa3JIUYATA POCTU
opojesu u p(n) Ojreposa dyHKIH]A.
Heka je P =C = Z,. Tazna je
K={(n,p,q.d,e):n=pq,de=,n 1}.
Ba K € K moxemo neduHHCATH

ex(r) =2°modn, di(y) =y modn, xz,y¢ Z,

Bpeanoctu n u e cy jaBHE BPEIHOCTH, JOK Cy BPEIHOCTH P, q U d TajHe
BpEIHOCTH, T1a je (1, e) jaBHH, J0K je (p, q,d) TajHu Kibyd.
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Kaxko je n = pq, To je

pn)=w(pg) =@-1)(¢g-1)=n-p-—qg+1.

Tpebasio 6u nokazatu 1a cy QyHKIMje ex U d jeHa IPyroj MHBEP3HeE.

3a moka3z cy nam norpedre Ojrepoa u Masta @Pepmaora reopema. Ojaeposa
TeopeMa Kaxke ja 3a r € Z,n € N kox kojux je H3/I(z,n) = 1 Baxn
z?™ =, 1. Jlok je Masa ®epmaosa Teopema mociteuia QjiIepoBe TeopeMe,
1 Kazke JIa 33 POCT Opoj p KOju He JieJn T, Baxkn P~ =, 1.

Baxmyuyjemo ja Baxu di (ex(z)) =, v% . Kako je de =,m) 1, crenn

Jla TIOCTOjU TPpUPOJIaH 0poj k Takas 1a je de = kp(n) + 1.

Huckyryjemo ciaydajese o moryhum speanocruma 3a H3/(n, x).
1° H3/I(n, z) = 1: Kopucrehu OjiepoBy Teopemy, mMaMo Jjia BaxKu

pde = el — (az“’(”))k L=, .

2° H3/I(n,z) = n: Taga je 2% =, 0 =, z.

3° H3/(n,z) = p: Tana je 2% =, 0 =, =, 1j. p | 2% — 2. s Masue
®epmaose Teopeme caean T = (:cq_l)(pfl)k ‘x =, x,na q | 2% — .
Kaxko cy p u ¢ pazauautu mpoctu OpojeBU, OHU Cy y3ajaMHO IPOCTH,

na ciaeau pq | x — x. axne, Baxku % =, x.

4° H3/(n,z) = ¢: Amajoraom auckycujoM Kao y ciydajy 3° podujamo
na Baxu % =, .

KO CM BAaKOM CJIy4Yaj] TN je % =, x, TO 3HAYU j
Kako cMo y cBakom ciyua, 00 a je zde , TO 3Ha a je

dg (ex(z)) = =.

Curypuoct RSA kpurnrocucrema mpe/ictaB/ba IPETIOCTABKA J1a je (DyHK-
mja ex(z) = z¢ mod n xem dyHkIwmja, Tj. QyHKIMja 9Uju HHBEP3 HUje Jia-
KO OJIpeJIuTu 0e3 JIoJaTHUX mojaraka. /logaTHu nojgarak koju omoryhasa
JermudpoBaibe je mo3HaBambe (hakTopu3alyje n = pg. YKOJIUKO ce Opoj n
dbakropurie, moxke ce mzpauaynaru p(n) = (p — 1)(¢ — 1). Tako ycrBapu
JI0OMjaMO EeKCIIOHEHT d YKOJIMKO MPEeKO EyKIMIoBOr ajiropTuma permMmo
JIMTHEeapHY KOHTPYEHITU]y

de E@(n) 1.
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ITpumep 4.1. I'enepucame RSA TajHor Kibyda.

Pewere. NI3adepumo Besuke rpocrte dpojeBe p u q. Heka cy To p = 11 u
g=3.Tamajen=pg=11-3=33u¢(n)=(p—1)(¢g—1)=10-2 = 20.
Caga Tpeda omabparu Opoj e Koju je ysajamuo mpoct ca ¢(n) = 20.
Heka je To Opoj e = 3.
Tpeda nponahu 6poj d Takas Ja je 3a70BOJbeHO de =,(,) 1. To pamumo
Ha cienehn nagyuH:

H3J1(7,20)=1
J1(7,20)

de =o(n) 1 & 3d=y1 21d =907 & d=9T.

JaBuu kiby4 je (n,e) = (33,3), a npusarau je d = 7.

Haxkon m3pauynaror k/byda d, mapaMeTpe p U ¢ IOTPEOHO je YHUIITUTHU
Ha CUT'ypaH HA4WH, jep YIIPaBO OJl IbUX U 3aBUCHU CUT'YPHOCT. [

ITpumep 4.2. [Mludpupame n gemudpoame RSA kpunrocucrema

Pewere. Heka je, Kao y IpeTxogHOM IpUMeEDY, jaBHU Kibyd (n,e) = (33, 3),
a nmpuBaTHU d = 7 W HEKa je m3adpaHa Mmopyka m = 8.
[MIudposame, 0HOCHO TeHepucame Iudpara ¢, IPeJICTAB/HEHO je Ha
ciregehy HAIUH:
c=,m°, =338 =3317.
HemudpoBame mudpara ¢ IpeacTaB/bEHO je Kao:

_ d

m=,cl, m=s3 17 =33 8. O

2) PabunoB KpuUIITOCHCTEM

Heka je dpoj n citoxken 6poj odbmKa n = pq, TJ1e Cy p U ¢ IPOCTU OPOjeBH
TakBU Ja je p =4 q =4 3. Heka je P =C = Z,. Tana je

K={(n,p,q) :n=pgq}.
Ba K € K moxemo jgeduHucaT
*mod n, dg(y) = +/y mod n.

ex(x) =x
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BpennocT n je jaBHa, a BPEJHOCTU P U ¢ CYy TajHE.

KonkpeTHo, 33 TOpyKy m < n padyHaMmo mmudpaT ¢ Tako Ja je m? =, c.
Kako ducmo u3 mmdpara ¢ 100uim mMopykKy m HOTpedHO je mpoHahu

pelema KOHrpyeHnujcke jeqaaante 2 =, ¢. O3HaunMMO ca m,, 0CTaTak npu
pt1l

. g+1
AeJbeby ¢ 4 Ca p, a Ca mq OCTaTaK IIPpU OE/bCHLY 6p0ja c 4 Ca (. OBaKO
2 — 2
O,ILaSpaHI/I mp n mq Cy, 3allpaBO, TaKBH Ia BaxKH mp =p cnu mq
2 p+1

2
p

Eq C.
3 . pr: p—1 K . 2 _
aunucTa, ™M =p C 2 =p c-C 2 . aKO Je m =pq C, TO Ba>XK1 1 M =p C,

Ia je ¢ KBaJIpaTHU OCTaTaK 10 MOAYIY p, Tj. Jlexkanapos cumbo! (;f) =

1. (Ykomuko p | ¢, joKa3 je TpuBHjaJaH, [a IPETIIOCTAB/LAMO Jia Cy P W

¢ y3ajamuo tpoctu.) 13 OjiaepoBor Kpurepujyma 3a KBaJpaTHE OCTATKE
nMaMo Ja je 7 =, (g) =1, nma je mf, =, ¢. AHaJIOTHO ce JlOKa3yje U 33
M.

Kaxko cy p u q y3ajamuo nipoctu OpojeBu, u3 besyose Teopeme ciem j1a
nocroje a,b € Z Tako na je ap + bqg = 1. Kopucrehu Kunecky Teopemy o
ocTaIMa, JJ00njaMO YeTUPHU pellermha MoJIa3He KOHTPYEHIIN]CKe jeIHaunHE,

1 TO:

r = (apmgy+bgm,) mod n,
9 = N —7T,
rs = (apmg —bgm,) mod n,
ry = N —7Ts.

JestHO 071 OBa WeTWpHU periemna je modeTHa nmopyka m. Koje tauno perre-
Ibe je TpaykKeHa MOpPYyKa He MOXKEMO TadHO 3HATH 0e3 J0/aTHUX mH(OpMa-
nuja.

IIpumep 4.3. [Hludpupame n nemmdpoBame Padbun kpunrocucrema.

Pewere. Heka je p =Tu g =19. Taga je n = 133. Heka je mopyka m = 25.
Mndpat ¢ Taga padyHamo u3 m? =, 625 =33 93, ma je ¢ = 93.

p+l .
Haswe, padynamo my kopucrehn ¢ + =, 93% =; 4, na je m; = 4. Taxobe,
g+1

u3z ¢ 1 =9 93° =19 6, cieau my9 = 6. Kopucrehun Eykmmios agropuram,
Haja3uMo a u b Tako na je 7a + 19b = 1, u nodujamo a = —8 u b = 3.

"Heka je a 1eo 6poj u p npoct 6poj, ehu o7 2, Taxas j1a je (a,p) = 1. Jleocangpos cum-
1, aKO je ¢ KBaJ[PATHU OCTATAK 10 MOIYIY P
—1, ako je a KBaJIpaTHU HEOCTATAK [0 MOJIYIY P

a

bon (%) neduHuIIe ce Kao: (5) =
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N3pauynajMo cajia MOTeHIIjaIHE KaHIN1aTe 38 TPaXKeHy HOPYKY:

r = (apmg+bgm,) modn=((—8)-7-6+3-19-4) mod 133 = 25,
ry = n—r; =133 —25 =108,
rs = (apmg—bgm,) modn=((—8)-7-6—3-19-4) mod 133 = 32,
r, = n—rg=133—32=101.

Tpazkena mopyka je r1. [Ipumernmo na 3a cBa 4 kauaunara, 5,1 € {1,2,3,4}
BaxKu Jia je 72 =133 93, 0 € {1,2,3,4}. O

Henocrarak PadunoBor kpunrocucrema jecte Taj mTo (DYHKIUjA €f
HHje UH]eKTUBHO IIPECINKaBAIbE.

ITocToje "eTnpm permema O MOIYIY N YUjU KBaJpaTh majy mudpar
¢, ma jemudpoBamwe HUje Moryhe CrpoBecTH Ha jeTHO3HAYAH HAYUH (OCHM
aKO je OTBOPEHU TEKCT HEKU CMUCJIEHU TEKCT, & TO HUje CJIydaj KOJI pa3MeHe
KJ/bydeBa, 3a IITa Ce KPUITOCUCTEMH Ca JaABHUM KJbydeM IIPBEHCTBEHO W
KOpHCTe). JeJaH HAYMH 3a pelraBambe OBOI IPOdJIeMa je Jla ce y OTBOPEH!
TEKCT Ha ojpeheHn HauuH ydaIu n3BecHa MpaBUIHOCT. 10 ce MOXKe ypaJuTu
TaKo Jia ce Tocyieama 64 dura MoHOBe U TaJa MOXKEMO OYEKUBATH J1a he caMo
jeaHo o1 4 perierba JIaTH pe3yJiTaT KOju UMa 33/1aTy ITPABUIHOCT.

5 dakTopu3anuja

Jla ducmo pazdmiam orBoperu TekcT RSA mim Padun kpunrocucrema,
notpebHO je 3a oapeheno konauno Bpeme m3spiuT dhakropusanujy. (To cy
KPHUIITOCUCTEMH €A JABHUM KJbYYeM U OHU Cy KOHCTPYHUCAHU HaJL IIPOOJIEMOM
daxkTopuszanuje. CaMuM TUM, IUXOBO pa3dujarmbe, OMHOCHO JIeImudPoBaIbe,
buhe pemasare Tor npodieMa (akTopusaImje).

VKOIUKO KeJInMo 13 JerudpyjeMo MopyKy Koja HOcHu Buile nHdopMa-
11ja, MoXKeJHbHO je, a HeKaJa U MOTPedHO, Jla pellleme mpodemMa Oyjie Opxe
y OJHOCY Ha pelllerbe Koje je memndpoBaio MOPYyKy ca Marmbe HHMOpMaIm-
ja. To 3naum ja 6w Ham yHampehenu ajaropuram, Tpedasio 3a UCTO BpeMe
Jla 00paJIu BUIlle WHGOpPMAIMja y OJHOCY HA MOYETHU aJrOPUTaM, Tj. YHa-
npebhenn aaropuram ou Tpedaso ga Oyae epuracuHuju. OTHOCHO, CIIOKEHOCT
aJIropuTMa Om TpedaJsia OUTH Marba.
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5.1 CuoxkeHocCT ajiropuTMa

Anropuram je Merojia (Tiporieiypa) 3a pelaBarbe HeKe Kiace IpodJema,
KOja 3a yJsa3He nojarke ojgpeheHor tuma jaje oroBop (m3jiasHe mojaTKe)
y KOHAYHOM BpPEMEHY.

Yuopehyjemo ux y oJiHOCY Ha OpOj ejleMeHTapHUX KOopakKa ITOTPEeOHUX
3a FHIXOBO U3BpINaBambe, Kao W Ha morpedan mpoctop (memopwujy). Ilof
eJIeMeHTapHUM KOPaKOM TOIpa3yMeBaMo JIOTUYIKY ONepaInjy JINC]yHKITA]E,
KOHjyKIIIje WJIN Herallje Ha ONTOBUMA - HyJlaMa U jenHuraMa. Besmauny
yJIa3HUX TojilaTaka hemo MepuTtu OpojeM OUTOBA MOTPEOHUX 3a HUXOB IPU-
Ka3.

Jla drcMo MPOTEHMITH CJI0ZKEHOCT HEKOT aJIrOPUTMa, IIOTPEOHO je J1a Ipo-
YYIUMO aCHUMIITOTCKO ITOHAINAKE OPOja Oleparyja KaJi BeJUInHA YJIa3HUX
ojlaTaka HEOTPAHUYEHO pacTe. 300I TOra HaM HHUje MOTPEdHO, & YecTO U
uuje moryhe, uspectu Tauny (Gpopmysy 3a Opoj oneparyja HeKOr aJrOPpUTMa.

Hedbunaunuja 5.1. Heka cy f,g: R — R ase dyukiuje. Taga numemo:

(1) f(x) = O(g(z)) ako mocroje zg, M > 0 Tako na je |f(z)| < M|g(x)]
3a CBaKO T > Iy,

(2) f(z)~ g(z) ako je lim L2 =1,

z—o0 9(T)

(3) f(z) = o(g(x)) ako je lim L& = 0.
z—00 9(T)
Cr0:keHOCT aJIrOpuTMa IPeJICTaB/ba OPO] ollepaluja 3a ,Hajcropuju’
cJIydaj IpU YHOCY ITPOU3BOJHHUX IOIATAKA.

ITpoceuna cyI02KEHOCT aJropuTMa IIPeICTaB/ba IIPOcedaH Opoj onepary-
ja.

Hedbununuja 5.2. [losmnoMujasan ajaropuraM je aJroputam duju je opoj
oreparja y HajcropujeM ciy4ajy dyukimja odauka O (nk), rje je n JIy-
JKHMHA yJa3Hor nojarka (y durosuma), a k je KoHcTaHTa. AJIropur™e Koju
HUCY TOJIMHOMUjAJIHU, 30BEMO €KCIIOHEHIIN]aJIHH.
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Kako rexkumo ka HajopzkeM ajiroputMmy (7a ducmo dprke semmudpoBaJiu
HOJIATKE) U IITO TeXKeM mpodieMy (fa du ce Texke pasdMo Kibyd) U TO ¥
IPOCEYHOM CJIy9ajy, TaJia y3 CJIOKEHOCT aJTOPUTMa ITOCMATPaMO U OCTaJje
eJIeMeHTe KOjU MOTY YTHIATH Ha OP3UHY U MPUMEH/bUBOCT ajropurma. 1o
Cy mpocedyaH Opoj oleparuja, Kao M CTeleH MOJUHOMA CJIOYKEHOCTU AJIro-
purMa. 3aTo, MOXKE Ce JIECUTH JIa je TPOOJIeM HaJl KOjUM CMO KOHCTDYHUCAJIH
KJbYd ,,Te2KaK’ Yy M30JI0BAHOM, aJI HE M Y IIPOCETHOM CJIydajy, Kao M TO Ja
ACHUMIITOTCKU CIIOPHUjU AJITOPUTAM, MOYXKE OUTU OPrKe MU3BPIIIECH.

Hedbunaunuja 5.3. CydekclOHEHIjaIHN AJTOPUTAM je aJITOPUTAM THja je
coxkeHocT dyHkimja odauka O (e"(”)), rJe je n JyKWHa yJIa3HOT MTO/IaTKA.

Hajbomu nosnatu ajaropurmu 3a (hakTOpHU3aInjy MPUPOIHOT Opoja [N
cy cyOEKCIIOHEHITHjaTHU U FbUX0Ba CJIOYKEHOCT je (DyHKIMja 0OJIMKA

LN(U, C) = O <ec(lnN)U(1H1nN)1*v>

3av =3 mm v = 5. Younmo ga 3a v = 0 mmamo Ly (0,¢) = O ((In N)©), nox
3a v =1 umamo Ly(1,¢) = O (N¢). Jakie, cyOeKCIOHEHIINjATHN AJITOPUT-
MU KOjHu oAroBapajy BpeaHoctuma v,0 < v < 1, cy aCHMIOTOTCKHU CHOPHUjH

01, TIOJIMHOMUjAJTHUX, &JTU Cy OP?KU OJT TOTAJHO €KCIIOHEHIINjATHUX, Tj. OHUX
. . . k .
qnja je caokeHocT MyHKImja odimka O (e” ) [TosmmaOMUjaTHN aITOPUTMU

cuaiajy y eduKacHe, JIOK €KCIIOHEHIIMJAJHU CIIaJIajy y HeedUKACHE AJIro-
puTMe.

5.2 MeTtoma Bepu>KHOT pa3JiOMKa

Ommra Meroia pakToOpu3alyje MOTUBUCAHA je Depmaosom daxiiopusa-
Yujom ITPUMEHHEHOM Ha, OpOj M KOju je MPOom3BOJI JIBa, ,,0ucka’ dpoja. Takas
Opoj n je paz/mKa KBaJIpaTa JiBa IIPUPOIHA Opoja OJl KOjUX je jeJlaH jaKo
MaJd, a JIpYTH je oam3y Opoja /n.

OHocHO, aKo je n = ab, rue je |a—b| 6poj diusy Hys1e, Taga je n = t*—s
ut= “T*b, as= “T_b Bauncra, Kajia je 3a70BO/BEHO 11a je |a — b| duusy Hyue,
Opoj s je jako Masu, a 6poj t je maso Behn om /n.

JennocraBanM ncnpodasamem moryhnocTu 3a t mehy Opojesuma |/n |+
1, [v/n] +2, -+, mamasumo ¢, a camum TuM u oxapehyjemo dbaxTopuzamjy
opoja n.

2
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Kacauje meroge, moruucane @epmaoBoM hakTOPU3AINAjOM, MOIUMDH-
KOBaHe Cy TaKO Jla yMECTO Tparkema OpojeBa s u t KOjU 3aJ0BOJhaBa]y
n = t? — s%, Tpazkumo Opojese s u t Takse Ja 3aj0B0sbaBajy n | t2 — s% Tj.
2 =, s%.

Vkomuko t? #, s?, Taja Kaxemo ga cy H3JI(t + s,n) u H3J(t — s, n)
HeTpuBHjaHU (pakTOpU Opoja N.

Hajcrapuja MeTosa Koja ce ocjiarba Ha TaKaB aJlOPUTAM je YIIPaBO Me-
WOGa 6EPUNCHOT PASAOMEKQ. >

Heka je n cimoxen 6poj umjy dakropuszaimjy KeamMo Ja mnpoHabhemo.
YKOJIMKO N HUje MOTIYH KBaJpaT, Taja je pa3Boj Opoja /N y BepUKHU
pazioMak mepuoandan. Taanuje duhe:

xr = [ao; A1,0a2," " ,0r_1, 2&0]
Bepmxkuan pasiioMak Taja padyHaMO IPEKO aJrOpUTMA:

GOZL\/EJ, SOZO, t():l
2
7 n—s; .

Heka je % = lao; a;, a;, - -+, a;]. Taga Baxku cienehe:
K

PZ-2 — TLCQZ2 = (—1>i+1 . ti—l—l n 0< tl < 2\/5

OpaBzie 3ak/bydyjeMo J1a TapIUjaJHd PA3JIOMII BEPUZKHOT PA3JIOMKA 3a-
JIOBOJbaBa]y KOHI'PYEHIIHje OOJIMKA
2 _
]DZ‘ =n Wy,
e je w; peJaTuBHO Maym Opoj. Axko mporabheMo w;-OBe TakBe ga WM
je mpouM3BOJ| MOTIYH KBaJpaT (HEKa Cy TO Wy, -+ , W, , TAKBA JIa BayKH
W, * Wy, = w?), Tajla CMO NPOHAINLIM KOHIPyeHIH]y Py, -+ Py, =, w?
na cy H3(Py, - - Py, +w,n) u H3A(Py, - - - Py,, —w,n) KaHIUIATH 3a He-
TpuBHjaJiaH paKTOp Opoja 1. Y KOJIUKO HUCMO ITPOHAIILIN HU jeJilaH (paKTop

2Meroma BepHKHOT pas3JIoMKa Ipyradmje ce Haszusa Brillhart-Morrisonova metioga Oy-
nyhu na cy je onm 1970. roguue uckopuctuin 3a dpakropusarujy Pepmaosor dpoja 22" 1.
Nnak, ocnoBua uneja ce moxke nahu Beh y pagosuma Kraitchika, Lehmera u Powersa 20-
Tux n 30-tux roamaa 20. Beka
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TpaxkeHor Opoja n, Tpeda MOTPaXKUTH JpPyry KoMOuWHAIujy OpojeBa w; U
MOHAB/BAMO MOCTYIIAK. 300T MEPUOIMIHOCTH Pa3Boja Opoja /N y BEepUKHA
pazjioMak d0pojeBH t;, OJIHOCHO w;, Touehe Jia ce TOHABIHA]Y.

NnycTpyjMo OBy MeTOIy HapeJHUM ITPUMEPOM.
IIpumep 5.1. @akropucaru O6poj 16463 momohy BeprmKHUX pa3ioMaka.

Pewere. PaszBoj 0poja v/ 16463 y BepuKHU pas3jioMakK je

V16463 = [128;3,4,10,1,12,1,1,2,7,1,7,2,1,1,12,1, 10, 4, 3, 256].

Koedunujentu n3 paspoja dpoja v/ 16463 y BeprKHU pa3joMaK JIaTu Cy
caenehoM TadeaoM:

1| s t; a; | P,(modN)
0 0 1 ]128 128

1 1128 | 79 3 385
2 | 109 | 58 4 1668
3 123 | 23 | 10 602
4 1107 218 | 1 2270
5 [111 | 19 | 12 11379
6 | 117|146 | 1 13649
7129 107 1 8565
8 | 78 | 97 2 14316
9 |116 | 31 | 7 9999
10 | 101 | 202 | 1 7852
11 | 101 | 31 7 15574
12 | 116 | 97 2 6074

N3 Tadese Buaumo 11a je
(=1)% - tg- (—1)* - t;, =97-97 = 97°
MoxkeMO TPUMETHUTH U JIa je

P2.P? = 85652-15574% = (8565-15574)% = 133391310% = 6463 80847 =463 97°
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Baxu u P? =, w;, na je P? - P =i6463 Wy - W11, Tj. ofaTie je
_ 2
wr - w11 =16463 97

Kanmumatn 3a merpusmjasan daktop Opoja 16463 cy H3/1(8084 +
97,16463) u H3J1(8084 — 97,16463). Hajsehu 3ajennuuku mesmiar; Tux
OpojeBa modujamo ymorpedom EykianmoBor agropurma, a To cy opojesu 101
u 163.

Yupaso To cy u dhakTopu Opoja 16463 Koju je Tpedaso ma dpakTOpHUIIIe-
Mo, Tj. Baxku 16463 = 101 - 163. [

5.3 VYormmreHa MeToa BEPUXKHOTI pa3JioMKa

VYKOJIMKO YOIIIITUMO OBaj METOJ, METO/Ia BEPHKHOI PA3JIOMKa IOCTaje
edukacuuja Meroga. la ducmo To mocTUriM, KOpUCTUMO 0a3y akTopa 3a
HaJIayKerhe peJlallija 00JIuKa Wy, « -« * Wy, = w? Ha cienehn HaYMH.

dopmupamo dazy daxktopa B Koja ce cactoju ox d0poja -1, kKao u mpo-
cTux OpojeBa MamUX WK jeqHAaKuX omadopanoj rpanutiu M. Hehe ce cBaku
pocT Opoj Hajaa3uTu y pakTopckoj da3m, Beh he ce 3a HemapaH mpocT
Opoj p; MarmbU WK jeJIHAK 0/1adpPaHOj I'PAHUIM padyHATH BpeaHoCT JIekan-
nposor cumbosia n 1o p;. Caja Tpeda cBakd w; MPUKa3aTU Ko JIMHEAPHY
KoMOUMHAIMjy esiemeHata daze daxrTopa B.

Hexka 0aza dakTopa nma m ejiemeHara.
Hakon dakropuzanuje dap m + 1 d6pojeBa w;, mocMaTpamMo ojronapajyhe
BEKTOpPE IMAapHOCTH €KCIIOHeHAaTa. Y KOJIMKO je eKCIIOHEeHT napaH, muire ce (),
yKoJmKO je Henapas mumrie ce 1. To cy Bexkropu y Z35', rue je Zo = {0,1}.
Kako TakBux BekTOpa uMa BHUIIlE O] JIMMEH3Uje IPUIIAIHOI BEKTOPCKOI
IPOCTOPA, OHU Cy JIMHEAPHO 3aBUCHU. ['aycOBOM METOOM eJTMMUHAII]E MO-
JKeMO TpoHahm HUXOBY HETPHUBHjAJHY JIMHEAPHY KOMOWHAIIM]Y KOja Jiaje
Hysa BeKTOop. To 3Ha4m j1a MOxKeMO TpoHahu TOJICKYT w;-OBa TaKaB Jia je
cyMa IPHUIIHIX BEKTOPa MapHOCTU HapHA, & O/aTJiie 3aK/bydyjeMo Ja je
MIPOU3BOJ, TUX W;-OBa MOTIIYH KBaJPaT.

Kom metonie BepuzKHOT pasjioMKa, OTIPHUJIAKE T0JIa ITPOCTUX OPOjeBa ce
MOZKe M30CTaBUTH U3 Oasze dakropa B. Axo p | w;, onna p | P? — nQ?, Tj.
P? =, nQ,;%, ma je m KBaJpPATHN OCTATAK IO MOIYIY p. 3aTo ce u3 ba3e
dakTOpa MOry M3DAIUTH CBU OHH (PAaKTOPHU p TAaKBHU Jia 1 HUje KBaJIPaTHU

ocTaTaK MO MOIYJY P.
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[IITo ce Tuve C/IOXKEHOCTH METOJIe BEPUKHOT Pa3JIOMKa, MOYXKE Ce TOKa-
3aTH Ja je ONTHMAaJaH M300p IpaHmIe Takas ga je M = eVBninlnn g e
OYEKHMBAaHU OPOj oreparuja

O (e(\/i+6)\/1nnlnlnn> )

OBakBa mporieHa Huje (POPMAJTHO JOKa3aHa, Beh ce 3aCHMBaA Ha HEJIOKa-
3aHUM TeYPUCTUYKUM TIPETIOCTABKAMA.

ITpumep 5.2. @akropucaru Opoj 12378523 momohy BepmKHIX pa3IoMaKa.

Pewerve. Heka je baza dakropa B = {—1,2,3,11,13} TakBa ja ce cacroju
0J1 Opoja -1 u cBUX MPOCTUX OPOjeBa MAILUX WM jeHakux of 13. 3a ropiy
IPaHUIy TPOCTUX (hakTopa y3uMamo opoj 79.

Kama nspadynamo pasBoj opoja /12378523 y BepmKHE pa3joMak, Ji0-
oujamo Opojese t;. IlocmaTpajmo camo one OpojeBe t; KOje y HMOTIIyHOCTH
MoxkeMo (pakTopucatu nomohy dakropcke daze. Pakropucanu dpojeBu t;
ca TMPUIIAJTHUM BEKTOPUMA MAPHOCTH €KCIOHEHATA MPUKA3aHU CYy Y HApeJI-
HOj Tadesn:

i (=% [-1[2[3[11[13[79[41][59]37
3] —3-13 |1]0[1]0]1

6| 3579 |ojo|[1]0] 0|1
7|-2-32.41]1|1]0]0]0]|0]1

8| 32.132 |o|o|lojo|0|o0]|oO

Kako 3a i = 8 umamo mysa-Bpery, To je (—1)%; = (3 - 13)%. Cazma Tpe-
Oa mcrnmTaTH g2 Ju je Taj 0poj dakTop Opoja m u oxpehyjemo perrerme
P? =, (—1)8,;. Iobujamo 123784842 =, 392. Kaxko je majsehu zajeanuaxu
nenutan OpojeBa 12378484 —39 u n jegnax 1, To je Ha OBaj HAYUH HEMOT'yhe
dakTopucaru 6poj n. 300r Tora oadaIryjeMo BPCTY ¢ = 8 U HACTAB/HAMO Ca
padyHameM pa3Boja BEPUIKHOT PA3JIOMKA.
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i (—1)t; | -1]2[3[11[13[79[41[59 37
11| 3259 |[1|0[0l0o]O0]O0]0]1
13| —2-32.112 |1 (1/0/0|0]|0]0]O
16 2-3-13-41/0|1][1]0[1]0/|1]0
22| 3.13-59 |0 |0|1|0|1]0|0]1
25| —3-372 | 1|0[1]0|l0|0|0|0]O
32| 112.41 |o|ojojO0 OO |1]0]O
43| =3-13-41 |1 ]0|1| 0| 1[0 |1|0]0

TpenyTHo y Tadauru umamo 10 Bpera, jep He padyHamo Bpery i = 8 (0J1-
darmm ¢Mo je, jep je HyJIa-BPCTa, a HUCMO J100uIu (haKTOpHU3alujy opoja n
PEKO 1e). Y CKyIy cBuX (haKTOpa KOjU ce MojaBibyjy y dakTopu3ammjama
nma 9 ejlemMeHaTa, 1ma oJaTJie 3aKJ/byIyjeMO Jia IIOCTOju MOTryhHOCT HaJjaxke-
ba TOTIIYHOT KBaJIpaTa. ['ayCoBUM eJIMMUHAIIjaMa TPayKUMO KOMOUHAIIN]Y
KOja Jiaje oTIyHu KBajapaT. Heke KoMOnHaIje Koje J/1ajy MOTIyHA KBaJIpaT
Te oJroBapajyhe KoHrpyeHIje Cy:

— p2p2p2
tstrlig =n Py F§ Prs,
tstiitay =, P3P P,
— p2p2 p2
trtistse =n Py Pio Py,
t7t11t16t22 =n P62P120P125P221

Pauynamem 1o/1a3uMo 10 3aKJ/bydKa JIa HU jeTHA OJ TUX KOMOWHAIIN]a

He Jlaje HeTpuBHjaHe (pakTope Opoja m, Ma HACTaB/HAMO TPAXKHUTH HYJIa-

BPCTY.
Tako j1o/1a3uMo0 /10 KOMOWHAIIHI]E:

tataatsy = (37117 - 13% - 41%) = 17589°.

Nmamo KoHTrpyeHIHjy:
P2P2 P} =, 17589,
(56293 - 1351545 - 9955325)2 =,, 175892,

123423012 =,, 17589,
123423012 — 175892 =,, 0.

Hajsehu 3ajequnuku nesmar opojesa 12342301 —17589 u n = 12378523
je opoj 1993, ma je on jeman dpaxrop Opoja n. Hajsehu 3ajequunaku meuniair
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opojeBa 12342301 + 17589 u n = 12378523 je dpoj 6211, ma je To aApyru
daxTop, Tj. YMHAJIAIL, Opoja Nn.

Ha raj mrauns m0o0mm cmo daxkTopuzamnujy opoja n = 1993-6211 = 12378523.
O]

KowmenTap: Hamnaxeme normyHor kBajipaTta Mehy OpojeBuma t; He 3Ha-
qn u Jodujame akTopa opoja n. Moxke ce mecutu na kao H3J modujemo
opoj 1 mm cam Opoj n, 1ma Taja Tpeda TPaXKUTU HEKU JPYTH MOTIYHU KBa-
JpaT, a ako ra He ycuemo mpoHahu, Taja Tpeda Jia ce BpaTUMO Ha ITOYeTak
U U3padyHaMO jOII BUIE Opojesa t;.

6 YmecTo 3aKJby4dKa

VY camMoMm MOYeTKy paJia MPOILIH CMO KPO3 TEOPUjCKe OCHOBE BEPUAKHUX
pa3joMaKa, Kao U KPUIITOCUCTEMA.

[Ipukazaum cMO TO Jia ce CBAaKHM PaIlMOHAJIAH OPOj MOXKe MPUKA3aTU Y
00JIMKY KOHAYHOTI, JIOK C€ CBAaKH HpPAIMOHAJAH OpOj MOXKEe IPHUKA3ATU Yy
00JINKY DECKOHAYHOI' BEPHKHOT PA3JIOMKA.

Hcrakiam cMO KPUNITOCHCTEME KOHCTPYHUCAHE HaJl IIpodaeMuMa (hakTo-
pu3alyje, a 3aTUM U OIUCAJHM METOJIy HHUXOBOT JeNmudpoBamba MoMohy
BEPMKHUX pa3joMaka. Takohe, JarT je mpUKa3 W OIIITHJEr METOJIa ITPEKO
0aze daxrTopa.

Kos MeTosie BeprzKHOT pas3jioMKa 9ecTO ce YMECTO pasBoja Opoja +/n,
ocMaTpa passoj opoja vVkn y BepHIKHHI PasIoMaK, 3a HEKH 11e0 0poj k Koju
HUje MOTIYyH KBajapar. To pajaumo oHJa Kaj Opoj /N HeMa JOBOJHHO JIyT
nepuoy. Hesesano 3a TO Ja Jim mocMaTpamMo passoj Opoja /n mimm opoja
Vkn, k € Z, oneparuje Koje U3BpIIABAMO Cy OIEpaIdje [0 MOLYILY 7.

Takobhe, d0poj k yrude Ha mpocte dpojeBe y da3u dhaxTopa, 1a he g00pum
o1adupoM Opoja k u Opoj mpocTux OpojeBa y 6a3u dpakTopa OUTH MabU.

Baxkno je mamomenyTu u TO Jia he oHaj Koju 3ajaje mudpy MMaTH €K-
CIIOHEHITUjaJTHO JIAKIIN TI0CA0 OJT OHOT KOjU Ty mudpy Keju Ja gernmdpyje.
o Tora moJra3m 3aTO MITO je UCHUTHBAE IIPOCTOCTH BEJIUKOT Opoja ajro-
pUTaM TOJMHOMCKE CJIO?KEHOCTU, & CaMHM THM je JIAKIIU IPOOJIeM HEro
daxkTopusaruja.
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V3 10, 32 UCTH HUBO O€30EIHOCTH, JY>KUHA XeIl BPEIHOCTH MOPa OUTHU
0ap sBa IryTa Beha o1 JIyKWHEe TajHOTI KJbyda KOJI CAMETPUIHOT MHI(aPCKOT
CHUCTEMA.
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