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Predgovor

Jos pre nekoliko decenija, prikaz grafa preko matrice susedstva sugerisao je
mogucnost primene rezultata linearne algebre, posebno dobro razvijene teorije
matrica, u teoriji grafova. Tako je doSlo do nastanka spektralne teorije grafova,
u kojoj se osobine grafa izu¢avaju preko sopstvenih vrednosti, vektora i, u novije
vreme, sopstvenih potprostora matrice susedstva grafa. Medjutim, ovo ne znaci
da se spektralna teorija grafova moze u potpunosti svesti na teoriju matrica
— ona poseduje sasvim karakteristicne osobine i nacine zaklju¢ivanja koji joj
daju za pravo da moze biti posmatrana kao posebna matematicka teorija. Svi
znacajniji rezultati spektralne teorije grafova dobijeni do 1995. godine sumirani
su u monografijama [21, 20, 27].

Disertacija se sastoji iz dva dela. U prvom delu ove disertacije proucavamo
neke osobine nepotpune prosirene p-sume (kra¢e NEPS) grafova, dok se u dru-
gom delu bavimo regularnim grafovima sa celobrojnim spektrom.

Glavni doprinos autora u prvom delu disertacije predstavlja tehnika za prou-
cavanje NEPSa grafova pomoc¢u koje pitanja u vezi sa NEPSom grafova mozemo
svesti na pitanja iz linearne algebre, tako §to bazu NEPSa, koja je 0-1 matrica,
ujedno posmatramo i kao skup vektora iz prostora GF3'. Primenom ove tehnike
u glavi 1 unapredjujemo poznate rezultate o povezanosti i bipartitnosti NEPSa
grafova (videti [10], sekciju 7.4 u [21] ili sekciju 2.3 u [27]), dok u glavi 2 da-
jemo beskona¢no mnogo kontraprimera za hipotezu D. Cvetkovica [16] o skoroj
kospektralnosti komponenti NEPSa povezanih, bipartitnih grafova. Prikazani
rezultati u ovom delu preuzeti su iz radova autora [57, 58].

U drugom delu disertacije bavimo se regularnim grafovima sa celobrojnim
spektrom. Graf koji ima celobrojni spektar zva¢emo integralan. Iako integralni
grafovi u ovom trenutku ne predstavljaju nista vise od kurioziteta, brojni su
primeri u matematici da se vazna primena nekog matematickog objekta otkrije
tek mnogo kasnije nakon $to on bude u potpunosti izucen.

vii



Potragu za integralnim grafovima pokrenuli su F. Harary i A. J. Schwenk
u radu [34]. Do sada su pronadjeni svi kubni, integralni grafovi [13, 5, 51] i
nebipartitni, neregularni, integralni grafovi kod kojih je najveéi stepen ¢vora
jednak 4 [54]. Znacajan uspeh je ucinjen i u pronalazenju bipartitnih, nereg-
ularnih, integralnih grafova sa najveéim stepenom ¢vora 4 [3]. Sledeéu klasu
integralnih grafova po slozenosti predstavljaju 4-regularni, integralni grafovi. U
glavi 3 nalazimo moguce spektre bipartitnih, 4-regularnih, integralnih grafova.
Posto je broj ovih spektara veoma veliki, u glavi 4 zainteresovani smo za njegovo
smanjivanje: najpre nalazimo gornju granicu za broj ¢vorova u bipartitnom,
4—regularnom, integralnom grafu, a zatim koriste¢i uglove grafova pokazujemo
da ne postoje grafovi sa nekim od mogucih spektara.

Moguéi spektri podeljeni su u grupe u zavisnosti od najveéeg celog broja
manjeg od 4 koji se ne pojavljuje u spektru. U glavi 5 bavimo se prvom
grupom spektara i nalazimo svih 24 4-regularnih, integralnih grafova koji ne
sadrze £3 u spektru. Dobijanje ovog rezultata znacajno je potpomognuto
koris¢enjem ekspertskog programskog sistema GRAPH [29], koji je implemen-
tirao D. Cvetkovi¢ sa grupom saradnika na Elektrotehnickom fakultetu Uni-
verziteta u Beogradu.

Posto je NEPS grafova zatvoren u skupu regularnih i integralnih grafova, u
glavi 6 iznalazimo sve 4-regularne, integralne grafove koji mogu biti prikazani
kao NEPS grafova. Grafovi nadjeni u glavama 5 i 6 nisu jedini poznati 4-
regularni, integralni grafovi, ve¢ je deo njih bio poznat i ranije u literaturi. Zbog
lakseg koriséenja, u glavi 7 dajemo spisak svih trenutno poznatih 4-regularnih,
integralnih grafova.

Vedi deo rezultata u ovom delu disertacije objavljen je u radovima autora [30,
59, 60]. Rezultati iz glave 6 po prvi put se pojavljuju u ovoj disertaciji.

Originalni doprinos autora predstavljaju sledeéi rezultati:

e Glava 1: lema 1.1.3 koja pokazuje da povezanost NEPSa grafova zav-
isi samo od njegovih bipartitnih faktora, teorema 1.1.4 koja daje potre-
ban i dovoljan uslov za povezanost NEPSa povezanih bipartitnih grafova,
teorema 1.1.5 koja daje potreban i dovoljan uslov za povezanost NEPSa
povezanih grafova, teorema 1.2.1 koja daje broj komponenti povezanosti
NEPSa povezanih, bipartitnih grafova, posledica 1.2.2 koja daje broj kom-
ponenti povezanosti NEPSa nepovezanih grafova i teorema 1.3.3 koja daje
potreban i dovoljan uslov za bipartitnost NEPSa povezanih grafova;

e Glava 2: teorema 2.1.1 koja daje uslov za deljivost viSestrukosti sopstvenih



vrednosti NEPSa brojem njegovih komponenti, beskona¢na familija kon-
traprimera za hipotezu D. Cvetkovic¢a iz sekcije 2.2 i hipoteza 2.2.1 o skoroj
kospektralnosti komponenti NEPSa bipartitnih grafova;

e Glava 3: mogudi spektri bipartitnih, 4-regularnih, integralnih grafova;

e Glava 4: nejednakosti (4.8), (4.9) i (4.10) izmedju broja ¢vorova, cetvo-
rouglova i Sestouglova u bipartitnom, 4-regularnom, integralnom grafu,
teorema 4.3.1 da povezan, bipartitan, 4-regularan, integralan graf ima
najvise 1260 ¢vorova, osim ako ima jedan od 5 posebnih spektara, posled-
ica 4.3.2 da povezan, nebipartitan, 4-regularan, integralan graf ima najvise
630 ¢vorova, osim ako njegov proizvod sa Ky ima jedan od 5 posebnih
spektara;

e Glava 5: teorema 5.6.1 koja opisuje 4-regularne, integralne grafove koji ne
sadrze +3 u spektru i odgovarajuce propozicije 5.1.1, 5.3.1, 5.3.2, 5.3.3,
5.4.1,5.4.2,54.315.5.2;

e Glava 6: teorema 6.1.1 da je NEPS grafova regularan i integralan ako
i samo ako su njegovi faktori regularni i integralni, teorema 6.1.2 da je
NEPS nekoliko NEPSa grafova takodje NEPS tih grafova, teorema 6.2.2
da komponente NEPSa grafova izomorfnih sa Ks takodje predstavljaju
NEPS grafova izomorfnih sa K, teorema 6.2.4 da komponente NEPSa ¢iji
su bipartitni faktori izomorfni sa Ky takodje predstavljaju NEPS nekoliko
grafova izomorfnih sa K5 i istih nebipartitnih faktora, teorema 6.5.1 koja
opisuje 4-regularne, integralne grafove koji se mogu predstaviti u obliku
NEPSa grafova i odgovarajuée propozicije 6.2.3 1 6.3.1;

e Glava 7: spisak poznatih 4-regularnih, integralnih grafova.

Autor se zahvaljuje na svesrdnoj pomo¢i prilikom izrade disertacije akade-
miku profesoru dr Dragosu Cvetkovi¢u i profesoru dr Slobodanu Simicu.

Nis, oktobra 1999. D.S.



Deo 1

NEPS grafova






Sta je NEPS grafova?

NEPS grafova je prvi put definisan u [23]. Slededa definicija uzeta je iz mono-
grafije [21, str. 66], sa manjim izmenama.

Definicija 0.0.1 Neka je B skup binarnih n-torki, tj. B C {0,1}"\{(0,...,0)}
pri ¢emu za svako i = 1,...,n postoji B € B tako da je 5; = 1. Nepotpuna

prosirena p-suma (NEPS) grafova G1,..., G, sa bazom B, koju oznacavamo sa
NEPS (Gy, . ..,Gyn; B), predstavlja graf sa skupom cvorova V(G1) x ... x V(Gy),
u kome su dva ¢vora (uq, ..., uy) and (v1,...,v,) susedna ako i samo ako postoji

(B1,...,Bn) € B tako da je u; susedno sa v; u G; kadgod je B; = 1, i u; = v;
kadgod je B; = 0.

Grafovi Gy,...,G, nazivaju se faktori NEPSa. Uslov da za svako i =
1,...,n postoji B € B tako da je B; = 1, koji se ne pojavljuje u definiciji
u [21, str. 66], nalaze da NEPS efektivno zavisi od svakog grafa G;. Naime, ako
za neko i € {1,...,n} vazi (VB8 € B) 8; = 0 tada je lako videti da je

NEPS (Gy,...,Gpn; B) = |G| NEPS (G1,...,Gi_1,Giy1,...,Gp; B7Y),

gde je |G;| broj évorova grafa G;, a B~ matrica koja se dobija od matrice B
odbacivanjem i-te kolone. Stoga, ako je |G;| = 1, tada graf G; nema nikakvog
uticaja na NEPS, pa ¢emo nadalje pretpostaviti da svi razmatrani grafovi imaju
bar dva ¢vora. Takodje, u slucaju da je NEPS grafova povezan ovaj uslov je
automatski ispunjen, pa zato ne moramo da ispitujemo njegovu ispunjenost u
rezultatima vezanim za NEPS grafova.

Primer Zan = 2 imamo sledete primere NEPSa: proizvod G1 x G2, kada je
B ={(1,1)}; sumu G1+Go, kada je B = {(0,1),(1,0)}; jaku sumu G1 ®G2, kada
je B={(1,1),(0,1)}; i jaki proizvod G1 * G2, kada je B = {(0,1),(1,0),(1,1)}.
|



Jedno od najvaznijih svojstava NEPSa grafova je da se njegov spektar moze

jednostavno izraziti preko spektara faktora. Naime, vazi sledeca teorema (videti
npr. teoremu 2.23 u [21]).

Teorema 0.0.2 Spektar grafa NEPS (G1,
vrednosti A datih sa

(1) A=A A

BeB

..., Gy B) sastoji se od svih moguéih

gde je \; proizvoljna sopstvena vrednost grafa G;, i =1,...,n.



Glava 1

Povezanost i bipartitnost
NEPSa grafova

D. Cvetkovi¢ je u svojoj doktorskoj disertaciji [10] (videti takodje i sekeiju 7.4
u [21] ili sekciju 2.3 u [27]) dao potrebne i dovoljne uslove za povezanost, odnosno
bipartitnost, NEPSa povezanih grafova. Skoro trideset godina kasnije, u ovoj
glavi ponovo se proucava ista tema, ovaj put drugacijom tehnikom, uz ¢iju
pomo¢ nalazimo nove potrebne i dovoljne uslove za povezanost, odnosno bipar-
titnost, NEPSa povezanih grafova. Novi uslovi su naravno ekvivalentni starim,
ali se njihova prednost sastoji u jednostavnijem zapisu i naglasku na pravu ulogu
ranga baze NEPSa u polju GF5.

U sekciji 1.1 dajemo potreban i dovoljan uslov za povezanost NEPSa pove-
zanih grafova, ¢ime uopstavamo veéi broj ranije poznatih rezultata za specijalne
slucajeve NEPSa prikazanih u [21]. Zatim, u sekciji 1.2 nalazimo broj kompo-
nenti povezanosti NEPSa, u slucaju da on nije povezan. Na kraju, u sekciji 1.3
dajemo potreban i dovoljan uslov za bipartitnost NEPSa grafova.

1.1 Povezanost

Da bismo formulisali teoremu D. Cvetkovi¢a o povezanosti NEPSa povezanih
grafova moramo uvesti slede¢u

Definicija 1.1.1 Funkcija vise promenljivih je parna (neparna) u odnosu na

)



dati neprazan skup promenljivih ako funkcija ne menja svoju vrednost (menja
samo svoj znak) kada sve promenljive iz tog skupa istovremeno promene znak.
Funkcija je parna (neparna) ako postoji bar jedan neprazan skup promenljivih
u odnosu na koji je funkcija parna (neparna,).

Teorema 1.1.2 (D. Cvetkovié [10]) Neka su Gi,...,G, povezani grafovi,
od kojih svaki sadrzi bar jednu granu. Pretpostavimo da su, medju grafovima
Gi,...,Gn, bipartitni grafovi Gy, ..., G, ({i1,...,is} € {1,...,n}). Tada je
NEPS (G, ...,Gn; B) povezan graf ako i samo ako funkcija

(1.1) melx,ﬁln

BeB

nije parna ni za jedan neprazan podskup skupa {x;,, ..., x; }. U sluéaju nepove-
zanosti broj komponenti jednak je visestrukosti indeksa NEPSa.

Dalje u ovoj sekciji dajemo novi potreban i dovoljan uslov za povezanost
NEPSa. Tacan broj komponenti (koji se ne vidi iz prethodne teoreme) nalazimo
u sekciji 1.2.

Neka je G = NEPS (Gy,...,Gn; B). Za dva ¢vora u = (u;)?; 1 v = (v;)1,
grafa G definisimo vektor rastojanja 7(u, v) = (dg, (ui,v;))q, gde je da, (us, v;)
rastojanje izmedju ¢vorova u; i v; u G;. 1z definicije 0.0.1 mozemo videti da su
u= (u;)"y 1v=(v;)", susedni u G ako i samo ako postoji § = (8;), € B
tako da je dg,(u;,v;) = 1 kadgod je 5; = 11 dg,(u;,v;) = 0 kadgod je 8; = 0.
Posto ovo znadi da je d (u,v) = 8, zaklju¢ujemo da su u i v susedni u G ako i
samo ako je d (u,v) € B.

Nadalje ¢emo n-torke iz B posmatrati kao vektore u GFj', a bazu B i kao
skup vektora i kao matricu ¢ije vrste predstavljaju ovi vektori. Prema tome,
kolone matrice B odgovaraju faktorima NEPSa. Rang matrice B u polju GF»
oznacavactemo sa ().

Sledeéa lema pokazuje da povezanost NEPSa zavisi samo od njegovih bipar-
titnih faktora.

Lema 1.1.3 Neka su By, ..., B, povezani bipartitni grafovi, a C1,...,Cy, pove-
zani nebipartitni grafovi. Tada G = NEPS (By,...,B,,C1,...,Cy;B) ima isti
broj komponenti povezanosti kao 1 G' = NEPS (By, ..., By; B'), gde se B’ sastoji
od kolona matrice B koje odgovaraju bipartitnim grafovima. Ako je C skup
évorova komponente grafa G' tada je C x V(C1) X ... x V(Cy,) skup évorova
komponente grafa G.



Dokaz U nebipartitnom povezanom grafu A izmedju svaka dva ¢vora u, v uvek
postoji put parne duzine. Naime, ako su ¢i,...,qr ¢vorovi neparne konture
u A, a P(x,y) je najkraéi put u A izmedju ¢vorova x i y, tada ili put koji se
sastoji od puteva P(u, q1) 1 P(q1,v) ili put koji se sastoji od puta P(u,q1), grana
(g1,92),(g2,43),-- -, (qx,q1) 1 puta P(q1,v) ima parnu duzinu.

Neka je u; € V(B;), i =1,...,n,v1,w1 € V(C1)iv; € V(Cy),j=2,...,m.
Izaberimo § € B tako da je 8,41 = 1 i neka je v1 = pg,p1,...,p21 = w1 put
parne duzine u C;. Neka je u} proizvoljni sused évora u; u B;, i = 1,...,n,
a v§ proizvoljni sused ¢vora v; u Cj, j > 2. Posmatrajmo niz cvorova ak =

(ak, .. .,aﬁ+m), k=0,...,2l definisan sa

uj, Bj =11k jeparno,ili ; =0, j <n
ul, B; =11k jeneparno, j <n

aj =9 pr, j=n+l
Vj_n, Bj =11k jeparno,ili 5; =0, 7>n+1
v/ B; =11k je neparno, j >n+1

j—n>?
Vidimo da je j(ak, a1 = B, paje tadaniz a°, a', . .., a® put izmedju évorova
(Uty e ey Uny V1,02, e ey U ) 1 (UL, e ey Uy, W1, V2, ey Uy) UG
Ponavljajuéi gornji postupak vidimo da su za svako u; € V(B;),i =1,...,n,
ivj,w; € V(Cj), j =1,...,m &vorovi (u1,...,Un, V1,...,0m) 1 (U1,..., Un,
w1, - . ., Wy,) Povezani putem u G, $to dokazuje tvrdjenje leme. W

Posledica sledece teoreme daje potreban i dovoljan uslov za povezanost
NEPSa povezanih grafova. Ona pokazuje da povezanost NEPSa zavisi samo
od onog dela baze koji odgovara bipartitnim faktorima, a ne od samih faktora.

Teorema 1.1.4 Neka su By, ..., By, povezani bipartitni grafovi. Tada je graf
G=NEPS (By,..., Bp; B) povezan ako i samo ako je r(B) = n.

Dokaz G je povezan ako i samo ako su za svaka dva susedna ¢vora u} i u] u B;

. S g D ,
iu;j € V(Bj)zaj#i(i=1,...,n)cvoroviu = (ui,...,ui—1,u}, Uit1,...,Un)
iu” = (up,...,ui—1,u, uiq1, ..., uy) povezani putem.

Neka je v’ = qo, q1, . ..,q = u” proizvoljan put izmedju ovih ¢vorova. Posto

u bipartitnim grafovima proizvoljna dva puta izmedju proizvoljna dva ¢vora
imaju istu parnost, imamo da je

-1
S @ (groqin) = d @ u”) + 2k,
t=0



za neko k € Z™. Neka je B = {3!,...,8™}, a a; broj pojavljivanja vektora (3°
u nizu 7(q0,q1), e, j(ql,l,ql). Neka je a = (a1,...,am)" ie; = d (u',u") =
(0,...,0,1,0,...,0)7 sa 1 na i-tom mestu. Tada je

-1 m
27(Qt,%+1) = Z(I,tﬁt = BT -a=¢; + 2%k.
t=0 t=1

S druge strane, ako sistem B' - a = e; + 2k ima reSenje za a € Z™ i k € Z"

tada su u’ i u” povezani putem. Neka je !, ..., y*++am niz dat sa
ar+-Fap— j t .
yortetaati — gt =1 ay, t=1,...,m.
Neka je v; proizvoljan sused évora u; za j # i, i konstruigimo niz v’ = v, w',.. .,

wr - Tam gyorova grafa G tako da se évor w® (¢ > 1) dobija od évora w®™! na
slede¢i nacin

c—1

wi, iy =0
" : c __ c—1 _ v . _
u; ifyf =1, w; X U, j=1
c __ / : c __ c—L __ I 5 —
wj = u; if v =1, w; 1—ui,]—z
oY L .
vy, ifyf =1, w; 1—uJ,37él
e e 11 .
Uuj, s =1, wi™ =v;, j#i

zal <c<aj+-- -+ apy. Ocigledno, j(wc_l,wc) =~°iiz BT -a = e; + 2k sledi
da je wattam = ¢/ sto dokazuje tvrdjenje.
Prema tome, G je povezan ako i samo ako sistem

(1.2) BT a=e; +2k

ima reSenje za a € Z™ ik € Z" za svako i = 1,...,n. Lako je videti da sistem
(1.2) ima resenje ako i samo ako sistem

(1.3) BT -a=e¢;

ima resenje za a u GF}". Iz Kronecker-Cappelijeve teoreme sledi da sistem (1.3)
ima resenje ako i samo ako je (BT |e;) = r(BT). Ovo vazi za svakoi = 1,...,n
ako i samo ako je r(B) = n. Naime, pretpostavimo da ovo vazi za svako i,
ali da je r(B) < n. Ako vrste Ry,..., R.(3) i kolone C1,...,Cy3) odredjuju
nesingularnu podmatricu matrice BT, tada za i ¢ {Ry, ..., Ry (g)} imamo da je
r(BT | e;) = r(BT) + 1, sto je kontradikcija. M

Iz leme 1.1.3 i teoreme 1.1.4 direktno dobijamo sledecu



Teorema 1.1.5 Neka su By, ..., B, povezani grafovi, pri ¢emu je njih k bipar-
titno. NEPS (By, ..., By;B) je povezan graf ako i samo ako je r(B') = k, gde
se B’ sastoji od kolona matrice B koje odgovaraju bipartitnim grafovima.

1.2 Broj komponenti povezanosti

Sledeca teorema uopStava teoremu 1.1.4 dajuéi broj komponenti povezanosti
NEPSa povezanih bipartitnih grafova.

Teorema 1.2.1 Neka su By, ..., B, povezani bipartitni grafovi. Broj kompo-
nenti povezanosti grafa NEPS (By, ..., By; B) je gn—r(B)

Dokaz Neka suv = (v)iw= (wizglzl ¢vorovi grafa NEPS (By, ..., By; B).
Definisimo binarni vektor rastojanja bd(v, w) pomoéu

= [ 0, dg,(v;,w;) je parno
(bd(v, w))i = { 1, dp,(vi,w;) je neparno
gde je dp, (v;,w;) rastojanje izmedju ¢vorova v; i w; u By, i = 1,...,n. Posto u

bipartitnim grafovima proizvoljna dva puta izmedju proizvoljna dva ¢vora imaju
istu parnost, imamo da za proizvoljne u, v, w € V(G) u polju GFy vazi

(1.4) b_c>l(v, w) = b_c>l(u,v) - @(u, w).
Posto su grafovi By, . . ., B, netrivijalni, imamo da za proizvoljno u € V(G) vazi
(1.5) {bd(u,v): v € V(G)} = GFY.

Iz dokaza teoreme 1.1.4 sledi da se ¢vorovi v i w nalaze u istoj komponenti
. . . % . ..
povezanosti ako i samo ako sistem BT - a = bd(v, w) ima reenje za a € GF2|B‘

ako 1 samo ako _
(1.6) bd(v,w) € P={B"-a:ac GFg‘Bl}.

Primetimo da je P = GFQT(B) kao homomorfna slika GFQ‘Bl. Izaberimo ¢vor u.
Iz (1.4) i (1.6) sledi da se &vorovi v 1 w nalaze u istoj komponenti povezanosti
ako i samo ako je b_gl(u7 v)+P = b_gl(u7 w)+ P. Odavde i iz (1.5) zaklju¢ujemo da
je broj komponenti povezanosti jednak broju koseta u GF*/P, a to je 2"~ "(5),
|



Posledica 1.2.2 Neka su Bi,...,B, proizvoljni grafovi, pri cemu je njih k
bipartitno, tako da nebipartitni grafovi nemaju bipartitne komponente. Neka
c(GQ) oznacava broj komponenti povezanosti grafa G. Tada je

C(NEPS (B17 ..., By; B)) = H C(Bz) . 2k7r(3’)’
=1

gde se B’ sastoji od kolona matrice B koje odgovaraju bipartitnim grafovima.

Dokaz Oznacimo komponente grafa B; sa B;1,..., B (p,), i =1,...,n. Tada
iz definicije 0.0.1 vidimo da vazi

o(Bi)  e(Bn)
NEPS (By,...,By;B)= | J ... |J NEPS(Bu,,,..., Bnj,.; B).

Jji=1 Jn=1

Kako su By j,..., By, povezani grafovi, pri ¢emu je njih k bipartitno, to iz
leme 1.1.3 i teoreme 1.2.1 sledi da je

C(NEPS (Bl,j17 ey Bn,jan)) — 2]{:77‘(8’). m

1.3 Bipartitnost

Neka je G = NEPS (G, ...,Gy; B), gde su grafovi Gy, ..., G, povezani, i neka
je A indeks grafa G, dok je r; indeks grafa G;, i =1,...,n. Tada iz (1) sledi

A= rf b,

BeB

Sve komponente NEPSa povezanih grafova imaju indeks A. Prirodno, NEPS je
bipartitan ako su sve njegove komponente bipartitne. Tada svaka komponenta
mora sadrzati broj —A u spektru (videti, na primer, teoremu 1.3.14 iz [27]).
Posto nijedna komponenta ne sadrzi broj —A u spektru sa visestruko$éu veéom
od 1, zaklju¢ujemo da je potreban i dovoljan uslov za bipartitnost NEPSa da
brojevi A i —A imaju istu viestrukost u spektru NEPSa. Iz jednacine (1)
vidimo da se broj —A pojavljuje u spektru NEPSa samo ako su neki od faktora
bipartitni i ako postoje podskupovi skupa promenljivih x1,...,x,; u odnosu na
koje je funkcija (1.1) neparna.
Shodno tome, D. Cvetkovi¢ je u [10] dobio sledeéu



Teorema 1.3.1 Neka su Gi,...,G, povezani grafovi, od kojih svaki sadrzi
bar jednu granu. Pretpostavimo da su medju grafovima Gi,...,G, bipartitni
grafovi G1,...,Gy. NEPS (G1,...,Gu;B) je bipartitan graf ako i samo ako je
broj nepraznih podskupova skupa {x1, ..., T}, u odnosu na koju je funkcija (1.1)
parna, manji za 1 od broja nepraznih podskupova u odnosu na koje je ta funkcija
neparna.

M. Petrié¢ je ovaj rezultat poboljsao u svojoj doktorskoj disertaciji [44].

Teorema 1.3.2 Neka su G1,Go,...,G, povezani grafovi, od kojih svaki sadrzi
bar dva ¢vora. Pretpostavimo da su grafovi Gy, , Giy, ..., Gi, ({i1,%2,...,is} C
{1,2,...,n}) bipartitni. NEPS (G, ...,Gn; B) je bipartitan graf ako i samo ako
postoji (bar jedan) neprazan podskup skupa {xi,, iy, ..., 2.} u odnosu na koji
je funkcija (1.1) neparna.

Ako, bez gubitka opstosti, pretpostavimo da su medju grafovima Gy, ..., G,
bipartitni grafovi G1,...,Gg, iz posledice 1.2.2 vidimo da je viSestrukost in-
deksa A grafa G jednaka ok—r(B") gde se B’ sastoji od kolona matrice B koje
odgovaraju bipartitnim grafovima.

Neka su Aq,..., A, sopstvene vrednosti grafova Gy, ...,G,, redom, tako da
je
(1.7) —A =D NN

peB
Posto je || <r,i=1,...,n, to je
A= Z)\fl...)\gn < ZIMIBl'-'I)\nIﬁ” < erl...rgn =A.
BeB BeB BeB

Odavde sledi da (1.7) vazi ako i samo ako je |\;| = r; za svako i € {1,...,n}

i Alﬂl c A = —rfl coorBn za svako B € B. Zai € {k+1,...,n} graf G; nije
bipartitan, pa je jedino moguée \; = r;. Za i € {1,...,k} graf G; je bipartitan
i, pored r;, ima i sopstvenu vrednost —r;. Zato, neka je \; = (—1)%r; za i =
1,...,k, gde je s; € {0,1}. Tada je

k
At = (DT

)

odakle sledi da u polju GF; vazi
k

(1.8) (VBeB) Y si-fi=1

i=1



Neka je s = (s1,...,5%)", a B’ matrica koja se sastoji od kolona matrice B
koje odgovaraju bipartitnim grafovima. Tada sistem jednacina (1.8) mozemo
zapisati u obliku

(1.9) B.-s=(1,....,10)".

Iz Kronecker-Cappelijeve teoreme sledi da sistem (1.9) ima reSenje ako i samo
ako je r(B'|(1,...,1)T) = r(B’). Pritom, sva reSenja pripadaju istom kosetu
podprostora ker B’ prostora GFF, pa je broj resenja jednak 2’“’T<B/), ¢ime smo
dokazali slede¢u

Teorema 1.3.3 Neka su G1,...,G, povezani grafovi. NEPS(Gq,...,Gn;B)
je bipartitan graf ako i samo ako je r(B'|(1,...,1)T) =r(B'), gde se B’ sastoji
od kolona matrice B koje odgovaraju bipartitnim grafovima.



Glava 2

O hipotezi D. Cvetkoviéa ili
o visestrukostima
sopstvenih vrednosti

NEPSa grafova

Za dva grafa kaze se da su skoro kospektralni ako se njihove sopstvene vrednosti,
razli¢ite od 0, poklapaju zajedno sa visestrukostima. D. Cvetkovié je u radu [16]
postavio hipotezu da su komponente NEPSa bipartitnih grafova skoro kospek-
tralne. U istom radu hipoteza je dokazana za proizvod grafova, a u radu[18] za
jos neke specijalne slucajeve NEPSa.

Medjutim, ova hipoteza nije ta¢na. Verovatno najmanji kontraprimer za
hipotezu predstavlja graf (Ps x P3)+ K3 sa spektrom [32,17, —17, —32], prikazan
na sl. 2.1, koji ima dve komponente povezanosti: graf Ko+ Ko+ K5 sa spektrom
[3,13,—13, —3] i graf K; 4 + K> sa spektrom [3,1%, —14, —3].

Ovaj kontraprimer nije usamljen. Neka su G, G2 proizvoljni bipartitni
grafovi sa neparnim brojevima ¢vorova ny i ne, redom. Iz teoreme 1.1.4 vidimo
da proizvod G; x G ima taéno dve komponente povezanosti C' i C”, a iz
rada [16] da su komponente C’ i C" skoro kospektralne. Neka C’ i C” imaju
razlicite sopstvene vrednosti A1,..., A (A #0,4=1,...,k) sa viSestrukostima
mi,...,mg redom, i neka C’ ima sopstvenu vrednost 0 sa visestrukoséu m/, a
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K2+K2+K22 [3,13,—13,—3] K1’4+K22 [3, 14,—14,—3]

Slika 2.1: Kontraprimer (Ps x P3) + K.

C" sa vigestrukoséu m” (mogude je m’ = 0 ili m"” = 0). Vazi da je m' # m”,
inace bi broj ¢vorova grafa GG; x G2 bio paran. Kako je za svaki povezan graf G
graf G + K5 takodje povezan, zakljucujemo da graf (G; x G2) + K2 ima tacno
dve komponente povezanosti C’ + Ks i C"" 4+ K5. Komponente C' + K5 i C" + K5
imaju sopstvene vrednosti A\ £1,..., A\r + 1, sa viSestrukostima my, ..., my re-
dom, dok komponenta C’ + K5 ima sopstvenu vrednost +1 sa viSestrukoséu m/,
a komponenta C” + K sa viSestrukoséu m”. Kako je m’ # m”, sledi da kom-
ponente C’ + K i C" + K> nisu skoro kospektralne, pa zakljucujemo da data
hipoteza ima beskona¢no mnogo kontraprimera.

Tako gornja konstrukcija daje beskona¢no mnogo kontraprimera, ona koristi
samo jednu bazu NEPSa, dok smo u ovoj glavi zainteresovani da otkrijemo sto
vise baza za koje hipoteza ne vazi, kako bismo u buduénosti lakse mogli da
pronadjemo sve baze za koje hipoteza vazi.

Ocigledno je da su viSestrukosti nenula sopstvenih vrednosti NEPSa deljive
brojem njegovih komponenti, u slu¢aju da su komponente NEPSa skoro kospek-
tralne. U sekciji 2.1 nalazimo uslov za bazu NEPSa iz kojeg sledi deljivost
viSestrukosti sopstvenih vrednosti brojem komponenti, $to upucéuje na to da
kontraprimere za hipotezu treba traziti medju onim bazama NEPSa koje ne
zadovoljavaju ovaj uslov. U sekciji 2.2 pokazujemo da za svaku takvu bazu
NEPSa postoji beskonaéno mnogo skupova bipartitnih grafova ¢iji NEPS sa
tom bazom predstavlja kontraprimer. Glavu zavrsavamo hipotezom da su kom-
ponente NEPSa bipartitnih grafova skoro kospektralne ako i samo ako baza
NEPSa zadovoljava dati uslov.



2.1 Teorema o visSestrukostima

Neka su Gi,...,G,, bipartitni grafovi, i neka je G = NEPS(Gu,...,G,;B).
Izaberimo sopstvene vrednosti A1, ..., A, grafova Gi,...,G,, redom, i neka je
A odgovarajuéa sopstvena vrednost grafa G predstavljena pomocu (1). Pret-
postavimo da je S = {i € {1,...,n}: A; =0} # {1,...,n} i neka je

Z(B,S)={B€B: (Viec8) pi=0}+0.

Zau € GFY definisimo u™ € Ganflsl, sa koordinatama u skupu {1,...,n} -5,
pomocu u;s =u; za i ¢ S. Neka je sada

z(B,S)={87": B Z(B,S)}

Primetimo da vazi r(Z (B, S)) = r(z (B, 9)).
Lako je videti da ako 8 ¢ Z(B,S), tada [], /\f = 0, pa jednacinu (1)
moZzemo pisati u obliku

(2.1) ISR | B S | PN

BEZ(B,S) i¢S B~5€z (B,S) ¢S

Kako je graf G; bipartitan, za svaku sopstvenu vrednost A; > 0 grafa G; vazi
da je —\; takodje sopstvena vrednost grafa G; sa istom visestrukoséu, pa u (1)
mozemo staviti bilo \;, bilo —\;. Zbog toga, uvek mozemo birati samo nene-
gativne sopstvene vrednosti Ay, ..., A\, grafova Gq,...,G,, redom, a naknadno
izabrati znakove vrednosti \;, ¢ ¢ S. Svakom izboru znakova vrednosti \;, i ¢ .S,
mozemo obostrano jednoznac¢no da pridruzimo vektor s € GF;_lsl, sa koordi-
natama u skupu {1,...,n} — S, definisan sa

. — 0, ako jeizabrano \; >0
"7 1 1, ako jeizabrano —\; < 0

Primetimo da se, po izboru znakova kojem odgovara vektor s, u (2.1) umesto
i pojavljuje (—1)%)\; i da je zato sada

02) A= Y I = 3 ()X TN

B~5€z(B,9) i¢S B~S€z(B,S) igSs

D DRECVEaN | PO

B-S€z(B,S) igS



gde je s- ¥ standardan skalarni proizvod vektora u GF;'_lsl. Ocigledno je da
izbori znakova s, i so daju istu vrednost A ako je s1 - 7% = sy - 7% za svako
B9 € z(B,S). No, tada je (s3 — s1) - 3% = 0 za svako 87 € z(B,S), pa je
so € s1+kerz(B,S). Prostor kerz (B,5) ima dimenziju n — |S| —r(z (B, S)), pa
skup s1 + kerz (B, S) ima kardinalnost 27~ 151=7(=(8.5)),

Ako sa m; oznacimo visestrukost sopstvene vrednosti A;, i = 1,...,n, vidimo
da odredjeni izbor znakova i svi njemu ekvivalenti izbori znakova sopstvenih
vrednosti A;, i« = 1,...,n, ucestvuju u visSestrukosti sopstvene vrednosti A
grafa G sa sabirkom 27 |51-7(=(B.5)) [T, m;. Ovim smo dokazali slede¢u

Teorema 2.1.1 Neka je G = NEPS (G4, ...,Gy;B), gde su Gy,...,G,, proiz-
voljni bipartitni grafovi. Ako za svako S C {1,...,n} za koje je By # () vazi
|S| +r(z(B,S)) < r(B), tada je visestrukost svake nenula sopstvene vrednosti
grafa G deljiva sa 2"~ "5, m

2.2 Postoji beskonaécno mnogo kontraprimera

U ovoj sekciji pokazujemo da za bazu B, za koju postoji S C {1,...,n} tako
dajez(B,S)#0i|S|+7r(z(B,S)) > r(B), postoji beskonaéno mnogo skupova
bipartitnih grafova ¢iji NEPS sa tom bazom ima komponente koje nisu skoro
kospektralne.

Neka je S* C {1,...,n} skup najveée kardinalnosti za koji je z (B, S*) £ 0 i

|S*| 4+ 7r(z(B,S*)) > r(B).

Dalje, neka su a i b proizvoljni prirodni brojevi razli¢ite parnosti, ali tako da je
{a,b} # {1,2}. Neka je D; = K 4i 1pi,% = 1,...,n. Graf D; ima proste sopstvene
vrednosti :I:(ab)zif1 i sopstvenu vrednost 0 sa neparnom visestrukoséu a2+ 2.
Neka je D = NEPS (Ds, ..., D,;B). Izaberimo sopstvene vrednosti A1,..., A,
grafova Dq,...,D,, redom, tako da je

N O X
! 0, i€S*

i vektor s* € GF;_ls* ‘, sa koordinatama u skupu {1,...,n}—5* koji odgovara
izboru znakova vrednosti A;, i ¢ S*. Nesto kasnije ¢emo dokazati da je sopstvena
vrednost A, koja se dobija iz (2.2), razlicita od 0.



Neka je mg = Y| 327", Jasno je da vazi 1 # B2 < mp, # mp,. Tada
za 3 € Z(B,S*) vazi mg = 3 ;0. 37572071 posto je Bi = ;5 zai ¢ S* i
Bi = 0 za i € §*. DefinisSimo sada ¢; za j = 1,...,2" — 1 pomocu

¢; = { (—1)*%"" | ako je j = my za neko S € Z (B, S*),

0, inace.
Kako je \; = (ab)? ' za i ¢ S*, to je

IT M = (ab)2oeess 57 27" = (apyms,

i¢S*

pa je tada sopstvena vrednost A grafa D, dobijena ovim izborom vrednosti
A1, ..., Ay 1 njihovih znakova, jednaka

. . L e 2" —1 4
A= 3 FOTTUIIN =3 (DT (e = Y dg(aby

B~S* €z (B,5%) i¢g s~ BEZ(B,S*) Jj=1

Sada ¢emo dokazati da se sopstvena vrednost A na jedinstven nacin prikazuje
u obliku Z?:Il ¢; (ab)?. Pretpostavimo .da je A= ij;l % (ab)’, pri éemu je
(¢1, . ,wgn_l) 7& (¢1, .. .,qbgn_l). NekaJe Wi = wj_¢j Za ] = 1, .« .,2"—1, Sto
znacidaw; € {0,+1,£2}. Tada je Z?:II wj (ab)? = 0, a zatim neka je J najveci
indeks za koji je wy # 0, tako da je Zfi{l wj (ab)! = Z}‘le wj (ab)? = 0.
Posto je ab > 3, jer je {a,b} # {1,2}, to vazi (ab)’ > 22;;11 (ab)? i sledi
lws| (ab)” > Z}le |lw;| (ab)?, sto dag’e kontradikciju sa Z}‘le w; (ab)? = 0. Ovo
je ujedno i dokaz da je A #0 = Z?:II 0 (ab)’.

Da bismo odredili visestrukost sopstvene vrednosti A, moramo naci na koliko
se nacina izborom skupa S C {1,...,n}, sopstvenih vrednosti p;, i = 1,...,n
i njihovih znakova s € GFy' ~lsl mogu dobiti koeficijenti 1;, dobijeni analogno
koeficijentima ¢;, za koje je ¥; = ¢;, 7 = 1,...,2" — 1. Primetimo najpre da
skup S odredjuje sopstvene vrednosti p;, jer je

[ (@)*, igs,
Hi 0, ieS

Dalje je istovremeno ¢; # 01 ¢; # 0 za svako j = 1,...,2" — 1 ako i samo
ako je j = mg- za neko f* € Z(B,S*) 1 j = mg za neko B € Z(B,S5), iz ¢ega



zaklju¢ujemo da je Z (B, S) = Z (B, S*), pa
Seo={Trc{l,...,n}:Z2(B,T)=7(B,5")}.

Na osnovu definicije skupa © vidimo da za svako T1,T € O vazi r(z (B,T1)) =
r(z(B,T2)) = r(z(B,5%)) i jos Th UT> € O. Sada zakljuéujemo da za svako
S € ©vazi S C S§* jer ako S € S* tada je S U S* skup veée kardinalnosti
od S* za koji vazi S U S* € O i, zato, |[SUS*| + r(z(B,SUS*)) > r(B), sto
daje kontradikciju sa izborom skupa S*.

12 Ymy = dm, zasvako f € Z (B, S*) sledi 5.5 =55 Kakoje 3;° = 0
zai € S*— S, tojes- 5 =595 pavazi s € s* +kerz(B,S*). Odavde
sledi da vektor s5" mozemo izabrati na 27~ 1571=7(2(8:57) pagina. Koordinate
s; za i € S* — S mozemo izabrati proizvoljno, pa zaklju¢ujemo da vektor s
mozemo izabrati na 27~ 1971=7(=(B,57)) . 9lS7|=|S] = 9n—|SI=r(z(B,57)) pagina.

Sada dobijamo da je viSestrukost m sopstvene vrednosti A jednaka

m = Z on—|S|=(z(B,5")) H(GT +b2 —2).
5€0 ies

Brojevi a i b razli¢ite su parnosti, tako da je proizvod Hies(azl +b2' —2) neparan
za svako S € ©. Kako jos za svako S € ©, S # S*, vazi |\S| < |S*|, zaklju¢ujemo
da je broj m deljiv sa 27~ 1971=7(=(B.57)) “ali nije deljiv sa 27~ 1571=7((B:ST))+1 Hhy
prema tome nije deljiv ni sa 2"~ "(8). Kako je broj komponenti grafa D jednak
2n="(B)  zakljutujemo da njegove komponente nisu skoro kospektralne.

Prema gore pokazanom zakljutujemo da komponente NEPSa povezanih bi-
partitnih grafova mogu da budu skoro kospektralne samo ako baza NEPSa
zadovoljava uslov iz teoreme 2.1.1. Kako do sada nismo nagli kontraprimer
koji zadovoljava ovaj uslov, niti smo uspeli da pokazemo skoru kospektralnost
komponenti, ovaj deo zavrsavamo slede¢om

Hipoteza 2.2.1 Neka je G = NEPS (Gq,...,Gy;B), gde su Gi,...,Gy, pove-
zans bipartitni grafovi. Ako za svako S C {1,...,n} za koje je z (B, S) # () vazi
[S|+7(z(B,S)) <r(B), tada su komponente grafa G skoro kospektralne.
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Regularni grafovi sa
celobrojnim spektrom
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Uvod u potragu

Potragu za integralnim grafovima pokrenuli su F. Harary i A. J. Schwenk
u radu [34]. Sve takve povezane, kubne grafove pronasli su D. Cvetkovié
i F. C. Bussemaker [13, 5] i, nezavisno od njih, A. J. Schwenk [51]. Pos-
toji tactno 13 povezanih, kubnih, integralnih grafova. Pritom, D. Cvetkovié¢
je u [13] dokazao da je skup povezanih, regularnih, integralnih grafova bilo
kog odredjenog stepena konac¢an. Sliéno tome, skup povezanih, integralnih
grafova sa ograni¢enim stepenom Cvorova je takodje konac¢an. Z. Radosavljevié
i S. Simié¢ [54] odredili su svih 13 povezanih, nebipartitnih, neregularnih, inte-
gralnih grafova kod kojih je najvedéi stepen ¢vora jednak 4.

U ovom delu bavimo se povezanim, 4-regularnim, integralnim grafovima. Po-
traga za integralnim grafovima postaje laksa ukoliko koristimo proizvod grafova.
Ako su Aq,..., A\, sopstvene vrednosti grafa G, a pi,..., [, sopstvene vred-
nosti grafa H, tada su sopstvene vrednosti grafa G x H jednake A;u; for i =
1,...,n, j=1,...,m (videti [21]). Ako je G povezan, nebipartitan, 4-regularan
i integralan graf, tada je proizvod G x Ks povezan, bipartitan, 4-regularan i in-
tegralan, poSto su sopstvene vrednosti grafa Ks jednake 1 i —1. Prema tome,
za odredjivanje 4-regularnih, integralnih grafova dovoljno je posmatrati samo
takve bipartitne grafove, a kasnije se takvi nebipartitni grafovi mogu dobiti iz
razlaganja bipartitnih u proizvod G x Ks. S druge strane, ako je G bipartitan,
tada je G x Ko = 2G tako da se ponovljenim mnozenjem sa Ko ne mogu dobiti
novi grafovi.

Zbog toga u glavi 3 nalazimo moguce spektre bipartitnih, 4-regularnih, inte-
gralnih grafova. Posto je broj ovih spektara veoma veliki, u glavi 4 zainteresovani
smo za njegovo smanjivanje: najpre nalazimo gornju granicu za broj ¢vorova u
bipartitnom, 4-regularnom, integralnom grafu, a zatim koriste¢i uglove grafova
pokazujemo da ne postoje grafovi sa nekim od moguéih spektara.

Moguéi spektri podeljeni su u grupe u zavisnosti od najveceg celog broja
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manjeg od 4 koji se ne pojavljuje u spektru. U glavi 5 bavimo se prvom grupom
spektara i nalazimo svih 24 4-regularnih, integralnih grafova koji ne sadrze +3
u spektru. Kako je NEPS grafova zatvoren u skupu regularnih i integralnih
grafova, to u glavi 6 nalazimo sve 4-regularne, integralne grafove koji mogu
biti prikazani kao NEPS grafova. Grafovi nadjeni u glavama 5 i 6 nisu jedini
poznati 4-regularni, integralni grafovi, ve¢ je deo njih bio poznat i ranije u lit-
eraturi. Zbog lakseg korisc¢enja, u glavi 7 dajemo spisak svih trenutno poznatih
4-regularnih, integralnih grafova.



Glava 3

Moguc¢i spektri bipartitnih,
4-regularnih, integralnih
grafova

3.1 Polazni rezultati

Neka je G bipartitan, 4-regularan, integralan graf. Bipartitni, regularni grafovi
imaju isti broj ¢vorova u svakom delu tako da mozemo da pretpostavimo da
G ima p = 2n ¢vorova. Koristedi stepene za predstavljanje visestrukosti sop-
stvenih vrednosti, spektar grafa G zapisiva¢emo u obliku

[4,3%,2Y 1%, 0%, —1%, —2Y, -3, —4].

Neka dalje ¢ i h oznacavaju, redom, brojeve ¢etvorouglova i Sestouglova u G. Do-
bro je poznato je zbir k-tih stepena sopstvenih vrednosti jednak broju zatvorenih
puteva duzine k. Ovaj rezultat daje nam slede¢u lemu:

Lema 3.1.1 Za parametre n,x,y, z,w, q, h vazi:
1 0 .
(3.1) EZ)\z = l4+z+y+z+w=n,

(3.2) %ZA?

16 + 9z + 4y + 2 = 4n,
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1
3.3 -3 X' = 256+ 81z + 16y + 2 = 28n + 4q,
2 (3

(3.4) % >N

Drugu korisnu lemu dao je A. J. Hoffman [37]. Neka regularan graf G ima
razlic¢ite sopstvene vrednosti p; = 7, s, ..., ik, 1 neka je A matrica susedstva
grafa G, dok je J matrica ¢iji su svi elementi jednaki 1, a I jedini¢na matrica.

4096 + 729z + 64y + z = 232n + 72q + 6h.

Lema 3.1.2 Za matricu susedstva A vaZi

k k

(3.5) H(T—M)JZPH(A—MI)-

=2 =2

Potragu za moguéim spektrima podeli¢éemo na slucajeve u zavisnosti od naj-
veceg celog broja manjeg od 4 koji se ne nalazi u spektru (videti 3.2-3.6).

3.2 Slucaj z=0

Stavljajuéi = 0 u jednacine (3.1)-(3.4), a zatim eliminisuéi n iy iz (3.1) i (3.2)
dobijamo 3z + 4w = 12 i, posto je z,w > 0, jedine moguénosti su (z,w) = (0, 3)
i(z,w)=1(4,0).

3.2.1 Podslucaj (z,w) = (0,3)

Zamenjujuéi vrednosti za x, z 1 w u (3.1)-(3.4) i stavljajuéiy =n —41iz (3.1) u
(3.3) i (3.4) dobijamo

(3.6) n4q = 48,
(3.7) 28n+12g+h = 640.

Iz (3.6) sledi 3 | ¢, pa je ¢ = 3q1 1 (3.6) se svodi na n + ¢; = 16, $to pokazuje
da je n < 16. Dalje, iz (3.6) i (3.7) sledi da je h = 8n + 64. Ako je y = 0
tada je n = 4 i odgovarajuéi spektar je prikazan u tabeli 3.1. Ako je y > 0
Hoffman-ova jednakost (3.5) glasi 384.J = 2n(A* — 4A42%) 4 8n(A3 — 4A). Graf
G je bipartitan i ako uzmemo ¢vorove u,v iz razlicitih delova grafa tada je
(A2k),, = 0. Posmatrajuéi (u, v)-elemente u Hoffman-ovoj jednakosti dobijamo
384 = 8n((A3)y,» — 4A,.), odakle 8n | 384, tj. n | 48. Posto je n < 16, jedine
mogucnosti za n su 6, 8, 121 16. Odgovarajuci spektri prikazani su u tabeli 3.1.



Ovde i u drugim tabelama mogucih spektara kolona “Oznaka” daje referencu
na spisak poznatih 4-regularnih, integralnih grafova, datim u glavi 7, ukoliko
graf sa odgovarajué¢im spektrom postoji. Ako je dokazano da graf sa datim
spektrom ne postoji, tada se u ovoj koloni nalazi “—”. Ako su svi grafovi sa
datim spektrom poznati, tada kolona “Svi” sadrzi simbol “+”.

nlx y zw q h |Oznaka|Svi
410 0 0 3 36 96 |Is1 +
6|10 2 0 3 30 112 11274 +
810 4 03 24 128|115,1-2 | +
12|10 8 0 3 12 160|l241-2 | +
16|10 12 0 3 0 192|I30 +

Tabela 3.1: Moguéi spektri integralnih grafova sa (z, z,w) = (0,0, 3).

3.2.2 Podslucaj (z,w) = (4,0)

Zamenjujudi vrednosti za x, z i w u (3.1)-(3.4) i stavljajuéiy =n —5iz (3.1) u
(3.3) i (3.4) dobijamo

(3.8) 3n+q = 45,
(3.9) 28n+12¢+h = 630.

Iz (3.8) sledi 3 | ¢, pa je ¢ = 3q1 1 (3.8) se svodi na n + ¢; = 15, $to pokazuje
da je n < 15. Dalje, iz (3.8) i (3.9) sledi da je h = 8n+ 90. Ako je y = 0 tada je
n = 5 i odgovarajuéi spektar je prikazan u tabeli 3.2. Ako je y > 0 Hoffman-ova
jednakost (3.5) glasi 1440.J = 2n (A% —5A3 +4A) 4+ 8n(A* — 5A2% +41), pa stoga
n | 180 i posto je n < 15, jedine moguée vrednosti za n su 6, 9, 10, 12 i 15.
Odgovarajudi spektri prikazani su u tabeli 3.2.

3.3 Slucajz>0,y=0

Stavljajuéi y = 0 u jednacine (3.1)-(3.4) i oduzimajuéi (3.2) od (3.3) dobijamo
240 + 72z = 24n + 4q, odakle je g = 6¢’ i

(3.10) 3z =n+q —10.



nlr y zw q h |Oznaka|Svi
510 0 4 0 30 130|101 +
60 1 40 27 138|112 +
910 4 4 0 18 162|[151-3 | +
1010 5 4 0 15 170|Ix,1-3 | +
12|10 7 4 0 9 186|—

15{0 10 4 0 0 210|I30,1 +

Tabela 3.2: Moguéi spektri integralnih grafova sa (z, z,w) = (0,4, 0).

S druge strane, oduzimanje (3.1) od (3.2) daje
(3.11) 8x =3n+w — 15.
Elimini$uéi = iz (3.10) i (3.11) dobijamo n = 8¢’ — 3w — 35. Iz ¢injenice da

su ¢',w,z, 2z, h nenegativni celi brojevi, dobijamo sledeéi sistem linearnih ne-
jednacina:

(3.12) x = 3¢ —w—15 >0,
(3.13) s= B¢ —3w—21 >0,
(3.14) h= —16¢ — 6w +210 > 0.

Hoffman-ova jednakost (3.5) u ovom slucaju glasi

3360 = 2n (A% — 10A* + 9A42) + 8n(A° — 1043 4 9A).
Prema tome n | 420. Resavajuéi sistem (3.12) - (3.14) po ¢’ 1 w, i eliminisuéi
spektre koji ne zadovoljavajun | 420, dobijamo sve moguénosti koje su prikazane

u tabeli 3.3. Nepostojanje grafova sa spektrima oznacenim sa “—” u ovoj tabeli
pokazano je u sekciji 4.3.4.

3.4 Slucajr>0,y>0,2=0

Stavljajuéi z = 0 u jednacine (3.1)-(3.4) i eliminisuéi n iz (3.1) i (3.2) dobijamo
4w = 1245z, pa je © = 4x1. Zamenjujudi vrednost za n iz (3.2) u (3.3) dobijamo

LOvo ée biti dokazano na drugom mestu.



n|lzx y z w q h |Oznaka|Svi
7110 3 236 102|141 |+!
1012 0 6 1 36 108
1213 0 5 3 42 80

1414 0 4 5 48 52

1514 0 8 2 42 86

2016 0 10 3 48 64 |—

2116 0 14 0 42 98

2819 015 3 54 84 |—

42114 0 26 1 60 44 |—

Tabela 3.3: Mogudi spektri integralnih grafova sa > 0,y = 0.

q=36+18z1 —3y,pajeq=3q i
(3.15) g1 =124 621 —y.

Zamenjujuéi sada vrednost za n iz (3.2) i vrednost za ¢; iz (3.15) u (3.4) dobi-
jamo %h =48 — 39z + 4y > 0, odakle je

(3.16) y > 9.75x — 12.
Iz (3.15) i (3.16) sledi
(3.17) 0<aq < 24— 3.7521,
§to pokazuje da je 1 < z7 < 6. Eliminisudi y iz (3.2) i (3.15) dobijamo n =
1521 — ¢1 + 16, pa iz (3.17) sledi 18.75x1 — 8 < n < 15x1 + 16. Hoffman-ova
jednakost (3.5) sada glasi
2688.J = 2n(A° — 13A* + 36A2) 4 8n(A° — 1343 + 36A),

odakle n | 336. Svi moguéi spektri u ovom sluc¢aju prikazani su u tabeli 3.4.

3.5 Slucajz>0,y>0,2>0,w=0

Eliminisuéi y i z iz jednacina (3.1) i (3.2) dobijamo y =n—$z—5iz = 22+4,
odakle je = 3z1 (z1 € N). Eliminisuéi sada ¢ i h iz jednacina (3.3) i (3.4),



nlx y z w q h |Oznaka
1414 1 0 8 51 26
1614 3 0 8 45 42
2114 8 0 8 30 82
24|14 11 0 8 21 106
2814 150 8 9 138
42|18 20 0 13 12 100
5612 25 0 18 15 62

Tabela 3.4: Moguci spektri integralnih grafova sa z,y > 0,z = 0.

dobijamo ¢ = —3n+30x1+45 1 h = 8n —80xz1 +90. Iz nejednacinay > 1, ¢ > 0,
h > 0, dobijamo uslov

max {1, 12

—§}<x <min{£+gﬁ—§}
0 2/ ="t= 1088 4

Hoffman-ova jednakost (3.5) u ovom slu¢aju glasi
10080 - J = 2n(A” — 14A° + 4943 — 36A) + 8n(A° — 14A4* + 49A% — 361),

odakle n | 1260, iz ¢ega lako nalazimo sve moguée spektre, koji su prikazani u
tabeli 3.6. Nepostojanje grafova sa spektrima oznacenim sa “—” u ovoj tabeli
pokazano je u sekcijama 4.3.1 1 4.3.3.

3.6 Slucajx>0,y>0,z>0,w>0
Eliminisuéi z,w, ¢, h iz jednacina (3.1)-(3.4) dobijamo

= —9x —4y+4n — 16,

= 8z + 3y —3n+15,

= 18z + 3y — 6m + 60,

= =96z — 26y + 34n — 40.

> & &

Hoffman-ova jednakost (3.5) u ovom slu¢aju glasi

40320 - J = 2n(A® — 14A°% + 49A* — 36A42) + 8n(A” — 1445 + 4943 — 36A),



prema tome n | 5040. Iz ovoga i nejednacina z > 1, w > 1, ¢ > 0, h > 0,
mozemo lako (koristeéi racunar) da dobijemo sve mogudée spektre. Postoji 1803
takvih spektara, koji su dati u dodatku A. U sekciji 4.1 pokazuje se da je gornja
granica za n jednaka 2520, pa je slucaj n = 5040 nemogué. U sekcijama 4.3.1
i 4.3.2 koriste se uglovi grafova da bi se pokazalo nepostojanje grafova sa nekim
od ovih spektara, smanjuju¢i pritom ukupan broj moguc¢ih spektara u ovom
sluc¢aju na 1259. Tamo je takodje pokazano da postoji samo 5 moguéih spektara
sa 630 < n < 2520. U tabeli 3.5 za svako n | 5040,n < 630 dajemo broj SP
mogucih spektara, dok su u tabeli 3.7 prikazani oni sa n < 20 i ovih 5 posebnih
spektara.

n SP|ln SP|n SP{n SP|n SP|n SP|n SP
21 12|40 24 |63 38|90 44 |140 40 ({240 28 |360 17
24 14142 27 |70 40 (105 44 |144 42 (252 32 {420 22
28 17 (45 29|72 35|112 391|168 32 280 40 (504 33
30 18 |48 31|80 35120 44 |180 37 |315 47 [560 40
35 22156 35|84 39126 47 |210 47 (336 14 [630 47
36 23 (60 33

Tabela 3.5: Broj mogucéih spektara integralnih grafova sa z,y,z,w > 01 21 <
n < 630.



n|lx y z w g h |Oznaka n |x y 2z w qg h |Oznaka
1413 1 9 0 33 122 105 |27 28 49 0 0 210
1513 2 9 0 30 130 105|130 20 54 0 30 130
1813 5 9 0 21 154 105|133 12 59 0 60 50
2003 7 9 0 15 170|— 126 | 36 25 64 0 27 138
2113 8 9 0 12 178 126 |39 17 69 0 57 58

28/ 6 7 14 0 21 154|— 140 139 31 69 0 15 170|—
3006 9 14 0 15 170 140 | 42 23 74 0 45 90 |—
3009 1 19 0 45 90 |03 140 | 45 15 79 0 75 10 |—
356 14 14 0 0 210|171 180 |51 39 89 0 15 170|—
35/9 6 19 0 30 130 180 |54 31 94 0 45 90 |—
36|/9 7 19 0 27 138|— 180 |57 23 99 0 75 10 |—
4219 1319 0 9 186 210 | 60 45 104 0 15 170
42112 5 24 0 39 106 210 [ 63 37 109 0 45 90
4519 16 19 0 0 210|lyo,1 210 |66 29 114 0 75 10
45|12 8 24 0 30 130 252 (72 55 124 0 9 186|—
6015 15 29 0 15 170|— 252 |75 47 129 0 39 106|—
60[18 7 34 0 45 90 |— 252 |78 39 134 0 69 26 |—
63|15 18 29 0 6 194 315190 70 154 0 0 210
63118 10 34 0 36 114 315193 62 159 0 30 130
63(21 2 39 0 66 34 315196 54 164 0 60 50
70118 17 34 0 15 170 420 {123 87 209 0 15 170|—
70121 9 39 0 45 90 420 {126 79 214 0 45 90 |—
70124 1 44 0 75 10 420 {129 71 219 0 75 10 |—
84121 23 39 0 3 202|— 630 |186 129 314 0 15 170|—
84124 15 44 0 33 122|— 630 [189 121 319 0 45 90 |—
84127 7 49 0 63 42 |— 630 {192 113 324 0 75 10 |—
90|24 21 44 0 15 170 1260|375 255 629 0 15 170|—
90|27 13 49 0 45 90 1260|378 247 634 0 45 90 |—
90(30 5 54 0 75 10 12601381 239 639 0 75 10 |—

Tabela 3.6: Mogudi spektri integralnih grafova sa x,y,z > 0,w = 0.




nilzyzw qg h |Oznaka m [z y 2 w ¢ h [Omaka
81113 2 33110
811 11 3 2 3 190
91123 2 30 118
1812 8 6 1 12 172|153,
10|11 3 3 2 27 126|105 ’
K 812 9 2 4 15146
1012 12 4 39 82
1813 6 5 3 24 128|I3,
12|11 53 2 21 142 ’
1813 7 1 6 27102
1212 2 6 1 30 124|143
' 1814 3 8 2 33110
12|12 3 2 4 33 98
184 4 4 5 36 84 |I33
121311 6 45 54 ’
1815 1 7 4 45 66
14|11 7 3 2 15 158
1815 2 3 7 48 40
14|12 4 6 1 24 140
2002 10 6 1 6 188
14|12 52 4 27 114
2012 11 2 4 9 162
1413 25 3 36 96
2013 8 5 3 18 144
14{3 316 39 70
2013 9 1 6 21 118
15|11 8 3 2 12 166|I3p2-3
K 2014 5 8 2 27126
1512 56 1 21 148
2014 6 4 5 30 100|140,1—-2
15|12 6 2 4 24 122 ’
2015 2 11 1 36 108
15(3 3 5 3 33 104
2015 3 7 439 82
153416 36 78
20| 5 4 3 7 42 56
154 14 5 45 60
2006 1 6 6 51 38
161932 9 174
16(2 6 6 1 18 156 2016 2 2 9 54 12
720|208 172 304 35 0 O
16|12 72 4 21 130
1613 45 3 30 112 840|244 196 364 35 0 O
161351 6 33 36 1260|370 280 574 35 0 O
16l4 18 2 39 o4 1680|496 364 784 35 0 O
2520|748 532 1204 35 0 0
16|14 2 4 5 42 68

Tabela 3.7: Moguéi spektri integralnih grafova sa z,y,z,w > 0in < 20, i
5 posebnih spektara.






Glava 4

Nepostojanje nekih
integralnih grafova

Moguéi spektri bipartitnih, 4-regularnih, integralnih grafova, koji su nadjeni u
prethodnoj glavi, veoma su brojni i ne mozemo ocekivati da ¢e svi 4-regularni,
integralni grafovi biti poznati u skoroj buduénosti. Zato smo u ovoj glavi zain-
teresovani za smanjivanje broja mogudéih spektara: najpre u sekciji 4.1 nalazimo
gornju granicu za broj ¢évorova u bipartitnom, 4-regularnom, integralnom grafu,
a zatim u sekciji 4.2 uvodimo uglove grafova, pomoc¢u kojih u sekciji 4.3 dokazu-
jemo da ne postoje grafovi sa nekim od moguéih spektara. Dalji rezultati o
nepostojanju grafova sa nekim od preostalih moguéih spektara bi¢e dobijeni
posmatranjem odgovarajuéih svojstava grafova, ali ¢e sigurno jo§ mnogi drugi
spektri ostati za razmatranje.

4.1 Gornja granica za broj ¢vorova

Ovde dajemo gornju granicu za broj ¢vorova u regularnom, bipartitnom grafu,
odakle sledi da ne postoje 4-regularni, bipartitni, integralni grafovi sa n =
5040. Ova gornja granica predstavlja poboljsanje u sluc¢aju bipartitnih grafova
u odnosu na poznatu gornju granicu (videti [33]) za regularne grafove sa datim
dijametrom.
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Teorema 4.1.1 (D. Cvetkovié, S. Simié¢, D. Stevanovié [30]) Neka je p
broj ¢vorova u povezanom r-regularnom, bipartitnom grafu G = (V, E) sa radi-
jusom R. Tada je
2(r — 1) -2
pS ————.
r—2

Dokaz Neka je u ¢vor grafa G sa ekscentricitetom R. Ozna¢imo sa Ni(u) =
{veV|d(u,v) = k} k-tu okolinu &vora u, a sa di(u) = |Ng(u)| broj évorova
u njoj. Tada je do(u) = 11 di(u) = r. Kada je 2 < k < R — 1, tada vazi
di(u) < (r — 1)dg—1(u), poSto svaki ¢vor iz Ni_1(u) moze da bude susedan sa
najvise r — 1 ¢vorova iz Ny (u). Odatle indukcijom sledi da dy(u) < r(r — 1)k1
za 2 < k < R—1. S druge strane, svaki ¢vor iz Nr(u) je susedan sa r ¢vorova
iz Np_1(u) (posto je G bipartitan, bilo koja dva ¢vora iz Ng(u) nisu susedna)
pa je dr(u) < =tdp_1(u) < (r —1)%71. Sada je p = ZkR:O di(u) < %
|

Po teoremi iz [10], za dijametar D povezanog grafa G vazi D < s — 1, gde
je s broj razli¢itih sopstvenih vrednosti grafa G. Kada je G povezan, regularan,
integralan graf stepena r, dobijamo D < 2r. Iz teoreme 4.1.1 tada sledi da
povezan, bipartitan, 4-regularan, integralan graf ima dijametar najvise 8 i moze
da ima najvise p = 2n < 6560 ¢vorova. Iz sekcije 3 vidi se da je najveéa moguéa
vrednost za n koja nije ve¢a od 3280 jednaka 2520. Ova granica ne moze se
spustiti, ali koriste¢i uglove grafova u sekciji 4.3.1 ¢emo pokazati da postoji
samo 5 mogucih spektara sa 630 < n < 2520.

4.2 Uglovi bipartitnih, 4-regularnih, integralnih
grafova

Neka je G bipartitan, 4-regularan, integralan graf. Bipartitni, regularni grafovi
imaju isti broj ¢vorova u svakom delu, pa mozemo pretpostaviti da G ima
p = 2n ¢vorova. Neka je A matrica susedstva grafa G. Neka {ej,ea,...,e€2,}
¢ini standardnu ortonormalnu bazu za R?". Tada matrica A ima spektralno
razlaganje A = 1Py + poPo + ... + i P, gde su pg > pe > ... >
razlic¢ite sopstvene vrednosti matrice A, a P; predstavlja normalnu projekciju
prostora R?" na sopstveni prostor &(u;) koji odgovara sopstvenoj vrednosti p;.
Nenegativne veli¢ine ¢ ; = cos 5, ;, gde je §; ; ugao izmedju £(u;) i e;, nazivaju
se uglovima grafa G. Uglovi grafa prvi put su eksplicitno spomenuti u [17], a



njihova osnovna svojstva opisana su u [19] i [26]. Dalja svojstva uglova mogu
se naéi u monografiji [27]. Videti i magistarsku tezu autora [56], u kojoj je
obradjivana konstrukcija grafova sa datim spektrom i uglovima.

Posto P; predstavlja normalnu projekciju R?" na &£(p;) vazi a;; = || Prejl.
Kako je of; = ||Pie;||> = e] Piej, sledi da se brojevi o, ,,...,a7,, po-
javljuju na glavnoj dijagonali matrice P;. Prema tome, 2521 afyj jednak je
viSestrukosti sopstvene vrednosti ;. Iz spektralnog razlaganja matrice A imamo
A =37 pi P, odakle je

(4.1) (A%);5=>_aiu,
=1

§to je broj zatvorenih puteva duzine s koji polaze i zavrSavaju se u ¢voru j.

Sledeéa dva zapazanja uzeta su iz [26]. U regularnim grafovima, sopstveni
prostor koji odgovara indeksu razapet je vektorom j, ¢iji su svi elementi jed-
naki 1, i prema tome svi uglovi koji odgovaraju indeksu jednaki su \/L?fn Dalje,
ako je A\ sopstvena vrednost bipartitnog grafa, tada sopstvene vrednosti A i —A
imaju iste uglove.

Neka je j proizvoljan, fiksiran ¢vor grafa G. Neka g; i h; oznacavaju, redom,
broj cetvorouglova i Sestouglova kojima pripada ¢vor j. Neka su ui, us, us, uqg
susedi ¢vora j i Q; = Z?Zl Qu,- Za p € {—4,-3,...,4} neka je a,; ugao
koji odgovara sopstvenoj vrednosti p i ¢voru j (ako p nije sopstvena vrednost
grafa G, tada jednostavno oy, ; = 0). Posto je G bipartitan graf, vazi o, ; =
a_, 1z (4.1) imamo slededi sistem jednacina

(4.2) 0437j+2a%7j+ 2a§7j+ 2a§7j—|— 2044217j =1,

(4.3) 207 7+ 4205 + 9-203 4 16-2a7; = 4,

(4.4) 207 ;416 - 205 ;+ 81 - 203 4 256 - 207 ; = 28+2q;,

(4.5) 207 7464 - 203 4729 - 203 44096 - 203 ; = 232428¢;42Q+2h;.

Ove jednacine uopstavaju jednacine (3.1)-(3.4) iz sekcije 3.1. Naime, iz defini-
cije ¢;,Q; i h; vidimo da je Z?Zl q; = 4q, Z?Zl Q; = 42?21 q; = 16q¢ i
2521 h; = 6h, gde ¢ i h oznacavaju, redom, broj ¢etvorouglova i Sestouglova u
grafu G. Posto je 2221 a? . visestrukost sopstvene vrednosti j, vidimo da sabi-

1.
ranje jednacina (4.2%—(4.5) za sve ¢vorove j grafa G daje jednacine (3.1)-(3.4).



4.3 Nemoguci spektri

U ovoj sekciji dokaza¢emo nepostojanje bipartitnih, 4-regularnih, integralnih
grafova sa nekim od moguéih spektara nadjenih u glavi 3, koriste¢i tehniku koja
se zasniva na jednacinama (4.2)-(4.5) i slede¢em zapazanju.

Neka je f(j) = Ag;+BQ;+Ch;, gde je j évor grafa Gi A, B, C su proizvoljne
konstante. Iz Z?il q; = 4q, Zle Q; =16q 1 Zle hj = 6h sledi da je

2n
> f(j) =4Aq+16Bq + 6Ch,

j=1

pa uvek postoje ¢vorovi 7' i j” grafa G tako da je

17" < {214‘-’*83“30’1 1" > {

n

2Aq+8Bq+ BCh-‘
- .

Ove nejednakosti se, zajedno sa ¢injenicom da su kvadrati uglova nenegativni,
koriste za dobijanje raznih nejednakosti koje uklju¢uju samo parametre n,q i h.
Ova tehnika predstavlja prosirenje tehnike sa spektralnim momentima, koris¢ene
ranije u radovima [13, 30].

U podsekciji 4.3.1 dobijamo najjac¢u takvu nejednakost, iz koje sledi da bipar-
titan, 4-regularan, integralan graf ima najvise 1260 ¢vorova, osim za 5 posebnih
spektara. U ostalim podsekcijama dobijamo neke druge nejednakosti iz kojih
sledi nepostojanje grafova sa jo$ nekim spektrima.

4.3.1 Nemogudi spektri sa z,y,z,w >0
Koristedi oy ; = \/% i eliminisuéi oy 5, a2 j 1 a3 ; iz (4.2)-(4.5) dobijamo
2 _ 35 Qithy

4. L=

(4.6) R 18

Iz Z?Zl Q; + h; = 16¢ + 6h vidimo da postoji ¢vor j tako da je
8q + 3h

(4.7) Qj+hj>{qn W

Posto je af ; > 0, iz (4.6) i (4.7) sledi

(4.8) n- quiﬂ < 630,



Ovu nejednakost ne zadovoljava 494 spektara iz sekcije 3.6 kod kojih je
z,y,z,w > 01n < 2520. Takodje sledi i da je n > 630 mogucée samo ako je
q = h = 0. Posto postoji samo 5 mogucih spektara sa n > 630i g = h = 0,
imamo slede¢u

Teorema 4.3.1 Povezan, bipartitan, 4-regularan, integralan graf ima najvise
1260 ¢vorova, osim ako ima jedan od sledecih spektara:

a) [4,3208 2172 1304 (70 _ 1304 _ 9172 _ 3208 _4] j 1440 évorova;

b) [4,3%44,2196 1364 70 1364 _2196 3244 _ 4] j 1680 cvorova;

)

)

c) [4,3370,2280 1574 (70 1574 2280 3370 _4] § 2520 ¢vorova;

d) [4,3%96 2364 1784 (70 1784 2364 _3496 _4] j 3360 cvorova;
)

e) [4,3748 2532 11204 70 11204 95323748 4] j 5040 évorova. M

Kao §to smo ve¢ ranije rekli, ako je G povezan, nebipartitan, 4-regularan,
integralan graf, tada je G x K5 povezan, bipartitan, 4-regularan, integralan graf,
Iz ove ¢injenice i teoreme 4.3.1 dobijamo slede¢u

Posledica 4.3.2 Povezan, nebipartitan, 4-reqularan, integralan graf G ima naj-
vige 630 cvorova, osim ako G X Ky ima jedan od spektara a)—e) iz teoreme 4.3.1.
|

Napomena Nejednakost (4.8) takodje ne zadovoljavaju i spektri iz tabele 3.6
koji su oznaceni sa “—", osim onih sa n = 630.

4.3.2 Ostali nemogudi spektri sa z,y, z,w >0

Posto je G 4-regularan graf, za svaki ¢etvorougao u G postoji najvise 8 ¢vorova
koji ne pripadaju tom ¢etvorouglu, ali mu pripada bar jedan od njihovih suseda.
Posto ¢etvorougao ima 4 évora, zakljuéujemo da postoji najvise (4+8)g tvorova
grafa G sa osobinom da ili sam ¢vor ili neki od njegovih suseda pripadaju nekom
cetvorouglu.

Prema tome, ako je 2n > 12¢ tada postoji bar 2n — 12¢ ¢vorova (mozemo
pretpostaviti da su numerisani sa 1,2,...,2n — 12g,...) koji ne pripadaju ni-
jednom ¢cetvorouglu zajedno sa svojim susedima. Stavljajuéi ¢; = Q; = 0 i



0y = \/%7 u (4.2)-(4.5) i elimini§udi ag ;, @2 ; 1 oz ; dobijamo

L5 h
2 n 12°

2 _
2a1’j =

Iz 203 ; > 0 sledi da je n (1 + %J) > 112. Posto je Z?ZIMI h; < 6h, postoji

6h
2n—12q

(4.9) n <1 + é {ni—thJ) > 112.

Spektri iz sekcije 3.6 sa x,y, z,w > 0 koji ne zadovoljaju (4.9) prikazani su u
tabeli 4.1.

cvor jsag; =Q; =01h; < { J , 1 zakljuéujemo da

nl|lr yzwgqh
7215341210 84
105(24 46 4 30 0 30
105(25 43 7 29 9 12

Tabela 4.1: Nemogudi spektri integralnih grafova sa x,y, z,w > 0.

4.3.3 Nemogudi spektri sa z,y,2 > 0,w =01 n = 630

Koristedi isto zakljucivanje kao u prethodnoj podsekciji, mozemo videti da pos-
toji najvise 12¢g 4+ 6h ¢vorova u 4-regularnom grafu sa osobinom da ili sam ¢vor
pripada nekom c¢etvorouglu ili Sestouglu ili neki od njegovih suseda pripada
nekom cetvorouglu.

Iz tabele 3.6 vidimo da za sve spektre sa n = 630 vazi 2n > 12¢+ 6h. Prema
tome, postoji ¢vor j tako da je g = @Q; = h; = 0. No, za takav ¢vor jednacine
(4.2)-(4.5) zajedno sa 2 - af ; = L ¢ine nemogu¢ sistem, i zaklju¢ujemo da ne
postoji graf ni sa jednim od ovih spektara.

4.3.4 Nemogudi spektri sa z >0,y =0

Ovde je az; = 0, ay; = = i eliminisudi a1 ; i as; iz (4.2)-(4.4) dobijamo

3 105
>Z 4 -
f2+

2
3 105 I 9050};‘ .
2n

LR TI




Iz Zle g; = 4q sledi da postoji ¢vor j sa ¢; < {qu , pa je

3105 _ |2
4.10 — <=
(4.10) 2 { J

n - |n

Spektri iz tabele 3.3 koji ne zadovoljavaju (4.10) prikazani su u tabeli 4.2.

nlx y z w q h
2016 0 10 3 48 64
28|19 015 3 54 84
4214 0 26 1 60 44

Tabela 4.2: Nemogudi spektri integralnih grafova sa > 0,y = 0.






Glava 5

4-Regularni, integralni
grafovi koji ne sadrze +3 u
spektru

Osnovni i najtezi problem u spektralnoj teoriji grafova jeste da li postoji graf
sa datim spektrom. Zbog toga je svaki metod koji pomaze u resavanju ovog
problema veoma vazan. U ovoj glavi predstavljamo jedan takav metod uz ¢iju
pomo¢ nalazimo sve povezane, 4-regularne, integralne grafove koji ne sadrze +3
u spektru. Postoje tacno 24 takva grafa, od kojih je 16 bipartitno.

Bipartitan, 4-regularan, integralan graf sa najvise 12 ¢vorova (najvise 6 u
svakom delu) moze se smatrati trivijalnim, posto je njegov bipartitni komple-
ment regularan sa stepenom 2. Takve grafove lako nalazimo u sekciji 5.1. Metod
koji koristimo za nalazenje preostalih grafova iznosimo u sekciji 5.2. Bipartitni,
4-regularni, integralni grafovi za koje je (z,z,w) = (0,0,3) nalazimo u pod-
sekcijama sekcije 5.3, dok one sa (x,z,w) = (0,4,0) nalazimo u sekciji 5.4.
Naposletku, u sekciji 5.5 nalazimo nebipartitne, 4-regularne, integralne grafove
koristeci razlaganja bipartitnih u obliku G x K.
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5.1 Trivijalni slucajevi

U ovoj sekciji nalazimo bipartitne, 4-regularne, integralne grafove G sa najvise
12 ¢vorova, tj. one za koje je 4 <n < 6.

Za n = 4 dobijamo kompletan, bipartitan graf D; = K44 (sl. 5.1) sa spek-
trom 4, 05, —4.

Za n = 5 bipartitni komplement éb grafa G je l-regularan, tj. @b = 5K,.
Tada je G ima spektar 4,14, —1%, —4 1 to je graf Dj iz sl. 5.1.

Za n = 6 bipartitni komplement G” grafa G je 2-regularan, pa je on unija
kontura. Postoji nekoliko moguénosti:

(i) e 3Cy. Spektar grafa G je 4,22,0%, —22 —4 i to je graf D3 iz sl. 5.1;

(i) @ = Oy U Cs. Spektar grafa G je 4,2,v2°,0%, —v/2°,—2,—4, i on nije

integralan;
(iii) G 2Cs. Spektar grafa G je 4,2,1%, —1%, -2, —4 i to je graf Dy iz sl. 5.1;

(iv) O~ C12. Spektar grafa G je 4, \/52, 12,02, 12, —\/§2, —4. i on nije inte-
gralan.

Prema tome, imamo slede¢u

Propozicija 5.1.1 Postoje tacno 4 bipartitna, 4-reqularna, integralna grafa sa
najvise 12 ¢vorova i to su grafovi D1, ..., Dy sa sl. 5.1.

5.2 Kako napasti netrivijalne slucajeve?

U ovoj sekciji predstavljamo rezultate koje koristimo za nalazenje bipartitnih,
4-regularnih, integralnih grafova sa vise od 12 ¢vorova, a koji ne sadrze +3 u
spektru.

Posmatrajmo opsti sluc¢aj bipartitnog, r-regularnog grafa G = (U,V, E).
Neka G ima razli¢ite sopstvene vrednosti r = A1, Mg, ..., A\; i neka je A matrica
susedstva grafa G.

Oznac¢imo sa n,,, broj zajednickih suseda ¢vorova u i v (u,v € V). Broj
puteva duzine 2 koji polaze iz ¢vora u r-regularnog grafa jednak je r2. S druge
strane, taj broj je jednak i EDEV Ny,v. PoSto je ny, , = 7, dobijamo

(5.1) Z Ny,p = r(r —1).

veV—{u}



Slika 5.1: Trivijalni slucajevi

Za regularni graf sa 5, odnosno 6, razli¢itih sopstvenih vrednosti vidimo
da je stepen polinoma po A s desne strane Hoffman-ove jednakosti (3.5) jed-
nak 4, odnosno 5. Posmatrajuéi (u,u)-clanove s obe strane jednakosti, pritom
uzimajuéi u obzir da u slu¢aju bipartitnih grafova vazi Ai’fuf 1= 0,k € N, vidimo

da za neke ag, a1, as (koji zavise samo od r = Aq,..., A\;) vazi sledeéa jednakost

k
aO(A4)U7u + al(AQ)u,u +ag = H(T — A7)

=2

Kako je A2 = r, zaklju¢ujemo da broj A% ne zavisi od u. Dalje, posto Aim

u,u U,
S

oznacava broj zatvorenih puteva duzine 4 koji pocinju iz u sledi da je Ay, =
r? +7(r — 1) + 2qq, gde ¢, oznagava broj ¢etvorouglova kojima pripada évor u.
Vazna posledica koju koristimo jeste da ¢, ne zavisi od u, pa je zato ¢, = 27(1 S

. o4 2 — 1 sled;
druge strane, iz Ay, , = >, cy M, 1 Nuw = 7 sledi

(5.2) Z nfw =r(r—1)+ 2q,.
veV—{u}

Pored ovih rezultata, takodje koristimo i ¢uvenu Cauchy-jevu teoremu o
preplitangu.

Teorema 5.2.1 (videti, na primer, [21], str. 19) Neka je I indukovani podgraf
grafa H. Neka su Ay > Mo > ... > A, sopstvene vrednosti grafa H, dok su
1 > o > ... > Wy Sopstvene vrednosti grafa I. Tada je N; > pi > Ap—mti (1=
1,...,m).



Sada ¢emo ukratko opisati metod koji koristimo za nalazenje integralnih
grafova. Koristedi ¢, i jednacine (5.1) i (5.2) (sa r = 4) dobijamo nekoliko
moguénosti (a u veéini sluéajeva samo jednu) za familiju brojeva {n,,jv €
V—{u}} zau € V. U sekeiji 5.3, osim u podsekeiji 5.3.3, ovo je dovoljno da bi se
konstruisao trazeni graf ili videlo da takav ne postoji. U podsekciji 5.3.3 moramo
jo$ i da uvedemo novi kombinatorni objekat i iskoristimo njegova svojstva. U
sekciji 5.4, familija {ny v € V — {u}} omoguéava da se konstruise veéi deo
hipotetickog integralnog grafa. U tom trenutku za smanjivanje broja razlicitih
moguénosti koristimo teoremu o preplitanju tako sto pokazujemo da su neki od
ovih podgrafova u suprotnosti sa njom. Obino se ovo desava zato Sto je njihova
druga najveca sopstvena vrednost veca od 2, ali u nekoliko slucajeva koristimo
i ostale sopstvene vrednosti.

5.3 Integralni grafovi sa (z,z,w) = (0,0, 3)

5.3.1 Grafovi sa spektrom 4,2* 0%, —2% —4

Hofmann-ova jednakost (3.5) u ovom slucaju glasi 24.J = (A1 —4A42)+4(A3—4A).
Iz tabele 3.1 vidimo da je ¢ =241 q, = 6,u € V. Zato je

> onl, =24,

veV —{u}

pa postoje dve moguénosti za familiju {n, /v € V —{u}}: {3,23,13} i {25,0},
gde stepeni oznacavaju visestrukosti.

Postoje dva slucaja za razmatranje. Najpre pretpostavimo da za svaki ¢vor u
grafa G vazi da je {n,,jv € V — {u}} = {2%,0}. Neka je a proizvoljan &vor
grafa G, i neka je b ¢vor za koji je nqp = 0. Oznacimo susede cvora a sa
ai,...,aq,asusede cvorabsaby,...,bs. Oznacimosacy, ..., cg preostale ¢vorove
grafa G. Za svako k i l, k # [, ¢vorovi a i a; imaju ¢vor a kao zajednickog
suseda, pa prema tome moraju da imaju jos ta¢no jednog zajednickog suseda u

skupu ¢vorova {ci,...,c6}. Podto je nge, = 2,1 =1,...,6, sledi da je ¢vor ¢;
zajednicki sused za ta¢no jedan par ¢vorova iz {ai,...,as}. Dalje, za svako a;,
i=1,...,4 postoji ¢vor iz {by,...,bs} koji nema nijednog zajednitkog suseda

sa a; i, bez gubitka opstosti, mozemo da pretpostavimo da je to ¢vor bs_;. Time
smo konstruisali graf D5 (sl. 5.2), koji je integralan.

Pretpostavimo sada da postoji évor a grafa G tako da je {ne,|v € V—{a}} =
{3,23,13}. Neka je b € V &vor za koji je nap = 3, neka su c¢1,c2,c3 € U



Slika 5.2: Integralni grafovi sa spektrom 4,24, 0%, —24, —4

)

zajednicki susedi ¢vorova a i b, i neka je ' € U preostali sused ¢vora a, dok
je b € U preostali sused ¢vora b. Neka su dy, ..., ds preostali ¢vorovi iz V, dok
su ej, e, e3 preostali ¢vorovi iz U. Dalje, neka je nq.q, = Na,dy = Na,dy = 2 1
Na,dy = Na,ds = Na,dg = 1.

Iz Hoffman-ove jednakosti dobijamo da je

6
36 = A, =24+ nad, M,
j=1

gde 24 stoji za broj puteva duzine 4 izmedju a i b ¢iji je srednji ¢vor ili a ili b.
Posto je dalje

6
6
[I7aa, n.a,=2"
j=1

jedina mogucnost je da za j = 1,...,6 vazi nga; - mpq; = 2, tj. mora biti
Nb,dy, = Nb,dy = Nb,dz = 1 1 Np.ay = Nbds = Nb,dg = 2.

Tada je ocigledno da je svaki od ¢vorova di,ds, d3 susedan sa a’ i ¢vorom iz

. R . .

{c1, ¢2, c3}, dok je svaki od évorova dy, ds, dg susedan sa b’ i ¢vorom iz {cy, 2, c3}.
Mozemo pretpostaviti da je ¢vor ¢; susedan sa ¢vorovima d; i d;43, ¢ = 1,2, 3.
Cvor ¢;, i = 1,2,3 ne moze imati vise od 2 zajednicka suseda sa bilo kojim od
preostalih évorova i zato mora biti {n., ,|u € U—{c;}} = {2%,0}. Dalje mozemo



pretpostaviti da je ne, ., =0, ¢ = 1,2,3 1 time je graf Dg (sl. 5.2) u potpunosti
odredjen.
Ovim smo dokazali slede¢u

Propozicija 5.3.1 Postoje tacno 2 grafa sa spektrom 4,2* 05, —2% —4 i to su
grafovi D5 i Dg sa sl. 5.2.

5.3.2 Grafovi sa spektrom 4,28 0%, —28% —4

Hofmann-ova jednakost (3.5) u ovom slu¢aju glasi
(5.3) 16.J = (A* — 4A%) + 4(A3 — 4A).

Iz tabele 3.1 sledi ¢ = 12 i zato je ¢, = 2, u € V. Odatle je

Z nim =16,

veV—{u}

i jedina moguénost za familiju {n,.|v € V — {u}} je {22,1%,0}.
Uzmimo proizvoljan ¢vor a; € V, i neka as € V bude onaj ¢vor za koji

je Ngy.a, = 0. Oznacimo susede ¢vora a; sa by,...,bs, a susede Cvora as sa
bs,...,bs. Neka ci,c2 € V budu oni ¢vorovi za koje je ng,,c; = Nay,en = 2, 1
neka dy, ..., ds budu preostali ¢vorovi u V' za koje vazi ng, 4, =1, =1,...,8.
Oznac¢imo preostale ¢vorove u U sa eq, ..., eq.
~ . _ 2 _ v
Posto je na, ., = A3, 4, =0, tada za (a1, az)-element u (5.3) vazi

2 8
_ A4 _
16 = Aa17a2 = E :nahCi “MNas,e; T E :nahd_j "Nag,dy-
i=1 j=1

Dalje je
{n(lucunauczanamdla s an(lmds} = {225 18} ('L =1, 2)

2 8
Hnalycina27ci ) H Nay,d;Naz,d; = 16.
i=1 j=1

Prema tome, mora da bude

_ 2 18
{n(lhcln(lmcu Nay,coNas,cay MNay,diMNasz,dis -+ n(l17d8n(l27d8} - {4 71 }7



Slika 5.3: Integralni grafovi sa spektrom 4, 28,0%, —28% —4

tj. Nay,c; = Nag,c; = 2 (7, = 1,2) i nahdj = na%d_j =1 (j = 1, .« ,8)

Za ¢vorove ¢1 1 ¢ vazi ne, ., = 0, inace postoji ¢vor iz {b1,...,bs}, recimo
bs, koji je susedan sa ¢vorovima c; i co. Tada izmedju ay i bg postoje dva puta
duzine 3 koja idu preko c¢;, dva puta duzine 3 koja idu preko cs i po jedan put
duzine 3 koji ide preko svakog ¢vora d; koji je susedan sa bg. Prema tome, tada
bi postojalo bar 6 puteva duzine 3 izmedju évorova a; i bg, dok iz Hoffman-ove
jednakosti dobijamo Aihbs =4, sto daje kontradikciju.

Dalje mozemo pretpostaviti da je ¢vor c¢; susedan sa by, bo, bs, bg, a da je
¢évor ¢z susedan sa bz, by, by, bg. Jedino preostaje da vazi n, 4, =1 (i =1,2;j =
1,...,8). Tadasvakiévord; (j = 1,...,8) mora biti susedan sa dva od évorova b;
(i =1,...,8), i da bismo imali ng; a, = Nd;,ay = Ndj,c; = Ndj,eo = 1 CVOr dj
mora kao svoje susede imati jedan od sledeéih parova ¢vorova: {(b1,b7), (b1, bs),
(b2,b7), (b2, bs), (b3, s), (b3, bg), (ba, bs), (ba, b)}. Tada je podgraf G’, indukovan
¢vorovima by, ..., bg,dy,...,ds, regularan stepena 2, pa je G’ unija ciklusa. Iz
skupova mogucih suseda vidimo da ovi ciklusi mogu biti ili Cy ili Cg. Postoje
tri moguénosti:

(i) G’ =2 2Cs.

Ako sa p1 > ... > pgg oznacimo sopstvene vrednosti grafa indukovanog
évorovima ay, ag, c1,ca, bi,...,bs, di,...,ds, tada je pg = —v/2, dok je
A1g = —2, suprotno teoremi o preplitanju. Shodno tome, ovaj slucaj je
nemoguc.



(ii) G’ =20, U Cs.

Bez gubitka opstosti mozemo da pretpostavimo da ¢vorovi by, d7, by, d1, bs,
dg, bs,d2, ovim redom, formiraju ciklus duzine 8. Tada dalje mozemo
da pretpostavimo da je svaki od ¢vorova ds i dg susedan sa ¢vorovima
bs i bg, dok je svaki od ¢vorova d4 i ds susedan sa ¢vorovima by i bs.
Ako posmatramo ¢vor by, vidimo da je np, 5, = 2, dok je Npy b, = 1
(j = 3,...,8). Tada mora da postoje i i k (1 < i,k < 4) tako da je
Npye; = 2 1 Npy.e, = 0. Bez gubitka opstosti, mozemo pretpostaviti da je
i =11k = 2. Iz istog razloga kao i za ¢vorove ay,as,c1, ce na pocetku
ove podsekcije, mozemo zakljuciti da je e, p, = Negre; = 21 Npge;, = 0.
Ako, s druge strane, posmatramo ¢vor bg, vidimo da je npg,p, = 2, dok je
Npg,b; = 1 (j =1,...,6). Tada mora da postoje 3" i k" (1 <4’, k" < 4) tako
da je npger = 21 npge; = 0, 1 mora da vazi {#',K'} n{1,2} = 0. Mozemo
pretpostaviti da je i/ = 4 1 k' = 3. Kao i ranije, mozemo zakljuciti da je
Ney by = Neg,es = 2 1 Npr e, = 0. Zajednicki susedi évorova e i es, kao i
zajednicki susedi ¢vorova es 1 eq, sadrzani su u skupu {ds, dg, ds, dg }. Posto
je Nds,ds = 2 1 na,,ds = 2, mozemo pretpostaviti da su ds i d4 zajednicki
susedi ¢vorova e; i ez, dok su ds i dg zajednicki susedi ¢vorova ez i ey.
Time smo u potpunosti konstruisali integralni graf D7 (sl. 5.3).

(iii) G’ 2 4C}.

Bez gubitka opstosti, mozemo da pretpostavimo da su ¢vorovi d;, dg_;

susedni sa ¢évorovima b; 1 bg_; za ¢ = 1,...,4. Cvor ¢; (1 < j < 4)
zato ne moze da bude istovremeno susedan sa ¢vorovima d; i dg—;, pa
mora da bude susedan sa tacno jednim od njih. Odavde je ne;p, = 1

(j=1,...,4k=1,...,8). Prema tome, za svako e; (1 < j < 4) postoji
J" (1 < j" < 4) tako da je ne;,, = 0. Dalje, mozemo da pretpostavimo
da je nej ey = 01 Neye, = 0. Tada je ne, e, =2 (§j = 1,4k = 2,3).
Takodje mozemo da pretpostavimo da je ¢vor e; susedan sa ¢vorovima d;
za i =1,...,4, dok je &vor e4 susedan sa ¢vorovima dg_; za i = 1,...,4.
Jo§ mozemo da pretpostavimo i da je ¢vor es susedan sa ¢vorom dj, i da
je ¢évor ez susedan sa ¢vorom dg. Ako je do drugi zajednicki sused ¢vorova
e1 1 e, tada dobijamo integralni graf Dg, prikazan na sl. 5.3, a u preostala
dva slucaja dobijamo integralni graf izomorfan sa Dy.

Propozicija 5.3.2 Postoje tacno 2 grafa sa spektrom 4,280, —28 —4 i to su
grafovi D7 i Dg sa sl. 5.5.



5.3.3 Grafovi sa spektrom 4,22 05, —22 —4

U ovom slucaju iz tabele 3.1 dobijamo ¢ = 0 i shodno tome ¢, = 0, u € V. Sledi

da je
> onl, =12,
veV—{u}

i jedina moguénost za familiju {n,,jv € V — {u}} je {112,0%}. Hofmann-ova
jednakost sada glasi

12J = (A* — 4A?) + 4(A% — 4A).

Uzmimo proizvoljan ¢vor a; € V. Neka as,as,a4 € V budu oni ¢vorovi
koji nemaju zajednickih suseda sa a;. Pokazademo da je ng, o = 0 za k # L.
Pretpostavimo suprotno, i neka, na primer, ¢vorovi as i az imaju zajednickog
suseda b. Tada ¢vor a; nije susedan sa b (A4, » = 0), pa je Aghb = 3. Ali, ovo
je kontradikcija, posto ¢vor b moze da bude susedan sa najvise 2 ¢vora iz skupa
V —{ai,...,a4} i samo jedan put iz b u a; duzine 3 moze da prolazi preko
svakog takvog suseda ¢vora b.

Na ovaj nacin, ¢vorove iz V mozemo da podelimo u 4 skupa Vi, Vs, Vs, Vy
sa po 4 ¢vora u svakom skupu tako da nikoja dva ¢vora iz istog skupa nemaju
zajednickog suseda. Isto vazi i za ¢vorove iz U, i neka su oni podeljeni u skupove
Ui, Us, Us, Uy. Cvorove u svakom skupu indeksira¢emo brojevima 1,2, 3, 4.

Svakom skupu V; (i = 1,...,4) mozemo da dodelimo 4 x 4 matricu M* tako
da je MJ’,C = [ ako je j-ti ¢vor skupa V; susedan sa [-tim ¢vorom skupa Uy.
Matrice M', ..., M* imaju sledeéa interesantna svojstva:

(i) Svaka kolona matrice M® (i = 1,...,4) je permutacija skupa {1,2,3,4},
inace bi postojao par ¢vorova iz V; sa zajednickim susedom;

(ii) Proizvoljna vrsta matrice M? i proizvoljna vrsta matrice M7 (i # j) imaju
isti simbol na istom mestu u vrsti ta¢no jedanput;

(iii) Za proizvoljan par simbola (s1, s2) i proizvoljan par kolona (¢, ¢2), gde je
c1 # co, postoji taéno jedna matrica M* sa taéno jednom vrstom u kojoj
se simbol s; pojavljuje u koloni ¢; (i = 1,2).

Primetimo da je svojstvo (iii) u sustini posledica svojstava (i) i (ii).
Pretpostavimo sada je i-ti ¢vor skupa Vi susedan sa i-tim ¢vorom skupa Uy,
tj. neka je M}] =1 (i,7 = 1,...,4). Takodje mozemo da pretpostavimo da



je i-ti ¢vor skupa U; susedan sa i-tim ¢vorom skupa Vj, tj. da je M 1 =1
(t,j=1,...,4).

Problem se sada svodi na odredjivanje permutacija m skupa {1, 2, 3,4} koje
trebaju da budu smestene u preostale kolone matrica M?2, M3, M* tako da svo-
jstva (i)-(iii) budu ispunjena. Posmatrajuéi bvojstvo (ii) vidimo da ovakve per-
mutacije zadovoljavaju uslov w(j) # 7, (j = 1,...,4). Ima samo 9 takvih per-
mutacija i one su date u sledecoj tabeli:

(1) m(2) 7(3) m(4)

1
2
3
T4
5
6
g
8
9

4 3
4 1
1 3
4 2
1 2
2 1
2 3
1 2
2 1

B | o W Wl o N
W oW s e e

Dalja primena svojstva (ii) povla¢i da dve permutacije m; i 7; ne mogu da
budu smestene u kolone iste matrice ako postoji k tako da je m;(k) = m;(k), u
kom slucaju za permutacije m; i m; kazemo da su nekompatibilne. U suprotnom,
kazemo da su m; i m; kompatibilne permutacije. Graf ¢iji ¢vorovi predstavljaju
permutacije 71, ..., 79 1 u kome su dva ¢vora susedna ukoliko su odgovarajuce
permutacije kompatibilne zovemo graf kompatibilnosti. Permutacije m;, m;, my
mogu da budu smeStene u istu matricu ako i samo ako formiraju trougao u
grafu kompatibilnosti. U njemu postoje 4 trougla: A = {m, 75,79}, B =
{m,me,ms},C = {ma, 75,77}, D = {73, 74, 79 }.

Donekle je zamoran posao pokazati da permutacije iz istog trougla moraju da
budu smestene u sve matrice M2, M3 i M*. Kao primer, dokazac¢emo da ako se
permutacije iz trougla A nalaze u matrici M*?, a permutacije iz B u matrici M7,
tada svojstvo (ii) nije ispunjeno. Ako se permutacije m € A i mg € B nalaze u
istoj koloni, tada m5 € A i mg € B takodje moraju da se nalaze u istoj koloni,
§to je kontradikcija, s obzirom da se tada u tre¢oj vrsti matrica M? i M7 brojevi
3 i1 pojavljuju na istim mestima. Ako se, s druge strane, permutacije m; € A
i mg € B pojavljuju u istoj koloni, tada mg € A i mg € B moraju takodje da se
nalaze u istoj koloni, sto je kontradikcija, s obzirom da se tada u trecoj vrsti
matrica M® i M7 brojevi 3 i 2 pojavljuju na istim mestima. Dokazi za druge
slucajeve su sli¢ni.



Dy
Slika 5.4: Integralni graf sa spektrom 4, 2'2,06, —212, —4

Dalje, koristeci isto zakljucivanje kao i gore, mozemo pokazati i da je stavl-
janje permutacija iz nekog od trouglova B, C' i D u sve matrice takodje zabran-
jeno. Prema tome, postoji samo jedan mogudi slucaj — staviti permutacije iz
trougla A u kolone matrica M?2, M3 M*. Tako dobijamo integralni graf Dg
(sl. 5.4).

Propozicija 5.3.3 Postoji tacno jedan graf sa spektrom 4,212,006, —212. —4 i to
je graf D11 sa sl. 5.4.



5.4 Integralni grafovi sa (z,z,w) = (0,4,0)

5.4.1 Grafovi sa spektrom 4,2* 14 —14 —2% —4
U ovom slucaju iz tabele 3.2 dobijamo g = 18, pa je stoga g, = 4, u € V. Sledi

da je
Z nfw = 20,
veV —{u}

i jedina moguénost za familiju {n, ,|v € V — {u}} je {2%,14}.

Neka je a € V proizvoljan ¢vor. Oznacimo njegove susede sa ay, . .., aq. Neka
je B ={b1,...,bs} skup évorova koji imaju dva zajednicka suseda sa ¢vorom a, a
C ={c,...,ca} skup ¢vorova koji imaju jednog zajednickog suseda sa ¢vorom a.
Skup preostalih ¢vorova grafa G oznacimo sa D = {dy,...,ds}.

U onom §to sledi, posmatramo dva razli¢ita slucaja. Najpre, neka svaki
od évorova a; (i = 1,...,4) bude susedan sa ta¢no dva ¢vora iz B. Tada je
podgraf H indukovan ¢évorovima ai,...,aq4, b1,...,bs regularan stepena 2. Ne
sme biti H = 2Cy, jer bi tada neka dva ¢évora a;,a; (1 < 4,5 < 4) imala
tri zajednicka suseda, i zato mora da vazi H = Cys. Tada mozemo da pret-
postavimo da je ¢vor a; (j = 1,...,4) susedan ¢vorovima b; 1 bj4q, gde je
sabiranje po modulu 4. Posto je ¢vor a; (i = 1,...,4) susedan sa ta¢no jednim
¢vorom iz skupa {ci,...,cq4}, mozemo da pretpostavimo da je évor a; susedan
sa évorom ¢;. Cvor d; (I =1,...,5) ne moze da bude susedan sa tacno tri ¢vora
iz C, jer u svim moguéim slu¢ajevima teorema o preplitanju nije zadovoljena
za graf indukovan ¢&vorovima a,ai,...,aq4,b1,...,b4,¢1,...,¢q,d;. PoSto pod-
graf K indukovan ¢vorovima cy,...,cq,d1,...,ds ima 12 grana, iz prethodnog
zaklju¢ujemo da postoji jedinstven ¢vor iz skupa {di,...,ds} koji je susedan
sa svakim od ¢vorova ¢ (k =1,...,4). Bez gubitka opstosti, mozemo da pret-
postavimo da je ds ovaj jedinstveni ¢vor. Tada je podgraf K — ds regularan
stepena 2, i nije izomorfan sa 2CYy, jer bi tada neka dva od ¢vorova cq,...,cq4
imala tri zajednicka suseda. Prema tome, K — d5 = Cg i mozemo da pret-
postavimo da je ¢vor ¢ (kK =1,...,4) susedan sa ¢vorovima dy, i dy41, gde se
sabiranje vrsi po modulu 4.

Podgraf L indukovan ¢vorovima by, ...,bys,d1, ..., dy, regularan stepena 2, i
izomorfan je ili sa 2C} ili sa Cg. Ako je L =2 2C, tada za j =1,...,4 cvorovi b;
ibjt1 (djidjs1) ne mogu da budu u istom ciklusu C4, pa stoga postoje samo
dve moguénosti koje daju neizomorfne integralne grafove D15 i D13 prikazane
na sl. 5.5. Ako je L = Cg tada za j = 1,...,4 ¢vorovi b; 1 bjy1 (d; i dj+1) ne
mogu da imaju bilo évor d;, bilo évor dj4+1 (bilo évor b;, bilo évor bjt1) kao
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Slika 5.5: Integralni grafovi sa spektrom 4,24, 14, —14, —24 —4

zajednickog suseda, posto bi évor a; (¢;) tada pripadao bar 5 ¢etvorouglova, §to
je kontradikcija. U tom sluc¢aju postoje samo ¢etiri neizomorfna grafa: dva od
njih su neintegralna, jedan je izomorfan sa D1, a poslednji je novi integralni
graf D9, prikazan na sl. 5.5.

Sada mozemo da pretpostavimo da postoji évor a; (1 < i < 4) susedan sa
tri ¢vora iz skupa B. Ne mogu da postoje dva takva ¢vora a; i a;, inace je
Na;,a; = 3, 8to je kontradikcija. Prema tome, mozemo da pretpostavimo da je
skup grana grafa indukovanog ¢vorovima aq, ..., a4, b1, ..., bs jednak

{(a1,b1), (a1, b2), (a1, b3), (a2, b1), (a3, b2), (as, b3), (a2, ba), (a3, ba)}.

Bez gubitka opstosti, mozemo dalje da pretpostavimo da je ¢vor as susedan sa
¢vorom cq, ¢vor ag susedan sa ¢vorom co, dok je ¢vor a4 susedan sa ¢vorovima cs
icy. Neka je d € D, a N podgraf indukovan ¢évorovima a, ay,...,aq4, b1,...,bs,
C1,---,Cq,d. AKko je &vor d susedan sa svakim od ¢vorova cq, .. ., ¢4, tada je druga
najveca sopstvena vrednost podgrafa N jednaka 2.113, $to je u suprotnosti sa
teoremom o preplitanju. Razmatrajuéi dalje sve slucajeve gde je ¢vor d susedan
sa tri ¢vora iz skupa C'i jednim ¢vorom iz skupa B, jedina moguénost koja nije
u suprotnosti sa teoremom o preplitanju je da je ¢vor d susedan ¢vorovima cq
i ¢, zatim jednom od ¢vorova by i bs i jednom od ¢vorova cs i ¢q. Broj grana u
podgrafu indukovanom ¢&vorovima skupa C'U D je 12, pa postoje bar dva ¢vora
iz skupa D koja su susedna sa ta¢no tri ¢vora iz skupa C. Ne mogu da postoje tri
takva ¢vora u skupu D, zato $to je svaki od njih susedan sa ¢vorovima c; i ca, pa
bi bilo n., ., > 3. Takodje mozemo da pretpostavimo da je ¢vor d4 susedan sa
¢vorovima be, ¢1, co, ¢4, a da je ¢vor ds susedan sa ¢vorovima by, c1, ca, c3. Tada



su u bipartitnom podgrafu J, indukovanom ¢vorovima dy, . ..,ds,c1, ..., Cq, Ste-
peni ¢vorova cq,...,cq jednaki 1,1,2,2, dok su stepeni ¢vorova dy,ds,ds jed-
naki 2,2, 2. Podgraf J je tada izomorfan ili sa P; ili sa P3 U Cy. Ne moze biti
J = P3UCy, jer bi se tada ¢vorovi ¢z i ¢4 nalazili u Cy i vazilo bi ne, ., = 3 (jer
je aq takodje njihov zajednicki sused). Shodno tome, mozemo da pretpostavimo
da je &vor d; susedan sa ¢vorovima cy i ¢, ¢vor do susedan sa ¢vorovima cy i c3,
dok je ¢vor d3 susedan sa ¢vorovima cg i c1.

U bipartitnom podgrafu M indukovanom ¢vorovimady, ..., ds, b1, ..., by ste-
peni ¢vorova by, . .., by takodje su jednaki 1, 1,2, 2, pa je podgraf M, kao i ranije,
izomorfan ili sa Py ili sa P3UC,. Jednakost M = P3UC), vazi samo ako se ¢vorovi
b3 1 by nalaze u Cy, i tada su ¢vorovi by i by susedni jednom od ¢vorova dy, do, ds,
dok su évorovi b3 i by susedni sa preostala dva. Posto je ng, 4, > 1, a Evorovi d;
i d3 nemaju zajednickog suseda medju ¢vorovima cy,...,cq, jedina moguénost
je da su ¢vorovi bs i by susedni ¢vorovima dy, ds, dok su ¢vorovi by i by susedni
sa ¢vorom dg, dajuéi graf izomorfan sa D1y (Fig. 5.5). Ako vazi M = P;, tada
postoji vise mogucnosti, i proveravajuéi svaku od njih ponaosob, vidimo da se
u ovom slu¢aju ne dobijaju integralni grafovi.

Time smo dokazali

Propozicija 5.4.1 Postoje tacno tri grafa sa spektrom 4,24, 14, —14, —24, —4 4
to su grafovi D19, D11 © D12 sa sl. 5.5.

5.4.2 Grafovi sa spektrom 4,2% 1% —14 —2° —4
Iz tabele 3.2 sledi ¢ = 15, pa je zato ¢, = 3, u € V. Sledi da je

Z ni,v =18,

veV —{u}

i jedina moguénost za familiju {n, v € V —{u}} je {23,1°}. Vidimo da ukoliko
uzmemo proizvoljne ¢vorove a i b, takve da je n,p = 1, tada postoji ¢vor c takav
da je ng,c = npc = 1.

Pretpostavimo da postoji ¢vor z susedan sa ¢vorovima a,b i ¢. Oznacimo
preostalog suseda ¢vora z sa d. Oznacimo preostale ¢vorove susedne ¢voru a sa
ay,as 1 az, one susedne sa b sa by, by i b3, a one susedne sa ¢ sa cy1,co 1 ¢3. S
obzirom da postoje 3 ¢etvorougla koja sadrze ¢vor z, a svaki od njih takodje
sadrzi i ¢vor d, vidimo da ¢vor d sa svakim od ¢vorova a, b i ¢ ima jos jednog za-
jednickog suseda sem ¢vora z. Bez gubitka opstosti, mozemo da pretpostavimo
da su ovo ¢vorovi ay,b; i ¢, redom. Cvor @ ima dva zajednicka suseda sa



Slika 5.6: Integralni graf sa spektrom 4, 2%, 14, —14, —2% —4

¢vorom d, po jedan sa svakim od évorova b i ¢, pa stoga postoje évorovi aj i a)
takvi da je ng.a; = naa, = 21 aj,a5 # d. Dalje, neka su b i b, oni évorovi
(# d) za koje je nyp = nppy, = 2, dok su ¢} i ¢ oni évorovi (# d) za koje je
Neel = Neey, = 2. Svaki od évorova ay, ay, b, by, ¢} i ¢, susedan je tacno sa
jednim od ¢vorova a1, by i ¢1, inace bi broj ¢etvorouglova kojima pripada ¢vor d
bio veéi od 3.

Najpre pretpostavimo da je ¢vor a; susedan sa ¢vorovima aj i ab, ¢vor by
susedan sa ¢vorovima b} i b, a cvor ¢; susedan sa cvorovima ¢} i cy. Cvor a;
je jedini zajednicki sused ¢vorova a) i aj, jer bi u suprotnom kroz évor a;
prolazilo vise od 3 éetvorougla. Sli¢no vazi i za parove &vorova (b7, b5) i (cf, b)),
pa zakljucujemo da je svaki od ¢vorova af, ay, b}, bh, ¢} 1 ¢, susedan sa ta¢no
jednim od &vorova as 1 as, sa tacno jednim od ¢vorova b i b3 1 sa ta¢no jednim od
¢vorova c2 i c3. Bez gubitka opstosti, mozemo da pretpostavimo da je ¢vor aj
susedan sa ¢vorovima as,bs i c2, a da je ¢vor af susedan sa ¢vorovima as, bs
i c3, kao i da je ¢vor ag susedan sa ¢vorovima b i ¢f, a da je ¢vor a} susedan
sa ¢vorovima b i c4. Podgraf indukovan ¢vorovima {be, b3, ca, c3, b, b5, cf, ch}
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Slika 5.7: Integralni graf sa spektrom 4, 2°, 14, —14, —25, —4

je regularan stepena 2 i postoji svega 16 moguénosti koje treba ispitati. Tako
dobijamo dva nova integralna grafa D3 i D14, prikazana na sl. 5.6 i sl. 5.7.

Cvorovi @) i a} ne mogu istovremeno da budu susedni ¢vorovima as i ag, jer
je tada ng, ., > 2, $to je nemoguce. Sliéno vazi i za parove ¢vorova (b)), %) i
(¢}, ch). Bez gubitka opstosti, mozemo da pretpostavimo da je ¢vor af susedan
sa ¢vorovima aj i ag, ¢vor a) susedan sa ¢vorovima ag i ag, ¢vor b) susedan
sa ¢vorovima by 1 by, ¢vor by susedan sa ¢vorovima by i bs, ¢vor ¢) susedan sa
¢vorovima c; i cg, a da je &vor ¢ susedan sa ¢vorovima cg i c3. Tada je podgraf
indukovan ¢vorovima {aq, b1, ¢1, ab, by, ¢4} regularan stepena 1, pa postoje svega
2 slucaja (s obzirom da ¢vorovi a; i a) nisu susedni, kao ni ¢évorovi by i bj,
ni ¢vorovi ¢1 i ¢4). U svakom od tih slucaja, podgraf indukovan évorovima
{az,as, ba, bs, ca, c3, al, ab, by, by, ¢}, ch} je bipartitan i u njemu postoji 6 ¢vorova
stepena 116 ¢vorova stepena 2, pa je on izomorfan jednom od grafova: PoU P, U
P,UCs, PLUP,U Py, P,UPyU Ps 1 Py U Py U Py. Ispitivanjem ovih moguénosti
dobija se integralni graf D5, prikazan na sl. 5.8.

Ostaje jos da ispitamo slucaj kada ne postoji ¢vor susedan sa bilo koja tri



Slika 5.8: Integralni graf sa spektrom 4,2°,14, —14, —2% —4

¢vora u, v 1 w, za koje vazi ny, ., = Ny = Nw,o = 1. Ako su dati ¢vor a i njegovi
susedi a1, ...,a4, ovo znaci da u svakoj trojci (a;, a;, ar) postoje dva ¢vora sa
zajednickim susedom razli¢itim od ¢vora a. Neka su by, bo, b3 oni ¢vorovi za koje
je ngp, =2 (i = 1,2,3). Graf indukovan ¢vorovima a, a1, . . ., a4, b1, b, bs, nazi-
vamo delimiéna 2-okolina ¢vora a. Iz prethodnog razmatranja sledi da postoje
dve moguénosti, nazovimo ih A i B, za delimi¢nu 2-okolinu svakog ¢vora u grafu.
Ove moguénosti su prikazane na sl. 5.9.

Ako je delimi¢na 2-okolina ¢évora a tipa A, tada delimi¢na 2-okolina ¢vora ay
takodje mora biti tipa A, inace bi broj ¢etvorouglova u ¢voru a bio bar 4. Neka
Su ¢1, ¢, c3 susedi ¢vora ay, razli¢iti od ¢vora a, i neka su dq, ds, d3 oni ¢vorovi za
koje je na,.a; = 2 (i = 1,2,3) (videti sl. 5.10). Cvorovi a; i ¢; (i, = 1,2,3) nisu
susedni. Posmatrajmo podgraf N indukovan ¢vorovima by, ba, b3, d1,d2,ds. On
je bipartitan, njegovi ¢vorovi imaju stepen najvise 2, i ne sadrzi cetvorouglove,
inace bi neka dva ¢vora b; i b; imala bar tri zajednicka suseda, posto ve¢ imaju
zajednickog suseda u skupu {a1,as,az}. Ovo ostavlja svega 12 moguénosti za
podgraf N, i sve su u suprotnosti sa teoremom o preplitanju.
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Slika 5.9: Mogucée delimi¢ne 2-okoline
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Slika 5.10: Duplo-A delimi¢na okolina

Jos uvek preostaje slucaj kada svaki ¢vor u grafu ima delimi¢nu 2-okolinu
tipa B. Tada svaki sused proizvoljnog ¢vora pripada bar jednom cetvorouglu
koji prolazi kroz taj ¢vor. Neka je ¢y preostali sused ¢vora as, co preostali
sused ¢vora agz, c3 i ¢4 preostali susedi ¢vora aj, a c5 i cg susedi ¢vora ay.
Oznac¢imo sa M podgraf indukovan ¢vorovima a,ay, ..., a4, b1,b2,b3, C3,. .., Cé.
Posto je delimi¢na 2-okolina ¢vora a; tipa B, i ¢vor a ima dva zajednicka suseda
sa ¢vorom by, dok je a; jedini zajednicki sused ¢vora a sa ¢vorovima cz i ¢4,
zaklju¢ujemo da ¢vorovi c3 i ¢4 imaju jos jednog zajednickog suseda kojeg ozna-
cavamo sa ej. Isto zakljucivanje vazi i za delimi¢nu 2-okolinu ¢vora a4, odakle
sledi da ¢vorovi cs i ¢g imaju jos jednog zajednickog suseda kojeg oznacavamo
sa es. Ne moze biti e; = eg, jer tada podgraf indukovan évorom e; i ¢vorovima
podgrafa M ima drugu najveéu sopstvenu vrednost jednaku 2.1162. Ako dalje
proverimo sve moguce susede ¢vorova e; i es medju ¢vorovima podgrafa M,
ukljucujudi i ¢vorove c; i co u razmatranje u nekim slucajevima, vidimo da su
sve te mogucénosti u suprotnosti sa teoremom o preplitanju.

Time smo dokazali

Propozicija 5.4.2 Postoje tacno tri grafa sa spektrom 4,2°,14, —14, —2°5 —4 ¢
to su grafovi D13, D14 © D15 sa sl. 5.8.



5.4.3 Ne postoji graf sa spektrom 4,27, 1% —14 —27 —4

Iz tabele 3.2 vidimo da je ¢ = 9. Ovo je nemoguce, jer iz ¢injenice da ¢, ne

zavisi od ¢vora u sledi da je ¢ = 2;1’“, pa bi bilo 9 = 6¢,. Time smo pokazali da
ne postoji graf sa ovim spektrom.

5.4.4 Grafovi sa spektrom 4,20, 14 —14 210 4

Y

Iz tabele 3.2 vidimo da u ovom slu¢aju vazi g = 0, zbog ¢ega je ¢, =0, u € V.
Sledi da je

veV—{u}

pa je {1'2,0?} jedina moguénost za familiju {n, ,jv € V — {u}}.

Uzmimo proizvoljan ¢vor a; € V. Neka su tada ag,as € V oni ¢évorovi
koji nemaju zajednickog suseda sa ¢vorom aj. Oznac¢imo preostale ¢vorove
u hromatskoj klasi ¢vora a; sa wvi,...,v12. Oznac¢imo susede ¢vora a; sa u;
(1 =1,2,3,4). Mozemo da pretpostavimo da je ¢vor u; (i = 1,...,4) susedan sa
¢vorovima v;, vi+4, Vi+g, jer bi u suprotnom sluc¢aju postojala dva ¢vora ug i u;
(1 <k <1 <4)sa zajednickim susedom v;, pa oni zajedno sa ¢vorom aq Cine
Cetvorougao.

Najpre dokazujemo da ne vaZi ng,q., = 1. Pretpostavimo da je tako i
oznacimo sa d zajednickog suseda ¢vorova ag i as. Cvor d tada mora da bude
susedan sa dva ¢vora iz skupa {vy, ..., v12}, koja nisu susedna sa istim ¢vorom iz
skupa {uy,...,us}. No, onda je u podgrafu indukovanom ¢vorovima ay, as, as, d,
Ui, ..., U4, V1,...,012 druga najveéa sopstvena vrednost jednaka pe = 2.0876,
§to je u suprotnosti sa teoremom o preplitanju.

Prema tome, vazi ng,q, = 0. Oznaéimo susede ¢vora as sa us,...,us,
a susede ¢vora as sa ug,...,u12. Oznacimo sa by,by i by preostala tri ¢vora
grafa. Posto je ng,., = 1 (1 = 1,2,3; j = 1,...,12), svaki od ¢vorova v;
(1t = 1,...,12) je susedan sa tatno jednim od ¢vorova by, by i bs. Bez gu-
bitka opstosti, mozemo da pretpostavimo da je ¢vor b; (i = 1,2,3) susedan
sa ¢vorovima vg;_3, V4i—2,V4i—1 1 V4;. Takodje mozemo da pretpostavimo da je
¢vorwv; (j =1,...,4) susedan sa ¢vorovima uj, uj4+4 i uj+s. Na taj nac¢in smo de-
limi¢no konstruisali ovaj graf (sl. 5.11), i sada ¢emo odrediti podgraf indukovan
¢vorovima us, ..., Uu12, Vs, . . ., V12.

Neka je

Ul:{U,5,...,U8},U2:{Ug,---,ugg},‘/l:{'U5,.--7'U8}i‘/2:{119,---,1112}.
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Slika 5.11: Delimi¢na konstrukcija grafa Dig
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Slika 5.12: Tipovi podgrafa Gy



Zbog nepostojanja cetvorouglova, vidimo da je svaki ¢vor iz skupa Uy susedan
sa tacno jednim ¢vorom iz skupa V; i da i-ti ¢vor iz skupa Uy ne moze da bude
susedan sa i-tim ¢vorom iz skupa V; (k=1,2;1=1,2; i =1,...,4). Oznac¢imo
sa Gy podgraf indukovan évorovima iz skupa Uy U V). Iz prethodnih ¢injenica
sledi da svaki podgraf Gy; ima jedan od tipova a, b, ..., ¢, prikazanih na sl. 5.12.
Kazemo da je podgraf Gy; tipa x ako se i-ti ¢vor skupa Uy identifikuje sa i-tim
¢vorom gornje polovine ¢vorova tipa x, a i-ti ¢vor skupa V; identifikuje sa i-tim
¢vorom donje polovine ¢vorova tipa x.

Neka je podgraf Gp; tipa a, a podgraf G2 tipa b. Tada ¢vorovi uy, us, vg
i vy Cine ¢etvorougao, Sto je kontradikcija. U tom sluc¢aju kazemo da su tipovi
a i b nekompatibilni, a inace su kompatibilni. Proveravaju¢i medjusobnu kom-
patibilnost za sve parove tipova, nalazimo da je skup moguéih parova tipova za
podgrafove Gg1 i Gio (k = 1,2) (kao i za podgrafove G1; 1 Go; (I = 1,2)) jednak

P :{ {a’d}’{a76}7{aag}’{a7h}’{b’d}7{b7f}7
{e,n} {e i}, {d, f}.{d, h},{e, g}, {n.i}}.

Sada, ako je G11 = a i G12 = d, tada je Go1 € {d,e,g,h} 1 Gas € {a,b, f,h}, pa
su mogudi sledeéi parovi tipova za podgrafove Ga1 i Gaz : (d, a), (d,b), (d, f),
(e,a), (g,a), (h,a). Nastavljajuéi u ovom stilu dobijamo sve moguée parove za
podgrafove Ga1 i Gag. Postoji ukupno 60 moguénosti za podgraf H indukovan
¢vorovima skupa Uy U Us U V4 U V;. Eliminiguéi one koji sadrze ¢etvorouglove,
preostaje 24 moguénosti od kojih samo 6 daje novi integralni graf D¢ prikazan
na sl. 5.13.

Propozicija 5.4.3 Postoji tacno jedan graf sa spektrom 4,210,14, —14,—210 _4
i to je graf Dig sa sl. 5.13.

5.5 Nebipartitni grafovi

Ako je G nebipartitni, 4-regularni, integralni graf koji ne sadrzi £3 u spektru,
tada je graf G x Ky takodje 4-regularan, integralan i ne sadrzi +3 u spektru, ali
je on bipartitan i zbog toga je izomorfan jednom od grafova D;-Di1g nadjenih
u prethodnim podsekcijama. Zbog toga je dovoljno pronaci koji se od grafova

D1-D1g mogu razloziti u obliku G x K. Slede¢a lema, ¢iji je dokaz trivijalan, i
konstatacija iza nje uzeti su iz [51].
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Slika 5.13: Integralni graf sa spektrom 4,2'°, 14, —14, —210 4
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Slika 5.14: Nebipartitni, 4-regularni, integralni grafovi

=[]

Lema 5.5.1 Bipartitan graf B = (U, V, E) moZe da se razloZi u proizvod G x Ky
ako i samo ako postoji bijekcija f:U — V tako da ¢évor u nije susedan sa
cvorom f(u) i ako je ¢vor u susedan sa évorom f(v) tada je cvor v susedan
sa évorom f(u), za svako u,v € U.

Dalje primec¢ujemo da ako je

w = ug, f(u1),uz, f(us), ug, ..., uzp, f(uons1) = f(u)

put koji spaja évorove u i f(u), tada lema 5.5.1 zahteva da

f(u) = f(uo),ur, f(uz), us, f(ua),..., f(uon), vons1 = u

bude drugi put koji spaja ¢vorove u i f(u). Ovi putevi su neophodno razliciti,
jer ako bi bili isti tada bi ¢vorovi u, i f(uy) bili susedni, §to je u suprotnosti sa
lemom 5.5.1. Ova konstatacija vodi ka zakljucku da je za svaki ¢vor u € U UV
broj najkra¢ih puteva neparne duzine koji spaja ¢vorove u i f(u) paran.

Graf D; = K4 4 ocigledno ne moze da bude razlozen u proizvod G x Kj, jer
bi tada graf G bio 4-regularan sa 4 ¢vora, Sto je nemoguce.



Graf Dy = 5K ima jedinstveno razlaganje u obliku K5 x K», pa je E1 = Kj
prvi nebipartitni, integralni graf sa spektrom 4, —14 (sl. 5.14).

Iz ¢injenica da ¢vorovi w i f(u) nisu susedni, vidimo da graf D3 ima jedin-
stveno razlaganje i dobijamo drugi nebipartitni, integralni graf Es (sl. 5.14) sa
spektrom 4,03, —22.

Graf Dy (sl. 5.1) nema razlaganje u obliku G x Ko, jer u suprotnom, bez
gubitka opstosti, mozemo da pretpostavimo da je b’ = f(a), odakle sledi a’ =
f(b), pa mora biti ¢/ = f(c), §to je u suprotnosti sa lemom 5.5.1.

Posto za ¢vorove a 1 b u grafu Dy (sl. 5.2) vazi ngp = 0, to mora da vazi
nfa),fv) = 0, pa je par (f(a), f(b)) jednak jednom od parova (b1,as), (b2,as),
(b3, az), (b, a1). U svakom od ovih slucajeva, funkcija f je u potpunosti odred-
jena i lako dobijamo graf E3 sa spektrom 4,2, 03, —22 (sl. 5.14).

Graf Dg nema razlaganje, jer ¢vorovi a i b (sl. 5.2) imaju tri zajednicka
suseda, dok nijedan drugi par ¢vorova, koji se nalaze na neparnom rastojanju
od ¢vorova a i b, nema tri zajednicka suseda.

Posmatrajmo graf D7 (sl. 5.3). Kako je 14,4, = 0, to je n¢(a,),f(a) = 0, i
postoje ne, e, > 1 (1 <i < j < 4),bar jedan od ¢vorova f(a1)i f(az) ne pripada
skupu {ey,...,es}. Pretpostavimo najpre da je f(a1) € {bs,...,bs}. Ako je
f(a1) = bs, tada je f(az) = bz i f({c1,¢2}) = {ba,bs}. S obzirom da &vorovi u
i f(u) nisu susedni ni za jedan ¢vor u, sledi da je f(c1) =bs 1 f(c2) = bg. Tada
je f7r({b1,b2}) = {da,d5} i f~1({br,bs}) = {d3,ds}. Ovo je nemoguée, posto
jenp b, =1 (i=1,2;5=7,8)ing,.a #1 (k=3,6;1=4,5). Slicno vazi i ako
je f(a1) = bg. Ako je f(ay) = by, tada je f(az) = e4. Iz Neja; = 2 (1= 1,2;
Jj =1,2) vidimo da je f({c1,c2}) = {bs,e3}, a odavde je f(c1) = bgi f(c2) = e3.
Kako su ¢vorovi by i by susedni sa ¢vorovima a; i ¢, sledi da su ¢vorovi f_l(bl)
i f71(b2) susedni sa évorovima by i bg, odakle je f~1({b1,b2}) = {az,ca}, §to je
kontradikcija. Sliéno vazi i ako je f(a1) = bs.

Pretpostavimo sada da je f(az) € {b1,...,bs}. Ako je f(az) = by tada je
fla1) = eai f({e1,ca}) = {e1, ba}. Posto &voroviu i f(u) nisu susedni, sledi da je
f(c1) =e1 1 f(co) = ba. No, évor by je susedan sa ¢vorovima as i ¢1, prema tome
¢vor as mora da bude susedan sa ¢vorovima e; i b, §to nije slucaj, pa imamo
kontradikciju. Ako je f(a2) = be tada je f(a1) =e1 i f({c1,c2}) = {e2,b1}, pa
je stoga f(c1) = ea i f(ca) = b1. No, Evor by je susedan sa ¢vorovima aj 1 ¢q,
prema tome ¢vor ¢y treba da bude susedan sa ¢vorovima e; i es, Sto nije slucaj,
pa ponovo imamo kontradikciju. Ako je f(az) € {bs,bs} tada je f(a1) € {bs,b6}
i ovaj slu¢aj smo ve¢ razmatrali (videti prethodni pasus).

Sada razmatramo graf Dg (sl. 5.3). Ako je f(a1) € {e1,...,es}, tada je
takodje f(a2) € {e1,...,es}. Mozemo pretpostaviti da je f(a1) = e1, f(az) = eq4.



Tada je {f(c1), f(c2)} = {ez2,es3}. Za svaki izbor vrednosti f(c1) 1 f(c2) pre-
ostale vrednosti funkcije f jedinstveno su odredjene i dobijamo dva neizomorfna,
kospektralna, nebipartitna, integralna grafa Ey i F5 sa spektrom 4, 23,03, —25,
koji su prikazani na sl. 5.14. S druge strane, ako je f(a1) € {bs,...,bs}, tada je
f(az2) € {b1,...,bs}. Mozemo pretpostaviti da je f(a1) = bs, f(az2) = b3. Tada
je f(e1) = ba, f(c2) = bg, 1 {f(b1), f(b2)} = {d4,d5}. Za svaki izbor vrednosti
f(b1) 1 f(b2) preostale vrednosti funkcije f jedinstveno su odredjene i dobijamo
dva nebipartitna, integralna grafa izomorfna sa E.

Graf Dy (sl. 5.4) nema razlaganje u obliku G x K, jer je broj najkraéih
puteva duzine 3 izmedju proizvoljnih nesusednih ¢vorova iz razli¢itih hromatskih
klasa jednak 3, $to je u suprotnosti sa lemom 5.5.1.

Razmotrimo sada grafove Dig, D11 i D12 (sl. 5.5). Pretpostavimo da je

f(a) = ds. Tada je
f{ar,...,a4}) ={ec1,...,cat.

Ako znamo vrednosti f~(a1),..., f~!(as), tada mozemo da odredimo vrednosti
f(by), ..., f(ba) iz
SUbr, - ba}) =A{dy, ..., da}

i ¢injenice da je svaki od évorova b; (i =1,...,4) zajednicki sused ¢vorova a;_1
i a; (oduzimanje je po modulu 4) razli¢it od ¢vora a. PoSto su évorovi a; i ¢;
susedni, vazi f~1(a;) # ¢;, pa je broj moguéih cetvorki (f~1(ay),...,f (as))
samo 9. Ovaj broj se dalje smanjuje koriste¢i ¢injenicu da zajednicki sused
¢vorova a; i aj, koji je razli¢it od évora a, ne sme da bude susedan sa zajednickim
susedom &vorova f~1(a;) 1 f~!(a;), koji je razlicit od ¢vora ds. U preostalim
mogucnostima dobijamo dva nebipartitna, integralna grafa: FE7, sa spektrom
4,212, 12, -23 i Eg, sa spektrom 4,14, —24 (sl. 5.14). Pritom vaz E; x Ky &
Eg X KQ = DlO-
Pretpostavimo da u grafu Dy vazi f(a) =d; (1 <i < 4). Tada je

f'(an,.. . a4}) = {bi—1,bis1,¢im1,¢i}

Cvorovi biy1 i ¢; susedni su sa évorom a;, pa je stoga f~'(a;) € {bi_1,ci_1}.
Sliéno dobijamo f~'(a;—1) € {bi+1,ci}. Posto je ng, a;, , = 2, takodje je i

Nf=1(ar),f~(aim1) = 25

pa vazi ili f1(a;) = bi—1, f (ai—1) = b, ili 7N (as) = ci1, [ (aim1) =
¢;. U prethodnom sluéaju, funkcija f je jedinstveno odredjena i dobijamo graf
izomorfan sa grafom E7. U drugom sluéaju mora da vazi f~!(aiz1) = bi_1, iz



¢ega dobijamo kontradikciju, jer je évor a;_; susedan sa évorom f~!(a;y1), dok
¢évor a;41 nije susedan sa évorom f~1(a;_1).

Pretpostavimo da u grafu Dq; vazi f(a) = d; (1 < i < 4). Tada vazi
Ny 1,d; = Na;,d; = 2, 1 poSto je évor a susedan sa ¢vorovima a;—; i a; imamo da
je évor d; susedan sa évorovima f~1(a;_1) i f~(a;) i

Nf=1(ai—1),a; — "Vf~1(ai),ai — 2.

Zakljuéujemo da je {f~Y(a;—1), f1(a;)} = {bi—2,b;}. No, &vor b; je susedan sa
¢vorovima a;—1 i a;, Sto je kontradikcija.

Ako je f(a) = dg ili f(a) = d3 u grafu D9, tada dobijamo kontradikciju
koristeci isti argument kao u prethodnom pasusu. Ako je f(a) = di, tada je
fY(a3), f~(as) # ba, pa je by = f~1(a;) za neko i € {1,2}. Ali tada, posto je
Na,b, = 2, mora da bude ny(q) f(b,) = Ndy,a; = 2, 5to ne vazi za i € {1,2}. Slicno
zakljucivanje vazi i za f(a) = dy.

Posmatrajmo sada grafove D13, D14 1 D15 (sl. 5.8). Jasno je da je

f(z) € {1, a5, 00, b5, ¢, b}

Na osnovu vrednosti f(z) lako dobijamo skup f~'({d,a,b,c}). Cvor d ima dva
zajednicka suseda sa svakim od évorova a,b i ¢, pa évor f~!(d) mora da ima
dva zajednicka suseda sa svakim od évorova f~1(a), f~1(b) i f~1(c), na os-
novu ¢ega lako odredjujemo f~!(d). No, u svim moguéim slu¢ajevima dobijamo
kontradikciju, $to vidimo iz slede¢ih razmatranja.

U grafu D3 za svaku vrednost f(z) postoji taéno jedna vrednost za f~1(d).
Znajuéi vrednost f~1(d), mozemo da odredimo skup f({a1,b1,c1}). Medjutim,
u svakom od ovih slu¢ajeva dobijamo kontradikeiju. Na primer, ako je f(z) = af,
tada je f~1({d,a,b,c}) = {a1,az,ba, ca}, pa zakljucujemo da je f~1(d) = as.
Odavde je f({a1,b1,c1}) = {a, b}, |}, a kako je jos f~*({a,b,c}) = {a1,ba, c2},
sledi da je f(a1) = a, $to je kontradikcija jer su &vorovi aq i a susedni.

U grafu Dy4 vrednost za f~1(d) postoji samo ako je f(z) € {c},ch}. Ako je
f(z) = ¢}, tada je f~*({d,a,b,c}) = {az,ba,c1,co}. Tada je f~1(d) = ca, pa
je f({a1,b1,c1}) = {al, b}, c}, sto zajedno sa f~1({a,b,c}) = {c1,as,ba} daje
f(c1) = ¢, sto je kontradikcija. Dokaz je analogan ako je f(z) = .

U grafu Dy5 vrednost za f~1(d) postoji samo ako je f(z) € {ah, b, ch}. Ako
je f(z) = db, tada se dobija f~!(d) = as, odakle sledi da je f({a1,b1,c1}) =
{a, b}, c,}. Odavdeiiz f~({a,b,c}) = {b1,as,co} sledi da je f(b1) = a. Cvor ¢;
je susedan sa ¢vorom ¢}, pa zakljucujemo da je f(c1) =b] 1 f(a1) = ¢}. Medju-
tim, évorovi @ i a; su susedni, dok évorovi by = f~1(a)ic; = f(a1) nisu susedni,
sto je kontradikcija. Dokaz je analogan i u ostalim slucajevima.
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Slika 5.15: Graf sa spektrom 4,2%,1,0%, —12, —24 —3.

U grafu Dig (sl. 5.13) neparan broj puteva duzine 3 spaja ¢vor a; sa svakim
od évorova us, . . ., u1z. Zato je f(a1) € {b1,bs,bs}. Isto vazii za évorove as i ag,
pasledi da je f({a1, a2, as}) = {b1, b2, b3}. Na slican nacin zakljuéujemo da vazi:

f({v1,vs,v10}
f({va,v7,v9}
J({vs, v6, v12}
f({v4,v5,v11}

Za svaki izbor vrednosti f(a;) (i = 1,2, 3), koriste¢i lemu 5.5.1, moZzemo u pot-

punosti da rekonstruisemo funkciju f. Na taj nac¢in dobijamo dva nebipartitna,

4-regularna, integralna grafa: graf Fg sa spektrom 4,2°, —1%, —2°, prikazan na

sl. 5.14, i graf X sa spektrom 4,24, 1,02, —12, —2%, —3, prikazan na sl. 5.15.
Ovim smo dokazali

= {Us, us, Ulo},
= {U4,'LL7,'LL9},
= {ul, Ug, Ulz},

= {u2,u5,U11}-

— — — —

Propozicija 5.5.2 Postoji tacno osam mebipartitnih, 4-reqularnih, integralnih
grafova koji ne sadrze £3 u spektru i to su grafovi Fn, ..., Es sa sl. 5.14.

5.6 Za kraj ove glave

Propozicije 5.1.1-5.5.2 daju glavnu teoremu ove glave.

Teorema 5.6.1 Postoji tacno 24 integralnih, 4-reqularnih grafova koji ne sa-
drze £3 u spektru. Medju njima, bipartitni su grafovi D1, ..., Dig (sl. 5.1-5.8 i
sl. 5.13), dok su nebipartitni grafovi Ey, ..., Eg (sl. 5.14).



Najmanji ovakav bipartitni graf je D1 = Ky 4, dok su najveéi D11 i D¢ koji,
redom, imaju 32, odnosno 30, ¢vorova. U ovom skupu postoje dve trojke kospek-
tralnih, neizomorfnih grafova: (D13, D14, D15) sa 20 ¢vorovai (D1, D11, D12) sa
18 ¢vorova. Pored toga, postoje i dva para kospektralnih, neizomorfnih grafova:
(D7, Dg) sa 24 ¢vora i (D5, Dg) sa 16 ¢vorova.

Medju nebipartitnim grafovima, najmanji je graf 1 = K5, a najvedi je Fg
sa 15 ¢vorova. Medju ovim grafovima postoji par kospektralnih, neizomorfnih
grafova (Fy4, E5) sa 12 ¢vorova. Grafovi Es i E7 su jako regularni, dok je graf E;
takodje samokomplementaran. Grafovi Fy,..., Fg imaju najmanju sopstvenu
vrednost vec¢u ili jednaku —2 i oni su izomorfni ili grafovima grana ili koktel-parti
grafovima, osim grafa Fj4 koji je jedan od grafova nadjenih u [6].



Glava 6

Regularni, integralni NEPS
grafova

Pored ispitivanja postojanja grafova sa svakim od moguéih spektara, kao sto smo
ucinili u prethodnoj glavi za jedan broj spektara, u potrazi za 4-regularnim, in-
tegralnim grafovima mozemo da trazimo i one koji se mogu dobiti kompozicijom
manjih grafova. Na osnovu ¢injenice da je NEPS grafova regularan i integralan
ako i samo ako su svi faktori regularni i integralni, sto dokazujemo u sekciji 6.1,
u moguénosti smo da, u sekcijama 6.2-6.4, nadjemo sve povezane, 4-regularne,
integralne grafove koji mogu biti prikazani kao NEPS grafova.

6.1 Polazni rezultati

Neka je ubuduée G = NEPS (Gy,...,Gyu;B), gde su Gy, ...,G, povezani gra-
fovi. Za ¢vorove u i v grafa G kazemo da su susedni pomocéu 3, 8 € B, ako je
u; susedno sa v; u G; kadgod je B; = 1, a u; = v; kadgod je 5; = 0. Ako su u
i v susedni ¢vorovi u G, tada postoji jedinstveno § € B dato sa

B, = 1, ako je u; susedno sa v;
¢ ako je u; = vy

3

tako da su w i v susedni pomoc¢u . Neka je u proizvoljan ¢vor grafa G i 5 € B.
Oznac¢imo stepen Cvora u sa degu. Broj ¢vorova v susednih sa u pomocu 3
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jednak je [T, (degu;)”, jer se v; moze izabrati na degu; nacina ako je 3; = 1,
a na samo jedan nacin ako je f3; = 0. Prema tome, vazi

(6.1) degu = Z H (degu;)?i.
BeB i=1
U [21, p. 69] dokazano je da ako G; ima n; ¢vorova i sopstvene vrednosti
Ails - - - s \in; tada se spektar grafa NEPS (Gy, . .., Gy; B) sastoji od svih moguéih
vrednosti Aj, . j,., gde je

62  Ajg.o=> [T A Ge=1.2,.. k=12 n).
BEB i=1

U slucaju da je \jj;, = 01 8; = 0 definiSemo 0° = 1. Prema tome, ako su grafovi
Gy, ...,G, integralni, tada je integralan i njihov NEPS sa proizvoljnom bazom.
Ako se ogranic¢imo na regularne grafove, tada vazi i obrnuto.

Teorema 6.1.1 Neka je G = NEPS (Gy,...,Gy; B), gde su Gi,...,G,, pove-
zani grafovi. Tada je G reqularan, integralan graf ako i samo ako je G; regularan,
integralan graf za svako i =1,...,n.

Dokaz 1z (6.1) sledi da je G regularan graf ako i samo ako je G; regularan graf
za svako ¢ = 1,...,n. Pretpostavimo sada da je G regularan, integralan graf i,
bez gubitka opstosti, da graf G ima necelobrojnu sopstvenu vrednost A. Sop-
stvena vrednost A je iracionalan broj, posto su sopstvene vrednosti celobrojnih
matrica ili celobrojne ili iracionalne. Grafovi Gy, ..., G, su regularni i neka je
r; stepen grafa G;, i = 1,...,n. Tada svaki graf G; ima celobrojnu sopstvenu
vrednost, naime r;. Prema tome, graf G ima sopstvenu vrednost

A=) "N ﬁ ) = AN+ B,
BEB i=2

gde su A i B nenegativni celi brojevi, i A > 0 posto iz definicije NEPSa sledi

da je 1 =1 za bar jedno 8 € B. Posto je A iracionalno, A\ + B nije ceo broj i
imamo kontradikciju. H

U teoremi 6.1.1 koristili smo regularnost samo da bi obezbedili da svaki od
grafova G, ..., G, ima celobrojnu sopstvenu vrednost. Iz dokaza ove teoreme



vidimo da ako je G integralan graf i svaki od grafova G, ..., G, ima celobrojnu
sopstvenu vrednost, tada je svaki od grafova G; integralan, i = 1,...,n. Sledeée
pitanje zato izgleda interesantno.

Pitanje Postoji li integralan graf G = NEPS (G4, ..., Gy; B) tako da bar jedan
od grafova G1,...,Gy ima sve sopstvene vrednosti iracionalne?

Sledeca teorema pokazuje da je dovoljno da za faktore NEPSa uzimamo samo
one grafove koji sami ne mogu biti predstavljeni kao NEPS drugih grafova.

Teorema 6.1.2 Neka je G = NEPS (G4, ...,Gy; B) i neka je
GzzNEPS(G771,,G1m1,B7), z:l,,n

Tada je
G = NEPS (Gl,lv .. '5G17m17 .. -;Gn,la .. .,Gmmn;g),

gde se G sastoji od svih razli¢itih wredjenih (3., m;)-torki v, sacinjenih od 0
i 1, za koje postoji B € B, i 31 € By, i =1,...,n, tako da za j koje zadovoljava

m+...+n 1 +1 <3< ni+...+n-1+n
vazi 4
Vi = 6iﬁ;‘7(n1+...ni,1)'

Dokaz Neka je H = NEPS(G11,...,Gi.mys---sGn1s- -, Gnom,; G). Dokaza-
¢emo da preslikavanje f:V(G) — V(H) definisano pomocu

f((ul,la' . ~7u1,m1)a~ D) (un,h' . ~7un,mn)): (ul,lv' . '7u1,m1a' D) un,la' D) un,mn)

predstavlja izomorfizam grafova.
Naime, ¢vorovi u i v grafa G susedni su pomoc¢u
Szai=1,...,n (8; =11 u; je susedno sa v; pomocu )ili (B; = 01 u; = v;)
Szait=1,...,nij=1,...,my
(Bi =11 ((B5 =11  jesusedno sa v ;) ili (85 = 01 u;j = v )))
ili (61 =0i Us,5 = 'U@j)
Szait=1,...,nij=1,...,my
(BiBs = 11w je susedno sa v; ;) ili (B8 = 01 u;j = v; 5)
< f(u) i f(v) sususedniu H. W

Prema tome, mozemo pretpostaviti da se grafovi G; ne mogu predstaviti
kao NEPS drugih grafova. Neka je stepen grafa G; jednak r;, i = 1,...,n i



pretpostavimo da je 11 > ... > r,. Iz (6.1) sledi da je 4 = ZBEB H?:l rlﬁ i
vidimo da je r1 < 4. Ako je ri1 = 4, tadaje 4 = > 5 p 40 TT0, r? odakle je
|B| = 1. Jedini element baze B je (1,1,...,1), pajezatorya =...=1r, =1, iz
cega sledi da je Gy = ... = G, = K. Dalje iz teoreme 6.1.2 sledi

G = NEPS (Gl, K27 ceey KQ; {(1, 1, ceey 1)})
= ( .. ((Gl X Kg) X Kg) .. ) x K9 = 2n—2 (Gl X KQ),
pa je G povezan graf samo ako je n = 2. Prema tome, iz svakog povezanog, nebi-
partitnog, 4-regularnog, integralnog grafa mnozenjem sa K5 dobijamo povezan,
bipartitan, 4-regularan, integralan graf.

Pretpostavimo sada da je r; < 4. Potragu za povezanim, 4-regularnim, in-
tegralnim NEPSom podeli¢emo u tri slucaja u zavisnosti od vrednosti ry.

6.2 NEPS grafova izomorfnih sa K5

Sledeca jednostavna lema dokazana je u radu [52] i, nezavisno, u radu [57].

Lema 6.2.1 Ako je G; cvorno-tranzitivan graf za i = 1,...,n, tada je graf
G = NEPS (G, ...,Gy; B) cvorno-tranzitivan.

Teorema 6.2.2 Neka je
G = NEPS (KQ, ey KQ; B)
—_———
Sve komponente grafa G medjusobno su izomorfne i svaka je izomorfna sa
NEPS (KQ, ven ,KQ; B/),
—_———
r(B)
za neku bazu B'.

Dokaz Posto je Ky Cvorno-tranzitivan graf, iz leme 6.2.1 sledi da su kom-
ponente grafa G medjusobno izomorfne. Da bi dokazali drugi deo teoreme,
posmatracemo ¢vorove grafa G kao vektore u GFy'. Baza B je skup vektora u
ovom prostoru, i vidimo da su dva ¢vora (vektora) u i v grafa G susedna ako i
samo ako je u — v € B. Odavde zakljutujemo da su u i v povezani putem ako



i samo ako je u —v € L(B), gde L(B) oznacava linearni podprostor generisan
bazom B. Prema tome, skupovi ¢vorova komponenti grafa G odgovaraju kose-
tima podprostora £L(B) u GF}. Neka je P izomorfizam vektorskih prostora £(153)

i GFy®) . Neka je
C = NEPS (KQ, ven ,KQ; BI),
—_———
r(B)
gde je B’ = P(B). Tada su komponenta grafa G, koju ¢ine ¢vorovi u L(B), i
graf C' izomorfni:

ujesusednosavu L(B) & wu—veB & Pu—Pve P(B)
< Pujesusedno sa Pvin C. H

Posto je |B| > r(B), jasno je da ako je n > |B|, tada NEPS (Ko, ..., Ks;B)
———

n

nije povezan graf. Iz (6.1) sledi da je 4 = > 5cp [17, 1% = |B|, a onda iz
prethodnog opazanja sledi da je n < 4. Posto 4-regularan graf ima bar 5 ¢vorova
zakljucujemo da je n = 3 ili n = 4. Primetimo da se sopstvene vrednosti grafa G
u ovom slu¢aju nalaze u skupu {4,2,0,—2, -4} i da su svi 4-regularni grafovi
sa sopstvenim vrednostima u ovom skupu ve¢ nadjeni u glavi 5. Za n = 3
imamo grafove D i E3, dok za n = 4 imamo 4-dimenzionalnu kocku Ds, koji
su oznaceni redom sa N1, No, N3 u tabeli 6.1. Time smo dokazali slede¢u
Propozicija 6.2.3 Ako je graf G = NEPS (Ko, ..., Ka; B) 4-reqularan i inte-
gralan, tada je G jedan od grafova Ny, N2 i Ns.

Napomena Iako nam to u potrazi za 4-regularnim, integralnim NEPSom nije
neophodno, teorema 6.2.2 moze se uopstiti tako da vazi za NEPS grafova kod
koga su svi bipartitni faktori izomorfni sa K.

Teorema 6.2.4 Neka su C1,...,C,, povezani, nebipartitni grafovi i
G: NEPS(KQ,...,KQ,Cl,...,Cm;B).
—_————
Sve komponente grafa G medjusobno su izomorfne i svaka je izomorfna sa
NEPS (KQ, .. .7K2,Cl, .« ,Cm,C),
—_———
r(B’)

za neku bazu C, gde se B’ sastoji od kolona matrice B koje odgovaraju grafu Ks.



Dokaz Neka su
GI = NEPS (KQ, ey KQ; B/)
—_————

n

H' = NEPS (Ko, ..., K2;C")
N ——
r(B’)

takvi da je svaka komponenta grafa G’ izomorfna sa H'. Neka je P izomorfizam
izmedju L(B') i GFQT(B ) tako da je C’ = P(B'). Neka je

Cc=A{(Pp",p%): (8",8*) € B, B € GFy, B> € GF3"},

HZNEPS(KQ,...,KQ,Cl,...,Cm;C).
————
r(B')

Neka je A’ proizvoljna komponenta grafa G’ sa V(A') = w+ L(B'),w € GF}, i
A komponenta grafa G tako da je V(A) = V(A") x [T%, V(C;), koja postoji na
osnovu leme 1.1.3. Dokazujemo da je komponenta A izomorfna sa H. Neka je
a: V(A) — V(H) preslikavanje dato sa a(w + u,v) = (Pu,v), u € L(B'), v €
[T, V(C;). Ocigledno, « je bijekcija. Dalje, évorovi (w +ut,u?) i (w + vt v?)
su susedni u A <= postoji 8 = (8, 5%) € B (B! € GFY, 3% € GFJ") tako da
je (w+u') — (w+o') =B, u? je susedno sa v? u C; kadgod je B2 = 11iu? = v}
kadgod je 32 = 0 «—= Pu! — Pv! = PB, u? je susedno sa v? u C; kadgod je
% =1iu? =0? kadgod je 32 = 0 < (Pu',u?) i (Pv!,v?) su susedni u H.
|

6.3 NEPS grafova izomorfnih sa (51 K5

U ovom slucaju najvedi stepen grafova G, . .., Gy, je 2. Postoje samo 3 povezana,
2-regularna, integralna grafa: Cs, CyiCg. Postoje Cy = Ko+ K51 Cg = C3x Ko,
iz teoreme 6.1.2 vidimo da je suvi$no posmatrati grafove Cy i Cg. Prema tome,
mozemo pretpostaviti da je Gy = - =G; = Cs, Gj41 = - = G, = K.

Pretpostavimo da postoje j1, j2 tako da je j <ji <j2<n (tj. Gj, =Gj, =K>)
i (VB € B) Bj, = Bj,. Tada je lako pokazati da je

NEPS (Gl, ceey Gn,B) = 2 NEPS (Gl, .. -7ng—17ng+17 .. .,Gn;B*),



gde je B* = {(B1,---,Bjs=1,Bjat1,-- -, Bn) | B € B}. Zato je jedini interesantan
slucaj kada za sve ji, jo takve da je j < ji < jo < n vazi (38 € B) B;, # Bj,-
Zakljuéujemo da je n — j < 2Bl — 1, posto za svako j; vazi (38 € B) B # 0.

[z4=3 55 T, 7"7@ zakljucujemo da su mogudi sledeéi slucajevi:

a) B={(1,1,...,1)} i tada je j = 2. Ovde dobijamo grafove Ny = C5 x C3

i N5 =C3 x C3 x Ko. Za n > 3 iz teoreme 6.1.2 sledi
NEPS (03, Cg, KQ, ven ,KQ; {(1, 1, ey 1)})
= (((Cg XCg) XKQ)) XK2=2n_3(03 XCg XKQ).

b) B = {B!,3?}. Sada imamo sledeée podslucajeve:

bl) j =1, Bl =1, g7 = 1. Kako je iz gornjeg opazanjan < j+2/8l -1 =
4, proverom svih moguénosti na ra¢unaru dobijamo grafove
Ne = Ky®C3
N; = NEPS(Cs, K2, K5;{(1,0,1),(1,1,0)}).
Druge moguénosti daju grafove sa komponentama izomorfnim grafo-
vima N6 i N7.

b2) j=2,8f =1,84=0,82 =0, 7 =1. Kao i u prethodnom slucaju,
proverom svih moguénosti na ra¢unaru dobijamo grafove

Ng == NEPS (C3,C3,K2;{(1,0,0),(0,1,1)}),
Ny = NEPS(C3,C3,K2;{(1,0,1),(0,1,1)}) i
NlO - NEPS (03703;K27K2;{(1705071))(0715170)})'

Druge moguénosti daju grafove sa komponentama izomorfnim grafo-
vima Ng,Ng i NlO-
c) B={B',p% 3%} Tadaje j =11 8f =1, 2 =0, 3 = 0. Prema tome,
postoji najvise 22°-1 moguénosti za B i njihovom proverom na ra¢unaru
dobijamo sledece grafove:

Nii = Cs+ Ko+ Ky
N12 = NEPS (C3,K2,K2;{(170,1),(0,170),(0,0,1)})
N13 - NEPS (03;K27K2;{(17051)7(05170)5(07151)})

N14 - NEPS (03;K27K2;K2;{(1705071)5(0715070))(0705170)})



Druge moguénosti daju grafove sa komponentama izomorfnim grafovima

Ni1, Ni2, Nyz ili Nyg.
Time smo dokazali

Propozicija 6.3.1 Ako je G = NEPS(Cs,...,C3, Ko, ..., Ko; B) 4-reqularan,
integralan graf, tada je G jedan od grafova Ny—Ni4.

6.4 NEPS kubnih, integralnih grafova i K,

Kubni, integralni grafovi nadjeni su u [5, 13, 51]. Ovde koristimo numeraciju
iz. [51]. Grafovi G1,...,Gs su bipartitni, dok su Gy, ..., G135 nebipartitni.

lzd=3 55 T, rf zaklju¢ujemo da je j = 11 |B| = 2. Mogucée su sledece
baze:

1. B

{(1,0),(0,1)}. Ovo je suma kubnog, integralnog grafa i Ks.

2. B={(1,1),(0,1)}. Ovo je jaka suma kubnog, integralnog grafa i K.
3. B={(1,0,1),(0,1,0)}. Iz teoreme 6.1.2 sledi da je

NEPS (G, K, K {(1,0,1),(0,1,0)}) = (G x K) + K.

4. B={(1,0,1),(0,1,1)}. Iz teoreme 6.1.2 sledi da je
NEPS (G, K», K»; {(1,0,1), (0,1,1)}) = (G + K») x Ko.

5 B={(1,1,1),(0,0,1)}. Iz teoreme 6.1.2 sledi da je
NEPS (Ga K27 KQ; {(L ]-7 1)a (07 Oa 1)}) = (G X K?) 3] K2~

6. B=1{(1,0,1,1),(0,1,0,1)}. Iz teoreme 6.1.2 sledi da je

NEPS (G, Ka, K2;{(1,0,1,1),(0,1,0,1)}) = ((G x K2) + K3) x K3
= ((G+ K3) x K3) x Ko =2((G+ K3) x K3).

Medjutim, neke od ovih baza daju medjusobno izomorfne grafove, dok druge
ne daju povezane grafove. Tacnije, ako je G bipartitan graf, dobija se samo jedan
povezan, 4-regularan, integralan graf, dok se u slu¢aju da je G nebipartitan,
dobijaju dva takva grafa. Da bi smo dokazali ovo tvrdjenje, pokazimo najpre
slede¢u



Propozicija 6.4.1 Za svaki graf G, grafovi (G+ K3) x Ko i (G X Ka) + K su
1zomorfni.

Dokaz Za Evorove grafova (G + K3) X Ko 1 (G x K3) + Ky pisaéemo kratko
uab umesto (u,a,b). Tada je

(anobo,ulalbl) S E((G + KQ) X KQ) <~ (uoag,ulal) S E(G+ KQ) ibg 7é by
< (ug,u1) € E(G),a0 = a1,bg # by ili ug = uy1, a0 # a1, by # b1;
1

(anobo, ulalbl) S E((G X KQ) + KQ)
< (U,an,ulal) S E(G X KQ),bO = by ili Ugay = U,lal,bo 7é by
<~ (uo,ul) S E(G),ao 75 a1,bg = by ili ug = uq,a0 = ay, by 75 by.

Nije tesko videti da je preslikavanje f: V((G + K3) x K3) — V((G x K3) + K3)
dato sa f(u,a,b) = (u,a +2b,a), gde je +2 sabiranje po modulu 2, u stvari
izomorfizam ovih grafova. M

Neka je G; bipartitan graf, tj. 1 <i < 8. Lako je videti da je tada G; + Ky =
G; ® K». Pritom je
(Gi + K») x Ky = (G x Ky) + Ky = (2G;) + Ko = 2(G; + K>)
ijos
NEPS (G“ KQ, KQ; {(1, 0, 1, 1), (0, 17 0, 1)}) = 4(G1 + KQ)

Zmagi, jedini povezan, 4-regularan, integralan graf koji dobijamo od bipartitnog,
kubnog, integralnog grafa G; je G; + Ks.

Ako je GG; nebipartitan graf, tj. 9 < ¢ < 13, tada postoji 7, 1 < j < 8, tako
da je Gy x K2 = G;. Sada je

(Gi"‘KQ)XKQZ(GZ‘XKQ)"_KQ:Gj"_KQ:Gj@KQ:(GiXKQ)@KQ

ijos
NEPS (Gla KQ; KQ; {(15 07 1) 1)7 (Oa 17 Oa 1)}) = 2(GJ + KQ)

Znaci, od nebipartitnog, kubnog integralnog grafa GG; dobijamo dva nova pove-
zana, 4-regularna, integralna grafa: G; + K2 i G; ® Ko.



N, = NEPS(K,, K1, K2;{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,1)} = Dy
N2 == NEPS(KQ,KQ,KQ; {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, 1), (1, 1,0)} S E3
N3 = Ko+ Ko + Ko + Ky = Dj

N4=Cg><03
N5203X03XK2.
Ng = K2 Cs

N = NEPS (Cs, Ks, K»: {(1,0,1), (1,1,0)})
Ns = NEPS (Cy, Cs, K»; {(1,0,0), (0,1, 1)})
Ny = NEPS (C, Cs, Ko; {(1,0, 1), (0,1,1)})
Nio = NEPS (Cs, Cs, Ko, K2; {(1,0,0,1),(0,1,1,0)})
Ni1 =Cs5+ Ky + Ko

Nis = NEPS (Cs, K, K2; {(1,0,1), (0,1,0), (0,0, 1)})
Ni3 = NEPS (Cs, K, K2: {(1,0,1), (0,1,0), (0,1, 1)})
Ny = NEPS (Cs, Ky, Ky, Ko; {(1,0,0,1), (0,1,0,0), (0,0,1,0)})

Tabela 6.1: Povezan, 4-regularan, integralan NEPS grafova ¢iji su faktori u
skupu { K3, Cs}.

6.5 Za kraj ove glave
Rezultate iz sekcija 6.2-6.4 mozemo sumirati u sledeéoj teoremi.

Teorema 6.5.1 Neka je G 4-regularan, integralan NEPS grafova. Tada vazi
jedno od sledecéih tvrdjenja:

a) G je izomorfan jednom od grafova N1—N14 iz tabele 6.1;
b) G = H + K», gde je H 3-regularan, integralan graf;
¢) G = H® Ks, gde je H nebipartitan, 3-regqularan, integralan graf;

d) G =H x K, gde je H nebipartitan, 4-reqularan, integralan graf.



Glava 7

Poznati 4-regularni,
integralni grafovi

U ovoj glavi dajemo spisak 65 povezanih, 4-regularnih, integralnih grafova iz
rada [30]. Deo ovih grafova poznat je u literaturi, dok se drugi prvi put po-
javljuju u gornjem radu i dobijeni su od poznatih grafova pomoc¢u nekih kon-
strukcija koje ¢e biti opisane kasnije. Svakom od ovih grafova dajemo oznaku u
obliku I, 4, gde je p broj évorova, a a je redni broj grafa u grupi grafova sa istim
brojem ¢évorova. Za svaki graf dajemo njegov spektar i kratak opis, ponekad sa
referencom na literaturu. Grafovi u spisku sortirani su najpre po broju ¢vorova,
a zatim po spektru.

Grafovi Gi,...,G13 su povezani, kubni, integralni grafovi iz [51]. Grafovi
G1,...,Gg su bipartitni, dok Gy, ..., G13 nisu. Ovi grafovi takodje se nalaze i
u [13, 5], ali u drugacijem poretku. U sledec¢em spisku dajemo njihove spektre:

G1=Ksz: [3,0%-3].

G2 = Ky + Ko + Ko = Gg x Ko (3-dimenzionalna kocka): [3,13, —13, —3].
G5 (Tutte-ov 8-kavez): [3,2%,0'0, —29 —3].

G4 = G0 x Ko = G171 x Ky (Desargues-ov graf): [3,24 15 —1°, —24 —3].
Gs: [3,24,1°,—-1°, 24 3.

Go: [3,2,12,02, 12,2, -3].
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G7 = K3 + Cg = G12 x K3 (6-strana prizma): [3,22%,1,0%, 1,22, —3].

Gs = Gi13 x Ko @ [3,20,13,0%, —13, —26 3.

Go = Ky: [3,-1%].

G1o (Petersen-ov graf): [3,15 —24].

Gii: [3,2,13,-12, 23],

G12 = K> + K3 (3-strana prizma): [3,1,0% —22].

Gis = Lo(Ky) ¢ [3,23,02, 13, —23).

Neka je L(G) graf grana grafa G, S(G) graf potpodele i Ly(G) = L(S(G)).

Za svaki graf G; (i = 1,...,13) grafovi L(G;), L(G;) x Ko, G; + K2 1 G; ® K>
su povezani, 4-regularni, integralni grafovi. U tabeli 7.1 dajemo njihova mesta

u spisku 4-regularnih, integralnih grafova. Ako je G; bipartitan graf, tada je
G+ Ko = G; ® K», pa zato ne ponavljamo kolonu za ove grafove.

) L(Gl) L(Gl)XKQ Gi+Kso| i L(Gl) L(GZ)XKQ Gi+ Ky GioKs
1| Iz Iig1 Iiz2 | 9| Is I124 Ig 2 Ig1

2| Iiay Iz 2 Iie1 |10 Iis2 1301 Ix0.4 Iz0,1
3| Iusn Igo1 Isos 11| 154 I3 Iz ,7 Is0.6
41 I30 Is01 Tion 12| Iga Iiga Iias Tiao
5| I305 Ig0,2 T2 |13 Iiss I36,2 Iz 5 1244
6| Ii5,3 I30,2 1205

7| Iigs I36,1 I243

81| Is6,4 I721 Iig 1

Tabela 7.1: Mesta grafova L(G;), L(G;) x Ko, G; + K21 G; @ K2 u spisku.

Neka je G; nebipartitan graf, tj. ¢ = 9,10, ...,13. Po propoziciji 6.4.1 grafovi
(Gi+ K3) x K51 (G x K3) 4+ K su izomorfni. Posto za svako 4, 9 < i < 13 vazi
Gi x Ky = Gj za neko j, 1 < j < 8, zaklju¢ujemo da se grafovi (G; + K2) x K>
i(G; x Ko)+ Ko zai=9,10,...,13 sadrze u koloni oznacéenoj sa G; + Ko u
tabeli 7.1.

Grafovi D1,...,D16 1 E1,...,Eg su 4-regularni, integralni grafovi dati u
glavi 5. Grafovi Dq,...,Dig pojavljuju se u spisku pod oznakama Ig 1, li0,1,



I12.4, 1122, I16,1, 116,25 24,1, 24,2, 1321, T18,1, 1182, 1183, 120,1, 120,2, I20,3, 130,1,
dok su grafovi El, ey Eg oznaceni sa I5’1, 16,17 Ig}g, I12’6, 112’7, I974, 19’2, 115’2.
Svi grafovi u spisku sa najvise 12 ¢vorova pronadjeni su i u [1] pomoéu
racunarske pretrage, i prikazani u figuri 21 u tom radu. Napomenimo da su u
grafu broj 17 u toj figuri, koji je izomorfan sa E5, dve grane pogresno nacrtane
i da se ispravan crtez moze naci u glavi 5.
U radu [2] dat je spisak svih 150 povezanih, integralnih grafova sa najvise

10 ¢vorova.

Poznati 4-regularni, integralni grafovi

1571=E1 = K5 : [4, —14].

Isa=Ey = L(K,) = L(Gy) =
NEPS (C3, Ka; {(1,1),(1,0)}) :
[4,03, —22].

1771204 U 03 : [4; 17 027 _125 _3]7
graf 7402 u [25].

Ig1=D1 =Gy @ Ky =Ky 4:
[4,06, —4], graf 8406 u [25].

Iso=FE3=Gg+ Ky = L(K34) :
[4,2,03,—23], graf 8401 u [25].

I9,1 : [47 ]-37 O2a _227 _3]a
graf 9414 u [25].

Iys = E7 = L(G1) = C3+ C5 =
Cs x Cy : [4,1%,—21], graf 9410 u [25].

Ios3:[4,2,1,0%, 12, -2, 3],
graf 9407 u [25].

Iys=FE¢ = L(G12) :
[4,2,12, ~12, —23), graf 9404 u [25].

Tioi=1I51 X Ko = Dy =5K5:
4,14, — 14, —4].

11271 ZNEPS (03, KQ, KQ; {(1, ]., 1),
(0, 0, l)a (07 1, 0)}): [47 16a 0, _22a _32]'

Loo=Dy =G1+ Ky = Gr2® Ky =
NEPS (035 K27 K27 {(15 17 1)) (07 1) 1)7
(0,0,1)}): 4,2, 1%, —14, ~2, —4].

112,3 : [45 27 147 0) _125 _25 _32]5
graf broj 12 u figuri 21 iz [1].

11274 = 16,1 X KQ = D3 = L(Gg) X
Koy =0C35xCy: [4, 22,06,—22,—4].

Lios=Gi2+ Ko =C3+Cy:
[4,22,12,0, — 14, —3?].

-[12,6 :E4 : [47 23a 03a _25]7
graf broj 9 u tabeli 9.1 iz [6].



11277=E5 = L(Gg) . [4, 23, 03, —25].

112,8 : [47 3) 137 0) _137 _227 _3]5
graf broj 18 u figuri 21 iz [1].

Liy1=1I71 x Ko
[4,3,13,0%, —13, ~3, —4].

I15,1 : [47 24; ]-7 OQ; _]-2a _24’ _3]7
graf X iz glave 5.

Iis2=Fs = L(Gyp) : [4,2°,—1%,—27].
I15’3 :L(Gg) . [4, 3, 22, ].2, 02, —]., —26].
115,4=L(G11) . [4, 3, 23, 02, —13, —25].

L1 =132 X Ko = D5 = Gg + Ky =
Cys+Cy: [4, 24,06, —24, —4].

Ile,’g :D6 : [4, 24, 06, —24, —4].
Lig1=1Iy2 x Koy = Dig = L(G1) x K>
= L(Glg) x Ko = (C3 + 03) x Ko :
4,28, 14, 14, —24, —4].

118,2:D11 : [47 24) 14) _145 _245 _4]
Ligs=Dig: [4,24, 1%, 1%, —2% —4].
118,4:CS+06 : [4,32, 14,057 —247 —32].
Liss=L(Gr): [4,32,2,14,0,—12, —27).

I1316 :L(G13) : [4, 33, 12, 03, —13, —26].

Iy1 = D13 =G0 D Ky :
[4, 25, 14, —14, —25, —4].

12072 :D14 . [4, 25, ].47 —14, —25, —4].
12073 :D15 . [4, 25, ].47 —14, —25, —4].
12074 =G+ Ko : [4, 26, 05, —14, —34].

12075:G6 + K2 :
[4,3,23,13,0%, —13,—23, -3, —4].

Iy 6=G11 ® Ky :
[4,3,23,13,0%, —18, 2%, 3, —4].

Io7=G11+ Ky
[4, 3, 24, 1, 05, —13, —22, —33].

120782L2(K5) : [4,34,05, —].4, —26]. 1
12471 :D7 : [4, 28, 06, —28, —4]

12472:D8 = L(Gg) X KQ :
[4,28,06, —28 —4].

Iony3=Gr+ Ko =Cy+ Cs :
[4, 32, 22, 16, 02, —16, —22, —32, —4].

Ioya=Gi13® Ky :
[4, 33, 15, 06, —15, —33, —4].

Iy 5=G13 + Ky :
[4,3%,2,15,0%, —15, 2%, 39,

I301=D1g = L(G1o) x Ko :
[4,210, 14, 14, 210 _4].

LU [14] dokazano je da je L2(G) (gde je G povezan graf sa bar dva ¢vora) integralan ako i

samo ako je G kompletan graf.



I3020=L(G¢) x Ko =I151 X Ko : Iip2=G5 + Ky = (G1o + K2) x Ky =
[4,3,28,13,0%, —13, —28 —3 —4]. (G11 + K3) x Ky = La(Ks5) x Ky :
[4,3%,26,14 010, _14 96 _34 _4] 2
I3()’3:L(G11) X K2 :
[45 37 287 137 047 _137 _287 _37 _4] I4571 :L(Gg) . [4, 39, 110, —19, —216].
_ ) 40505 14 _oll
Foa=L(Ga) : [4,3,2°,0° 10 =21 o
Toos=L(Gs) : [4,3%,2°,05, —14, —211],  [4,3%,20,170,0° 110, 2%, =3%, —4].

I3 =Dy : [4,212 06, —212 —4]. Teo1=L(Gy) x Ky :
[47 34’ 2167 14’ 01()7 _147 _2167 _347 _4]
I35,1 : [4a 2147 _114a _36]a

cudan graf Oy (videti [38]). Too.s=L(Gs) % Ko :

4 916 14 (10 _14 _916 _ 94 _
136,1:L(G7)XK22 [47?’;2 7]-a0 ) ]-7 2 9 37 4]

[4, 32, 28, 16, 02, —16, —28, —32, —4].
I03=G3+ Ky :
Iss0=L(G13) x Ko : [4,39,2,119, —119 -2, -39 —4].
[4a 337 26; 15; 06; _]-Sa _26a _33’ _4]
I701=1I351 < K3 :
136,3206 + Cs = (03 + Cﬁ) x Ko : [47 36, 2147 1147 _114’ _214, _36, _4].
[4,31,24,14,010, —11, —21 ~31 _4]

Iro1 = L(Gs) % K :
I364=L(Gyg) : 72,1 8 2
20 3( 48) 3 _16 _ol3 4,36,216 110 o6 110 216 _36 4]
[4,36,28,1%, 03, —16, ~213).
140,1:G4 + Ko : 19071 :L(Gg) x Ko :
[4,31,26,14,010, 14, —926, 31 _4].  [4,39,216 119 119 _916 _30 4

2Interesantno je napomenuti da medju grafovima Gio + K2, G11 + K2 i L2(K5) nema
kospektralnih.






Dodatak A

Spisak mogucih spektara
bipartitnih, 4-regularnih
integralnih grafova sa
x,Y,z,w >0

U ovom dodatku dato je svih 1803 mogucéih spektara iz sekcije 3.6. Svaki red
sadrzi po jedan spektar, prikazan u obliku: n = y z w ¢ h. Pritom, znak - stoji
ispred svih spektara za koje je u glavi 4 dokazano nepostojanje grafova sa tim
spektrom.

Poznato je svega 14 grafova ¢iji se spektri nalaze u ovom skupu: Iog 5, 206,
1243, I30,2, 130,3, 136,1, 136,25 136,3, 140,1, L40,2, 148,1, L60,1, L60,2 1 I72,1-

8113233110
9123230118
10133227126
1021243982
12153221142
12226130124
1223243398
1231164554
14173215158
14246124140

14252427114
14325336 96
1433163970
15183212166
15256121148
15262424122
15335333104
1534163678
1541454560
1619329174

16266118156
16272421130
16345330112
1635163386

1641823994

1642454268

18111323190
18286112172
18292415146
18365324128

85

18371627102
18438233110
1844453684

1851744566

1852374840

20210616188
20211249162
20385318144
20391621118
20458227126



20464530100
205211136108
2053743982
2054374256
2061665138
2062295412
21211613196
21212246170
21395315152
213101618126
21468224134
21474527108
215311133116
2154743690
2155373964
21611034572
21626648 46
2163295120
24312536176
24313169150
24498215158
244104518132
245611124140
24577427114
2458373088
24641033696
2465663970
2466294244
24711324578
2472954852
2473585126
2474111540
28413823190
28414456164
2851011112172
285117415146
285123718120
286810324128
28696627102
28610293076
287513233110
2876953684
2877583958
28781114232
28821614292
28 831244566
2884874840

28854105114
28911165722
30416450180
305121116188
30513749162
305143712136
3061010318 144
306116621118
30612292492
307713227126
30789530100
3079583374
307101113648
308416136108
30851243982
3086874256
308741045 30
30921534864
309311651 38
3094795412
356151033184
35616666 158
35617299132
3571213212166
357139515140
357145818114
357151112188
358916121148
3581012424122
35811872796
358124103070
359715333104
35981163678
3599793952
359103124226
3510418242 86
351051454560
35106 10848 34
35107611518
351112115168
351121745442
351131375716
36616 103 0192
36617663 166
36618296 140
367131329174
367149512148

367155815122
3671611118 96
3681016118 156
3681112421130
368128724104
368134102778
369815330112
36991163386
36910793660
369113123934
3610518239 94
36106 14 542 68
36 107 10 8 45 42
361086114816
361122114876
361131745150
361141375424
36121166636
40718950180
40719583154
407201116128
-408141616188
408151249162
408168712136
4081741015110
4091215318144
4091311621118
40914792492
409153122766
4010918227126
40101014530 100
4010111083374
4010126 11 36 48
4010132143922
-4011621136108
401171743982
401181374256
401199104530
401110513484
4012420348 64
4012516651 38
4012612954 12
401312325746
401321956020
427221110144
428161610204
428171243178

42818876152
428194109126
4291415312160
4291511615134
429167918 108
429173122182
42101118221 142
42101214524 116
4210131082790
421014611 30 64
421015214 33 38
4211821130124
421191743398
4211101373672
4211119103946
4211125134220
421262034280
421271664554
421281294828
42129812512
421332325162
4213419554 36
421351585710
421412246318
458224100150
459171533184
459181166 158
45919799132
4592031212106
45101418212 166
45101514515 140
451016108 18114
4510176112188
45101821424 62
45111121121148
45111217424122
4511131372796
4511149103070
4511155133344
45111611636 18
45129203 33 104
45121016636 78
45121112939 52
4512128124226
451213415450
451362324286
451371954560



4513815848 34
451391111518
451432615168
451442245442
451451875716
451512536324
48922790156
489233123130
4810171823190
4810181456 164
4810191089138
481020611 12112
4810212141586
48111421112172
48111517415 146
48111613718120
4811179102194
4811185132468
4811191162742
48121220324 128
48121316 6 27 102
4812141293076
481215812 33 50
481216415 36 24
4813923233110
481310195 36 84
4813111583958
481312111142 32
481313714456
481462614292
4814722445 66
4814818 748 40
4814914105114
48154253 54 48
481552165722
4816128263 30
48162245664
5611265130132
561127116 3 106
5612202030192
561221166 3 166
5612221296 140
5612238129114
5612244151288
5613172329174
56131819512 148
56131915815 122

56 132011111896
5613217142170
56 13223172444
56 141426 1 18 156
56 141522421130
56 1416 18 724 104
56 141714102778
56 14 18 10 13 30 52
56 14196 16 33 26
561420219360
56 151225330112
56 151321 6 33 86
56 1514179 36 60
56 1515131239 34
561516915428
56 16 92823994
56 16 1024 542 68
56 16 1120 8 45 42
561612161148 16
561763114876
56 1772745150
56 1782375424
56 18 4 30 3 60 32
56 18526663 6
5619133269 14
6012284150120
6013221950180
6013231583154
60132411116128
6013257149102
6013263171276
-6014182616188
6014192249162
60142018 712136
6014 21141015110
601422101318 84
60 14 23 6 16 21 58
6014242192432
60151625318 144
60151721621118
6015181792492
60151913 122766
6015209 15 3040
6015215183314
60 16 1328 227 126
60 16 14 24 5 30 100
60 16 15208 33 74

6016 16 16 11 36 48
6016 171214 39 22
-60171031136108
6017112743982
60171223 742 56
601713191045 30
6017141513484
60 18 8 30 3 48 64
6018926651 38
6018102295412
601953325746
6019629560 20

- 602023616628
60203324692
6313287140126
6313293173100
6314222240186
63142318 7 3 160
63142414106 134
63142510139 108
631426616 1282
63142721915 56
6315192539168
63152021612 142
63152117915116
63 152213121890
6315239152164
63152451824 38
6315251212712
6316 16 28 2 18 150
6316 1724521124
63 16 18 20 8 24 98
63161916 112772
63 16 20 12 14 30 46
6316218173320
63 171331127132
63 1714 27 4 30 106
63 171523 73380
631716 19 10 36 54
63 171715133928
6317181116422
6318 11 30 3 39 88
63 18 1226 6 42 62
63 18 1322945 36
631814181248 10
631983324870
631992955144

6319102585418
632053615752
63206 32460 26
63207287630
63213353698
7015309150120
701531518394
701532121668
7016242450180
7016 25208 3154
701626 16116 128
7016 2712149 102
7016288171276
701629420 15 50
7017203116188
7017212749162
70172223712 136
701723191015 110
701724151318 84
7017251116 2158
7017267192432
701727322276
701818303 18 144
70181926621 118
7018202292492
701821 18 12 27 66
70182214 15 30 40
701823101833 14
70191533227 126
701916 29 5 30 100
7019172583374
70191821 113648
7019191714 39 22
702012361 36 108
702013324 3982
7020 14 28 7 42 56
70201524 1045 30
7020162013484
7021103534864
7021113165138
7021122795412
702273825746
702283456020
702344116628
70235374692
-721534121084
72162816110 144



7216291214 3118
721630817692
721631420966

- 7217223110204
7217232743178
7217242376 152
72172519109 126
721726 151312100
7217271116 1574
7217287191848
7217293222122
72182030312 160
721821266 15134
72182222918 108
721823181221 82
721824 14 15 24 56
7218251018 27 30
721826621304

- 72191733221 142
72191829524116
7219192582790
7219202111 3064
721921171433 38
7219221317 36 12
- 72201436 130124
7220153243398
722016 28 7 36 72
722017241039 46
722018201342 20
7221123534280
7221133164554
7221142794828
7221152312512
- 722293825162
72221034 554 36
7222113085710
- 722364116044
722373746318
72244403720
8018 3214150120
8018331018394
801834621668
801835224942
8019262950180
8019272583154
80192821116128
80192917149 102

80193013171276
8019319201550
8019325231824
-8020223616 188
8020233249162
80202428712136
802025241015 110
80202620131884
80202716 16 21 58
802028121924 32
802029822276
-80212035318144
80212131621118
8021222792492
8021 23 23 12 27 66
80212419 153040
802125151833 14
- 80221738227 126
802218 34530 100
8022193083374
80222026 11 36 48
80 22 21 22 14 39 22
- 80231441136108
8023153743982
802316 33 742 56
802317291045 30
8023182513484
- 8024124034864
802413 36 6 51 38
8024143295412
- 802594325746
802510 39 5 60 20
- 802664616628
80267424692
84193413170 108
841935920 3 82
841936 5236 56
841937126930
84202828 70168
8420292410 3 142
84203020136 116
8420311616990
84203212191264
8420338221538
8420344251812
8421243536176
8421253169150

84 212627912124
84212723121598
842128191518 72
8421291518 21 46
84213011212420
- 84222138215158
84222234518 132
842223 30 821 106
84 222426112480
84 222522142754
8422261817 3028
8422271420332
-84231841124140
84231937427114
8423203373088
84232129 10 33 62
84 23 222513 36 36
842323211639 10
842416 40 3 36 96
8424173663970
8424183294244
842419281245 18
- 8425134324578
842514 39 548 52
84251535851 26
8425163111540

- 8426104615460
8426114245734
842612387608
84278 45 366 16
9020404 25060
90213419150120
9021351518394
9021361121668
902137724942
9021383271216
9022283450180
9022293083154
90223026 116128
9022 3122149102
90223218171276
9022 3314201550
90223410231824
9023244116 188
9023253749162
90232633712136
902327291015 110

902328251318 84
90 23 29 21 16 21 58
902330171924 32
9023311322276
90242240318 144
9024 2336621118
9024243292492
90 24 25 28 12 27 66
90 24 26 24 15 30 40
902427201833 14
90251943227126
90 25 20 39 5 30 100
9025213583374
902522 3111 36 48
90 25 23 27 14 39 22
902616 46 1 36 108
9026 17424 39 82
90 26 18 38 7 42 56
9026 19 3410 45 30
9026203013484
9027 14 45 3 48 64
9027154165138
9027163795412
9028 11482 57 46
9028 1244 560 20
902985116628
90299474692

- 1052446430030
105 2540 19 20 0 90
1052541 1523 3 64
1052542 11 26 6 38
-1052543729912
105 26 34 34 100 150
10526 3530133 124
105 26 36 26 16 6 98
10526 3722199 72
10526 38 18 2212 46
105 26 39 14 25 15 20
10527294533 184
10527304166 158
10527 313799132
10527 32 33 1212 106
10527 3329 1515 80
10527 342518 18 54
10527 3521212128
1052736172424 2
10528 26 48 212 166



105 28 27 44 5 15 140
105282840818 114
105 28 29 36 11 21 88
105 28 30 32 14 24 62
10528 3128 17 27 36
105 28 3224 20 30 10
105292351121 148
1052924 47 424 122
105292543 727 96
10529 26 39 10 30 70
10529273513 33 44
105 29 28 31 16 36 18
105 3021 50 3 33 104
105302246 6 36 78
105 30 23 42 9 39 52
1053024 38 1242 26
10530253415450
105311853242 86
1053119495 4560
105312045848 34
10531214111518
105321556 15168
1053216 52 4 54 42
105321748757 16
1053313553 63 24
1053410582726
11226486 31024
11227422121084
11227431724 358
112274413276 32
112274593096
1122836 36 110 144
11228 3732143118
112283828 176 92
11228 3924 20 9 66
112 28 40 20 23 12 40
11228411626 15 14
- 11229305110204
11229314743178
11229324376 152
112293339109 126
11229 34 35 13 12 100
11229353116 1574
1122936 2719 18 48
11229 3723 2221 22
- 1123028 50 3 12160
112302946 6 15 134

1123030429 18 108
112 30 31 38 12 21 82
112 30 32 34 15 24 56
112 30 33 30 18 27 30
11230342621 304
- 112312553221 142
112312649524 116
112312745827 90
11231284111 30 64
1123129371433 38
1123130331736 12
-112322256130124
1123223524 33 98
1123224487 36 72
112 32 25 44 10 39 46
112 3226 40 13 42 20
- 112 3320 55 342 80
112332151645 54
112332247948 28
1123323431251 2
- 1123417 5825162
112 34 18 54 5 54 36
112341950857 10
-11235146116044
112351557463 18

- 1123612603720
120285243500
12029 46 19 25 0 60
12029471528 3 34
1202948113168
120304034150 120
1203041 3018 394
120 30 42 26 21 6 68
120 30 43 2224 9 42
1203044 18271216
12031344950180
1203135458 3154
120313641 11 6 128
12031 3737149102
120313833 171276
120 31 39 29 20 15 50
1203140252318 24
- 120323056 16 188
12032 315249162
120323248 712 136
1203233441015 110
1203234401318 84

120 32 35 36 16 21 58
120 32 36 32 19 24 32
120 32372822276
1203328 553 18 144
120332951621 118
120 33 3047924 92
120 33 31 43 12 27 66
120 33 32 39 15 30 40
1203333351833 14
120 342558 227 126
120 34 26 54 5 30 100
120 3427508 33 74
120 3428 46 11 36 48
120 34 29 42 14 39 22
- 120352261136 108
120 3523 57 4 39 82
120 3524 53 7 42 56
120 352549 10 45 30
12035264513 484
120 36 20 60 3 48 64
120 36 21 56 6 51 38
120 36 22 529 54 12
120 371763 2 57 46
120 37 18 59 5 60 20
- 12038 14 66 1 66 28
120 38 15624 69 2
126 305210330 12
126 3146 2523072
126 31 47 21 26 3 46
126 31481729 6 20
126 324040130132
126 3241 36 16 3 106
126 324232196 80
126 324328229 54
126 324424251228
126 32452028 15 2
126 33 345530192
126 33 3551 6 3 166
126 3336 4796 140
126 333743129114
126 333839 151288
126 33 39 3518 15 62
126 33 40 31 21 18 36
126 334127242110
126 34315829174
126 343254512 148
126 34 33 50 8 15 122

126 34 3446 11 18 96
126 34 3542142170
126 34 36 38 17 24 44
126 34 37 3420 27 18
126 3528 611 18 156
126 3529 57421 130
126 3530 53 724 104
126 353149102778
126 35 32 45 13 30 52
126 353341 16 33 26
126 3534371936 0
126 36 26 60 3 30 112
126 36 27 56 6 33 86
126 36 28 52 9 36 60
126 36 29 48 12 39 34
126 36 3044 1542 8
126 3723 63 2 39 94
126 3724 59 5 42 68
126 37 25 55 8 45 42
126 3726511148 16
126 38 20 66 1 48 76
126 38 21 624 51 50
126 38 22 58 7 54 24
126 39 18 65 3 60 32
126 3919616 63 6
126 40 1568 2 69 14
1403456143500
140 35 50 29 25 0 60
140 3551 2528 3 34
1403552213168
140 36 4444150 120
140 36 4540 18 3 94
140 36 46 36 21 6 68
140 36 47 32249 42
140 36 48 28 27 12 16
140 37 38 5950 180
140 37 39558 3 154
140374051116 128
140 374147149 102
140374243 171276
140 37 43 39 20 15 50
140 3744 3523 18 24
- 140383466 1 6 188
140 38 35624 9 162
140 38 36 58 712 136
140 38 37 5410 15 110
14038 38 5013 18 84



140 38 39 46 16 21 58
140 38 40 42 19 24 32
140 38 41 38 22276

- 1403932653 18 144
140393361621 118
14039 34 579 24 92
140 39 35 53 12 27 66
140 39 36 49 15 30 40
14039374518 33 14
- 140402968 2 27 126
140 40 30 64 5 30 100
14040 31 60 8 33 74
140 40 32 56 11 36 48
140 40 33 52 14 39 22
- 140412671136 108
140412767 4 39 82
1404128 63 7 42 56
140 41 29 59 10 45 30
1404130551348 4

- 140422470 3 48 64
140 42 2566 6 51 38
14042 26 629 54 12

- 140432173257 46
140 43 22 69 5 60 20

- 14044 1876 1 66 28
140441972469 2
144 36 52 28 27 0 48
144 36 53 24 30 3 22
144 3746 43170 108
144 3747 3920 3 82
144 37 48 3523 6 56
144374931269 30
144 37502729124
144384058 70168
144 38 41 5410 3 142
144384250136 116
144 38 43 46 16 9 90
144 38 44421912 64
144 38 4538 22 15 38
144 38 46 342518 12
14439366536 176
14439376169 150
144393857912 124
144 393953121598
1443940491518 72
144 39 41 4518 21 46
144 39 42 41 21 24 20

- 144 403368 2 15 158
144403464 518 132
144 40 35 60 8 21 106
144 40 36 56 11 24 80
144 40 37 52 14 27 54
144 40 38 48 17 30 28
144 40 39 44 20 33 2
-144413071124140
144413167427114
14441 3263 7 30 88
144 41 33 59 10 33 62
144 41 34 55 13 36 36
14441 355116 39 10
144 42 28 70 3 36 96
144 422966 6 39 70
14442 3062 942 44
144 42 31 58 12 45 18
- 144 43257324578
144 43 26 69 5 48 52
144 43 27658 51 26
14443286111540

- 144442276154 60
144442372457 34
1444424687608
144 452075 3 66 16
168 43 58 3729 0 36
168 43 59 33 323 10
168 44 52 52 19 0 96
168 44 53 48 22 3 70
168 44 54 44 25 6 44
168 44 55 40 28 9 18
168 4546 6790 156
168 45 4763 12 3130
168 45 48 59 15 6 104
168 454955189 78
168 45 50 51 21 12 52
168 45 51 47 24 15 26
168 455243 27180

- 168 46 41 78 2 3 190
- 16846427456 164
168 46 437089 138
168 46 44 66 11 12112
168 46 45 62 14 15 86
168 46 46 58 17 18 60
168 46 47 54 20 21 34
168 46 48 50 23 24 8
-168473881112172

- 168473977415 146
168 474073 7 18 120
168 47 41 69 10 21 94
168 47 42 65 13 24 68
168 47 43 61 16 27 42
168 47 44 57 19 30 16
- 168 48 36 80 3 24 128
- 16848 3776 6 27 102
168 48 38 729 30 76
168 48 39 68 12 33 50
168 48 40 64 15 36 24
- 168 493383233110
- 1684934795 36 84
168 49 35 75 8 39 58
168 49 36 71 11 42 32
168 493767 1445 6

- 168 50 30 86 1 42 92
- 168 50 31 82 4 45 66
168 50 32 78 7 48 40
168 50 33 741051 14
- 168 51 28 853 54 48
- 168 51298165722
- 168 52 2588 263 30
- 1685226845664
-16853229117212
1804664343500
180 47 58 49 25 0 60
18047 5945 28 3 34
1804760413168
18048 5264 150120
18048 53 60 18 3 94
180 48 54 56 21 6 68
18048 5552249 42
18048 5648 2712 16
1804946 79 50 180
1804947758 3 154
1804948 71116128
180494967 149 102
180495063 171276
180 49 51 59 20 15 50
18049 52 5523 18 24
- 18050428616 188
- 1805043 8249162
180504478712 136
1805045 74 10 15 110
1805046 70 13 18 84
18050 47 66 16 21 58

180 50 48 62 19 24 32
180 50 49 58 22 27 6

- 180514085318 144
180514181621118
180514277924 92
18051 43 73 12 27 66
180 51 44 69 15 30 40
18051 4565 18 33 14
- 18052 37 88227126
180 52 38 84 5 30 100
180523980833 74
180524076 11 36 48
18052 41 72 14 39 22
- 18053 3491136108
- 18053 35874 39 82
180 53 36 83 7 42 56
18053 37 79 10 45 30
1805338 7513484

- 180 54 32 90 3 48 64
180 54 33 86 6 51 38
18054 3482954 12

- 180552993 257 46
180 55 30 89 5 60 20

- 180 56 26 96 1 66 28
- 180562792469 2
2105570493500
210 56 64 64 25 0 60
210 56 65 60 28 3 34
21056 66 56 316 8
2105758 79150 120
21057597518 3 94
210576071216 68
210576167249 42
2105762632712 16
21058 529450 180
21058 5390 8 3 154
21058 5486 11 6 128
21058 5582149 102
21058 56 78 1712 76
21058 57 74 20 15 50
21058 58 70 23 18 24
210594810116 188
21059499749 162
210595093 712 136
21059 51891015110
21059 52851318 84
21059 53 81 16 21 58



2105954771924 32
21059 557322276
2106046 100 3 18 144
210604796 6 21 118
2106048929 24 92
2106049 88 12 27 66
21060 50 84 15 30 40
21060518018 33 14
2106143103227 126
21061 44 99 5 30 100
210614595833 74
2106146 91 11 36 48
2106147 87 14 39 22
2106240106 1 36 108
2106241 102 4 39 82
210624298 7 42 56
2106243 94 10 45 30
2106244901348 4
21063 38 105 3 48 64

2526876 76 31 024
25269709121084
25269 71 8724 3 58
25269 7283276 32
2526973793096
2527064106 110 144
252706510214 3 118
2527066 98 17 6 92
252706794209 66
2527068 90 23 12 40
2527069 86 26 15 14
-252715812110204
-252715911743178
252716011376 152
2527161109109 126
252716210513 12100
252716310116 1574
25271649719 18 48
252716593 22 21 22

- 2527256120 3 12 160
- 25272571166 15134
25272581129 18 108
2527259 108 12 21 82
252 7260 104 15 24 56
2527261 100 18 27 30
252726296 21 304

- 2527353123221 142

21063 39 101 6 51 38
210634097954 12
21064 35108 2 57 46
21064 36 104 5 60 20
2106532111166 28
2106533107469 2
2406476643500
24065 707925060
24065717528 3 34
2406572713168
240 66 64 94 150 120
24066 6590 18 394
240 66 66 86 21 6 68
240 66 67 82249 42
240 66 68 78 27 12 16

- 240675810950 180
- 240675910583 154
2406760101116 128
240676197149 102

240676293 171276
240 6763 89 20 15 50
240 67 64 8523 18 24

- 2406854116 16 188
- 24068 5511249162
- 24068 56108712 136
240 68 57104 10 15 110
240 68 58 100 13 18 84
240 68 59 96 16 21 58
240 68 60 92 19 24 32
240 68618822276
-2406952115318 144
-2406953111621118
240 69 54 107 9 24 92
240 69 55 103 12 27 66
240 69 56 99 15 30 40
24069579518 33 14
-2407049118227 126
- 2407050114 530100

-2407051110833 74
24070 52 106 11 36 48
24070 53 102 14 39 22
-2407146121136 108
-24071471174 3982
-2407148113 74256
24071 49 109 10 45 30
240 71501051348 4
-2407244120 34864
-2407245116 651 38
2407246 112954 12

- 2407341123257 46
- 2407342119560 20
- 24074 38 126 1 66 28
-24074 391224692

- 2527354119524 116
25273 5511582790
2527356 111 11 30 64
2527357107 14 33 38
25273 58 103 17 36 12
- 2527450126 130124
- 252745112243398
2527452118736 72
2527453114 10 39 46
2527454110 134220
- 2527548125342 80
- 2527549121645 54
2527550117 9 48 28
252755111312512

- 2527645128251 62
- 2527646 124 5 54 36
25276 471208 57 10

- 2527742131160 44
- 2527743127463 18
-25278401303720
2807684843500
280 77 78 99 25 0 60
28077799528 3 34
2807780913168
28078 72114150120
280787311018 394
280 78 74 106 21 6 68

280 78 75102 24 9 42
280 78 76 98 27 12 16
280 79 66 129 5 0 180
28079 67 1258 3 154
2807968121 116 128
2807969 117 149 102
2807970113 171276
28079 71109 20 15 50
280797210523 18 24
- 2808062136 16188
280806313249 162
2808064128712 136
2808065124 1015110
2808066 120 13 18 84
280 8067 116 16 21 58
280 80 68 112 19 24 32
280 80 69 108 22 27 6

- 2808160135318 144
2808161131621118
280 8162127924 92
280 81 63 123 12 27 66
280 81 64 119 15 30 40
280816511518 33 14
- 2808257138227 126
280 82 58 134 5 30 100
28082591308 33 74
280 8260 126 11 36 48



2808261 122 14 39 22
- 2808354 1411 36 108
280 83 55 137 4 39 82
280 83 56 133 7 42 56
280 83 57 129 10 45 30
2808358 12513484

- 2808452140 348 64
28084 53 136 6 51 38
28084 5413295412

- 2808549143257 46
280 85 50 139 5 60 20

- 280 86 46 146 1 66 28
280 86 47 142469 2
31587 88 109 30 0 30
31587891053334
315 888212420090
315 88 83 120 23 3 64
3158884 116 26 6 38
31588 8511229912
31589 76 139 10 0 150
3158977135133 124
31589 78 131 16 6 98
3158979127199 72
31589 80123 2212 46
3158981119 2515 20
31590711503 3 184
3159072146 6 6 158
3159073 14299 132
3159074 138 1212 106
31590 75134 15 15 80
3159076 130 18 18 54
31590 77 126 21 21 28
31590 78 1222424 2
3159168 153 212 166
3159169 149 5 15 140
3159170145818 114
31591 71141112188
315917213714 24 62
3159173133 1727 36
3159174129 20 30 10
3159265156 121 148
3159266 152 4 24 122
3159267 148 727 96
3159268 144 10 30 70
3159269 140 13 33 44
3159270136 16 36 18
31593 63 155 3 33 104

3159364151636 78
31593 65 147 9 39 52
31593 66 143 12 42 26
315936713915450
3159460 158 2 42 86
3159461 154 5 45 60
3159462 150 8 48 34
3159463 14611518
3159557161151 68
3159558 157 4 54 42
3159559 153 757 16
31596 55 160 3 63 24
31597521632726
3369394 11533012
336 948813023072
336 94 89 126 26 3 46
336 94 90 122 29 6 20

- 336 9582145130132
- 336 9583 141 16 3 106
336 9584 137 19 6 80
336 9585133229 54
336 9586 129 25 12 28
336 958712528 152

- 336 96 76 160 3 0 192
- 336 96 77 156 6 3 166
- 33696 78 1529 6 140
- 3369679148129 114
- 336 96 80 144 15 12 88
336 96 81 140 18 15 62
336 96 82 136 21 18 36
336 96 83 13224 21 10
-336977316329174
- 3369774159512 148
- 33697751558 15 122
- 336977615111 18 96
- 33697 77147142170
33697 78 14317 24 44
336 9779139 20 27 18

- 3369870166 118 156
- 33698711624 21130
- 336 98 72 158 7 24 104
- 33698 73154102778
- 336 98 74 150 13 30 52
- 336 98 75 146 16 33 26
336 98 76 14219 36 0

- 3369968 165 3 30 112
- 3369969 1616 33 86

- 33699 70 1579 36 60

- 33699 71153 12 39 34
-336997214915428

- 336 100 65 168 2 39 94
- 336 100 66 164 5 42 68
- 336 100 67 160 8 45 42
- 336 100 68 156 11 48 16
- 336 1016217114876
- 336 10163 167 4 51 50
- 336 101 64 163 7 54 24
- 336 102 60 170 3 60 32
- 336 102 61 166 6 63 6

- 336 10357173269 14
360 100 1001243500
360 101 94 139 25 0 60
360101 9513528 3 34
360101961313168
360 102 88 154 150 120
360 102 89 150 18 394
360 102 90 146 21 6 68
360 102 91 14224 9 42
360 10292 138 27 12 16

- 360 103 82169 50 180
- 360 103 83 165 8 3 154
- 36010384 161116128
- 360 103 85 157 14 9 102
360 103 86 153 17 12 76
360 103 87 149 20 15 50
360 103 88 145 23 18 24

- 3601047817616 188
- 360104 7917249162
- 360104 80 168 712 136
- 360 104 81 164 1015110
- 360104 8216013 18 84
360 104 83 156 16 21 58
360 104 84 152 19 24 32
360 104 85148 22276

- 36010576 175 3 18 144
-36010577171621118
- 360 105 78 167 9 24 92
- 360 105 79 163 12 27 66
360 105 80 159 15 30 40
360 105 81 155 18 33 14
- 360106 73 178 227 126
- 360 106 74 174 5 30 100
- 360106 75170 8 33 74
- 360 106 76 166 11 36 48



- 360106 77 162 14 39 22
- 360107 70 181 1 36 108
- 360107 71177 4 39 82
- 360107 72173 7 42 56
- 360 107 73 169 10 45 30
- 360107 741651348 4
- 360 108 68 180 3 48 64
- 360 108 69 176 6 51 38
- 360108 70172954 12
- 360 109 65 183 2 57 46
- 360 109 66 179 5 60 20
- 36011062 186 1 66 28
- 36011063 1824692
420118 1121543500
420 119 106 169 25 0 60
420119 107 165 28 3 34
4201191081613168
420120 100 184 150 120
420120101 18018 394
420120 102 176 21 6 68
420120103 172249 42
420120 104 168 27 12 16
- 42012194199 50 180
- 4201219519583 154
- 42012196 191116128
42012197 187149 102
42012198 183171276
42012199 179 20 15 50
420121100 17523 18 24
- 42012290206 1 6 188
- 4201229120249 162
- 42012292198 712 136
-420122931941015110
4201229419013 18 84
420122 95 186 16 21 58
420122 96 182 19 24 32
4201229717822276

- 420123 88 205 3 18 144
- 42012389 201621118
- 42012390197 924 92
420123 91 193 12 27 66
420123 92 189 15 30 40
420123 93 18518 33 14

- 420124 85208 227 126
- 420 124 86 204 5 30 100
- 420124 87 200 8 33 74
- 420124 88196 11 36 48

420124 89 192 14 39 22

- 420125822111 36108
- 420125 83 207 4 39 82
- 420 125 84 203 7 42 56
- 420125 85199 10 45 30
42012586 19513484

- 420 126 80 210 3 48 64
- 420 126 81 206 6 51 38
- 420126 822029 54 12
- 42012777 213 2 57 46
- 420127 78 209 5 60 20
- 420128 74 216 1 66 28
- 420128 75212469 2
504 144 124 208 27 0 48
504 144 125 204 30 3 22
504 145118 223170 108
504 145 119 219 20 3 82
504 145 120 215 23 6 56
504 145121 211 26 9 30
504 145 12220729124
504 146 112238 70 168
504 146 113 234 10 3 142
504 146 114 230136 116
504 146 115 226 16 9 90
504 146 116 222 19 12 64
504 146 117 218 22 15 38
504 146 118 214 25 18 12
- 504 14710824536 176
- 504 147109 241 6 9 150
504 147110237912 124
504147111 233 121598
504 1471122291518 72
504 147 113 225 18 21 46
504 147 114 221 21 24 20
- 504 148 105 248 215 158
- 504 148 106 244 5 18 132
504 148 107 240 8 21 106
504 148 108 236 11 24 80
504 148 109 232 14 27 54
504 148 110 228 17 30 28
504 148 111 224 20 33 2

- 504 149 102 251 1 24 140
- 504 149 103 247 427 114
504 149 104 243 7 30 88
504 149 105 239 10 33 62
504 149 106 235 13 36 36
504 149 107 231 16 39 10

- 504 150 100 250 3 36 96
- 504 150 101 246 6 39 70
504 150 102 2429 42 44
504 150 103 238 1245 18
- 504 1519725324578
- 504 15198 249 5 48 52
504 151 99 245 8 51 26
504 15110024111540
- 504 152 94 256 1 54 60
- 504 15295252457 34
504 152 96 248 760 8

- 504 153 92 255 3 66 16
560 160 140 224 3500
560 161 134 239 25 0 60
560 161 135 235 28 3 34
560 161 136 231 31 6 8
560 162 128 254 15 0 120
560 162 129 250 18 3 94
560 162 130 246 21 6 68
560 162 131 242249 42
560 162 1322382712 16
560 163 122269 5 0 180
560 163 123 265 8 3 154
560 163 124 261 11 6 128
560 163 125 257 14 9 102
560 163 126 253 17 12 76
560 163 127 249 20 15 50
560 163 128 245 23 18 24
- 560164118276 16 188
560 164 11927249 162
560 164 120 268 7 12 136
560 164 121 264 10 15 110
560 164 122 260 13 18 84
560 164 123 256 16 21 58
560 164 124 252 19 24 32
560 164 125248 22276

- 560165116 275 3 18 144
560 165 117271621 118
560 165 118 267 9 24 92
560 165 119 263 12 27 66
560 165 120 259 15 30 40
560 165 121 255 18 33 14
- 560 166 113 278 2 27 126
560 166 114 274 5 30 100
560 166 115 270 8 33 74
560 166 116 266 11 36 48
560 166 117 262 14 39 22



- 560167 110281 1 36 108
560 167 111 277 4 39 82
560 167 112 273 7 42 56
560 167 113 269 10 45 30
560 167 114 265 13 48 4

- 560 168 108 280 3 48 64
560 168 109 276 6 51 38
560 168 110 2729 54 12

- 560 169 105 283 2 57 46
560 169 106 279 5 60 20

- 560 170 102 286 1 66 28
560 170 103 2824 69 2
630 181 1542593500
630 182 148 274 25 0 60
630 182 149 270 28 3 34
630 182 150 266 31 6 8
630 183 142 289 15 0 120
630 183 143 285 18 3 94
630 183 144 281 21 6 68
630 183 145 277 24 9 42
630 183 146 273 27 12 16
630 184 136 304 50180
630 184 137 300 8 3 154
630 184 138 296 11 6 128
630 184 139 292 14 9 102
630 184 140 288 1712 76
630 184 141 284 20 15 50
630 184 142 280 23 18 24
630185 13231116188
630 185 133 30749 162
630 185 134 303 7 12 136
630 185 135299 10 15 110
630 185 136 295 13 18 84
630 185 137 291 16 21 58
630 185 138 287 19 24 32
630 185 139 283 22 27 6
630 186 130 310 3 18 144
630 186 131 306 6 21 118
630 186 132 302 9 24 92
630 186 133 298 12 27 66
630 186 134 294 15 30 40
630 186 135290 18 33 14
630 187 127 313 227 126
630 187 128 309 5 30 100
630 187 129 305 8 33 74
630 187 130 301 11 36 48
630 187 131 297 14 39 22

630 188 124 316 1 36 108
630 188 125 312 4 39 82
630 188 126 308 7 42 56
630 188 127 304 10 45 30
630 188 128 300 13 48 4
630 189 122 315 3 48 64
630 189 123 311 6 51 38
630 189 124 307 9 54 12
630 190 119 318 2 57 46
630 190 120 314 5 60 20
630 191 116 321 1 66 28
630 191 117317469 2
720208 172304 3500

- 720 209 166 319 25 0 60
- 720209 167 315 28 3 34
- 720209168 3113168

- 720210160 334 150120
- 720210161 330 18 394
- 720210 162 326 21 6 68
- 720210163 32224942
- 720210164 318 27 12 16
- 720211154 34950 180
- 720211155 34583 154
- 720211 156 341 11 6 128
- 720211157 337 149 102
- 720211158 333171276
- 720211159 329 20 15 50
- 720211 160 325 23 18 24
- 720212150 356 16 188
- 720212151 35249162
- 720212152 348 712136

- 720212153 3441015110

- 720212154 340 13 18 84
- 720212155 336 16 21 58
- 720212 156 332 19 24 32
- 720212157 32822276

- 720213 148 355 3 18 144
- 720213149 351621118
- 720213 150 347 9 24 92

- 720213 151 343 12 27 66
- 720213 152 339 15 30 40
- 720213153 3351833 14
- 720214 145 358 2 27 126
- 720 214 146 354 5 30 100
- 720214147 3508 33 74

- 720214 148 346 11 36 48
- 720 214 149 342 14 39 22

- 720215 142 361 1 36 108
- 720 215 143 357 4 39 82
- 720 215 144 353 7 42 56
- 720 215 145 349 10 45 30
- 720215146 34513484
- 720 216 140 360 3 48 64
- 720216 141 356 6 51 38
- 720216 142 3529 54 12
- 720217 137 363 2 57 46
- 720217 138 359 5 60 20
- 720218 134 366 1 66 28
- 720218 135362469 2
840244 196 364 3500

- 840245190 379 25 0 60
- 840245191 37528 3 34
-8402451923713168

- 840246 184 394 150 120
- 840246 185 390 18 3 94
- 840 246 186 386 21 6 68
- 840246 187 38224 9 42
- 840246 188 378 27 12 16
- 840247178 409 5 0 180
- 840247 179 405 8 3 154
- 840247180401 116 128
- 840247 181 397 149 102
- 840247182393 171276
- 840247 183 389 20 15 50
- 840247184 38523 18 24
- 840248174416 16 188
- 840248 17541249 162
- 840248 176 408 7 12 136
- 840248 177 404 10 15 110
- 840248178 400 13 18 84
- 840248 179 396 16 21 58
- 840248 180 392 19 24 32
- 840248 181 38822276
- 840249172415 318 144
- 8402491734116 21118
- 840249 174 4079 24 92
- 840249 175 403 12 27 66
- 840249 176 399 15 30 40
- 840249177 39518 33 14
- 840250169 418 2 27 126
- 840250170 414 5 30 100
- 8402501714108 33 74
- 840250172 406 11 36 48
- 840250 173 402 14 39 22



- 840251 166 421 1 36 108
- 840251 167417 4 39 82
- 840251 168 413 7 42 56
- 840 251 169 409 10 45 30
- 840251 17040513484
- 840 252 164 420 3 48 64
- 840252 165416 6 51 38
- 840252166 4129 54 12
- 840253 161 423 2 57 46
- 840253 162 419 5 60 20
- 840 254 158 426 1 66 28

840 254 159 422 4 69 2
1008 295 226 457 29 0 36
1008 295 227 453 32 3 10
1008 296 220 472 19 0 96
1008 296 221 468 22 3 70
1008 296 222 464 25 6 44
1008 296 223 460 28 9 18
1008 297 214 4879 0 156
1008 297 215 483 12 3 130
1008 297 216 479 15 6 104
1008 297 217 47518 9 78
1008 297 218 471 21 12 52
1008 297 219 467 24 15 26
1008 297 220 463 27 18 0
1008 298 209 498 2 3 190
1008 298 210494 5 6 164
1008 298 211 490 8 9 138
1008 298 212 486 11 12 112
1008 298 213 482 14 15 86
1008 298 214 478 17 18 60
1008 298 215 474 20 21 34
1008 298 216 470 23 24 8
1008 299 206 501 112 172
1008 299 207 497 4 15 146
1008 299 208 493 7 18 120
1008 299 209 489 10 21 94
1008 299 210 485 13 24 68
1008 299 211 481 16 27 42
1008 299 212 477 19 30 16
1008 300 204 500 3 24 128
1008 300 205 496 6 27 102
1008 300 206 492 9 30 76
1008 300 207 488 12 33 50
1008 300 208 484 15 36 24
1008 301 201 503 2 33 110
1008 301 202 499 5 36 84

1008 301 203 495 8 39 58
1008 301 204 491 11 42 32
1008 301 205 487 14 45 6
1008 302 198 506 1 42 92
1008 302 199 502 4 45 66
1008 302 200 498 7 48 40
1008 302 201 494 10 51 14
1008 303 196 505 3 54 48
1008 303 197 501 6 57 22
1008 304 193 508 2 63 30
1008 304 194 504 5 66 4
1008 305190511172 12

1260 370280 5743500

1260 371 274 589 25 0 60
1260 371 275 585 28 3 34
1260 371276 581 3168
1260 372 268 604 15 0 120
1260 372 269 600 18 3 94
1260 372 270 596 21 6 68
1260 372 271 592 24 9 42
1260 372 272 588 27 12 16
1260 373 262 619 50 180
1260 373 263 615 8 3 154
1260 373 264 611 11 6 128
1260 373 265 607 14 9 102
1260 373 266 603 17 12 76
1260 373 267 599 20 15 50
1260 373 268 595 23 18 24
1260 374 258 626 1 6 188
1260 374 259 6224 9 162
1260 374 260 618 7 12 136
1260 374 261 614 10 15110
1260 374 262 610 13 18 84
1260 374 263 606 16 21 58
1260 374 264 602 19 24 32
1260 374 265 598 22 27 6
1260 375 256 625 3 18 144
1260 375 257 621 6 21 118
1260 375 258 617 9 24 92
1260 375 259 613 12 27 66
1260 375 260 609 15 30 40
1260 375 261 605 18 33 14
1260 376 253 628 2 27 126
1260 376 254 624 5 30 100
1260 376 255 620 8 33 74
1260 376 256 616 11 36 48
1260 376 257 612 14 39 22

1260 377 250 631 1 36 108
1260 377 251 627 4 39 82
1260 377 252 623 7 42 56
1260 377 253 619 10 45 30
1260 377 254 615 13 48 4
1260 378 248 630 3 48 64
1260 378 249 626 6 51 38
1260 378 250 622 9 54 12
1260 379 245 633 2 57 46
1260 379 246 629 5 60 20
1260 380 242 636 1 66 28
1260 380 243 632 4 69 2

1680 496 364 784 3500

1680 497 358 799 25 0 60
1680 497 359 795 28 3 34
1680497 3607913168
1680 498 352 814 15 0 120
1680 498 353 810 18 3 94
1680 498 354 806 21 6 68
1680 498 355 802 24 9 42
1680 498 356 798 27 12 16
1680 499 346 829 5 0 180
1680 499 347 825 8 3 154
1680 499 348 821 11 6 128
1680 499 349 817 14 9 102
1680 499 350 813 17 12 76
1680 499 351 809 20 15 50
1680 499 352 805 23 18 24
1680 500 342 836 1 6 188
1680 500 343 8324 9 162
1680 500 344 828 712 136
1680 500 345 824 10 15 110
1680 500 346 820 13 18 84
1680 500 347 816 16 21 58
1680 500 348 812 19 24 32
1680 500 349 808 22 27 6
1680 501 340 835 3 18 144
1680 501 341 8316 21 118
1680 501 342 827 9 24 92
1680 501 343 823 12 27 66
1680 501 344 819 15 30 40
1680 501 345 815 18 33 14
1680 502 337 838 2 27 126
1680 502 338 834 5 30 100
1680 502 339 830 8 33 74
1680 502 340 826 11 36 48
1680 502 341 822 14 39 22



1680 503 334 841 1 36 108
1680 503 335 837 4 39 82
1680 503 336 833 7 42 56
1680 503 337 829 10 45 30
1680 503 338 825 13 48 4

- 1680 504 332 840 3 48 64
1680 504 333 836 6 51 38
1680 504 334 832 9 54 12
1680 505 329 843 2 57 46
1680 505 330 839 5 60 20
1680 506 326 846 1 66 28
1680 506 327 842 4 69 2
2520 748 5321204 3500

- 2520 749 526 1219 25 0 60
- 2520 749 527 1215 28 3 34
- 2520749 528 12113168

- 2520 750 520 1234 15 0 120
- 2520 750 521 1230 18 3 94
- 2520 750 522 1226 21 6 68
- 2520 750 523 1222 24 9 42
- 2520 750 524 1218 27 12 16
- 2520751 514 1249 50 180
- 2520 751 5151245 8 3 154
- 2520751516 1241 116 128
- 2520751 517 1237 14 9 102
- 2520751518 1233171276
- 2520 751 519 1229 20 15 50
- 2520 751 520 1225 23 18 24
- 2520 752 510 1256 1 6 188
- 2520752 511 125249 162
- 2520752 5121248 712 136
- 2520752 513 124410 15110
- 2520752514 124013 18 84
- 2520 752 515 1236 16 21 58
- 2520 752 516 1232 19 24 32
- 2520 752 517 1228 22 276

- 2520 753 508 1255 3 18 144

- 2520 753 509 1251 6 21 118

- 2520753 510 1247 9 24 92

- 2520 753 511 1243 12 27 66

- 2520 753 512 1239 15 30 40

- 2520753 513 123518 33 14

- 2520 754 505 1258 2 27 126

- 2520 754 506 1254 5 30 100

- 2520 754 507 1250 8 33 74

- 2520 754 508 1246 11 36 48

- 2520 754 509 1242 14 39 22

- 2520 755 502 1261 1 36 108

- 2520 755 503 1257 4 39 82

- 2520 755 504 1253 7 42 56

- 2520 755 505 1249 10 45 30

- 2520 755 506 1245 13 48 4

- 2520 756 500 1260 3 48 64

- 2520 756 501 1256 6 51 38

- 2520 756 502 1252 9 54 12

- 2520 757 497 1263 2 57 46

- 2520 757 498 1259 5 60 20

- 2520 758 494 1266 1 66 28

- 2520 758 495 1262 4 69 2

- 5040 1504 1036 2464 3500

- 5040 1505 1030 2479 25 0 60
- 5040 1505 1031 2475 28 3 34
- 5040 1505 1032 2471316 8

- 5040 1506 1024 2494 15 0 120
- 5040 1506 1025 2490 18 3 94
- 5040 1506 1026 2486 21 6 68
- 5040 1506 1027 2482 24 9 42
- 5040 1506 1028 2478 27 12 16
- 5040 1507 1018 2509 5 0 180
- 5040 1507 1019 2505 8 3 154
- 5040 1507 1020 2501 11 6 128
- 5040 1507 1021 2497 14 9 102

- 5040 1507 1022 2493 171276
- 5040 1507 1023 2489 20 15 50
- 5040 1507 1024 2485 23 18 24
- 5040 1508 1014 2516 16 188
- 5040 1508 1015 251249 162
- 5040 1508 1016 2508 7 12 136
- 50401508 10172504 1015110
- 5040 1508 1018 2500 13 18 84
- 5040 1508 1019 2496 16 21 58
- 5040 1508 1020 2492 19 24 32
- 5040 1508 1021 2488 22 27 6
- 5040 1509 1012 2515 3 18 144
- 5040 1509 1013 2511 6 21 118
- 5040 1509 1014 2507 9 24 92
- 5040 1509 1015 2503 12 27 66
- 5040 1509 1016 2499 15 30 40
- 5040 1509 1017 2495 18 33 14
- 5040 1510 1009 2518 2 27 126
- 5040 1510 1010 2514 5 30 100
- 5040 1510 1011 2510 8 33 74
- 5040 1510 1012 2506 11 36 48
- 5040 1510 1013 2502 14 39 22
- 5040 1511 1006 2521 1 36 108
- 5040 1511 1007 2517 4 39 82
- 5040 1511 1008 2513 7 42 56
- 5040 1511 1009 2509 10 45 30
- 5040 1511 1010 2505 13 48 4
- 5040 1512 1004 2520 3 48 64
- 5040 1512 1005 2516 6 51 38
- 5040 1512 1006 2512 9 54 12
- 5040 1513 1001 2523 2 57 46
- 5040 1513 1002 2519 5 60 20
- 5040 1514 998 2526 1 66 28

- 5040 1514 999 2522 4 69 2
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