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SADRZAJ




Predgovor

Ova doktorska disertacija nastala je na osnovu samostalnih objavljenih
radova [28], [30] i [31], kao i rada [29] u koautorstvu sa D. Dordeviéem i V.
Rakocevicem. Pored toga u tezi su izlozeni rezultati iz jo§ ne objavljenih
radova [32], [33], [34], [36] i [68], nastalih kao rezultat zajednickog rada sa
D. Dordjeviéem, B. Zhengom, J. Kolihom i Y. Weyom. Rad na ovoj dok-
torskoj tezi posvecen je prvenstveno izuc¢avanju Schurovog komplementa i nje-
govih uopstenja a usledio je nakon rada na magistarskim studijama (Otvori
izmedu Banachovih prostora i primene, Magistarska teza, Univerzitet u Nisu,
Prirodno-matematicki fakultet, 2000). Pojedini rezultati iz teze su saopsteni
i na matematickim konferencijama: (1) 10th Congress of Yugoslav Mathe-
maticians, 21-24 January, 2001, Belgrade, Yugoslavia; (2) 5th International
Symposium on Mathematical Analysis and its Applications, 2-6 October, 2002,
Niska Banja, Serbia and Montenegro; (3) The 6th International Symposium
on Nonlinear Mechanics - Nonlinear Sciences and Applications, 24-29 August,
2003, Ni3, Serbia and Montenegro; (4) International Congress MASSEE 2003,
15-21 September, 2003, Borovets, Bulgaria; (5) International Workshop on
Modern Functional Analysis, Operator Theory, Summability and Applications,
25-28 September, 2003, Niska Banja, Serbia and Montenegro;(6) Workshop in
Mathematical analysis, 15-21 March, Guanajuato, Mezico. Osnovna oblast ko-
joj ova disertacija pripada je teorija operatora mada se veoma Cesto koriste i
elementi algebre i linearne algebre.

Pojam Schurovog komplementa JE prvi put definisan na skupu blok-
matrica. Naime, ako je M € C("+P)*x("+4) hlok matrica data sa
A B

] ; (1)

M =
E
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gde je A € C™*"™ nesingularna i D € CP*?, tada se Schurov komplement od
Au M, oznacava sa S(M) ili M /A, a definise sa:

S(M)=M/A=D—-CA™'B. (2)

Izu¢avanja u vezi Schurovog komplementa implicirana su u radu J.J.
Sylvestera, 1851 godine, mada je formulu (2) prvi put iskoristio I.Schur [88],
gde je dokazao:

det(M) = det(A) - det(D — CA™'B). (3)

Ocigledno, matrica M je nesingularna ako i samo ako je Schurov komplement
S(M) nesingularna matrica. Pored toga, L.Guttman [54] je dokazao da je

r(M) = r(A) +r(S(M)), (4)

gde je r(A) rang matrice A.

Od velikog znacaja za dalja istrazivanja je rad A. Alberta [1], gde je u
formuli (2), A™' zamenjen sa AT, tj. Moore-Penroseovim inverzom matrice A.
Tako je uveden generalisani (uopsteni) Schurov komplement od A u M,

S(M)=M/A=D—CA'B. (5)

D. Carlson, E. Haynsworth i T. Markham [20] su izu¢avali svojstva gen-
eralisanog Schurovog komplementa i dokazali neke od veé dobijenih rezultata
vezanih za Schurov komplement, ali uz znatno strozije uslove. Na primer,
za matricu M e C(m+m)x(m+n) ohlika (1), Schurova formula (3) vazi ako je
N(A) C N(C) ili N(A*) C N(B*), a jednakost (4) vazi ako i samo ako je

N(MJA)C N((I — AA"YB) i N((M/A)*) C N((I — ATA)C*). (6)

Znagajni rezultati dobijeni u tom periodu vezani za generalisani Schurovog
komplement blok-matrice, kao i razli¢iti pristupi ovom pojmu mogu se naéi u
radovima D. Carlsona[19], T. Andoa [5], R. W. Cottlea [27], M.G. Kreina [70],
W. N. Andersona i G. E. Trappa [3] i C. A. Buttlera i T. D. Morleya [16].

Ova doktorska disertacija se sastoji iz tri glave a svaka glava iz vise
poglavlja.
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U prvoj glavi izloZeni su osnovni pojmovi Teorije oparatora i originalni
rezultati radova [32], [33], [36] i [68], u kojima su izuc¢avane neke osobine
Drazinovog i generalisanih inverza, kao i neke oparatorske jednacine.

U sekciji 1.1, navedeni su osnovni pojmovi i oznake iz teorije operatora.

Poglavlje 1.2 posveéeno je Drazinovom i Moore—Penroseovom inverzu,
kao i pronalazenju uslova za egzistenciju Re-nnd i Re-pd reSenja operatorske
jednacine AX B = (', sa minimalnim, tj. maksimalnim rangom. Napomenimo

. . . . A4 Ax
da je operator*A Re-nnd (Re-pd) ako je njegov realni deo H(A) = #5% >0
(H(A) = 424 > 0), a da se pod rangom operatora A, u oznaci r(A), smatra

dimenzija zatvorenja slike, tj. r(A) = dim R(A). Teorema 1.2.1 i Teorema
1.2.3[36] su originalni rezultati i oni uopstavaju rezultate iz radova L. Wua i
B. Caina [104] i J. Grossa [52], a dobijene su u radu [36].

U Poglavlju 1.3 razmatra se Moore-Penroseov inverz u prstenu sa involu-
cijom u kome, kao u C*-algebrama ili u *-redukovanim algebrama, ¢injenica
a*a = 0 povladi da je a = 0. Rezultati u ovoj sekciji su originalni rezultati
rada [68], nastali kao rezultat zajednickog rada sa D. Pordeviéem i J. Kolihom.
Neki od rezultata uopstavaju rezultate R. E. Hartea i M. Mbekhte [58, 59] u
C*-algebrama i J. Kolihe i P. Patricia [69] u prstenu sa involucijom. Izuc¢avani
su elementi sa dobrim nosa¢em (well-supported element) u prstenu sa involuci-
jom i osobina regularnosti i egzistencija Moore—Penroseovog inverza. Dobijeni
rezultati su primenjeni na C*-algebre i dobijena je karakterizacija stabilnog
ranga 1 i realnog ranga 1 (videti [64]). Takode, u ovoj sekciji je izu¢avan za-
kon o inverznom redosledu za MP— inverze u prstenu sa involucijom, ¢ime su
uopsteni rezultati za matrice [13] 1 operatore na Hilbertovom prostoru [11, 12]
i [63]. Pored toga, razmatran je zakon o inverznom redosledu za tezinske
Moore—Penroseove inverze u C*-algebrama i na taj nac¢in uopsten rad Suna i
Weia [89] za matrice.

Poglavle 1.4 posveéeno je proucavanju aditivnih osobina generalisanog
Drazinovog inverza u Banachovoj algebri. Eksplicitno je izrazen generalisani
Drazinov inverz sume a + b u funkciji od a, a?,b i b%, pod razli¢itim uslovima.
Rezultate vezane za ovaj problem, specijalno za linearne ograni¢ene operatore,
nalazimo u radu D. Pordevi¢ i Y. Wei [39] i u radu N. Gonzaleza i J. Kolihe
[49], za elemente Banachove algebre. Izlozeni rezultati su dokazani u [33] a
predstavljaju uopstenje radova [39] i [49].
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Rezultati iz druge glave predstavljaju originalne rezultate radova [29], [30]
i [31].

U poglavlju 2.1 date su definicije Schurovog i generelisanog Schurovog
komplementa, kao i pregled nekih ranijih rezultata.

U poglavlju 2.2 definisan je pojam Schurovog komplementa u C*-alge-
brama. Takode, izlozeni su i rezultati vezani za mmnogobrojne osobine Schu-
rovog komplementa, koji predstavljaju uopstenja prethodno dobijenih rezul-
tata na skupu blok-matrica ili ograni¢enih linearnih operatora na Hilbertovom
prostoru, na elemente C*-algebre A.

Akojeac Ais=s"=s%c A, tada je
a=sas+ sa(l —s)+ (1 —s)as+ (1 —s)a(l — s).
Neka je
ayp = sas, ajz =sa(l —s), ag =(1—s)as, ax = (1-s)a(l—2s).

Sada se a € A moze predstaviti u matriénom obliku

ail a2
a =
[ a21 a2 ] s
U radu [29] je uveden i izu¢avan Schurov komplement elementa a € A u odnosu
na s € A, definisan sa
s(a) = az — ag1a11’as, (7)
uz pretpostavku da je aj; regularan.

U Teoremi 2.2.1 uopsteni su rezultati Alberta [1], koji dovodi u vezu
nenegativnu definitnost hermitskog elementa a € A i Scurovog komplementa
s(a). U dokazu su koriséene znacajno drugacije metode.

U Teoremi 2.2.2 je pokazano da
s(a) = aza — agia11'aly = max{z€A:0 <z <a, (1-—s)x ==z},
gde je a > 01 ajp regularan element.
Zatim, u Posledici 2.2.2 je dokazano
s(a) =min{qaq* :q=2+1—3s, z € (1 —s)As}

=1-s- alg*allT)a(l —5— CL12*011T)*7
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Sto predstavlja uopstenje rezultata iz [25]. Dokazano je da uz pretpostavke o
regularnosti nenegativnog elementa a i a1, Schurov komplement s(a) takode
jeste regularan i pri tome je af njegov unutrasnji inverz. Dokazana je nejed-
nakost (Posledica 2.2.4):

inf(o(a) \ {0}) < inf(a(s(a)) \ {0}).

U Poglavlju 2.3 uopsteni su neki rezultati iz rada [25], kao i odredene
nejednakosti vezane za Schurov komplement.

Originalni rezultati iz rada [34] ¢ine poglavlje 2.4. U njemu su izucavani
potrebni i dovoljni uslovi za predstavljanje tezinskih inverza AL3M) - ALAN)
A}L\L N1 A%W blok-matrice A u Banachiewicz-Schur formi. Predstavljanje in-
verza blok-matrice preko blok-matrice ¢iji su blokovi funkcije od Schurovog
komplementa izu¢avali su Marsaglia i Styan [71], Baksalary i Styan [7] i Y.Weia
[96]. Rezultati ovih radova su uopsteni u radu [34].

U Poglavlju 2.5 dato je jedno uopstenje Schurovog komplementa, gde je
umesto MP-inverza matrice A koriséen Drazinov inverz, A¢. Teorema 2.5.1
predstavlja uopstenje formule J. Duncana [45], za Drazinov inverz. Rezultati
ove sekcije su originalni rezultati rada [32], a za posledicu imaju rezultate rada
Y. Weia [97].

Poglavlje 2.6 posveéeno je pronalazenju nekih specijalnih reSenja blok-
rang jednacine

A B

rank l o x

] = rank(A), (8)
gdesu A e C"*" Be C™™ C e C™™iX e C™*™, Marsaglia and Styan
[71] su dali potrebne i dovoljne uslove za egzistenciju reSenja jednacine (8). J.
Gross [50] je dobio potrebne i dovoljne uslovi da resenje ove jednacine bude
MP-inverz matrice A. N. Thome and Y. Wei [91] su izucavali uslove kada
je refleksivni inverz matrice A reSenje jednacine (8) kao i uslove pod kojima
je Drazinov inverz matrice A reSenje ove jednacine, ali samo u specijalnom
slucaju kada je ind(A) = 1. Kao otvoren problem rada [91], ostalo je pitanje
kada je Drazinov inverz, A¢ resenje jednacine (8), za matricu A proizvoljnog
indeksa? ReSenje ovog problema je sadrzano u doktorskoj disertaciji a rezul-
tati su publikovani u radu [31]. Koristeéi razlic¢ite reprezentacije matrica,
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imajuéi u vidu da je reSenje ono X za koje je Schurov komplement jednak
nuli, dokazani su rezultati koji su vezani za generalisane inverze [30], a koji
uopstavaju rezultate iz radova [50], [91] 1 [20].

U delu Dodatak prilozeni su radovi koji su prihvaceni za publikovanje sa
izvestajima recezenata, kao i oni koji su poslati u odgovaraju¢e matematicke
Casopise i Cije se recenzije oc¢ekuju.

Zadovoljstvo mi je i Cast da se zahvalim mentoru prof. dr Draganu
Pordeviéu, na velikoj i svesrdnoj pomo¢i koju mi je pruzio u toku izrade ove
disertacije, prateéi ceo tok njene izrade, procenjujuéi rezultate do kojih sam
dolazila i korisnim primedbama i sugestijama dao veliki doprinos konaé¢noj
verziji disertacije.

Takode se zahvaljujem prof. dr Vladimiru Rakoceviéu na podrsci, koris-
nim sugestijama i savetima u mom nau¢nom radu, kao i na strpljenju i pomo¢i
koju mi je pruzio tokom izrade ove doktorske disertacije.

Posebno bih se zahvalila mojoj porodici na razumevanju, odricanju i
podrsci koju mi je nesebi¢no pruzala sve vreme.



Glava 1

Uvod

1.1 Neke oznake i pojmovi iz teorije operatora

U ovoj glavi navedeni su osnovni pojmovi i oznake iz teorije operatora i
funkcionalne analize. Izlozena teorija je preuzeta iz dobro poznate i bogate
literature [9], [10], [13], [14], 18], [56], [62], [75], [80], [86], [94].

Ako su X i Y kompleksni beskona¢no dimenzionalni Banachovi prostori,
sa B(X,Y) je oznacen Banachov prostor svih ogranicenih operatoraiz X uY, a
sa B(X') Banachova algebra svih ograni¢enih operatora na X'. Za A € B(X,)))
neka je N(A) = {& € X : Az = 0} jezgro, a R(A) = {Az : © € X} slika
operatora A. Zatvoren potprostor M prostora X je komplementaran u X', ako
postoji zatvoren potprostor N od X, tako da vazi

X=M®®N.

U tom sluéaju postoji jedinstvena projekcija P € B(X') sa X na M, paralelno
sa N, odnosno P? = P, R(P) = M i N(P) = N. Ako su prostori M i N
medusobno ortogonalni, tada se ovakva dekompozicija prostora naziva ortog-
onalnom.

Sa B(X)~L, B(X)!i B, (X)L, oznacavamo redom, skup svih invertibil-
nih, levo invertibilnih i desno invertibilnih operatora na X. Dobro je poznato
da je A € Bj(X) ako i samo ako je N(A) = {0} a R(A) je zatvoren i komple-

9
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mentaran potprostor od X'. Takode, A € B,.(X)~! ako i samo ako je R(A) = X
i N(A) je komplementaran potprostor od X.

Spektar operatora A je
o(A)={AeC:A-X\¢BX)},
a rezolventni skup je p(A) = C \ o(A).
Ako je X Hilbertov prostor i A € B(X) tada je sa

_A+A*
— 5

H(A)

definisan realni deo operatora A. Operator A je Re-pd (Re-nnd) ako je H(A) >
0 (H(A) > 0). Dimenzija zatvorenja od R(A), naziva se rang operatora A, tj.

r(A) = dimR(A).

Neka je A Banachova algebra sa jedinicom. Sa A, A~1, Ay, A, ozna-
¢avamo redom, skup svih idempotenata, invertibilnih elemenata, hermitskih
elemenata i projektora. s € A je projektor ako je s = 5% = s*.

Za matricu M € C™*" r(M) oznacava njen rang. Skup svih matrica
prostora C™*™ ¢ini je rang jednak r oznacen je sa C"*". Ako je matrica M
hermitska, tada se sa In(M) oznacava uredena trojka In(M) = (w,v,6), gde
je m broj pozitivnih, v broj negativnih a § broj sopstvenih vrednosti koji su

jednaki 0. Dakle, 7 + v = r(M).

Najmanji broj n > 0 (ako postoji) za koji vazi N(A") = N(A"*!), naziva
se uspon (rast) operatora 7' i u tom slucaju je asc(A) = n. Ukoliko takvo n ne
postoji, tada je A beskonacénog rasta i asc(A) = oo. Analogno, najmanji broj
n > 0, (ako postoji), za koji vazi R(A™) = R(A™!), naziva se pad operatora A
i oznacava se sa des(A) = n. Ukoliko takvo n ne postoji, tada je A beskonacénog
pada i des(A) = oo.

Ako je asc(A) < oo i des(A) < oo, onda je asc(A) = des(A) = p. U
tom slucaju je X = R(AP) @ N(AP) i ova dekompozicija redukuje operator A.
Takode, asc(A) = des(A) = p < oo ako i samo ako je tacka A = 0 pol reda
p rezolvente A — (XA — A)~L. Ova éinjenica je posebno relevantna kada je u
pitanju Drazinov inverz operatora A.
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Ako je X Banachov prostor i A € B(X), tada se redukovani minimum
moduo operatora A, u oznaci y(T'), definise sa

~v(A) = inf{||Az||/dist (2, N(A)) : dist (2, N(A4)) > 0}.

Poznato je da je R(A) zatvoren u X ako i samo ako je y(A4) > 0. Ako je
operator A relativno regularan, pri ¢emu je A~ unutrasnji inverz od A, tada
je R(A) zatvoren i y(A) > 1/||A™].

Ako je A C*-algebra i a € A', tada je

la']l = 1/7(La),

gde je L, leva regularna reprezentacija od a, tj. L,(z) = az,z € A.

Akojea € Aia >0, tada je

Y(La) = dist(a(a) \ {0}, {0}). (1.1)
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1.2 Drazinov i Moore-Penroseov inverz

Neka je A Banachova algebra sa jedinicom e. Za a € A, Drazinov inverz od a
je elemenat b € A koji zadovoljava jednacine:

bab="b, ab=ba, " *'b=d", (1.2)

za neki nenegativan ceo broj k. Najmanji k u prethodnoj definiciji jeste Drazi-
nov indeks elementa a, oznaéen sa ind(a). Drazinov inverz elementa a, a? pos-
toji ako i samo ako je A = 0 pol rezolvente A\ — (A —a)~! i tada je ind(a) red
tog pola. Ako Drazinov inverz od a postoji, onda je on jedinstven i oznacava
se sa a®. Skup svih Drazin invertibilnih elemenata algebre A oznacen je sa
A, Ako je ind(a) = 0, onda je a invertibilan i a? = a~!. Ako je ind(a) = 1,

onda se a? ¢esto naziva grupni inverz od a i oznacava a*.

Treéa jednacina iz (1.2) ekvivalentna je sa a(e — ab) € A™, gde je sa
A" oznacen skup svih nilpotentnih elemenata algebre A. Pri tome je indeks
nilpotentnosti elementa a(e — ab) jednak ind(a). Takode, sa A oznacavamo
skup svih kvazinilpotentnih elemenata iz A, pri ¢emu je elemenat a kvazinilpo-
tentan ako ||a®||'/" — 0, (n — o), tj. ako je njegov spektralni polupreénik
o(a) = 0. Zamenom uslova a(e — ab) € A™! uslovom a(e — ab) € A dobija
se pojam generalisanog Drazinovog (g-Drazinovog) inverza.

Dakle, ako postoji b € A tako da vazi
bab="b, ab=ba, a(e— ab)ec A (1.3)

tada je a g-Drazin invertibilan a elemenat b je g-Drazinov inverz od a, u oznaci
aP. Skup svih g-Drazin invertibilnih elemenata algebre A oznacava se sa AP.
Poznato je da je a € AP ako i samo ako postoji idempotent p koji komutira sa
aivazi da je ap € A7 iag+pe AL U tom slucaju se p naziva spektralni
idempotent od a i oznacava sa p = a”™ i vazi

aD:(a—i—p)_l(e—p), p=c—ad"a.

Drazinov inverz za matrice uvek postoji. Medutim, ako je X beskonacno
dimenzionalan Banachov prostor i A € B(X'), tada postoji Drazinov inverz od
A ako i samo ako A ima konacan uspon i pad, i tada je p = asc(A) = des(A) =
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ind(A). U tom slucaju postoji dekompozicija prostora X = N(AP) @ R(AP) i
u odnosu na nju matriéno predstavljanje operatora A je

A O
A=
)

pri cemu je Ay = Alyapy 1 N(AP) — N(AP) nilpotentan operator, a Ay =
Algary : R(AP) — R(AP) je invertibilan operator. Tada je,

0 0
AP — .
[0 A?]

Takode, za a,w € A definisan je tezinski Drazinov inverz od a u oznaci
a®™ kao jedinstveno resenje sisitema:

k+1

(aw)*zw = (aw)*,  zwewz =z, awz = zwa, (1.4)

gde je k = ind(aw).

Vazi a®™* = [(aw)?)%a.

Operator A € B(X,)) je g-invertibilan ( relativno regularan) ako postoji
operator B € B(), X), tako da je ABA = A. U tom slucaju je B unutrasnji in-
verz (ili g-inverz) operatora A, oznacen sa A~ ili A9. Skup svih unutrasnjih in-
verza operatora A oznacen je sa A{1}. Dobro je poznato da je A g-invertibilan
ako 1 samo ako je R(A) zatvoren i N(A) i R(A) su komplementarni potpros-
tori od X i Y redom. Specijalno, ako su X i ) Hilbertovi prostori, onda je
A € B(X,)Y) g-invertibilan ako i samo ako je R(A) zatvoren potprosor od ).
Ako je B unutrasnji inverz operatora A, onda je AB projekcija na R(A), a
I — BA je projekcija na N(A).

Operator B je refleksivni inverz (go-inverz) operatora A, ako vazi ABA =
A i BAB = B. Refleksivni inverz operatora A oznacen je sa A" ili A2 a
skup svih refleksivnih inverza operatora A sa A{1,2}. Ako je B unutrasnji
inverz od A, onda je BAB refleksivni inverz od A.

Kada se razmatraju operatori na Hilbertovim prostorima X i ), od po-
sebnog znacaja je Moore-Penroseov inverz operatora A € B(X,)), oznacen sa
At koji je definisan kao jedinstveno resenje jednacina

AATA= A, ATAAT = AT, (AAT)* = AAT, (ATA)" = ATA. (1.5)
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Poznato je da Moore-Penroseov inverz operatora A € B(X,)) postoji ako i
samo ako je R(A) zatvoren potprostor. MP inverz pravougaone matrice uvek
postoji.

Jednacine iz (1.5) definisu izmedu ostalog i neke druge vrste generalisanih
inverza operatora A, pri ¢emu se sa A{i, j} oznacava skup svih onih operatora
X € B(Y,X) koji zadovoljavaju i-tu i j-tu jednacinu u (1.5), i,7 = 1,2, 3,4.
Odgovarajuéi generalisani inverz iz skupa A{i,j} oznacava se sa A3) - Tako

je na primer
A{1,3} ={X e B(Y,X): AXA=A, (AX)" = (AX)},
pri ¢emu je poznata sledec¢a karakterizacija ovog skupa:
A{1,3} = {(AD®) — T — AU A Z . Z e BV, X)},

gde je A13) proizvoljan elemenat iz A{1,3}.

Analogno pojmu obi¢nog MP—inverza, definisan je pojam tezinskog MP—

inverza.

Ako je A € B(X,)), gde su X i Y Hilbertovi prostori i M € B(X,X) i
N € B(Y,Y) pozitivni operatori, jedinstveno resenje jednacina

AXA=A, XAX =X, (MAX)"=MAX, (NXA)*=NXA (16)

naziva se tezinski Moore-Penroseov inverz od A i oznacava sa AFW N-
3

Skup svih generalisanih tezinskih inverza koji zadovoljavaju recimo prvu
i tre¢u jednacinu iz (1.6) oznacava se sa A{1,3(M)}.
Ocigledno za M = I i N = I tezinski MP—inverz od A je obican MP—

inverz od A. Poznato je da vazi

A-I]-\LN — N*l/Q(Ml/ZANfl/Zﬂ'Ml/Q.

Neka su nadalje X, Y, Z i W Banachovi prostori nad istim poljem skalara
iAeB(X,Y), BeB(Z,W)iC € B(Z,Y) dati operatori, pri cemu su Ai B
g-invertibilni operatori. Operatorska jednacina

AXB=C (1.7)
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ima resenje, X € B(W, X) ako i samo ako je
AACB™ B =C, (1.8)

za proizvoljne unutradnje generalisane inverze A~ i B~ od A i B, redom. U
tom slucaju resenje X dato je sa

X=ACB +Y - A AYBB™, za Y € BOW, X). (1.9)

U nastaku ovog poglavlja, razmatraju se potrebni i dovoljni uslovi za
postojanje Re-nnd i Re-pd reSenja ove jednacine u slucaju kada su X i )
Hilbertovi prostori i Z = W = X. Medu njima izdvoji¢emo one sa minimal-
nim, tj. maksimalnim rangom realnog dela. Kao posledicu za slucaj kada je
A =1T11ili B =1, slede rezultati radova [50], [96], [104].

Naredna teorema daje potrebne i dovoljne uslove za postojanje Re-nnd
resenja jednacine (1.7), pod odredenim uslovima. Takode, od svih Re-nnd
reSenja nadeno je reSenje sa najmanjim rangom.

Teorema 1.2.1 Neka je A € B(X,Y), Be B(X,X), C € B(X,Y) i A,B su
g-invertibilni, tako da je (ATA)BT = BT(ATA) i (ATA)B = B(ATA). Tada,
postoji Re-nnd reSenje X € B(X) jednacine AXB = C ako i samo ako je
AATCB'B = C i BFATCATA je Re-nnd.

U tom slucaju jedno Re-nnd resenje Xg dato je sa
Xo = ATCBT — (ATCB")* + ATA(ATCB")*BB' (1.10)
1 pri tome vazi
r(H(Xo)) = r(H(B*ATCATA)).
Dokaz: Ako postoji Re-nnd reSenje X jednacine AX B = C, tada je
AATCB'B = C.
Takode, iz (1.9) sledi

AYAB*XBATA = ATAB*ATCB'BATA + ATAB*Y BATA
— ATAB*ATAY BATA
= B*ATCATA.
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Dakle,
H(B*ATCATA) = (ATAB*)H(X)(ATAB*)* > 0.

Sa druge strane, pretpostavimo da je AATCBTB = C i B*ATCATA je
Re-nnd. Zamenom Y = —(ATCB")*, A= = AT i B~ = B u (1.9), dobijamo
da je

Xo = ATCB' — (ATCBY)* + ATA(ATCB")*BBT,

resenje jednacine (1.7). Sada je,

H(Xo)

H(ATCB") — H((ATCB")*) + H(ATA(ATCB")*BBY)
BBTATCBTATA)

(BN*B*ATCATABY)

(BY*H(B*ATCATA)B' > 0.

H(
H(

Dokazimo da je r7(H (X)) = r(H(B*ATCATA)). U odnosu na sledeée
dekompozicije prostora X i ),

X=RA")®N(A) i Y=R(A)@NA.
operator A ima matri¢nu dekompoziciju:
e A 0 : R(A*) . R(A) ’
0 0 N(A) N(A*)
gde je A; : R(A*) — R(A) invertibilan. Sada je,

A AT o] [ R(A) R(A*)

Sli¢no,

[ B 0].[3(3*)] [R(B)]
B = : — ,
00 N(B) N(B*)

gde je By : R(B*) — R(B) invertibilan operator i

Bt — Bt 0| | R(B) | B(BY)
|l 0 0 || N(BY N(B) |’
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Uzimajuéi u obzir spomenute dekompozicije prostora X i ), pretpo-
stavimo da je operator C oblika

o C1 Cy | | R(BY) . R(A)
| Cs Cy| | N(B) N(A*) |

-1 —1
Iz ATCBf = l 4 00131 8 ], proizilazi da je
-1 —1 « A1
X, = ATCiBy 0 B At CATA — BiATC1 0 '
0 0 0 0

Sada je oc¢igledno

R(H(B*ATCATA)) = R(H(B,*A;71Cy))

R(H(Xy)) = R(H(A,7'C1B;71)).
Kako je
ATICIBT 4 (BY)TIOT (A7) T = (BY) T H(BTAT I+ CF(A)) BB
sledi
(AT*CiB ! + (BY)~'CT (A7) 1) B1 = (Bf) " H(BAT'C1 + Ci (A7) ' By)

i

dim R(BfA7'Cy + C(A%)~1By) = dim(B}) " H(R(B:A['Cy + C:(A3)~1By))
< dim R((B;)~Y(Bf A7 'C1 + C{(A})~'By))
= dim R(A;'C1 By + (B)~1C: (A1),

Dakle, r(H(B*ATCATA)) < r(H(Xp)). Nejednakost u drugom smeru sledi

na slican nacin.

Na osnovu Teoreme 1.2.1, proizilazi da je proizvoljno reSenje X jednacine
(1.7) predstavljeno u obliku

X=Xy+

0 Xo
X5 Xg |’
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pri cemu su X9, X3 i X4 proizvoljno dati operatori iz odgovarajuéih prostora.
Dakle,
r(H(Xop)) <r(H(X)) <r(H(Xy)) + dimN(B*),

te je resenje X dato sa (1.10) ujedno i ono sa najmanjim rangom realnog dela.

Uslov AATC BT B = C je ekvivalentan uslovu AA~CB~B = C za proizvol-
jan unutradnji generalisani inverz A~ od A, §to sledi iz jednakosti:

AA—CB B = AA-AATCB'BB~B = AATCB'B.

Kao posledica, dokazani su rezultati L. Wua i B. Caina [104] i J. Grossa [52].

Teorema 1.2.2 Neka je B,C € B(X,)) i B je g-invertibilan. Jednacina
XB=C (1.11)
ima Re-nnd resenje X € B(Y) ako i samo ako je CB'B = C i B*C je Re-nnd.
U tom slucaju jedno Re-nnd resenje Xg jednacine (1.11) dato je sa
Xo=CB' — (CB"*(I — CBY)
i r(H(Xo)) = r(H(B*C)).

Nasuprot Teoremi 1.2.1, u sledecoj posledici ukazano je na neke od oblika
reSenja jednacine (1.7) sa maksimalnim rangom realnog dela.

Posledica 1.2.1 Neka je A € B(X,)), B € B(X,X), C € B(X,)) i A,B
su g-invertibilni tako da je (ATA)BT = BY(ATA) i (ATA)B = B(ATA). Ako je

jednacina (1.7) resiva 1 Y € B(W, X) ima sledecu reprezentaciju

o _[n ] [ R R(A*)
Ty, va || NBY || NA) |

gde je Y4 pozitivan operator, tada je
X =Xo+4 (I —ATA)Y (I - BB")

Re-nnd resenje jednacine (1.7) i r(H (X)) = r(H(Xo)) + dimN(B*), gde je
Xo reSenje jednacine dato sa (1.10).
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Dokaz: Ocigledno, X = X + (I — ATA)Y(I — BB) je reienje jednacine

AXB =C1iH(X)= H(Xo)+Ys> 0. Na osnovu dekompozicija iz Teoreme
1.2.1 sledi:

Y- AT'CiBY 0

0 Yy

Dakle, r(H(X)) = r(H(Xo)) + dimN(B*).

H(AT'CiBTY) 0
0 Yy

i H(X):[

Slucaj A =Y = I iz Posledice 1.2.1 razmatran je u [52].

U sledecoj teoremi dati su potrebni i dovoljni uslovi za postojanje Re-pd
reSenja jednac¢ine (1.7). Samim tim uopsteni su rezultati iz [52].

Teorema 1.2.3 Re-pd resenje X € B(W,X) jednacine (1.7) postoji ako i
samo ako je AA'CBTB = C, B*A'CAYA je Re-nnd i vazi da je

r(H(B*ATCATA)) = r(BATA).
Dokaz: Pretpostavimo da postoji Re-pd resenje X jednacine (1.7). Sada je,
AATCB'B = C i BFATC AT A je Re-nnd. Takode,

r(H(B*ATCATA)) = r(ATAB*X (AT AB*)") = r(BATA).

Sa druge strane, neka je AATCB'B = C' 1 B*ATC A A je Re-nnd tako da je

r(H(B*ATCATA)) = r(BATA).
Na osnovu dekompozicija iz Teoreme 1.2.1, sledi da je

Bi 0 ]
0 0|’
gde je By : R(B*) — R(B) invertibilan operator. Dakle,
r(BATA) = dim(R(B")).

Sada iz Posledice 1.2.1 sledi da je X = Xo + (I — ATA)Y(I — BB') Re-pd
resenje jednacine (1.7).

BATA = [

Iz Teoreme 1.2.1 u specijalnom sluc¢aju dobijamo rezultat iz [103].

Posledica 1.2.2 Neka su B,C € B(X,)Y) i B je g-invertibilan. Jednacina
XB = C ima Re-pd resenje X € B(Y) ako i samo ako je CB'B = C i B*C
je Re-nnd. U tom slucaju je r(H(B*C)) = r(B).
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1.3 MP-inverz u prstenu sa involucijom

U ovoj sekciji razmatramo Moore—Penroseov inverz u prstenu sa involucijom
u kome, kao u C*-algebrama ili u *-redukovanim algebrama, ¢injenica a*a = 0
povlaci da je a = 0. Osobina a*axr = a*ay = ax = ay koja se naziva *-
skrativost (x-cancellability), posmatra se samo na lokalnom nivou.

Rezultati u ovoj sekciji su originalni rezultati rada [68], nastali kao rezul-
tat zajednickog rada sa D. Dordevicem i J. Kolihom. Neki od rezultata
uopstavaju rezultate R. Hartea i M. Mbekhte [58, 59] u C*-algebrama i J.
Kolihe i P. Patricia [69] u prstenu sa involucijom. Sliéni ali manje opsti rezul-
tati od spomenutih, mogu se naéi u radu M. Ferniez-Miria i J. Labroussea [46].
Povezani su elementi sa dobrim nosaéem (well-supported element) u prstenu
sa involucijom i osobina regularnosti i egzistencije Moore—Penroseovog inverza.

Dobijeni rezultati su primenjeni na C*-algebre i dobijena je karakterizacija
stabilnog ranga 1 i realnog ranga 1 (videti [64]).

Neka je R prsten sa jedinicom 1 # 0. Preslikavanje a — a*, za koje vazi
(@*)*=a, (a+b)"=a"+0b", (ab)" =b"a",

naziva se involucija. Sa R~! oznacen je skup svih invertibilnih elemenata
iz prstena R a sa R skup svih samo-adjungovanih elemenata prstena K.
Elemenat a € R je reqularan (u smislu Von Neumanna) ako je a € aRa. Skup
svih regularnih elemenata iz R oznacen je sa RI.

Elemenat f € R je idempotent ako je f> = f. Samo-adjungovani idempo-
tent naziva se projekcija. Idempotenti f, g € A su ekvivalentni, u oznaci f ~ g,
ako postoje a,b € A tako da je f = ba i g = ab. Svaki regularni element a
generise ekvivalentne idempotente, jer ako je a = aba, tada su f = ba i g = ab
ekvivalentni idempotenti. Idempotenti f,g € R su medusobno ortogonalni, u
oznaci flg, ako je fg=0=gf.

Komutator elemenata u i v definisan je sa: [u,v] = uwv — vu. Proizvod
dva samo-adjungovana elementa u i v je samo-adjungovan ako i samo ako je
[u,v] = 0.

Definicija 1.3.1 [77] Elemenat a € R je Moore-Penrose invertibilan (ili MP-
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invertibilan ), ako postoji b € R tako da je :
aba = a, bab="b, (ab)* = ab, (ba)* = ba. (1.12)

Elemenat b za koji vazi (1.12), naziva se Moore-Penroseov inverz od a.

Dobro je poznato da je MP—inverz od a jedinstven, ukoliko postoji. MP—
inverz od a oznacava se sa al. Elemenat a je MP-invertibilan ako i samo ako
je a* MP—invertibilan i u tom slucaju je

Takode, ako je a MP—invertibilan, tada su i a*a i aa® MP—invertibilni i vazi

(a*a)" = al(a®)!, (aa®)! = (a")Tal.

Definicija 1.3.2 FElemenat a € R je levo x-skrativ ako a*ax = a*ay povlaci
da je ax = ay. Elemenat a je desno x-skrativ ako raa® = yaa™ povlaci da je
xa = ya. Ako je elemenat a levo x-skrativ i desno *-skrativ onda je x-skrativ.

Ocigledno, a je levo x-skrativ ako i samo ako je a* desno x-skrativ.

U C*-algebri, svaki element je x-skrativ, jer ako je a*az = 0, tada je
laz?|| = [[(az)*az|| = ||z*a*az|| = 0.

Ako je zaa™ = 0, na slican nacin sledi da je za = 0.

Prsten R je x-redukovan, ako je svaki element iz R *-skrativ, Sto je ekvi-
valentno sa
afa=0=a=0, zasvako a € R.

Definicija 1.3.3 Elemenat ¢ € R je grupni inverz od a € R, ako je

aca =a, cac=c, ac=ca. (1.13)

Ako su ¢ i d grupni inverzi od a, tada je

c=c*a = c*a’d = cad = ca*d® = ad® = d.
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Dakle, grupni inverz od a je jedinstven ukoliko postoji i oznacava se sa a.
Grupni inverz od a dvostruko komutira sa a, tj. [a,2] = 0 = [af, 2] = 0.

Sledeéa teorema predstavlja jedan od osnovnih rezultata u vezi egzisten-
cije Moore—Penroseovog inverza u prstenu sa involucijom i dokazana je u [86,
Theorem 8.25] i [69, Theorem 5.3]:

Teorema 1.3.1 Neka je R prsten sa involucijom i a € R. Sledeéi uslovi su
ekvivalentni:

(1) a je MP—invertibilan.

(2) a je levo x-skrativ i a*a ima grupni inverz.

(3) a je desno x-skrativ i aa™ ima grupni inverz.

(4) a je *x-skrativ i a*a i aa® imaju grupne inverze.

Ukoliko vazi neki od prethodnih uslova, tada je MP—inverz od a dat sa

a’ = (a*a)*a* = a*(aa®)".

Definicija 1.3.4 Prsten R sa involucijom ima Gelfand—Naimarkovu osobinu
(GN-osobinu) ako je

1+ 'z e R, za svako z € R. (1.14)

C*-algebre imaju GN-osobinu.

Slede¢a definicija predstavlja uopstenje [10, Definition 6.5.3], gde je uve-
dena za C*-algebre, na prstene sa involucijom.

Definicija 1.3.5 FElemenat a € R ima dobar nosa¢ ako postoji samo-adju-
ngovani idempotent p tako da je

ap=a, a‘a+l—-peRL (1.15)

U tom slucaju idempotent p je nosaé od a.
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Nosaé p od a € R zadovoljava p° = a, gde je
a®={zxecR: ax =0}

Zaista, ako je ax = 0, tada je a*apr = 01 (a*a + 1 — p)pz = 0, odakle je
px = 0. Obrnuto, ako je pzr = 0 tada je ax = apxr = 0. Iz p° = a® sledi da je
nosa¢ elementa a jedinstven:

Pretpostavimo da su p i ¢ nosaéi od a. Tadaje p® =a’ =¢°. Iz 1 —p €
p° C ¢° dobijamo da je ¢ = gp. Analogno, p = pq. Dakle, p = p* = qp = q.

Nosa¢ p od a je u dvostrukom komutantu od {a,a*}, tj.

[a,z] =0 = [a*,z] = [p,x] = 0.

Teorema 1.3.2 Neka je R prsten sa involucijom. Elemenat a € R je MP-
inwertibilan ako © samo ako je a levo x-skrativ i sa dobrim nosacem. Tada je

nosaé p od a dat sa p = ala.

Dokaz: Pretpostavimo da je a levo x-skrativ i sa dobrim nosacem, pri ¢emu
je p nosa¢ od a. Vazi [a*a,p] = 01 a*ap = a*a. Neka je

b= (a*a+1—p) 'p

Tada je a*ab = ba*a = p, a*ab® = (a*ab)b = pb = b i (a*a)?b = a*a(a*ab) =
a*ap = a*a. Dakle, b = (a*a)f. Na osnovu Teoreme 1.3.1, sledi da je a
MP-invertibilan i
al =(a*a+1—-p)~p.
Sa druge strane, pretpostavimo da je a MP—invertibilan i neka je p = a'a.
Tada je ap = aa'a = a. Iz Teoreme 1.3.1 sledi da je a*a grupno invertibilan.
Takode,

((a*a) +1—p)(a*a+1—p) = (a*a)fa*a+1—-p=ala+1-p=1,
odakle sledi da je a*a + 1 — p invertibilan. Dakle, a je sa dobrim nosacem i
nosa¢ od a je p = ata.

Analogno pojmu nosaca definisan je ko-nosac elementa a, kao projekcija
q € R za koju vazi
gqa=a, ad*+1—-qgecRL (1.16)
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Dakle, imamo slededéi rezultat:

Posledica 1.3.1 Neka je R prsten sa involucijom. Elemenat a € R je MP-
invertibilan ako i samo ako ima ko-nosac q © desno je x-skrativ. U tom slucaju
ic d = aal
je g =aal.

Teorema 1.3.3 Neka prsten R sa involucijom ima GN-osobinu. FElemenat

a € R je MP—invertibilan ako i samo ako je reqularan.

Dokaz: Svaki MP-invertibilan element a je regularan jer je a = aa’a. Pret-
postavimo da je a regularan i neka je aba = a, za neko b € R. Elementi f = ba
i g = ab su idempotenti i

s=1+(" =9 (" —g)eR™, t=1+( - (f -fHer
u smislu GN—osobine. Ako je
p=gg's"t i g=ffrt.

onda vazi

pP’=p=p", pg=g, gp=n
*=q=q", fo=1f af=q

Iz af =aiga=asledi ag=aipa=a. Neka je c= qbp. Tada je

ac = agbp = abp = gp = p € Rp,
ca = gbpa = qba = qf = q € Ry,
aca = (ac)a = pa = a,

cac = (ca)e = qc = c.

Prema tome, c je Moore—Penroseov inverz od a.

U opstem slucaju regularni elementi u prstenu sa involucijom ne moraju
biti *-skrativi. Teorema 1.3.3 i Teorema 1.3.1 pokazuju da u prstenu sa GN—

osobinom regularnost povlaci *-skrativost.
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Prethodno pomenuti rezultati odnosili su se na elemente prstena sa in-
volucijom. Precizniji rezultati vaze u C*-algebrama.

C*-algebra A je x-redukovani prsten sa GN-osobinom, te vaze prethodno
navedeni rezultati. Na osnovu Teoreme 1.3.2 i Teoreme 1.3.3 proizilazi sledeéi
rezultat:

Teorema 1.3.4 Neka je A C*-algebra sa jedinicom. Za elemenat a € A
sledect uslovi su ekvivalentni:

(1) a je sa dobrim nosacem,
(2) a je Moore—Penrose invertibilan,

(3) a je regularan.

Definicija 1.3.6 Stabilan rang algebre A je najmanji pozitivan ceo brojn za
koji je cl{(w1,...,xy) € A" : 0 xfw; € A7 = A

Paralelno sa pojmom stabilnog ranga, uveden je i pojam realnog ranga [14]:

Definicija 1.3.7 Realni rang je najmanji pozitivan ceo broj n za koji vazi
cl{(zo,71,...,2n) € (Ap)" T X0 22 € A7) = (Ap)"HL

Na primer, A ima stabilan rang 1 ako je skup invertibilnih elemenata gust
u A, dok je realni rang 0, ako invertibilni i samo-adjungovani elementi ¢ine
gust skup u Ap. Realni rang je manji ili jednak od 1, ako je skup elemenata
r € A za koje je v*z + zx* € A7! gust u A.

Neka je ex(A) skup svih ekstremnih tacaka zatvorene jedini¢ne sfere u
A. C*-algebra A je ekstremno bogata (videti [14]), ako je skup A~ lex(A)A~!
gust u A. Iz Teoreme 1.3.4 sledi

Teorema 1.3.5 Ako je A ekstremno bogata C*-algebra, tada je skup svih reg-
ularnih elemenata algebre A gust u A.

Dokaz: Iz [14, Teorema 1.1] sledi da ako je = ekstremna tacka od A, tada je
x*x invertibilan, ili je 0 izolovana tacka spektra elementa z*z. Elemenat z je
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Moore-Penrose invertibilan na osnovu [66, Teorema 1.1] i regularan na osnovu
Teoreme 1.3.4. Dakle, A~ 'ex(A)A~! C AT, te rezultat sledi neposredno.

Slededi rezultat proizilazi na osnovu Teoreme 1.3.4 i [10, Teorema 6.5.6].

Teorema 1.3.6 Skup regularnih i samo-adjungovanih elemenata iz A je gust
u Ap ako i samo ako je realni rang od A jednak 0.

Algebra A ima skrative idempotente ako vazi implikacija:
fLlh glh, f4+h~g+h=f~g.

Iz Teoreme 1.3.4 i [64, Theorem 3.8] sledi naredni rezultat.

Teorema 1.3.7 Neka je A C*-algebra sa jedinicom. Sledeéa tvrdenja su ek-
vivalentna:

(1) A ima stabilan rang 1.

(2) Skup regularnih elemenata iz A je gust u A i A ima skrative idempotente.
Iz Teoreme 1.3.4 i [64, Proposition 3.6] sledi rezultat:

Teorema 1.3.8 Ako je skup regularnih elemenata iz A gust u A, tada A ima
realni rang mangi ili jednak od 1.

Nadalje ¢emo izucavati zakon o inverznom redosledu za MP-inverze u
prstenu sa involucijom i za tezinske Moore—Penroseove inverze u C*-algebra-
ma. Ako su a,b invertibilni elementi u polugrupi sa jedinicom, tada je pravilo

(ab)™t =b1la™!

poznato kao zakon o inverznom redosledu. U slu¢aju Moore-Penroseovog in-
verza u prstenu sa involucijom, pravilo (ab)! = bfaf, nije uvek ispunjeno.
Greville [50] je pokazao da (ab)’ = bal vazi za kompleksne matrice ako i samo
ako a'a komutira sa bb*, a bb' komutira sa aa*.

Bouldin [11, 12] i Izumino [63] su uopstili rezultate Grevilla [50] za opera-
tore sa zatvorenim rangom na Hilbertovim prostorima. Njihovi dokazi koriste
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neke operatorske metode, a bazirani su pre svega na vezi izmedu ranga op-
eratora i otvora izmedu potprostora. Interesantni rezultati vezani za zakon
o inverznom redosledu za razli¢ite vrste generalisanih inverza mogu se naéi u
[37], [102]. Takode, postoje radovi [66], [67], [69] u kojima je ovaj problem
posmatran za generalisane inverze u prstenu i u Banachovim i C*-algebrama,
ali pod dosta strogim uslovima.

Sledeéi rezultati koji se odnose na MP—inverze u prstenu sa involuci-
jom, uopsStavaju rezultate za matrice [13] i operatore na Hilbertovom pros-
toru [11, 12] i [63]. Takode rezultati za tezinske Moore-Penroseove inverze u
C*-algebrama predstavljaju uopstenje rada Suna i Weia [89], za matrice.

Slededi rezultat, ujedno i najvazniji, daje potrebne i dovoljne uslove pod
kojima zakon o inverznom redosledu vazi za Moore—Penroseov inverz u prstenu
sa involucijom. Dokaz je algebarski i u sustini veoma razli¢it od dokaza koji
su dali Boullion i Odell [13] za matrice.

Teorema 1.3.9 Neka je R prsten sa involucijom i a,b € R MP—-invertibilni
elementi za koje je (1 — a'a)b levo *-skrativ. Sledeci uslovi su ekvivalentni:

(1) ab je MP—invertibilan i (ab)" = blaf,
(2) [aTa,bb*] =0 i [bbT,a*a] = 0.
Dokaz: (2)=-(1): Pretpostavimo da (2) vazi. Tada je
[aa, (00")T] =0, [bbf,(a*a) =0 i [aTa,bb'] = [ala,(Bb*)(HD*)T] =0
Dakle,

abblatab = a(bb")(aTa)b = a(a'a)(bb")b = ab

blafabbTal = bT(aTa)(b))a = b (1) (a'a)a’ = bial.

Prema tome, bfa' je refleksivni generalisani inverz od ab. Takode,

abb’a’ = abb'(a*a)a* = a(a*a)Tbb'a* = (a*)bb'a* = (abblal)*

blatab = b*(bb*)TaTab = b*aTa(bb*)'b = b*a’a(b’)* = (blalab)*.
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(1)=(2): Leva strana jednakosti
blalab = (b*b)(b*a’ab)
je samo-adjungovan elemenat i stoga vazi
[(b*D)T, b*aTab] = 0.
Sada je
abb*b = abb'a’abb*b = ab(b*b)T (b*alab)b*b
= ab(b*alab)(b*b)Tb*b = abb*alabbh
= abb*a’ab,
jer je (b*b)Tb*b = bTh. Dakle, abb*(1 — afa)b =01
abb*(1 — a'a)(1 — a'a)b = ab((1 — a'a)b)*(1 — a'a)b = 0.
Na osnovu ¢injenice da je (1 — a’a)b levo x-skrativ, sledi
abb*(1 —a'a) =0 i abb* = abb*a'a.

Dakle, elemenat
alabb* = alabb*a’a = a’ab(aTab)*
je samo-adjungovan, tj.

la'a, bb*] = 0.

Dokazaéemo i drugu jednakost u (2). Adjungovanjem (ab)! = bfal pro-
izilazi
(b*a*)t = (a*)T(6")".
1z prvog dela dokaza (1)=-(2) sledi
[(b)"b", a*a] =0,
Sto je ekvivalentno sa

[bb7, a*a] = 0. (1.17)

Drugi uslov iz prethodne teoreme moze biti predstavljen na vise ekviva-
lentnih nacina, §to je i uradeno u [13].
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Neka je R = B('H) prostor svih ograni¢enih linearnih operatora na Hilber-
tovom prostoru H. Operator A € B(H) je Moore—Penrose invertibilan ako
i samo ako je slika od A zatvorena. Ako su A, B € B(H), operatori sa
zatvorenom slikom i

[ATA,BB*] =0 i [B'B,A*A] =0,

tada je na osnovu Teoreme 1.3.9, AB operator sa zatvorenom slikom.

Prethodna teorema vazi i u *-redukovanom prstenu, bez pretpostavke da
je (1 — aa)b levo *-skrativ, koja je tamo inace zadovoljena . Dakle, dobi-
jamo rezultate R. Bouldina [11, 12] i S. Izumina [63] za operatore na Hilber-
tovom prostoru. Rezultati T. Grevilla [50] su specijalan slu¢aj Teoreme 1.3.9,
bez pretpostavke o Moore—Penrose invertibilnosti i x-skrativosti, koje su uvek
zadovoljene za matrice.

Dobijeni rezultat je primenjen za tezinski MP—inverz. Tezinski MP—inverz
uveo je J. Chipman [22] za matrice, koristeéi pozitivno definitne matrice kao
tezine, a uopstili su ga Prasad i Bapat [78] ukljuc¢ujuéi invertibilne, ne obavezno
pozitivno definitne tezine.

Definicija 1.3.8 Neka je R prsten sa ivolucijom i e, f invertibilni elementi
u R. Element a € R ima tezinski MP—inverz sa teZinama e i f ako postoji
b e R tako da je

aba =a, bab="b, (eba)" =eba, (fab)* = fab. (1.18)

Element a € R moze imati najvise jedan MP—inverz za date tezine e i f:

Pretpostavimo da je ¢ € R takode tezinski MP—inverz od a. Tada je
(ab)* = eabe™! i (ac)* = eace™!. Takode vazi abac = ac i acab = ab. Dakle,
ca =ba i b= bab = bac = cac = c.

Jedinstveni tezinski MP—inverz sa tezinama e i f oznacen je sa az 2 uko-
liko postoji.

Prasad i Bapat [78, Theorem 3, Theorem 8| su nasli potrebne i dovoljne
uslove za egzistenciju tezinskog MP-inverza za matrice. Uslovi da su a*ea
i af~'a* samo-adjungovani su neophodni za egzistenciju az ¢~ Upravo zbog

toga ima smisla pretpostaviti da su e i f samo-adjungovani.
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Sledeé¢a teorema obezbeduje egzistenciju tezinskog MP—inverza u C*-al-
gebri A uz pretpostavku da su e i f pozitivni invertibilni elementi iz A.

Neka je e € A pozitivan i invertibilan. Preslikavanje

T — ¥ = e lo*e

je involucija na A. Za svaki x € A definise se veli¢ina

|z = [|e!/ze /2]
Sada je A. = (A, *¢,||-||) C*-algebra sa jedinicom, involucijom z +— z*¢ i
normom || - ||. Uslovi (1.18) predstavljeni su kao
aba = a, bab="b, (ba)*® = ba, (ab)*f = ab. (1.19)

Teorema 1.3.10 Neka su e i f pozitivni invertibilni elementi iz A. Ako je

a € A regularan, tada postoji tezinski MP—inverz az f od a.

Dokaz: Elemenat a je regularan u C*-algebri i postoji af = u € A, i vazi
aua = a, uau=1u, (ua)*=uwua, (au)* = au.

Slicno, a poseduje MP-inverz v u C*-algebri Ay i vazi
awa=a, vav=v, (wa)’ =va, () =av.

Lako se proverava da b = uav zadovoljava (1.19), tj. b = ai’f.

Sledeca teorema predstavlja vezu izmedu tezinskog MP—inverza i obi¢nog
MP-inverza.

Teorema 1.3.11 Neka je A C*-algebra sa jedinicom i e, f € A pozitivni i
invertibilni elementi u A. Ako je a € A reqularan, tada je

al’f = e V2(f12ae 12t 112, (1.20)

Dokaz: Neka je o~ unutrasnji inverz od a. Elemenat a; = f1/2ae=1/2 je reg-
ularan i njegov unutrasnji inverz je e!'/2a= f~1/2. Dakle, ai postoji. Oznacimo
sa b= e_l/QaIfl/g. Sada je

a= f71/2a161/2, ba = eil/2aia161/2 i bab= 61/2a§a1a1f1/2 =b.
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Sli¢no,
ab= f~1%q, CLTel/2 i aba= "2 alalel/2 a.

Dakle,

(ba)* = e * 1/2(a1a1) e Ve=e 1/2aTa e'/? = ba,

(ab)*! = f*1f1/2(a1a1) FU2 = 120 G2 g,

odakle sledi da je b = a;f.

Za pozitivne i invertibilne elemente e, f € A, definiSemo tezinsku ”involu-
22040
ciju”:
z— el = et

Teorema 1.3.12 Neka je A C*-algebra sa jedinicom i e, f pozitivni invert-
1bilni elementi u A. Ako su a,b € A reqularani, sledeéi uslovi su ekvivalentni:

(1) ab je regularan i (ab)l h= bl fanh'

(2) la}, a,bb*f] =0.

Dokaz: Neka je
a; = hl/zaf_l/2 i b= fl/zbe_l/Q.
Tada je a1b; = h'/2qbe=1/2. Na osnovu Teoreme 1.3.11, proizilazi

(b)), = e 2 (arby)'h? i of b, = e 2lalnt2.

Prema tome aq, b1, aq b1 su regularni ako i samo ako su a, b, ab regularni, redom.
Dakle jednacina (ab)eh = be fafh vazi ako i samo ako je (a1by)’ = blal. Iz
Teoreme 1.3.9 sledi trazeni rezultat.

Na osnovu jednacina:
ai‘h (h1/2af 1/2)Th1/2 I 1/2 _ f1/2 T af” 1/2
ble _ (f1/2b€—1/2)(e—l/2b*fl/2) _ fl/2bb*e ff 1/27

proizilazi da je (2) ekvivalentno sa [aJ{al, b,bj] = 0. Sada, dokaz sledi iz Teo-
reme 1.3.9.
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1.4 Aditivni rezultati za generalisani Drazinov in-

Verz

U ovoj sekciji proucavaju se aditivne osobine generalisanog Drazinovog inverza
u Banachovoj algebri. Eksplicitno je izrazen generalisani Drazinov inverz sume
a+b u funkciji od a, a®, b1 b?, pod razlicitim uslovima. Neki od rezultata vezani
za ovaj problem, specijalno za linearne ogranic¢ene operatore, mogu se naci u
radu D. Pordevi¢a i Y. Weia [39] i u radu N. Gonzaleza i J. Kolihe [49] za
elemente Banachove algebre.

Izlozeni rezultati su dokazani u [33].

Elemenat a € AP ima sledeéu matri¢nu reprezentaciju:

gde je ay = pap, az = (1 —p)a(l —p) i p = aa® = 1 — a™, pri éemu je a

invertibilan u algebri pAp a ay je kvazinilpotentan u algebri (1 — p).A(1 — p).
U ovom slucaju generalisani Drazinov inverz je dat sa

-1
. [ a0 ] |
0 0
p
Sledeé¢i rezultat su dokazali C. D. Meyer i N. J. Rose [74] za matrice,

D. Pordevi¢ i P. Stanimirovi¢ [38] su dali uopStenje za ogranicene linearne
operatore, a N. Gonzalez i J. Koliha [49], za elemente Banachove algebre.

Teorema 1.4.1 Neka je x € A oblika

o [ a ¢ ]
|0 b
p
u odnosu na idempotent p € A.
(1) Ako sua € (pAp)tibe ((1—p)A(1—p))?, tada je x g-Drazin invertibilan

1

ﬂfd:

0 ¢

gde je u =300 ((a®)"2ebb™ + 3200 a™a"e(b?) "2 — adeb?.

ad u
] , (1.21)
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(2) Ako sux € A ia € (pAp)?, tada je b € (1 —p)A(1 —p))? i x? je dat sa
(1.21).

Sledeta lema se cesto koristi.
Lema 1.4.1 Neka su a,b € AT i ab=ba ili ab=0. Tada je a + b € AT,
Dokaz: Ako je ab = ba, onda sledi r(a+b) < r(a)+r(b), odakle je a+b € AL,

Slucaj kada je ab = 0 sledi iz jednacine (A — a)(A — b) = A(A — (a + b)).
N. Gonzalez i J. Koliha [49] su razmatrali slede¢e simetri¢ne uslove za
a,be AP,
ab=>b, ab™ =a, b"aba™ =0, (1.22)
u cilju pronalazenja formule za (a + b)d u funkciji od a, b, a¢ i b¢, ¢ime su
uopstili neke od rezultata iz [39].

U ovoj sekciji razmatracemo sledeée uslove za a,b € AP:
b"a"ba = b"a"ab, b"ba™ =b"b i a=ab", (1.23)

u cilju izracunavanja (a + b)?.

Uslovi (1.22) i (1.23) su nezavisni, iako u oba slucaja sledi isto predsta-
vljanje za (a + b)%. Neka je A algebra svih kompleksnih 3 x 3 matrica i neka
su matrice a,b € A date sa,

1 00 0 0 O
a=1]10 0 1 i b=]0 00
0 0 O 1 0 0
Tada je
1 0 0 0 0O
=100 0 i a"=|010
0 0 O 0 0 1

Iz b = 0 sledi bY = 0 i b™ = 1. Prema tome (1.22

~—

vazi, a (1.23) ne vazi.

Sledeéi primer predstavlja obrnuti sluc¢aj. Konstruisane su matrice a,b
koje pripadaju algebri A svih kompleksnih 3 x 3 matrica, za koje (1.23) vazi
ali (1.22) ne vazi.
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Primer. Neka je

1 00 010
a=|0 00 i {000
0 00 0 00
Sada je
0 00
a”OlO]
0 01

ib™ = 1. Dakle, a = ab™, a™ab = a™ba i ba™ = b, tj. (1.23) vazi. Takode
a™b =0 #b, te (1.22) ne vazi.

Teorema 1.4.2 Neka je a € AT b e AP ivazi da je b"ab = b™ba ia = ab™.
Tada je uslov (1.23) zadovoljen, a +b € AP i

oo
(a+0)*=b"+ > (") a(a+b)" (1.24)

n=0
Dokaz: Pretpostavimo najpre da je b € A%, Tadajeb™ = 1, aiz b"ab = b™ba
sledi ab = ba. Na osnovu Leme 1.4.1, imamo da je a + b € A% i (1.24)

vazi. Sada, pretpostavimo da b nije kvazinilpotentan i posmatrajmo sledecu
matri¢nu reprezentaciju od a i b u odnosu na p =1 — b". Vazi

b= by 0 i = ailr  a12
0 b2 P a1 a2 |,
gde je by € (pAp)~Liby € ((1—plAQ _p))qnil c Amil

Iz a = ab™ sledi a11 =01 ag; = 0. Neka je a1 = a12 1 ao = age. Sada je

b1 ai

b:
ot lo as + by

Uslov b™ab = b™ba implicira da je asbo = boas. Na osnovu Leme 1.4.1
sledi ag + by € ((1 — p)A(1 — p))?". Na osnovu Teoreme 1.4.1 proizilazi

(a+ b)d _| b ' n=0b1 ( )al(a2 + b2)
0 0 »

=b? 4 Z(bd)”+2a(a +0)". 0O
n=0
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Posledica 1.4.1 Neka je a € AT b e AP i neka vazi ab = ba i a = ab™.
Tada je a +b e AP i

(a+b)? =0

Teorema 1.4.3 Ako je za a,b € AP uslov (1.23) zadovoljen, tada je a +b €
AP

(a+b) = (" + i(bd)"“a(a +b)M)a"
n=0

+ 0" (a? +Z Hnt2p(a + b)")

+ Z(bd)n+2a(a + b)nadb (1.25)
n= 0

—Zbd N+ 2b(a + b)"

- Z Z(bd)n+2a(a + b)n(ad)k+2b<a + b)k—H
n=0 k=0

Dokaz: Ako je b kvazinilpotentan, dokaz sledi neposredno iz Teoreme 1.4.2.
Pretpostavimo da b nije kvazinilpotentan. Posmatramo slede¢e matri¢ne re-
prezentacije od ¢ i b u odnosu nap=1—0":

b:[bl 0] . a:[an a12]
0 b » as1  ao2 »
gde su by € (pAp)~tibs € ((1—p)A(1—p))? Kao u dokazu Teoreme 1.4.2,

iz a = ab™ sledi
0 b
a= “ i a+b= ! “
0 a9 » 0 ag+bo

Na osnovu uslova b™a"ba = b"a"ab i b"ba™ = b™b, sledi da je afbaaz = ajazbs
i by = boal. Prema Teoremi 1.4.2, vazi (az + bo) € ((1 — p)A(1 —p))?¢i

(a2 +b2)* = a3+ (a§)" 2ba(az + b2)". (1.26)
n=0
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Iz Teoreme 1.4.1 sledi

(a+b)* =

bt U
, 1.27
0 (a2 —|—b2)d L’ ( )

gde je u = ZZO:O bl_(n+2)a1(a2 + bg)n(ag + bg)7r — bflal(ag + bg)d.

Na osnovu (1.26), vazi

u—z:bl("Jr 1(ag + ba)"al

— Z bl n+2 a2 + bg) agbg

(1.28)
+ Z Z(bl)—(n—i-Z)al(aQ + bz)n(ag)k+2b2(a2 + b2)k+1
n=0 k=0
—b1 a1a2 Zbl a ( a2)"+2b2(a2—|—b2) .
n=0
Iz Teoreme 1.4.1, dobijamo da je
bt 0 . 0 aj(a%)?
bd:[ B 0] i adzlo (a;) , (1.29)
P

Oznacimo sa

A=+ f:(bd)"“a(a +b)")a”
n=0

(a +Z D t2h(a 4 b)),

[e.9]

Az =Y (01" a(a + b)"a,
n=0

A4—Zbd Hnt2p (g + )",

= Z Z(bd)”“a(a + b)" () *2b(a + b)FTL,

n=0 k=0
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Koriséenjem metoda matematicke indukcije, sledi da je
bT™ 0 ) 0 aq (ad)n+l
bd n _ 1 dyn — 2 . 1.30
() [0 0] ot =] (1.30)
p p
Takode je,

0 ai(ad)"*3b 0 ai(ag + ba)"
dyn+2p _ 1(ag 2 by = 11682 7 2 1.31
(a ) [ 0 (ag)n+2b2 p7 a(a + ) 0 CLQ((J/Q + bQ)n ) ( )

(1.32)

a1(ad)" by (ag + bo)F
(ad)”b(aer)k:[O b ]

0 (a )an(ag + bz)k

Neposrednim koriséenjem formula (1.30), (1.31) i (1.32), dobijamo da je

Ay = — Y bl_(n+2)a1(a2 +b2)"a3 — by tarag 1
0 0 ’
- p
4|0 0
270 ad+ (a2 0a(as + bo)” |
= | 0 b P ar (az + bo)"agh
"o 0 J (1.33)
[0 3250 by an ()" 2bo(as + bo)" ]
Ay = 7
0 0
: p
0 =z
A =
> 0 0 ] ’
- p
gde je
2= 305" (0) " Day (az + be)" (a) b2 (az + by) P,
n=0 k=0
Iz (1.26), sledi
0 0
Ay = . 1.34
2 [ 0 (a2 +b2)d ]p ( )

Dakle, na osnovu (1.27), (1.28), (1.33) i (1.34),

(a—l—b)d:A1+A2+A3—A4—A5,
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Sto je i trebalo pokazati.

Posledica 1.4.2 Neka su a,b € AP i neka vazi da je ab = ba, a = ab™ i
b™ba™ = b"b. Tada je a+b e AP i

(a+b)% =be,
Sledeca teorema predstavlja uopstenje Teoreme 3.3 [49].

Teorema 1.4.4 Neka je a € A™ b e AP ineka vazic= (1—b")(a+b)(1—
") € AP i b"ab = 0. Tada je a+bec AP i

(@+b)" =c+ > (N 2ab™(a + b)".
n=0

Dokaz: Ako je b € A% tvrdenje neposredno sledi na osnovu Leme 1.4.1.
Dakle, pretpostavimo da b nije kvazinilpotentan. Tada je

b— br 0 .| ann anz
10 b baes as a
2 |, 21 022 |
gde je p=1—"0b". Iz uslova b™ab = 0, sledi da je b™a(l — b™) = 0, tj. a9 = 0.

OznaCimo sa a11 = a1, a2 = as i ajo = az. Sada je,

ar + by a3

b=
@t 0 as + by

Takode, iz b™ab = 0 proizilazi da je asbo = 0. Na osnovu Leme 1.4.1, ag + by €
(1 —p)A(1 — p))a. Primenom Teoreme 1.4.1, sledi

(a1 =+ bl)d U ]
p

(a+b)d:[ ) N

gde je u = 32 o((a1 + b1)H) ™2 agz(az + by)™. Neposrednim izracunavanjem
proizilazi
o
(a+b)"=c"+> ()" 2ab™(a + b)".
n=0

Posledica prethodnog rezultata je Teorema 3.3 iz [49].
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Posledica 1.4.3 Neka su b € AP, a € A™ j ab™ = a, b"ab = 0. Tada je
a+bec AP i
(a+b0)?=b"+> (b)) a(a+b)".

n=0

U cilju jednostavnog zapisa, neka je ¢ = (1 — b™)(a + b)(1 — b7), d =
(I—a™)(a+b)(l—a™), A4 =(1—-a")A(l—a")i Ay =(1—-0")A(1—0d").

Teorema 1.4.5 Neka su a,b € AP i neka vazi da je (1 —a™)b(1 —a™) € A,
de ATl ice AS. Ako je

(1 —=a™)ba™ =0, b aba™ =0, a"a(l—-0")a" =0,
tada je a +b € AP i
(a+b)*= 0"+ > ()" Pa(a+b)")a™ + > b™(a+ b)"a"bd~ "

o Z Z(bd)k—f—la(a + b)n+ka7rb(d)—(n+2) _ bdawbd—l
n=0 k=0

— > (N ?a(a+b)"a"bd " +d !

n=0

Dokaz: Ocigledno, ako je a invertibilan, tvrdenje teoreme vazi. Ako je a
kvazinilpotentan, dokaz sledi na osnovu Teoreme 1.4.4. Dakle, pretpostavimo
da a nije invertibilan ni kvazinilpotentan. Analogno dokazu Teoreme 1.4.3,

_ | @™ 0 . B b1 b1a
a= 1 b= ,
0 a | ba1  boo ,
gde je p = 1-— a”’ a1 € (pAp)—l i as € ((1 —p).A(l _p))qm‘l‘

Iz (1 — a”)ba“ = 0, sledi blg = 0. Neka je b1 = 1)11, 622 = bz 1 b21 = bg.
Sada je

vazi

a1 + by 0

a+b=
b3 as + by

p
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Uslov a™b™aba™ = 0 prikazan u matricnoj formi glasi:

o Jo 0][a 0[]0 0
a"b"aba™ =
L 0 bg 0 as 0 b2
o o
| 0 b3aghy
oo
10 0"
Sli¢no, iz a™a(1—b") = 0 sledi a2bj = az. Na osnovu Posledice 1.4.3, proizilazi
da je as + by c AP i

(az + by)* = 0§ +Z (b9)"2az(az + ba)"™.

Iz Teoreme 1.4.1 sledi a +b € AP i

d_ (a1+b1)d 0
(a+b) _[ U (a2+b2)d1 )

gde je

u=Y"b3(az + bs)"bgd "
n=0

- Z Z bd k+1 (1 +b2)n+kb d- (n+2) bgbgdil
n= Ok‘ 0

_ Z bd n+2 a2 + bg)nbgd 1
Neposrednim izra¢unavanjem sledi da (1.25) vazi.

Posledica 1.4.4 Ako a,b € AP zadovoljavaju uslov (1.22), tada je a+b € AP
1

(a+b)? = (" + i(bd)”%(a +b)")a™ + i b™ (a + b)"bd (")

n=0 n=0
o Z Z(bd)k-‘rla(a + b)n-‘rkb(d)—(n-i-Q) + bnad
n=0 k=0

= > " 2a(a+b)"bd .
n=0
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Schurov komplement

2.1 Uvod

Schurov komplement prvi put je definisan na skupu blok-matrica. Naime, ako
je M e Rm+n)x(m+n) hlok matrica data sa

(2.1)

EY

C D

gde je A € C™*™ nesingularna i D € C™*", tada je Schurov komplement od
Au M, uoznaci S(M) ili M /A definisan na sledeéi naéin:

S(M)=M/A=D-CA'B. (2.2)

Analogno formuli (2.2), ako se pretpostavka o nesingularnosti matrice
A zameni pretpostavkom o nesingularnosti matrice D, moguée je definisati
Schurov komplement od D u M, u oznaci S(M) ili M/D kao

S(M)=M/D=A—-BD™!C. (2.3)

Ideja o potrebi uvodenja pojma Schurovog komplementa potekla je od
J.J. Sylvestera, 1851 godine iako je samu formulu (2.2) prvi put upotrebio
I.Schur [88] u dokazu sledece teoreme

41
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Teorema 2.1.1 [88] Ako je matrica M data sa (2.1) nesingularna, tada je

det(M) = det(A) - det(D — CA™'B).

Dakle, za nesingularnu matricu M vazi:
det(M/A) = det(M)/ det(A), (2.4)

odakle potice i oznaka M/A.

Uz pretpostavku da je A nesingularna matrica, na osnovu Teoreme 2.1.1
sledi da je matrica M singularna ako i samo ako je M/A singularna matrica.
Takode, na osnovu zapisa

M:[A B]:[ I OHA 0 HI A‘lBl
C D CA=L T 0 M/A||0 I |’

proizilazi osobina rang-aditivnosti matrice M u odnosu na A i M/A:
r(M) = r(A) +r(M/A),

§to je prvi put izlozeno u radu L. Guttmana [54].

T. Banachiewicz [8] se smatra autorom prvih rezultata vezanih za inverze
nesingularnih blok-matrica. Iako je Schur prvi razmatrao uslove inverstibil-
nosti blok-matrice, Banachiewicz je prvi dao eksplicitnu formu inverza nesin-
gularne blok-matrice M, predstavljajuéi blokove inverzne matrice u funkciji
od Schurovog komplementa.

Teorema 2.1.2 [8] Neka su nesingularne matrice M i A date sa (2.1). Tada
je M /A nesingularna matrica i

[y l ATV AT'B(M/A)TICATY —AT'B(M/A)! ] (25)

—(M/A)~tCA™! (M/A)~

Izraz (2.5) naziva se Banachiewicz-Schurova forma inverza matrice M.
Nekoliko godina kasnije, J. Duncan [45] je uz pretpostavku da su matrice

M i D date sa (2.1) nesingularne, dokazao da je

= M7D ~(M/D)"'BD™!
M= [ —~D-'C(M/D)~' D'+ D-'C(M/D)"'BD" 1 . (2.6)



Uvod 43

Na osnovu formula (2.5) i (2.6) sledi,
(D-CcA'By'=D'+ D 'c(A-BD'C)"'BD,
tj.
(M/A)~' =D '+ D 'c(M/D)"'BD . (2.7)

Schurov komplement koristi se i prilikom resavanja sistema jednacina Gausso-
vim metodom eliminacije. Na primer, neka je dat sistem linearnih jednacina

Mz =0,

gde je M blok-matrica data u (2.1) a z = [ N ] e Cta)x1 Gledi

Y
Ax + By =0,
Cx+ Dy = 0.

Eliminacijom x iz druge jednacine, proizilazi

(D—-CA™'B)y=o0.

A. Albert [1] je zamenom obi¢nog inverza matrice A MP-inverzom Af u
formuli (2.2), definisao Schurov komplement ne samo za matrice sa invertibil-
nim dijagonalnim blokom, ve¢ za sve blok-matrice. Tako je Schurov komple-
ment od A u M dat sa

S(M)=M/A=D—CA'B, (2.8)

sto predstavlja uopstenje formule (2.2). Od velikog znacaja je i slede¢i rezultat
Alberta [1] koji dovodi u vezu nenegativnu i pozitivnu definitnost blok matrice
M i Schurovog komplementa M /A.

Teorema 2.1.3 [1] Neka je M € Cm+mM)x(m+n) hermitska matrica data sa
M= A B 7
B* D

gde su A € C™" ¢ D e C™*™. Tada je
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(1) M >0 ako i samo ako je A >0, AA'B=B i D - B*A'B > 0.

(2) M >0 ako i samo ako je A>0, A— BDIB*>0iD— B*A'B > 0.

U periodu od 1952 do 1967 godine ne nalazimo objavljene radove sa
rezultatima vezanim za Schurov komplement. Sam naziv Schurov komple-
ment prvi put je uvela Emilie V. Haynsworth [61] 1968 godine, inspirisana
formulom (2.4), u to vreme poznatoj kao Schurova formula za determinante.
Izraz (5) nazvala je generalisanim Schurovim komplementom. Proucavajuéi
unutrasnjost realne simetri¢ne matrice, slicno rezultatu vezanom za rang ma-
trice, E. Haynsworth je pokazala sledece :

Teorema 2.1.4 [61] Neka je matrica M € R(™+M)*(m4n) oblika (2.1) hermit-
ska i A € R™*™ nesingularna. Tada je

InM = InA + In(M/A).

D. Carlson, E. Haynsworth i T. Markham [20] su izucavali svojstva gen-
eralisanog Schurovog komplementa i dokazali neke od ve¢ dobijenih rezultata
vezanih za Schurov komplement ali uz znatno strozije uslove. Na primer, za
matricu M € Cm+m)x(m+n) ghlika (2.1), Schurova formula (2.4) vazi ako je
N(A) C N(C) ili N(A*) C N(B*). Sli¢no,

r(M) = r(A) +r(M/A),
pri ¢emu jednakost vazi ako i samo ako je

N(M/JA) C N((I — AA"B) i N((M/A)*) C N((I — ATA)C*).

G.Marsaglia i G.P.H.Styan [71] su uopstili Banachiewichev rezultat dat u
Teoremi 2.1.2 za generalisani Schurov komplement.

Teorema 2.1.5 [71] Za matricu M datu sa (2.1), vazi da je

At — AT + ATB(M/A)TCAT —ATB(M/A)T
a —(M/A)ICAT (M/A)T
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ako i samo ako je

r[g]:r[/l B}:’I“(A) i r[g]:r[C D}:r(M/A),(ZlO)

gde je M/A generalisani Schurov komplement.

Teorema 2.1.4, bi u slu¢aju kada M /A predstavlja generalisani Schurov

komplement, glasila:

Teorema 2.1.6 [20] Za hermitsku matricu M € RM™M)>m+n) oplikq (2.1),
vazt
InM > InA + In(M/A).

Jednakost vazZi ako i samo ako je

N(M/A) = N((I - AANYB) i (I —AANYB(M/A)B*(I — AAT) =0.

Interesantno je primetiti da je, uz pretpostavke
N(A)C N(C) i N(A*) C N(BY)

koje su ekvivalentne sa AATB = BiCATA = C, generalisani Schurov komple-
ment nezavisan od izbora generalisanog inverza za A. Dakle, ako AT zamenimo
proizvoljnim unutrasnjim inverzom A~ od A, M /A se neée promeniti jer je

M/A=D—-CA'B=D—-CA'"AATB=D - CATAA"AATB=D - CA™B.

Interesantnu interpretaciju Schurovog komplementa dao je W.N. Ander-
son [2]. On je za hermitsku matricu M datu sa (2.1), definisao pojam skracene

0 0
S(M):lo D—B*ATB]'

matrice, kao

Ovaj pojam su M.G. Krein [70] i W.N. Anderson i G.E. Trapp [3], nezavisno
jedni od drugih, uopstili definiSué¢i skraceni operator na skupu ograni¢enih
operatora na Hilbertovom prostoru.
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Teorema 2.1.7 [3] Neka je A pozitivan i ogranicen operator definisan na
Hilbertovom prostoru H i S potprostor od H. Skup M(A,S), pozitivnih i
ogranicenih operatora, definisan sa

M(A,S)={X : 0<X <A RX)CSH}

ima maksimalni element.

Maksimalni element skupa M (A, .S), garantovan prethodnom teoremom,
naziva se skraceni operator i oznacava sa S(A). U oznaci S(A), slovo S vezano
je sa simbolom potprostora koji smo u ovom slu¢aju oznacili sa S. Slededi
rezultati predstavljaju samo neke od osobina skracenih operatora:

Lema 2.1.1 [3] Ako su A i B pozitivni operatori i A < B, tada je S(A) <
S(B).

Lema 2.1.2 [3] Ako je A pozitivan operator i S, T potprostori od H, tada je

(SNT)(A) = S(T(A)).

Lema 2.1.3 [3] Ako je A ortogonalna projekcija na potprostor T, tada je S(A)
projekcija na S NT.

Schurov komplement i generalisani Schurov komplement prouc¢avani su od
strane brojnih autora i imaju primene kako u matematici tako i u njoj srod-
nim naukama. Veoma Ceste primene sreCu se u statistici, teoriji operatora,
elektriécno-mreznoj teoriji, diskretno-vremenskim regulacionim problemima,
sofistickim teorijama, itd. (videti [27], [79], [24], [23], [4], [5]).
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2.2 Schurov komplement u C*-algebri

U ovoj sekciji razmatran je Schurov komplement u C*-algebri. Dokazana je
ekvivalentnost 6 razli¢itih interpretacija Schurovog komplementa i dokazana
su ekstremalna svojstva. Rezultati dati u ovoj sekciji su originalni i objavljeni
u radu [29].

Neka je a € Ais € A,. Tada vazi
a=sas+ sa(l —s)+ (1 —s)as+ (1 —s)a(l —s).
Neka je
a1 = sas, ajz =sa(l —s), ao = (1—s)as, ag = (1-:s)a(l—s).

Proizvoljan projektor s € Aj; indukuje sledeéu matriénu reprezentaciju ele-
menta a € A:

- sas sa(l —s) ] _ [ a1 a2 ]

(1 —=s)as (1—s)a(l—ys) az a2

Ovakva matri¢na reprezentacija je veoma Kkorisna jer predstavlja reprezentaciju
proizvoljnog elementa C*-algebre u obliku blok-matrice.

Sledeé¢i Alberta [1], Carlsona, Haynswortha, i Markhamal[20], ako je a €
Ag, s € An iann € At Schurov komplement elementa a u odnosu na s
definisan je kao

S(G) = a9y — a21a11Ta12. (2.11)

Slededi rezultat, iako elementaran, naveden je zbog njegove ¢este primene.
Lema 2.2.1 Ako je s € Ay, i acAtNsAs, tada je ol € sAs.

Dokaz: Na osnovu uslova a € sAs sledi da je a = sa = as = sas. Dakle,

a(sa's)a = aa’a = a, (sa’s)a(sa’s) = saTaa’s = sa's,
(a(sa's))* = (aa's)* = (saa’s)* = saa's = a(sals),
((sa's

(sa’s)a)* = (sa'a)* = (sa’as)* = saTas = (sa's)a,

te je al = sals € sAs.
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Slede¢a teorema predstavlja uopstenje Albertovog rezultata [1] sa doka-
zom koji je znatno drugaciji.

Teorema 2.2.1 Neka je a € Ap, s € A, iay € At Tada jea >0 ako i
samo ako su sledeci uslovi zadovoljeni:

(1) a1 >0,

(2) arra11tais = aia,
(3) s(a)>0.

Dokaz: Pretpostavimo da je a > 0. Postoji h € A tako da je a = hh*.
Ocigledno, a1y = sh(sh)* > 0. Na osnovu [[58], Theorem 7] ili [[66],Theorem
2.4], sledi da je sh regularan i

arran’ = (sh)(sh)*((sh)(sh)*) = (sh)(sh)*((sh)")"(sh)"
= (sh)((sh)"(sh))*(sh)T = (sh)(sh)T.
Dakle,
arraiitary = (sh)(sh)Tshh*(1 — s) = shh*(1 — s) = aja.
Takode,

s(a) = ag — a12*((sh)(sh)*) a2
= agy — (1 — s)hh*s((sh))*(sh)Tshh*(1 — s)
= agy — (1 — s)h(sh)Tshh*(1 — s)
= (1= 5)h(1 = (sh)(sh))((1 = s)h)*
= [(1 = 8)h(1 = (sh)'(sh)][(1 = $)h(1 — (sh)T(sh))]* = 0

1
1

Sa druge strane, pretpostavimo da uslovi (1),(2) i (3) vaze. Na osnovu
Leme 2.2.1, sledi

(1 — a12*a11T)a(1 — a12*a11T)* = aJ{l + (a22 — a12*a11a12) > 0.
Elemenat 1 — ajo*aqq ! je invertibilan i (1 — alg*alﬂ)_l =1+ a*an’. Dakle,

a = (1+a*an’)(ann + (age — arz*a1a12))(1 + ar*an)* > 0.
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Posledica 2.2.1 Neka je a € Ap, s € Ay, i asg € AT Tada jea >0 ako i
samo ako su sledeci uslovi zadovoljeni:

(1)  ax >0,
(2)  axmaxntan® =an’,
(3) a1 — aroags’a* > 0.

Dokaz: Sledi iz Teoreme 2.2.1, zamenom s sa 1 — s.

Slede¢a teorema predstavlja uopstenje rezultata Kreina [70] u C*-alge-
brama.

Teorema 2.2.2 Neka jea € Ay, s € Ap, ago je relativno regularan ¢ neka je
M(a,s) ={z€A:0 <z < a, st =x}. Tada je

ajl — algaggTagl = max./\/l(a, S).

Dokaz: Neka je b = a1 — a12a99 as1. Prema Posledici 2.2.1 sledi da je

b= a1y + aga’az — a(l — s)agalas

= ayy +ag +a(l — s)axn’ap —a(l — s)ax'(1 - s)a

=a—a(l—s)a’(1l—s)a.
Dakle,

a—b=a(l—s)ax'(1-s)a>0.

Ponovnom primenom Teoreme 2.2.1, sledi da je b = a1 — a12a99tas; > 0.
Ocigledno, sb = b, te je b € M(a,s). Dokazimo da = € M(a,s) implicira
x<b Zazxe Ma,s),vazi 0 < x < a, st =z iz € sAs. Kakojea—x >0
sledi z < b.

Posledica Teoreme 2.2.2 je rezultat:

s(a) = max M(a,1 — s).

Nadalje je razmatrano 6 razlic¢itih interpretacija Schurovog kompleme-
nta, pra-teci istorijski tok njihovog uvodenja. Takode su odredjeni uslovi pod
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kojima su neke od njih ekvivalentne. Neke od definicija, za razliku od origi-
nalno datih, zahtevace posebne uslove za elemente C*-algebre. Analogni rezul-
tati za Schurov komplement blok-matrice mogu se naéi u radu C.A.Butlera,
T.D.Morleya[16].

Motivacija za slede¢u definiciju, kao §to smo ve¢ pomenuli, poti¢e od
Alberta [1] i Carlsona, Haynswortha i Markhama [20].

Definicija 2.2.1 Ako sua € A, s € Ay, i a1 € Al, tada je Schurov komple-
ment od a u odnosu na s definisan sa

s1(a) = ags — agiani’ara. (2.12)
Prateéi rad Andoa [5], uvodimo slede¢u definiciju:

Definicija 2.2.2 Neka sua € Ay is € Ay. Element a je s-komplementabilan
ako postoji r € A tako da je

sr=r, sar = sa. (2.13)

as = ar nazivamo s-kompresijom od a na s, dok je sa(a) = a — ar Schurov
komplement od a u odnosu na s.

Ako je a s-komplementabilan, tada elemenat ar zavisi samo od a i s, ali ne
i od r. Ako postoje dva medusobno razlicita elementa r1 i 72 za koje (2.13)
vazi, tada je

ary = asry = r5asr] = rySary = rySary = ryasry = asry = ars.

Na osnovu definicije koju su dali M.G. Krein [70] i W.N. Anderson i G.E.
Trapp [3], proizilazi i analogna definicija u C*-algebrama:

Definicija 2.2.3 Neka sua € Ay, s € Ap i ann € AL Generalisani Schurov
komplement od a (ili skraéeni element od a u odnosu na s) je

sg(a) = max M(a,1 — s).

Sledeée definicije poticu iz rada Buttlera i Morleya [16].
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Definicija 2.2.4 Nekasua € Aisc A,. Akosup € sA(1—s)iqe€ (1—s)As
elementi za koje vaZi a1o = a11p i as1 = qai1, tada je Schurov komplement od
a u odnosu na s definisan sa

34(a) = a2 — qaip.

Schurov komplement s4(a) ne zavisi od izbora p i q. Pretpostavimo da postoje
p1,p2 € SA(l —s) i qi1,q2 € (1 — s)As tako da vazi a12 = a;1pr = aiipe, i
az1 = qrai1 = qea11. Tada je granipr = qraiipz = qeaiips.

Definicija 2.2.5 Neka sua € A, s € Ay. Ako postoji x € sA(1 — s) tako da
je a11x = a1z i ako ajyu = 0 implicira as1u = 0, tada je Schurov komplement
od a u odnosu na s definisan kao

ss(a) = a(l — s) — ax.

Schurov komplement s5(a) ne zavisi od x. Ako su x1,22 € sA(1 — s)
resenja jednacine a1z = aq9, tada je ai1(x1—x2) = 0, odakle je as1 21 = azzo.
Dakle,

ar1 = a11x1 + a21T1 = a11T2 + a21x2 = axs.

Definicija 2.2.6 Neka sua,k,l, f,g € A, s € Ay, ia11 = kl, a1o = kg, as =
fl. Ako jednacina lx = g ima reSengje i ako za uw € A, ku = 0 implicira fu =10
tada je Schurov komplement od a u odnosu na s definisan sa

86(a) = a2 — fg.

Schurov komplement s¢(a) ne zavisi od izbora k, [, f, g. Akoza k1,11, f1,91 € A
i ka,la, f2, g2 € A vaze uslovi iz Definicije 2.2.6, tada je

fign = filiry = az1v1 1 fage = falowa = aziwo, (2.14)
pri cemu su x1 i xo reSenja jednacina l1x = g1 i lsx = ¢o, redom. Takode,
ajp = a11T1 = a1122, povlaci da je ki (Liz1 —liz2) = 0, te je f1(Lix1 —liz2) = 0.
Dakle, ag1x1 = ag1x2, pa na osnovu (2.14) vazi fi1g1 = fag2.

Slededi rezultat daje uslove pod kojima su Definicija 2.2.1 i Definicija 2.2.4
ekvivalentne.
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Lema 2.2.2 Ako sua € Ay, s € Ay, i a1y € AN AL, tada su Definicija 2.2.1
i Definicija 2.2.4 ekvivalentne, tj.

s4(a) = s1(a).

Dokaz: Ako je ail > 0ia = a* sledi a1p2 = a11a11Ta12 i as1 = a12* =
ai*aiifarr. Dakle, za p = a11fas € sA(l—s)ig= apo*an’ € (1 —s)As vazi
a2 = a11p i ag1 = gaqr. Sada je

T

*
s4(a) = aza — qa11p = az — a2 a1y’ ao.

Obrnuto, ako pretpostavimo da su uslovi Definicije 2.2.4 zadovoljeni, tada
a12 = a11p i as1 = qai; povlace da je

84(61) = a2 — qanp = a2 — qallallTallp = a2 — a21a11Ta12 = 51(G)~
Lema 2.2.3 Neka sua € Ap, i s € Ay. Tada su Definicija 2.2.2 i Definicija

2.2.4 ekvivalentne, tj.
s2(a) = s4(a).

Dokaz: Najpre pretpostavimo da su uslovi Definicije 2.2.2 zadovoljeni. Iz
(2.13) sledi da je r = b, + ¢, gde su b, € sAs, ¢, € sA(1 — s) i

anby = a1, anne = arz.
Dakle,

s2(a) = a —ar = a1 + a1z + a2 + azx — (a1 + a21)(br + ;)
= (ag2 — a21¢,) + (a21 — az1by)
= (ag2 — az1¢r) + (a1 — anby)
= a2 — 421Cy.
Zap=c,iq=cyvazidajeajs = ai1piag = qai, te su uslovi Definicije
2.2.4 zadovoljeni. Dakle,
54(a) = @22 — qap = a22 — CA11Cr = A22 — G21Cr = 32(a).

Obrnuto, pretpostavimo da su uslovi Definicije 2.2.4 zadovoljeni. Neka je
r = s+ p. Tada r zadovoljava (2.13). Takode,

so(a) = a — ar = azy — qap = s4(a).
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Lema 2.2.4 Neka sua € Ay, s € Ay i a;y € ATN AL . Tada su Definicija
2.2.1 1 Definicija 2.2.2 ekvivalentne, tj.

s1(a) = sa2(a).

Dokaz: Neka je 7 = s 4 ajifays. Ocigledno r zadovoljava (2.13), te je a
s-kompatibilan i

s2(a) = a—ar = ag — agiar ary = s1(a).

Obrnuto, neka postoji r € A tako da (2.13) vazi. Za r = b, + ¢, gde je
b € sAsic, € sA(1 — s), vazi aj1¢, = aje. Dakle,

so(a) = a — ar = age — asicy,

cr je reSenje jednacine a1z = a2 i ¢ = arifars + (1 —anfar)y za y € A.
Kako je ajl > Oia= CL*, sledi as1 = a21a11Ta11 i

sa(a) = az — azicy
= agy — ag (a11Tars + (1 — ayifan)y)
= agg — ag1a11'a1g

= s1(a).

Lema 2.2.5 Ako sua € Ay, s € A i an € AT, tada su Definicija 2.2.1 1
Definicija 2.2.3 ekvivalentne tj.

si(a) = s3(a).
Dokaz: Dokaz sledi na osnovu Teoreme 2.2.2.

Lema 2.2.6 Zaa € A is e Ay, Definicija 2.2.5 i Definicija 2.2.6 su ekviva-
lentne, tj.
s5(a) = sg(a).

Dokaz: Neka su uslovi iz Definicije 2.2.5 zadovoljeni. Ogzna¢imo sa k =
a1, L =1, g =z, f = a9, gde je = reSenje jednacine a1z = ajo. Tada je
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a11 = kl i ajo = anx = kg, as1 = fl, te jednacina lx = g ima reSenje z = g.
Ako je km =0, za m € A, tada je a;ym = klm = km = 01 asym = 0. Dakle,
uslovi Definicije 2.2.6 vaze. Ocigledno,

ss(a) = a(l — s) —ax = age + a12 — anx — a1z = ax — fg = s¢(a).

Obrnuto, neka su uslovi Definicije 2.2.6 zadovoljeni. Vazi a1o = kg = kix =
a11x, gde je = reSenje jednacine lx = g. Dakle, jednacina a;jx = aj2 ima
reSenje. Ako je u € Aiajiu =0, tada je klu = 01 agyu = flu = 0. Sada su
uslovi Definicije 2.5 zadovoljeni. Konacno,
s6(a) = ag2 — fg = ax —anx
= a2 + a2 — a11T — G21%
=a(l —s)—ax

= s5(a).

Lema 2.2.7 Ako je a € A i s € Ay, tada uslovi Definicija 2.2.4 impliciraju
uslove Definicije 2.2.5 i vazi
84(&) = 85(&).

Ako je a € Ap, i s € Ay, tada su ove definicije ekvivalentne.

Dokaz: Pretpostavimo da su uslovi Definicije 2.2.4 zadovoljeni. Tada je
a1z = a11p, i jednacina ai1x = aqo ima reSenje x = p. Ako je ajqju=0u € A,
tada je ag1u = qaqiu = 0. Dakle i uslovi iz Definicija 2.2.5 vaze. Takode je,
s4(a) = aze — qayp

= agz — a21p = a12 + a2 — 21T — a11T

=a(l —s)—ax

= s5(a).
Ako je a € Ay, i uslovi Definicije 2.2.5 vaze, tada je ai2 = a11x, as1 = a12™ =
r*a11, p=x i q = x*. Ocigledno,

s5(a) = a(l — ) — ax = az + a12 — anp — az1p
= @G22 — a21p = G22 — qaip

= s4(a).
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Na osnovu svega izlozenog sledi ekvivalencija svih do sada navedenih definicija
Schurovih komplemenata u C*-algebri.

Teorema 2.2.3 Neka sua € Ay is€ Ay, takvi da je ay1 reqularan. Tada su
Definicije 2.2.1 —-2.2.6 medusobno ekvivalentne, tj.

s1(a) = s3(a) = s2(a) = sa(a) = ss5(a) = s¢(a) = s(a).

Naredni rezultati predstavljaju uopstenje ekstremalnih karakteristika ge-
neralisanog Schurovog komplementa s(a), datih u radu Chi-Kwong Lia i Roy
Mathi-asa[21]. Dokazi rezultata u ovoj doktorskoj disertaciji su opstiji, kraéi
i zasnivaju se na drugaéijim metodama od metoda u [21].

Lema 2.2.8 Neka su s € /lh, a,b € Ay iai1,b11,a11 + b1 regularni. Tada

Vazl
(a1 + bi2)*(a11 + b11) T (a12 + bi2) < arp*arrfars + bigbilbll (2.15)

Dokaz: Neka je ¢ = as(sas)'sa. 1z (sas)! > 0 sledi ¢ > 0. Takode, c¢11 =
scs = sas = ayy icon = (1—5)c(1—s) = (1—s)as(sas) sa(1—s) = ar2*a11aso.
Na osnovu Teoreme 2.2.1, vazi c¢;o = sc(l — s) = sas(sas)fsa(l — s) =
ajiai1tar2 = aga. Obzirom da je ¢ = c*, sledi c21 = ¢f9 = a12*. Dakle, ¢
ima slede¢u matriénu reprezentaciju

e | a2
a12*  aa*airtals

Za d = bs(sbs)'sb na slican nacin proizilazi d > 0 i d ima sledeéu matriénu

de b11 bi2
- * % 1T
b12 b12b11b12

repre-zentaciju

Sada je

(2.16)

b b
C+d’:l ail + 011 aiz + 012 ]20.

(a12 +b12)*  ar2*arifars + biyb] b1a

Na osnovu Teoreme 2.2.1 1 (2.16) vazi (2.15).
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Teorema 2.2.4 Neka sus € Ay, a € Ay, ay € A, z € (1—35)As i q =
z+1—s. Tada je

qaq* > s(a). (2.17)

Jednakost vazi, tj.
qaq* = s(a) (2.18)

ako i samo ako je
(Z + (Ilg*anT)an =0. (2.19)

Dokaz: 1z z = (1 — s)zs sledi
ag® = (1—38)zs+(1—9))a(sz"(1—s5)+(1—s

qaq (1 =s)zs + ( )T) (sz"(1—=s)+(1—5)) (2.20)

= s(a) + (2 + ar*anNari (a1 farg + 2%).
Na osnovu Teoreme 2.2.1, s(a) > 01 aj; > 0. Takode,

(z + arz*a11Nair (a1 ars + 2%)
= ((z + ax*an a1 (2 + arz*an Hay?)* > 0,

odakle proizilazi (2.17). 1z (2.20), sledi da (2.18) vazi ako i samo ako je
(2 + a12*a11M)ari (annfara + 2%) = 0,

§to je ekvivalentno sa (2.19).

Posledica 2.2.2 Ako sus € Ay, a € Ay i ayy je regularan, tada je

s(a) =min{gaq* : q=2+1—3s, z € (1 —s)As} (2.21)
=(1-s—anant)al —s—ap*a’)". .

Dokaz: Sledi na osnovu (2.17), (2.18) i (2.19), ako je z = —aj2*a11!.

Posledica 2.2.3 Ako je a € A, N A" i a,a1; € AT, tada je s(a) reqularan i
al je unutrasnji inverz od s(a), tj.

s(a) = s(a)a’s(a). (2.22)
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Dokaz: Na osnovu Posledice 2.2.2 sledi da je s(a) = uau*, gde jeu=1—s—
alg*aHT. Dakle,

s(a) = (ua)a'(au*) = (ua)a' (ua)*. (2.23)

Prema Teoremi 2.2.1, sledi a;; > 0, te je a1Ta11 = aj1a11t. Sada je na osnovu
Leme 2.2.1 i Teoreme 2.2.1 ispunjeno,

ua=(1-—s— alg*allT)a
= a12” + ax — a12*a§1a11 - a12*aJ{1a12
. et .t (2.24)
= (a12"a12"ay a11) + (a2 — a12*aq a12)
= s(a).
Na osnovu Teoreme 2.2.1 i ¢injenice s(a) > 0, (2.23) i (2.24), proizilazi
da (2.22) vaii.

Sledec¢a posledica predstavlja vezu izmedu spektra elementa a i spektra
njegovog Schurovog komplementa.

Posledica 2.2.4 Ako je a € Ay N AT iay € A, tada je
inf(o(a) \ {0}) < inf(o(s(a)) \ {O}). (2.25)

Dokaz: Na osnovu (2.22) vazi

1
V(Lsa) = Tt~ v(La),

odakle na osnovu [59] proizilazi (2.25).

Teorema 2.2.5 Neka su s € Ah, a,be Ay, iai1, b1, a1 +b11 € At
(1) Tada je
s(a+b) > s(a) + s(b).

Jednakost
s(a+b) = s(a) + s(b) (2.26)
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vazi ako i samo ako postoji z € (1 — s)As tako da je
(Z + CL12*CL11T)CL11 = (Z + bTQbJ{l)bH =0. (227)

(2) Ako je a > b, tada je

Jednakost
s(a) = s(b) (2.28)

vazi ako i samo ako je postoji z € (1 — s)As tako da (2.27) vaZi i

(z—1—=s5s)(a—0b)=0. (2.29)

Dokaz: (1) Na osnovu Leme 2.2.8 sledi

s(a+b) = ags + baz — (a12 + bi2)* (a11 + b11) T (a12 + b12)
> agg + bag — arn*ai1Tals — bikame
= s(a) + s(b).
Ako postoji z € (1 — s).As tako da (2.27) vazi, tada na osnovu Teoreme 2.2.4
i(2.20) sledi s(a) = qaq* i s(b) = gbg*, gde je ¢ = z + 1 — s. Dakle,
s(a) + s(b) = q(a + b)q*
>min{g(a+0b)¢" :q=2+1—35s, z€ (1 —s)As}
= s(a+0).

Uz pretpostavku da (2.26) vazi, dokazimo (2.27). Na osnovu Teoreme 2.2.4,
postoji z € (1 —s)As takoda jezaqg=z+1—s,

s(a+b) =qla+0b)q" = qaq” + qbg" = s(a) + p1 + s(b) + p2, (2.30)

gde je p1 = (2 + aro*anNari (anTars + 2*) i pa = (2 + biyb], )bi1 (b bra + 2*).
Ocigledno, p1,p2 > 0, i na osnovu pretpostavki (2.26) i (2.30) sledi p; +p2 = 0.
Dakle, p1 = p2 = 0, §to je ekvivalentno sa (2.27).

(2) Pretpostavimo da je a > b. Neka je z € (1—5)As i (z4a12*an)a =
0. Na osnovu Teoreme 2.2.4 sledi

s(a)=(z—1—=s)a(z—1—5)">(z—1—s)b(z—1—15)" >s(b). (2.31)
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Druga nejednakost u (2.31) vazi ako i samo ako je (z + b’{QbL)bn =0, a
prva nejednakost u (2.31) vazi ako i samo ako je

(z—1=s)(a=b)(z—1—5)"=0.

Kako je a — b > 0, poslednji uslov je ekvivalentan sa (2.29).
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2.3 Kompatibilnost i a-samoadjungovanost
idempotenata

U ovoj sekciji izucavani su a-samoadjungovani elemenati C*-algebre A i kom-
patibilnost para (a,s) € Ay x Aj. Dokazano je da su kompatibilnost i s-
komplementabilnost ekvivalentne osobine za samoadjungovane elemente. Neki
od rezultata predstavljaju uopstenja u C*-algebrama rezultata izlozenih u radu
Coracha, Maestripieria i Stojanoffa [24], za ograniCene linearne operatore na
Hilbertovom prostoru.

Dokaz sledece leme moze se naéi u ([18, strana 27]).

Lema 2.3.1 Ako je s € Apn, tada za g € A vazi

gs=s i sqg=gq (2.32)
ako i samo ako je q oblika

g=s+su(l—2s) (2.33)

za neko u € A.

Definicija 2.3.1 Neka je a € Ap,. Elemenat b € A je a-samoadjungovan ako
je b*a = ab.

Primetimo da kada je a = 1, tada je b = b*, tj. b je hermitski element.

Karakterizacija a-samoadjungovanog idempotenta za koji vazi (2.32) data

je u sledecoj teoremi:

Teorema 2.3.1 Neka je s € Ay. Idempotent ¢ € A za koji vazi (2.32), jeste
a-samoadjungovan ako i samo ako je ¢ = s + su(l —s), pri cemu je u(l — s)
resenje jednacine

a11x = ai12. (2.34)



Kompatibilnost i a-samoadjungovanost idempotenata 61

Dokaz: Neka je ¢ a-samoadjungovani idempotent tako da vazi (2.32). Na
osnovu Leme 2.3.1 vazi ¢ = s+ su(1 — s), za neko u € A. Na osnovu aq = ¢*a,
sledi

as + asu(l —s) = sa+ (1 — s)u*sa

sas + sasu(l — s) = sa,
tj.
sasu(l —s) = sa(l — s).
Dakle, u(1 — s) je resenje jednacine (2.34).
Obrnuto, iz pretpostavke da je ¢ = s + su(1 — s), gde je u(1 — s) resenje
jednacine aj1x = aq9, sledi saq = sa i
g a = q*sa = ¢*saq = ¢*sasq.
Ocigledno, aq = ¢*a.
Slededi rezultat je C*-algebra verzija rezultata Douglasa [43] i Fillmore-
Williamsa [48].
Teorema 2.3.2 Neka je a € AT i b € A. Sledeéa turdenja su ekvivalentna
(1) aa’b =0,
(2) d = a'b, je jedinstveno resenje jednacine
ad="b, alad=4d, (2.35)
1 u tom slucaju d je redukovano resenje jednacine ax = b.
Ako (1) i (2) vaZe i ako je b= qa za neko q € A, tada je d* = d.
Dokaz: (1) = (2) Neka je aa’db = b i d = afb. Sledi ad = aa’db = b i

atad = ataa’™ = a'b = d.

(2) = (1) Ako je ad = b i a'ad = d, tada je aa'd = aa’ad = ad = b.
Sada, o¢igledno sledi da je a'b = afad = d.

Iz pretpostavke b = qa i ¢ = ¢* sledi da je aa’ga = qa, d = alqa i
d? = atqaa’qa = afqa = d.

Slededi rezultat je u vezi sa istrazivanjima iz Sekcije 2.2:
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Teorema 2.3.3 Neka sua € Ay, g€ A i neka su data sledeéa tordenja:

(1) ag=q*a;

(2) aq'aq’q = qq'a;

(3) q*ag < a.

Tada je (1) < (2). Ako je a >0, tada (1) = (3). Ako je A AW*-algebra
ia>0, tada je (1) < (3).

Dokaz: (1)=-(2): Ako je ag = ¢*a, tada je

1 T

qq'aqtq = (¢qaqq)* = (¢fqqag")* = (¢")*agq’q = (¢")*aq
t

= (¢"aq")* = (agq")* = q¢'a.

(2)=(1): Iz (2) sledi
il T T

q'qaqq" = aqq'. (2.36)
Takode iz (2) proizilazi q¢'aqq = qq'aq i
q'qaqq’ = ¢*aqq’". (2.37)

Iz (2.36) i (2.37) sledi ¢*aqq' = aqq’, odakle je ¢*aq = aq. Dakle, aq = ¢*a.
(1)= (3): Ako (1) vaziia > 0, tada je

aq = q*aq = (a'?q)*(a'q) > 0.
Sliéno, ako je p =1 — g, onda je ap = p*ap > 0. Prema tome,
g aq < g*aq+ pTap = aqg + ap = a.
(3)=(1): Iz (3) sledi
(q"a"/?)(¢*a/?)* < a'/2(aV/?)".

Uz pretpostavku da je A AW*-algebra, na osnovu ([47], Posledica 3.6) pro-
izilazi da postoji d € A tako da je a'/?d = ¢*a'/? i ||d|| < 1. Na osnovu
Teoreme 2.3.2 sledi da je d®> = d, tj. d* = d. Iz ¢q*a = at2dal’?, sledi
aq = q*a.
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NekajeaEAh,seAhi

Pla,s)={qe A: aqg=q*a, sq=gq, qs=s}.
Definicija 2.3.2 Par (a, s) je kompatibilan ako je skup P(a,s) neprazan.

Napomenimo da P(a, s) moze da bude prazan skup, i u slucaju kada je

A=B(H).

Iz Teoreme 2.3.1 imamo

Posledica 2.3.1 Neka je a € Ay, s € Ap, i neka je par (a,s) kompatibilan.
Tada je q € P(a, s) ako i samo ako je g = s+ su(l—s), gde je u(1—s) resenje
jednacine a1 = aja.

Teorema 2.3.4 Ako je a € Ap, s € Ay i a1y € A, tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

(1) Par (a,s) je kompatibilan,

(2) aria11’sa = sa.

Dokaz: (2) = (1): Zau = a11'a12, vazi ajyu = ajs. Neka je ¢ = s+su(l—s).
Na osnovu Posledice 2.3.1 sledi da je ¢ € P(a, s), te je par (a, s) kompatibilan.

(1) = (2): Obzirom da je par (a,s) kompatibilan, postoji ¢ € P(a,s)
oblika ¢ = s+ su(l — s), gde je ajju(l —s) = aje. Iz aj1a11 als = aqy sledi da
je ajiai1’sa = sa.

Posledica 2.3.2 Neka je a € Ap,, s € Ay, i ay € A, Ako je par (a,s) kom-
patibilan tada jednacina ajnx = aje ima redukovano resenje i ono je idempo-
tent.

Dokaz: Na osnovu Teoreme 2.3.4 proizilazi ajia11tals = ajs. Sada, dokaz
sledi iz Teoreme 2.3.2.

Sledeéi rezultat daje ekvivalentnost komplementabilnosti i kompatibil-
nosti za samoadjungovan elemente C*-algebre. Identi¢ni rezultat za hermitske
operatore na Hilbertovom prostoru je dat u [25].
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Teorema 2.3.5 Neka je a € Ap. Par (a,s) je kompatibilan ako i samo ako
je a s-komplementabilan element.

Dokaz: Pretpostavimo da je par (a,s) kompatibilan i neka je ¢ € P(a,s).
Tada r = ¢ zadovoljava uslove Definicije 2.2.2. Dakle, a je s-komplementa-
bilan.

Obrnuto, ako je a s-komplementabilan, vazi r = sus + sv(1 — s), za neke
u, v € A. Iz uslova sar = sa sledi a;;v(1—s) = a12. Sada, na osnovu Posledice
2.3.1, sledi ¢ = s + sv(1 — s) € P(a, s), tj. par (a,s) je kompatibilan.
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2.4 Banachiewicz-Schurova forma

Rezultati izlozeni u ovom poglavlju pretstavljaju originalne rezultate dobijene
u radu [34].

Motivacija za ovo istrazivanje potekla je iz:

(1) rada Baksalarya i Styana [7] koji uopStava ranije rezultate Marsaglia
i Styana [71], dajuéi potrebne i dovoljne uslove za predstavljanje AL3) A4
i AT generalisanih inverza blok-matrice A u Banachiewicz-Schurovoj formi;

(77) rada Y.Weia [96] u kome su dati dovoljni uslovi za predstavljanje
Drazinovog inverza u Banachiewicz-Schurovoj formi.

Nas$ cilj je bio uopstavanje ovih rezultata za tezinski Moore-Penroseov
i tezinski Drazinov inverz blok-matrice, ¢ime su rezultati radova [7] i [96]
dobijeni kao posle-dice.

Posmatra se blok-matrica A € C(m+p)x(n+q).

A An
A= : 2.38
l A9 Agp ] (2.38)

gde su Ayj; € C"™*™ i Agy € CP*4) i odgovaraju¢a Banachiewicz-Schurova
forma inverza matrice A, data sa

Y l A + AY A1 AN Ay — A A12S? 1 , (2.39)

—S%Ag A g

gde je A}y € A;1{1}. Ovde je S = S(A) generalisani Schurov komplement
definisan na sledeéi nacin:

Definicija 2.4.1 Generalisani Schurov komplement od A, u oznaci S(A), je
S(A) = Az — An ATy Axa, (2.40)

gde je A%y € Ani{l}.

Zbog jednostavnosti zapisa, koristi¢emo oznaku S umesto S(A) za Schurov
komplement definisan sa (2.40).
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Naredna teorema predstavlja rezultat Baksalarya i Styana [7], koji daje
potrebne i dovoljne uslove da X bude unutrasnji inverz matrice A. Prih-
vatajuéi oznake iz [7] neka je:

Euy, =1—-AYA1un, Fa,=1—A11AY,, Es=1—-5S, Fg=1—-55*

Teorema 2.4.1 [7] Neka su matrice A i X date sa (2.38) i (2.39). Tada je
X € A{1} ako i samo ako je S* € S{1} i

Fa,,A19Es =0, FsAa1Eax, =0, Fa,,A125%A91E4,, =0. (2.41)

Poslednja tri uslova ne zavise od sledeéih izbora: Ay € A11{l}, S* € S{1} u
Ea,, Fa,,, Es i Fs.

Neka su date pozitivno definitne matrice

My M12] . N—[Nﬂ Nm}

2.42
Mgl M22 N21 N22 ( )

o

Najpre ¢emo izloziti rezultate koji daju potrebne i dovoljne uslove za
predstavljanje tezinskih generalisanih inverza A(13M) = A(LAN) AR/[’ N u Ba-
nachiewicz-Schurovoj formi.

Sledec¢a teorema daje potrebne i dovoljne uslove za X € A{1,3(M)}, pod
odredenim pretpostavkama.

Teorema 2.4.2 Neka je M pozitivno definitna matrica i

(M12SS%)* = MiyA1 AT + MisFa,, A125% A ATy,

(2.43)
S*MypFs = EgM»S®.

Tada X € A{1,3(M)} ako i samo ako je A}y € A11{1,3(M11)}, S* €
S{1,3(Ma2)} i

Fy,,A12 =0, FgAy = 0. (2.44)

Poslednja dva uslova (2.44) ne zavise od izbora Afy € A {1}, S* € S{1} u
Fy,, ¢t Fgs.
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Dokaz: Pretpostavimo da je A¢; € A11{1,3(My1)}, S € S{1,3(M32)} i da
(2.44) vazi. Tada su uslovi Teoreme 2.4.1 zadovoljeni, te je X unutrasnji inverz
od A. Takode vazi

(MAX)11 = M1 A1 AT) — M1 Fpy A12S% Ao AT + Mo Fis Ag ATy
= M1 A1 ATy,
(MAX)lg = MHFAuAmSa + M58 = MlgSSa,
(MAX)21 = MTQAHA% — MEFAHAuSaAglA% + M22F3A21A?1
= Mi,A11 A,

(MAX)QQ = MTQFAHAQSQ 4+ M9 58% = M9S5S,
Dakle, dobili smo da je (MAX);; = (MAX)}, (MAX)12 = (MAX)5, i
(MAX )2 = (MAX )%, tj. MAX = (MAX)*.

Sa druge strane, pretpostavimo da je X € A{1,3(M)}. Tada (2.41) vazi
i MAX = (MAX)*. Kako je (MAX) = (MAX)%,, sledi My, Fa,, A12S® =
(M2 FgAg ATy )" i
(My1Fa,, A12S%) (M1 Fay, A12SY)" = Mi1Fg, A12S% Mao Fs Ay AT
= M1 Fp,, A12E5 M08 Fg A1 ATy
= 0.
Dakle, MllFAHAlQSa = 0, tj. M11FA11A12 =01 MngsAglA% = 0, odakle
je MasFgAs = 0. Kako je M invertibilna , sledi da su i matrice M1y i Moo
invertibilne, te (2.44) vazi. Iz (MAX )1, = (MAX)5 i (MAX)as = (MAX)3,
sledi A% € A11{1,3(M11)} i5%e S{1,3(M22)}
Nezavisnost uslova (2.44) u odnosu na izbor A} € A11{1} u Fy,, 1 S* €

S{1} u Fgs sledi analogno kao u dokazu Teoreme 2.4.1.

Posledica 2.4.1 Ako je M pozitivno definitna matrica i

tada je X € A{1,3(M)} ako i samo ako je Afy; € A;1{1,3(M11)}, S* €
S{1,3(Ma2)} i

Fa,, A1 =0, FgAy = 0. (2.46)
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Pri tome, uslov (2.46) ne zavisi od izbora Ay € A11{1} i S* € S{1} u Fa,, i
Fs.

Za M =1, [[7], Theorem 3] se dobija kao posledica.

Posledica 2.4.2 [7] X € A{1,3} ako i samo ako je A}; € An{l,3}, S* €
S{1,3} i

Fa,, A1z =0, FgAgy = 0. (2.47)

Oslabljivanje uslova iz Teoreme 2.4.2, vodi do dovoljnog ali ne i potrebnog
uslova za X € A{1,3(M)}.

Posledica 2.4.3 Ako su AY, € A11{1,3(Mi1)}, S« € S{1,3(Ma)} i
Fp,A12 =0, FgAy =0, MpSS* = (MjyA11AT)",

tada je X € A{1,3(M)}.

Naredna teorema daje potreban i dovoljan uslov za X € A{1,4(N)}.

Teorema 2.4.3 Neka je N pozitivno definitna matrica i

(N12S“S)* = N AN A + Nj5AS A12SYAs1 E

(2.48)
SMysFs = EgMS®.

Tada X € A{1,4(N)} ako i samo ako je Ay € A11{1,4(N11)}, S« €
S{1,4(Na3)} @

ApEs =0, AaEa, =0. (2.49)

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu Teoreme 2.4.2.
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Posledica 2.4.4 Ako je N pozitivno definitna matrica i

tada je X € A{1,4(N)} ako i samo ako vazi da je A%y € A11{l,4(N11)},
S e S{1,4(N22)} 7

ApEs =0, Ay Ey, =0. (2.51)

Theorem 4 iz rada [7] predstavlja posledicu naseg rezultata u slucaju
N=1.

Posledica 2.4.5 [7] X € A{1,4} ako i samo ako je A}y € A11{l,4}, S €
S{1,4} i

A1pEs =0, Ay Ey4, =0.
Analogno Posledici 2.4.3, vazi:

Posledica 2.4.6 Ako su A}, € An{1,4(Nn1)}, S* € S{1,4(Na2)} i
AIQES = 0, A21EA11 = 0. ngSO‘S = (NTQA?lAll)*y

tada je X € A{1,4(M)}.

Rezultati Teoreme 2.4.2 i Teoreme 2.4.3 vaze uz pretpostavku da su
M1, Mso, Ni1 i Nog invertibilne, umesto uslova da su M i N invertibilne.

Na osnovu Teoreme 2.4.2, Teoreme 2.4.3 i Theorem 2 [7], slede potrebni
i dovoljni uslovi da tezinski Moore-Penrosov inverz matrice A, u oznaci AR/[’ N
bude pretstavljen u Banachiewicz-Schurovoj formi, uz pretpostavku da matrice
M i N zadovoljavaju uslove (2.43) i (2.48).

Teorema 2.4.4 Neka su M i N matrice za koje vaze uslovi (2.43) i (2.48).
Tada X = A}L\/[’N ako i samo ako je AY) = (All)}L\/[thll, S = S;r\/lgg,Ngz i

FA11A12 = 0, FSA21 = 0, A12E5 = 0, AglEAn =0. (2.52)
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Za M =11iN = I uslovi (2.43) i (2.48) su ocigledno zadovoljeni, te na osnovu
Teoreme 2.4.4 slede potrebni i dovoljni uslovi za X = AT,

Posledica 2.4.7 X = A" ako i samo ako je ASy = (A11)f, S = ST i

Fa, A2 =0, FgAy =0,A13Es=0, AnEa, =0. (2.53)

Takode, uz slabije pretpostavke za matrice M i N, proizilaze dovoljni
: _ gt

uslovi za X = AM,N'

Posledica 2.4.8 Ako je Ay = (A1) nys %= Sk i @

Fp,,A12 =0, FsAy =0,A12E5 =0, AgFEu, =0,
M2S5% = (Mf3A11A71)", N125%S = (N[5 A71 An)”,

tada je X = AMN .

Interesantno je primetiti da za

G:( I o><A11 0)(1 A?1A12>
AqAy 1)\ o0 s)\o 1 )

gde je A € A11{1}, sledi da je

AH Alg) ( O FA A12
A= ( = 1 ) +G,
A Ago A21E 4y, @)

0 I O S°)\—AyAy 1)

Sada je jednostavno uociti da je X € G{1}. Stavige, ako uslovi Fa,, 412 = 0
i AgyEa,, = 0 vaze, onda je A = G i X € A{1,2} ako i samo ako je A{) €
A{1,2}1 S* € S{1,2}.

U nastavku su izlozeni dovoljni uslovi za predstavljanje W-tezinskog Dra-
zinovog inverza u Banachiewicz-Schurovoj formi. Zbog toga su Af; i S* u X,
Fa,,, E4,,, Fs i Es zamenjeni sa A%W11 { §4W22 redom.
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Podsetimo da za proizvoljnu matricu W postoje nesingularne matrice P
i Q tako da je
W11 0

Dakle, ako je A = QA'P~1 1 X = QX'P~!, tada X predstavlja W-tezinski
Drazinov inverz od A ako i samo ako je X’ W'-tezinski Drazinov inverz od

W=P l ] Ql=prPWqQ

A’. Zbog toga je prirodno pretpostaviti da W ima sledeéu formu

(2.54)

Mo ]

0 W

Teorema 2.4.5 Neka su A, X i W oblika (2.38), (2.39) i (2.54), redom. Ako

je Ay = Al S0 = gdwa
A1aWay = Ay Wit ARV Ay = A1oWap SWaa SEW22 Wy, (2.55)
Ao Wiy = A21W11A11W11A(11’1W11W11 = SWopS4W22 Ay (2.56)
WiiAig = 412822 Wiy S, (2.57)
WagAgy = Ay AGV Wy Ay, (2.58)
Ao W = AgaWa SWap SEW22 W5y, (2.59)
A21A(1i’1W”W11A12 = W22A21A‘1i’1W11A12, (2.60)
Ay Wi AL Ay = Ao ALY AW, (2.61)

tada je X = A4W.

Dokaz: Matri¢nim izracunavanjem, sledi da je

(AW X))y = AWy AG
— (A1aWay — A111/1/'1114(11’1‘/[/11z412)~'3'd’w221421z‘l(f’lw11
= Ay WnAil’lW“, koristeéi prvu jednakost iz (2.55),
(AW X)12 = (A12Wag — A11W11A(1i’1wnz412)5d’w22
=0, na osnovu prve jednakosti iz (2.55),
(AW X)91 = A Wi AL
— (AgaWan — Ay Wi AT A ) S22 4,5, AT
= A Wi Af — SWiy S W22 Ay AT
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=0, na osnovu druge jednakosti iz (2.56) i iz (2.61),
(AW X )22 = (AgaWay — Agy Wiz A} App) §%W22
= SWaaS¥W22 sledi iz (2.61).

Sliéno,

(XW A = ARV W Ay
- Aii’lW“AuSd’WZQ(szAm - A21A61l’1W“W11A11)
= Acll’lW“WHAll, na osnovu (2.58),
(XWA)g = APV Wiy Ay
— AFV Ay SV (Wi Agy — Ay ATV W Aps)
= AP W Apy — ABV A5 882 1 S
=0, koristedi (2.57) 1 (2.60),
(XW A)gy = 5Bz (Wog Agy — Agy ARV Wy Ay
—0, iz (2.58),
(XWA)gy = STW22(TWpo Agy — A21A011’1W11W11A12)
= SWo5%™22 na osnovu (2.60).

Sada je,
R

0 SWQQ Sd’W22

XWA= [ AT WAL 0 1

0 SWaaS
te je AWX = XW A.

Kako je A, = A%V i §& = §4Wez gledi XWAWX = X. Takode, iz
(2.61), (2.59),(2.56) i drugog dela (2.55), sledi
(AW )XW — (A1 W71)2AE W, A1y Way SWas SEW22 11/,
A Wi A Win AT Wiy Ay W SWag SE W22 Wy

(AW 2AE Wy — AW 0 ]

= AW
+l 0 0
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Indukcijom, koristeéi prvu jednakost u (2.56), proizilazi da je

(AnWi)™ — (A11W11)m+114(1j’1W”W11 0

(AW ILXW = (AW)™ + 0 0

Dakle, (AW)™ L XW = (AW)™, za proizvoljno m > ind(A11 Wh1).

Na osnovu Teoreme 2.4.5, sledi rezultat Weia [Theorem 1,[96]] za W = I:
Posledica 2.4.9 Neka su A i X date sa (2.38) i (2.39), redom. Ako je
Fa,, A1g = 0, Ag1Ea,, =0, A1pEg = 0, EgAg = 0, ApEs = 0, tada je
X = A%

U slu¢aju Drazinovog i tezinskog Drazinovog inverza matrice, nismo pro-

nasli potrebne uslove za predstavljane ovih inverza u Banachiewicz-Schur formi,
tako da ovo pitanje ostaje otvoreno za neko dalje istrazivanje.
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2.5 Jedno uopstenje Schurovog komplementa

U ovo sekciji definisa¢emo i izucavati jedno uopstenje Schurovog komplementa,
dobijeno zamenom MP inverz matrice A, Drazinovim inverzom A¢.

A B
C D
cmxmog D e O™, d-Schurov komplement od A uw M, definisan je sa

Definicija 2.5.1 Neka je M = [ e Clmtn)x(m+n) = gde je A €

Sqa(M) =D —CA*B.

Takode, d-Schurov komplement od D u M, je definisan sa

Sap(M)=A— BDC.

Rezultati u ovoj sekeiji izlozeni su u radu [32], a predstavljaju uopstenje
rada Y.Weia [97].

Kako bi uprostili dokaze sledeéih rezultata, uvedimo oznake:
S=Sap(M) i Z=544(M).
Sledeca teorema predstavlja uopstenje formule (2.7).
Teorema 2.5.1 Neka je EAB =0, CE;, =0, BEpZ¢C =0, BDE,;C =0,
BZYEpC =0, i BEzDC = 0. Tada je

54 =A%+ AMBZYC AY (2.62)

Dokaz: Oznacimo sa X = A? + AYBZ4C A?. Sada je,

SX = (A— BDC) (A + A¢BZIC A%)
= AAY + AAYBZiC AY — BDCA? — BDYCAYBZYC A¢
= AAY + Bz4CAY — BDCAY — BDYD — 7)z%C A?
= AAY+ BEpZ?CA? — BDYE,C A?
= AA?
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Slicno, XS = A%A tj. XS =85Xi

XSX = AYA(AY + A4BZIC A%
= A%+ A'BZYC A?
= X.

Koriste¢i metod matematicke indukcije, sledi da je
(A— BDYC)™ X = (A — BDIC)™ 4 (A™H1 A4 — A™).

Sada je,
(A— BDC)"t X = (A - BDC)™,

za m > ind(A), isledi (2.62).

Napomenimo da je Y.Wei [97] dokazao (2.62) za D = I, te se njegov
rezultat dobija kao sledeca posledica Teoreme 2.5.1:

Posledica 2.5.1 [97] Ako je ExB =0, CE4 =0, BEzC =0, tada vazi
(A—BC)? = A+ AYBZIC A%,

gde je Z =1 — CA“B.
Ako je Z nesingularna matrica, tada iz Teoreme 2.5.1 sledi

Posledica 2.5.2 Pretpostavimo da je Z nesingularna, EaB =0, CE4 =0,
BEpZ~'C=0iBZ 'EpC =0. Tada je

S = Al AYBZIC A%
Ako je B = I onda vazi:
Posledica 2.5.3 Ako je CE5 =0, EAD?=0 i ||A%|| - |DC|| < 1, tada je

(A—D4C) = (I — A4DIC) 1 AY = AYT — DYC AT !

(A— D) — AT = (A — DUC)IDYC AT = AYDC(A — DUC).
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Takode,
I(A—DIC)? — ATl _ kp(A)|DIC|/||Al
1A ~ 1=kp(A)IDC|/||AlI
gde je kp(A) = ||A||||A%|| kondicioni broj u odnosu na Drazinov inverz.

Dokaz: Sledi na osnovu Teoreme 2.5.1 i Posledice 3.2 [99].

Teorema 2.5.2 Neka je BEpGIC = 0, Z = 0, E4B = 0, CE4 = 0,
BDYEsC =0, BG*EpC =0 i BEGDYC =0. Tada je

S4=(I - KG'H)AYI - KG'H)
= (I -KHKH)YAYI - KH(KH)Y).

Dokaz: Neka je X = (I — KGYH)AYI — KG?H). Sledi

SX = (A— BDC)I - KGYH)AYI — KGH)
= (A— BDYC — BGYCA? + BDYBGAC A%)
x (A — (AN?BGAC AY)
= (A — BDYC) (A4 — (A%)?BGiC AY)
= AA? — BDYC A — A(A?BGC A¢
+ BDC(AY)?BGIC A?
= AA? — BDYC A — AYBGICAY + BDYGGYC AY
= AA? — AYBGIC A?
= AAY — KG'H

i XS =AAY - KG?H, tj. XS = SX. Takode,

XSX = (AA? — KGH)(I — KGH)AYI — KG'H)
= (AA? - KG'H — AAYKG? + KGYHKGH)
x (A4 — A‘KGeH)
= (AAY - KGUH)(AY — ATKGH)
= (I -KG'H)AAYAYI — KG'H)
= X.
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Koristeéi metod matematicke indukcije, dobijamo da je (4 — BDIC)™ 1 X =
(A — BDYC)™. Dakle, S% = X.

Ako je D = I, dobija se [[97], Theorem 2.2]:

Posledica 2.5.4 Ako je Z =0, EoB=0, CE, =01 BEgC =0, tada je

(A—BC) = (I - KG'H)AYI — KG®H)
= (I - KH(KH))AYI — KH(KH)%).

Teorema 2.5.3 Nekajeind(Z) =1iE,B=0, CE4 =0, BEp =0, EpC =
0, ZZ#G = GZZ#, BD = DB, CD = DC, BEGC = 0. Tada je

S4= (I - KEzG'H)AYI - KE;GH) + KZ" H. (2.63)

Dokaz: Oznac¢imo sa X desnu stranu jednakosti (2.63). Vazi

SX = (A— BDYC — BE;GH + BDYCABE;GH)
x AYI - KE;G'H) + AKZ*H — BDYCA'BZ% H
= (A - BDYC — BE;GH + BDY(D — Z)EzG"H)
x AYI - KE;G'H)+ BZ*H — BDY(D — 2)Z%H
= (A - BDIC)AYI — KE;GH) + BDZZ%*H
= AAY - KE,G'H — BDYCA? + BDGG?EzH
+BDZZ%H
= AA? - KE;G'H — BDYEqCAY + BDEqZ 2% C A%
= AAY -~ KE,G'H

XS = (I - KEzG'H)AYA — BDC — KE;GC
+ KE;GYCABDYC) + KZ#C — KZ#CAYBDC
= (I - KEzGYH)AY(A - BDC — KE;GC
+ KEZzGYD - Z)DC) + KZ#C — KZ#(D — Z)DC
= (I - KEzGYH)AY(A — BDC) + KZ# ZDC
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= A%A — A'BDC — KE;GH + KE;G‘GDC

+ KZ77DC
= AA - KGYE;H — ABEoDC + KZ# ZE;DC
= AA - KGEH.

Takode,

XSX = (A%A - KGEzH)(I — KE,GH)A?
x (I - KEzGH) + (A%A - KGYE,H)KZ*H
= (A%A -~ KGEZzH)AYI — KE;GH) + KZ*H
= X.

Indukcijom, sledi
(A — BDYC)Y" X = (A — BDIC)™ 4 (A™H1 A4 — A™),
Dakle, (A — BDIC)™*1X = (A — BDIC)™, za m > ind(A).
Ocigledno, za D = I, vazi sledeéi rezultat:

Posledica 2.5.5 Neka je E4B =0, CE4 =0, BEGC =0, G*E; = E;G¢
iindex(Z) = 1. Tada je

(A— BC) = (I - KEzGH)AYI - KE;GH) + KZ" H.
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2.6 Blok-rang jednacine

U ovoj sekciji istrazivana je sledeca blok-rang matri¢na jednacina po X €

Cme
A B
r([c XD:T(/U, (2.64)

gde su A € C™*" B e C™*™ (C € C™*™ date matrice.

Dokazani su potrebni i dovoljni uslovi da refleksivni inverz X = A" ma-
trice A bude resenje jednac¢ine (2.64) i u tom slu¢aju nadeni moguéi oblici
matrica B i C. Kao posledice, dobijeni su rezultati iz radova J. Grosssa [52] i
N. Thomea and Y. Weia [91], koji su ujedno i predstavljali glavnu motivaciju
za ovo istrazivanje. Takode je razmatran i slucaj kada je Drazinov inverz
X = A9 matrice A, refenje jednacine (2.64), za proizvoljnu matricu A indeksa
ind(A) =k > 1.

Izlozeni rezultati objavljeni su u radovima [30] i [31].

Dokaz sledeée leme nalazi se u [71], [73], [79].

Lema 2.6.1 Ako je A€ C™"*"™, Be C™™ C e C™™ i X € C"™ ™ tada je
l A B
”

o x ] =r(A)+r(L)+r(M)+r(W),

gdeje S=1,—A~A, L=CS, M =SB iW = (I, — LL7)(X — CA™B)
(In — M~M).

Potrebne i dovoljne uslovi za postojanje resenja jednacine (2.64) dao je J.Gross
[52] u smislu odredenih geometrijskih uslova.

Teorema 2.6.1 [52] Za A € C"™*" B € C™™ § C € C™"™ postoji reSenje
X € C™™ jednacine (2.64) ako i samo ako je R(B) C R(A) i R(C*) C R(A*).
Ako ovi uslovi vaze, tada je X = CA'B resenje jednacine (2.64).

Uslovi R(B) C R(A) i R(C*) C R(A*) su ekvivalentni uslovima AATB =
B i CA'A = C. Takode, proizvod C A~ B je invarijantan u odnosu na izbor
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generalisanog inverza A~ matrice A ako i samo ako je R(B) C R(A) i R(C*) C
R(A®).

Najpre je dokazan potreban i dovoljan uslov da refleksivni inverz X = A"
matrice A, bude resenje jednacine (2.64) i u tom slucaju su date eksplicitne
forme matrica B i C.

Poznato je da matrica A € C;"*™ ima slede¢u dekompoziciju:

D 0
A_P[O O]Q, (2.65)

gde su P € C™™ @Q € C™"™ i D € C™" invertibilne matrice. Tada je
proizvoljan generalisani refleksivni inverz od A dat sa:

AT:QllD_l u ]Pl, (2.66)

gde su U i V proizvoljne matrice odgovaraju¢ih dimenzija.

U sledecoj teoremi sadrzani su potrebni i dovoljni uslovi da X = A" bude
reSenje jednacine (2.64).

Teorema 2.6.2 Neka je A € C"™*" B e C™*™ (C € C™", X € C™™
i matrice A i A" date sa (2.65) i (2.66), redom. Tada je X = A" redenje
jednacine (2.64) ako i samo ako je

DLt 0
VL=t 0

DL (DLD)U

B=P
[ 0 0

]P‘l ; C:Q‘ll ]Q (2.67)

za neku nesingularnu matricu L € C™*",

Dokaz: Pretpostavimo najpre da je X = A" reSenje jednacine (2.64). Tada
postoje matrice G € C™™ i F € C™™ tako da je B = AG, C = FA i
CAMB = A”. Neka je

G1 Ga

GP =
© ng G4

RESEE]

3 Fy
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Sledi,

.D O Gl G2 -1 DG1 DGQ -1
o=r| G o]|& alr-r | T ] ee

_ _ -1 Fl F2 D 0 =1 FlD 0
craa (5 2][7 aca [ 52 0]a aom

Takode,

1| iDGy Fi1DGo _
G=@ l DG, F3DGy ]

Na osnovu (2.66) sledi da je
FIDG,=D"', FDGy,=U i F3DG, =V.

Iz prve jednacine sledi da su F; i GG invertibilne matrice i 1D = D_lGl_l.
Vazi da je DGy = F{'U = DGDU i F3D = VG{'. Zamenom u (2.68) i
(2.69) za G = L, proizilazi (2.67).
Sa druge strane, pretpostavimo da (2.67) vazi. Tada je AAVB = B i
C =CAWA, ako je A unutrasnji generalisani inverz od A, dat sa
D7t 0
A0 =@ P,
@ 0 0

Sada, na osnovu Teoreme 2.6.1, postoji resenje X = C A B jednacine (2.64).
Koristeéi (2.67), jednostavno sledi da je X = CAVB = A,

U specialnom sluc¢aju U = V = 0, refleksivni inverz matrice A jeste

A=t [ Do_l 8 ] Pl (2.70)

Posledica Teoreme 2.6.2 jeste rezultat [Theorem 3, [91]],

Posledica 2.6.1 [91] Neka je A€ C™*", Be C"™ ™ C e C™", X € C™*™
i matrice A i A" date sa (2.65) i (2.70), redom. Tada je X = A" resenje
jednacine (2.64) ako i samo ako je

DL 0

0o (2.71)

B:p[

]Pl i C:QllDlL1 O]Q,

0 0

za neku nesingularnu matricu L € C™*".
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Neka je data sledeca singilarna dekompozicija matrice A € C7"*™ :

D
A=M 0 N*, (2.72)
0 0
gde su M € C™*™ i N € C™" unitarne, a D € C"*" realna pozitivno
definitna dijagonalna matrica. Na osnovu Teoreme 2.6.2 sledi rezultat iz [[52],

Theorem 2.

Posledica 2.6.2 [52] Neka je matrica A € C™*™ data sa (2.72) i B € C™*™,
C e o™, X € C™™, Tada, X = AT je resenje jednacine (2.64) ako i samo

ako je

DL 0

0 o (2.73)

B=M
l 0 0

—17-1
]M* ; C’—N[D L O]N*,

za neku nesingularnu matricu L € C™".

Dokaz: Zamenom P = M i Q = N* u (2.65), sledi da matrica A ima
D!t 0

reprezentaciju (2.72) i u tom sluéaju AT = N 0 0

] M* je oblika (2.70).

Dakle, rezultat sledi na osnovu Posledice 2.6.1.

Obzirom da su pretpostavljeni potrebni i dovoljni uslovi da refleksivni i
Moore-Penroseov inverz matrice A budu resenja jednacine (2.64), namece se
pitanje:

Kada je X = A? resenje jednacine (2.64)?

Najpre, pretpostavimo da je A € C7*" i da je ind(A) = 1. U ovom
slucaju postoje nesingularne matrice P € C™"*™ i D € C™*" tako da je

A=P l D0 ] pPL (2.74)
0 0

Vazi sledeéi rezultat:



2.6 Blok-rang jednacine 83

Teorema 2.6.3 Neka je matrica A € CI'™ (ind(A) = 1) data sa (2.74) i
neka su B,C,X € C™". Tada je X = A¥ resenje jednacine (2.64) ako i
samo ako je

DL 0

0o (2.75)

por|

—17-1
]Pl i(?:])[D L O]PH

0 0

za neku nesingularnu matricu L € C™*".

Dokaz: Za ovako datu matricu A, vazi da je

-1
0 0

te rezultat sledi neposredno na osnovu Posledice 2.6.1, pod pretpostavkom
Q=P
Ova teorema predstavlja glavni rezultat rada N.Thomea and Y. Weia

[[91], Theorem 2]. U ovoj disertaciji isti rezultat je posledica, dokazana krace
i jednostavnije.

Nadalje je razmatran opstiji slucaj za matricu A € C"*" indeksa ind(A) =
k > 1. Matrica A predstavljena je u slede¢em obliku:

M 0
A=p! P 2.
ERE a7

gde su P € C"™" M e C"" nesingularne matrice, a N € C(=")x(n=7) je
nilpotentna matrica za koju je N* = 0. Takode,

-1
At = p~1 M= 0 P.
0 0

Dokazan je naredni rezultat:

Teorema 2.6.4 Neka je A € C"*" (ind(A) = k) data sa (2.76) i B,C, X €
C™". Tada, X = A? je resenje jednacine (2.64) ako i samo ako postoje
matrice G1,Fy € C™", Go, Fy € O™ Gq Fy € C=1)X" j Gy Fy €
Cn=)x(=7) tako da je

MGy MG,
NG3 NGy

M FyN

B=p!
FsM  F,N

]P iC:Pll LD (2.77)
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FIMG1 + FyNGy
FIMGs+ NG, = 0,
F3MGy + F;NGs = 0,
F3MGy + FyNGy

Dokaz: Pretpostavimo da je X = A¢

(2.78)

resenje jednacine (2.64). Na osnovu

Teoreme 2.6.1 sledi da je R(B) C R(A) i R(C*) C R(A*), pa postoje matrice

GiF takodaje B=AGiC =FAiA%=CA'B. Neka je

_ G1 Gy _ B
PGP = PFP ! = )
Sada je
LI m oo G Gy | I MGy MG,
B=p! pP=p! P
K o v
i - -
O pl F B M 0 p_pl M F,N .
F3 Fy 0 N | | ’BM PN |

Kako je matrica A data sa (2.76), vazi

—1 —1
ad—pt | M 00 g pr | M 0 1 p
0 0 0 Nt
Dakle,
[ —1
Ad = p~1 M= 0 P
0 0
_P%_HM'BN M=t 0 MGy MGy |
a | FsM FyN 0 Nt NGs NGy
_PA'EM@+@N@ F\MGy + F;NGy | o,
a i FsMG1+ FuNGs F3MGo + FyNG4 ’
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i na osnovu prethodnog sledi sistem matri¢nih jednacina

FIMGy + F;NGs = M1,
FIMGy + F,NG4 =0,
F3sMG, + FyNG3 =0,
F3sMGy + FyNG4 = 0.

Obratno, pretpostavimo da su matrice B i C' date sa (2.77). Lako je
proveriti da je AATB = B i C = CATA. Na osnovu Teoreme 2.6.1 proizilazi
daje X = C AT B regenje jednacine (2.64). Iz sistema (2.78) sledi da je CATB =
A? te je X = A? redenje jednacine (2.64).

Teorema 2.6.4 je uopstenje Teoreme 2.6.3.

Na kraju, dokazan je sledeéi rezultat.

Teorema 2.6.5 Neka je A € C™*" (ind(A) = k) data sa (2.76) i neka su
p,m,n pozitivni celi brojevi takvi da je m,n > k. Tada je X = A% resenje

jednacine

AP A ,
r l A x ] = r(AP), (2.79)

ako i samo ako je M™T"P = M1,

Dokaz: Pretpostavimo da je X = A¢ resenje jednacine (2.79). Tada je A% =
A (APYD A 15,

-1 m -p n
pot | MO MO M 0 1 M™ 0],
0 0 0 0 0 (N»D 0 0

(m+n—p)
p1 [ M 0 ] P
0 0

Dakle, M™+n=P = \f—1,
Sa druge strane, pretpostavimo da je M™+t"P = M~ Dokazaéemo

da postoji resenje jednacine (2.79), sto je ekvivalentno sa R(A"™) C R(AP) i
N(AP) C N(A™).



86 Glava 2: Schurov komplement

Ako je y € R(A™), tada postoji x tako da je y = A"z, tj.

MTL
y:P_ll 021]7 gde je P:E:[ZI].

<2
Kako je
) P MP 0 MP—n) 4,
0 NP 0 ’
(p—n)
sledi da je y = AP2/, za 2/ = P! M 0 A Dakle, R(A"™) C R(AP).

Analogno se dokazuje da je N(AP) C N(A™). Koristedi izratunavanje iz prvog
dela dokaza, proizilazi da je X = A¢ reSenje jednacine (2.79).

Tvrdenje Teoreme 2.6.5 vazi ako se n i m zamene sa f(n) i g(m), gde su
f 1 g proizvoljne pozitivne funkcije.

Neposredne posledice prethodne teoreme jesu sledeéi rezultati.

Posledica 2.6.3 Neka je A € C™*" (ind(A) = k) data sa (2.76) i neka su
p, m,n pozitivni celi brojevi takvi da je m,n >k i m+n =p— 1. Tada je
X = A? resenje jednacine (2.79).

Posledica 2.6.4 Ako je A € C™*"™, tada je

(20+1) 4l
' ([ AAl jd D = r(ABD),

gde je | > ind(A) proizvoljan ceo broj.

Posledica 2.6.5 Neka je A € C™*" jind(A) = 1. Tada vazi

3
(% &)



Glava 3

Dodatak

U ovom poglavlju izlozeni su radovi u svom originalnom obliku, koji su pri-
hvaéeni za publikovanje sa izveStajima recezenata, kao i oni koji su poslati u
odgovaraju¢e matematicke casopise i ¢ije se recenzije ocekuju.
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