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Predgovor

Moore-Penrose-ov inverz definisali su i ispitivali njegove osobine E. H.
Moore 1920. godine i R. Penrose 1955. godine [55], pa je u njihovu ¢ast
i dobio ime. 1958. godine Drazin-ov inverz u semigrupi i asocijativnom
prstenu prvi je predstavio M.P. Drazin [23].

Od sredine 50-ih godina proslog veka publikovano je preko 2000
naucnih radova iz oblasti uopstenih inverza. Dajemo kratak pregled
najvaznijih rezultata, relevantnih za ovu doktorsku disertaciju.

U radu [5], S.L. Campbell i C.D. Meyer istrazivali su Drazin-ov
inverz kompleksnih kvadratnih matrica 1979. godine.

R.E. Cline i T.N.E. Greville su prosirili pojam Drazin-ovog inverza
na pravougaone matrice definisanjem tezinskog Drazin-ovog inverza u
radu [11], 1980. godine. U radu [56], 1981. godine, S. Qiao prosiruje
pojam tezinskog Drazin-ovog inverza u teoriji ogranic¢enih linearnih
operatora izmedju Banach-ovih prostora.

M.Z. Nashed i Y. Zhao su prosirili pojam obi¢nog Drazin-ovog in-
verza na zatvorene linearne operatore u radu [53], 1992. godine.

Generalisani Drazin-ov inverz u Banach-ovoj algebri je definisao i
izucavao J.J. Koliha u [35], 1996. godine. J.J. Koliha i T.D. Tran su u
radu [41] definisali generalisani Drazin-ov inverz zatvorenog operatora
na Banach-ovom prostoru 2001. godine.

Uopstavanjem rezultata R.E. Cline-a i T.N.E. Greville-a u radu
[11], V. Rakocevi¢ i Y. Wei su definisali i istrazivali tezinski Drazin-ov
inverz ogranic¢enih linearnih operatora izmedju Banach-ovih i Hilbert-
ovih prostora [58], 2002. godine. U 2006. godini A. Daji¢ i J.J.
Koliha [14] su definisali i izucavali tezinski generalisani Drazin-ov inverz
ogranicenih linearnih operatora izmedju Banach-ovih prostora.

Drazin-ov inverz i generalisani Drazin-ov inverz imaju Siroku pri-
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menu, i to u teoriji linearnih jednacina, singularnim diferencijalnim i
diferencnim jednacinama, kriptografiji, teoriji optimalne kontrole,
lancima Markova, za odredjivanje resenja sistema linearnih jednacina
sa minimalnom normom, itd.

Ova doktorska disertacija se sastoji iz cetiri glave, a svaka glava ima
svoje odeljke.

U prvoj glavi, u odeljcima 1.1, 1.2 i 1.3, redom, dati su osnovni
pojmovi i stavovi o uopstenim inverzima u prstenu, u teoriji operatora
i teoriji kompleksnih matrica, koji se ¢esto koriste u ovom radu. U
ovoj glavi su dati poznati rezultati. Preostale glave sadrze rezultate iz
radova [46, 47, 48, 49, 50, 51, 52].

Druga glava se sastoji iz tri odeljka. Odeljci 2.1, 2.2 i 2.3 sadrze
brojne karakterizacije EP elemenata, normalnih i hermitskih eleme-
nata, redom, u prstenu sa involucijom u algebarskim terminima. Neke
od ovih karakterizacija pokazane su u radovima S. Cheng-a i Y. Tian-
a [10] ili O.M. Baksalary-a i G. Trenkler-a [1] za kompleksne ma-
trice koriséenjem ranga matice ili odgovarajuce dekompozicije matrice.
Analogni rezultati za ogranic¢ene linearne operatore na Hilbert-ovim
prostorim dokazani su u radovima D.S. Djordjeviéa [17] i D.S.
Djordjevi¢a i J.J. Koliha-e [18] pomoéu operatorskih matrica. Rezultati
odeljka 2.1 dokazani su u zajednickom radu sa D.S. Djordjeviéem i J.J.
Koliha-om [50], a odeljaka 2.2 i 2.3 u radu sa D.S. Djordjevi¢em [51].

U odeljku 3.1 definisani su tezinski i tezinski generalisani Drazin-ov
inverz u prstenu i proucavane su njihove osobine, dokazana je glavna
karakterizacija tezinskog generalisanog Drazin-ovog inverza u prstenu.
Data je matricna reprezentacija tezinski generalisanog Drazin inver-
tibilnog elementa u prstenu, pokazana u radu sa D.S. Djordjeviéem
[52]. Tezinski Drazin-ov inverz su predstavili i istrazivali V. Rakocevié
1Y. Wei u [58], a tezinski generalisani Drazin-ov inverz A. Daji¢ i J.
J. Koliha u [14]. Oba pomenuta rada razmatraju linearne ograni¢ene
operatore izmedju dva Banach-ova prostora. Sa malim izmenama nije
tesko videti da ti rezultati vaze i u Banach-ovoj algebri takodje, sto je
napomenuto na kraju ovog odeljka. U odeljku 3.2 definisani su tezinski
EP elementi u prstenu sa involucijom i data je njihova glavna karak-
terizacija, koja je takodje rezultat iz rada [52].

Odeljak 3.3 sadrzi aditivne osobine tezinskog generalisanog Drazin-
ovog inverza za ograni¢ene linearne operatore izmedju Banach-ovih
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prostora. Data je eksplicitna formula za tezinski generalisani Drazin-ov
inverz (A + B)*Y u funkciji od A, B, W, A4W B4W  pod odredjenim
uslovima za operatore A, B i W. R.E. Hartwig, G. Wang i Y. Wei su
proucavali izracunavanje Drazin-ovog inverza sume dve matrice u radu
[33]. D.S. Djordjevié¢ i Y. Wei uopstili su te rezultate za ogranicene li-
nearne operatore na Banach-ovim prostorima [21]. N. Castro-Gonzalez
i J.J. Koliha dokazali su aditivne rezultate za generalisani Drazin-ov
inverz za elemente Banach-ove algebre [7]. Rezultati predstavljeni u
ovom odeljku su pokazani u zajednicnom radu sa D.S. Djordjevicem
[47].

U odeljku 4.1 razmatran je apsolutni faktor uslovljenosti operatora
izmedju Hilbert-ovih prostora, koji je odredjen spoljasnjim inverzom
datog operatora. H. Diao, M. Qin i Y. Wei su dali eksplicitnu for-
mulu za izracunavanje faktora uslovljenosti spoljasnjeg Ag)s—reéenja
ogranicenog linearnog sistema za kompleksne matrice u [15]. U radu
[45] data je procena faktora uslovljenosti tezinskog Drazin-ovog resenja
linearnog sistema za linearne ogranicene operatore izmedju Hilbert-ovih
prostora. U radu [46] prosirili smo rezultate dokazane u [15] i [45] na
linearne ogranicene operatore izmedju Hilbert-ovih prostora, i te rezul-
tate prikazujemo u odeljku 4.1.

Na pocetku odeljka 4.2 predstavljena je eksplicitna formula za
izracunavanje faktora uslovljenosti W-tezinskog Drazin-ovog inverza
pravougaone matrice koris¢enjem Schur-ove dekompozicije i spektralne
norme. Pomocu spektralne norme i Frobenius-ove norme data je
karakterizacija relativnog faktora uslovljenosti W-tezinskog Drazin-
ovog inverza i faktora uslovljenosti nivoa-2 W-tezinskog Drazin-ovog
inverza. Predstavljena je i osetljivost W-tezinskog Drazin-ovog reSenja
linearnog sistema. Na kraju ovog odeljka data je struktuirana per-
turbacija W-tezinskog Drazin-ovog inverza. U radu [9], J. Chen i Z.
Xu proucavali su faktor uslovljenosti Drazin-ovog inverza i singularnog
linearnog sistema za matrice, pomoc¢u Schur-ove dekompozicije i spek-
tralne norme. Odeljak 4.2 sadrzi rezultate koji su objavljeni u radu sa
D.S. Djordjevi¢em [48] i oni predstavljaju uopstenje rezultata iz rada
[9].

U odeljku 4.3 data je formula za izracunavanje faktora uslovljenosti
kompleksne matrice, koji je odredjen spoljasnjim inverzom date ma-
trice. Koristili smo Schur-ovu dekompoziciju matrice. Data je i karak-



terizacija spektralnom normom i Frobenius-ovom normom relativnog
faktora uslovljenosti generalisanog inverza. Razmatrana je osetljivost
uopstenog reSenja linearnog sistema, kao i struktuirana perturbacija
generalisanog inverza. U radu [15], H. Diao, M. Qin, Y. Wei su izucavali
faktor uslovljenosti generalisanog inverza i uopstenog resenja linearnog
sistema, koris¢éenjem Jordan-ovog kanonskog oblika i tzv. P@-norme.
Rezultati ovog odeljka su iz rada sa D.S. Djordjeviéem [49], i oni
prosiruju rezultate iz radova [48] i [15].

Zadovoljstvo mi je i cast sa se zahvalim mentoru profesoru
dr Draganu S. Djordjevi¢u na velikoj i svesrdnoj pomoé¢i koju mi je
pruzio u nauc¢nom radu, procenjujuci rezultate do kojih smo dolazili,
kao i na strpljenju i pomoé¢i koju mi je pruzio tokom izrade ove
disertacije, dajuéi korisne primedbe i sugestije.
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Glava 1

Uvod

1.1 Uopsteni inverzi u prstenu

Neka je R prsten sa jedinicom 1. Element x € R je inverz elementa
a € R ako je ax = za = 1 i tada kazemo da je element a invertibilan.
Inverz elementa a je oznacen sa a~!, a skup svih invertibilnih elementa
prstena R sa R~!. Element a € R je nilpotentan ako je a” = 0 za neko
n € N. Najmanje takvo n je indeks nilpotentnosti elementa a. Skup
svih nilpotentnih elementa u prstenu R oznacen je sa R™. Element
p € R je idempotent ako je p* = p. Skup svih idempotenata u R
oznacavamo sa R°.

Definicija 1.1.1 Element a € R je reqularan ako ima unutrasnji in-
verz x, tj. ako postoji v € R tako da je axa = a.

Proizvoljan unutrsnji inverz elementa a oznacavamo sa a~, a skup
svih regularnih elemenata u prstenu R sa R~. Uo¢imodaje R"! C R~.

Definicija 1.1.2 Neka su a,x € R. Ako je raxr = =z, tada je x
spoljasnyi inverz od a.

Definicija 1.1.3 Ako je x € R unutrasngi i spoljasnji inverz od a € R,
tada se x naziva refleksivni generalisani inverz od a.

Ako je z unutrsnji inverz elementa a € R, lako se proverava da je
tada zax refleksivni generalisani inverz od a. Prema tome regularni
element u prstenu uvek ima refleksivni generalisani inverz.
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Definicija 1.1.4 Neka je a € R. Drazin-ov inverz od a je element
x € R koji zadovoljava sledece uslove:

ar = xa, rar = x, alax — 1) € R™.

Ako postoji Drazin-ov inverz = elementa a, onda je on jedinstven i
oznacava se sa a” i tada kazemo da je element a Drazin invertibilan.
Skup svih Drazin invertibilnih elemenata u prstenu R oznacen je sa
RP. Uslov a(az—1) € R™ je ekvivalentan sa a™'x = a™ za neki nene-
gativan ceo broj n. Najmanji nenegativan ceo broj n koji zadovoljava
prethodni uslov je Drazin-ov indeks elementa a.

Za element b € R skup komutativnih i skup dvostruko komutativnih
elemenata sa b, respektivno, su definisani na slede¢i nacin:

comm(b) = {x € R : bx = zb},
comm?(b) = {x € R : zy = yx za svako y € comm(b)}.

U radu [29], R.E. Harte je definisao kvazinilpotentne elemente u
prstenu R sledeci nacin:

Definicija 1.1.5 FElement a € R je kvazinilpotentan, ako je 1 + xa €
R, za svako x € comm(a).

Koristiéemo simbol R da ozna¢imo skup svih kvazinilpotentnih
elemenata u R.
U sledecoj definiciji predstavljeni su kvazipolarni elementi u prstenu.

Definicija 1.1.6 [39] Element a € R je kvazipolaran ako postoji ele-
ment p € R takav da je

P’ =p, p € comm?(a), ap € R, a+peR L

Ako je a kvazipolaran element i ap € R™ sa indeksom nilpotent-
nosti k, onda je a polaran element reda k. Element p, odredjen uslovima
u prethodnoj definiciji, naziva se spektralni idempotent elementa a i
oznacava se sa a”.
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Definicija 1.1.7 Neka je a € R. Generalisani Drazin-ov inverz (ili
g-Drazin-ov inverz) od a je element v € R koji zadovoljava sledece
uslove:

r € comm?(a), zax =z, alax—1)e RM,

Ako generalisani Drazin-ov inverz od a postoji, onda je on jedinstven
i oznacava se sa a?, a element a je generalisani Drazin invertibilan (ili
¢-Drazin invertibilan). Ako je a(ax — 1) € R™! onda je a Drazin
invertibilan element i a® = a”. Ako je a polaran element u prstenu ili
je element u Banach-ovoj algebri, onda je dovoljno pretpostaviti da je
r € comm(a) umesto da je z € comm?(a). Sa R? oznatavamo skup
svih generalisanih Drazin invertibilnih elementa u R.

U sledecoj teoremi data je ekvivalencija izmedju kvazipolarnih ele-
menata i g-Drazin invertibilnih elemenata u prstenu R.

Teorema 1.1.1 [39] Element a € R je generalisani Drazin invertibilan
ako i samo ako je element a kvazipolaran. U ovom slucaju a € R ima
jedinstveni generalisani Drazin-ov inverz a® dat pomocu jednakosti

a’ = (a+a™) (1 —a").

Na osnovu prethodne teoreme je a”™ jedinstveni spektralni idempotent
odaia™ =1-—aa
g-Drazin-ov indeks ind(a) kvazipolarnog elementa a € R definisan

je na sledeci nacin:

0, ako je a € R71,
ind(a) =< k, ako je a(ax — 1) nilpotent indeksa k € N,
00, u ostalim slucajevima.

Ako je ind(a) = 0, onda je a invertibilan element i a? = a=t. Ako je
ind(a) = 1, g-Drazin-ov inverz od a se naziva grupni inverz i oznacava
sa a”. Skup svih elemenata koji imaju grupni inverz u R je oznacen
sa R*. Uo¢imo da je ¢g-Drazin-ov indeks od a € R kona¢an ako i samo
ako je element a polaran. Dakle, svaki polaran element je g¢-Drazin
invertibilan, ali kvazipolaran element ima Drazin-ov inverz ako i samo
ako je njegov indeks konacan. Primetimo da je

R'CR* CRP CRY
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Operatorske matrice su korisna stvar u istrazivanjima Drazin-ove
invertibilnosti ograni¢enih linearnih operatora na Banach-ovim pro-
storima. U prstenima mozemo koristiti idempotente kako bi predstavili
elemente u matricnom obliku. Neka jea € Rip,q € R*. Tada mozemo
zapisati

a = paq+ pa(l —q) + (1 —plag+ (1 — p)a(l — q)

i koristiti oznake

ay = paq, ap =pa(l—q), an = (1-plag, ayx = (1-pla(l—q).
Prema tome, elementi p,q € R® indukuju reprezentaciju proizvoljnog

elementa a € R, koja je data na slede¢i na¢in pomoc¢u matrica:

a =

paq pa(l - C]) _ | Gun Q12
(1 - p)aq (1 - p)a(l - Q) v Q21 Q22 pq'

)

Poznato je da a € R? moze biti predstavljen na sledeéi naéin

pomocu matrica
a4 — [ aq 0
1 0 a ’
2 Ipp

u odnosu na p = aa? = 1 — a™, gde je a™ spektralni idempotent od a.
Tada je a; invertibilan u pRp i as je kvazinilpotentan u (1 —p)R(1—p).
Sada je generalisani Drazin-ov inverz od a dat sa

—1
d__ | &1 0
“‘[0 0] '
p,p

),

Involucija je preslikavanje a +— a* u prstenu R za koje vazi
(@) =a, (a+b)*=a"+b* (ab)*=0b"a", 0" =0, 1" = 1.

Element a € R koji zadovoljava jednakost aa* = a*a naziva se
normalan. Element a € R koji zadovoljava jednakost a* = a naziva se
hermitski (ili simetrican).
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Definicija 1.1.8 Neka je R prsten sa involucijon i neka je a € R.
Element b € R je Moore-Penrose-ov inverz (ili MP-inverz) od a, ako
zadovoljava sledece jednakosti:

aba =a, bab=>5b, (ab)*=ab, (ba)* = ba.

Ako postoji element b, onda je on jedinstven, ([13]), i oznacava se sa a',
a element a je Moore-Penrose invertibilan (ili MP-invertibilan). Skup
svih Moore-Penrose invertibilnih elementa u R biée oznaéen sa RT.

Definicija 1.1.9 Neka je R prsten sa involucijom i neka su e, f dva
invertibilna elementa uw R. Element a € R ima teZinski MP-inverz sa
tezinama e, f ako postoji element b € R tako da je

aba =a, bab=>, (eba)* =eba, (fab)" = fab.

Element ¢ € R moze imati najvise jedan tezinski MP-inverz sa
tezinama e, f [13]. Jedinstveni tezinski MP-inverz sa tezinama e, f,
bi¢e oznacen sa al} s> ako postoji. Skup svih tezinskih MP-invertibinih
elemenata u R sa tezinama e, f bi¢e oznacen sa Rl s

Definicija 1.1.10 Element a € R je *-skrativ ako
a'ar=0=ar=0 1 zaa"=0= za=0. (1.1)

Primenom involucije na (1.1), uocavamo da je element a *-skrativ
ako 1 samo ako je a* *-skrativ. U C*-algebri svi elementi su *-skrativi.

Teorema 1.1.2 [39] Neka je a € R. Tada je a € RY ako i samo ako
je a *-skrativ i a*a ima grupni inverz.

Teorema 1.1.3 [39] Neka je R prsten sa involucijom. Tada je a gene-
ralisani Drazin invertibilan element ako i samo ako je a* generalisani
Drazin invertibilan element. U ovom slucaju je (a*)® = (a?)*.

Teorema 1.1.4 [20] Za a € R sledece jednakosti vaZe:

(a) (a)' = a;
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(b) ()7 = (al)";

() (a*a)t = al(al);

(d) (aa*)t = (a')*al;
)
)
)

f) a* = a'aa* = a*aa’;

~~

(g) a' = (a*a)Ta* = a*(aa*)! = (a*a)?a* = a*(aa*)¥;
(h) (a") = a(a*a)’ = (aa*)ta.
U nastavku koristi¢emo sledeéu definiciju EP elementa [39].

Definicija 1.1.11 FElement a u prstenu R sa involucijom je EP ako je
a € R*NRIia” =al

Slededi rezultat je pokazan u radu [39].

Teorema 1.1.5 Element a € R je EP ako i samo ako za a postoji
grupni inverz i jedan od sledecih ekvivalentnih uslova vazi:

(a) a”a je simetrican element;
(b) (a#)" = aa®(a®)*;
(c) (a%)* = (a®)*a*a;

)

(d) a#(a™)* = a™(a™)*.

1.2 Uopsteni inverzi operatora

Neka su X i Y proizvoljni Banach-ovi prostori. Oznac¢imo sa B(X,Y)
skup svih ogranicenih linearnih operatora iz X u Y, a sa B(X) skup
svih ogranicenih linearnih operatora iz X u X. Neka je A € B(X,Y).
Nula prostor (nulti prostor ili jezgro) operatora A, oznacava se sa N(A),
ijeste N(A) = {x € X : Az = 0}. Slika operatora A, oznacava se sa
R(A), ijeste R(A) = {Ax:z € X}.
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Definicija 1.2.1 Neka je A € B(X,Y). Ako postoji operator B €
B(Y,X) tako da je ABA = A, onda je B unutrasnji inverz operatora
A, a operator A je reqularan.

Ako je BAB = B zaneko B € B(Y, X), B # 0, onda je B spoljasnji
inverz operatora A.

Ako je B € B(Y, X) unutrasnji i spoljasnji inverz operatora A, tada
je B refleksivni generalisani inverz od A.

Operator A € B(X,Y') je regularan ako i samo ako su N(A) i R(A)
zatvoreni i komplementarni potprostori od X i Y, respektivno. Ako su
X 1Y Hibert-ovi prostori, tada je A regularan ako i samo ako je R(A)
zatvoren. Unutrasnji inverz operatora nije jedinstven ako fiksiramo
sliku i jezgro kod unutrasnjeg inverza. Refleksivni generalisani inverz
je jedinstveno odredjen svojom slikom i nula prostorom. Ovo je takodje
osobina spoljasnjeg inverza.

Nenula operator A € B(X,Y) uvek ima nenula spoljasnji inverz B €
B(Y,X). Ako je BAB =B, T =R(B)iS = N(B), tada je B poznat
kao Agg generalisani inverz od A. Za date potprostore T'od X i S od

Y, postoji generalisani inverz A% )s od A ako i samo ako su zadovoljeni
slededi uslovi: T', S'i A(T) su zatvoreni komplementarni potprostori od
X, Y 1Y respektivno, restrikcija Ay = A|p : T — A(T) je invertibilan
operator i A(T)® S =Y. U tom slucaju generalisani inverz Ag)s je
jedinstveno odredjen i oznake su opravdane. Sledeca jednakost vazi
T = R(AY%) = R(A7%A). Dakle, oznacavamo T) = N(AT5A) C X i
S;1 = A(T) C Y. Sada sledi da je

X:T@Tl and Yle@S
Matri¢na dekompozicija operatora A je sledeceg oblika:
A0 | T S
a4 01T [8] oa

pri ¢emu je A; € B(T,S;) invertibilan operator. Lako se proverava da

je sada
@ ATV 0] | S T
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Koristicemo simbol B(X,Y)rs da oznac¢imo skup svih operatora

A€ B(X,Y), takvih da A(T2)s postoji. Ovde pretpostavljamo da su 7' i
S, respektivno, zatvoreni podskupovi od X i Y.

Teorema 1.2.1 [22] Neka za operator A € B(X,Y) i zatvorene potpro-
store T'C X 1S CY postoji spoljasnji inverz Ag?)s € B(Y, X). Tada
su sledeca tvrdjenja ekvivalentna:
(a) Postoji spoljasnji inverz B(TQL € B(Y,X), koji zadovoljava
AAY = BBy i AYsA = BYLB.

(b) BAg)SA = AA%)SB i postoji spoljasnji inverz (BA&?)SA);Q)S
(c) BA&%)SA = AAg)SB i+ Ag)S(B — A) je invertibilan.
Dalje, ako su prethodna tvrdjenja zadovoljena, tada je
By = [ + ATs(B — A) AT,

Sa p(A), o(A) i r(A) oznacimo rezolventni skup, spektar i spek-
tralni radijus operatora A € B(X), respektivno. Skupove svih izolo-
vanih tacaka i tacaka nagomilavanja spektra obelezavamo sa iso o(A)
i acc 0(A). Ako je A € p(A), onda je R()\; A) = (A[ — A)~! rezolventa
od A.

Neka je A Banach-ova algebra. Jednostavno je u algebri A preneti
pojmove uopstene invertibilnosti, koje smo opisali u prstenima.

U Banach-ovoj algebri A vazi sledec¢a karakterizacija kvazinilpotent-
nih elemenata [29]:

a € A" & lim |ja"]*/" = 0.
n—oo

Prema tome, u Banach-ovoj algebri B(X) je operator A kvazinilpo-
tentan ako i samo ako je r(A) = 0, odnosno o(A) = 0.

Lema 1.2.1 [28, 35] Neka je A Banach-ova algebra. Tada je element
a € A kvazipolaran (polaran) ako i samo ako postoji b € A tako da je

ab = ba, bab = b, a —aba € A™ (a — aba € A™).

Element b, ako postoji, jeste jedinstven.



1.2. UOPSTENI INVERZI OPERATORA 9

U tom slucaju, b je generalisani Drazin-ov inverz ili Koliha-Drazin-ov
inverz od a u Banach-ovoj algebri A i oznacava sa a.

Operator A € B(X) je ¢g-Drazin invertibilan ako i samo je operator
A kvazipolaran, odnosno, ako i samo ako 0 ¢ acc o(A).

Neka je A € B(X). Uspon operatora A, oznacen sa asc(A), je
najmanji nenegativan ceo broj n takav da je N(T™) = N(T™*), ili je
asc(A) = oo ukoliko takav broj n ne postoji. Analogno, pad operatora
A, oznagen sa dsc(A), je najmanji nenegativan ceo broj n takav da je
R(T™) = R(T™™), ili je dsc(A) = oo ukoliko takav broj n ne postoji.

Operator A € B(X) je Drazin invertibilan ako i samo ako su uspon
i pad operatora A konaé¢ni brojevi. U tom slucaju je n = ind(A) =
asc(A) = dsc(A), potprostori R(A*) i N(AF) su zatvoreni i prostor X
je njihova topologka direktna suma, tj. X = R(A*) @& N(A*).

Definicija 1.2.2 Neka su A € B(X,Y) i W € B(Y, X) nenula opera-
tori. Ako postoji neki operator B € B(X,Y') koji zadovoljava jednakosti

(AW BW = (AW)*, BWAWB = B, AW B = BW A,

za neki nenegativan ceo broj k, tada se B naziva W-teZinski Drazin-ov
inverz od A i oznacen je sa B = APW .

Ako postoji APW | tada je operator A W-Drazin invertibilan i AP"W
mora biti jedinstven [58, 59, 61]. Akoje X =Y, Ae B(X)iW =1,
tada je B = AP, uobicajeni Drazin-ov inverz od A.

Neka je sa By (X,Y) oznacen prostor B(X,Y) sanbdeven
mnozenjem A x B = AWB i normom ||A|lw = ||[A]|||W]. Tada je
By (X,Y) Banach-ova algebra [14]. By (X,Y) ima jedinicu ako i samo
ako je operator W invertibilan, i u tom slucaju je W~=! jedinica.

Definicija 1.2.3 [14] Neka je W € B(Y, X) fiksirani nenula operator.
Operator A € B(X,Y) je Wg—Drazin invertibilan ako je A kvazipolaran
u Banacho-voj algebri By (X,Y). Wg—Drazin-ov inverz (ili W -teZinski
g-Drazin-ov inverz) AW od A je tada definisan kao g—Drazin-ov inverz
B od A u Banach-ovoj algebri By (X,Y'). Polarni element u By (X,Y)
se naziva W -Drazin invertibilan, sa W -Drazin-ovim inverzom APW =

B.
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W g-Drazin-ov inverz A4W operatora A € B(X,Y) je jedinstven,
ako postoji, na osnovu jedinstvenosti g-Drazin-ovog inverza od A u
Banach-ovoj algebri By (X, Y).

Podsetimo se da ako je W € B(Y, X) fiksirani nenula operator i
A € B(X,Y), onda su sledeéi uslovi ekvivalentni [14]:

(1) A je Wg-Drazin invertibilan operator,
(2) AW je kvazipolaran operator u B(Y) i (AW)¢ = AW,
(3) WA je kvazipolar operator u B(X) i (WA)4 = WA4W .
W g-Drazin-ov inverz A" od A onda zadovoljava
ARV (AW)2A = A((W A

Na osnovu rada [14] poznata je slede¢a dekompozicija W-tezinskog
¢-Drazin-ovog inverza operatora.

Teorema 1.2.2 Neka je A € B(X,Y) i W € B(Y,X)\{0}. Tada
operator A je W g-Drazin invertibilan ako i samo ako postoje direktne
topoloske sume X = X1 ® Xo, Y =Y, @ Y, tako da je

A=A & A, W =W, ® W, (1.4)

gde A; € B(X,,Y;), W; € B(Y;, X;), pri cemu su Ay, Wy invertibilni,
a WhAs i AWy kvazinilpotentni uw B(Xs) i B(Ys), respektivno.

W g-Drazin-ov inverz operatora A je dat na sledeci nacin
AD’W = (WlAlwl)il @0 (15)
gde (W1A1W1)_1 S B(X17}/1> 10 € B(XQ,}@)

U nastavku ovog odeljka su dati ranije dokazani aditivni rezultati
koji ¢e nam biti potrebni.

Lema 1.2.2 [21] Ako su A € B(X) i B € B(Y) g—Drazin invertibilni,
CeB(Y,X)iDeB(X,Y), tada su

w-a5] ove[h 8]
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takodje g—Drazin invertibilni 1
Al S At 0
d _ d _
w5 n]oe=ln )
pri cemu je

S = (A% [i(Ad)"CB”] (I — BBY) +

n=0

+ (I —AA%) [Z A"C(B ] 9?2 — ACB?

R = (B%? [i(Bd)”DA”] (I — AA%) +

n=0

+ (I-BBY [ZB“ ]Ad) — B'DA".

Lema 1.2.3 [21] Ako su P,Q € B(X) kvazinilpotentni i PQ = 0 ili
PQ = QP, tada je P+Q takodje kvazinilpotentan. Dakle, (P+Q)? = 0

Lema 1.2.4 [21] Ako je P € B(X) g-Drazin invertibilan, Q) € B(X)
kvazinilpotentan i PQ = 0, tada je P 4+ Q) g—Drazin invertibilan i

P + Q ZQZ Pd H—l
=0

Lema 1.2.5 Neka je A kompleksna Banach-ova algebra sa jedinicom 1
i neka je p idempotent uw A. Ako je x € pAp, tada je opay(x) = oa(x),
gde o 4(x) oznacava spektar elementa x u algebri A, a o,4,(2) 0znacava
spektar elementa x u algebri pAp.

Definicija 1.2.4 Neka su X i Y Hilbert-ovi prostori i A € B(X,Y).
Moore-Penrose-ov inverz od A je jedinstven operator At € B(Y, X) koji
zadovolja sledece jednakosti:

AATA = A, ATAAN = AT, (AAD) = AAT, (ATA)* = AlA.
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Moore-Penrose-ov inverz operatora A € B(X,Y") postoji ako i samo
ako je R(A) zatvoren potrostor.

Teorema 1.2.3 Neka su X 1Y Hilbert-ovi prostori, i neka su operatori
E e B(Y) i F € B(X) pozitivni (i invertibilni). Ako A € B(X,Y) ima
zatvorenu sliku, tada postoji jedinstven operator AE r € B(Y,X) koji
zadovolja sledece jednakosti:

AAp pA= A, AL pAAL p = App,

(BAAL ;) = BEAAY p,  (FAL pA)" = FAL LA,

Operator AE 7 Je tezinski Moore-Penrose-ov inverz od A.

1.3 Uopsteni inverzi kompleksnih matrica

Neka je C™*® skup m x n kompleksnih matrica. Sa rank(A), AT, A*,
R(A) 1 N(A) oznacavamo rang, transponovanu matricu, konjugovano
transponovanu matricu, sliku (prostor kolona) i jezgro, respektivno,
matrice A € C™*™,

Neka je A € C™". Tada najmanji nenegativan ceo broj k, koji
zadovoljava jedankost rank(A*) = rank(A¥), jeste indeks od A i
oznacen je sa ind(A).

Definicija 1.3.1 Neka je A € C™™. Matrica X € C™™ koja zado-
voljava jednakost AXA = A je {1}—inverz od A i oznacava se sa

X = AW,

Definicija 1.3.2 Neka je A € C™*™ ranga r, neka je T potprostor od
C" dimenzije s < r, i neka je S potprostor od C™ dimenzije m — s.
Ako matrica X € C™™ zadovoljava uslove

XAX =X, R(X)=T, N(X)=S8,

tada je X spoljasngi inverz ili generalisani inverz od A i oznacava sa
X = AP
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Glavna karakterizacija A(T% )S—generalisanog inverza je data u sledecoj
lemi.

Lema 1.3.1 [2] Neka je A € C™™ ranga r, neka je T' potprostor od
C™ dimenzije s < r, i neka je S potprostor od C™ dimenzije m — s.
Tada A ima spoljasnji inverz X takav da je R(X) =T i N(X) =S
ako i samo ako je AT &S = C™, u tom slucaju je X = Agg)s jedinstven.

Takodje su nam potrebni i naredni rezultati.

Lema 1.3.2 [62] Neka je A € C™*™ ranga r, neka je T potprostor od
C™ dimenzije s < r, i neka je S potprostor od C™ dimenzije m — s.
Dalje, pretpostavimo da za G € C™™ vazi R(G) =T i N(G) = S.
Ako A ima spoljasnji inverz Ag)s, tada je ind(AG) = ind(GA) = 1.
Dalje, sledi da je

AP, = (GA*G = G(AG)*. (1.6)
Lema 1.3.3 [44] Ako A zadovoljava uslove Leme 1.3.2, tada je
rank(AG) = rank(GA) = rank(G).
Definicija 1.3.3 Neka je A € C™™. Ako je ind(A) = k, tada postoji
jedinstvena matrica AP € C™® koja zadovoljava sledeée jednakosti:
APAP A = AR APAAP = AP AAP = AP A,
i predstavlja Drazin-ov inverz matrice A.

Ako je ind(A) = 1, onda matrica A ima grupni inverz AP koji
oznacavamo sa A7. U tom slucaju, prva jednakost u Definiciji 1.3.1 je
oblika AA#A = A. Dalje, ind(A) = 0 ako i samo ako je matrica A
invertibilna, i u tom slucaju je A~! = AP. Primetimo da se u teoriji
matrica generalisani Drazin-ov inverz svodi na obican Drazin-ov inverz.

Definicija 1.3.4 Neka je A € C™™ ¢ W € C™™. Ako je k =
ind(AW), tada je APW = X € C™® jedinstven W -tezinski Drazin-ov
inverz od A ako je

(AWFLXW = (AW, XWAWX =X, AWX = XWA.
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Ako je A € C™™ i W = I,, onda je X = APobican Drazin-ov
inverz od A.

Neka je A € C™™ i W € C™™. Tada tezinski W-Drazin-ov inverz
APW od A ima sledeée osobine:

AP = [(AW)PPA = A[(WA)P),

R(APW) = R((AW)"),  N(APW) = N((WA)"),
rank((AW)*) = rank((W A)*),
gde je k = max{ind(AW),ind(W A)}.

Definicija 1.3.5 Neka je A € C™*". Moore-Penrose-ov inverz ma-
trice A je jedinstvena matrica AT € C™™ takva da je

AATA= A, ATAAT = AT, (AAT) = AAT, (ATA)* = ATA.
Moore-Penrose-ov inverz matrice uvek postoji.

Definicija 1.3.6 Neka je A € C™™ i neka su E i@ F hermitske pozi-
tivne matrice reda m i n, respektivno. Tezinski Moore-Penrose-ov in-
verz matrice A je jedinstvena matrica Atﬂ € C™™ takva da je

AAL p A=A, Al pAAL L =ALL,
(BAAL )" = EAAL p,  (FALpA)* = FAp pA.

Tezinski Moore-Penrose-ov inverz AE’ » je generalizacija Moore-
Penrose-ov inverz A'. Ako je E = I, i N = I,,, tada je A}m,ln = A,



Glava 2

Hermitski, normalni i EP
elementi

2.1 EP elementi u prstenu sa involucijom

EP matrice i EP linearni operatori na Banach-ovim ili Hilbert-ovim
prostorima istrazivani su od strane mnogih autora (videti, na primer,
1, 2, 3, 4, 10, 16, 17, 18, 19, 20, 24, 31, 37, 38, 42], EP znaci "equal
power”). U ovom odeljku koristimo osobine prstena sa involucijom
da istrazimo EP elemente, dokazujemo nove karakterizacije, i na drugi
nacin dokazujemo veé¢ postojece karakterizacije.

U ovom odeljku data je karakterizacija EP elemenata u prstenu sa
involucijom pomocu uslova koji sadrze njihov grupni i Moore—Penrose-
ov inverz. Neki od ovih rezultata su dokazani u radu S. Cheng-a i Y.
Tian-a [10], ili u radu O.M. Baksalary-a i G. Trenkler-a [1] za komplek-
sne matrice, koris¢enjem uglavnom ranga matrice ili druge konacno
dimenzionalne metode. Analogni rezultati su dokazani u radovima
D.S. Djordjevié¢a [17] i D.S. Djordjevica i J.J. Kolihe [18] za linearne
operatore na Hilbert-ovim prostorima, koris¢enjem operatorskih ma-
trica. U nastavku pokazujemo da ni rang (u kona¢no dimenzionalnom
slu¢aju) ni osobine operatorskih matrica (u beskona¢no dimenzional-
nom sluéaju) nisu neophodne za karakterizaciju EP elemenata. Rezul-
tati ovog odeljka objavljeni su u zajednickom radu sa D.S. Djordjevi¢em

i J.J. Koliha-om [50].

15
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EP elementi su vrlo vazni jer njih karakterise komutativnost sa
Moore—Penrose-ovim inverzom. Sledeéi rezultat je dobro poznat za
matrice, operatore na Hilbert-ovom prostoru i elemente C*-algebre, a
takodje je tacan u prstenu sa involucijom:

Lema 2.1.1 Element a € R je EP ako i samo ako je a € R' i aal =
T
a'a.

Primetimo da je a € R* N'R' ako i samo ako je a* € R* NRT, te je
a EP ako i samo ako je a* EP. Za ostale komentare u vezi sa definicijom
EP elemenata videti poslednji deo ovog odeljka.

U sledecoj teoremi predstavljamo 34 potrebnih i dovoljnih uslova
da element a u prstenu sa involucijom bude EP. Ovi uslovi su dobro
poznati u specijalnim slucajevima kao Sto su matrice i operatori na

Hilbert-ovim prostorima ([1], [10], [17] i [18]).

Teorema 2.1.1 Element a € R je EP ako i samo ako je a € R* NRT
i jedan od sledecih ekvivalentnih uslova je zadovoljen:

(i) aa'a” = a'a”a;
(ii) aa’a® = a*aa';
(iii) a*aa™ = a*;
(iv) aa®a* = a*aa”;
(v) aa”a’ = a'aa™;
(vi) aa”a’ = a*ala;
(vii) a'aa® = a*ala;
(viii) (a')?a® = a'a®a’;
) alatat = a#(ah)?;
) af(a#)? = atatat;
)

al(@#)? = (a*)%al;

(ix
(x

(xi
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(a?)?a’ = a*ala¥;
a(a")? = a¥;

a*a’ = a*a”;

ata* = a*a*;

ata' = a”al;

ala’ = a'a®;

i) (af)? = (a®)*

aaal = a*;

a*a’ = (a™)?;

da* = (a#)?;

alaa® = al;

atala = al;

aa'a*a = a*aaa’;

a'aaa* = aa*a’a;

i) aa'(aa* — a*a) = (aa* — a*a)aa’;

i) a'a(aa* — a*a) = (aa* — a*a)a’a;

a*a®a + aa’a* = 2a*;

a'a”a + aa”a’ = 2a';

aaa’ + alaa = 2a;

aaa’ + (aaa’)* = a + a*;

alaa + (a'aa)* = a + a*;

CL(ITCZ =a CLQT
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(xxxiv) a*a'a = a'aa*.

Dokaz. Ako je element a EP, tada on komutira sa svojim Moore—
Penrose-ovim inverzom i a” = af. U tom slu¢aju nije tesko proveriti
da su uslovi (i)-(xxxiv) zadovoljeni.

U suprotnom, pretpostavimo da je a € R¥ N Rf. Znamo da je
a € R* NRI ako i samo ako je a* € R*¥ NR' i da je a EP element
ako i samo ako je a* EP element. Da bi zakljucili da je element a EP,
pokazac¢emo da je jedan od uslova Teoreme 1.1.5 zadovoljen, ili da ele-
ment a ili a* zadovoljava jedan od prethodno ve¢ dokazanih uslova ove
teoreme. Ako element a* zadovoljava jedan od prethodno veé¢ dokazanih
uslova ove teoreme, tada je a* EP element, pa je takodje i a EP element.

(i) Iz pretpostavke aa'a® = a’a*a sledi jednakost

aa® = aa'aa® = (aa'a®)a = (a'a¥a)a = a'aa®a = d'a.

Kako je element a'a simetrican, onda sledi da je i element aa™ takodje
simetrican. Dakle, zadovoljen je uslov (i) Teoreme 1.1.5.
(ii) Na osnovu jednakosti aa’a® = aaa', sledi da je

aa® = aa®aa® = a*(a¥)? = aaata(a™)?

= a(aa’a®) = a(a®aa’) = aa'.

Posto je aa' simeti¢an element, onda je i aa™ takodje simetrican ele-
ment.
(iii) Ako je a*aa™ = a*, tada je
(aa®)* = (a¥)*a* = (a™)*(a*aa®) = (aa®)*aa®.
Kako je (aa™)*aa® simetrican element, onda je takav i element aa™.
(iv) Pretpostavimo da je aaa* = a*aa®. Zatim proizilazi da je
a* = (aa'a)* = a'aa* = a'alaa®a®)

(a'a)*(a*aa™) = a*aa™.

Dakle, uslov (iii) je zadovoljen.
(v) Primenjujuéi jednakost aa”a’ = a'aa®, sledi da je

a?a = a*aa'a = (aa”a)a = (a'aa™)a = d'a.
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Prema tome, a”a je simetri¢an element.
(vi) 1z jednakosti aaa’ = a*a'a sledi

#

a®a = aaa'a = a(a®a'a) = a(aa®a') = aa®aa’ = aa’.

Uocavamo da je sada element a*a simetri¢an.
(vii) Iz pretpostavke a'aa” = a#a'a sledi jednakost

aa = (a¥)%a® = (a¥)%aa‘aa = (a¥a'a)a = (a’aa®)a = d'a.

Dakle, a”a je simetrican element.
(viii) Na osnovu jednakost (a')?a? = ala*al, vazi

(aN2a® = ((a"2a®)aa® = (a'a®aaa® = o' (a¥)*aa’aa®
= a'(a®)%aa® = af(a¥)*.

Sada, iz prethodne jednakosti i uslova (viii), sledi da je

aa’al = aa(a®)?a’ = aaa'a(a®)?a’ = aaa’a®a’ = aa((a’)?a®)
= aa(a’(a®)?) = aaa’a(a®)?a” = aa(a”)?a”
= a(a®)? = a” = (a¥)%a = (a¥)%aa’a = a*a'a.

Dakle, uslov (vi) je zadovoljen.
(ix) Pretpostavimo da je afaa’ = a*(a')?. Primenjujuéi involuciju
na jednakost (ix), proizilazi

Kako je, na osnovu Teoreme 1.1.4 i Teoreme 1.1.3, (a')* = (a*)! i
(a?)* = (a*)¥, onda je

Prema tome, uslov (viii) vazi za a*.
(x) Koriséenjem jednakosti a'(a#)? = a#a'a”, sledi da je

ata = (a)%aa = (a¥)?ad’aa = a¥a'aa = (a*a’a™)a’a

(a'(a®)?)a® = a'a®a® = ala.
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Dakle, element a*a je simetrican.
(xi) Koristeé¢i pretpostavku a'(a#)? = (a¥)2al, vazi
o = (a)%a® = (a¥)3ad’aa® = ((a¥)*a)a® = (a'(a¥)?)a®

CLT&#CL2 = &TCL.

a

Zakljuéujemo da je sada element a”a simetrican.
(xii) Pretpostavimo da je (a*)%a’ = a*a’a®. Primenom involucije
na jednakost (xii), sledi

Dakle, uslov (x) vazi za element a*.
(xiii) Iz uslova a(a’)? = a* sledi da je

aa® = aa(a")? = aa(a")?aad’ = aa®aa’ = aal.

Prema tome, aa™ je simetri¢an element.
(xiv) Na osnovu jednakosti a*a’ = a*a¥, sledi da je

a(a')? = (aa’)"a’ = (ah)"(a"a’) = (a')*(a"a¥)
= (aa')*a® = ad'a® = aala(a®)?
— a(a*) =¥,

tj. uslov (xiii) je zadovoljen.
(xv) Primenjujuéi involuciju na jednakost a'a* = a*a*, sledi

(a*)"(a")" = (a)"(a")",
odnosno, uslov (xiv) vazi za a*.
(xvi) Uslov a'a’ = a#a' implicira da je
ala* = a'(aa’a)* = a'(a'a)*a* = (a'a"aa* = (a¥a')aa*

= a*(a'a)*a* = a¥(aa'a)* = a*a”,

tj. jednakost (xv) je zadovoljena.
(xvii) Primenom involucije na uslov a'a’ = a'a®, proizilazi da je
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Prema tome, jednakost (xvi) vazi za a*.
(xviii) Ako pretpostavimo da je (a')? = (a#)?2, onda je

Dakle, uslov (xiii) je zadovoljen.
(xix) Koriséenjem uslova aa”a’ = a¥, proizilazi da vazi jednakost

aa® = a(aa™a’) = aa'.

Sada zakljuéujemo da je element aa® simetrican.
(xx) Pretpostavimo da je a”a’ = (a*)?. Zatim sledi da je

aa”al = a(a®)? = a”.

Prema tome, uslov (xix) vazi.
(xxi) Primenjujuéi involuciju na jednakost a'a” = (a#)? sledi da je

(a*)*(a")" = ()" (a")".

Sada element a* zadovoljava uslov (xx).
(xxii) Primenom jednakosti a'aa® = af sledi da je

aa® = a(a'aa®) = aa'.

Dakle, aa” je simetrican element.
(xxiii) Jednakost a*a’a = a! implicira

a*a = a¥aa'a = a(a®a'a) = ad'.

Prema tome, element a*a je simetrican.
(xxiv) 1z uslova aa’a*a = a*aaa’ sledi

a*aaa® = (a*aaa)aa® = (aa'a*a)aa® = aa'a*a = a*aaal,
£,
a*a(aa® — aa’) = 0. (2.1)

Koriste¢i pretpostavku da je a € R, na osnovu Teoreme 1.1.2, znamo
da je element a *-skrativ. Tada, na osnovu jednakosti (2.1) i
*_skrativosti, sledi da je

a(aa® — aa’) =0,
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tj.
a = CLCL&T.

Sada je
a*a = a¥(aaa’) = aa'.

Dakle, a*a je simetrican element.
(xxv) Jednakosti a'aaa* = aa*a’a implicira da je

a*aaa* = a*a(a'aaa®) = a*a(aa*a'a) = aa*a’a = a'aaa”,

odnosno,
(a*a — a'a)aa* = 0. (2.2)

Kako je a € R, onda je a *-skrativ prema Teoremi 1.1.2. Iz jednakosti
(2.2) i *-skrativosti, proizilazi

(a*a — ala)a = 0,

tj.
a = CLTCLCL.

Koriséenjem prethodne jednakosti, sledi da je
aa’ = (a'aa)a® = a'a.

Prema tome, element a”a je simetri¢an.
(xxvi) Pretpostavka

aa'(aa* — a*a) = (aa* — a*a)aa’
je ekvivalentna sa
aa* —aa'a*a = aa® — a*aaa’.
Tada zaklju¢ujemo da je
ad'a*a = a*aaa’,

tj. uslov (xxiv) je zadovoljen.
(xxvii) Jednakost

a'a(aa* — a*a) = (aa* — a*a)a'a
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je ekvivalentna sa jednakoSéu
T * * * *
a'aaa™ —a*a = aa*a'a — a*a
koja implicira jednakost
alaaa® = aa*aa.

Dakle, jednakost (xxv) vazi.
(xxviii) Koristec¢i uslov a*a®a + aa®a* = 2a*, proizilazi da je
20" = 2(aa'a)* =2(a'a)*a* = a'a(2a")
= d'a(a*a®a + aa®a”)
= a*a®a+ d'aa® = a*a¥a + a*.
Sada je
a* =a*a®a = a*aa”,
i tada a zadovoljava uslov (iii).
(xxix) Ako je a'a®a + aa®a’ = 2a', tada je
20a" = a(2a") = a(a'a®a + aa®al)
ad'aa” + aa’ = aa™ + aaT,
tj. aa' = aa”. Prema tome, aa™ je simetrican element.
(xxx) Pretpostavimo da je aaa’ + a'aa = 2a, onda je
2aa® = (aaa’ + a'aa)a® = aaa’a(a®)? + a'a
= aa(a®)? +d'a = ad® + a'a,
odnosno, aa” = a'a. Dakle, element aa” je simetrican.

(xxxi) Mnozenjem jednakosti aaa’ + (aaa')* = a + a* elementom «a
sa desne strane, sledi da je

aa’a*a = a*a.
Prema tome, aa'a*a je simetrican element i

aa’a*a = (aa'a*a)* = a*aaa’.
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Sada uslov (xxiv) vazi.
(xxxii) MnoZenjem jednakosti a'aa + (a'aa)* = a + a* elementom a
sa leve strane, proizilazi da je

aa*a'a = aa*.
Dakle, aa*a’a je simetrican element i
aa*a'a = (aa*a'a)” = a'aaa*.

Prema tome, uslov (xxv) je zadovoljen.
(xxxiii) Iz uslova aa'a* = a*aal, sledi

aa™a*

= aa™(a*aad') = aa® (aa'a*) = ad’a* = a*aa’ = a*.
Tada, na osnovu prethodne jednakosti, sledi da je

(a®a)* = a*(a®)* = aa™a*(a®)* = aa™ (a¥a)* = aa™ (aa™)".

Dakle, element a*a je simetri¢an.
(xxxiv) Iz jednakosti a*a'a = afaa*, sledi

a*aa® = (a'aa*)aa® = (a*a’a)aa® = a*a’a = a'aa™ = a*.

Prema tome, a zadovoljava uslov (iii). O

Sledec¢i rezultat je dobro poznat za kompleksne matrice i za linearne
operatore na Hilbert-ovim prostorima ([1], [10], [17] i [18]). Medjutim,
mi nismo u moguénosti da dokazemo ovaj rezultat za elemente u prstenu
sa involucijom, pa ga ostavljamo kao otvoren problem.

Otvoren problem. Element a € R je EP ako i samo ako je a €
R#* NRT, ijedan od sledeéih ekvivalentnih uslova je zadovoljen:

(i) (af)?a® = a*(a")*;
(ii) aa’ = a?(a")%;

(iii) a'a = (a')?a®.
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Originalna definicija kompleksnih EP matrica A zahteva jednakost
slika R(A) i R(A*) (dakle, EP za ”equal powers” na R(A) i R(A*)). Za
kompleksne matrice ovo je ekvivalentno sa AT = A%,

U cilju pazljivog razlikovanja uslova za elemente prstena sa involu-
cijom, P. Patricio i R. Puystjens u radu [54] uvode novu terminologiju.
U [54], element je nazvan *-EP ako je a*R = aR. Elementi koje mi
nazivamo EP su nazvani *-gMP elementi u [54].

U skladu sa nasom terminologijom, mozemo reprodukovat neke od
rezultata iz rada [54] na slededi nacin:

Teorema 2.1.2 [54, Corollary 3] Ako je a element u prstenu sa in-
volucijom, tada

aje EPs (aR=a"RiacR?) e (aR=a"RiacR').

P. Patricio i R. Puystjens u [54] dalje diskutuju potrebne i dovoljne
uslove da regularan element a bude EP.

Teorema 2.1.3 [54, Theorem 4] Regularan element a u R je EP ako
i samo ako je a* = v tau, gde su

u=(aa")*(aa" — 1) +1, v=(a®—1)aa" +1

invertibilni za neki (svaki) unutrasnji inverz a”.

E. Boasso je u radu [3] ucinio sledeéi korak u teoriji kada je dao
definiciju EP elemenata Banach-ove algebre u odsustvu involucije.
Njegova definicija zasniva se na karakterizaciji hermitskih elemenata
koris¢enjem topologije koja podleze algebri datoj u radu Palmer-a i
Vidav-a. Medjutim, ne postoje ocigledni kandidati za hermitske ele-
mente u prstenu (ili algebri) bez involucije, i prema tome ovaj nacin ne
izgleda pristupacan sa algebarske tacke gledista.
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2.2 Normalni elementi

Normalne i hermitske matrice, kao i normalni i hermitski linearni opera-
tori na Banach-ovim ili Hilbert-ovim prostorima su istrazivani od strane
mnogih autora (videti, na primer, [1, 2, 10, 17, 18, 20, 25, 27, 32, 70]).
U nastavku koristimo drugaciji pristup, pomoc¢u osobina koje vaze u
prstenu sa involucijom, u prouc¢avanju normalnih i hermitskih eleme-
nata koji su Moore-Penrose invertibilni. Dokazujemo nove karakteri-
zacije zasnovane samo na teoriji prstena.

U ovom odeljku data je karakterizacija MP-invertibilnih normalnih
elementa u prstenu sa involucijom pomoc¢u uslova koji sadrze njihov
grupni i Moore—Penrose-ov inverz. Za kompleksne matrice ovi rezultati
su pokazani u radu S. Cheng-a i Y. Tian-a [10], pomo¢u ranga ma-
trice ili u radu O.M. Baksalary-a i G. Trenkler-a [1], gde je koris¢ena
jedna elegantna reprezentacija matrica. Za ogranicene linearne opera-
tore na Hilbert-ovim prostorima analogni rezultati su dokazani u radu
D.S. Djordjevi¢a [17] i D.S. Djordjevi¢a i J.J Koliha-e [18], pomoéu
operatorskih matrica. Izlozeni rezultati su prikazani u radu sa D.S.
Djordjeviéem [51].

Slededi rezultat je dobro poznat za matrice, operatore na Hilbert-
ovom prostoru i elemente C*-algebre, i takodje je tacan u prstenu sa
involucijom:

Lema 2.2.1 Nekajea € RV ib e R. Ako je ab = ba i a*b = ba*, tada
je a'b = ba'.

Dokaz. Pretpostavimo da element b komutira sa a i a*. PoSto je
a € RT, onda je a' = a*(aa*)' = a*(aa*)#. Element aa* komutira sa b,
a grupni inverz (aa*)* dvostruko komutira sa aa*, pa (aa*)# komutira
sa b. Na osnovu toga sledi da a komutira sa b. O

Naredni reaultat je takodje dobro poznat za matrice, operatore na
Hilbert-ovom prostoru i elemente C*-algebre, i pokazac¢emo da je tacan
u prstenu sa involucijom:

Lema 2.2.2 Neka je a € R'. Tada je a normalan element ako i samo
ako je aa' = ala i a*a’ = ala*.
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Dokaz. Ako je a normalan element, onda, iz Leme 2.2.1, sledi da
element af komutira sa a i sa a*.

U suprotnom, pretpostavimo da je aa' = a'a i a*a’ = afa*. Sada
proizilazi da je

aa* = aa*(aa') = a(a*a’)a = (aa")a*a = a'aa*a = a*a.

Dakle, a je normalan element. O
Na osnovu Leme 2.2.2, proizilazi sledeé¢i rezultat.

Lema 2.2.3 Ako je a € R' normalan element, tada je a EP element.
Naredni rezultat je posledica direktnog izracunavanja.
Lema 2.2.4 Ako je a € R, tada je aa*a € RY i (aa*a)’ = a'(a*)Tal.

Pocinjemo sa slede¢im potrebnim i dovoljnim uslovima da element
a u prstenu sa involucijom bude normalan.

Teorema 2.2.1 Pretpostavimo da je a € RY. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentni:

(i) a je normalan element;
(ii) a(aa*a)’ = (aa*a)ta;
(iii) a'(a +a*) = (a + a*)a’.

Dokaz. (i) = (ii): Ako je element a normalan, na osnovu Leme
2.2.2, sledi da je aa' = a'a i a*a’ = a'a*. Primenom involucije na
drugu jednakost, proizilazi da je (a')*a = a(a’)*. Tada je

aa'(a")*a' = ala(a’)*a’ = a'(a')*aa’ = a'(a)*ala. (2.3)
Prema Lemi 2.2.4, sledi da je (aa*a)! = af(a’)*a’. Koristeéi ovu jed-

nakost u (2.3), proizilazi da je a(aa*a)’ = (aa*a)ta. Dakle, uslov (ii) je
zadovoljen.
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(ii) = (iii): Neka je a(aa*a)’ = (aa*a)'a. Na osnovu Leme 2.2.4,
znamo da jednakost (aa*a)’ = a'(al)*a’ vazi. Prema tome, pret-
postavka (i) je ekvivalentna sa

aa’(a")*a' = al(a")*d'a,
Sto implicira, koriste¢i Teoremu 1.1.4,
(a*a' = a'(ah)*. (2.4)

Mnozenjem jednakosti (2.4) elementom a* sa leve i sa desne strane,
sledi

a'a* = a*a'. (2.5)
Sada, na osnovu jednakosti (2.4) i (2.5), sledi da je
aa! = a(d'a)*a’ = aa*((a")*a’) = a(a*a’)(a’)*

= aa'a*(a")* = ad'a'a

ala = a'(aa")*a = (a'(a")")a*a = (a')*(aTa*)a
= (a"*a*a'a = ad'd'a.
Dakle,
aa’ = d'a. (2.6)
Na osnovu jednakosti (2.5) i (2.6), zakljué¢ujemo da vazi uslov (iii).
(iii) = (i): Uslov a'(a+a*) = (a+a*)a’ moZemo zapisati na sledeéi
nacin
a'a+a'a* = aa’ + a*al. (2.7)
Mnozenjem jednakosti (2.7) elementom a sa leve i sa desne strane,
proizilazi
aa + aa'a*a = aa + aa*a’a,
£.
aa’a*a = aa*a’a.
Mnozenjem prethodne jednakosti elementom a' sa leve i sa desne strane,
sledi, pomoc¢u Teoremu 1.1.4,

a'a* = a*al. (2.8)
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Sada, iz jednakosti (2.7), proizilazi
a'a = aa'. (2.9)

Prema tome, na osnovu jednakosti (2.9), (2.8) i Leme 2.2.2, element a
je normalan. O

U narednoj teoremi ponovo pretpostavljamo da je element a Moore—
Penrose invertibilan i proucavamo 22 uslova koja ukljuéuju a', a* i a*
da obezbede da je element a normalan. Sledeéi rezultat je motivisan
teoremama 2, 51 6 u radu [1].

Teorema 2.2.2 Pretpostavimo da je a € RT. Tada je element a nor-
malan ako i samo ako je a € R¥ i jedan od sledeéih ekvivalentnih uslova
Vazi:

aa*a™ = a*aa*;
aa”a* = a™a*a;

a*aa” = aa*a;

)
)
)
(iv) aa*a” = a*a”a;
(V) aaa* = aa*a;
(vi) aa*a = a*aa;
(vii) a*a” = a*a*;
(viii) a*al = a¥a*;
(ix) a*a” = a'a*;
(x) aa*al = a*;
(xi) afa*a = a*;
(xii) aa*a® = a*;
(xiii) a*a*a = a*;
)

a*a*a? = a*a*a¥;
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(xv) a*a*a’ = a?ata*;
(xvi) a*a*a” = a*aa*;
(xvii) a*a?a* = a”a*a*;
(xviii) a*a'a” = a*a*al;
(xix) a*a*a’ = ala*a®;
(xx) a'a*a” = a*a'a*;
(xxi) a'a”a* = a*a*a’;
(xxii) Postoji neko x € R tako da je ax = a* i (a')*z = al.

Dokaz. Ako je element a normalan, tada on komutira sa a' i a* i
a = al. Lako se proverava da uslovi (i)-(xxii) vazZe.

U suprotnom, pretpostavimo da je a € R¥. Da bi zakljucili da
je element a normalan, pokaza¢emo da je jednakost aa* = a*a zado-
voljena, ili da element zadovoljava jedan od prethodnih veé¢ dokazanih
uslova ove teoreme.

(i) Pretpostavimo da je aa*a? = a*aa*. Tada je

a'aca* = a'aa(aa’a)* = alaaa*aa’ = a'aca*aa® aal

#aa*aaa

= a'a(aa*a®)aaad’ = a'aa
= d'aa*aad’ = a*aaal.

Sada, iz prethodne jednakosti i uslova (i), sledi da je

a*ad’ = a* =a'aa” = d'a(a®aa®) = (a'aaa®)a®
= a*aad'a® = a*aaa’a(a®)? = a*aa(a™)?
= a*aa”,
tj.
a*a(a’ — a?) = 0. (2.10)

Kako je a € RT, onda je element a *-skrativ prema Teoremi 1.1.2. Na
osnovu jedankosti (2.10) i *-skrativosti, proizilazi a(a’ — a¥) = 0, tj.
aa’ = aa™. Prema tome,

a* = (aaa™)* = (aaa')* = aa’a* = aaa”. (2.11)
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Iz jednakosti (2.11), (i) i a* = a*aa” = a*a*a, sledi da je
a*a = aa®a*a = (a¥aa*)a = a(a*a®a) = aa*.
(i) Koriste¢i pretpostavku aa”a* = a*a*a, sledi da je
aa*a® = a(aa®a)a” = (aa®a)aa” = a¥a*aaa®
= (a*a*a) = aa®a* = a*aa*,
tj. uslov (i) je zadovoljen.
(iii) Iz jednakosti a*aa® = a*a*a, sledi da je

alaaa® = d'aaa*ad’ = a'aa(a*aa®)ad’ = a'aaa®a*aad’

a'aa*aaa’ = a*aaal.
Na osnovu prethodne jednakosti i uslova (iii), vazi

a'aa* = a* = a*aa’ = (a*aa®)ad’ = a¥ (a*aaa’)
= a*alaaa” = (a)%ad’ aaa®
= (a*)?aaa* = a¥aa”,
£,
(a" — a*)aa* = 0. (2.12)
Iz uslova a € R, prema Teoremi 1.1.2, znamo da je element a *-skrativ.

Tada, na osnovu jednakosti (2.12) i *-skrativosti, sledi (a" — a#)a = 0,
tj. a'a = a”a. Prema tome

*

a* = (a%aa)* = (a'aa)* = a*a’a = a*a*a. (2.13)
Dakle, iz a* = a*aa* = aa®a*, (iii) i (2.13), sledi

#

*

a*a = a(a®a*a) = a(a*aa®) = aa*.
(iv) Jednakost aa*a” = a*a*a implicira
a*aa® = (a*a¥a) = aa*a® = a®a(aa*a®)
= a¥(aa*a®)a = a¥a*a¥aa = a¥a’a.

Dakle, uslov (iii) je zadovoljen.
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(v) Ako je aaa* = aa*a, onda je
aa”a* = a”a (aaa*) = a¥a¥aa*a = a¥a*a.

Prema tome, uslov (ii) vazi.

(vi) Pretpostavimo da je aa*a = a*aa. Tada je

aa*a® = (aa*a)a®a® = a*aaa®a® = a*aa® = a*a¥a.

Dakle, jednakost (iv) vazi.

(vii) Iz jednakosti a*a” = a”a*, sledi

aa*a® = aa®a* = a¥aa*.

Sada zaklju¢ujemo da je uslov (i) zadovoljen.

(viii) Pretpostavka a*a’ = a#a* implicira da je

(a®)?aa* = a¥a* = a*a' = d'a(a*a’) = a'aa®a*,

odnosno da je
((a®)? — a'a®)aa™ = 0. (2.14)

Na osnovu uslova a € R i Teoreme 1.1.2, zaklju¢ujemo da je element
a *-skrativ. Koristeé¢i jednakost (2.14) i *-skrativost, sledi ((a™)? —
ata®)a = 0, tj.
a® = dala*a. (2.15)

Iz poslednje jednakosti, sledi a”a = afa i

a* = (a%aa)* = (a'aa)* = a*a’a = a*a*a. (2.16)
Jednakosti (2.15), (viii) i (2.16) impliciraju

a*a” = (a*a')a®a = o™ (a*a¥a) = a¥a*.

Dakle, uslov (vii) je zadovoljen.
(ix) Pretpostavimo da je a*a® = a'a*. Sada, sledi da je

a*a(a®)? = a*a” = a'a* = (a'a*)aa’ = a*a¥ aa',

tj.
a*a((a®)? — a*al) = 0. (2.17)
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Kako je a € R, onda je a *-skrativ prema Teoremi 1.1.2. Iz jednakosti
(2.17) i *-skrativosti, proizilazi da je a((a*)? — a#a') = 0, odnosno da
je
a® = aa®al. (2.18)

Na osnovu jednakosti (2.18), sledi aa” = aa' i

a* = (aaa®)* = (aaa')* = aa’a* = aa®a”. (2.19)
Zatim, iz (2.19), (ix) i (2.18), sledi

a*a® = aa”(a*a®) = (aa®a)a* = a¥a”.
Prema tome, uslov (vii) vazi.

(x) Na osnovu jednakosti aa*a’ = a*, sledi da je

*

a*a' = aa*a'a' = a*a(aa*a’)a’ = a¥(aa*a') = a¥a”.

Prema tome, jednakost (viii) vazi.
(xi) 1z uslova a'a*a = a*, sledi

a*a® = d'a*aa® = a'a'a*aaa® = d'(a'a*a) = a'a”.

Pokazali smo da je uslov (ix) zadovoljen.
(xii) Uslov aa*a® = a* implicira

tj. jednakost (ix) vazi.
(xiii) Ako je a”a*a = a*, onda je

a‘a’ = a¥a*aa’ = a”a*.

Dakle, jednakost (viii) je zadovoljena.
(xiv) 1z uslov a*a*a” = a*a*a®, proizilazi da je

a*aa® = (a*a®a®)aa = a¥a*a¥aa = a¥ a*a.

Sada vazi uslov (iii).
(xv) Iz jednakosti a*a*a? = a*a?a*, sledi

aa*a® = aa(a®a*a?) = aaa®a’a* = aa®a* = a*aa*.
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Prema tome, jednakost (i) je zadovoljena.
(xvi) Pretpostavimo da je a*a*a® = a*a*a*. Tada sledi
a*a(a®)’a* = a*a®a* = a*a*a® = (aa*a”)aa”
= a*a*a*ad® = a*a(a®)?*a*aa®,
odnosno

a*a((a®)?a* — (a¥)*a*aa™) = 0. (2.20)

Iz uslova a € R', prema Teoremi 1.1.2, zakljuéujemo da je element a
*_skrativ. Zatim, na osnovu jednakosti (2.20) i *-skrativosti, sledi

a((a®)*a* — (a¥)?*a*aa®) = 0,

tj.
a?a* = a*a*aa®.
Poslednja jednakost implicira
a*ad’ = a* =d'aa* = d'a®(a¥a*) = a'a®a*a*aa®

= da'aa*aa® = a*aa”.
Dakle, a*a(a’ — a?) = 0 i, pomoé¢u *-skrativosti ponovo,
aa’ = aa®. (2.21)
Mnozenjem jednakosti (2.21) elementom a sa leve strane, sledi
aaa' = aaa® = a. (2.22)
Na osnovu jednakosti (2.22) i (xvi), sledi

*

a* = (aaa")* = aa’a* = aa'aa’a* = aa'(aa’)*a*aal
= aa'(a")*(a*a*a®)d’a’ = ad'(a")*a*a¥ a*(a*a’)
= ad'aa’a®a*a = ad'a¥a*a = aa'a(a®)’a*a

= a(a®)’a*a = a*a’a.

Prema tome, zadovoljen je uslov (xiii).
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(xvii) Pretpostavimo da je a*a”a* = a*a*a*. Tada sledi da je
a*(a®)aa* = a*a*a* = a%a*a* = a¥a(a®a*a”)
= o*aa*a®a* = a¥aa*(a¥)’aa’.
Dakle,
(a*(a™)? — a*aa*(a™)*)aa* = 0. (2.23)
Pretpostavka a € R i Teorema 1.1.2 impliciraju da je element a *-
skrativ. Sada, na osnovu jednakosti (2.23) i *-skrativosti, sledi da je

(a*(a®)? — a*aa*(a®)?)a = 0,

t].

a*a® = a*aa*a®.
Zatim, koristeéi prethodnu jednakost, proizilazi

alac® = a* =a*ad’ = (a*a¥)a’al = a¥aa*a® a’al
= a’aa*aad’ = aaa”.
Prema tome, (a' — a*)aa* = 0 i, pomoéu *-skrativosti,
a'a = a*a. (2.24)

Mnozenjem jednakosti (2.24) elementom a sa desne strane, sledi da je

a'aa = a*aa = a. (2.25)

Iz jednakosti (2.25) i (xvii), proizilazi
a* = (a'aa)* =a*a'a = a'aa*a’ad’a = a'a®(a¥a*a*)(a')*a’a
= (d'a®)a*a”a*(a")*a'a = aa*a¥a'aa’a
= aa*a®a’a = aa*(a?)?aa’a = aa*(a¥)%a
#

= aa*a”.

Jednakost (xii) vazi.
(xviii) Jednakost a*a'a® = a*a*a’ implicira

a*a' = a*a'aa’ = (a*a'a®)aaa’ = a¥a*a’aaa’. (2.26)
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Na osnovu (xviii) i (2.26), sledi

a?a*a’ = a*a'a” = d'a(a*a’a®) = a'aa® (a*al)
= a'aa®a*a*a’aaa’ = o' (a*a*alaaa’)
= a'a*al. (2.27)
Zatim, iz (2.27), proizilazi
aa*a* = d*aa*a* = d*(a”a*a)aa*

= d*a'a*a’aa” = aaa’a*a*. (2.28)
Na osnovu jednakosti (2.28), sledi

ataa* = a*a*aca’ = a¥a® (aa*a*)*
= a”a”(aad'a*a*)* = a*a¥aaaa’a*
= ad'a* = ad'a'aa*
Sto povlaci
(a® — aa’a")aa* = 0. (2.29)
Uslov a € R' implicira da je a *-skrativ, prema Teoremi 1.1.2. Sada,
na osnovu (2.29) i *-skrativosti, sledi da je (a# — aa'al)a = 0, tj.

a*a = aa'ala. (2.30)

Zatim, na osnovu (2.26) i (2.30),

a*a' = a*a*a'aaa’ = a¥ (aa'a'aa)* = o¥ (a¥aa)* = a¥a*.

Dakle, zadovoljen je uslov (viii).
(xix) Ako je a*a”a' = a'a*a”, onda je

a*a(a®)*a? a*(a*)?ad’aa® = (a*a*a"aa® = a'a*a® aa”

= d'a*a” = a*a’ad’ = a*a(a®)’al

odakle je
a*a((a®)?a® — (a™)%a’) = 0. (2.31)
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Iz a € R, na osnovu Teoreme 1.1.2, proizilazi da je a *-skrativ element.
Zatim, iz jednakosti (2.31) i *-skrativosti, sledi a((a?)?a® — (a#)%al) =
0, odnosno

a?a® = a*al. (2.32)

1z jednakosti (2.32), sledi
a*aa® = a*a®(a”a?) = a*a*a®a’ = a*aa’ = a*. (2.33)
Sada, na osnovu (xix) i (2.33), proizilazi

a*a® = a*(a®)%a = a*(a¥)*aa’a = (a*a¥al)a

= a'a*a’a = d'(a*aa®) = a'a*,

tj. uslov (ix) vazi.
(xx) Kako je a'a*a® = a*ala*, tada je

*

a'a* = a'aa’a* = a'aa(a®a’a*) = a'aaa’a*a?. (2.34)

Na osnovu (xx) i (2.34), sledi

da*a® = a*a'a* = (a¥a'a*)aa’ = (a'a*)a® aal
= d'aaa‘a*a®a¥ad’ = (a'aaa’a*a)a’

= ala*al.

Iz prethodne jednakosti, proizilazi

2

*

a*a*a = a*a*a®a® = a*a(a’a*a®)ad® = a*aa’a*a’a® = a*a*alaa. (2.35)

Na osnovu (2.35), sledi

*

a*aa® = a*aaa®a” = (a*a*a)*aa? = (a*a*a'aa) a®a®

= a*a'aaaa”a” = a*a'a = a*aa'ala,
Sto implicira
a*a(a® —a'a'a) = 0. (2.36)

Zatim je element a *-skrativ, prema uslovu a € R' i Teoremi 1.1.2, i

onda, na osnovu (2.36),
aa® = aa'a’a. (2.37)
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Primenom (2.37) i (2.34), proizilazi

a*a” = (aaa®)*a” = (aaa’a’a)*a® = d'aaa’a*a” = a'a*.
Dakle uslov (ix) je zadovoljen.
(xxi) Pretpostavimo da je a'a”a* = a#a*al. Tada je
a? (a®)’aa* = a%ad'a(a®)?a* = a¥a(ala®a*) = a®aaa*a’
= o”a*a’ = d'a®a* = d'(a¥)’aa”
tako da je
(a®(a®)? — a'(a®)*)aa”* = 0. (2.38)

Na osnovu uslova a € R i Teoreme 1.1.2, element a je *-skrativ i dakle,
prema (2.38),
(a*(a®)* — a'(a*)*)a =0,

v ata® = ala®. (2.39)
Iz jednakosti (2.39), proizilazi

ataa* = (a¥a®)a’a* = d'a¥a’a* = a'aa® = a* (2.40)
Dakle, iz (2.40) i (xxi), sledi

ata' = a*aa*d’ = a(a®a*al) = aa’a¥a*

= aa'a(a®)’a* = a(a™)?a* = a¥a’.

Prema tome, uslov (xxi) implicira jednakost (viii).
(xxii) Pretpostavimo da postoji neko x € R tako da je ax = a* i
(a")*x = a'. Prema Teoremi 1.1.4, vazi

(a")" = (a")" = (aa")'a = (a')"a'a,
Sada, na osnovu ar = a* i (a")*z = a', sledi
a' = (a")*z = (a')*a’(az) = (a")*a'a*.
Zatim ova jednakost implicira

a*al = a*(a")*a'a* = a'ad’a* = a'a* (2.41)
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a’ = (a)*(a'a*) = (a')*a*a’ = aa'a’. (2.42)
Koristedi (2.42), proizilazi da vazi

a*aa* = a*aa'aa* = a*aaa‘a'aa® = (aa'a"aa* = a'aa*.  (2.43)

(a" —a®)aa* = 0. (2.44)

Iz uslova @ € R' i Teoreme 1.1.2, a je *-skrativ element i onda je, na
osnovu (2.44),

ala = a”a.
Dakle, na osnovu poslednje jednakosti i (2.41),

*

a*a' = a'a* = d'(a'a)a* = d'aaa* = (a'a)a®a* = a*aa®a* = a?a”.

Uslov (viii) vazi. O

Na kraju, formuliSemo neke otvorene probleme za karakterizaciju
normalnih elemenata u prstenu sa involutcijom. Primetimo da sledeci
rezultat vazi za linearne ogranicene operatore na Hilbert-ovim pro-
storima.

Otvoren problem. Neka je a € Rf. Tada je a normalan element ako
i samo ako jedan od sledec¢ih uslova vazi:

(i) a(a* +a') = (a* + a')a;
(ii) @ € R* i a*a(aa*)Ta*a = aa*;
(iii) a € R* i aa*(a*a)laa* = a*a;
(iv) postoji neko x € R tako da je aa*x = a*a i a*ax = aa™;

(v) aa'a*aaa’ = aa*.
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2.3 Hermitski elementi

U ovom odeljku data je karakterizacija hermitskih elemenata koji su
Moore-Penrose invertibilni u prstenu sa involucijom u algebarskim ter-
minima. Rezultati ovog odeljka su iz rada sa D.S. Djordjevi¢em [51], i
takodje predstavljaju uopstenje rezultata [1, 18] za matrice i operatore
iz ranije pomenutih razloga. U narednoj teoremi predstavljamo neke
ekvivalentne uslove pod kojima je element a u prstenu sa involucijom
hermitski.

Teorema 2.3.1 Pretpostavimo da je a € RY. Tada je element a her-
matski ako i samo ako je jedan od sledecih ekvivalentnih uslova zado-
voljen:

(i) aaa’ = a*;
(i) aa = a*a;
(iii) aa' = a*a’.

Dokaz. Ako je element a hermitski, onda on komutira sa svojim
Moore-Penrose inverzom i a* = a. Nije tesko proveriti da uslovi (i)-
(iil) vaze.

Obrnuto, da zaklju¢imo da je element a hermitski, pokaza¢emo da
je uslov a = a* zadovoljen, ili da taj element zadovoljava jedan od
prethodno veé¢ dokazanih uslova ove teorema.

(i) Pretpostavimo da je aaa’ = a*. Tada je

a = (a*)* = (aaa')* = aa'a* = aa’aaa’ = aaa’ = a*.
(ii) Na osnovu jednakosti aa = a*a, proizilazi
aaa' = a*aa’ = a*.

Dakle, uslov (i) je zadovoljen.
(iii) Mnozenjem jednakost aa’ = a*a’ elementom a sa desne strane,
proizilazi a = a*a'a. Prema tome,

a* = (a*a’a)* = a'aa = a'aa*a’a = a*a’a = a. O

Sledec¢a teorema implicira da se za hermitski element u prstenu sa
involucijom moze dati karakterizacija pomoc¢u nekih jednakosti koje
sadrze Moore-Penrose-ov inverz i grupni inverz.
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Teorema 2.3.2 Pretpostavimo da je a € RT. Tada je element a her-
mitski ako i samo ako je a € R¥ i jedan od sledeéih ekvivalentnih uslova
vazi:

aa” = a*a’;

aa™ = a*a”;

aa” = a'a*;

ata = a™a*;

a*aa™ = a;

a*a’al = a¥;
a*a’a” = af;
a*a’a” = a”;
a*a®a” = a”;

a’a*a” =al;

)
)
)
)
)
(vi) a*a*a® = a*;
)
)
)
)
)
)

Dokaz. Ako je a hermitski element, onda on komutira sa svojim
Moore-Penrose-ovim inverzom, i a” = af. Lako se proverava da su
uslovi (i)-(xii) zadovoljeni.

Sa druge strane, pretpostavimo da je a € R¥, i pokaza¢emo da
a zadovoljava jednakost a = a*, ili jedan od uslova Teoreme 2.3.1, ili
jedan od prethodnih ve¢ dokazanih uslova ove teoreme.

(i) Iz uslova aa” = a*al, sledi

aa' = (aa™)aa' = a*a'aa’ = a*a'.

Prema tome, element a zadovoljava uslov (iii) Teoreme 2.3.1.
(i) Ako je aa® = a*a¥, onda je

* *

aa = (aa®)aa = a*a®aa = a*a.
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Uslov (ii) Teoreme 2.3.1 je zadovoljen.

(iii) MnoZenjem jednakost aa® = a'a* elementom a sa leve strane,
proizilazi a = aa‘a*. Sada je
a* = (aa'a®)* = aaa’.

Dakle, uslov (i) Teoreme 2.3.1 vazi.
(iv) Na osnovu jednakosti afa = a*a*, sledi

a'aa = a'aa(a'a) = a'aaa®a* = a'aa* = a*

a=a(a'a) = aa™a”.

Zatim, na osnovu ovih jednakosti, sledi

a* = (a'a)a = a®a*a = a¥ (aa®a*)a = a¥aa = a.
(v) Pretpostavka a*aa® = a implicira
aa = a*aa®a = a*a.
Uslov (ii) Teoreme 2.3.1 je zadovoljen.
(vi) Neka je a*a*a™ = a*. Sada je
aa' = (a')*a* = (a')*a*a*a® = aa’a*a™. (2.45)
Na osnovu jednakosti (2.45), vazi
aa’ = (aa')aa® = ad'a*a*aa® = aa'a*a”. (2.46)

Iz (2.45) i (2.46), sledi da je aa” = aa'. Kako je aa' simetri¢an element,
onda je i element aa” takodje simetri¢an. Sada je, prema Teoremi 1.1.5,
element a EP i aa’ = afa. Prema tome,

a = (aa™)a = (aa")a*(a¥a) = a'aa*aa’ = a*.
(vii) Jednakost a*a’a’ = a# implicira

aa? = aa*a’a’ = a(a*a'al)aad’ = aaaa’ = aa’.
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Sada, zakljucujemo da je element aa™ simetrican. Zatim je, na osnovu
Teoreme 1.1.5, a EP i a# = af, prema definiciji. Dakle, iz prethodne
jednakosti i uslova (vii), sledi uslov (v):

# #

a=a%aa = a*d'a'aa = a*a”a¥aa = a*aa”.
(viii) Iz jednakosti a*a'a® = a', sledi
aa® = aa'aa® = aa*a’a®aa® = a(a*a'a®) = aa'.

Dakle, aa” je simetri¢an element i, prema Teoremi 1.1.5, element a je
EP. Zatim, iz jednakosti a = a' i (viii), proizilazi

aa™ = a"a=a'a = a*d'a’a = a*aa"a = a*a”.

Uslov (ii) vazi.
(ix) Iz jednakosti a*afa® = a”, sledi

aa' = a¥aaa’ = a*a'a*aaad’ = a*ataat = a*al.

Prema tome, a zadovoljava uslov (iii) Teoreme 2.3.1.
(x) Ako je a*a”a® = a*, onda je

aa™ = a"a = a*a”a"a = a*a”.

Jednakost (ii) je zadovoljena.
(xi) Neka je a”a*a” = af. Tada je

a?a = a*aa'a = a¥ad®a*a¥a = (a¥a*a™)a = d'a.

Kako je element a”a simetrican, onda je element a EP, prema Teo-
remi 1.1.5. Dakle, a = af, na osnovu definicije EP elementa. Iz ove
jednakosti i (xi), proizilazi

ata = a¥a*a”a = a¥a*aa® = a¥a*aa’ = aa’.

Dakle, uslov (iv) je zadovoljen.
(xii) Koriste¢i jedankost aa*a’ = a, proizilazi

a=aa*al = (aa*aaa’ = aaa'.
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Zatim je

a?a = a”aad’ = aal,
i stoga je element a*a simetrican. Dakle, a je EP, na osnovu Teoreme
1.1.5 i aa’ = a'a. Na osnovu poslednje jednakosti i (xii), sledi

aa’ = ala = a'aa*a’ = a*a’.

Prema tome, uslov (iii) Teoreme 2.3.1 vazi. O

Napomenimo da Teoreme 3.1 i 3.2 u ovom poglavlju generalizuju
zapazanje O.M. Baksalary-a i G. Trenkler-a, koje sledi posle Theorem
6 u [1].



Glava 3

Tezinski uopsteni inverzi i
perturbacije

3.1 Tezinski generalisani Drazin-ov inverz

R.E. Cline i T.N.E. Greville su prosirili pojam Drazin-ovog inverza
na pravougaone matrice definisanjem tezinskog Drazin-ovog inverza i
proucavli su njegove osobine u radu [11]. V. Rakocevi¢ i Y. Wei su u
radu [58] definisali i istrazivali tezinski Drazin-ov inverz ogranicenih li-
nearnih operatora izmedju Banach-ovih prostora. U radu [14], A. Daji¢
i J.J. Koliha su definisali i izucavali tezinski generalisani Drazin-ov
inverz ogranicenih linearnih operatora izmedju Banach-ovih prostora,
pokazali su glavnu karakterizaciju tezinskog generalisanog Drazin-ovog
inverza operatora, i dokazali su njegovu reprezentaciju pomoc¢u ma-
trica, Sto predstavlja motivaciju za rezultate u ovom odeljku. U ovom
odeljku definisan je tezinski generalisani Drazin-ov inverz za elemente
u prstenu, proucavane su neke njegove osobine, data je glavna karakte-
rizacija 1 matricna reprezentacija tezinskog generalisanog Drazin-ovog
inverza, dokazana u radu sa D.S. Djordjevi¢em [52].

Neka je R prsten sa jedinicom 1 i neka je w € R. Neka je R,
prsten R snabdeven w-proizvodom: a*b = awb, za a,b € R. Ako je w
invertibilan element, tada je 1,, = w™! jedinica u prstenu R,. U ovom
odeljku pretpostavimo da je w € R~!. Lako se moze proveriti da, sa
ovom pretpostavkom, jednakost R~ = R ! vazi.

45
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U radu [52] definisani su tezinski i tezinski generalisani Drazin-ov
inverz u prstenu.

Definicija 3.1.1 Neka je w € R™1.

Element a € R je tezinski generalisani Drazin invertibilan, ili wg—
Drazin invertibilan, ako je a generalisant Drazin invertibilan u prstenu
Rew. Tada je wg—Drazin-ov inverz a®® od a definisan kao generalisani
Drazin-ov inverz od a u prstenu Ry, tj. a® = a%w.

Element a € R je tezinski Drazin invertibilan, ili w—Drazin inver-
tibilan, ako je a Drazin invertibilan u prstenu R,,. Tada je w—Drazin-ov
inverz a®v od a definisan kao Drazin-ov inverz od a u prstenu R, tj.
a?" =ag. .

Skup svih wg-Drazin invertibilnih elemenata u R je oznacen sa
R4 a skup svih w-Drazin invertibilnih elemenata u R sa RP™. Na
osnovu Teoreme 1.1.1, sledi da je wg—Drazin-ov inverz jedinstven, ako
postoji.

Sledeéi rezultat je dokazan razmatrajuéi kvazinilpotentne elemente
uRiR,.

Teorema 3.1.1 Neka je R prsten sa jedinicom 1 i neka je w € R
Za element a € R sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:

(a) a € R,

(b) aw € R

(c) wa € R

Dokaz. (a)=(b): Neka je a € RI!. Pretpostavimo da y € R
zadovoljava jednakost awy = yaw. Oznacimo sa z = yw~!. Tada je

a*T = aqwr = awyw‘l = yaww_l = ya,

T*a=wae = yw’lwa = ya.

Dakle, z komuira sa a u R,. Sada je w™ +a*x € R,', pa postoji
b € R,! tako da je bx (w™' + axx) = w™l, §to je ekvivalentno sa
bw(w™! + awz) = w! ili bw(l + awy) = 1. Znamo da je b € R™*
takodje, pa sledi da je 1 + awy € R~!. Upravo smo dokazali da je
aw € R™ tj. uslov (b) je zadovoljen.
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(b)= (a): Neka je aw € R, Pretpostavimo da x € R zadovoljava
jednakost a x z = x * a. Sledi da je awzr = rwa i awrw = rwaw. Neka
je y = xw. Sada vazi da element aw komutira sa y. Prema tome,
1 +yaw € R™!, pa postoji neko ¢ € R™! tako da je ¢(1+yaw) = 1, §to
je ekvivalentno sa c(w™' +x*a)w = 1. Dakle, w™'+z%xa € R™! = R,
odnosno, uslov (a) vazi.

Ekvivalencija (a) <= (¢) moze biti dokazana sli¢no. O

U narednoj teoremi dokazana je glavna karakterizacija wg—Drazin
invertibilnih elemenata u prstenu.

Teorema 3.1.2 Neka je R prsten sa jedinicom 1 i neka je w € R1.
Za element a € R sledeca tvrdjenja su ekvivalentna:

(a) a je wg-Drazin invertibilan i njegov wg-Drazin-ov inverz je
a®v =bheR.

(b) aw je generalisani Drazin invertibilan u R sa (aw)? = bw.

d:

(¢) wa je generalisani Drazin invertibilan u R sa (wa)® = wb.

w

Tada wg—Drazin-ov inverz a® od a zadovoljava

a®™ = ((aw)?)?a = a((wa)®)?. (3.1)

Dokaz. (a)=(b): Pretpostavimo da a ima wg-Drazin-ov inverz, koji
je oznacen sa b. Tada je

b € comm? (a), bxaxb=D0, axbxa—ac R

Pretpostavimo da y € R zadovoljava jednakost awy = yaw. Neka je
r =yw ' Sada je

a*xT = aquwr = awyw_l = yozww_1 = ya,

T*a=2Wa = yw_lwa = ya.

2

Dakle, a x x = x * a. Kako je b € commj,

(a), onda je b* x = x * b, tj.

1

bwyw ™' = yw twb.
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Prema tome, bwy = ybw. Zakljuéujemo da je ¢ = bw € comm?(aw).
Posto je bxa*b = b, tada je (bw)*a=bi

A law) = (bw)*aw = bw = c.

Iz axbxa—a € R sledi da je (aw)?b—a € RIM. Zatim je (aw)?bw —
aw € R™! na osnovu Teoreme 3.1.1. Dakle, element (aw)?c — aw je
kvazinilpotentan u R. Tvrdjenje (b) je dokazano i

(aw)? = ¢ = bw.
(b)=(a): Pretpostavimo da aw € R ima g-Drazin-ov inverz c. Tada
je
¢ € comm*(aw),  Flaw)=¢,  claw)® —aw € R,

Oznac¢imo sa b = c%a. Pretpostavimo da z € R zadovoljava jednakost
a*x =xx*a. Nekajey=zw. Sada je

awy = AWITw = rTwaw = yaw.

Kako je ¢ € comm?(aw), sledi cy = yc. Iz

2

bwy = Cawy = Fyaw = yctaw = ybw,

tj.
bwrw = rwbw,
proizilazi

1 1

b*xx =bwr = bwrzww™ " = zwbww™ " = xwb=x *b.

Dakle, b € comm? (a). Iz jednakosti ¢?(aw) = c sledi

2

bxax*b=(cfaw)(awc?)a = *a = b.

Posto je element c(aw)? — aw kvazinilpotentan u R, sledi da je
a*bxa—a=(awc®)awa — a = cawa — a

kvazinilpotentan u R,,, prema Teoremi 3.1.1. Dakle, a je wg-Drazin
invertibilan element i a®* = c?a.

Ekvivalencija (a) <= (¢) moze biti dokazana na slican nac¢in. O

Slede¢i rezultat je dokazan razmatrajué¢i matriécnu formu elementa
a € R,
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Teorema 3.1.3 Neka je R prsten sa jedinicom 1 i neka je w € R™1.
Tada je a € R wg-Drazin invertibilan element ako i samo ako postoje
p,q € R* takvi da je p € comm?(aw), q¢ € comm?(wa), i

0 — a; O w; 0
N 0 Wo ’
ap

0 as
gde je aywy € (PRp)™", wiar € (qRq) ™, azw € ((1—p)R(1L —p)) i
woay € ((1 — q)R(1 —q))™!. Tada je wg—Drazin-ov inverz od a dat sa

g — l ai((wiar)~')* 0 Lq _ l ((arwi)™)?ar 0O Lq' (3.2)

p.q

0 0 0 0

Dokaz. Ako je a € R wg-Drazin invertibilan element, tada su aw i
wa generalisani Drazin invertibini elementi, na osnovu Teoreme 3.1.2.
Tada vazi slede¢a matri¢na reprezentacija elemenata aw i wa u odnosu
na idempotente p = aw(aw)? i ¢ = wa(wa)®:

“w:l(a?l <a3>z]p,p’ “’“:[(wgh <w%>2]q,q’

pri cemu je (aw); = (aw)*(aw)? € (pRp)~", (aw)2 € ((1 — p)R(L -
p)™™, (wa), = (wa)*(wa)® € (¢Rq)~", (wa)s € (1 —q)R(1 — q))™".

Idempotenti p = aw(aw)?, ¢ = wa(wa)? indukuju reprezentactiju
elementa a datu sa

0 = [ pagq pa(l —q) ] _ [ ap a2 ]
(I1=plag A=plal—q) | —~ |[an a |
Lako proveravamo da je a;2 = pa(l —¢q) = 01 asy = (1 — p)ag = 0.

Dakle,
[ 1 ‘|p
0 a9 q

Slicno, idempotenti ¢, p indukuju slede¢u reprezentactiju elementa w:

w =

qup qu(1 —p) ] _ [ Wy wig ]
(I =qwp (1—quw(l—p) 4P War W2 qp'
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Kako je w12 = quw(l — p) =01 wg = (1 — q)wp = 0, sledi da je

w = [ w1 ]
0 wWo ap
l rema tome

awq 0
aw = s wa =
0 ao2W2

w1 aq 0
0 w209 ’

pri cemu je aywy = (aw); = (aw)*(aw)? € (PRp)~", asws = (aw), €
(1 =p)R(1 = p))™, way = (wa), = (wa)*(wa)? € (¢Rq)™", waaz =
(wa)s € (1 - q)R(L — ).

Sada je wg—Drazin-ov inverz od a jednak, prema formuli (3.1),

a® = a((wa)?)?
o [ aq 0 (wlal)’l 0 2
- 0 a ]p,ql 0 OLV(]
_ [ aq 0 ] [ ((wlal)_l)Q 0 ]
0 a b 0 0 v
_ [ al(wia)™)? 0 1
0 0 pq'

Druga jednakost u (3.2) moze biti dokazana na osnovu jednakosti a®* =
((aw)?)?a.

U suprotnom smeru, ako dekompozicija sa navedenim osobinama

postoji, tada je
[ a1Wwq 0 ‘|
aw =
0 a2W2

Posto je ajw; € (pRp)~' i agwy € ((1 — p)R(1 — p))®™, sledi da je
element aw generalisani Drazin invertibilan. Tada je a wg—Drazin in-
vertibilan. O

Sada posmatramo prsten sa involucijom i dokazujemo sledeci rezul-
tat.

Teorema 3.1.4 Neka je R prsten sa involucijom. Tada je a € R
wg-Drazin invertibilan element ako i samo ako je a* w*g-Drazin in-
vertibilan element. U ovom slucaju je (a*)%" = (a®v)*,
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.1.3, aw je generalisani Drazin inver-
tibilan element ako i samo ako je (aw)* = w*a* generalisani Drazin
invertibilan element. Tada je a wg-Drazin invertibilan element ako i
samo ako je a* w*¢g-Drazin invertibilan element, prema Teoremi 3.1.2.
([

Na kraju, ako je R kompleksna Banach-ova algebra, tada mozemo
pretpostaviti uopstenije uslove. Tac¢nije, nije nam neophodna jedinica
u R, i kao posledica toga w ne mora biti invertibilan element. Ko-
risticemo normu | - ||, u R, na sledeéi nac¢in: ako je a € R, tada
je |lallw = |lal||w||. Dakle, R, postaje kompleksna Banach-ova alge-
bra. Pridruzi¢emo jedinicu 1 u R,. Prema tome, koncept spektra i
spektralnog poluprec¢nika je dostupan. Vrlo je vazan, za razmatranje
tezinske Drazin invertibilnosti, sledec¢i rezultat.

Lema 3.1.1 Neka je R kompleksna Banach-ova algebra i a,w € R.
Tada je ry(a) = r(aw) = r(wa), gde r(-) oznacava spektralni
polupreénik u R, a ry,(-) oznacava spektralni polupreénik u R,,. Dalje,
a € R ako i samo ako je aw € R ako i samo ako je wa € R,

Radi kompletnosti, dajemo kratak dokaz sledeceg rezultata u
Banach-ovoj algebri.

Teorema 3.1.5 Neka je R kompleksna Banach-ova algebra v neka je
weR, w#0. Tada su za a € R sledeéa turdjenja ekvivalentna:

(a) aeRE ia™ =beR.
(b) aw € R4 i (aw)? = bw.
(c) wa € RY i (wa)? = wb.

d,w

Tada wg-Drazin-ov inverz a® od a zadovoljava

a®™ = ((aw)?)?a = a((wa)®)?. (3.3)
Dokaz. (a)=(b): Pretpostaivimo da je a®® = b. Uslove a*b = bx*a,

bxaxb = biaxbxa—a € R¥™! napisimo u obliku awb = bwa, (bw)?a = b
it=(aw)’ —a e R Neka je c = bw. Tada je (aw)c = c(aw) i
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(aw) = c¢. Prema Lemi 3.1.1, proizilazi da je r(tw) = r,(t) = 0.
Prema tome, (aw)*c — aw = tw je kvazinilpotentan element u R i (b)
je dokazano, pri ¢emu je (aw)? = ¢ = bw.

(b)=-(a): Pretpostavimo da je (aw)? = c. Neka je b = c?a. Iz

jednakosti (aw)c = c(aw) i (aw) = c sledi da je a * b = awc’a =

cawa = bxaib*xaxb = (CCaw)lawc®)a = c2a = b. Oznacimo
axbxa—a = (awc*)awa — a = cawa —a = s. Kako je element
sw = c(aw)?* — aw kvazinilpotentan u R, onda je 7,(s) = r(sw) = 0 i
element s je kvazinilpotentan u R,,. Dakle, a je wg-Drazin invertibilan
element i a®* = c?a. O

Napomenimo da Teorema 3.1.3 takodje vazi ako pretpostavimo da

je R Banach-ova algebra, bez pretpostavke da je w € R™!.
Prethodna dva rezultata su dokazana za slucaj A = B(X) u [14].

3.2 Tezinski EP elementi u prstenu

Kao sto se iz samog naslova zakljucuje, cilj ovog odeljka je da definisemo
tezinske EP elemente u prstenu sa involjucijom i dokazemo njihovu
glavnu karakterizaciju. Rezultati ovog odeljka su takodje iz rada sa
D.S. Djordjevi¢em [52].

Najpre uvodimo definiciju tezinskog EP i tezinskog generalisanog
EP elementa u prstenu.

Definicija 3.2.1 FElement a u prstenu R sa involucijom je tezinski EP
ako je a € RENRI i a® = a%w. Element a je tezinski generalisani
EP (ili wgEP kraée) ako postoji k € N tako da je a* teZinski EP.

Sada dokazujemo glavnu karakterizaciju tezinskih EP elemenata u
prstenu.

Teorema 3.2.1 Neka je R prsten sa involucijom i jedinicom 1 ¢ neka
jew € R7Y. Za element a € R sledeéa turdjenja su ekvivalentna:

(a) a je tezinski EP.

(b) aw € R4N RL*’UJ* i (aw)? = (aw)L*ﬂU*.
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(c) wa € RN erl,wfl i (wa)? = (wa)!

w1l w-1"

Dokaz. (a)=(b): Pretpostavimo da je a tezinski EP element, tj.
a € RENRE i at = a;rzw = b. Na osnovu uslova a € RY i Teoreme

3.1.2, proizilazi da je aw € R?i (aw)? = bw. Kako je a € R}, i a};w =0,
prema definiciji, sledi

axbxa=a, bxaxb=0>, (axb)"=axb (bxa)"=bxa,
odnosno,
awbwa = a, bwawb=">, (awb)* =awb, (bwa)* = bwa.
Zatim, vazi
awbwaw = aw,
bwawbw = bw,
(w*awbw)* = w*(awb) w = w*awbw,
(w*bwaw)* = w* (bwa)*w = w*bwaw.

Dakle, aw € RLW i (aw)IU*M = bw = (aw)?.

(b)=-(a): Neka je aw € RN RLw i (aw)? = (aw)fv*,w*. Prema
Teoremi 3.1.2 i aw € RY, sledi a € RS i b = a®¥. Posto je bw =
(aw)? = (aw)] na osnovu definicije teznskog MP-inverza, proizilazi

w*,w*
awbwaw = aw, bwawbw = bw,

(w awbw)* = wrawbw, (wbwaw)* = w*bwaw.

Sada je

a*b*a=awbwaww " = aww ! = a,

b axb=bwawbww = bww ! = b,
(a*xb)* = (w*) 'w*awbww )* = (w*) w*awbww ™ = a* b,
(bxa) = (w*) 'w*bwaww™)* = (w*) w*bwaww ™ = b * a.

Prema tome, a € RY i a;aw = b= a%". Dakle, a je tezinski EP element.
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(a)=(c): Ako je a tezinski EP element, tada je a € R NRI i
abv = a%w =b. Iz uslova a € R¢ i Teoreme 3.1.2, sledi da je wa € R?

i (wa)? =wb. Kako je a € R}, onda je
axbxa=a, bxaxb=0b, (axb)*=axb, (bxa)"=bxa,
£,
awbwa = a, bwawb=">, (awb)* =awb, (bwa)* = bwa.

Sada proizilazi
wawbwa = wa,

wbwawb = wb,
(w™twawb)* = (awb)* = awb = w™'wawb,
(w™twbwa)* = (bwa)* = bwa = w wbwa.

Prema tome, wa € R} gyt (wa)L,ljw,l = wb = (wa).

w

(c)=(a): Pretpostavimo da je wa € RN RL—I,w—l i (wa)? =

Na osnovu Teoreme 3.1.2 i wa € R, sledi a € RY i
f

w1 w1

(wa):rvfl,wfl :

b= a®". Posto je wb = (wa)? = (wa) vazi

wawbwa = wa, wbwawb = wb,

1 1

(w™wawd)* = wlwawd,  (wwbwa)* = wtwbwa.

Zatim je
a*bxa=w twawbwa = w twa = a,

bxaxb=w twbwawb = w twb = b,
(a*b)* = (wwawdb)* = wwawb = a * b,
(b*a)" = (wlwbwa)* = w'wbwa = b * a.

Dakle, a € RI i a%w = b = a®. Zakljué¢ujemo da je a tezinski EP
element. O
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3.3 Wg-Drazin-ov inverz sume dva
operatora

Neka su X i Y proizvoljni Banach-ovi prostori i A, B € B(X,Y’). Pod-
setimo se da ako Drazin-ovi inverzi A” i BP postoje, ne mora da znaéi
da i Drazin-ov inverz (A + B)” postoji. Zatim, ako (A + B)? po-
stoji, onda ne znamo uvek kako da izracunamo (A + B)P u zavisnosti
od A, B, AP, BP. U radu [33], R.E. Hartwig, G. Wang i Y. Wei su
dokazali formulu za izra¢unavanje Drazin-ovog inverza sume dve ma-
trice, kada je jedan od proizvoda ovih matrica nula. D.S. Djordjevié¢ i
Y. Wei generalisali su njihove rezultate na ogranicene linearne opera-
tore na Banach-ovim prostorima [21]. U radu [6], N. Castro Gonzalez je
prosirila ove aditivne rezultate na kompleksne matrice koristeéi slabije
uslove. Na kraju, N. Castro-Gonzalez i J.J. Koliha su uopstili rezul-
tate za generalisani Drazin-ov inverz elemenata Banach-ovih algebri
[7]. U ovoj sekciji data je formula za izracunavanje tezinskog genera-
lisanog Drazin-ovog inverza sume dva ogranicena linearna operatora na
Banach-ovim prostorima. Izlozeni rezultati su dokazani u radu sa D.S.
Djordjevicem [47].

Pocinjemo teoremom koja predstavlja poseban slucaj glavne teo-
reme.

Teorema 3.3.1 Neka je W € B(Y,X), neka je B € B(X,Y) Wy-
Drazin invertibilan i N € B(X,Y) takav da je WN € B(X) kvazinilpo-
tentan. Ako je NWB*W =0 i (I —- WBWB*W)YWNWB = 0, tada
Je

(WN +WB)* = (WB)*+ (WB)%)? (i((WB)d)iWNS(i)> (3.4)

=0

i, za svako 1 >0,
(I —WBWB*"W)Y(WN +WB)" = S(i), (3.5)
gde je A
S(i) = (I — WBW B*"W) (Z(WB)@'J‘(WN)J‘) :

Jj=0
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Dalje, za svako v > 1, je

S(i) = (WB)™"S(1—1) =S — 1)(WN)~,

Dokaz. Posto je B W g—Drazin invertibilan, onda operatori B i W
imaju slede¢e matri¢ne reprezentacije:

[B 0 w0
N A RS

pri cemu su By, W invertibilni, a W5 By je kvazinilpotentan. Sada iz
jednakosti NWB%W = 0 sledi da N ima matri¢nu formu

[0~
N_[ONJ‘

0 WlNl
0 W5yN,
Lemme 1.2.5, zakljucujemo da je W5 N5 kvazinilpotentan. Iz jednakosti
(I — WBWBSWYWNWB = 0 sledi da je WoN,WyBy = 0. Dakle, za
i >0,

Kako je operator WN = kvazinilpotentan, na osnovu

(WaNy + WaBy)' = zi:(Wsz)ifj(WQNz)j = zi:(Wsz)j(W2N2)H

j=0 7=0

Prema Lemmi 1.2.3, sledi da je W5 Ny + W5 B, kvazinilpotentan. Sada,
na osnovu Lemme 1.2.2, proizilazi

(WN + WB)?
(w0 0 N ], [m o B, 0 1\
- 0 W, 0 N, 0 Wy 0 B

. WlBl W1N1 WlBl X
- 0  WoNy+ WyB,

pri cemu je
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X = (wB)™) [fj ((W2B) ™) WANL (WaN; + WzBQV]

1=0
[e3)

((WlBl)_1>i W1 Ny (i(V[GBQ)i_j (W2N2)j> ] .

j=0

= (M) [

1=0

Neka je S(i) = (I — WBW BW) (2 (WB)i=i(WN)! ) za, svako

© > 0. Zatim, za svako ¢ > 1, vazi

S(i) = [8 (W232 ]+Zl W2§2)i-j] [8 le\(hm(/Z\Q/i\)%V‘l]

0 0
0 ZO(Wsz)i_j(WzNﬂj
]:

Prema tome,

vy (B (S was)

=0

(Wi By)™! § ((WIBI)_l)H—Q WiN, (ZZ: (WoBs)' =9 (WoNy)! )

=0 7=0

0 0

_ [ (WiB)™' X
N 0 0

] — (WN + WB)<.

Jednakost (3.5) i drugo tvrdjenje teoreme se lako proveravaju. O
Kao posledice prethodne teoreme proizilaze sledeci rezultati.

Posledica 3.3.1 Neka operatori B, N € B(X,Y) zadovoljavaju uslove
Teoreme 3.3.1. Tada je

(WN+WB)YY (WN+WB) = (WB)WB+ (i((WB)d)”lWNS(z')) ,

=0

pri cemu je S(i) definisano u (3.5).



58 GLAVA 3. TEZINSKI UOPSTENI INVERZI I PERTURBACIJE

Posledica 3.3.2 Neka je W € B(Y, X), neka je B € B(X,Y) Wg-
Drazin invertibilan i N € B(X,Y') takav da je WN € B(X) kvazinilpo-
tentan. Neka je NWBYW =0 i (I —- WBWB*W)YWNWB = 0.

(i) Ako je (WN)? =0, tada je
(WN + WB)*
= (VB4 (B (v By W VY

1=

-

Il
—

+(WB))? ( ((WBWWN(WBV) WN.

(2

(ii) Ako je WNWR =0, tada je

(WN + WB)WR
= (WB)WR+ (WB)%)? <§((WBWWN(WB)"> WR.

i=1

(iii) Ako je (WB)? = W B, tada je

(WN+WB)=(I-WN)'WB.

Dokaz. Svaki od ovih slucajeva sledi direktno iz Teoreme 3.3.1 i
slede¢ih pojednostavljenja.

Neka je S(i) = (I — WBW B4W) (ZZ: (WB)i_j(WN)j>, za svako
j=0
1> 0.

(i) Kako je (WN)? =0, onda je, za svako i > 1,

WNS(i) = WN(WB)'+ WN(WB)" *WN.

(i) Posto je WNWR =0, tada je WNS(i)WR = WN (W B)'WR.
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(iii) Kako je (WB)? = W B, onda je (WB)? = WB i iz pretpostavke
NWB*W =0 sledi NWB = N(WB)? = NWB4W = (. Tada iz
Lemme 1.2.4 sledi

(WN+WBY = S (WN)((WByy+

= i(WN)i(WB)i+1

= (Z(WN)") WB

=0

— (I-WN)'WB.

O

Sada predstavljamo i dokazujmo glavni rezultat.

Teorema 3.3.2 Neka je W € B(Y, X) i neka su A, B € B(X,Y) Wg-
Drazin invertibilni.  Ako je AWWDB = 0, AWBW = 0 i
(I — WBWBIWYWAW B(I — WAW A*W) = 0, tada je A+ B Wg-
Drazin invertibilan 1

(A+ B)*"W =

=(A+ B) x

x [(WB)d (1 + 2 (wBy")"™ WAZ(z‘)) (I WAWAd’W)]
+(A+ B)(I — WBWB) (I + i Z(i))WB ((WA)d)”1> X
x (WA’

—(4+B) (WB)!) (ij (wB)"Y WAZ(i)WB) (way!)’

— (A+ B)(WB)! (i WAZ(i)W B ((WA)")Z) ((wa)!)”

=0

—(4+B) (WB)Y)" x
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x (i 3 (WB)')' WAZ(i + k+ 1)WB ((WA)d)k> ((wa)!)’

(A1 B)
x [(WB)d (1 + i (wB)y))™ WAZ(@')) (I WAWAd’W)] .
x WB(WA)* B
(3.6)
gde je

Z(i) = (I — WBW B*W) (Z(WB)H(WA)J') (I — WAW AW,
j=0
(3.7)
Dalje, za svako 1 > 1, je

Z(@) = (WB)™Z(1 - 1) = Z(l - 1)(WA)~

Dokaz. Posto je A W g—Drazin invertibilan, onda operatori A i W
imaju slede¢u matricnu formu:

A0 w0
A= A =1 )

pri cemu su A, Wi invertibilni i W5 A5 je kvazinilpotentan. Tada iz
jednakosti A" W B = 0 sledi da B moze biti zapisano u obliku

0 O
p-[0 0]

Zatim, pomoc¢u Lemme 1.2.2, izracunavamo (W B)?¢(= W B4W). Prema
AW BIW = 01 (I-W BW BEW YW AW B(I —W AW A4W) = 0, sledi da
je AgWa B> = 01 (I—WoByWo B YWy Ay W, By = 0. Sada su uslovi
Teoreme 3.3.1 zadovoljeni za: By, W5, Ag, redom, umesto B, W, N.

Na osnovu Lemme 1.2.2, sledi
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(A+ B)™W
= (A4 B)(W(A+ B))? = (A+ B) (WA + WB)%)?

a\ 2
W1A1 0
(A+ B)
+ ([ WyBy WyAs + WoBy ] )

= (A+B) [ (W) (W2A2+0W232)d r

X(WlAl)—l + (WQAQ + Wng)dX ((WQAQ + Wng)d)2
A

(W A)1)? 0 ]
X/ (A + By)(WaAy + WaBs)4)?2

o l (W1 A)1)? 0 ]
gde je
X = ([ — <W2A2 + W2B2>(W2A2 + Wng)d) X
X (i(WQAQ + WQBQ)iWQBl((WlAl)l)i> ((I/VlAl)’l)2
— (W;zAz + WZBQ)dWQBl(WlAl)il
X' = B (Wi A) ™2 + (Ay + Bo)[X (W1 A)) 7! 4+ (WaAy + WaBs)X].

Iz Teoreme 3.3.1 sledi

(Wady + WaBy)* = (WaBs)? + (W2 B2)?)? (i((WzBﬁd)iWﬂzS(i))

1=0

gde je S(i) = (I — WyB,W,BS"?) (z (WQBQ)J'(WQAQ)H), za svako
7=0
1 > 0. Zatim je

I — (WyAy + WyBy)(Wa Ay 4+ WaBy)?

= [ — Wy By(WoBy)? — (W, Bs)? (i((wgBQ)d)fW2A25(¢)> .

=0
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Kako je

2
(Wads + WaBo)'X = — (WaAg + WaBy)*) WoBy (Wi Ay) ™!

onda je
2
X' = B ((WiA)™") + (A + By) l <[ — Wy Ba(WaBs)?
— WQBQ dz W2B2 WQAQS( )) X
=0

x <§:(W2A2 + WaBa) WaBy (Wi Al)_l)m)

=0

2
— (WaAy + WaBo)" Wy By (W1 Ay) ")
2
—  ((WaAy + W2 By)") WQBl(WlAl)ll

= B ((MA)) + X1+ X + X5 + X,
pri cemu su Xq, X5, X3 1 X, slededi izrazi:
X, = (Ay+ By)(I — WyBy(W)By)?) x
x <2(W2A2 + W, B,) W, By ((WlAl)—l)’) (W)™’

= (Ay + By)(I — WoBy(WyBy)%) x
o (S sems (a7 (om0’

i poslednja jednakost sledi iz jednakosti (3.5) u Teoremi 3.3.1. Dalje,
X
—(Ay + By)(WaB,)? <§j ((Wng)dY W2A25(¢)> X

=0

X <i(W2A2 + WaBy)' Wy By ((WlAl)_l)Z) ((WlAl)_1)3

1=0
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—(As + By)(W,B,)* (Z Wy Ay S(k)WoBy ((WlAl)_l)k+3>
— (Ag + Bg)(WaBy)* x

<Z S ((WaB2)!)™ WadaS(i+ k + 1)W,By ((W1A1>—1)k+3>

=0 k=0

gde poslednja jednakost sledi iz jednakosti (3.5), na osnovu koje je
S(i)(WaAg+WaBy)* = (I—=WoByWoBy™ ) (WaAg+Wo By)HF = S(i+k)
i posle zamene ¢ sa ¢ — 1 u poslednjoj sumi. Takodje

X3 = —(Ag+ Bg)(WaAy + WQB?)dW281 <(W1A1>_1)2
= (A + By)(WyBo)'W,B, (Wi A) ™)
— (A + By) (WaB)Y)” x

X (i ((W2B2)")’ WQAQS(Z')WQB1> (W)™’

1=0
Konaéno,
2
Xi = —(Ay+ By) (WaAy + WaBo)") WaBy (Wi Ay)~!
Neka je

Z(i) = (I — WBW B*W) (i(WB)”(WA)J‘) (I — WAW AW,

=0
Direktnim izrac¢unavanjem, za svako ¢ > 1, vazi

26) = ! 0 <
—(WaBo)WaBy T — WyBs(WaBs)
1

i— 0 0 0 0
" {Z%[m&w 1,8, (WQBW] [0 <W2A2>j]
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0 0
T |0 (I - WaBy(WaBy)?) 20<W232)i‘j(W2A2>j
o o
. d\? 0 X
WAZ(H)WB ((WA))" = [ WAz S(i)Wa By (Wi A1) )T 0 ]

za svako ¢ > 1.
Sada, izra¢unavamo izraze u jednakosti (3.6) za (A+ B)*"W koristedi
blok dekompoziciju:

21 = (A+B)X

X [(WB)d (I s (wB)y)™ WAZ(@')) (I - WAWAd’W)] 2

0 B 0
- “‘””“0 (WQBQV]
+ ; ((Wng)dergWQBl ((WQBQ)“)ZH] X

[ s |}

X
0 0 ?
= 00 i+2
(A+B)| (WaBy)d + ;0 ((Wng)d) Wy AyS(7)
A 0 0 0 i
B | B1 A+ By 0 ((WQAQ + WQBQ)d)

0
2
0 (A2 + By) ((Wads + WaBy))

)

Y = (A+B)(I—-WBWB*W) x
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<I+ > 2w B (W)™ ) (way!)’

X
4 o I 0 y
B | Bi Ay + By —(WaBy)WoBy I — W,yBy(WoBy)*
' (Wi A1)~ 0
© | X SRWaB (WA 0
_ [ AmAnT? o
X" 0]

X" = B (A
(et B [(MaBY B, (W) 1)’

+ ([ WQBQ W2B2 (Z S WQBl ( WlAl)—l)k+3>‘| ’

53 = —(A+ B) ((WB)d)2 <i (WB) ) WAZ(i )WB) ((WA)d)2

=0

0 0
=-(A+B)| & ((WeBo)) ™ WaaS(i)WaBy (WA 0 ]

=0

0
(As + By) S (WaBo)!) " WoyS()W By (WiA1) ™) 0 ] =

1=0

S, = —(A+B)(W (Z WAZ(>)W B ((WA)d)Z) ((WA)d)3

=0

=—(A+ B)

0
(WQBQ)d §)W2A25(i)WQBl ((WlAl)—l)i+3 0 ]
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0 0
(As + B (aB2)" 5 WaoS (W (W1 A)7)'* 0

Y

S5 = —(A+ B) (WB)!)

x (i 5 (WB))' WAZ(i + k + )WB ((WA)d)k) ((way!)’

=0 k=0

(Ao 0o 0] 0 0
T B A+ By || X" 0| T | (A B)X” 0|

gde je
X7 =305 (WaB2)) P WaraS (i + k+ W) (140 7)"
¥ = —(A+B)x
x WB(WA)? )
0 0 0 0
= IR (s B lWﬁM%&)lol

0 0
2 .
(Az + Ba) (WaAg + WaBy)®)  WoBy (W1 Ay) ! o]

Prema tome,
Y+ e+ X3+ X+ X5+ g

_ [ A (W A)7h)? 0 ]
- X’ (Ay + Bo)((WaAy + WaBy)4)?

¢ime je kompletiran dokaz jednakosti (3.6). Drugo tvrdjenje teoreme
moze se lako proveriti. O
U nastavku slede dokazane posledice prethodne teoreme.
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Posledica 3.3.3 Nekaje W € B(Y, X) i neka su A, B € B(X,Y) Wg-
Drazin invertibilni. Ako je AAWWB =01 AWB(I—-W AW A4W) =0,
tada je

(A4 B)®W
— (A+ B) Ki (wB))™ (WA)’) (I - WAWAdvW)]

+ (A + B)(I — WBWBd,W) <i(WB)Z ((WA)d)H—Q

=0

S S (WB)(WAYWB ((WA)d)”s)

i=1j=1

—(A+ B) ((WB)d)2 (f: ((WB)d)i (WA)’“WB) ((WA)d)2

1=0

— (A+ B)( d (ij: A+ WB <(WA)d)i) ((WA)d)3
— (A+ B) ( d)2 X
9 ( -3 () (vaAy s ((WA)d)k> (v ayt)’

— (A+B) l@) (wB)y")™ (WA)i)) (I - WAWAC”W)] .
x WB(W A

Dokaz. 1z pretpostavki AAWW B =01 AW B(I — WAW A4W) =0
sledi da je

AWB)? = AWB(I — WAWA*WYW B + AW BW AW A*YWW B
AW BW AW A*WW B
pr— 0’

i onda je

AWB™W = AWB)* = AWB (WB)")" = AWB)* (WB)!)" =0.
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Zatim na osnovu Teoreme 3.3.2, zajedno sa pojednostavljenjem
WAZ(i) = (WATH T —WAW A%V za svako i > 0, sledi tvrdjenje
ove posledice. O

Posledica 3.3.4 Nekaje W € B(Y,X) i neka su A, B € B(X,Y) Wg-
Drazin invertibilni. Pretpostavimo da je AYWWDB = 0 i AWB(I —
WAW A4W) = 0.

(i) Ako je (WB)* =W B, onda je
(A+ B)»W

= (A+ B) KWB g(WA)i> (I — WAWAdvW)] 2

+(A+B)(I—WB) x

X (((WA)d)2 + i(WA)ZWB ((WA)d)HS)
_(A+BWB (i(WA)iHWB) ((wa)!)”
—(A+B)WB (i(WA)i“WB(((WA)d)") ((wa)!)

—(A+ B)WB x
<(SSavarsaw(wa)) (v’

=0 k=0

3

. 2

— (A+ B) KWB Z(WA)’> (I - WAWAd’W)] X

i=0
x WB(W A)?.

(ii) Ako je W B kvazinilpotentan, onda je

(A+B)*" — (A+ B) [((WA)C[)Q

n (i zz:(WB)i_j(WA)jWB ((WA)d)Z) ((WA)d>3 .

i=0 j=0
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(iii) Ako je (WB)? =0, onda je

(A4 B = (a4 B) |(vay)’
o wa (Sovaws (wary) (va)

=0

+ <§Oj<WA)Z‘WB ((WA)d)Z) ((WA)d)S] .

1=0

Dokaz. Svaki od ovih slucajeva sledi direktno iz Posledice 3.3.3 i
slede¢ih pojednostavljenja:

(i) Kako je (WB)? = WB, vazi da je WBW = (WB)¢ = WB i
(I - WBWB*)WB = 0.

(ii) Posto je W B kvazinilpotentan, onda je (W B)?4 = 0.
(iii) Iz (WB)* =0, sledi da je
WB) =WB(WB)") = (WB)?((WB)!) =0. O
Posledica 3.3.5 Nekaje W € B(Y,X) i neka su A, B € B(X,Y) Wg-

Drazin invertibilni. Ako je AW B*W =0 i (I-WBW BW)YWAW B =
0, tada je

(A4 B)W

— (A+ B) [(Z (wB)?)

1=0

i+1

(WA

L33 (B WA(WB)J‘(WA)Z‘—J‘) (I = WAWA™Y)

i=1j=1

+ (A+ B)(I — WBWB) (i)(WB)i ((WA)d)i”)

—(A+B) ((WB)!) (Z (wB)" WA(WB)%’“) (wayt)’

1=0

— (A+ B)(WB)? (i W A(W B)"+! ((WA)d)’) ((WA)d)3

=0
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o

- (%1 + B) KZ (wB)*)

1=0

T way

+ i Z (wB))"“ wAWBYy (WA)H') (I — WAW AW)

x WB(W A

Dokaz. 1z AWBYW =0i (I — WBWB*W)YWAW B = 0, sledi da
je
(AW)’B = A(I — WBWB*)\W AW B + AW BW BV W AW B
AW B*WW BW AW B
=0

i onda je
AMWWB = (AW)'B = ((AW)")" AWB = ((AW)!)” (AW)?B = 0.
Zatim primenom Teoreme 3.3.2, zajedno sa pojednostavljenjem

Z(i)WB = (I — WBW B*W)(W B)™!, za svako i > 0, proizilazi kao
rezultat tvrdjenje ove posledice. O

Posledica 3.3.6 Neka je W € B(Y,X) i neka su A,B € B(X,Y)
Wgq-Drazin invertibilni. Pretpostavimo da je AWBYW = 0 i (I —
W BW B YW AW B = 0.

(i) Ako je (WA)?> =WA, onda je

(A+ B)EW
=(A+ B) x

x K(WB)d s (wB))™* WA(WB)Z) (I - WA)] 2

=1
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+ (A + B)(I — WBWB*W) (i(WB)’) WA
—(4+B) (WB)) (i (wB)? WA(WB)"“) WA

=0

—(A+ B)(W d(i AWB’“)WA
—(A+B) (W ﬂgx

(Z > ((WB)Y) WAWB) Z+k+2> WA

=0 k=0

—(A+ B) x
x K(WB)d 3 (wpy)™? WA(WB)Z) (1 - WA)] 2

=1

x WB(W A

(ii) Ako je W A kvazinilpotentan, onda je

(A+ B)®W
=(A+ B) x

WB) +3 3 (WB)Y) WAWBY (W Ay~

i=0 j=0

Dokaz. Primenom Posledice 3.3.5 i slede¢ih pojednostavljenja:

(i) Posto je (WA)? = WA, vazi da je WAPW = (WA)! = WA i
(WA (T —WAW A4W) = 0, za svako j > 1.

(ii) Kako je WA kvazinilpotentan, onda je (WA)? = 0. O

Posledica 3.3.7 Neka su A,B € B(X,Y) Wg-Drazin invertibilni.
Ako je AW B =0, tada je

(A+ B)®W

2

= (A+ B) l B)? (i (w ) (WA)’ ) (I — WAW AW

=0
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[e.e]

(A + B)(I - WBWBW) @(WBY (<WA>d)i) (way)
—(A+B) [(WB)d @O; (wB)Y) (WAV) (I - WAWAd’W)]

x WB(W A)“.

Dokaz. 1z pretpostavke AW B = 0, sledi da je
AWWB = AW AW AW B = (AW W)2AW B = 0,

(I — WBWBWYWAWB = 0, AWB(I — WAW A4W") = 0 i onda je
AYWW B = 0. Dakle, primenimo Posledicu 3.3.3, ili Posledicu 3.3.5,
da dokazemo gornji rezultat. O



Glava 4

Faktori uslovljenosti

4.1 Faktor uslovljenosti operatora

Neka su prostori X i Y proizvoljni Hilbert-ovi prostori snabdeveni nor-
mama || - ||x i -||y. Neka su P-norma za vektor x € X, ()-norma
za vektor y € Y i QP-norma za operator A € B(X,Y), respektivno,
definisane na sledeci nacin (videti [45]):

lzllp = /a1 |% + llz2]1%s

lyllo = lwllZ + lwslI2,

[Allgp = sup [[Az]lq

lzll p<1

gde je
$:$1+ZE2, o 61—77 X2 eTla

Y=ty +y2, 11 €51, 12 €S.

Primetimo da mozemo takodje definisati skalarni proizvod u X na
sledeéi nacin:
(z,y)p = (v1,y1)x + (T2, Y2) x
gde je

T=T1+To, Y=Y+ Y2, T1, h €T, T2, yo € 11

73
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Uocimo da je norma || - ||p indukovana skalarnim proizvodom (-, )p.
Slicno vazi za skalarni proizvod (-,-)g i normu || - ||g u Y.
Generalisani inverzi se Cesto povezuju sa sistemom jednacina

Ax =0,

pri cemu su A i b dati, a z je nepoznat vektor. Ako je A invertibilan
operator, tada je faktor uslovljenosti od A definisan sa

R(A) = A[IAT].

Ako je A singularan operator, tada mozemo koristiti neki uopsteni in-
verz A~ od A umesto A~! i definisanti uopsteni faktor uslovljenosti na
sledeé¢i nacin:

k=(A) = [ AIAT]
Prema tome, uopsteni faktor uslovljenosti od A odredjen generalisanim
inverzom A%)S, u slucaju kada on postoji, oznacen je sa

k(A) = || A AT ]

Drugi nacin definisanja faktora uslovljenosti linearnog sistema Az =
b je povezan sa diferencijabilnim funkcijama. Neka je A € B(X,Y)rs
i b e Y. Definisimo preslikavanje

F:BX.Y)rsxY —X

na sledeé¢i naéin:

F(A,b) = AP)b.

Preslikavanje F' je diferencijabilno, ako grani¢na vrednost

lim F(A+€eE,b+ef)— F(Ab)

e—0 €

= F'(A,D)|(e.p)

postoji za neke perturbacije £ € B(X,Y) od Ai f € Y od b. Pret-
postavimo da je A+ ¢E € B(X,Y)rs za male vrednost ¢ € C. Ako
imamo ovu vrstu diferencijabilnosti, tada je

C(A, D) = ||F'(A,0)|e.pl
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apsolutni faktor uslovljenosti linearnog sistem Ax = b, odredjen gene-
ralisanim inverzom Ag?g i perturbacijama F od Ai f od b.

D.J. Higham [34] je razmatrao razlicite faktore uslovljenosti obi¢nog
inverza i nesinglarnog linearnog sistema. Za uopsStene inverze i singu-
larne linearne sisteme postoje sli¢ni rezultati. Radovi [64, 65, 43, 8, 68]
sadrze neke rezultate u kojima je koriséen kao uopsteni inverz Moore-
Penrose-ov inverz, Drazin-ov inverz i generalisani Bott-Duffin inverz,
respektiveno. U radu [63], Y. Wei i H. Diao su proucavali faktor uslov-
ljenosti Drazin-ovog inverza i Drazin-ovog resenja singularnog linearnog
sistema. X. Cuii H. Diao su generalisali rezultate iz rada [63] i dokazali
rezultate o faktoru uslovljenosti W-tezinskog Drazin-ovog inverza i W -
tezinskog Drazin-ovog resenja linearnog sistema u radu [12]. U radu
[45] prosireni su rezultati iz rada [12] na linearne ograni¢ene operatore
izmedju Hilbert-ovih prostora. Zato $to svi pomenuti uopsteni inverzi
predstavljaju spoljasnji inverz A% )s sa odredjenom slikom 71 jezgrom .S,
veoma smo zainteresovani za faktor uslovljenosti odredjen spoljasnjim
inverzom Ag)s U radu [15], H. Diao, M. Qin i Y. Wei su istrazivali
faktor uslovljenosti spoljasnjeg inverza AE,?)S i spoljasnjeg Ag )S—reéenja
ogranicenog linearnog sistema, i poboljsali rezultate iz radova [63, 12].
Oni su dali eksplicitnu formulu za izracunavanje faktora uslovljenosti
spoljasnjeg A(T?g—reéenja ograni¢enog linearnog sistema. U radu [46]
prosirujemo rezultate dokazane u [15] na linearne ogranicene operatore
izmedju Hilbert-ovih prostora, i njih predstavljamo u ovom odeljku.

Mozemo lako dokazati slede¢i koristan rezultat.

Teorema 4.1.1 Pretpostavimo da za operator A € B(X,Y) i zatvorene
potprostore T C X .S C Y, postoji spoljasnji inverz Ag?g € B(Y, X).
Neka je B = A+ E, R(E) C A(T) « N(E) 2 T,. Ako je

IATS | poll Ellr < 1, tada BY% postoi i

BEy = [I + APSE) AR = ARSI + EARY] L (4.1)
Dokaz. Ovaj rezultat je analogan rezultatu u radu [69] za komplek-
sne matrice. O
Sada dokazujemo da je preslikavanje F' direrencijabilno pod odre-
djenim uslovima.
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Teorema 4.1.2 Preslikavanje F' : B(X,Y) x Y — X je diferenci-
jabilna funkcija, ako perturbacija (E, f) od (A,b) zadovoljava sledece

uslove:

2 2 2
AASLE = E, EARA=E, |AZs|rollEllor < 1.

2

(4.2)

Dokaz. Na osnovu Teoreme 4.1.1 sledi da (A + EE)TES postoji i da

je

(A+eB)Ps = [+ AFseB] ' ATy
= [I — eATRE + E(ATE)? — ] 1AL

= APy — cATSEALS +O(¢)

Razmotrimo postojanje grani¢ne vrednosti

Dakle,

F(A+€E,b+ef) — F(A,b)

lim

e—0 €

lim (A+ GE)(TQQ(b +ef) — A%ng

e—0 €

i A5 = CATSEATs + O(@) (b + f) = AFsh
e—0 c

| CALSS — ATSEARS(b + cf)

e—0 €

lim(A7s f — AFSEALh — eATSEAT )
AP Ba + AP f.

F'(A0)|(5p) = —ATsEz + AP%f. O

Neka je A € B(X,Y), b € A(T) i posmatrajmo jednacinu

Ax = b, zel.
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Ako je A € B(X,Y)rgs, tada jednac¢ina (4.3) ima jedinstveno resenje
ako i samo ako je b € A(T) i T N N(A) = {0}. U tom slucaju je
jedinstveno resenje jednacine (4.3) dato sa

x = AT, (4.4)

Norma na zadatim podacima je norma u B(X,Y) x Y definisana na
sledeci nacin

(A,0) — |[[ad, Bb][| = /2| All3p + B2[bII3.

Dokazujemo procenu apsolutnog faktora uslovljenosti linearnog si-
stema u odnosu na spoljasnji inverz A(T% )s Slede¢i rezultat je uopstenje
rezultata iz [15] 1 [45].

Teorema 4.1.3 Ako perturbacija E od A zadovoljava uslov (4.2), tada
apsolutni faktor uslovljenosti C'(A,b) spoljasnjeg Ag)s—resvenja linearnog
sistema, sa normom

oA, B8]|| = \/a2[|AlI% + B2IIb]1%

na zadatim podacima (A,b) i normom ||x||p resenja, zadovoljava

C(A.D) < A(Q) HxHQ
(A,0) < ||A7sllPg 52+

Neka je (E,), niz perturbacija od A koje zadovoljavaju uslov (4.2) i neka
je (fn)n niz perturbacz’ja od b. Ako je C(E,, f,) odgovarajuci apsolutni
faktor uslovljenosti i HA SHPQ < a, tada je

T
CFns ) = 14840y 55+, o
(2) BRIl -
Dakle, || A7 sllpo\/ 52 + 753" Je odtra granica.
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Dokaz. Znamo da je F(A,b) = Ag)sb. Pod uslovom (4.2), F je
diferencijabilna funkcija i F” je definisan na sledeéi nac¢in

(At eB)Ps(b+ef) — ATgh
/ P 9 9
F'(A,b)lz.p) = i : ’

gde je E perturbacija od A i f perturbacija od b.
Posto E zadovoljava uslov (4.2), vazi

(A+eB)Ps = A, — cACLEAT + O(2),
i zatim se moze lako proveriti da je
F/(Ab)|m.5) = —AfsEx + AL .
Sada je

IF(A W) eple = [AS(Ez - f)p
< 1A% po (I Ellgrllzlle + 1l fllo)-

N

Norma linearnog preslikavanja (£, f) — F'(A,b)|(x,s) je supremum od
| F'(A,b)| (5,5l p na jediniénoj lopti u B(X,Y’) x Y. Kako je

e, BAIP = 2 ElGp + 821 f 15,
vazi
|1 F'(A, b)| )l

2
< sup 1AZS | po (| Ellerllzlle + [ fllo)
Q?||B|3 p+82[ I3 <1

: lalle I
_ s 420k (anEHQP T Bl
2| E|1% p+82] fI5 <1 e B
: lells 1
Ao s (alEllor Bl flle) - ( 3
a2”E”éP+IBQHf”2QS1 «@

gde (|| Ellop, Bllfllo) i (%, %) mogu biti posmatrani kao vektori u

R?, a u prethodnoj liniji je sadrzan skalarni proizvod u R2.
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Zatim, na osnovu Cauchy—Schwarz-ove nejednakosti, vazi:

2 =7 | 1
1F'(A, b))l < 1A% pg aQP + 5

U nastavku dokazujemo drugi deo teoreme. Podsetimo se matri¢nih
oblika (1.2) i (1.3). Postoji niz (u,), u S; koji zadovoljava ||u,| =1 i

Jim AT sl = |ATY) Zatim postoji niz (v,), in T,
-1
Up = “ru, ), tako da je |[vn| < 1, lim ||v,|| =11, za svako n € N,
1ALl n—00

_ _ 2
Artun = A7 Jow = A5l pgva:
Poslednja jednakost sledi iz

2 2
IAGS e = sup [[APszp
lz|lo<1

= sup

53]
VinPrep<lil 0 0 ][ @
Arlay
0

= sup [[A; a]
Jerli<1

= |47

P

= sup
flz1([<1

P

Uzimajudi, za svako n € N,

sledi da je
—1 —1
(2) ~ o Al O un o Al U/n
e =[50 [ ]=[M0"

1A ] gy [ o
= M |

2 N
= [|AZ% ] pobn-
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Lako se proverava da je ||t,|lg =11 |0,]lp <1, za svakon € N.
Neka je we€e S 1 wveT. Definisimo S,, € B(T,S)) na
slede¢i nacin: ako je x € T', tada je

Su() = (2, v)u.
Za svako T € B(S1,T) vazi:
TSuu(x) = T(u)(z,v).
Sada izaberimo, zan =1,2,3,...,

lzl7 1 L
2P+7’ fn = 5,
B 5%

Q

1 [ Sy. 0
En__oﬂn[ 0 01'

Tada, za fiksirano n, moze se proveriti da £, zadovoljava prvu jedna-
kost u uslovu (4.2):

e PN e

= FkE,.
Na isti nacin, vazi
@ 1« _L_Summ 0][At o] A4 o

Endpsd = a’n | 0 0_[ 0 0| 0 A
1 [ Sue 0][T 0
~ ar| 0 0[]0 0
_ L[ Sue O]
a2y 0 0]
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1l
1 -1
= aTnHAl 1Sl

0 0

2 A0
A2, gl Eullor = H i

L Sk 0
a?n 0 0

QP

1
= —||ATY| sup [|S,, »2
a277|| 1 ||”z <1|| i ? ]
1
= —— I A7Y]| sup [Jun(z, )]
R R E

L
< %HAllHHunHIWH

[
= 14
el
AT
(@]
1A% ]| po
[0

1.

Prema tome, F, zadovoljava uslov (4.2), za svako n € N. Sada
zelimo da proverimo da li perturbacija (E,, f,) zadovoljava nejednakost

| Enllgp + Bl fallg < 1,

2

1 |[ Su,w O 1
2 2 2 2 . Un,,T ~ 2
PEle + P15l = s || %57 0] gl
1 , 1
= agng”SUmIH + 62772
1 |
S 042772Hun” Hpr‘i‘ 527]2
(el 1
7]2 042 ﬁQ
- 1.

Skalarni proizvod (-,-)p u T je isti kao skalarni proizvod (-,-). Dakle,
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2 .
za x = A(T}Sb, vazi

F' (A0 s = —ATSE +ATS 3
S i
= e o] [8 ] e
_ 0;77 | Aﬂ(ag )y, ] N %Aggan
_ 0;77 | ||$||%>641_1Un ] n 517714%%"
= el [ )+ e,

1 T,
o e ol R

2 ~
ZQ%W%M%MWWHpW%ﬂm%

2
|m;wa<Wﬂ% 1>@

+ —
n

az 62
2 ~
= [|AZK]| ponin.

Prema tome,

x 1
WwwmthHW%ﬂm|Hb+@a (n — o).

Znajuéi da je || En |5 p + B2 fullh < 1, sledi

1
T

I/ (A, )l g | = 14T 2 T

i dokaz je kompletan. O

U radu [15], Teorema 4.1.3 je pokazana za kompleksne matrice. U
radu [45], dokazana je Teorema 4.1.3 razmatranjem tezinskog Drazin-
ovog inverza ogranicenih linearnih operatora na Hilbert-ovim
prostorima.
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4.2 Faktori uslovljenosti za tezinski
Drazin-ov inverz

J. Chen i Z. Xu su u radu [9] dokazali karakterizaciju faktora uslov-
ljenosti Drazin-ovog inverza i singularnog linearnog sistema za ma-
trice, pomoc¢u Schur-ove dekompozicije i spektralne norme umesto P-
norme, pri ¢emu je P transformaciona matrica Jordan-ovog kanonskog
oblika matrice A. Primetimo da je, uopsteno, izracunavanje Jordan-
ovog kanonskog oblika komplikovano. U radovima [12, 43, 60| dokazani
su rezultati u vezi sa faktorom uslovljenosti W-tezinskog Drazin-ovog
inverza i W-tezinskog Drazin-ovog resenja linearnog sistema, koristeci
P@Q-normu. Definicija P@Q-norme zavisi od Jordan-ovog kanonskog
oblika matrice A. U ovom odeljku prouc¢avamo faktor uslovljenosti
W—tezinskog Drazin-ovog inverza pravougaone matrice koriste¢i Schur-
ovu dekompoziciju i 2-normu umesto PQ-norme u [12]. Rezultati ovog
odeljka su objavljeni u radu sa D.S. Djordjevi¢em [48] i oni uopstavaju
rezultate iz [9, 12].
Podsetimo se na pocetku sledeceg rezultata.

Lema 4.2.1 (Schur-ova dekomporzicija)[26] Ako je A € C™™ tada
postoji unitarna matrica U € C**™ tako da je

U*AU =T = D + N,

pri cemu je D = diag(\y, ..., \n), a matrica N € C™ ™ je strogo gornje
trougaona.

Dalje, matrica U moZe biti izabran tako da se sopstvene vrednosti
Ai pojavljuju u nekom nizu duz dijagonale.

Neka matrica A € C™*" zadovoljava sledece uslove:
rank(A¥) =r, ind(A) =k, R(A") =R((A")"). (4.5)

Tada Schur-ova dekompozicija matrice A moze biti zapisana na sledeci
nacin:

B DIJ,.
A:U[O C]U, (4.6)
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pri cemu je U unitarna matrica, B je r X r gornje trougaona i nesin-
gularna matrica, a C' = [¢; ;| je strogo gornje trougaona matrica, tj.
cij=0kadajel <j<i<n-—r.

U radu [9], J. Chen i Z. Xu su koristili Schur-ovu dekompoziciju
matrice A da dokazu izraz za Drazin-ov inverz u sledecoj teoremi.

Teorema 4.2.1 [9] Neka je A € C™™. Ako matrica A zadovoljava
uslov (4.5), tada Schur-ova dekompozicija matrice A ima sledeéi oblik

B 0 «
amo] 2 0] )
pri cemu je U unitarna matrica, B je r X r gornje trougaona i nesin-
gularna matrica, C' je strogo gornje trougaona matrica. Tada je

Bt 0
D _ *
A_U[O Ohﬁ (4.8)

Na osnovu prethodne teoreme, dokazujemo sledeci rezultat.

Teorema 4.2.2 Neka je A € C™™ W € C™™ [ = ind(AW),
ky = ind(WA), k = max{ky, ka}, 7 = rank((AW)*), R((AW)") =
R(((AW)&)"), R((WA)2) = R((WA)*2)*). Tada je

_ Al 0 * o W1 0 %
A_Ul() AJV, W—V[O Wz]U

-1
IPW:UVWﬂﬂm S]W, (4.9)

pri cemu su U € C™*™ 4V € C™™ unitarne matrice, Ay i W1 nesin-
gularne matrice, AoWo i Wy Ay strogo gornje trougaone matrice.

Dokaz. Kako je rank((WA)*) = rank((AW)*) = r, na osnovu
Teoreme 4.2.1, sledi Schur-ova dekompozicija matrica AW i W A:

B 0

AW:UlO C

hﬁ WA—V[OF]V, (4.10)
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pri ¢emu su U € C™™ i V € C™™ unitarne matrice, B i D su
r X r gornje trougaone i nesingularne matrice, C' i F' su strogo gornje
trougaone matrice.

Matrice A 1 W mozemo predstaviti na sledeé¢i nacin:

A1 A12 Wl W12 1 U*

A=U
[ Agr As War W

o e

Posto su C' i F strogo gornje trougaone matrice, onda je C* = 0 i
F*¥ = 0. Sada je

[ BF 0 A A
k . * 1 12 *
(AW)A—U_O O]UU[Am AQ]V
[ BFA, BFA, L,
=U| ", 0 1%

L Agl A2 0 0
[ ADF 0.,
| Ay D% 0 ] Ve

Koristedi jednakost (AW )*A = A(W A)¥, zakljucujemo da je B¥A;5 = 0
i A1 D¥ = 0. Kako su B i D nesingularne matrice, onda je A = 0 i

Ay =0, tj.
A:U[Al 0 ]V*.

i k
AW Ay = | M A”]v*le O]v*

= U

0 A
Iz jednakosti

. [ Al 0 * Wl W12 *
AW_U_O AQ]VVle we (U
i AIWl A1W12 *
= U U,
L A2W21 AZWQ 1
ool W W ][ A 0]
VVA—V_W,21 WQ]UU[O AQ]V
[ WlAl W12A2 *
=V V
L W21A1 W2A2 ]
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i (410), proizﬂazi A1W1 = B, WlAl = D, A2W2 = C, W2A2 = F,
A Wia =01 Ws A7 = 0. Prema tome, A; i W su invertibilne matrice,
AaWs 1 W5 A, su strogo gornje trougaone matrice, Wi, = 01 Wy = 0.

Dakle,
_ W1 0 *
W=V [ 0 W, ] U-.
Na kraju, na osnovu jednakosti APW = [(AW)P]2A = A[(WA)P)?,

sledi , ,
B™2A; 0 AD™= 0
DW __ U 1 ‘r* —U 1 ‘7*
A N [ 0 0 ] N l 0 0 1 ’

tj. B72A; = A;D~2. Prema tome,

ADW _ g [ (WA W)™t 0 ] v
0 0 ’

Na ovaj nacin smo kompletirali dokaz. O

U nastavku odeljka posmatracemo sledeéi linearan sistem
WAWz = b,

gde je A € C™™ W € CY™ ind(AW) = ky, ind(WA) = ky, b €
R((WAk) iz € R((AW)*). Tada je W-tezinsko Drazin-ovo resenje
x oblika

= APWp,

Operator F' definisan sa:
F:cC™vtxCc*—C™
(A,b) — F(Ab) = APWb = g,

je diferencijabilna funkcija, ako perturbacija E od A zadovoljava sledece
uslove:

R(EW) C R((AW)F), N(WAF) CN(WE), (4.11)
gde je k = max{ky, k2 }. Lako se proverava da je (4.11) ekvivalentno sa

APW(WAWYEW = EW, WEWAW)APY = WE. (4.12)
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Definicija apsolutnog faktora uslovljenosti je predstavljena od strane
J.R. Rice-a u radu [57]. Ako je F' neprekidno diferencijabilna funkcija,
F . C™n x C" — C™, & — F(x), apsolutni faktor uslovljenosti
funkcije F' u x je skalar ||F’(x)||. Relativni faktor uslovljenosti funkcije

Fuzje
LE" ()|l |
Iyl
Navodimo naredni rezultat koji koristimo u nastavku.

Lema 4.2.2 [67] Neka je AE € C™» W € C™™
k = max{ind(AW),ind(WA)}. Ako E zadovoljava uslov (4.11) 1
|APWWEW ||, < 1, tada je

(A+ E)PW = (I + APWWEW)TAPW = APW(T + W EW APW)~

Izabra¢emo  parametarsku tezinsku  Frobenius-ovu  normu
|[[aW AW, 5b]||UQ, gde je U ista matrica kao u (4.9) i Q = diag(U, 1),
zato §to mozemo izabrati razlicite parametre «, [ za razli¢ite pertur-
bacije.

U sledecoj teoremi dokazana je eksplicitna formula za faktor uslov-
ljenosti W-tezinskog Drazin-ovog resenja pomoc¢u 2-norme i Frobenius-
ove norme $to predstavlja uopstenje glavnog rezultata iz rada [12].

Teorema 4.2.3 Neka je A € C™™ W € CY™ [k = ind(AW),
ky = indWA), k = max{ky, ks }, 7 = rank((AW)*), R((AW)") =
R(((AW)E)") R((W A)k2) = R((W A)*2)*). Ako perturbacija E od A
zadovoljava uslov (4.11), tada apsolutni faktor uslovljenosti W-teZinskog
Drazin-ovog resenja linearnog sistema, sa normom

|[aW AW, BB][|5 = /a2 W AW % + 52[1b]3

na zadatim podacima (A,b) i normom ||x||2 resenja, zadovoljava

va||
C = [|A], ﬁ2+ .

gde je Q = l g (1) ] i U je ista matrica kao u (4.9).
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Dokaz. Znamo da je F(A,b) = APWp. Pod uslovom (4.11), F je
diferencijabilna funkcija i F” je definisan na sledeéi nac¢in
(A+eE)PW(b+ef) — APWD

F(A.D) e = lmy E 7

pri cemu je E perturbacija od A i f je perturbacija od b.
Posto E zadovoljava uslov (4.11), onda je (videti [58])

(A+ eEB)PW = APW _ c APWIW EW APW 1 O(62),
i onda se lako proverava da je
F'(A D) = —APWWEWz + APV £,
Tada je

||F/(A7 b)|(E7f)||2 = ||F,(A>b)|(E7f)||F
= [[APY(WEWz - f)||r
< AP (W EW gl + 1 £1l2).

Norma linearnog  preslikavanja  F'(A,b) je supremum od
| F'(A,b)|(g,p)|lF na jedinicnoj lopti u C™** x C™. Kako je

(W EW. 8f]15:0)" = o’ [WEW|[3 + 8| £

sledi
1P/ (AL =
= sup HAD’W(WEW.I' — Dllr
2| WEW ||2+82||f]13=1
< s AP (WEW ezl + 1F])
2| WEW ||12+82]| fll2=1
€T 1
APV, (aHWEWHF” ”2+6Hsz>
02| W EW 2,462 f|2=1 a g
lalls 1
AP, sup <a|1WEW|\F,m|fH2>-( 1
a2||W EW||2.+82||f||2=1 a B
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gde (a|WEW ||, BIlfll2) i (%, %) mogu biti posmatrani kao vektori
u R2.
Zatim, na osnovu Cauchy—Schwarz-ove nejednakosti, sledi

=l | 1

/(D] < 1Ay 252+ .

Sada ¢emo pokazati da je ova gornja granica dostizna. Postoje vektori
u i v takvi da je

(W1A1W1)_1u = ”(WlAlWl)_lHQU = HAD7WH2?]’

gde je [lullz = ||v]]s = 1.

Neka je
L u . v
ov[v] emofy)

Lako se proverava da je

[allz = o]l = 1.

Tada je
DW -(W1A1W1)_1 0 * u
ADV e = U_ 0 0 Vv 0
- U [ (W1A1W1)_1u
I 0
_ U (WA W)~ v
I 0
= A |
= [|APY]50.
Neka je

l=ll3 | 1 1
R RTN  h
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—1 —1
E:—lUlwl O]v*ax*Ulwl O]V*.

a’n 0 0 0 0
Sada je
EW = _o;nUlWSl glv*a;@*UlWél glv*x
X V[MO/I V%]U*
_ _O;UU[WS_I S]VumU[é S]U
Kako je

APW (WAW) = U [ é 8 ] U,

mozemo proveriti da E zadovoljava prvu jednakost u uslovu (4.12)

APW(WAW)EW =

:—O;]UH S]U*U[Wé_l S]VuxU[é 81(]

:_O;UU[WSA HvuxUH 8](]

— EW.

Na isti nacin, vazi

WE = —O;nvlvgl V[O/Q]U*x
x U[WOfl 8]v*m*U[WOfl 8%/
Bl e

W 0]
——uxU[ 0 O]V.
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Posto je
(WAW)APW = v [ é 8 ] V*,
onda je
1 Wit o I 0
Dw T o~k 1 * *
WEWAW)A = a2num U [ 0 0 1 Vv [ 00 ] V
W 0]
= WE.

Dakle, E zadovoljava uslov (4.12). Sada zelimo da proverimo da li je
perturbacija (E, f) odgovarajuca, tj. dalije o||WEW||%+3%|f|3 = 1.
Primetimo da je

(W1A1W1)71 0

_ ADWyp _
z=A b—Ul 0 0

] Vb,
i onda je

o*|[WEW |5 + 5| £13

1

—1 —1
vlmgl OHW1 Olv*aa;*Ulwl le

a’n? W, 0 0 0 0
2
Wy 0], . 1
" [ 0 WQ]U + gl
F
2
1. ..[107,. 1
oa2n? uxU[O O]U F+52n2
_ L, (WA W)=t 0 I 0 . 2 1
= a2772 Ubvl 0 0 0 O U . 62772
1. (Wi A W)~ o] S|
= bV U +
a’n? [ 0 0 o B
1 1
= Sl h+
o’ Bn
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L.
=l +

_ (e, 1
T 772 a2 62
1.

1
322

Zatim je
F'(AD) gy = —APYWEWz + APV f
1 I 0 1
— 7AD,WA U U* 7AD7WA
&277 UL 0 0 T+ 5277 U
1 1
AD’W Nk AD’W ~
70?77 ur*x + —52” | |20

1 1 .
= %\IxH%HAD’WHzH 147 |0

B2
= [JAPW]|ano.

Tada

el , 1

a B

zajedno sa o?||[WEW (% + 3?| f||? = 1, implicira

1E" (A, b)) ll2 = 147712

=l | 1

IE (A, D) = AP 2| “5= + iz

i dokaz je potpun. O
Ako E zadovoljava uslov (4.11), tada je relativni faktor uslovljenosti
u odnosu na 2-normu W-tezinskog Drazin-ovog inverza definisan sa

A E DW __ AD,W
Cond(A) = lim sup I(4+ E) £

=0T || WEW||2<e||WAW || €||AD,W”2

i odgovarajuéi faktor uslovljenosti za linearan sistem WAWz = b je
definisan sa

DWW __ ADW
Cond(Ab) = lim  sup  WATEIT (04 ]) = AT,

=0T |WEW o<W AWl €| AP Wb,
17113 <ellbll2
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Faktor uslovljenosti nivoa-2 W-tezinskog Drazin-ovog inverza je
definisan na sledeéi nacin:

. Cond(A+ FE) — Cond(A)|
Condm A) = lim su |
() =0 ||WEWH2§5WAW||2 e Cond(A)

i odgovarajuéi faktor uslovljenosti nivoa-2 je definisan sa

A+ FE = A
Cond® (A, b) = lim sup |Cond(A+ E,b+ f) — Cond( ,b)|‘

=0 | WEW|y<c|WAW |y € COTLd(A, b)
[ fll2<ellbll2

Teorema 4.2.4 Neka je A € C™™ W € CY™™ k = ind(AW),
ko = indWA), k = max{ky, ka}, v = rank((AW)*), R((AW)*) =
R(AW)T), R((WAYk2) = R((WA)K").  Ako perturbacija E od A

zadovoljava uslov (4.11), tada faktor uslovljenosti

DW _ ADW
Cond(A) = lim sup I+ E) AT e (4.13)

=0t | W EW ||y <el|W AW |2 e[| AP |, ’

zadovoljava
Cond(A) = [|[WAW ||o||APY||.. (4.14)

Dokaz. Zanemarivanjem izraza O(€?) u standardnom razvijanju, iz
Leme 4.2.2, sledi da je

(A+ E)PW — APW — —APWW EW APY.

Neka je B = ¢|[WAW|2E, koriséenjem |[WEW |y < e|WAW |,
proizilazi da je ||WEW /||y < 1. Tada je

[APTWEW AP ||y < ||APT |5 |[WEW |2 APV o < [ AP,
Rezultat je dokazan ako pokazemo da je

sup [ AP EWAPW|y = | APV,

W EW||2<1
Postoje vektori x i y takvi da je ||z]ls = ||yl = 1

(WA W) yllo = |l (W AW) " Hla = [[(W A W) o
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Izaberimo da je

Mozemo proveriti da je

- 3 Wi 0 | [ W 0] [y ]
IWEW ||, = |Vl0 WQ]UU[ . oHo [ 2 0]
fwt o] L [0 .

“ 1o O]VV[O W21U2
B I 0 yr* 0 I 0 X
- [rlo ol ells o]

_ yrt 0 | o,

- % )7
[y (|2

= |yll2llzl2

=1

|APW W EW APV,
-1 *
_ | U [ (WA W)~ 0 ] . l yz* 0 ] U

0 0 0 0
l (W1A1W1> 8 ] -
H [ W1A1W1) y)(x* (W A W)~ O]V*
0 0 )

= [|(W1 A W) ylloll2* (W Ay W) 7 |
= [[(WL AAW) Myl5
= [| AP35

Lako se proverava da je

Ew = U[Wll OH%M:C 0] x
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wrt ool . W, 0 .
v e

- wit o yr* 0 |
- o[ %)% o)

Sada iz jednakosti

R —1 *
AP (WAW)EW = Ul[ O]U*Ulwl OHW O]U*

R * -1
WE(WAW)APW = vlyl’ OHW1 Olv*vll O]v*

0 O 0 0 00
- yx* 0 wrt oo .
_VlO O][ 0 0 v
= WE

sledi da E zadovoljava uslov (4.11). Dokaz je kompletan. O

Sada razmatramo faktor uslovljenosti sa Frobenius-ovom normom:.

Teorema 4.2.5 Neka je A € C™™ W € CY™ L = ind(AW),
ky = ind(WA), k = max{ky, ko}, r = rank((AW)F), R((AW)*) =
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R((AW)*k1)) ) R((W A)*2) = R(((W A)*2)*). Ako perturbacija E od A
zadovoljava uslov (4.11), tada faktor uslovljenosti

(A + E)PY — APW|p

Condr(4) = Iy Sop . (4.15)
=0T |WEW || p<el|W AW || €| APW|| r
zadovoljava
A ADW |2
Condyp(A) = WAV LI AZT]E o

APV

Dokaz. Analogno kao u dokazu Teoreme 4.2.4, potrebno je dokazati
da je X
sup  [|[APVWEW AP |[p = APV,
[WEW|2<1

Neka je

oo (8 o )

gde je [lz]lz = |yl = 11 (WA W) ylla = (2" (WA W), =
|(W1 A W,)7],. Prema tome,

|APW W EW AP

—1 *

l(WlAlwl)l o] .
1%
0 0 -

‘U [ (<W1A1W1)1y)(()x*(W1A1W1)1) 8 1 -

_ ‘H (WL Ay W)~ y) (2 (WL A W)Y 0 1
0 0

= (W AV "y lo]l* (W A ) 2

= [[(W1 A W)yl

= [|APW]3.

s

F

F

Na taj nacin dokaz je kompletan. O
Sada predstavljamo karakterizaciju faktora uslovljenosti linearnog
sistema pomocu 2-norme.
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Teorema 4.2.6 Neka je A € C™™ W € C™™ L = ind(AW),
ko = indWA), k = max{ky, ka}, v = rank((AW)*), R((AW)F) =
R((AW)F)*), R((W A)k2) = R((W A)k2)*). Ako perturbacija E od A
zadovoljava uslov (4.11), tada faktor uslovljenosti singularnog linearnog

sistema WAWz = b

I(A+ E)?Y (b + f) = APPb]

Cond(A,b) = lim su
(4.9) 0 W EW oW AW, €| AP-Wb]|5
IFl2=elbl2
(4.17)
zadovoljava
_ oy, IAP T [blls
Cond(A,b) = |WAW ||2]| A" |2 + AW, (4.18)
0|2
Dokaz. 1z jednakosti
(A+E)PW (b4 f) — APW
=[(A+ E)PY — APW]b+ (A+ B)P f
= —APYWEWAPWYh 4 (A + E)PV f
= —APWWEWz + APV f + O(?),
sledi
1A+ E)PY (0 + f) = APV
< APV [WEW [lo]|z]l2 + AP |12 £ 12
< e AP (W AW Izl z]12 + [[b]]2).
Dakle,
APW15|b
Cond(A,b) < ||WAW ||o|| AP ||, + %.
APV,
Sada, pretpostavimo da je y = V [ g ], gde je |zl = 1,

(WA W)~ 2| = [[(W1 A W) H|2. Tada je [|ylla = 11

WhAW)™ 0. ., z
a2y = o[ A D | ]

(WL A Wy) 2,
= JAPY],.

2
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Neka je f = ey||b|2 i

__AWAW W 0 [ W 0]

Lako se proverava da je APW(WAW)EW = EW i
WE(WAW)APW = WE, tj. proizilazi da E zadovoljava uslov (4.11).
Tada je

[fll2 = ellbll2llyllz = €llol]2

IWEW(|5

_ 6|“/I/“4VV||2 Wl 0 * I/I/vl_1 0 * *
= Izl Vv 0 W U 0 0 Viyx™U
Wit ol . w0 .
<[5 S ],
_|WAW ||, I 01|, z pwvsrr | 40|
= T \% 00 Vv 0 (AZYWo)*U 0 0 U
WA,
]2
z * (W1A1W1>_1 O " ] O *
|V[0]bVl 0 0 UuUu 0 0 U
:€||WAW||2
(el

. (W1A1W1)71 0 %
yb* Vv [ 0 0 U
e waw,
=]

lyz* (|2
_ e waw|,
]|

= €[ WAW ..

2

X

2

2

1yll21]l2

Prema tome,

I(A+ E)”™(b+ f) — A7 b2
= || - APYWEWz + APV [l
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EHVVJ‘U/VH2AD,W
[z]2
= e(|IWAW [|a]|zl2 + |6l 1Al

yz*z + || b] . APy

2

Sada je dokaz kompletan. O
Na slican nacin, mozemo dokazati narednu teoremu sa Frobenius-
ovom normom.

Teorema 4.2.7 Neka je A € C™™ W € CY™ [k = ind(AW),
ky = indWA), k = max{ky, ka}, v = rank((AW)*), R((AW)") =
R((AW)*k1)*) | R((W A)*2) = R(((W A)*2)*). Ako perturbacija E od A
zadovoljava uslov (4.11), tada faktor uslovljenosti singularnog linearnog
sistema WAWx = b

((A+ E)?W(b+ f) = APWb||r

: |

Condr(A,b) = 1

ondr(4,9) 0 1w EWl pSalW AWl e[| APWD|| ’
11 <elibll
(4.19)
zadovoljava
_ pwy . AP llbll2

Condp(A,b) = [|[WAW ||g|| A% ||s + AWy, (4.20)

Dokaz. Analogno dokazu Teoreme 4.2.6, mozemo pokazati i ovu
teoremu. O

Slededi rezultat pokazuje da je za W—tezinski Drazin-ov inverz, ili
za reSavanje linearnog sistema, faktor uslovljenosti aproksimativno dat
njegovim faktorom uslovljenosti.

Prvo su nam potrebne sledece leme.

Lema 4.2.3 Za 0,0 u Teoremi 4.2.3, postoji matrica S € C™*™ tako
da je
WSWo =—a, |[|[WSW]|,=1,

pri éemu S zadovoljava uslov (4.11).

Dokaz. Neka je

_ Wfl O * A~ o~k Wfl 0 *
S——U[ 0 O]VUUU[ 0 0 V.
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Tada je

WSWo

GLAVA 4. FAKTORI USLOVLJENOSTI

W, 0 o W0
—Vlo WQ]UU[ 0 O]VUUU
Wit 0. [ W0 ..

[ 0 O]V‘/lo WJU”

I 0 " U | .y I 0 . v
V0o o|vvis]eels o]reli]
— A0
—||9]3
.

Posmatrajmo sada 2-normu matrice W SW':

WSW, =

I 0
0 0

wo U [

|~

il v o}U*U[

2
I 0
0 0

|7
2

[[a]la]|2]]2

1.

Proverimo da li matrica S zadovoljava uslov (4.11). Prvo uo¢imo da je

B Wit 0] s [ W O, [ W0 .
SW = —U[ 0 01VUUU[ 0 0 Vv 0 W, U
B Wit 0] o [T O],
= —U[ 0 O]VuleO O]U
Prema tome,
DW . I 0 . Wit o0
AP (WAW)SW = Ulo 0 utu 0 0
kA~ Ak I 0 *
VuvU[O O]U
Wit I0

0 * A Ak
O}VuleO 0

B

_U[ i
SW.
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Na isti nacin, vazi

B W, 0 B I 7 O T ISR N 7 O I
WS = —V[O WélUUl 0 O]VUUU[ 0 olV
_ [O * A Ak ‘/I/vli1 O *
——V[OO]VUUU[ 0 O]V.
Zatim je
WS(WAW)APW = —V[églvmﬁUx
Wit 0], [T 0],
S [ f O]vvlo O]v
= WS.

Prema tome, S zadovoljava uslov (4.11). O

Lema 4.2.4 Neka je A € C™®™ W € C™™ [k = ind(AW),
ke = imdWA), k = max{k,k}, r = rank((AW)"),
RIAW)") = R((AW))), R(WAY) = R((WAY2)). Kada
e — 0, onda je

I1(A + E)PW ]l — [|APW ||,

max
[WEW ||2<e[|[W AW |2

= €| APWY||,Cond(A) + O(€?),

pri éemu E zadovoljava uslov (4.11).

Dokaz. Posto E zadovoljava uslov (4.11), onda je
(A4 EYPW = APW _ ADWI EW APW 1 O(&2).

Sada je
1A+ B [l — APl

max
[WEW [[2<e[|[W AW |2

< €| APV ||yCond(A) + O(€2).
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Neka je E = €||[WAW||2S, pri ¢emu je matrica S definisana u Lemi
4.2.3. Tada je

|APW — APW W EW APV ||,

> [|(APY — APWW EW AP )i,

= |[APWa — APWWEW APV,

= [|APW @ — €| W AW (|, AP W SW AP i

= [1APY 0 — el AW [ APV AP WS WD
= [|APY|l5|[0 + el|WAW [, APV
= (| ALY ||,||5 + €|[W AW ||| APV |50
= AP 1y (1 + €| W AW [[o]| AP W)

2

2

O
Sada mozemo lako dokazati sledeée rezultate.

Teorema 4.2.8 [12] Neka je A € C™ W € C™™ Lk = ind(AW),
ky = ind(WA), k = max{ky, ko}, r = rank((AW)¥), R((AW)k) =
R((AW)*k)*) R((WA)*2) = R(((W A)*2)*). Ako perturbacija E od A
zadovoljava uslov (4.11), tada faktor uslovljenosti nivoa-2

|Cond(A + E) — Cond(A)|

Cond?(A) = lim su 191
(A) 0 HWEWHQSEﬂWAWHQ eCond(A) ( )

zadovoljava
|Cond® (A) — Cond(A)| < 1. (4.22)

Teorema 4.2.9 [12] Neka je A € C™, W € C™™ Ly = ind(AW),
ko = indWA), k = max{ky, ka}, 7 = rank((AW)*), R((AW)F) =
R(((AW)E)") R((W A)k2) = R((W A)*2)*). Ako perturbacija E od A
zadovoljava uslov (4.11), tada faktor uslovljenosti nivoa-2 singularnog
linearnog sistema W AWz = b

Cond? (A, b) = lim sup |Cond(A+ E,b+ f) — Cond(A,b)]

e=0 \WEW||y<e|WAW | o ECOHd(A, b)
[I£ll2<ellbll2

(4.23)
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zadovoljava

00”02(1475) _ ; < Cond®(A,b) < 3Cond(A,b)+2.  (4.24)

U nastavku, predstavljamo struktuiranu perturbaciju W-tezinskog
Drazin-ovog inverza pomoc¢u 2-norme. Oznaka |A| < |B| znaci da je
|aig| < bij| za A= (ai;) 1 B = (bi).

Teorema 4.2.10 Neka je A € C™* W € C™™ Lk = ind(AW),
ko = indWA), k = max{ky, ka}, v = rank((AW)*), R((AW)F) =
R((AW)M)7), R(WA)™) = R((WA))"). Ako je [U"EWU| <
U AWU|, [V*WEV| < [VWAV]| i [|APW |lo||[WEW || < 1, tada je

(A+ BYPY = (I + APWWEW) 1 APW,
gde suU iV iste matrice kao u (4.9).
By Enp

By Ey
osnovu Teoreme 4.2.2 i uslova [U*EWU| < |U*AW U], sledi

Dokaz. Posmatrajmo reprezentaciju £ = U V*. Na

< AW, 0
- 0 A2W2 '

Ocigledno je Eo;Wp = 01 |[ExWs| < |AsWs|. Kako je Wy invertibilna
i A;W5 strogo gornje trougaona matrica, onda je Foy = 01 EaWs je
strogo gornje trougaona matrica.

Slicno iz |[V*WEV| < |[V*WAV], sledi da je Ejp = 01 WyEs je

strogo gornje trougaona matrica.

E1W1 E12W2
E21W1 E2W2

Sada, iz E = U l EOI g ] V*, lako proizilazi struktura matrice
2
A+ E:
B A+ Eq 0 .
A+E-U[ 0 A2+E2]V,
i ( )
B Ay + E)W, 0 .
(A—l—E)W—U[ 0 (A2+E2)W2]U'
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Posto je || AP ||o||[WEW]||, < 1, onda je I + APWW EW nesingularna
matrica, tj.

[+ APYWEW = U [ WEAT (A B)WL 0 1 U

0 I

je nesingularna. Prema tome, Wi 'A7'(A; + Ey)W; je nesingularna
i Ay + E; je nesingularna takodje, i (Ay + FEy)Ws je strogo gornje
trougaona matrica. Dakle,

(A+EPY = ([(A+ BW)P) (A +E)

_ Ulwll(AlJrEl)‘lWll 0]

0 0
= (I+APYWEW)TAPY O

4.3 Faktori wuslovljenosti za spoljasnji
inverz

U prethodnom odeljku, odnosno u radu [48], data je karakterizacija fak-
tora uslovljenosti u odnosu na W-Drazin-ov inverz i singularni linearan
sistem matrica, pomoc¢u Schur-ove dekompozicije i spektralne norme.
Radovi [15, 69] sadrze rezultate dokazane o faktoru uslovljenosti gene-
ralisanog inverza i generalisanog resenja linearnog sistema, koris¢enjem
ranije pomenute PQ-norme. U ovom odeljku razmatramo faktor uslov-
ljenosti generalisanog inverza pravougaone matrice pomoc¢u Schur-ove
dekomporzicije i 2-norme umesto PQ-norme u [15]. Izlozeni rezultati su
iz rada sa D.S. Djordjevi¢em [49] i predstavljaju uopstenje rezultata iz
radova [15] i [48].

Na osnovu Schur-ove dekompozicije predstavljene u prethodnom
odeljku, dokazujemo slede¢u teoremu.

Teorema 4.3.1 Neka su A, G, T i S isti kao u Lemi 1.3.2, p =
rank(AG), R(AG) = R((AG)*) i R(GA) = R((GA)*). Tada vazi

_ Al 0 * o G1 0 x
v 0o eu]G 0]y
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—1
Ay =U l Aé 8 ] v, (4.25)

gde su U 1V unitarne matrice, Ay © G1 nesingularne matrice.

Dokaz. 1z Leme 1.3.2 1 Leme 1.3.3, sledi da je ind(AG) = ind(GA) =
11 rank(GA) = rank(AG) = p. Na osnovu Teoreme 4.2.1, postoji
Schur-ova dekompozicija matrica AG i G A:

D 0

AG:V[O 0

v oga=vul|Y Oy (4.26)
0 0
gdesu V e C™™ i U € C™™ unitarne matrice, C'i D su p X p gornje

trougaone i nesingularne matrice.
Matrice A i W mozemo predstaviti na slede¢i nacin:

Al A12 Gl Gl?
A=V U* G=U %
[ Ao Ap ] ’ [ Ga1 Go 1

Zatim sledi

ct o G, G

# N * 1 12 *

(GA*G = U[ 0 O]UUle GJV
_ U[C;GlCifulv*

Koristec¢i jednakost Ag??g = (GA)*G = G(AG)#, zakljucujemo da je
C~ 1G5 =01 Gy D! = 0. Kako su matrice C' i D nesingularne, onda
je Gia = G =0, tj.

R T I
AL
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Iz jednakosti

A1 Ang Gi 0 A1G1 A1aGy
AG =V U ViV v
[ A Ag 1 [ 0 Go 1 l AnG1 AsGh 1 ’

G1 0 Al A12 G1A1 G1A12
GA=U Vv Ur=U U~
[ 0 G2 ] [ Agl AQ ‘| [ G2A21 G2A2 ‘|

1 (426), sledi da je A1G1 == D7 G1A1 == C, G1A12 =01 A21G1 = 0.
Dakle, matrice A; i G; su invertibilne, A1 = 01 As; = 0. Prema tome,

(A 0],
A_V[O &]U.

(GA)*GA, onda je

o G(1 0 * Gl 0 * I 0 *
N L e e P

o [ei0]..

- o[G0

Na kraju, sledi da je

APy = (GA*G =U 0 o

&1O]W.

Na ovaj nacin smo kompletirali dokaz.O

U ovom odeljku posmatra¢emo linearan sistem (4.3), pri ¢emu je

A e C™ h e C™. Generalisano Ag?g—reéenje x je oblika x = A(T%)Sb.
Operator:

F.cmwmxcm —C®

(A, b) — F(A,b) = Ag)sb =z,

je diferencijabilna funkcija, ako perturbacija £ od A zadovoljava sledece
uslove:

R(E) C AT, R(E*)C A*S'. (4.27)
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Lako se proverava da je uslov (4.27) ekvivalentan sa
2 2
AATKE = B, EATA=E. (4.28)
Potreban nam je slede¢i rezultat.

Lema 4.3.1 [66] Neka su A, E € C™™ i neka suT, S potprostori od
C™ i C™, respektivno, tako da je AT & S = C™. Ako E zadovoljava
uslov (4.27) i HEAg?)SHg < 1, tada je

(A+ E)fs = (I + ATKE)TAR, = ARSI+ EAY)) ™

Sada biramo parametarsku tezinsku Frobenius-ovu normu
I[aA, 5b]]|\ s gde je U definisan kao u (4.25) i Q = diag(U,1), i
dokazac¢emo eksplicitnu formulu za faktor uslovljenosti generalisanog
A(T g-reSenja u odnosu na 2-normu i Frobenius-ovu normu.

Teorema 4.3.2 Neka su A, G, T ¢ S isti kao v Lemi 1.3.2, p =
rank(AG), R(AG) = R((AG)*) i R(GA) = R((GA)*). Ako pertur-
bacija E od A zadovoljava uslov (4.27), tada apsolutni faktor uslov-
ljenosti generalisanog A2 T.5-resenja linearnog sistema, sa normom

@A, 50][1 50 = /a2l Al% + B2(1b]3

na zadatim podacima (A,b) i normom ||x||2 resenja, zadovoljava

= ARy 1 + 1212,

52
. u ol . .. .. :
gde je QQ = l 0 1 ] i U je ista matrica kao u (4.25).

Dokaz. Analogno kao u dokazu Teoreme 4.1.3 i Teoreme 4.2.3 sledi
da je:

||:c||2 1
T

1F/(A,0)]| < | AZK]l2



108 GLAVA 4. FAKTORI USLOVLJENOSTI

U nastavku ¢emo pokazati da je ova gornja granica dostignuta. Postoje
vektori u i v tako da je

_ _ 2
AT = [ AT v = | AR50,

pri ¢emu je ||ulls = [|v]2 = 1.

Neka je
L U L v
u—V[O], v—UlO].

Lako se proverava da je ||a||s = [|v]]2 = 1.

Zatim je
—1 -1
@ ~ A7 u | AT u
A = o5 ]v M—Ul " |
A v
= HA§?|
Neka je
=3 | 1 1 I

Lako se proverava da je AAT SE Ei EBA| SA E| tj, da matrica K
zadovoljava uslov (4.27). Sada proveravamo dalij je perturbacija (F, f)
odgovarajuca, tj. da li je o?||E||% + 32| f]|3 = 1. Primetimo da je

AT 0

x:A(T%)Sb:Ul 0o

1 Vb,

i onda je
|| B|l7 + 82113

L.
=l gl

| 1
=l 1+ g

_ (I3, 1
o 7]2 o2 52
1.
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Sada je
F'(Ab)| ey = —Ag)sEiﬂ + AP f

= a2 A o T+ ﬁiA

- O@nnATﬁuﬂnuﬂ2+-ﬁénuAﬁéuﬂ>

= [|AF]lani.
Zatim

IF A, Bl = AR+
zajedno sa o?||E||% + %] f]|5 = 1, implicira
P > A8 L+ 2

i dokaz je kompletan. O
Ako E zadovoljava uslov (4.27), tada je relativni faktor uslovljenosti
u odnosu na 2-normu generalisanog inverza Ag )5 definisan na sledeci
nacin
I(A + B)i%s — Arslls

Cond(A) = lim sup )
—0% | Bla<c] Al el AR |12

i odgovarajuéi faktor uslovljenosti za linearan sistem Ax = b je definisan
kao

A+ Y2 p _ A2
Cond(A,b) = lim  sup 1A+ E)rs(b+ f) — Ars ||2

=0T ||Bg<el|lAll € A(z) b
Iz <elbl2 147,501

Faktor uslovljenosti nivoa-2 generalisanog A T g-inverza je definisan
sa

i Cond(A + E) — Cond(A)|
Cond?(A) =1lim su |
W 0 ||EH2§eFﬁAH2 eCond(A)

i odgovarajuci faktor uslovljenosti nivoa-2 je definisan na sledec¢i nacin

Cond(A+ E, b+ f) — Cond(A,b)|
Cond?(A,b) =lim  su | - .
(4,0) = 20 iy Al eCond(A,b)

I fll2<ell®ll2
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U radu [71], N. Zhang i Y. Wei su odredili izraz za faktor uslov-
ljenosti u odnosu na 2-normu generalisanog inverza Ag )S i generalisanog

Agg—reéenja, respektivno,

Cond(A) = || Allo|| AZ%]|2. (4.29)

2
IAZS 121012

Cond(A,b) = || All2| ATslls + .
| AZD]2

(4.30)

Slede¢im rezultatom se pokazuje da je za generalisani Ag )S—inverz
u resavanju linearnog sistema, faktor uslovljenosti aproksimativno dat
njegovim faktorom uslovljenosti.

Prvo su nam potrebne naredne leme.

Lema 4.3.2 Za 0,0 u Teoremi 4.3.2, postoji S € C™™ tako da je
Sv=—u, ||S|l=1,

pri cemu S zadovoljava uslov (4.27).

~

Dokaz. Neka je S = —at*, tada je SO = —at*0 = —a||9]]3 = —d.
Posmatrajmo sada 2-normu od S

152 = Jav*]|2 = ||al2[|0]]2 = 1.

Lako se proverava da je AAg?gS =951 SA%)SA = S. Prema tome,
S zadovoljava uslov (4.27). O

Lema 4.3.3 Neka su A, G, T 1S isti kao u Lemi 1.3.2, p = rank(AG),
R(AG) = R((AG)*) i R(GA) = R((GA)*). Ako € — 0, onda je
1A+ E)slla — [AZ%]|2| = €l ARx[|2Cond(A) + O(e?),

max
[1Ell2<ellAll2

pri cemu E zadovoljava uslov (4.27).

Dokaz. Analogno dokazu Leme 4.2.4, mozemo pokazati i ovu lemu
([

Sada mozemo lako dokazati sledece rezultate iz [15].
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Posledica 4.3.1 [15] Neka su A, G, T i S isti kao v Lemi 1.3.2,
p = rank(AG), R(AG) = R((AG)*) i R(GA) = R((GA)*). Ako
perturbacija E u A zadovoljava uslov (4.27), tada faktor uslovljenosti
niwoa-2

|Cond(A + E) — Cond(A)|

Cond?(A) = lim  sup (131)
0 Bll2<e||All2 eCond(A)
zadovoljava
|Cond®(A) — Cond(A)] < 1. (4.32)

Posledica 4.3.2 [15] Neka su A, G, T i S isti kao v Lemi 1.3.2,
p = rank(AG), R(AG) = R((AG)*) i R(GA) = R((GA)*). Ako
perturbacija E u A zadovoljava uslov (4.27), tada faktor uslovljenosti
nivoa-2 linearnog sistema Axr =b, x € T,

, Cond(A+ E,b+ f) — Cond(A,b)|
Cond?(A,b) =lim su | ’
(4. =0 HEHQSGI\TAHz eCond(A,b)

[Ifll2<ellbll2

(4.33)

zadovoljava
Cond(A,b) 1
(1+¢)?  1+¢

< Cond®(A,b) < 3Cond(A,b)+2,  (4.34)

lollz
AATsbll

gde je ¢ =

U nastavku sekcije predstavljamo struktuiranu perturbaciju genera—
lisanog inverza Ag?)s u terminima 2-norme. Ponovo sa |A| < |B]
oznacavamo da je |a2-7j| S |bi,j| za A = (CLZ‘J‘) i B= (bz,])

Teorema 4.3.3 Neka su A, G, T ¢ S isti kao v Lemi 1.5.2,
p = rank(AG), R(AG) = R((AG)*) i R(GA) = R((GA)*). Ako
je [V*EU| < |V*AU| i |AYSE|s < 1, onda je

(A+ By = (I + AZSE) 1AL,

pri éemu su U iV iste matrice kao u (4.25).
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El E12

Dokaz. Razmatracemo reprezentaciju £ = V
E9  Es

] U*. Iz
Teoreme 4.3.1 i uslova |[V*EU| < |V*AU], sledi da je

A0
<
=I5 Al
Sada je ocigledno Eoy = 0, F1s = 01 |Ey| < |As]. Zatim, iz
E:V[El 0

By LBy
Ey, E,

0 E ] U*, lako proizilazi struktura matrice A + E:
2

0 Ay + Ey

Kako je ||A§?)SEH2 <1, onda je I + Ag)SE nesingularna matrica, tj.

—1
1+A§3§E:Ul’41 (A5+E1) ?]U

je nesingularan. Prema tome, matrica A;7'(A; + E}) je nesingularna,
pa je i A; + E; takodje nesingularna matrica. Ni;e tesko proveriti da

je (A+ EYR(G)® N(G) = C™. Dakle, (A + E)gs postoji i

(A+E)Y%s = Gl(A+E)G*

- #
B Gy 0] . (A +ENG; 0] ..
oS )
G 0] [ GTH AL HED)T 0]
= Ul O]VV[ 0 o |V
_ -(A1+E1)_1 0 ¥
= U] 0 o |V
_ U_(]+A1_1(1)51)1Al_1 S]V*

= (I+ARsE) AR, D
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