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Uvod

Teoriju fazi skupova je uveo L. A. Zadeh 1965. godine, kao pristup u pred-
stavljanju i obradi podataka, kojim se pripadnost elemenata nekom skupu
tretira aproksimativno, neprecizno. L. A. Zadeh je primetio da je ovakav
nacin razmisljanja pogodan za razmatranje problema kod kojih izvor nepre-
ciznosti jeste odsustvo tacno odredenih kriterijuma pripadnosti nekoj klasi.
Takvi problemi su veoma ¢esti kada se radi sa klasama objekata koji se sre¢u
u realnom, fizickom svetu, zbog Cega fazi skupovi imaju veoma znacajne
primene u mnogim oblastima. U istom radu, Zadeh je uveo pojam fazi
relacije koji je kasnije razvijao u radu iz 1971. godine, gde je uveo i po-
jmove fazi ekvivalencije i fazi uredenja. Posto su fazi relacije pogodne za
izrazavanje ¢ak i jedva primetnih nijansi povezanosti, nije iznenadujuce to
§to su one nasle prirodne primene u takozvanim ”mekim” naukama, kao
Sto su psihologija, sociologija, lingvistika, itd. Fazi pristup je primenjen i na
teoriju jezika i automata, jos u prvom stadijumu razvoja teorije fazi skupova.
Bududi da preciznost formalnih jezika prili¢no odudara od nepreciznosti koje
se javljaju u prirodnim jezicima, fazi jezici i njima odgovarajuéi fazi au-
tomati, su uvedeni kao nac¢in za prevazilazenje tih suprotnosti. Zahvaljuéi
tome, fazi jezici i automati su dobili Siroku primenu u leksickoj analizi, opisu
prirodnih i programskih jezika, sistemima ucenja, kontrolnih sistemima, neu-
ronskim mrezama, klinickom monitoringu, prepoznavanju Sablona, bazama
podataka i drugim oblastima.

Poslednjih godina je postignut veoma veliki naucni napredak u teoriji
fazi jezika i automata. Pomenuéemo radove ¢iji su autori Belohlavek [7],
Asveld [3], Y. M. Li i W. Pedrycz [68], [69], Z. Li, P. Lii Y.M. Li [67], S.
Bozapalidis i O. Louscou - Bozapalidou [10] u kojima su dobijeni interesanti
rezultati vezani za fazi automate, fazi jezike i gramatike nad raznim istini-
tosnim strukturama. Pomenimo da su algebarska svojstva fazi jezika i fazi
automata izucavali i Shen [98] i Mordeson i Malik [84]. U poslednje vreme,
fazi automati nad kompletnim reziduiranim mrezama su veoma intenzivno
izucavani (vidi [103, 104, 105, 106]). Medutim, mnoga pitanja koja se ticu
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fazi jezika i automata su ostala i dalje otvorena i predstavljaju vaznu temu
za dalja istrazivanja.

Redukcija konacnih nedeterministickih automata zauzima znacajno mesto
u teoriji klasi¢nih automata. Za razliku od konacnih deterministickih au-
tomata, minimizacija broja stanja kona¢nih nedeterministickih automata je
PSPACE-kompletan problem ([56, 107]), pa su postojeéi algoritmi dati u [21,
62, 79, 80, 97] neupotrebljivi u praksi. Iz ovih razloga, istrazivanja mnogih
autora bila su usmerena ka tome da se pronade efektivan, u praksi upotrebljiv
algoritam za smanjenje broja stanja nedeterministickog automata. Metodi
koji su razvijani u tim radovima bili su zapravo metodi za redukciju nedeter-
ministickog automata, tj. za nalazenje automata sa manjim brojem stanja
koji raspoznaju isti jezik kao polazni automat, bez obaveznog odredivanja
minimalnog automata sa tim svojstvom. Ideja redukcije je dovela do razvoja
koncepta desno invarijantnih ekvivalencija koje su pre svih izucavali Ilie i Yu
u [51], aonda i u [15, 23, 53, 54, 55]. Isti koncept, ali iz drugog ugla izuc¢avao
je Calude u [14], pod imenom dobro-ponasajuée (engl. well-behaved) ekvi-
valencije.

Konacni fazi automati su uopstenje konacnih nedeterministickih automata.
Problemi minimizacije i redukcije su takode prisutni u radu sa fazi automa-
tima. Redukcija ili smanjenje broja stanja fazi automata izucavana je u
[5, 27, 64, 76, 84, 90] i algoritmi koji su predstavljeni takode su zasnovani
na pronalazenju i spajanju nerazdvojivih stanja pomocu krisp ekvivalencija.
Tako su dati algoritmi nazvani algoritmi minimizacije, njima se ne konstruise
minimalni fazi automat u skupu fazi automata koji raspoznaju dati fazi
jezik. Za razliku od deterministickog slucaja gde je moguce efektivno otkriti
i spojiti nerazdvojiva stanja, u nedeterministickom sluc¢aju, a tim pre i u fazi
slucaju, gde imamo fazi prelaze iz stanja u fazi skupove stanja automata,
veoma je tesko odrediti kada su dva stanja nerazdvojiva a kad ne.

Osnovni zadatak ove doktorske disertacije je detaljno izucavanje prob-
lema redukcije fazi automata koriS§¢enjem desno i levo invarijantnih fazi ek-
vivalencija i fazi kvazi—uredenja. Takode je izvrSena konstrukcija razli¢itih
tipova fazi automata iz datog fazi regularnog izraza i na dobijene fazi auto-
mate su primenjeni neki od metoda redukcije.

U prvoj glavi disertacije uvedeni su osnovni pojmovi iz teorije fazi sku-
pova, fazi relacija, fazi automata i fazi jezika. Koncept fazi skupova koji
je razmatran u ovoj disertaciji baziran je na mrezno uredenim monoidima i
kompletnim reziduiranim mrezama i znatno je opstiji od originalnog Zade-
hovog koncepta, gde se koristi realni, zatvoreni jedini¢ni interval [0,1]. Kom-
pletne rezidualne mreze su koriSéene kao osnovne istinitosne strukture u
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drugoj i trecoj glavi, dok su u poslednjoj glavi problemi razmatrani nad
mrezno uredenim monoidima, algebarskim strukturama opstijim od kom-
pletnih reziduiranih mreza.

U drugoj glavi disertacije razmatran je problem redukcije fazi automata
pomocu desno invarijantnih i levo invarijantnih fazi ekvivalencija. Pokazano
je da su fazi raspoznavac i njegov faktor fazi raspoznava¢ ekvivalentni, tj.
raspoznaju isti fazi jezik, ako i samo ako je odgovarajuca fazi ekvivalencija
reSenje izvesnog sistema fazi relacijskih jednacina. Zatim su uvedene desno
invarijantne i levo invarijantne fazi ekvivalencije fazi automata (fazi raspoz-
navaca) i pokazano je da se pomocu ovih fazi ekvivalencija moze izvrsiti re-
dukcija fazi automata (fazi raspoznavaca), bolja od redukcije pomoc¢u krisp
ekvivalencija. Pokazano je da je skup svih desno invarijantnih fazi ekviva-
lencija fazi automata (fazi raspoznavaca) gornja podpolumreza mreze svih
fazi ekvivalencija tog fazi automata (fazi raspoznavaca). Dat je i postupak
za konstrukciju najveée desno invarijantne fazi ekvivalencije fazi automata
(fazi raspoznavaca) koja daje rezultate nad lokalno kona¢nom reziduiranom
mrezom, a izvrSena je i karakterizacija najvec¢e desno invarijantne fazi ekvi-
valencije nad kompletnim reziduiranim mrezama koje zadovoljavaju izvesne
distributivne zakone. Uveden je i koncept naizmeni¢nih redukcija, kod kojeg
se naizmeni¢no vrsi desna i leva redukcija, odnosno gde fazi automat naiz-
meni¢no redukujemo pomoéu njegove najveée desno invarijantne, a potom
pomocu njegove najvece levo invarijantne fazi ekvivalencije i tako redom. Na
kraju glave proucavamo specijalne tipove desno i levo invarijantnih ekviva-
lencija, koje smo nazvali jako desno invarijantne i jako levo invarijantne fazi
ekvivalencije. Data je i efektivna procedura za izraCunavanje najveée jako
desno invarijantne fazi ekvivalencije koja se moze primeniti u proizvoljnoj
kompletnoj reziduiranoj mrezi.

U trecoj glavi je izucavan problem redukcije fazi automata pomoéu desno
invarijantnih i levo invarijantnih fazi kvazi—uredenja. Champarnaud i Coulon
su u [22, 23] predlozili koriséenje kvazi—uredenja za redukciju nedetermin-
istickih automata i pokazali da metod baziran na kvazi—uredenjima vrsi bolju
redukciju od metoda zasnovanog na ekvivalencijama. Prirodno, do sli¢nog
zakljucka smo dosli i u fazi slucaju. Naime, pokazano je da desno invarijantna
fazi kvazi—uredenja vrse bolju redukciju fazi automata od one koja se moze
postiéi pomoéu desno invarijantnih fazi ekvivalencija. Stavise, pronaden je
primer kojim je pokazano da se iterativni postupak za izrac¢unavanje na-
jveceg desno invarijantnog fazi kvazi—uredenja datog fazi automata, zavrsava
nakon kona¢nog broja koraka cak iako se slican postupak za izracunavanje
najvec¢e desno invarijantne fazi ekvivalencije tog fazi automata ne zavrsava
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u kona¢nom broju koraka. Pored specijalnih tipova desno i levo invarijant-
nih fazi kvazi—uredenja razmatranih u ovoj glavi, izu¢avamo i neke opstije
tipove fazi kvazi—uredenja — slabo desno i slabo levo invarijantna fazi kvazi—
uredenja. Pokazano je da je skup svih slabo desno invarijantnih fazi kvazi—
uredenja fazi raspoznavaca glavni ideal mreze svih kvazi—uredenja na skupu
stanja fazi automata i opisana je procedura za izrac¢unavanje najveceg el-
ementa ovog glavnog ideala. Takode je pokazano da slabo desno invari-
jantna fazi kvazi—uredenja vrSe bolju redukciju fazi automata od desno in-
varijantnih, ali i da njihovo nalazenje predstavlja problem. Iako su rezultati i
metodologija kori§éena u ovoj glavi sli¢ni onima u prethodnoj, ispostavilo se
da postoje bitne razlike koje opravdavaju naSe izucavanje problema redukcije
fazi automata pomocu fazi kvazi—uredenja.

U klasiénoj teoriji automata, konstrukcija malih kona¢nih nedermin-
istickih raspoznavaca iz regularnih izraza bio je izazov za mnoge autore.
Istrazivanja su bila usmerena ka nedeterministickim automatima, zato Sto
su konacni deterministicki automati dobijeni iz regularnih izraza eksponen-
cijalno veéi od duzine odgovarajuéih regularnih izraza. Do sad nije izvrSena
efektivna konstrukcija kona¢nog fazi raspoznavaca iz fazi regularnog izraza.
U poslednjoj glavi disertacije ¢emo predstaviti jednostavan metod konstruk-
cije razlicitih tipova konaé¢nih fazi raspoznavaca jezika predstavljenih fazi
regularim izrazom.

Na kraju, zelim da izrazim zahvalnost mom mentoru, profesoru Miroslavu
Ciricu, na nesebi¢noj pomodi, prijateljskoj podrsci i stalnoj motivaciji tokom
izrade ove disertacije. Takode zelim da se zahvalim svojoj porodici i svim
prijateljima koji su mi, prilikom izrade ove disertacije, pruzili neophodno
razumevanje.
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Glava 1

Osnovni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi ¢e biti uvedeni neki osnovni pojmovi i dati neki poznati rezultati.
Takode ¢e biti predstavljena neka osnovna svojstva uvedenih pojmova, koja
Ce biti koriséena u daljem radu.

Glava se sastoji od sedam odeljaka. Najpre ¢e u Odeljku 1.1 biti defin-
isani neki pojmovi i oznake iz teorije skupova i neki tipovi relacija cije je
poznavanje neophodno za dalji rad. U istom odeljku éemo uvesti neke poj-
move teorije polugrupa i slobodnih polugrupa. Dobro poznavanje pojmova
kao $to su nedeterministicki automat i nedeterministicki raspoznavaé, reg-
ularni izraz i regularni jezik, neophodno je i u teoriji fazi jezika i fazi au-
tomata, zato ¢e ovi pojmovi biti predstavljeni u Odeljku 1.2. U Odeljku 1.3
¢e biti navedeni pojmovi parcijalno uredenog skupa i mreze, koji su vezani
za teoriju fazi skupova i vazni su za poznavanje struktura istinitosnih vred-
nosti. Odeljak 1.4 ¢ée ukazati na opravdanost i znacaj razvoja teorije fazi
skupova. Ovde ée biti uveden pojam mrezno uredenog monoida i pojam
reziduirane mreze i bi¢e date neke najznacajnije strukture istinitosnih vred-
nosti koje predstavljaju mrezno uredene monoide i reziduirane mreze, dok
¢e, u Odeljku 1.5 biti navedena osnovna svojstva ovih algebarsih struktura.
U Odeljku 1.6 bi¢e uvedeni osnovni pojmovi vezani za fazi skupove i fazi
relacije, a pojmove fazi automata, fazi raspoznavaca i fazi regularnih izraza
razmatrac¢emo u Odeljku 1.7.

Pojmovi i oznake su uvedeni u skladu sa sledeé¢im knjigama: S. Burris i
H. P. Sankappanavar [13], iz oblasti univerzalnih algebri, S. Bogdanovi¢ i M.
Ciri¢ [9], iz oblasti teorije polugrupa i M. Ciri¢, T. Petkovi¢ i S. Bogdanovié
[28] iz teorije automata, R. Beélohlavek [6] iz oblasti reziduiranih mreza i
teorije fazi skupova.
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1.1. Skupovi, relacije i polugrupe

Pojmove i oznake iz Teorije skupova i Teorije brojeva, koji su nam potrebni
u daljem radu, koristicemo onako kako je to uobicajeno u ovim teorijama.
Kardinalni broj skupa A oznacavamo sa |A|. Familija skupova indeksirana
skupom I ¢e biti oznacavana sa A;, i € I,ili {A4; |i € I}ili {A;}icr. Ako jein-
deksni skup konacan i ima n elemenata, onda obi¢no pisemo I = {1,2,...,n}
i familiju indeksiranu sa I oznacavamo sa A, Ag, ..., A, ili {A4;}",.

Neka je {Al}z ¢ Deprazna familija nepraznih skupova. Pod Dekartovim
proizvodom te familije, koji oznacavamo sa [[,.; A;, podrazumevamo skup
koji se sastoji od svih preslikavanja

a:I—>UAi, a:iv»a; € A;,
i€l

za svako i € I. Jednostavnosti radi, element a € A = [[,.; A; zapisujemo
kao (a;)ier, ili kracde samo (a;), gde je I dati indeksni skup, a a; je i-ta
koordinata od a, za i € I. Ako je indeksni skup I konacan, direktan proizvod
familije {A;}!" ; oznacavamo sa [ ]I ; A4; ili A3 x Ay x---x A,. U tom slucaju
proizvoljan element (a1, ag,...,a,) € Ay X Az X - - x A, nazivamo uredenom
n-torkom, a ako je n = 2, onda govorimo o uredenom paru. Ako je A; = A,
za svako i € I, tada direktan proizvod [[,.; A; oznacavamo sa A!' i nazivamo
ga direktnim stepenom skupa A, a ako je Ay = Ay = --- = A, = A, tada
pisemo [[7; A, = A™.

Neka je A neprazan skup. Pod pojmom binarne relacije na A po-
drazumevamo svaki podskup ¢ skupa A2, pri ¢emu to moze biti i prazan
podskup. Bududéi da najceS¢e radimo sa binarnim relacijama, onda bina-
rne relacije krace nazivamo samo relacijama. Specijalne relacije na skupu
A koje su vredne paznje su prazna relacija, sa uobi¢ajenom oznakom o,
relacija jednakosti Ay = {(x,x) |z € A}, koja se takode naziva i dijagonala,
identicka relacija ili jednakost, i univerzalna ili puna relacija Va4 = A x A.
U slucajevima kada ne postoji opasnost od zabune, izostavi¢emo indeks A u
A4 1 V4 ipisaéemo jednostavno A i V. Ako je € relacija na A i (a,b) € &,
tada kazemo da su a i b u relaciji £ i obiéno izrazom “a&b” zamenjujemo izraz
“(a,b) € £. Proizvod ili kompozicija relacija §,m na skupu A je relacija
& o n definisana sa

Eon=A{(a,c) e Ax A|(Tbe A)(a,b) €1 (bc) € n}.

Za binarnu relaciju ¢ na A, relaciju ¢! = {(x,y)|(y,r) € &} nazivamo
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inverznom ili obratnom relacijom relacije €. Skupove
Dom¢ ={a€ A|(Fbe€ A)(a,b) € &}
ran ={bec A|(Ja € A) (a,b) € &}

nazivamo domen i rang relacije £, tim redom. Jasno je da vazi
Dom(¢71) =ran¢, ran(£7') = Domé.
Uvedimo oznake
af = {x € A|(a,z) € &}, Ca={x e A|(x,a) €}

Posebno znacajnu ulogu u daljem radu imace relacije parcijalnog uredenja i
relacije ekvivalencije. Neka je A neprazan skup. Relacija £ na skupu A je:

— refleksivna, ako je (a,a) € &, za svaki a € A, tj. ako je Ay C&;

— simetricna, ako za a,b € A, iz (a,b) € & sledi (b,a) € &, tj. ako je
£Cel

— anti-simetriéna, ako za a,b € A, iz (a,b) € £1 (b,a) € & sledi da je
a=>b,tj. akoje ENETT C Ay

— tranzitivna, ako za a,b,c € A, iz (a,b) € £1 (b,a) € £ sledi (a,c) € &,
tj. ako je £ o & C E&.

Refleksivnu, antisimetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo uredenge ili relacija
poretka. Refleksivnu, simetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo relacija ek-
vivalencije, ili jednostavno ekvivalencija. Refleksivnu i tranzitivnu relaciju
nazivamo kvazi-uredenje. Ako je R kvazi—uredenje na skupu A, tada je
relacija Er definisana sa Fr = RN R~! ekvivalencija na A, koju nazivemo
prirodna ekvivalencija kvazi—uredenja R.

Sada ¢emo se malo pozabaviti relacijama ekvivalencije. Neka je 6 ekvi-
valencija na skupu A. Ako su elementi a,b € A u relaciji 6, tj. (a,b) € 6,
tada kazemo i da su oni ekvivalentni. Skup 0, nazivamo klasa ekvivalencije
elementa a € A u odnosu na 6, ili krace 6-klasa elementa a. Jasno je da
je u tom slucaju a € 6,. Skup svih #-klasa oznacavacemo sa A/6 ili Ay i
nazivaéemo ga faktor skup skupa A, ili prosto faktor skupa A, u odnosu na
0. Kadinalnost skupa A/6, u oznaci ind(f), nazivamo indeks od 6. Preslika-
vanje

0% a0,

koje slika skup A na faktor skup A/ nazivamo prirodnim preslikavanjem
skupa A odredenim ekvivalencijom 6. Sa druge strane, neka su A i B
neprazni skupovi i ¢ : A — B. Relaciju

ker ¢ = {(z,y) € A x A|p(x) = ¢(y)}
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na skupu A nazivamo jezgrom preslikavanja ¢. Vezu izmedu ekvivalencija i
preslikavanja daje nam naredna teorema.

Teorema 1.1.1. Neka je A neprazan skup. Ako je ¢ preslikavanje na skupu
A u skup B, tada je ker ¢ ekvivalencija na A. Osim toga, za proizvoljnu
ekvivalenciju 6 na A je ker(8%) = 6.

Familiju {A; |7 € I} nepraznih podskupova skupa A nazivamo razbijan-
jem ili particijom skupa A, ako je

A=]4
el
i za proizvoljan par ¢,j € I vazi

Ai:Aj ili AiﬂAj:@.

Vezu izmedu particije skupa i njegovih relacija ekvivalencije daje nam naredna
teorema.

Teorema 1.1.2. Neka je familija w = {A; |i € 1} particija skupa A. Tada
relacija 05 na skupu A definisana sa

(a,b) €0p < (Jiel)abe A, (a,be A)

jeste relacija ekvivalencije na skupu A. Obratno, neka je 0 relacija ekviva-
lencije na skupu A. Tada familija

we = {9(1 | a € A}
jeste razbijanje skupa A. Osim toga, preslikavanja
w— Oy 1 0 — g

su uzajamno inverzne bijekcije iz skupa svih razbijanja skupa A na skup svih
relacija ekvivalencije na skupu A, i obratno.

Neka je R kvazi—uredenje na skupu A. Za svaki a € A, R-afterset od a
je skup R, definisan sa R, = {b € A| (a,b € R)}, dok je R-foreset od a
skup R definisan sa R® = {b € A| (b,a) € R} (vidi [4, 33, 34]). Skup svih
R-afterseta ¢emo oznaciti sa A/R, a skup svih R-foreseta ¢emo oznaciti sa
A\R. Jasno, ako je R fazi ekvivalencija, tada je A/R = A\R, i to je skup
svih klasa ekvivalencije R.



1.1. SKUPOVI, RELACIJE I POLUGRUPE )

Neka je na nepraznom skupu S definisana binarna operacija - , tako da
vazi zakon asocijativnosti, tj. da je

(ab)e = a(bc), za sve a,b,c € S.

Tada je algebra (S,:) polugrupa. Imajuéi u vidu da na polugrupi vazi
uopsteni zakon asocijativnosti, tj. da raspored zagrada nije bitan, koristi¢emo
konvenciju o brisanju zagrada.

Neka su (S,-) i (T, ) polugrupe. Preslikavanje ¢ : S — T je homomor-
fizam iz polugrupe (S, ) u polugrupu (7 %), ako je

pla-b) = p(a) * p(b),

za sve a,b € S. Homomorfizam ¢ : S — T koji je 71-17, tj. za koji je
zadovoljeno
p(a) = p(b) = a=b,

za sve a,b € S, nazivamo monomorfizam. Homomorfizam ¢ : S — T koji je
"na’”, tj. za koji je
p(5) =T,

nazivamo epimorfizam. Bijektivni homomorfizam ¢ : .S — T zovemo izomor-
fizam i u tom slucaju kazemo da su polugrupe (S, -) i (T, *) izomorfne. Ako
je ¢ + S — T izomorfizam i (S,-) = (T,x*), kazemo da je ¢ automorfizam
polugrupe (S, -)

Neprazan podskup 1" polugrupe S je podpolugrupa od S ako je T' zatvoren
za operaciju polugrupe S, tj. ako je ab € T, za sve a,b € T. Neposredno se
proverava da neprazan presek proizvoljne familije podpolugrupa polugrupe
S jeste podpolugrupa od S. Prema tome, ako je T neprazan podskup od
S, tada presek svih podpolugrupa polugrupe S koje sadrze T jeste pod-
polugrupa od S, koju oznacavamo sa (T') i nazivamo je podpolugrupa od S
generisana skupom T.

Element e polugrupe S je leva (desna) jedinica ako vazi ea = a (ae = a),
za svako a € S. Element e je jedinica polugrupe S ako je leva i desna
jedinica. Polugrupa sa jedinicom je monoid. Takode se moze dokazati da
polugrupa ima jedinicu ako i samo ako ima i levu i desnu jedinicu, kao i da
ukoliko postoji, jedinica u polugrupi jeste jedinstvena.

Neka je X neprazan, konac¢an skup koji ¢emo zvati alfabet, a njegove
elemente slovima. Konacan niz x1xs - - - x,, elemenata alfabeta X nazivamo
re¢ nad alfabetom X. Dve re¢i x1xo--- T, 1 Y192 Ym su jednake ako je
n=mix; =y, zasvako i € {1,2,...,n}, tj. ako su jednake kao nizovi. Sa
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X T oznacavamo skup svih reci nad alfabetom X. Na skupu X definiSemo
operaciju dopisivanja (konkatenacije) na sledeéi nacin

(551562 s fﬁn)(ylyz s ym) =T122 - TpY1Y2 - Ym-

Sa ovako definisanom operacijom X7 je polugrupa, koju nazivamo slobodna
polugrupa nad alfabetom X . Skup X* = X+ U{e} sa mnozenjem definisanim

sa,
wv, u,v€XT;

w—{d ueEXT, v=rg
v, u=¢c¢, vEXT;
g, u=v=c¢

jeste monoid koji oznacavamo sa X* i nazivemo slobodni monoid nad alfa-
betom X. Jedini¢ni element, u oznaci €, nazivamo prazna rec.

Pod jezikom nad alfabetom X podrazumevamo proizvoljan podskup slo-
bodnog monoida X*. Konkatenacija jezika Ly i Lo nad alfabetom X, u
oznaci LiLsy je jezik nad X, definisan sa L1Ls = {uv| u € L1, v € Ls}. Za
jezik L, nad alfabetom X in € N jezike L™ definiSemo sa

L'=L, L' =LL"=L"L.

Za re¢ u alfabeta X sa |u| oznacavamo duZinu reci u, tj. broj slova alfabeta
X koja ucestvuju u zapisu reci u. Za proizvoljno k € N, sa X* oznacavamo
skup svih reci iz X* duzine k, dok sa X=*, odnosno X<F, oznacavamo skup
svih re¢i ulaznog alfabeta duzine najmanje, odnosno najvise, k.

Neka je X alfabet. Relacija umetanja (engl. embedding), u oznaci <,
je relacija na slobodnom monoidu X* definisana sa

ULen VE U=UUY - Up 1 V= VoUIVIUD * * * Upy—1UnUp, (1.1)

gdejen € Niu,v,ui,us,...,U,, V01,...,0, € X*.
Propozicija 1.1.1. ([41], [42]) Za proizvoljan alfabet X, <., je relacija

poretka na X*. Svaki podskup slobodnog monoida X*, koga ¢ine po parovima
neuporedive reci, je konacan.

1.2. Nedeterministicki automati i regularni izrazi

Nedeterministicki automat A nad alfabetom X je trojka o = (A, X,d54),
gde je A skup stanja, 64 : A x X +— P(A) je funkcija prelaza, a P(A) je
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partitivni skup skupa A. Specijalno, ako je za svaki a € A isvaki x € X zado-
voljeno |64 (a, )| = 1, tada je A deterministicki automat. Nedeterministicki
automat o/ je konacan ako je skup njegovih stanja A konacan.

Funkciju prelaza 64 mozemo na prirodan na¢in produziti do preslikavanja
641 Ax X* = P(A) na sledeéi nacin: Za a € A, 62(a,e) = a, dok je za
u € X*ix e X, 62a,ux) = 62(62(a,u),z). Bez opasnosti od zabune
koristi¢emo oznaku 6“4 umesto 62.

Za svaku re¢ u € X* definiSemo relaciju 6;? C Ax A, koju zovemo relacija
prelaza odredena sa u, sa

(a,b) €62 =  bed(a,u),

za sve a,b € A. Ocigledno, za sve u,v € X*, vazi /% = 6/} 0 §4.

Inicijalni nedeterinisticki automat nad X je cetvorka o7 = (A, X, 04, 64),
gde je (A, X, 64) nedeterministicki automat nad alfabetom X, a 04 C A je
skup inicijalnih stanja, a nedeterministicki raspoznava¢ A nad alfabetom
X je petorka o7 = (A, X,64,04,74), gde je (A, X,04,64) inicijalni nede-
terministicki automat, a 74 C A je skup terminalnih (zavrsnih) stanja.
Nedeterministicki raspoznavac o/ = (A, X, 64,04, 74) je konacan, ako je
o = (A, X,6") konacéan nedeterministicki automat. Ako o sadrzi samo
jedno stanje ag € A, tj., ako je o = {ap} tada nedeterministicki raspoz-
nava¢ oznacavmo sa & = (A, X, 5A,a0,7'A). Primetimo da se u literaturi
pojam nedeterministicki automat ¢esto odnosi na konacni nedeterministicki
raspoznavaé sa jednim inicijalnim stanjem.

Nedeterministicki raspoznavac o = (A, X, 64,04, 74) raspoznaje (prih-
vata) jezik L C X* ako je

L={ue X*|(3a € 06 (a,u) € 74}, ili ekvivalentno (1.2)

L ={ue X*|(3ac?) (3 € T) (a,b) € 61}. (1.3)

Jezik L raspoznat pomoc¢u nedeterministickog raspoznavaca &/ oznacavamo
sa L(<).

Familija regqularnih izraza % ili jednostavnije regularni izrazi nad alfa-
betom X induktivno je definisana na slede¢i nacin:

(i) Vez

(i) e € Z;

(iii) x € #, za sve z € X;
)

(iv) (aq 4+ ag) € Z, za sve a1, a9 € X,
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(V) (ag) € Z, za sve a1,y € X;
(vi) (a)* € Z, za svaki o € %,
(vii) Regularni izrazi su samo oni izrazi koji se mogu dobiti primenom prav-
ila (i) — (vii) konac¢an broj puta.

Za regularni izraz «, ozna¢imo sa |a|x, broj simbola alfabeta X u tom
izrazu. Broj |a|x nazivamo Sirina regularnog izraza « (vidi [1]). Za svaki o €
X, sa ||af oznacavamo jezik nad alfabetom X koga rekurzivno definisemo
sa:

(i) 10 =0, llell = {e}, ll=ll = {=}, za z € X.
(iii) ||(a1 + a2)|| = |lea|| U ||az||, za sve a1, a0 € Z;
(iv) [(ara2)l| = l[leallllazll, za sve o, a2 € Z;

(V) [[(@)*]] = ||le]*, za svaki a € Z.

Primetimo da je jezik |laq||||az| konkatenacija jezika ||| 1 ||azll, dok
je |lof|* Kleenejevo zatvorenje jezika |la|, koje je definisano sa |af|* =
{e} Ullaf] U |lafl||a|| U - U|la||® U---. Za svaki regularni izraz «, jezik
|| je jezik definisan regularnim izrazom c. Jezik nad kona¢nim alfabetom
X je reqularan ako je definisan regularnim izrazom nad X. Potsetimo da je
jezik nad kona¢nim alfabetom regularan ako i samo ako je raspoznat nekim
kona¢nim nedeterministickim raspoznavacem.

Neka je a regularan izraz nad alfabetom X. Oznacimo sa & izraz dobijen
iz o indeksiranjem svakog simbola izraza o njegovom pozicijom u tom izrazu.
Isto oznacavanje ¢emo koristiti i za uklanjanje indeksa, tj. za regularan izraz
o, vazi: a = a. Defini§imo sledeée skupove:

(i) poso(a) ={0,1,...,|alx},
(ii) first(a) ={i | ziu € |||},
(iii) last(a) = {7 | uz; € ||},
(iv) follow(a,i) = {j | uziz,v € ||lall},
(v) follow(a,0) = first(a),
(v)

~ Jlast(a), e |laf
lasto(a) = {last(a) u{o}, eellall
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Konacan nedeterministicki raspoznavac
%os(a) = (pOS()(a), X, 5p037 0, laStO(a))

zovemo pozicioni automat regularnog izraza «, ¢ija je funkcija prelaza defin-
isana sa

51705(7;71.) = {.7 | E =7, ] € fOllOUJ(Oé,i)}-
Glushkow [40] i McNaughton i Yamada [78], su pokazali da je jezik |«
raspoznat nedeterministickim raspoznavacem 7,,s(a). Zbog jednostavnijeg
pisanja, u daljem tekstu ¢emo pozicioni automat 2,s(«) regularnog izraza
, oznacavati sa 7, (o) = (Ap, X, 649, 0, 749).
Podse¢amo da smo, za pojmove i oznake koji nisu ovde definisani uputili
na knjigu M. Ciri¢a, T. Petkovi¢ i S. Bogdanoviéa [28].

1.3. Uredeni skupovi i mreze

Refleksivnu, antisimetri¢nu i tranzitivnu relaciju na skupu A nazivamo par-
cijalnim uredenjem na A, ili krac¢e samo uredenjem na A. Uredenja najcesée
oznacavamo simbolom <. Par (4, <) koji se sastoji od skupa A i parcijalnog
uredenja < na njemu nazivamo parcijalno uredenim skupom, ili kraée samo
uredenim skupom. Jednostavnosti radi, umesto ” (A, <) je ureden skup” gov-
ori¢emo ” A je ureden skup”, pri ¢emu ¢emo podrazumevati da je uredenje na
njemu oznaceno sa <. Ako je < uredenje na skupu A, tada sa < oznacavamo
relaciju na A definisanu sa

a < bakoisamo ako jea <bia#b,

a sa > 1 > oznaCavamo inverzne relacije relacija < i <, tim redom. Uredenje
< na A nazivamo linearnim ako za sve a,b € A vazi a < bili b < a,iu tom
slucaju kazemo da je A linearno ureden skup ili lanac.

Za preslikavanje ¢ koje slika ureden skup A u ureden skup B kazemo da
je izotono ili rastuée ili da ocuvava uredenje ako za sve a,b € A, iz a < b
sledi ¢(a) < ¢(b). Sliéno, za preslikavanje ¢ iz A u B kazemo da je antitono
ili da je opadajuce ako za proizvoljne a,b € A, iz a < b sledi ¢(b) < ¢(a). Za
¢ kazemo da je izomorfizam uredenih skupova A i B, ili uredajni izomorfizam
iz A na B, ako je ¢ bijekcija iz A na Bi ¢ i ¢! su izotona preslikavanja.

Neka je A ureden skup. Za element a € A kazemo da je

— minimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo manji
od njega, tj. ako za svaki x € A, iz x < a sledi x = a;
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— maksimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo veci
od njega, tj. ako za x € A, iz a < x sledi a = x;

— najmanji element skupa A, ako je manji od svakog drugog elementa iz
A, tj. ako je a < x, za svaki x € A;

— najveéi element skupa A, ako je veéi od svakog drugog elementa iz A,
tj. ako je z < a, za svaki x € A.

Neka je H neprazan podskup uredenog skupa A. Za element a € A kazemo
da je

— gornja granica skupa H, ako je x < a, za svaki x € H;

— donja granica skupa H, ako je a < x, za svaki ¢ € H;

— najmanja gornja granica, ili supremum, skupa H, ako je a najmanji
element skupa svih gornjih granica skupa H, tj. ako je a gornja granica
skupa H i za svaku gornju granicu b skupa H vazi a < b;

najveéa donja granica, ili infimum, skupa H, ako je a najveéi element
skupa svih donjih granica skupa H, tj. ako je a donja granica skupa
H i za svaku donju granicu b skupa H vazi b < a.

Supremum skupa H, ako postoji, oznacavamo sa \/ H, a infimum, takode
ako postoji, sa A\ H. Ukoliko je H = {x;|i € I}, tada umesto \/ H i A H

piSemo redom
Ve i As
el iel

Ureden skup ¢iji svaki dvoelementni podskup ima supremum i infimum
nazivamo mreZom. Indukcijom se lako dokazuje da i svaki konac¢an podskup
mreze ima supremum i infimum. Za beskona¢ne podskupove mreZe to ne
mora da vazi. Ako je L mreza, tada se na L mogu definisati dve binarne
operacije A1V sa

Az (a,b) —aAnbd i V:(a,b) = aVb.

Po analogiji sa odgovarajué¢im operacijama na skupovima, operacije V i A
naziva¢emo, redom, unijom i presekom. Drugim rec¢ima, govori¢emo da je
\ H unija skupa H a a V b je unija elemenata a i b, i sliéno, da je \ H
presek skupa H, a a Ab je presek elemenata a i b. Koriste¢i operacije unije i
preseka, mrezu mozemo definisati i kao univerzalnu algebru sa dve binarne
operacije koje zadovoljavaju nekoliko specijalnih uslova. Naime, neposredno
se dokazuje sledeca teorema.
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Teorema 1.3.1. Ako je L mreza, tada je (L,A,V) univerzalna algebra
takva da za sve x,y,z € L vaze sledeci uslovi:

(L) zAhx=z,xzVz =2 (idempotentnost);
(L2) zANy=yAz,zVy=yVz (komutativnost);
(L3) (zxAy)Az=xA(yAz), (@xVy Vz=xV(yV z) (asocijativnost);
(Ld) zA(xzVy) ==z, zV(xAy)=x (apsorpcija).

Obratno, ako je L algebra sa dve binarne operacije A iV koje zadovoljavaju
uslove (L1)—~(L4), tada je L mreza, u odnosu na parcijalno uredenje < defin-
18aM0 5a

<b & aNb=a (ili, ekvivalentno, a <b < aVb=0>b).

Uslove (L1)—(L4) u Teoremi 1.3.1 nazivamo aksiomama mreze. Tretiranje
mreze kao univerzalne algebre omogucéava nam da kao i kod svake druge
univerzalne algebre govorimo o podmreZama, kongruencijama, homomor-
fizmima, izomorfizmima, direktnim proizvodima mreza itd.

Neprazan podskup X mreze L naziva se podmreza mreze L ako za svaka
dva elementa a,b € X vazianbe XiaVbeX.

Za mrezu L i a € L, podmreze
[a) ={x € L|a < x} i (a] ={x € L|z < a}
su poluotvoreni intervali mreze L, a za a,b € L takve da je a < b, podmreze
(a,b) ={x € Lla <z <b} i [a,b] ={z € L]a <z <b}

su otvoreni interval i zatvoreni interval, (ili segment) mreze L, tim redom.

Sistemi sa jednom binarnom idempotentnom, komutativnom i asocija-
tivnom operacijom nazivaju se polumrezama. Ako neprazan skup L zajedno
sa proizvoljnim elementima a,b € L sadrzi i a A b, odnosno a V b onda se L
naziva, redom A-polumreZa ili donja polumreZa, tj. V-polumreZa ili gornja
polumreza.

Neprazan podskup J mreze L naziva se ideal ako vazi:
(a) za elemente a € J iz € L takve dajexz < ajex € J,;
(b) za dva elementa a,b € LjeiaVbeJ.
Nije tesko pokazati da je J ideal mreze L ako vazi:
aVbeJakoisamoakoiae JibeJ

Dualni pojam pojmu ideala u mrezi je dualni ideal. Dakle, neprazan podskup
D mreze L je dualni ideal ako vazi:
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(a) za elemente a € D ix € L takve da je a < x je x € D;

(b) za dva elementa a,b € L je a ANb € D.

Neka je element a € L. Primetimo da su, tada poluotvoreni intervali (a]
i [a), redom ideal, odnosno dualni ideal mreze L i nazivaju se glavni ideal
generisan sa a i glavni dualni ideal generisan sa a.

Najmanji element mreze L, ako takav postoji, nazivamo nulom, a najveci
element, ukoliko postoji, nazivamo jedinicom mreZe L. Nulu i jedinicu mreze
obi¢no oznac¢avamo sa 0 i 1, tim redom. Mrezu koja ima nulu i jedinicu
nazivamo ogranicenom mrezom. Ograniena mreza se takode moze tretirati
kao univerzalna algebra (L, A,V,0,1) sa binarnim operacijama A i V koje
zadovoljavaju (L1)—(L4), i nularnim operacijama (konstantama) 0 i 1 koje
zadovoljavaju uslove

(L5) 0 Az =0 (ili, ekvivalentno, 0 V 2 = x), za svaki x € L;
(L6) 1 Az =z (ili, ekvivalentno, 1 Va = 1), za svaki x € L.

Nije tesko pokazati da su na proizvoljnoj mrezi L sledeéi uslovi ekviva-
lentni:

(L7) eA(yVz)=(xAy)V(zAz),zasve z,y,2z € L;
(L7) 2V (yANz)=(xVy)A(zVz),zasvex,y,z € L.

Mrezu koja zadovoljava bilo koji od tih uslova nazivamo distributivnom
mrezZom.

Neka je L ograni¢ena mreza sa nulom 0 i jedinicom 1. Za element y € L
kazemo da je komplement elementa z € L ako vazi

cANy=20 i zVy=1.

U tom slucaju je i x komplement za y, tj. relacija ”biti komplement” je
simetri¢na. Ako je pri tome mreza L jos i distributivna, tada se lako dokazuje
da svaki element x € L moze imati najviSe jedan komplement, koji ¢emo
oznacavati sa x’.

Ogranicenu distributivnu mrezu u kojoj svaki element ima dopunu nazi-
vamo Booleova algebra. Preslikavanje x — 2’ je unarna oparacija na L, i
nazivamo je operacija komplementacije. Bulova algebra se takode moze tre-
tirati kao univerzalna algebra (L, A,V,",0,1) sa binarnim operacijama A i V,
unarnom operacijom ’ i konstantama 0 i 1.

Kako smo napred napomenuli, svaki konacan podskup mreze ima supre-
mum i infimum, ali to ne mora da vazi za beskonacne podskupove. Stoga za



1.4. MREZNO UREDENI MONOIDI I REZIDUIRANE MREZE 13

mrezu u kojoj svaki neprazan podskup ima supremum i infimum nazivamo
potpunom ili kompletnom mreZom. Jasno, svaka takva mreza je ograni¢ena.
Podskup K potpune mreze L je potpuna(kompletna)podmreza od L ako se
supremum i infumum (u L) svakog nepraznog podskupa od K nalaze u K.

Primer 1.3.1. Oznac¢imo sa & (A) skup svih relacija ekvivalencije na ne-
praznom skupu A. Taj skup je parcijalno ureden inkluzijom relacija, i u
odnosu na to parcijalno uredenje on je potpuna mreza. Naime, dok je
operacija preseka na &(A) presek dve relacije, operacija unije je odredena
drugacije, jer skupovna unija dve ili viSe relacija ekvivalencije ne mora biti
relacija ekvivalencije. Neka je B proizvoljan neprazan podskup od &(A) i
neka je (B) podpolugrupa polugrupe binarnih relacija na A generisana sa
B. Tada je \/ B jednako skupovnoj uniji svih relacija iz (B). Nula i jedinica
u&(A) suredom Ay iVy.

1.4. Mrezno uredeni monoidi i reziduirane mreze

U realnom, fizickom svetu, ¢esto se nailazi na klase objekata kod kojih kri-
terijum pripadanja odredenoj klasi nije precizno definisan. Zbog toga se
osnovna ideja fazi skupova i fazi logike ”suprotstavlja” tradiciji u nauci, tzv.
bivalentnom nac¢inu razmisljanja i rezonovanja, Sto je dovodi do formiranja
novih modela stvarnosti. Iz navedenih razloga, struktura skupa istinitosnih
vrednosti zahteva nasu posebnu paznju.

Osnovna ideja fazi skupova je gradacija pripadnosti, dok je osnovna ideja
fazi logike gradacija istine, od potpune istine (1), do potpune neistine (0). Za
tu gradaciju je potrebno da je struktura istinitosnih vrednosti .Z parcijalno
uredena sa 0 i 1 kao najmanjim i najveéim elementom, tim redom. Osim
toga, pretpostavlja se da za dve istinitosne vrednosti a i b, postoji istinitosna
vrednost veéa (manja) od obe. Na ovaj nacin prirodno dolazimo do zahteva
za postojanjem supremuma (dualno infimuma) u istinitosnoj strukturi .Z.

Iz pomenutih razloga uvodimo slede¢u strukturu. Mrezno uredeni monoid
ili £-monoid [65, 66, 68, 99] je algebarska struktura ¥ = (L,A,V,e,0,1,¢)
takva da je

(LM1) (L, A,V,0,1) je mreza sa najmanjim elementom 0 i najveé¢im elemen-
tom 1,

(LM2) (L,e,e) je monoid sa jedinicom e,
(LM3) ze0=0ex =0, za svaki z € L,
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(LM4) za sve z,y,z € L vazi

re(yVz)=zxeyVrez i (xVylez=zxezVyez.

Ako je, pored toga, (L,A,V,0,1) kompletna mreza koja zadovoljava
sledece distributivne zakone,

(LM5) zasvexz € L, {z;} C L

:co(\/:c,):\/(:z:o:z:l) i (\/:z:i)oat:\/(:z:iox),

il il il il

tada .Z zovemo kvantal. Ako distributivni zakoni (LM5) vaze za prebrojive
skupove {z;}, tada £ zovemo prebrojivo mreino uredeni monoid.

Mrezno uredeni monoid .Z = (L, A, V,e.0,1,e) je integralni, ako jee = 1,
tj. ako je njegov najveéi element jednak neutralu.

Operaciju e na mrezno uredenom monoidu zovemo proizvod. Lako se
pokazuje da je proizvod izotona operacija u odnosu na relaciju uredenja
mreze, tj. za sve x,y,z € L vazi

r<y=zxez<yez and zexr < zey. (1.4)

Primer 1.4.1. (i) Neka je .£ = (L, A, V,0,1) distributivna mreza. Tada
je Z = (L,N,V,A,0,1,1) integralni {-monoid.

(ii) Neka je & = (L, A\, V, ,0,1, e) proizvoljan {-monoid. Ozna¢imo sa L(n)
skup svih m x n matrica nad L. Proizvod na skupu L(n), oznacen sa o, i
supremum, oznacen sa V, definiSemo na slede¢i nacin: Za matrice, A = (a;;)

iB= (bi]’), AoB = (Cij),A VB = (dij)7 gde je
Cij = \/(aik ‘bkj)» a dij = ai; V by,
k=1

zasvei,j € {1,2,...,n}. Tada (L(n),A,V,o0, Ay, A1, E) takode jeste mrezno
uredeni monoid, u kome je Ay matrica tipa n x n ¢iji su svi elementi jednaki
0 (nula matrica), A; je matrica tipa n X n, ¢iji su svi elementi jednaki 1,
a jedinica je jedini¢na matrica F, Ciji su svi elementi na dijagonali jednaki
e, a ostali elementi jednaki 0. U ovom mrezno uredenom monoidu je o
nekomutativna operacija, ¢ak i ako je proizvod na .Z komutativan.
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U nastavku ovog odeljka ¢emo viSe paznje posvetiti uzoj klasi mrezno
uredenih monoida-reziduiranim mrezama. U nekim radovima reziduirane
mreze se nazivaju integralni, komutativni, reziduirani ¢-monoidi, dok neki
autori naziv reziduirane mreze koriste za neke opstije strukture.

Reziduirana mreza je algebra & = (L,\,V,®,—,0,1) takva da

(RL1) (L,A,V,0,1) je mreza sa najmanjim elementom 0 i najveéim elemen-
tom 1,

(RL2) (L,®,1) je komutativan monoid sa jedinicom 1,

(RL3) operacije ® i — obrazuju adjungovani par, tj. oni zadovoljavaju
svojstvo adjunkcije: za sve xz,y,z € L,

rRy<z & r<y— 2. (1.5)

Ako je, pored toga, (L,A,V,0,1) kompletna mreza, onda se £ naziva
kompletna reziduirana mreZa. Operacije ® (mnoZenge, proizvod) i — (reziduum
ili implikacija) predstavljaju modele konjunkcije i implikacije u odgovarajucoj
logici, a supremum (\/) i infimum (/\) modeliraju egzistencijalni i univerzalni
kvantifikator, tim redom.

Na kompletnoj reziduiranoj mrezi mogu se definisati i sledece operacije:

bireziduum (ili biimplikacija) : x>y = (x = y) A (y = x), (1.6)
negacija : —a=a— 0,
n—ti stepen : A=1iad"N=d"®a (1.8)

Operacija biimplikacije predstavlja model jednakosti istinitosnih vred-
nosti, dok je negacija model komplementa za datu istinitosnu vrednost.

NajviSe proucavan i primenjivan skup istinitosnih vrednosti je realan,
jedini¢ni interval [0, 1] sa

x Ay =min(z,y), xVy=max(z,y),
i sa tri vazna para adjungovanih operacija:

Lukasiewiczeve operacije: x ® y = max(z +y — 1,0),
x—y=min(l —x+y,1),

proizvod (Goguenove) operacije: T @y = x - ¥,
x —y=1ako jez <yi=y/x uprotivhom,

Godelove operacije: ¢ ® y = min(x,y),
x—y=1ako jex <yi=y u protivhom.
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Drugi vazan skup istinitosnih vrednosti je skup {ag,a1,...,a,}, gde je
0=ap <--- <a, =1, na kome su adjungovane operacije definisane sa

ap @ a; = Amax(k+1—n,0)s Ak — A = Amin(n—k+1,n)-

Specijalan sluc¢aj ovih poslednjih algebri je dvoelementna Bulova algebra,
na kojoj je zasnovana klasi¢na logika. Jedini adjungovan par operacija na
dvoelementnoj Bulovoj algebri sastoji se samo od klasi¢nih operacija kon-
junkcije i implikacije.

Sve tri strukture: Lukasiewiczeva, proizvod i Godelova struktura pred-
stavljaju reziduirane mreze indukovane takozvanim ¢-normama.

Binarnu operaciju ® na [0, 1] koja je asocijativna, komutativna, mono-
tona i za koju je 1 jedini¢ni element nazivemo t-norma. Drugim recima,
t-norma je preslikavanje ® : [0,1] x [0,1] — [0,1] koje zadovoljava sledece
uslove:

rRY)Rz=12 (Y 2),
rTRYy=yQux,
N<Y2=>1rRY1 < TR Y2,
r®1=uz.

Opstije, algebra ([0, 1], A, V,®,—,0,1) je kompletna reziduirana mreza ako
i samo ako je ® levo-neprekidna t-norma. Pod levo neprekidnom ¢-normom
podrazumevamo t-normu za koju vazi

lim (a, ®b) = (lim a,) ® YD,

n—oo n—oo
i u tom sluéaju je reziduum definisan sa z — y = \/{u € [0,1] |u ® = < y}.
Ako je t-norma & neprekidna kao realna funkcija sa dva argumenta, tada ®
zovemo naprekidna t-norma.

Naves¢emo jo$ neke vazne istinitosne strukture, koje jesu reziduirane
mreze, ali zadovoljavaju i neke dodatne uslove.

Reziduirana mreza £ se naziva Heytingova algebra ako je t @y = x Ay,
za sve x,y € L. Ako je, pored toga, .£ i kompletna mreza, onda je ona
kompletna Heytingova algebra, a ako je parcijalno uredenje < u .Z linearno,
onda je .Z linearno uredena Heytingova algebra. Najvazniji primer linearno
uredene, kompletne Heytingove algebre je realan, jedini¢ni interval [0, 1] sa
Godelovim parom adjungovanih operacija, tj. sa standardnom minimum
t-normom.

BL-algebra (Basic Logic Algebra) je reziduirana mreza koja zadovoljava
uslov a Ab=a® (a — b) (deljivost) i (a — b) V (b — a) = 1 (prelinearnost).
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Treba istaéi da algebra ([0, 1],A,V,®,—,0,1) jeste BL-algebra ako i samo
ako je ® neprekidna ¢t-norma.

MV-algebra (Multi Valued Algebra) je BL-algebra koja dozvoljava dvostruku
negaciju, tj. u kojoj je a = ——a, za svaki a.

P-algebra (product algebra) je BL-algebra koja zadovoljava uslov
(c—=0)=>0<((a®c)—= (b®¢c) = (a—b) i aA(a—0)=0.

G-algebra (Godelova algebra) je BL-algebra u kojoj je zadovoljen uslov
a® a = a (idempotentnost).

Ocigledno, Booleova algebra je reziduirana mreza koja je i Heytingova
algebra i MV-algebra.

Pregled najvaznijih tipova reziduiranih mreza, njihovih specijalnih pod-
klasa i odgovarajucih logika dat je na Slici 1.1. Na slici su, poredenja radi,
prikazane i ortomodularne mreze, na kojima je zasnovana kvantna logika.

Poluprsten je algebra (L, +,-,0,1), gde je (L,+,0) komutativni monoid,
(L,-,1) monoid, a - je distributivna operacija u odnosuna +i0-x = x-0 = 0,
za svako x € L. Poluprsten (L,+,-,0,1) je komutativan, ako je (L,-,1)
komutativan monoid. Ako je & = (L,A,V,®,—,0,1) reziduirana mreza,
tada njen redukt . = (L,V,®,0,1) jeste komutativni poluprsten, zbog
¢ega ¢e nam ti poluprsteni i biti vazni u daljem radu.

Poluprsten je lokalno konacan ako je svaki njegov kona¢no generisani
podpoluprsten konacan, i slicno, monoid je lokalno konacan ako je njegov
proizvoljan kona¢no generisan podmonoid konac¢an. Lako se proverava da
je poluprsten . lokalno konacan ako i samo ako su oba monoida (L, V,0)
i (L,®,1) lokalno konaéni monoidi. Kako je (L,V,0) polumreza, a svaka
polumreza je lokalno konac¢na, poluprsten .7 je lokalno konacan ako i samo
ako je monoid (L, ®,1) lokalno konacan (vidi [38], [68]).

Sli¢no, ako je svaka kona¢no generisana podalgebra reziduirane mreze .
konacna, tada kazemo da je .Z lokalno konacna. Na primer, svaka Godelova
algebra, a time i svaka Godelova struktura jeste lokalno konac¢na, dok proizvod
struktura nije lokalno konacna.
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Slika 1.1. Najznacajnije istinitosne strukture i odgovarajuée logike.



1.5. OSNOVNA SVOJSTVA (-MONOIDA I REZIDUIRANIH MREZA 19

1.5. Osnovna svojstva /-monoida i reziduiranih mreza

Naveséemo neka osnovna svojstva mrezno uredenih monoida i reziduiranih
mreza. Veéina ovih svojstava Ce biti koris¢ena u narednim glavama teze.

Propozicija 1.5.1. [68] Neka je £ integralni £-monoid. Tada uslov (1.4)
implicira uslov (LM3) i z ey < x Ay, za sve x,y € L.

Teorema 1.5.1. Svaka reziduirana mrezZa zadovoljava sledeée uslove:

y<z— (x®y), xz<(r—y) —y, (1.9)
x® (x—y) <y, (1.10)
r<y & r—=y=1, (1.11)
r—zx=1 z—-1=1 1—z=uz, (1.12)
0 az=1, (1.13)
2®0=0, (1.14)
ry<z, <y—, (1.15)
rRy<TAY, (1.16)
(z®y) > z=x— (y = 2), (1.17)
(x =y @Yy —2) < (z—2), (1.18)
x —y je najveci element od {z|z ® z < y}, (1.19)
x®y je nagmanji element od {z |z <y — z}. (1.20)

Naredna teorema ukazuje na izotonost operacije ®, kao i na izotonost
operacije — po drugom i antitonost ove operacije po prvom argumentu.

Teorema 1.5.2. U svakoj reziduiranoj mrezi vazi sledece:

Y1SY2 = Ty STy, (1.21)
YISY2 = T2Y1IST Y2, (1.22)
TS T2 = T2 Y ST Y. (1.23)

Navodimo jos neka svojstva operacija u reziduiranoj mrezi:
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Teorema 1.5.3.

nakosti:
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(xNAz) = (yA2)
(zVz)—=(yVa),
(r®2z) = (y® 2),

(z—=z) = (2 > y),
( — (z — 2).

@@@@@
INCINCINCIN N

Y — 2)

U svakoj reziduiranoj mreZi zadovoljene su sledece nejed-

Naredna teorema daje odnos izmedu operacija \/ i A, i operacija ® i —,
nad nekom familijom elemenata reziduirane mreze.

Teorema 1.5.4. Sledeca turdenja su tacna, za svaki indeksni skup I. Sta-
vide, ako u prve tri jednakosti leva strana ima smisla, onda i desna strana

ima smisla.

@\ yi=\(zou),

i€l i€l
r— /\yi = /\(ﬂf = Yi),
i€l i€l
(Vo) =v= A=),
i€l iel
T® /\yi < /\(37@,%)7
i€l i€l
\/(:E - yz <z — \/ Yi,
iel el
\/(%‘ —y) = (/\ %) - Y,
i€l iel
/\(»’Cz —yi) < (/\%) — (/\yz>
i€l i€l i€l

/\(CU@ — ;) < (\/ a?z) — (\/ yi>,

iel el el

(1.29)
(1.30)
(1.31)
(1.32)
(1.33)
(1.34)
(1.35)

(1.36)
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Teorema 1.5.5. Sledeéa turdenja predstavijaju jos neka svojstva reziduira-
nith mreza:

r—=y=(zr—y) =y —y, 1.37
rR(x—y) =y < F)eez=y), 1.38
r— (zey)=y & F2)(z—z=y), 1.39
(y—z)—e=y < (F2)(z—ax=y), 1.40

(zAy)@(@Vy) <zey, 1.41
zVy < ((z—=y) =y Ay —=2) =), 1.42
Ay Zz®(r—vy), 1.43

xR (y—z2)<y—(r®2).
Vazi sledeéa teorema:

Teorema 1.5.6. Neka je £ = (L,\,V,®,0,1) struktura koja zadovoljava
(RL1) i (RL2) iz definicije reziduiranih mreZa i neka je £ kompletna mreza.
Tada su ekvivalentna sledeéa tvrdenja:

(i) Postoji — koje zadovoljava svojstvo adjunkcije u odnosu na .
(ii) Za sve a,b, skup {c|a ® c < b} ima najveéi element.
(iii) UL vazi

@\ vi=\(ro),

iel iel
izar —y=\{z|r®z<y}, ® i » su adjungovane operacije.

Videéemo, dalje neka svojstva negacije u reziduiranoj mrezi.

Teorema 1.5.7. Negacija ima sledeéa svojstva:

~0=1, —1=0, (1.45)
T ® =0, (1.46)
r < o, X = oo, (1.47)
r<y = -wy< gz, (1.48)
ﬁ<\/ mz> = /\ -z, (1.49)

el el

ﬁ(/\ xz) > \/ - (1.50)

el i€l
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Sledeéa teorema pokazuje koja svojstva ima operacija bireziduuma.
Teorema 1.5.8. Operacija bireziduuma ima sledeca svojstva:
01=1<0=0, 00=1<1=1,
T =1,
T Y=y,
(oYY z) STz,

rl=z, z+ 0=z, 1.55

réry=1 & =y, 1.56

(1 < y1) A (22 <> y2) < (21 V 22) < (Y1 V 92), 1.58

(21 ¢ y1) ® (22 ¢ y2) < (21 Q@ x2) ¢ (Y1 @ Y2), 1.59

(1 < Y1) @ (2 > y2) < (1 — x2) & (Y1 — Y2), 1.60
( )

reoy=(xVy — (rAy),

THYSITRZH YR 27,

(1.51)
(1.52)
(1.53)
(1.54)
(1.55)
(1.56)
(1 1) A (22 & y2) < (21 Axa) < (y1 A ya), (1.57)
(1.58)
(1.59)
(1.60)
(1.61)
(1.62)
(1.63)

N i) < (/\ ar) © (/\ y) 1.63
i€l i€l i€l
Ao v < (Va) o (V) (1.64)
el el el

1.6. Fazi skupovi i fazi relacije

Neka je £ = (L, A, V,,0,1, ¢e) proizvoljan ¢-monoid. Fazi podskup skupa A
je svako preslikavanje iz A u L. Krisp deo fazi podskupa f je obican krisp
podskup od A definisan sa f = {a € A|f(a) = e} (vidi [68]). Obican
(krisp) podskup f skupa A mozemo posmatrati kao fazi podskup od A ¢ije
vrednosti pripadaju skupu {0,e} C L, a koji je definisan sa f(a) = e, ako
jea € fi f(a) =0, u ostalim slucajevima. Takode, fmoiemo posmatrati i
kao fazi podskup od A ¢ije su vrednosti u skupu {0, e}, koji je definisan na
gore opisani nacin.

Jednakost fazi podskupova f i g definisana je kao uobicajena jednakost
preslikavanja. Inkluzija f < g, fazi podskupovaf i g definiSe se na sledeéi
nacin:

f<g akoje f(z)<g(x), zasvaki z € L.
Relacija < jeste relacija poretka. Skup L# svih fazi podskupova od A snab-
deven relacijom <, ¢ni distributivnu mrezu, u kojoj su presek (infimum)
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f A g1iunija (supremum) fV g proizvoljnih fazi podskupova f i g od A jesu
fazi podskupovi od A definisani sa

(fAg)(x) = f(z) ng(z), (fVg)x)=flz)Vy@)

Ako je, osim toga, (L, A,V,0,1) kompletna mreza, tada je i L kompletna
mreza, u kojoj su presek A;c; fi i unija \/,c; fi proizvoljnih familija { f;}icr
fazi podskupova od A definisani sa

(/\ fi) (@) =\ fil@), (\/ ﬂ) (x) = \/ filz)

el el il il

Proizvod fazi podskupovaf,g € AL, u oznaci f e ¢ je fazi podskup od A
definisan sa: feg(z) = f(x)eg(x), za svako z € A. Razmotri¢emo sada fazi
relacije kao fazi podskupove od A x A.

Fazi relacija na A je svako preslikavanje iz A x A u L, odnosno, svaki
fazi podskup od A x A, a jednakost, inkluzija, unija, presek i uredenje fazi
relacija su definisani kao za fazi skupove. Za dve fazi relacije R i S na skupu
A, njihova kompozicija je fazi relacija R o S definisana sa:

(RoS)(a,b) = \/ R(a,c) e S(c,b), (1.65)
ceEA

za sve r,y € A. Primetimo da na ¢-monoidu . kompozicija fazi relacija
ne mora da postoji. Naime, mrezno uredeni monoid .Z ne mora da sadrzi
uniju proizvoljne familije fazi podskupova skupa A, tj. mreza (L, A, V,0,1)
ne mora da bude kompletna. Iz navedenih razloga, u daljem tekstu ovog
odeljka ¢emo smatrati da kompozicija proizvoljnih fazi podskupova postoji.

Oznacimo sa Z(A) skup svih fazi relacija na skupu A. Za sve P,Q, R €
Z(A) i proizvoljne {P;}ier, {Qi}tier C Z(A), vazi sledece:

(PoQ)oR=Po(QoR), (1.66)
P<Q povlati PoR<QoR i RoP< RoQ. (1.67)

Ako je, osim toga, £ kvantal, tada je zadovoljeno:

Po(\/Q)=\(PoQ), (\/P)oQ=\/(PoQ) (168)

el el iel il

o (ANQ) < APoQi), (ANP)oQ< A\(PioQ). (1.69)

el el el el
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Za fazi podskup f skupa A i fazi relaciju R na A, kompozicije fo R i
R o f su fazi podskupovi od A definisani sa

(foR)(a)=\/ f(b) e R(b,a), (Rof)(a)=\/ R(a,b)ef(b), (170)

beA beA

za proizvoljan a € A. Konacno, za fazi podskupove f i g od A piSemo

fog=\ f(a)egla). (1.71)

a€A

Kompozicija fazi relacija asocijativna, a lako se proverava da vazi i
(foR)oS=fo(RoS), (foR)og=fo(Rog), (1.72)

za proizvoljne fazi podskupove f i g od A, i fazi relacije R i S na A, §to
znaci da se zagrade u (1.72) mogu izostaviti. Primetimo takode da, ako je
A konacan skup od n elemenata, fazi relacije R i S mogu da se posmatraju
kao n x n fazi matrice nad .Z i Ro S je matri¢ni proizvod, dok se f o R moze
smatrati proizvodom 1 X n matrce f i n X n matrice R, i Ro f je proizvod
n X n matrice R i n x 1 matrice f! (transponovane matrice od f).

Za fazi relaciju R na A, fazi relacija R™ induktivno je definisana sa,
R' = R, i R*!' = R"o R, za n € N. Takode, za fazi podskup f € L4 i
n € N, fazi podskup f™ definiSemo na isti nacin.

Fazi relacija R na A je
(R) refleksivna (ili fazi refleksivna) ako je R(a,a) = e, za svaki a € A;
(S) simetricna (ili fazi simetricna) ako je R(a,b) = R(b,a), za sve a,b € A;
(T) tranzitivna (ili fazi tranzitivna) ako je za sve a,b,c € A zadovoljeno
R(a,b) @ R(b,c) < R(a,c).
Jednostavno se pokazuje da je fazi relacija R tranzitivna ako i samo ako je

R" <R, zasvaki ne€N, (1.73)

Takode, za proizvoljnu refleksivnu fazi relaciju R i svaku fazi relaciju S na
skupu A vazi
S<SoR, S<RoS. (1.74)

Ako je (L, A, V,0,1) kompletna mreza, tada za fazi relaciju R na skupu
A, fazi relacija R* na A definisana sa

R*=\/R"

neN
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je najmanja tranzitivna fazi relacija na A koja sadrzi R. Fazi relaciju R
zovemo tranzitivno zatvorenje od R.

Fazi relacija na A koja je refleksivna, simetri¢na i tranzitivna je fazi
ekvivalencija. Ako je (L, A, V,0,1) kompletna mreza, tada je skup &(A) svih
fazi ekvivalencija na A sa relacijom uredenja na skupu Z(A), kompletna
mreza, u kojoj je infimum obi¢ni presek fazi relacija, dok supremum u & (A)
u opstem slucaju nije jednak uniji fazi relacija. Ovde je supremum u &(A)
familije {F; };er fazi ekvivalencija E na A, definisana sa

E = <\/ Ez)m =\ (\/ E)n (1.75)

i€l neN Mel

Za fazi ekvivalenciju F na A i a € A definiSemo fazi podskup E, od A
sa Eq(z) = E(a, z), za svaki © € A. E, zovemo klasa fazi ekvivalencije od E
odredena sa a. Skup A/E = {E, |a € A} zovemo faktor skup od A u odnosu
na E (vidi [6, 29]). Za fazi ekvivalenciju E na A, indeks fazi ekvivalencije E
u oznaci ind(F), predstavlja kardinalni broj faktor skupa A/E.

Isti na¢in oznacavanja koristi¢emo i za krisp ekvivalencije. Za ekvivlen-
ciju 7 na A, odgovarajuéi faktor skup oznacavamo sa A/m, a klasu ekviva-
lencije elementa a € A oznacavamo sa 7.

Fazi ekvivalencija E na skupu A je fazi jednakost ako za sve x,y € A, iz
E(x,y) = e sledi z = y. Drugim recima, E je fazi jednakost ako i samo ako
je njen krisp deo E krisp jednakost.

Slededi rezultat daje vaznu karakterizaciju fazi ekvivalencija i bi¢e nam
veoma koristan u daljem radu.

Lema 1.6.1. Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A i neka je E njen
krisp deo. Tada je E krisp ekvivalencija na A i za sve a,b € A sledeci uslovi
su ekvivalentni:

(i) E(a,b) =e¢;
(11) @(z = gb;
(iii) E, = Ej.

Iz tog razloga je ind(E) = ind(E).

Za fazi ekvivalenciju £ na skupu A, na faktor skupu A/E definiSemo fazi
relaciju E sa

E(EmaEy) = E($,y),
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za sve z,y € A. Jednostavno se dokazuje da je E dobro definisana. Stavige,
FE je fazi jednakost.

Refleksivnu i tranzitivnu fazi relaciju skupa A zovemo fazi kvazi—uredenje.
U nekim izvorima kvazi—uredenja i fazi kvazi—uredenja nazvana su predurede-
nja i fazi preduredenja (engl. preordes) (vidi [22, 23, 54, 55]). Primetimo da
je refleksivna fazi relacija R fazi kvazi-uredenje ako i samo ako je R? = R.

Ako je (L, A, V,0,1) kompletna mreza, tada skup 2(A) svih fazi kvazi—
uredenja na A, sa relacijom uredenja na skupu Z(A) jeste kompletna mreza,
u kojoj je infimum obi¢ni presek fazi relacija, dok supremum u 2(A), u
opStem slucaju nije jednak uniji fazi relacija. Naime, supremum R familije
{R;}icr fazi kvazi—uredenja na A, mozemo predstaviti sa

R= (\/ Ri)@@ =\ (\/ Ri>n. (1.76)

il neN el

Ako je R fazi kvazi—uredenje na skupu A, tada fazi relacija Fr, definisana sa
Er = RN R, jeste fazi ekvivalencija na A. Fazi ekvivalenciju Er zovemo
prirodna fazi ekvivalencija fazi kvazi—uredenja R.

Fazi kvazi—uredenje R skupa A je fazi uredenje, ako za sve a,b € A, iz
R(a,b) = R(b,a) = e sledi a = b, tj. ako prirodna fazi ekvivalencija Fr od
R jeste fazi jednakost. Jasno je da fazi kvazi—uredenje R jeste fazi uredenje
ako i samo ako krisp deo R jeste krisp uredenje.

1.7. Fazi automati i fazi regularni izrazi

Neka je .Z proizvoljan f-monoid. Fazi automat je trojka o/ = (A, X,64),
gde su A i X skupovi koje redom zovemo skup stanja i ulazni alfabet, a
64 1 Ax X x A L je fazi podskup od A x X x A, koji zovemo funkcija fazi
prelaza ili samo funkcija prelaza fazi automata /. Fazi automat koji ima
konacan broj stanja zovemo konacan fazi automat (FFA). Kardinalnost fazi
automata o7 = (A, X,8%), u oznaci ||, definiS$emo kao kardinalnost skupa
stanja A tog fazi automata.

Preslikavanje 6 mozemo, na prirodan naéin, da produzimo do preslika-
vanja 02 1 A x X* x A+~ L na sledeéi nacin: Ako su a,b € A, ae € X* je
prazna rec, tada je

=b
5f(a,5,b):{e’ “a=v (1.77)

0, inace
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a ako jeuw € X* iz € X, tada je

6Ma, uz,b) = \/ 6 a, u,c) @ 64(c, z,b) (1.78)
ceA

U daljem tekstu éemo koristiti oznaku 64 umesto §2.
Iz (LM4) i Teoreme 3.1 u [68] imamo

64 (a, uv, b) \/ 64 (a,u, c) o 84(c,v,b), (1.79)
ceA
za sve a,b € Aiu,ve X*.

Za svaku re¢ u € X* definiSemo fazi relaciju 67} € LA*4, sa
6 (a,b) = 6%(a, u, b),

za sve a,b € A. Fazi relaciju 62 zovemo fazi relacija prelaza odredena sa u.
Za sve u,v € X*, jednakost (1.79) mozemo zapisati

64 = o7t o 4.

Fazi jezik je proizvoljan fazi podskup slobodnog monoida X*. Inici-
jalni fazi automat je Cetvorka of = (A, X,64,04), gde je (A, X,04) fazi
automat, a o € L4 je fazi skup inicijalnih (pocetnih) stanja. Fazi raspoz-
navac definiemo kao petorku o7 = (A, X, 04,04, 74), gde je (A, X, 54, 04)
je inicijalni fazi automat, a 74 € L4 je fazi skup zavrsnih (finalnih, termi-
nalnih) stanja.

Fazi raspoznavac & = (A, X, 64,04, 74) raspoznaje (prihvata) fazi jezik f,
ako za svaku re¢ u € X* vazi

fw) =\ o*(a)ed*(a,u,b)eT4(b), (1.80)

a,beA
Sto je ekvivalentno sa

fluy=00d,0T. (1.81)

Fazi jezik f raspoznat fazi automatom .o/ oznacavamo sa L(.2).
Fazi raspoznava¢ o/ = (A, X, 5A,a0,TA) koji ima jedno krisp inicijalno
stanje ag raspoznaje fazi jezik f, ako za svaku re¢ u € X* vazi

= \/ 6*(a0,u,a) e 7(a). (1.82)

a€A



28 GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI

Analogno, fazi raspoznavac &7 = (A, X, 64,04, a), sa jednim krisp zavrsnim
stanjem a; raspoznaje fazi jezik f, ako za svaku re¢ v € X* imamo

flu) = \/ o (a) e 6% (a,u, ay). (1.83)

acA

U daljem tekstu, obi¢ne krisp nedeterministicke raspoznavace (automate)
¢emo posmatrati kao fazi raspoznavace. Naime, ako za dati krisp nede-
terministicki raspoznava¢ o/ = (A4, X, 5A,0A,TA), krisp relacije prelaza 5554
posmatramo kao krisp fazi relacije, za svaki z € X, a krisp skupove o4, 74
kao krisp fazi skupove, sa vrednostima u skupu {0,e} C L, tada je o7 fazi

raspoznavac.

_ Reverzni fazi automat fazi automata o = (A, X,64) je fazi automat
o = (A, X,64), sa funkcijom fazi prelaza definisanom sa

6 (a,x,b) = 64(b, x, a), (1.84)

za sve a,b € Aix € X. Reverzni fazi raspoznavac¢ fazi raspoznavaca
= (A, X, 04,04, 174) je fazi raspoznavac o7 = (A, X, 64,64, 74), sa funkci-
jom fazi prelaza 64 definisanom sa (1.84) i fazi skupovima inicijalnih i
zavrSnih stanja definisanim sa

Fazi automati &/ = (A4,X,04) i &' = (A, X,6%) su izomorfni ako
postoji bijekcija ¢ : A — A’ za koju je

54 (a, z,b) = 6% (¢(a), z, ¢(b)), (1.85)

za sve a,b € Aix € X. Jednostavno se proverava da u tom slucaju
vazi 04(a,u,b) = 02 (¢(a),u, (b)), za sve a,b € Aiwu € X*. Slicno,
fazi raspoznavaci o = (A,X,64,04,74) 1 &' = (A, X, 64,067 ,74) su
izomorfni ako postoji bijekcija ¢ : A — A’ za koju je zadovoljeno (1.85), i
o(a) = o (¢(a)) i 74(a) = 74 (¢(a)), za svaki a € A.

Neka je o = (A, X, 04) proizvoljan fazi automat i neka je E proizvoljna
fazi ekvivalencija na A. Definisimo fazi funkciju prelaza

AP AJEx X x AJE — L sa

0MF(Eq, 2, By) = \/ E(a,a)eé(d,x,b) e E(V,b) (1.86)
o WEA
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Sto je ekvivalentno sa,
§AE(Ey, 2, Ey) = (E 06, 0 E)(a,b) = Eq 06, 0 E, (1.87)

zasvea,b € Aiz € X. Jasno, 6/F je dobro definisana i @/ = (A/E, X, 64/F)
je fazi automat, koga zovemo faktor fazi automat ili kvocijent fazi automat
od & u odnosu na F.

Ako je, osim toga, &7 = (A, X, 54,04, 74) fazi raspoznavac, tada definisemo
fazi skup o/ € LA/F inicijalnih stanja i fazi skup 74/ € LAF zavrsnih
stanja sa

o (B,) = \/ o*(d) e E(d,a) = (6?0 E)(a) = 0" 0 E,,  (1.88)

a’'€eA

TE(E,) = \/ (d) e E(d,a) = (" 0 E)(a) = 7" 0 E,, (1.89)
a’'€eA

za svaki @ € A. Jasno, o¥E i 74/E gu dobro definisani. Stavise

g = (A/E, ocAME X §A/E. TA/E) jeste fazi raspoznavac, koga zovemo faktor
fazi raspoznavac¢ od </ u odnosu na F.

Neka je f proizvoljan fazi jezik i A € L. Skalarni proizvod skalara \ i fazi
jezika f, u oznaci \ e f, jeste fazi jezik definisan sa

(Ao f)(u) = Ae f(u),

za svaku re¢ u € X*. Unija (supremum) fV g fazi jezika f i g definisan je
kao unija fazi podskupova f i g. Proizvod (konkatenacija) f o g fazi jezika f
i g je definisana sa

(fog)u) =\ f(v)eg(w).

u=vw
Kleenejevo zatvorenje od f, oznateno sa f*, definisano je sa
f=1rv (\/ f") :
neN
gde je f. karakteristicna funkcija prazne reéi ¢, tj.,

fou) = {e’ v=e (1.90)

0, inace
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Propozicija 1.7.1. [68] Ako je £ integralni (-monoid, tada za svaki fazi
jezik f Kleenejevo zatvorenje f* je dobro definisano.

Familija fazi reqularnih izraza L2 ili jednostavnije fazi reqularni izrazi
nad kona¢nim alfabetom X induktivno je definisana na sledeé¢i nacin (vidi
[66, 68]):

(i) 0 e 2%;
(i) e € X%,
(i) z € LZ, za sve x € X;
(iv) A\) € L%, zasve A€ Lia e LX;
(V) (aq + a2) € LR, za sve a1, a0 € LX,
(Vi) () € LZ, za sve a1, a0 € LXK,
(vii)
)

(viii

*) € LR, za sve a € LX;

(a
Svaki fazi regularan izraz dobijen primenom (i) — (viii) konacan broj
puta.

Za proizvoljan « € LZ, sa ||a| oznacavamo fazi jezik rekurzivno defin-
isan na slede¢i nacin (vidi [66, 68]):

(i) Za a € X U{D,e},||a|| = fa, gde je fo karakteristicna funkcija od «

definisana sa
e, U=«
fa(u) = { . ;

0, inace

(ii) || Aa||=Ae ||| zasve A€ Liae XX

(iil) |[(aq + a2)|| = [Jaa|| V |laz]|, za sve a1, a € LX;
(iv) [[(1c2)|| = ||a1]] o ||ez||, za sve aq, e € LR;
V) @) = |lo||*, za sve o € L.

Sa || oznacavamo duzinu fazi regularnog izraza «, koja se definise sa |a| =
la|x + n, gde je n broj skalara u «. Za fazi regularan izraz «, fazi jezik |||
zovemo fazi jezik definisan pomocu fazi reqularog izraza . Poznato je (vidi
[65, 66]) da se fazi jezik moze definisati pomocu fazi regularog izraza ako i
samo ako se moze raspoznati nekim konacnim fazi raspoznavacem.



Glava 2

Redukcija pomocu fazi
ekvivalencija

Desno invarijantne ekvivalencije uveli su Ilie i Yu u [51], kao alat koji se moze
veoma uspresno koristiti za redukciju nedeterministickih automata. Desno
invarijantne ekvivalencije su potom izucavane u [15, 23, 53, 54, 55|, gde su
pomocu njih dobijeni razli¢iti metodi redukcije nedeterministickih automata.
U [51, 53] je opisan postupak za izracunavanje najveée desno invarijantne
ekvivalencije na nedeterministickom automatu u polinomialnom vremenu.
Taj algoritam je popravljen u [54], koriséenjem ¢uvenog algoritma Paigea i
Tarjana [85]. Takode je pokazano da se pomoc¢u desno invarijantih ekviva-
lencija moze opisati veza izmedu nedeterministickih automata konstruisanih
iz regularnih izraza. Naime, dokazano je da su automati parcijalnih izvoda
i follow automati datog regularnog izraza faktor automati pozicionih au-
tomata u odnosu na desno invarijantne ekvivalencije ([24, 25, 50, 53, 52]).
Treba ista¢i da su desno i levo invarijantne ekvivalencije blisko povezane
sa konceptom direktnih i povratnih bisimulacija (engl. forward i backward).
Direktne i povratne bisimulacije su relacije ekvivalencije koriséene ne samo u
redukciji tezinskih automata ([12, 43, 44]), ve¢ i u mnogim drugim oblastima
matematike i informatike, kao $to su modalna logika, proveravanje modela,
teorija konkurencije, teorija skupova, formalna verifikacija, itd.

Fazi automati su uopstenje nedeterministickih automata tako da su prob-
lemi minimizacije i redukcije prisutni i u radu sa kona¢nim fazi automatima.
U svim prethodnim radovima u ovoj oblasti ([5, 27, 64, 76, 84, 90]), raz-
matrana je redukcija fazi automata iskljuc¢ivo pomocu krisp ekvivalencija. U
ovoj glavi je pokazano da je moguée izvrsiti redukciju fazi automata i pomocu
fazi ekvivalencija. Stavise, dokazano je da se koriséenjem fazi ekvivalencija
moze posti¢i bolja redukcija fazi automata, odnosno dobiti manji fazi au-

31
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tomati. Polazeéi od proizvoljne fazi ekvivalencije F, na skupu stanja A,
fazi automata (raspoznavaca) o, konstruiSemo faktor fazi automat (raspoz-
navac¢) </ /E u odnosu na E. Medutim, ukoliko fazi ekvivalenciji F nisu
nametnuti dodatni uslovi, faktor fazi automat (raspoznavac) </ /E se nece
ponasati kao i polazni fazi automat (raspoznavac) 7. Recimo, fazi raspoz-
navaci &/ 1 o/ /E, ne moraju da budu ekvivalentni. Ovde ¢emo pokazati da
su &/ i o/ |E ekvivalentni ako i samo ako je E reSenje izvesnog sistema fazi
relacijskih jednacina. Ovaj sistem je nazvan opsi sistem. Opsti sistem je resiv
na skupu &(A) svih fazi ekvivalencija na A, jer ima bar jedno resenje, a to
je identicka relacija na skupu A. Nas cilj je je da na skupu &(A) pronademo
najveCe moguce resenje opsteg sistema, kako bismo dobili najbolju mogucu
redukciju fazi automata /. Ipak, s obzirom da se opsti sistem sastoji od
beskona¢no mnogo jednacina, nalazenje njegovih netrivijalnih reSenja moze
biti tezak zadatak. Iz navedenih razloga, nasa namera je da se pozabav-
imo reSavanjem odredenih sistema koji se sastoje iz konacno mnogo fazi
jednacina, ¢ija reSenja su ujedno i reSenja opsteg sistema.

U Odeljku 2.2. éemo razmatrati sistem oblika F o 62 o E = §2 o E, ¢ija
¢emo resenja u &(A) nazvati desno invarijantne fazi ekvivalencije. Resenja
dualniog sistema E o 62 o E = E o §4, na skupu &(A), éemo nazvati levo
invarijantne fazi ekvivalencije. Pokaza¢emo da su desno i levo invarijantne
fazi ekvivalencije direktna uopstenja desno i levo invarijantnih krisp ekviva-
lencija na nedeterministickim automatima. Takode ¢emo pokazati i da su
kongruencije na fazi automatima, uvedene u radu T. Petkovié¢ [90], desno
invarijantne krisp ekvivalencije fazi automata. Primerom 2.2.2 pokaza¢emo
da najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija vrsi bolju redukciju fazi au-
tomata od najveée desno invarijantne krisp ekvivalencije na tom fazi au-
tomatu. Dalje, dokazacemo da je skup desno invarijantnih fazi ekvivalen-
cija na fazi automatu & kompletna mreza (Teorema 2.2.2), te da postoji
najve¢a desno invarijantna fazi ekvivalencija od /. To znac¢i da za svaki
fazi automat & postoji najbolja redukcija pomoéu desno invarijantnih fazi
ekvivalencija i da je za izvrSenje takve redukcije potrebno konstruisati na-
jvec¢u desno invarijantnu fazi ekvivalenciju od &/. U ovom odeljku ¢e biti
dat postupak za konstrukciju najveée desno invarijantne fazi ekvivalencije
na o/ koji daje rezultate kada funkcije fazi prelaza od o/ uzimaju vred-
nosti u lokalno kona¢noj reziduiranoj mrezi . (Teorema 2.2.3). Pokazano
je (Primer 2.2.1) da data procedura ne mora da da rezultate ako .Z nije
lokalno konac¢na. Teoremom 2.2.5 ¢emo okarakterisati najvecu desno in-
varijantnu fazi ekvivalenciju na &, kada su nad reziduiranom mrezom %
zadovoljeni izvesni distributivni zakoni. Kako su pomenuti zakoni zadovol-
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jeni za svaku neprekidnu t-normu na realnom, jedini¢cnom intervalu, tj. za
svaku BL-algebru na realnom, jedini¢nom intervalu, Teorema 2.2.5 vazi za
Lukasiewiczevu, Goguenovu (proizvod) i Gédelovu strukturu.

U Odeljku 2.3. pokazano je da faktor fazi automat u odnosu na najveéu
desno invarijantnu fazi ekvivalenciju dalje ne moze biti redukovan pomoc¢u
desno invarijantnih fazi ekvivalencija, ali da, u opstem sluc¢aju, moze biti re-
dukovan pomoc¢u najveée levo invarijantne fazi ekvivalencije. Ovo nas dovodi
do koncepta naizmeni¢énih redukcija, gde fazi automat naizmeni¢no reduku-
jemo pomocu njegove najveée desno invarijantne, a potom pomocéu njegove
najvece levo invarijantne fazi ekvivalencije, i tako redom ili obratno. Naiz-
menicna redukcija koja poc¢inje desnom redukcijom je nazvana naizmenic¢na
&"-redukcija, a ona koja poéinje levom redukcijom se prirodno zove naiz-
meni¢na &"-redukcija. Naizmeni¢nom redukcijom konaénog fazi automata
</ broj stanja dobijenih automata prestaje da opada posle kona¢nog broja
koraka. Poslednji fazi automat u tom nizu zovemo naizmenicéni redukt od <.
Medutim, u opsStem slucaju ne postoji kriterijum kojim je moguce odrediti
kraj naizmeni¢ne redukcije, tj. kada smo stigli do naizmeni¢nog redukta.
Stavise, Primer 2.3.2 pokazuje da naizmeni¢nom &"- i &"-redukcijom fazi
automata mozemo da dobijemo fazi automate sa razli¢itim brojem stanja.
Isti primer pokazuje i da najkraca &'l- i najkra¢a &"-redukcija mogu da
imaju razlic¢ite duzine. Takode je nepoznanica to koja od dve naizmeni¢ne
redukcije daje bolje rezultate.

Podsetimo da su Ilie i Yu u [51, 53] pokazali da naizmeni¢nom redukeijom
nedeterministickog automata broj njegovih stanja moze biti eksponencijalno
smanjen, dok takav rezultat ne moze biti dobijen redukcijom pomocéu desno
(levo) invarijantnih krisp ekvivalencija.

U poslednjem odeljku ove glave proucavamo specijalne tipove desno i levo
invarijantnih ekvivalencija, koje smo nazvali jako desno invarijantne i jako
levo invarijantne fazi ekvivalencije. Dve su osnovne prednosti jako desno in-
varijantnih fazi ekvivalencija nad desno invarijantnim fazi ekvivalencijama.
Pre svega, Teorema 2.4.2 daje efektivan postupak za izracunavanje najvecée
jako desno invarijantne fazi ekvivalencije. Ovaj postupak se moze primeniti
u proizvoljnoj kompletnoj reziduiranoj mrezi. Izra¢unavanje jako desno in-
varijantnih fazi ekvivalencija je direktno, bez prethodnog formiranja niza fazi
ekvivalencija. I pored ovoga, redukcija najvet¢om desno invarijantnom fazi
ekvivalencijom je bolja od redukcije najvetom jakom desno invarijantnom
fazi ekvivalencijom (Primer 2.4.1). Stavise, faktor fazi automat u odnosu na
najveé¢u desno invarijantnu fazi ekvivalenciju je desno redukovan, dok faktor
fazi automat u odnosu na najveéu jako desno invarijantnu fazi ekvivalenciju,
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u opstem slucaju, nije jako desno redukovan tako da ga je moguée opet re-
dukovati pomoéu jako desno invarijantnih fazi ekvivalencija (Primer 2.4.2).
Teoremom 2.4.6 dat je efektivan postupak kojim mozemo da odlu¢imo da li
je redukcija jako desno invarijantnim fazi ekvivalencijama zavrsena.

2.1. Faktor fazi automati i fazi relacijske jednacine

Neka je o7 = (A, X,5%) fazi automat i neka je E fazi ekvivalencija na A.
Podsetimo da smo sa </ /E = (A/E, X,5%/") oznacili faktor fazi automat
od & u odnosu na E. Podsetimo da je funkcija prelaza ovog fazi automata
definisana sa

0ME (Bq, 2, By) = \/ Ela,a)®6(d’, 2,1 @ E(V,D) (2.1)
a'beA
tj.,
§AE(By,x, By) = (E 062 0 E)(a,b) = E, 062 0 By, (2.2)
zasve a,be Aix e X.

Sledeca teorema se moze posmatrati kao verzija poznate Druge teoreme
o izomorfizmu univerzalnih algebri (cf. [13], §2.6), ali primenjena na fazi
automate.

Teorema 2.1.1. Neka je of = (A, X,64) fazi automat i neka su E i F fazi
ekvivalencije na &/ takve da je E < F. Tada fazi relacija F/E na faktor fazi
automatu o/ |E = (A/E, X,6%F) definisana sa

F/E(E,, Ey) = F(a,b), za sve a,b € A, (2.3)

jeste fazi ekvivalencija na </ | E i faktor fazi automati (o /E)/(F/E) i o |F
su izomorfni.

Dokaz. Neka su a,da’,b,b/ € A elementi takvi da je E, = Ey i E, = Ey,
tj. E(a,ad’) = E(b,/) = 1. Kako je E < F, imamo F(a,d’) = F(b,V/) =1,
§to povlacéi F(a,b) = F(a',V'). Dakle, F/E je dobro definisana fazi relacija.
Jednostavno se proverava da je F'/FE fazi ekvivalencija.

Jednostavnosti radi stavimo da je F/E = . Definisimo preslikavanje

¢ A/F — (A/E)/Q sa

o(F,) = QE,, za svaki a € A.
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Prema Lemi 1.6.1, za proizvoljne a,b € A imamo

F, = Fb 4 F(a,b) =1 < Q(Ea,Eb) =1
& Qp, = Qp, & o(F,) = ¢(Fy),

odakle sledi da je ¢ dobro definisano i injektivno preslikavanje. Jasno je da
je ¢ i sirjektivno preslikavanje. Dakle, ¢ je bijekcija iz A/F na (A/E)/Q.
Kako F < Fpovlaéi EFEoF = FoFE =F, zasvea,bec Aix € X imamo

02/ (B(Fa), () = 07/%(Q., Qmy) = (Q 0 077" © Q)(Ea, )
= \/ Q(E., E.)®6}/"(E., Eq) ® Q(Eq, By)

c,deA
— \/ F(a,c) ® (E o2 o E)(c,d) ® F(d,b)
c,deA
= (FoEo(SfoEoF)(a,b) = (FoéonF)(a,b)
=0y (Fu, Fy).

Dakle, ¢ je izomorfizam fazi automata <7/ F na fazi automat (<7 /E)/(F/E). O

Primetimo da ako je &7 = (A, X, (5A) fazi automat i ako su F, F' i G fazi
ekvivalencije na o takve da je F < F'i F < G, tada je

F<G & F/E<G/E, (2.4)
odakle sledi da preslikavanje ® : &g(A) ={F € £(A) | E < F} — &(A/E),

definisano sa ® : F' +— F/E, jeste injektivno.

Potsetimo da za fazi raspoznava¢ o7 = (A,04,X,84,74) i proizvoljnu
fazi ekvivalenciju E, faktor fazi raspoznavac¢ od &/ u odnosu na F, oznac¢avamo
sa o/ |E = (AJE,cP X, 6ME $A/E),

Primetimo da je fazi jezik L(<//FE) raspoznat faktor fazi raspoznavacem
o/ |E dat sa

L(o/ /E)(u) :(IAOEodf1 oEO(SIA2 oEo‘uoEoéfnoEoTA7
dok je fazi jezik L(<) raspoznat fazi raspoznavacem </ dat sa
L(sz%)(u) :O'AO(SQCA1 O(SQCA2 O---oéﬁn oTA’

za svaku reC u = x1xy...2, € X*, gde x1,29,...,2, € X. Dakle, fazi
raspoznavaé 7 i faktor fazi raspoznavac o / E su ekvivalentni, tj. raspoznaju
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isti fazi jezik, ako i samo ako fazi ekvivalencija E jeste reSenje sistema fazi
relacijskih jednacina

o'Aoéﬁlo(Sgo- . -o5xAno7‘A = O'AOEO(SxAl oEo5xA2oEO- . -oEO(sxAnOEOTA, (2.5)

za svaki n € N1 zy,29,...,2, € X. U daljem tekstu éemo sistem (2.5)
nazivati opsti sistem.

Opsti sistem ima najmanje jedno resenje u skupu &(A4), identicku relaciju
na skupu A. To reSenje éemo nazivati trivijalno resenje. Da bismo postigli
§to bolju redukciju fazi automata @7, potrebno je da nademo najvece resenje
opsteg sistema, ako ono postoji, ili da nademo §to je moguce vece reSenje tog
sistema. Medutim, opsti sistem se sastoji od beskona¢no mnogo jednacina, i
nalazenje njegovih netrivijalnih reSenja moze biti veoma tesko. Iz tog razloga
posvetiéemo paznju reSavanju nekih specijalnih sluc¢ajeva opsteg sistema. Sa
prakti¢nog stanovista, sistemi koje ¢emo razmatrati treba da se sastoje iz
kona¢no mnogo jednacina.

Potsetimo se da je fazi funkcija prelaza 64/ definisana sa
A E(By, 2, Ey) = (E o 52 o E)(a,b),

za sve a,b € Aix € X. Zasve a,b € Aiu = z129-- -2, € X*, gde
T1,T2,...,Ty € X, imamo da je

0 E(Ea,u, By) = (B0 6 o Eodfyo Eo---00p o E)(a,b),  (2.6)

ali, u opstem slucaju, 64/%(E,,u, F,) nije jednako sa (E o 64 o E)(a,b).
Naime, imamo da je 64/F(E,,u, Ey) = (F 0 6 o E)(a,b) za sve a,b € A i
u=mx1T9 T, € X", gde je x1,x2,...,x, € X, ako i samo ako je F reSenje
sistema fazi relacijskih jednacina

EodﬁloEoéxA2oEo...05;t4nOE:E05A OéxA2O”‘O(5;E4nOE7 (27)

1

zasven € Nizy,xo,...,2, € X. Uovom slucaju kazemo da je fazi automat
o |E saglasan sa < .

Ako je o7 fazi raspoznavaé, koriséenjem sistema (2.7) dobijamo sledeéu
instancu opSteg sistema

EodﬁloEO(SxA2oEou-odﬁnoE:Eodflo5xA2o-~05;c4noE,

oo E =04, (2.8)

0o E =14,
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za sve n € Nixy,29,...,2, € X. Drugim re¢ima, svako reSenje sistema
(2.8) je resenje opsteg sistema.

Neka je f fazi podskup skupa A i neka je FE fazi ekvivalencija na A. Kazemo
da je f ekstenzionalan u odnosu na F ako za sve z,y € A vazi

f(z) @ E(z,y) < f(y). (2.9)

Iz (2.9), simetri¢nosti F i svojstva adjunkcije, f je ekstenzionalan u odnosu
na F ako i samo ako je

E(x,y) < f(z) < f(y), (2.10)

za sve x,y € A (cf. [35, 36, 59, 60, 61]). Ako je E; fazi ekvivalencija na
A definisana sa Ef(x,y) = f(z) < f(y), za sve z,y € A, tada je f eksten-
zionalan u odnosu na E ako i samo ako je & < Ey, tj. ako je Ky najvecta
fazi ekvivalencija na A u odnosu na koju je f ekstenzionalan. Primetimo
da je uslov (2.9) ekvivalentan uslovu f o E < f, pa zbog refleksivnosti fazi
ekvivalencije E, to je ekvivalentno sa fo E = f.

Dakle, jednacine coF = ¢4 i 740 F = 74 se jednostavno resavaju. Naime,

F je redenje jednacine 04 o E = 04 (140 E = 74) ako i samo ako je E < E,
(E < EA), i dakle E, (E,) je najveée redenje te jednacine. Dakle, reenja
sistema (2.8) su upravo upravo ona resenja sistema (2.7) koja su sadrzana u
E,; N E;. 1z tog razloga, u daljem tekstu é¢emo paznju posvetiti sistemu (2.7)
i nekim njegovim instancama.

Primetimo takode da jednacine 640 E = ¢4 i 740 E = 74 imaju prirodnu
interpretaciju. Grubo govoreéi, E(a,b) < E,(a,b) i E(a,b) < E.(a,b), za
sve a,b € A, znaci da F ne spaja inicijalna i neinicijalna stanja, a takode ni
zavrSna i nezavrsna stanja.

2.2. Desno i levo invarijantne fazi ekvivalencije

Neka je @ = (A, X,64) fazi automat. Ako fazi ekvivalencija F na A jeste
resenje sistema
EodloE=0610E, zeX, (2.11)

tada je nazivemo desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7, a ako je resenje
sistema
EodloE=FEodl}, zeX, (2.12)

tada je nazivamo levo invarijantna fazi ekvivalencija na . Krisp ekviva-
lencija na A koja je resenje (2.11) zove se desno invarijantna ekvivalencija
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na <7, a krisp ekvivalencija koja je resenje (2.12) se zove levo invarijantna
ekvivalencija na <.

U Napomeni 2.2.1 ¢emo pokazati da su desno invarijantne fazi ekvivalen-
cije direktno uopstenje desno invarijantnih ekvivalencija nedeterministickih
automata, koje su izucavali Ilie, Yu i ostali u [15, 23, 51, 53, 54, 55], ili dobro-
ponasajucih ekvivalencija (engl. well-behaved) koje je izu¢avao Calude [14].
Stavise, u toj napomeni ¢emo pokazati da su kongruencije fazi automata,
koje uvela Petkovié u [90], upravo desno invarijantne ekvivalencije fazi au-
tomata, prevedeno na terminologiju koju koristimo u ovoj disertaciji.

Jednostavno se pokazuje da je E levo invarijantna fazi ekvivalencija na
fazi automatu o/ ako samo ako E jeste desno invarijantna fazi ekvivalencija
na reverznom automata 7 od /. Zato ¢emo u daljem tekstu razmatrati
samo desno invarijantne fazi ekvivalencije.

Desno invarijantne fazi ekvivalencije se mogu okarakterisati na sledeéi
nacin:

Teorema 2.2.1. Neka je o = (A, X,64) fazi automat i neka je E fazi
ekvivalencija na A. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) E je desno invarijantna fazi ekvivalencija;
(ii) Eod2 <620 E, za svakixz € X;

iii) za sve a,b € A je
(iii) : j

E(a,b) < N\ N\ (620 E)a,c) + (57 o E)(b,0). (2.13)
rzeX ceA

Dokaz. (i) (ii). Neka je z € X proizvoljan element. Ako je EoddoF =
62 o E,tada Eod2 < Eodd oF =620 E. Obratno, ako Eo 2 < 6o E
tada Eod2toF < §20FEoFE = 6§20 F, akako obratna nejednakost uvek
vazi, zaklju¢ujemo da je E o 5£A ok = 5£A ok.

(i)=-(iii). Neka je E desno invarijantna fazi ekvivalencija. Tada za sve
x € Xia,b ce Aimamo da je

E(a,b) @ (57 0 E)(b,¢) < (E 06} 0 E)(a,¢) = (83 o E)(a, ),
pa koriSéenjem svojstva adjunkcije dobijamo

E(a,b) < (62 0 E)(b,¢) = (62 0 E)(a, c).



2.2. DESNO I LEVO INVARIJANTNE FAZI EKVIVALENCIJE 39

Zbog simetri¢nosti fazi ekvivalencije £ imamo,
E(a,b) = E(b,a) < (62 0 E)(a,c) = (62 0 E)(b,¢), odakle je,

E(a,b) < (62 0 E)(a,c) & (62 0 E)(b, c). (2.14)
Kako je (2.14) zadovoljeno za svaki ¢ € A i svaki x € X, zakljucujemo da
vazi (2.13).
(iii)=-(i). Ako vazi (iii), tada za svaki z € X i sve a,b,c € A imamo

E(a,b) < (62 0 E)(a,c) ¢ (62 0 E)(b,¢) < (62 0 E)(b,¢) = (62 0 E)(a, c),
odakle, zbog svojstva adjunkcije, dobijamo
E(a,b) ® (32 0 E)(b,c) < (62 o E)(a,c).
Sada,

(E 0620 E)(a,c) \/Eab ® (64 0 E)(b,¢) < (64 0 E)(a,c),
beA

odakle, F o 04 0 E < 64 o E. Kako obratna nejednakost uvek vazi, za-
kljuéujemo da je Eo 6} o E =610 E, zasvakiz € X. O

Napomena 2.2.1. Neka je & = (A, X,0%4) nedeterministicki automat i neka je
E relacija ekvivalencije na A. Jednostavno se proverava da je E o064 C 64 o E
ekvivalentno sa

(P) (Va,be A)(Vz € X)((a,b) € E = (W € 64(b,z))(3d’ € 64(a,z))(d', V) € E),

Sto predstavlja drugi uslov pomoc¢u kojega su Ilie, Navarro i Yu u [54] definisali
pojam desno invarijantnih ekvivalencija na nedeterministickom automatu (vidi [55,
23]). Prvi uslov, kojim se trazi da zavrsna i nezavr$na stanja nisu E ekvivalentna,
moze se, u fazi slu¢aju, zapisati kao 74 o E = 74. U ovoj disertaciji je iz defini-
cije pojma desno invarijantnih fazi relacija prvi uslov iskljucen, a bi¢e razamatran
posebno.

Calude i drugi su u [14] ekvivalencije koje zadovoljavaju (P) nazvali dobro-
ponasajuée. Zapazimo jos i da se ekvivalent uslova (P:) pojavljuje u [51, 53] i
odgovara nasem uslovu (iii) u Teoremi 2.2.1.

Napomena 2.2.2. Neka je &7 = (A, X,04) fazi automat i neka je E krisp ekvi-
valencija na A. Iz uslova (iii) Teoreme 2.2.1 imamo da je E desno invarijantna ekvi-
valencija na &7 ako i samo ako za sve a,a’ € A, iz (a,a’) € E sledi (62 o E)(a,b) =
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(62 0 E)(a’,b), za svaki z € X isvaki b € A. Ali, (62 o E)(a,b) = (62 o E)(a’,b) je

ekvivalentno sa
\ 4@,z b) = \) 64,21,
b el b ER,

odakle dobijamo da su desno invarijantne krisp ekvivalencije na fazi automatima
nista drugo do kongruencije fazi automata izuc¢avane od strane T. Petkovié¢ u [90] (ili
particije sa svojstvom supstitucije iz [5]).

Neka je o = (A, X,04) fazi automat i neka je E fazi ekvivalencija
na A. Definisimo fazi relaticije E* € LA*4, za svaki z € X i E" € LA*4 sa

E*(a,b) = /\ (67 o E)(a,¢) ¢ (6, 0 E)(b,0),
ceA

E"(a,b) = /\ E*(a,b),

zeX

(2.15)

za sve a,b € A. Iz poznate Valverdeove teoereme o reprezentaciji [102] (vidi
[6, 29]) imamo da su E®, za svaki © € X i E" fazi ekvivalencije. Takode,
imamo i sledece

Lema 2.2.1. Neka je & = (A, X,6%) fazi automat i neka su E i F fazi
ekvivalencije na A.

Ako je E < F, tada je E" < F".

Dokaz. Razmotrimo proizvoljne a,b € Aiz € X. Iz E < F sledi da je
EoF = F, pajeiz (1.62), za sve ¢,d € A zadovoljeno

(640E)(a,c) < (640E)(b,¢) < (§40E)(a,c)QF (c,d) < (020E)(b,c)@F(c, d).
Sada, iz (1.64) dobijamo
E(a,b) < /\ (57 0 E)(a,c) « (67 o E)(b,c)
ccA
<A [(5;3 o E(a,¢) @ F(c,d) (64 0 E)(b,¢) @ F(c, d)}
ceA

< [\/ (64 0 E)(a,¢) ® F(c, d)} N [\/ (64 0 B)(b,c) ® F(c, d)}
cEA ceA

= (5onEoF)(a,d) > (5foEoF)(b,d)
= (64 0 F)(a,d) < (62 0 F)(b,d).

Ovo vazi za sve x € X, d € A, odakle zaklju¢ujemo da je E" < F". 0O
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Sada smo spremni da dokazemo sledece:

Teorema 2.2.2. Neka je o = (A, X,04) fazi automat. Skup E™(/) svih
desno invarijantnih fazi ekvivalencija na o7 je kompletna mreZa. Ova mreZa
je kompletna gornja podpolumreza mreie &(A) svih fazi ekvivalencija na A.

Dokaz. Kako &' (/) sadrzi najmanji element mreze & (A), identicka relacija
na skupu A, dovoljno je dokazati da je £™(27) gornja podpolumreza od &(A).

Naka {E;};cs je familija svih desno invarijantnih fazi ekvivalencija na </
i neka je E njihov supremum u &(A). Tada za svakii € I, iz E; < E i Leme
2.2.1 dobijamo E; < E] < E", pa je E < E". Dakle, iz (iii) Teoreme 2.2.1
dobijamo da je F desno invarijantna ekvivalencija. [

Iz Teoreme 2.2.2 sledi da za svaku fazi ekvivalenciju £ na &/ postoji
najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija sadrzana u E. Oznaci¢emo je
sa E™. U sledec¢oj teoremi ¢emo razmotriti problem njene konstrukcije.

Teorema 2.2.3. Neka je o/ = (A, X,6%) fazi automat, neka je E fazi
ekvivalencija na A i neka je E™ najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija
sadrzana u F.

Definigimo induktivno niz {Ex}ren fazi ekvivalencija na A na sledeéi
nacin:
Ey=FE, Exy1=ExNEL, za svakik € N. (2.16)

Tada

() B < < B < i< < By = B
(b) Ako je Ey, = Eytm, 2a neke k,m €N, tada je Ej, = By = E™;

(¢) Ako je & konacan fazi automat i £ je lokalno konacna reziduirana
mreza, tada je By = E™ za neki k € N.

Dokaz. (a) Oc¢igledno, Ey 1 < Ej, za svaki k € N a vaxi i E" < Ej. Pret-
postavimo da je E < Ej, za neki k € N. Tada je E' < (E')" < E},, tako
daje E" < Ej A E; = Ej41. Dakle, indukcijom dobijamo da je E" < By, za
svaki k € N.

(b) Neka je Ey = Egtm, za neke k,m € N. Tada je

Ey = Epim < By = Ex NEL < Ep,
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§to zna v ci da je Ej desno invarijantna fazi ekvivalencija. Kako je E™
najveca desno invarijantna fazi ekvivlaencija sadrzana u F, zaklju¢ujemo da
je By, = Epy1 = E".

(c) Neka je o konacan fazi automat i £ je lokalno kona¢na reziduirana
mreza. Oznac¢imo sa L, podalgebru algebre .2, ¢iji generatorni skup jeste
4 (A x X x A)UE(A x A). Posto je §4(A x X x A)U E(A x A) konacan
skup, sledi da je algebra L, kona¢na, odakle sledi i da skup L‘;,XA svih fazi
relacija na A sa vrednostima u L., jeste konacan. Iz definicija fazi relacija
Ej i Ei, imamo da je By € L’;XA, Sto povlaci da postoje k,n € N za koje je
E}, = Ejym, pa iz (b) zakljuéujemo da je B, = E™. O

Prethodna teorema opisuje postupak za izra¢unavanje najve¢e desno in-
varijantne fazi ekvivalencije sadrzane u datoj fazi ekvivalenciji £ konacnog
fazi automata, koja daje rezultate ako je .Z lokalno kona¢na reziduirana
mreza. Ali, ukoliko % nije lokalno konac¢na, predstavljena procedura ne
mora da daje rezultate, sto je ilustrovano narednim primerom:

Primer 2.2.1. Neka je .Z proizvod struktura, o/ = (4, X, 5A) fazi au-
tomat nad .Z sa skupom stanja A = {1,2}, ulaznim alfabetom X = {z} i
fazi relacijom prelaza 64 datom sa

A [0 1
2=[9 4]

Neka je F univerzalna relacija na A. Primenom postupka iz Teoreme 2.2.3
na relaciju F, dobijamo niz fazi ekvivalencija {F} }ren dat sa

I
lEk:: 1 21 ) ke FL

2k—1

¢iji su svi ¢lanovi razliciti. Odavde imamo da je E™ identicka relacija na A,

tj.
P
E _[o 1].

Dakle, ako kompletna reziduirana mreza .Z nije lokalno konac¢na, znamo
da postoji najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija E™ sadrzana u FE,
ali je problem kako je konstruisati.

U nekim sluc¢ajevima, da bismo redukovali fazi automat </, mozemo da
nademo najvecu desno invarijantnu krisp ekvivalenciju sadrzanu u krisp delu
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fazi ekvivalencije E. Ova ekvivalencija moze da ima isti indeks kao E', tako
da faktor fazi automati .7 /E° i </ /E™ imaju isti broj stanja. Ekvivalenciju
E° mozemo konstruisati na nacin koji je dala Petkovié¢ [90]. Tu konstrukciju
mozemo preformulisati na sledeéi naéin:

Teorema 2.2.4. [90] Neka je o = (A, X,04) fazi automat, neka je o
ekvivalencija na A i neka je 0° najveéa desno invarijantna ekvivalencija
sadriana u Q.

Induktivno definisimo niz {ok }ren ekvivalencija na A na sledeéi nacin:
01 =0, Oky1=0kN oy, zasvakikeN,
gde je o, relacija definisana sa
(a,b) € 0 & (Vo e X)(Yee A) (64 o op)(a,c) = (02 0 o) (b, ¢),
za sve a,b € A. Tada
(@) < <1 <o < < 01=0;

(b) If ok = Okm, 2za neke k,m € N, tada o = op41 = 0°;
(c) Ako je o konacan, tada je o, = 0° za neki k € N.

Ipak, E° moze imati veéi indeks od E*', odakle, .7 /E° moze imati vise
stanja od &7 /E™, kao $to pokazuje sledeéi primer:

Primer 2.2.2. Neka je .2 Godelova struktura i neka je o/ = (A, X,§4)
fazi automat nad % sa skupom stanja A = {1,2,3,4}, ulaznim alfabetom
X = {x,y} i fazi relacijama prelaza

1 0.8 06 0.8 0.8 1 0.6 0.8
54 — 0.8 1 0.8 0.6 54 — 1 06 05 09
102 03 08 09]’ v 103 02 04 08

02 03 08 09 05 03 0.3 1

Neka je E univerzalna relatcija na A. Primenom procedura iz Teorema 2.2.3
i 2.2.4 na E, dobijamo da je Ey = F3 = E" i g3 = p4 = E°, tj. dobijamo da
je

1 1 08 09

s |1 1 08 009 .

E'=los o8 1 os|> ¥ 7
09 09 08 1

o O O
O O = O
O = O O
= o O O
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Dakle, E° ne redukuje 7, dok E™ ima tri klase i redukuje o7 na fazi automat
o/ /| E™ koji ima tri stanja i fazi relacije prelaza date matricama

, 1 08 09 ‘ 1 08 09
oM =109 08 09|, &/ =108 08 08/,
09 08 09 09 08 1

Napomena 2.2.3. Neka kompletna reziduirana mreZa % ima svojstvo da
VK = 1 povlaci 1 € K, za svaki konacan K C L. To svojstvo je zadovoljeno,
na primer, kad god je £ linearno uredena.

U tom slucaju je za proizvoljne fazi relacije R i S kona¢nog skupa A zadovoljeno

— ~ o~

RoS=RoS.

Ovde za proizvoljnu desno invarijantnu fazi ekvivalenciju E fazi automata
o = (A, X,64) imamo da je E desno invarijantna krisp ekvivalencija nedetermin-

istickog automata of = (4, X, SA). Takode, za ma koju fazi ekvivalenciju F' na .7,
krisp deo od F™ je najveéa desno invarijantna ekvivalencija na .7 sadrzana u F.

U Teoremi 2.2.3 konstruisali smo neopadajuéi niz {Ej }ren fazi ekviva-
lencija za koji je
E" < /\ E}.
keN
Prirodno se postavlja pitanje, pod kojim uslovima je

E" = /\ E,.

keN

Ovaj problem ¢emo razmatrati u daljem tekstu. Pokazimo, pre svega slede¢u
lemu

Lema 2.2.2. Neka je & kompletna reziduirana mreZa koja zadovoljava

uslov
/\(fﬂ\/yi):$\/(/\yi), (2.17)

i€l iel
za svaki x € L i svaki niz {y;}icr € L. Tada za sve neopadajuce nizove
{7rrens {Uktren € L vazi

/\ (T Voyr) = (/\ Ty) V (/\ Yk )- (2.18)

keN keN keN
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Dokaz. Razmatrajmo proizvoljne neopadajuée nizove {xy }ren, {yx }ren C
L i proizvoljne m,n € N. Kako su ti nizovi neopadajudéi, za svaki [ € N,
[ > m,n, imamo x; V y; < Ty V Yn, odakle

/\ (k V yr) < T V Yn.

keN
Ova nejednakost vazi za sve m,n € N, pa, prema (2.17) dobijamo
A @) < A (A @avim) = A (@ (A ) = (A 2V va).
keN meN neN meN neN meN neN

Kako je obratna nejednakost ocigledna, zaklju¢ujemo da je (2.18) tacna. O
Sada mozemo da dokazemo sledeCu teoremu

Teorema 2.2.5. Neka je & kompletna reziduirana mreZa koja zadovoljava
uslov (2.17) 4

Neoy) =z (\w), (2.19)
el iel
za svaki x € L i svaki niz {y;Yier C L. Neka je o = (A, X,64) konacan
fazi automat nad £, neka je E fazi ekvivalencija na A, neka je E™ najveca
desno invarijantna fazi ekvivalencija na </ sadrzana w E i neka je {Ex}ren
niz fazi ekvivlaencija na A definisan sa (2.16). Tada

E' = \ E. (2.20)
keN

Dokaz. Jednostavnosti radi, neka je
F= )\ E.

Jasno, F je fazi ekvivalencija. Da bismo dokazali jednakost (2.20) dovoljno
je pokazati da je F' desno invarijantna fazi ekvivalencija na <. Prvo, imamo

F(a,b) < Epy1(a,b) < Ej(a,b) < 02 o Ey(a,c) < 62 0 Ey(b,c),  (2.21)
za sve a,b,c € A, x € X isvaki k € N. Sada, iz (2.21) i (1.63) dobijamo

F(a,b) < /\ (5;‘ o Ey(a,c) < 64 o Ey(b, c))

keN (2.22)
< /\ ((596‘4 o Ek(a,c)) o /\ (5;4 o Ey (b, C))?
keN keN
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za sve a,b,c € A isvaki x € X. Sledece,

/\ (5;‘ o Ex(a,c)) = /\ (\/ (5f(a,d) ® Ey(d, C)))
keN keN deA
=V (A (@) @ Euld,e))) (by (218))
deA keN
=\ (62, d) @ (A Fe(d.)) (by (2.19))
deA keN
~\/ (5;3(@,01) ® F(d, c)) — (64 0 F)(a, ¢).
1A (2.23)

Upotreba uslova (2.18) je opravdana time Sto je A konacan i time §to je
{E}(d, ¢)}ren neopadajuéi niz, odakle sledi da {64 (a,d) ® Ej(d, c)}ren jeste
takode neopadajuéi niz. Na isti na¢in dokazujemo

N\ (67 0 Ey(b,c)) = (67 0 F)(b,c). (2.24)
keN

Dakle, prema (2.22), (2.23) i (2.24) dobijamo
F(a,b) < (07 © F)(a,0) ¢ (37 0 F)(b;c).

Kako ova nejednakost vazi za svaki x € X i svaki ¢ € A, imamo

< N\ AL F)ac) & (5o F)b,e),

re€X ceEA

pa iz (iii) Teoreme 2.2.1 dobijamo da je F' desno invarijantna fazi ekvivalen-
cijana o/. [

Napomena 2.2.4. Neka je .Z = ([0,1],A,V,®,—,0,1), gde je [0,1] realni je-
diniéni interval i ® je levo neprekidna t-norma na [0, 1]. Tada £, zbog linearnosti,
zadovoljava uslov (2.17).

Sa druge strane, poznato je da £ zadovoljava uslov (2.19) ako i samo ako je
® neprekidna t-norma, tj. ako i samo ako .Z jeste BL-algebra (vidi [6, 8]). Dakle,
tvrdenje Teoreme 2.2.5 je tacno za svaku BL-algebru na realnom jedini¢nom in-
tervalu. Specijalno, Lukasiewiczeva, Goguenova (proizvod) i Godelova struktura
ispunjavaju uslove prethodne teoreme.

2.3. Redukcije i naizmeni¢ne redukcije

Bolji rezultati u redukciji broja stanja kona¢nih nedeterministickih automata
mogu biti postignuti na nacin koji su predlozili Ilie i Yu u [51, 53, 54, 55].
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Oni su uveli levo invarijantne ekvivalencije na NFA i pokazali da se manji
konacni nedeterministicki automat moze dobiti tzv. optimalnim koriséenjem
najvete desno invarijantne i najveée levo invarijantne ekvivalencije.

Motivisani pomenutim rezultatima, u ovom odeljku éemo razmatrati re-
dukciju fazi automata koriséenjem ne samo najvecih desno invarijantnih, veé
i najvece levo invarijantnih fazi ekvivalencija. UveS¢emo pojam naizmeni¢nih
redukcija i pokazati da se njihovim koriséenjem moze posti¢i bolja redukcija
fazi automata.

Neka je o7 fazi automat. Niz @A, .9, ..., o, fazi automata nazivaéemo
&EM-redukcija od o7 ako je @y = o izasvaki k € {1,2,...,n— 1} imamo da
je @1 faktor fazi automat od @7 u odnosu na najvec¢u desno invarijantnu
fazi ekvivalenciju na .%,. Analogno definisemo pojam &li-redukcije.

Primetimo da za svaki kona¢ni fazi automat o postoji &™-redukcija
Ay, o, . ..,y od of takva da za svaku &™-redukciju A, b, ..., o,
D11y Dpim od & koja je nastavak ove redukcije imamo da je

|'Q/n’ = ’dn—&-l’ == |'Q/n+m’v

tj. svi fazi automati 7,11, ..., 9,1, imaju isti broj stanja kao i 47%,. Prime-
timo takode da za svaki fazi automat .7 postoji njegova najkraca &*i-redukci-
ja o, g, . .., 9, koja ima pomenuto svojstvo, koju éemo nazivati najkraca
&M -redukcija od </. U tom slucaju éemo fazi automat o7, nazivati &"-
redukt od 7, a broj n je duZina najkraée &"-redukcije. Ako je fazi automat
o/ jednak svom &"-reduktu, tada kazemo da je &™-redukovan. Analogno
definisemo pojmove najkraéa &M-redukcija od o, &-redukt od <7, duzina
najkrace leve redukcije i &i-redukovani fazi automat.

Dokazacemo da duzina najkrace desne i najkrace leve redukcije nije veca
od 2. Ali, pre svega dokazimo slede¢u teoremu.

Teorema 2.3.1. Neka je of = (A, X,6%) fazi automat, neka je E desno
mwvarijantna fazi ekvivalencija na <7 i neka je F fazi ekvivalencija na </ za
koju je E < F. Tada

(a) F je desno invarijantna fazi ekvivalencija na &/ ako i samo ako je F/E
desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7 | E;

(b) F je najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija na </ ako i samo
ako je F/E najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija na of |E;

(c) E jenajveca desno invarijantna fazi ekvivalencija na </ ako i samo ako

je E najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija foktor fazi automata
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Dokaz. (a) Primetimo da je E < F ekvivalentno sa Eo F'= FoE = F.
Dalje, posmatrajmo proizvoljne a,b € Ai x € X. Iz dokaza Teoreme 2.1.1
dobijamo

(F/E 0 5/7 o F/E)(Eq, Ey) = (F 0 51 0 F)(a,b),
i takode,

(62/F o F/E)(Ea, By) = \/ 62/5(Ea, E.) @ F/E(E., Ey)
ceA
- \/(Eo 5;4 o E)(a,c) ® F(c,b)
ceA
= (EobtoEoF)(a,b) = (640 EoF)(a,b)
= (621 0 F)(a,b).

Dakle,
F/EoéMP o FIE=64F o F/E & Fod2oF =610F,

odakle tvrdenje (a) vazi.

(b) Neka je F' najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7. Prema
(a), F/E je desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7 /E. Pretpostavimo da
je @ najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7 /E. Definisimo fazi
relaciju G na & sa

G(a,b) = Q(E,, Eyp), za sve a,b € A.

Lako se proverava da je G fazi ekvivalencija na «/. Takode, iz (a) ove teoreme
dobijamo da je E desno invarijantna fazi ekvivalencija na </ /E, §to povlaéi
E < @, pa za proizvoljne a,b € A dobijamo da je

E(a,b) = E(Eq4, Ey) < Q(Eq, Ey) = G(a,b),

§to znac¢i E < G. Dakle, imamo de je @ = G/E, pa iz (a) dobijamo da je
G desno invarijantna fazi ekvivalencija na 7, odakle sledi G < F. Sada,
prema (2.4), imamo da je Q = G/E < F/E ikako je F'/E desno invarijantna
fazi ekvivalencija na o7 /E, zaklju¢ujemo da je Q = F/E, tj. F/E je najvecta
desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7 /E.

Obratno, neka je F'/E najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija na
o |E. 1z (a), F je desno invarijantna fazi ekvivalencija na «/. Neka je G
najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija na <. Tada je F < F < G,
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pa iz (a) sledi da je G/E desno invarijantna fazi ekvivalencija na o/ /E, §to
povla¢i G/E < F/E. Sada, iz (2.4) sledi da je G < F, odakle dobijamo G =
F. Dakle, dokazali smo da je F najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija
na fazi automatu 7.

(¢) Ovo sledi direktno iz (b) i ¢injenice da je E/E = E. [

Teorema 2.3.2. Fuzi automat of = (A, X,6%) je & -redukovan ako i samo
ako fazi jednakost jeste najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija na <f

Prema tome, za svaki fazi automat o = (A, X,04), njegov & -redukt je
faktor fazi automat o/ |E, gde je E najveca desno invarijantna fazi ekviva-
lencija na < .

Dokaz. Ozna¢imo sa E najveéu desno invarijantnu fazi ekvivalenciju na <.

Pretpostavimo da fazi automat o7 jeste &™-redukovan. Ako E nije fazi
jednakost, tada je |« /E| < ||, §to je u suprotnosti sa nasom polaznom
pretpostavkom da je @7 desno redukovan. Zbog toga zaklju¢ujemo da je E
fazi jednakost.

Obratno, neka je E fazi jednakost. Posmatrajmo proizvoljnu &"-redukciju
o = oA o, ... o, od of. Zasvaki k € {1,2,...,n} neka je Ej najveta
desno invarijantna fazi ekvivalencija na 7. Prema Teoremi 2.3.1, za svaki
ke{2,...,n}je By = Ejy_1, odakle je Ey fazi jednakost, pa je prema pret-
postavci, By = E fazi jednakost. Sada, za svaki k € {2,...,n} imamo da je
(| = |1/ B a] = |, te e, || = |oA] = || = - - = | ] Dakle,
fazi automat o je desno redukovan.

Dalje, ako je & proizvoljan fazi automat i F najveéa desno invarijantna
fazi ekvivalencija na &7, tada je prema Teoremi 2.3.1 zadovoljeno da je E
najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija faktor fazi automata </ /E, a
kako je E fazi jednakost, dobijamo da je .27 /E desno redukovan i da je &"-
redukt od /. [

Ako fazi automat o7 = (A, X, 64) jeste &M-redukovan, tj. ako je najveéa
desno invarijantna fazi ekvivalencija F na &/ fazi jednakost, tada faktor
fazi automat <7 /E ima istu kardinalnost kao <7, ali, u opstem slucaju, nije
izomorfan sa o/ (vidi Primer 2.3.1). Ako je faktor automat .o/ /E izomor-
fan automatu <7, tada o/ nazivamo kompletno &"i-redukovan. Analogno
definiemo kompletno &-redukovan fazi automat.
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Primer 2.3.1. Neka je % Godelova struktura i neka je o7 = (A, X, 64) fazi
automat nad £ sa skupom stanja A = {1, 2}, ulaznim alfabetom X = {z,y}
i fazi relacijama prelaza 64 i 5yA datim sa

54 0.5 0 54 1 1

05 07 Y |0 05]°
Najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija E™ i najveca levo invarijantna
fazi ekvivalencija E' na 7 su date sa

i [1 05 i [10
E _[0.5 1}’ E_[o 1]'

Dakle, 7 je istovremeno desno i levo redukovan.

Faktor fazi automat o = & /E" = (Ay, X, 64?) ima takode dva stanja
i fazi relacije prelaza 642 i 5yA2 date sa

s _ [05 05 s _[1 1
= =105 050 Y T |05 05]

Ocigledno, fazi automat % nije izomorfan sa &/, pa / nije kompletno
&"iredukovan. Sa druge strane, faktor fazi automat o/ /E" je izomorfan sa
a, pa je &/ kompletno &"-redukovan.

Prema Teoremi 2.3.2, fazi automat .o je &"-redukovan. Najveéa desno
invarijantna fazi ekvivalencija E5' i najveca levo invarijantna fazi ekvivalen-
cija EY na % su date sa

- 1 05 i 11
1o 1 __
EQ_[0.5 1}’ EQ‘L 1]’
tako da je faktor fazi automat <% /E§1 izomorfan sa @%, odakle je 7% kom-
pletno &™-redukovan. Sa druge strane, faktor fazi automat o4 = o /EL =
(A3, X,04) ima jedno stanje i fazi relacije prelaza 673 i 5;;13 su date sa
As : SAs
53 = [0.5] 1 ;18 = [1].
Dakle, iako je fazi automat .7 istovremeno &*i-redukovan i &!-redukovan,

nakon njegove faktorizacije pomoc¢u najveée desno invarijantne fazi ekviva-
lencije dobijamo fazi automat <% ¢iji se broj stanja moze dalje smanjivati

faktorizacijom pomoéu najveCe levo invarijantne fazi ekvivalencije. Iz tih
razloga uvodimo sledeéi koncept.

Neka je o fazi automat. Niz o, o, ..., o, fazi automata nazivamo
naizmenicéna & -redukcija od o ako je oty = of izasvakik € {1,2,...,n—2}
vazi sledece:
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(1) 41 je faktor fazi automat od o7, u odnosu na najveéu desno invari-
jantnu ili najveéu levo invarijantnu fazi ekvivalenciju na ;

(2) Ako je .4 faktor fazi automat od % u odnosu na najveéu desno
invarijantnu fazi ekvivalenciju na o7, tada je o710 faktor fazi automat
od ;1 u odnosu na najvecu levo invarijantnu fazi ekvivalenciju na
;

(3) Ako je 11 faktor fazi automat od <% u odnosu na najveéu levo
invarijantnu fazi ekvivalenciju na o, tada je o7, o faktor fazi automat
od ;41 u odnosu na najveéu desno invarijantnu fazi ekvivalenciju na

L.

Ako je % faktor fazi automat od &7 u odnosu na najvecu desno invarijantnu
fazi ekvivalenciju na <7, tada se ova naizmenicna redukcija zove naizmeniéna
& -redukcija | a ako je o5 faktor fazi automat od .o/f u odnosu na najveéu
levo invarijantnu fazi ekvivalenciju na @7, tada ovu naizmeni¢nu redukciju
nazivamo naizmenicna & -redukcija.

Primetimo da za svaki kona¢ni fazi automat &/ postoji naizmeni¢na
&"-redukcija A, b, . .., ), od o takva da je za svaku naizmeniénu &"-
redukciju @A, b, ..., Dy, Dpi1,.. ., Dnim koja je nastavak ove redukcije
zadovoljeno

|G| = | 1| = -+ = | Dnyml,
tj. svi fazi automati @7, 11, ..., 9,1, imaju isti broj stanja kao «7,. Takode,
postoji najkrac¢a naizmeni¢na &"-redukcija 4,9, ..., 9, od o koje ima

ovo svojstvo, koju éemo zvati najkraca naizmenicna &M -redukcija od o7, a
a7, ¢emo nazivati naizmenicni & -redukt od 7. Broj n ¢emo zvati dufina
najkrace naizmeni¢ne &"-redukcije od 7. Analogno definisemo pojam naj-
krace naizmeniéne & -redukcije, njegovu duzinu i naizmeniéni & -redukt od

o

Sledeéi primer pokazuje da naizmeniéni &™- i &'"-redukti fazi automata
mogu da imaju razli¢it broj stanja i da desno-leva i levo-desna naizmeniéna
redukcija mogu da imaju razli¢itu duzinu.

Primer 2.3.2. Neka je o, = (A, X,04%), k € {1,2,3}, niz fazi automata
za koji je || = 3, |oh| = 2, || = 1, X = {x} i fazi relacije prelaza 6%,
k€ {1,2,3}, date sa

0.5 05 0.3
=10 0 o0, 5532:[
0 0 O

0.5 0.5

0 0}’ 55% = [0.5] .
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Tada su najveca desno invarijantna fazi ekvivalencija Ef' na 4/ i najveca
levo invarijantna fazi ekvivalencija El on 2% date sa

1 00
Ei=10 1 1], ES:E ﬂ
011

iniz o), o5, o3 je naizmeniéna &"-redukcija fazi automata 27, s obzirom da
je oty = o/ | B i oty = oty / EY. Jasno, broj stanja fazi automata .73 ne moze
biti smanjen, tako da je niz o4, o, % najkrac¢a naizmeniéna &"-redukcija
od 4, odakle je <7 naizmeni¢ni &"-redukt od 7.

Sa druge strane, neka je &7 = (A X,64"), m € {1,2,3,4}, niz fazi
automata takav da je o = oA, |db| = || = || = 1, X = {z} i fazi
relacijama prelaza 5;64’”/, m € {2,3,4}, datim sa

Tada su najveée levo invarijantne fazi ekvivalencije F}! na <] = 4 i F} na
/4 1 najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija F3' na <7 date sa

1 0.3} ? Fli {1 0.3} 7

1 1 03
[0.3 1 03 1

Fi=11 1 03], T
03 03 1

i niz o, o, o, ] jeste naizmeni¢na &-redukcija fazi automata 7, s
obzirom da je oy = oA [F}, of] = oty |F5 i o] = of]/F}. Takode, imamo
da je oy = off = /], odakle zakljuéujemo da broj stanja fazi automata
<y ne moze biti redukovan pomocéu desno invarijantnih ili levo invarijantnih
fazi ekvivalencija. Zaklju¢ujemo da je niz <7, <7 najkrac¢a naizmenicna & Ir_
redukcija od @4 i da je <7 naizmeniéni &*-redukt od 7.

Dakle, ovaj primer pokazuje da naizmeni¢nom &"'- i &"-redukcijom fazi
automata dobijamo fazi automate koji, u opstem sluc¢aju, nemaju isti broj
stanja. Naime, naizmeniéni &"-redukt od . ima jedno stanje, dok naiz-
menicéni &"-redukt od 4% ima dva stanja. Ovaj primer takode pokazuje da
najkraca naizmeniéna & i &'"-redukcija nemaju istu duzinu, posto najkraca
naizmenicna & rl-1“edukcija od & ima duzinu 3, a najkraca naizmenicna & Ir_
redukcija od &/ ima duzinu 2.

Primetimo da je u prethodnom primeru bilo moguée ustanoviti da su
naizmeniéne redukcije najkra¢e. Naime, u naizmeniénoj &"-redukciji fazi
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automat koji je poslednji u nizu ima samo jedno stanje, tako da ne moze biti
dalje redukovan. Sa druge strane, u naizmeniénoj &"-redukeiji tri poslednja
uzastopna ¢lana redukcije su izomorfna, pa samim tim njihova dalja reduk-
cija ne bi dovela do smanjenja stanja. Ipak, jo§ uvek nije poznat postupak
pomocu kojega bi bilo moguée odrediti kada je naizmeni¢nom redukcijom
dostignut najmanji broj stanja.

Za razliku od fazi automata, u slu¢aju nedeterministickih automata moze
se ustanoviti kada je naizmeni¢nom redukcijom dostignt najmanji broj stanja.
Naime, ako je nakon dva uzastopna koraka broj stanja ostao nepromenjen,
tada je naizmenic¢na redukcija zavrSena. Drugim reima, naizmenicna re-
dukcija se zavrSava onda kada je dobijen nedeterministicki automat koji
je istovremeno i &"- i &-redukovan i taj automat je naizmeni¢ni redukt
polaznog automata. Ovo ne vazi za fazi automate, jer faktorizacijom fazi
automata pomocu fazi jednakosti, iako dobijamo fazi automat sa istim bro-
jem stanja, on ne mora da bude izomorfan polaznom fazi automatu. Kako
je pokazano u Primeru 2.3.1, ¢ak i ako je fazi automat .o/ istovremeno i
&M i &M-redukovan, njegovom faktorizacijom pomoéu najveée desno invar-
ijantne fazi ekvivalencije dobijamo fazi automat ¢iji broj stanja moze biti
dalje smanjivan faktorizacijom pomocu njegove najveée levo invarijantne fazi
ekvivalencije.

2.4. Jako desno i levo invarijantne fazi ekvivalencije

Neka je of = (A, X, 5A) fazi automat. Poseban tip desno invarijantnih fazi
ekvivalencija na o su fazi ekvivalencije na A koje su reSenja fazi relacijskih
jednacina

Eodd =42 zeX. (2.25)
Ove fazi ekvivalencije zovemo jako desno invarijantne fazi ekvivalencije na
/. Sliéno, specijalan tip levo invarijantnih fazi ekvivalencija na </ su fazi
ekvivalencije na A koje su reSenja sistema

SAoE =061, reX (2.26)

Ove fazi ekvivalencije zovemo jako levo invarijantne fazi ekvivalencije na
&/ . Primetimo da je fazi ekvivalencija na o/ istovremeno jako desno invar-
ijantna i jako levo invarijantna fazi ekvivalencija na o/ ako i samo ako je
resenje sistema

EodtoE =01, zeX. (2.27)
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U daljem tekstu ¢emo izucavati jako desno invarijantne fazi ekvivalen-
cije. Odgovarajuéi rezultati koji se odnose na jako levo invarijantne fazi ek-
vivalencije mogu da se dobiju na osnovu dualizma iz odgovarajuéih tvrdenja
koje se ticu jako desno invarijantnih fazi ekvivalencija.

Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A i neka je R fazi relacija na
A. Tada je R desno ekstenzionalan (engl. extensional ili primetiv, engl.
observable) u odnosu na E ako je

E(a,b) ® R(a,c) < R(b,c), (2.28)
za sve a,b,c € A, a R je levo ekstenzionalna u odnosu na E ako je
E(b,a) ® R(c,a) < R(c,b), (2.29)

za sve a,b,c € A.

Slede¢om teoremom dajemo razli¢ite karakterizacije jako desno invari-
jantnih fazi ekvivalencija.

Teorema 2.4.1. Neka je of = (A, X,6%) fazi automat i E fazi ekvivalen-
cija na A. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) E je jako desno invarijantna fazi ekvivalencija;
(i) Fodd <4, za svakiz € X;
)
)

x
(i
(iv) za sve a,b € A imamo

E(a,b) < N\ N 0 a,c) + 82 (b,0). (2.30)

zeX ceA

(5;4 je desno ekstenzionalna u odnosu na E, za svaki x € X;

Dokaz. Jednakost 62 < FE o 62 vazi zbog refleksivnosti fazi relacije F,
odakle su implikacije (ii)=-(i) i (i)=-(ii) ocigledne. Iz (2.28), (ii) je ekviva-
lentno sa (iii).

(iii)<(iv). Prema (2.28), imamo da je (iii) ekvivalentno sa
E(a,b) < 8, (a,c) «» 6 (b, 0),

zasve a,b,c € Aisvaki x € X §to je ofigledno ekvivalentno sa (2.30). Dakle,
dokazali smo da je (iii) ekvivivalentno sa (iv). O

Slede¢om teoremom dajemo karakterizaciju najvece jako desno invari-
jantne fazi ekvivalencije na fazi automatu, kao i karakterizaciju mreze jako
desno invarijantnih fazi ekvivalencija na fazi automatu.
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Teorema 2.4.2. Neka je of = (A, X,64) fazi automat. Tada

(a) Fazi ekvivalencija E*" na A definisana sa

E¥(a,b) = N\ N\ 62(a,0) > 57 (b,0), (2.31)

r€X ceEA

za sve a,b € A, je najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija
na o .

(b) Skup &T(A) svih jako desno invarijantnih fazi ekvivalencija na </
je glavni ideal mreze &(A) svih fazi ekvivalencija na A generisan fazi
ekvivalencijom E .

(¢) Za proizvolinu fazi ekvivalenciju E na A imamo da je EAE najveéa
jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na </ sadrZana u E.

Dokaz. (a) Prema Valverdeovoj teoremi o reprezentaciji ([102, 6, 29]) imamo
da je E® fazi ekvivalencija na A, pa iz (iv) Teoreme 2.4.1 dobijamo da je
E*® jako desno invarijantna fazi ekvivalencija, §tavise najveéa takva fazi
ekvivalencija na /.

Tvrdenja (b) i (c) su direktna posledica (iv) Teoreme 2.4.1. [

Neka je o7 = (A, X,64) fazi automat i neka je F fazi ekvivalencija na
A. Konstruisimo novi fazi automat o/ = (A, X, 5AE), sa istim skupom
stanja i istim ulaznim alfabetom kao 7 i fazi relacijama prelaza:

5;4E =FEodtoE, zasvakize X. (2.32)

Vazi sledeée:

Lema 2.4.1. Neka je of = (A, X,04) fazi automat i neka je E fazi ekvi-
valencija na A. Tada

(a) E je istovrenmeno jako desno invarijantna i jako levo invarijantna fazi
ekvivalencija na </ ;

(b) E je istovremeno jako desno invarijantna i jako levo invarijanina fazi
ekvivalencija on < | E.

Dokaz. (a) Za svaki x € X vazi

EO(SfEoE:EoEoéonEoE:EoéonEzémAE,
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odakle je E i jako desno invarijantna i jako levo invarijantna fazi ekvivalencija
na o/ ¥

(b) Za proizvoljne a,b € A isvaki x € X je zadovoljeno

(Eo06}/F o E)(Ee,By) = \/ E(Ea,Ee)®6./F(E,, Eq) ® E(Eq, Ey)
c,deA

= \/ Ela,¢)® (B0} o E)(c,d) ® E(d,D)
c,deA
:(EOEO(SonEoE)(a,b) :(EodﬁoE)(a,b)

= 6 E(E,, By).

Dakle, Eo 5;4/E oF = 5;?/E, pa je E je istovremeno jako desno invarijantna
i jako levo invarijantna fazi ekvivalencija na faktor fazi automatu o/ /E. O

Sledeéi primer pokazuje da najveca jako desno invarijantna fazi ekviva-
lencija na fazi automatu moze biti strogo manja od najveée desno invari-
jantne fazi ekvivalencije, odakle se pomoéu najveée desno invarijantne fazi
ekvivalencije moze posti¢i bolja redukcija nego pomoc¢u najveée jako desno
invarijantne fazi ekvivalencije.

Primer 2.4.1. Neka je .2 Godelova struktura i neka je o/ = (A, X,54)
fazi automat nad % sa skupom stanja A = {1,2,3,4}, ulaznim alfabetom
X = {2} i fazi relacijom prelaza 62 datom sa

1 08 06 08
54— 08 1 08 0.6
v 0.2 03 08 09
0.2 03 08 09

Tada su najveéa desno invarijantna fazi ekvivalencija E™ i najveéa jako desno
invarijantna fazi ekvivalencija F*" na «/ date sa

1 1 09 09 1 06 02 0.2
pi_ |11 09 09 pei_ |06 1 0.2 02
09 09 1 1|’ 02 02 1 1
09 09 1 1 02 02 1 1

Dakle, faktor fazi automat 2% = o/ /E" = (A, X,6%) ima dva stanja, dok
faktor fazi automat o3 = o /ES" = (A3, X, %) ima tri stanja. Fazi relacije
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prelaza 642 i 643 date su sa

1 0.8 038
542 — [019 88} 545 =108 1 08
' ' 0.3 0.3 0.9
Neka je o fazi automat. Niz @, a%,..., 9, fazi automata zovemo

&ESMredukcija od o ako je o = o/ i za svaki k € {1,2,...,n — 1} vazi
da je o1 faktor fazi automat od . u odnosu na najveéu jako desno

invarijantnu fazi ekvivalenciju od .%,. Analogno definisemo &%i-redukciju
od <.

Za svaki konacni fazi automat o/ postoji &-redukcija o, 9%, ..., 9,
od of takva da za svaku &°"-redukciju o7, 9, ..., Dy, Dpi1, ..., Dprm od
<7 koja je nastavak ove redukcije vazi

|Mn’ = ’dn—&-l’ == |Mn+m’v
tj. svi fazi automati @7, 11, . .., 9,1, imaju isti broj stanja kao i .o7,. Takode,
postoji najkrada &""-redukcija oA, b, ..., o, od &/ sa ovim svojstvom, a

zovemo je najkrac¢a & -redukcija od o7 . Fazi automat 7, zovemo & -redukt
od &7, a broj n nazivamo duZina najkraée & -redukcije. Ako je fazi automat
4/ jednak svom &%l-reduktu, tada kazemo da je &-redukovan. Analogno
defnisemo najkracu &-redukciju od o, &V -redukt od o7, duzinu najkrace
&N-redukcije i &M -redukovan fazi automat.

Za razliku od desnih redukcija, koje se zaustavljaju odmah nakon prve
faktorizacie pomoéu najveée desno invarijantne fazi ekvivalencije, &"-reduk-
cije se, u opstem slucaju, ne zaustavljaju nakon prve faktorizacije pomocu na-
jvece jako desno invarijantne fazi ekvivalencije, pa zato takvu faktorizaciju
mozemo viSe puta vrsiti sve dok ne dobijemo fazi automat koji ne moze biti
redukovan pomocu najveée jako desno invarijantne fazi ekvivalencije. Ovo je
pokazano slede¢im primerom:

Primer 2.4.2. Neka je . Godelova struktura i neka je o = (A, X, 54)
fazi automat nad .Z sa skupom stanja A = {1,2,3,4}, ulaznim alfabetom
X = {z} i fazi relacijamom prelaza 6 datom sa

1 08 06 08
sa_ [08 1 08 06
== 102 03 02 09

0.2 03 0.1 0.9
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Tada je najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija E5 na o7 data sa

1 06 02 0.1
06 1 02 01
02 02 1 0.1
02 02 01 1

Esri —

Faktor fazi automat o = o/ /E*" = (As, X, 642) ima takode Cetiri stanja i
fazi relacijom prelaza 642 datom sa

1 08 06 08
54 — 08 1 08 06
v 0.3 03 02 09
03 03 02 09

Fazi jednakost E®! i najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija E5
na o7 su date sa

1 06 02 0.1 1 06 02 02
geri_ (061 02 01 peri_ |06 102 02

02 02 1 0.1} 2 02 02 1 1]

0.2 02 01 1 02 02 1 1

odakle EsTi nije najveca jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na %, pa
broj stanja faktor fazi automata o5 = o/ /ES" moze dalje biti redukovan
pomoc¢u najvece jako desno invarijantne fazi ekvivalencije na .%.

Faktor fazi automat o = @4 /E§ = (A3, X,04%) ima tri stanja i fazi
relaciju prelaza 643 datu sa

1 08 08
64 =108 1 08,
0.3 0.3 0.9

i najveca jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na 5 je data sa

1 08 03
Efi=108 1 03
03 03 1

Kako je 643 o ESt = 643 tj. kako je E§™ jako desno invarijantna i ujedno
jako levo invarijantna fazi eqvivalencija, imamo da je faktor fazi automat
oy = s/ E§ri izomorfan sa 73, pa broj stanja fazi automata o5 ne moze biti
dalje redukovan pomoéu najveée jako desno invarijantne fazi ekvivalencije.
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U prethodnom primeru se &¥i-redukcija zaustavila kada smo dobili dva
uzastopna ¢lana te redukcije koji su izomorfni. Dalje ¢emo izucavati uslove
pod kojima se &%"-redukcija zaustavlja.

Prvo ¢emo pokazati sledece:

Lema 2.4.2. Neka je o/ = (A, X,04) fazi automat i neka su E i F fazi
ekvivalencije na A za koje je E < F. Tada su faktor fazi automati <f | F,
AdE|F i (o |E)/(F/E) izomorfni.

Dokaz. Prema Teoremi 2.1.1, fazi automati (<7 /E)/(F/E) i </ /F su izo-
morfni. Pokaza¢emo da je fazi automat /% /F takode izomorfan i sa o7 /F.
Ova dva fazi automata imaju isti skup stanja, faktor skup A/F, i za sve
a,beAisvakiz € X,iz FoE =FEoF = F vazi

AN (Fy,2, ) = (F o 62” o F)(a,b) = (Fo Eo 6% o Eo F)(a,b)
= (FoddoF)(a,b) =04 (F,,x, F).

Ovo znaéi da fazi automati /% /F i o/ /F jesu izomorfni. O

Postoji jos jedna znacajna razlika izmedu desno invarijantnih i jako desno
invarijantnih fazi ekvivalencija. Naime tvrdenje Teoreme 2.3.1 ne vazi ako
pojam desno invarijantnih fazi ekvivalencija zamenimo pojmom jako desno
invarijantnih. Ipak, za jako desno invarijantne fazi ekvivalencije vazi sli¢na
teorema.

Teorema 2.4.3. Neka je of = (A, X,0%) fazi automat, neka je E jako
desno invarijantna fazi ekvivalencija na o/ i neka je F fazi ekvivalencija na
A takva da je E < F. Tada je

(a) dako je F jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na o/ tada je F/E
jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7 | E;

(b) F je jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na </ ako i samo ako
je F/E jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7 |E;
(c) F je najveca jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na </ ako i

samo ako je F'/E najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na
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Dokaz. (b) Za sve a,b € Aisvaki x € X je zadovoljeno

(F/E 0 8/%)(Eqa, ) = \| F/E(Ba, Be) ® 6,/F (E, By)

ceA
— \/ Fla,0) ® (E o620 B)(c,b)
ceA
= \/ Fla.0) ® 64" (e.b) = (F 0 527 (a, ),
ceA
a kako je ;
027 (Eq, By) = (E 0 8, 0 E)(a,b) = 83" (a,b),
dobijamo

F/EodME = MNP o Fosh” =62".

Dakle, F je jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na /¥ ako i samo ako
je F/E jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na </ /E.

(a) Ako je F' jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7, tada je
Fo5xAE :FoEoéfoE:FoéonE:5onE:Eo5onE:5;c4E,

tj. F je takode jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na @/F, pa iz (b)
dobijamo da je F//E jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na </ /E.

(c) Neka je F najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na .o/'”
i neka je @ najveta jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na o/ /FE.
Defini§imo fazi relaciju G na A sa

G(a,b) = Q(E,, Ey), zasvea,bec A.

Tada je G fazi ekvivalencija na A. Iz Leme 2.4.1, E je jako desno invarijantna
fazi ekvivalencija na o/ /F, pa je E < Q) i za sve a,b € A je zadovoljeno

E(avb) = E(Eava) < Q(Eava) = G(avb)'

Prema tome, £ < G i @ = G/E i prema (a), G je jako desno invari-
jantna fazi ekvivalencija na </F. Sada imamo da je G < F, §to povlaci
@ = G/E < F/E. Prema tvrdenju (b), F/E je jako desno invarijantna fazi
ekvivalencija na <7 /E, pa dobijamo Q = F/E. Dakle, dokazali smo da je
F/E najveca jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7 /E.

Obratno, neka je F/E najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalen-

cijana.eZ/E. Prema (b), F je jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na o/ .
Neka je G najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na </¥. Tada iz
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(b) dobijamo da je G/FE jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na <7 /F,
pa je G/E < F/E. Sa druge strane, kako iz F' < G sledi da je F/E < G/E,
odatle je F/E = G/E, sto dovodi do F' = G. Dakle, F je najveca jako desno
invarijantna fazi ekvivalencija na &%. 0O

Prema prethodnoj teoremi, postoji korespondencija izmedu jako desno
invarijantnih fazi ekvivalencija faktor fazi automata <7 /F i jako desno invar-
ijantnih fazi ekvivalencija fazi automata 7%, Koristeéi tu korespondenciju
istrazi¢emo jako desnu redukciju fazi automata izucavajuéi niz {o; }ren fazi
automata c¢iji su ¢lanovi definisani sa @11 = y/kE’“, gde je A = o 1 E},
najveca jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na 7.

Pre svega dokazimo sledece:

Teorema 2.4.4. Nekaje of = (A, X,64) fazi automat. Neka je niz {.<, } ren
fazi automata induktivno definisan sa:

=, 1= JZ/kEk, za svaki k € N, (2.33)

gde je Ej najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na <.
Ako je oy, = (A, X,0%), za svaki k € N, tada vaZi sledece:

(a) By < Ejyq i 6% < 5241 2 svaki k € N i svakiz € X
(b) Ak:o je Ex = Egxym, za neke k,m € N, tada je Ey = Fyy1;
(c) Ako je 54 = §4%+m  za neke k,m € N, tada je §4% = §4%+1;
(d) Ako je Ey, = Eyy1, za neki k € N, tada je §4k+1 = §4k+2;
(e) Ako je 6% = §4%+1, 2a neki k € N, tada je By = Ej41.

Dokaz. Prvo, posmatrajmo niz {62* }pen fazi relacija na A, za svaki x € X
i niz {Ey }ren fazi ekvivalencija na A, definisan sa

o = 64, okt = 6F o By, zasvakize X isvakikeN, (2.34)
= /\ /\ 52k (a,c) <> 2% (b,¢), zasve k € Nia,be A(2.35)

zeX ceA

(a) Za svaki z € X isvaki k € N vazi da je Fj jako desno invarijantna
fazi ekvivalencija na <7, odakle je

A A
Bpod,*" = Epodf* o By = 6% o By = 6,
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pa je Ej takode jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na o7.,1. Kako
je Er+1 najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na o741, za-
kljucujemo da je Ep < Fi1.

Stavise, za proizvoljne z € X, k € Nia,b € A, vazi
5% (4, b) = 6% (a,b) ® Ej(b,b) < (6% o Ey)(a,b) = 62 (a,b),

odakle je, 64k < 5ak+L,
(b) Neka je Ey = Egym, za neke k,m € N. Tada je

Ey < Epy1 < Epym = Ei,

odakle zaklju¢ujemo da je Ey = Fjy41. Sliéno dokazujemo (c).

(d) Neka je Ey = Fky1, za neke k € N. Tada je za svaki x € X zadovol-
jeno

A A A A
5xk+2 :(Smk+1 OEk+1 :5xk+1 OEk :(Sﬁk OEkOEk :5xAk OEk :5xk+1,

pa je prema tome §4k+2 = §Ak+1,

(e) Neka je 64% = §4k+1, za neke k € N, tj. neka je 62% = 55+ za svaki
x € X. Tada iz (2.35) dobijamo Ey = Exyr1. O

Slede¢om teoremom uspostavljamo korespondenciju izmedu niza fazi au-
tomati definisanog sa (2.36) i jako desno invarijantnih redukcija fazi au-
tomata.

Teorema 2.4.5. Neka je o = (A, X,6%) fazi automat. Neka su nizovi
{ ) Y ken @ { P }ren fazi automata induktivno definisani sa:

=, 1= sz/kE’“, za svaki k € N, (2.36)
gde je E;. najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na <, i
B =, Bri1=Br/Fr, zasvakik €N, (2.37)

gde je Fy the najveéa jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na y,.

Tada za svaki k € N imamo da su fazi automati Byy1, . /Ey i o |Ey
izomorfni.
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Dokaz. Dokazimo prvo da je @, /Ey = </ | Ey, za svaki k € N. Jasno, ovo
vazi za k = 1. Pretpostavimo da je k > 2 i da je <, /Ey = o/ / Ex, za neki
m € N, m < k—1. Kako je F,, < Ey, iz Leme 2.4.2 dobijamo

JZ{m_H/Ek = JZ{Tr]'?m/Ek = JZ/m/Ek = JZ//E]C,

odakle indukcijom dobijamo da je ,/Ey = o/ /Ey, za svaki m € N,
1 < mg ]{, paje Wk/Ek = %Ek

Dokazimo, dalje, da je $Bri1 = o /FE), za svaki k € N. Ovo ée biti
dokazno indukcijom po k. Oc¢igledno je da tvrdenje vazi za k = 1.

Pretpostavimo da ovo tvrdenje vazi za neki k¥ € N. Kako je EFr;; na-
jveca jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na <1 = y/kE’“, prema
Teoremi 2.4.3 sledi da je Ey11/FEx najveéa jako desno invarijantna fazi ekvi-
valencija na @, /Ey = o/ |Ey, = $Bj11. Sada, iz Teoreme 2.1.1 dobijamo da
vazi

PBrr2 = Brs1/Fey1 = () Ey) [ (Eg1/Ex) = A | Egr.

Dakle, indukcijom zaklju¢ujemo da je By1 = o /Ey, za svaki k € N. Ovim
je dokaz teoreme kompletiran. [

Sada ¢emo pokazati da se &"\-redukcija fazi automata zavrsava kad se
niz fazi relacija prelaza definisan sa (2.34) zaustavi, a pokaza¢emo i da se
to mora dogoditi ako je posmatran fazi automat konacan, a odgovarajucéa
istinitosna struktura je lokalno konac¢na.

Teorema 2.4.6. Neka je o = (A, X,64) fazi automat i neka su nizovi
fazi automata { A }tren @ {PBrlren definisani sa (2.36) i (2.37), gde je
), = (A, X,04%), za svaki k € N. Tada je

(a) Ako je k € N najmanji broj takav da je §%% = 6%+, tada je
Bri1 2 Broyme1, 20 svaki m € N, i svaki Byp1 je & -redukt od
A ;

(b) Ako je o konacan i £ je lokalno konacna, tada postoji k € N takav
da je 64k = §Ak+1,

Dokaz. (a) Neka je k € N najmanji broj takav da je 64 = §4k+1. Prema
Teoremi 2.4.4 imamo da je Ey = Eiy.m,, za svaki m € N, pa iz Teoreme
2.4.5 dobijamo %By1 = F/Ey = ' [/Ekrm = Brims1. 1z navedenih ra-
zloga, PBr11 ne moze vise biti redukovan pomocu jako desno invarijantnih
fazi ekvivalencija, pa je %By,1 & -redukt od 7.
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(b) Neka je &7 konacan fazi automat i neka je .Z lokalno konacna al-
gebra. Neka je nosa¢ podalgebre od . generisane skupom 64(A4 x X x A)
oznacen sa L. Ovaj skup je konacan, pa je i L, konacna, odakle je skup
L‘;,XA svih fazi relacija na A sa istinitosnim vrednostima u L. konacan.
Kako je Ej, € LQXA, za svaki k € N i kako je LQXA konacan skup, za-
kljucujem da postoji k,m € N takav da je Ey = Ex1m, pa iz Teoreme 2.4.4
dobijamo §4k+1 = §4k+2. Ovim je dokaz teoreme upotpunjen. [J



Glava 3

Redukcija pomocu fazi
kvazi—uredenja

Champarnaud i Coulon su u [22, 23] predlozili koriséenje kvazi—uredenja za
redukciju nedeterministickih automata. Pokazali su da je metod redukcije
baziran na kvazi—uredenjima bolji od metoda zasnovanog na ekvivalenci-
jama. Oni su konstruisali algoritam za izracunavanje najveceg levo i najveceg
desno invarijantnog kvazi—uredenja u polinomialnom vremenu. Pomenuta
procedura je potom poboljsana u [54, 55].

U ovoj glavi smo, motovisani pomenutim rezultatima, izuéili problem re-
dukcije fazi automata (raspoznavaca) pomocu fazi kvazi uredenja. Poc¢injemo
od proizvoljnog fazi kvazi—uredenja R, na skupu stanja A, fazi automata <7
Zatim formiramo skup A/R svih aftersetova od R i transformiSsemo fazi
relacije prelaza na A u odgovarajuée fazi relacije prelaza na A/R. Na ovaj
na¢in gradimo afterset fazi automat </ /R. U slucaju da je o/ fazi raspoz-
navac¢, prevodimo i njegove fazi skupove inicijalnih i terminalnih stanja u
odgovarajuée fazi skupove inicijalnih i zavrsnih stanja afterset fazi raspoz-
navaca <7 /R. Na slican nacin konstruiSemo i foreset fazi automat i foreset
fazi raspoznava¢ od &/ u odnosu na R. Pokazujemo da afterset fazi automat
(raspoznavac) i foreset fazi automat (raspoznavac¢) u odnosu na zadato fazi
kvazi uredenje jesu izomorfni, iz ¢ega zakljucujemo da je dovoljno razmatrati
samo afterset fazi automate i raspoznavace. Ipak, ako ne nametnemo dodatne
uslove fazi kvazi—uredenju R, afterset fazi raspoznava¢ </ /R ne mora da
raspoznaje isti fazi jezik kao 7. Pokaza¢emo da su fazi automati </ i &/ /R
ekvivalentni ako i samo ako je R reSenje izvesnog sistema fazi relacijskih
jednacina po nepoznatom fazi kvazi—uredenju R. Ovaj sistem, nazvan kao i
u prethodnoj glavi opsti sistem, ima najmanje jedno resenje na skupu 2(A)
svih fazi kvazi—uredenja na A, a to je identicka relacija na skupu A. Ali, da

65
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bismo postigli najbolju moguéu redukciju od &7, moramo da nademo najvecée
ili bar sto je moguée vede resenje opsteg sistema na skupu 2(A). Kao sto je
veé receno, vrlo je tesko naéi netrivijalna reSenja opsteg sistema, tako da su
u ovoj glavi posmatrani izvesni sistemi fazi relacijskih jednac¢ina ¢ija reSenja
jesu i reSenja opSteg sistema, a koje je lakSe resiti.

U Odeljku 3.2. izucavamo dva sistema fazi relacijskih jednacina cija su
reSenja ujedno i reSenja opsSteg sistema, a zovemo ih desno i levo invari-
jantna fazi kvazi—uredenja. Desno i levo invarijantna fazi kvazi—uredenja su
uopstenje desno i levo invarijantnih kvazi—uredenja i ekvivalencija, izu¢avanih
u [22, 23, 54, 55], kao i desno i levo invarijantnih fazi ekvivalencija raz-
matranih u prethodnoj glavi. Kori§¢éenjem metodologije slicne onoj koja je
koriséena u prethodnoj glavi disertacije (vidi takode [31, 32]), izvrsi¢emo
karakterizaciju desno invarijantnih fazi kvazi—uredenja na fazi automatu /.
Pokazacemo i da je skup svih desno invarijantnih fazi kvazi—uredenja na fazi
automatu &/ kompletna mreza. Njen najveéi element vrsi najbolju reduk-
ciju fazi automata <7, u smislu redukcije pomocéu fazi kvazi—uredenja ovog
tipa. Teoremom 3.2.3 opisan je postupak za izracunavanje najveéeg desno
invarijantnog fazi kvazi—uredenja sadrzanog u datom fazi kvazi—uredenju.
Ovaj postupak je efektivan ako je odgovarajuéa istinitosna struktura .Z
lokalno konaéna. Medutim, ukoliko £ nije lokalno konac¢na, naSa procedura
ne mora da daje rezultate. Takode je izvrSena karakterizacija najveceg desno
invarijantnog fazi kvazi—uredenja u slu¢aju kada _Z zadovoljava izvesne dis-
tributivne zakone. lako su rezultati i metodologija koris¢ena u ovoj glavi
slicni onima u prethodnoj, postoje i bitne razlike koje opravdavaju nase
izucavanje problema redukcije fazi automata pomocu fazi kvazi—uredenja.
Naime, Primerom 3.2.3 pokazano je da desno invarijantna fazi kvazi—uredenja
vrse bolju redukciju fazi automata od one koja se moze posti¢i pomoc¢u desno
invarijantnih fazi ekvivalencija. Stavise, iterativni postupak za izra¢unavanje
najveéeg desno invarijantnog fazi kvazi—uredenja fazi automata <7, dat u
Teoremi 3.2.3, zavrSava se nakon kona¢nog broja koraka ¢ak i ako se proce-
dura za izracunavanje najvec¢e desno invarijantne fazi ekvivalencije na </ ne
zavrSava u kona¢nom broju koraka (Primer 3.2.2).

Kao §to smo primetili, postupak za izra¢unavanje najveceg desno invar-
ijantnog fazi kvazi—uredenja na fazi automatu ne mora da daje rezultate
ako odgovarajuéa istinitosna struktura .Z nije lokalno konac¢na. Iz tih ra-
zloga u Odeljku 3.3. razmatramo neke specijalne tipove desno invarijantnih
fazi kvazi—uredenja koja mogu biti izrac¢unata i u slucajevima kada £ nije
lokalno kona¢na. Teoremom 3.3.1 dat je iterativni postupak za izraCunavanje
najveteg desno invarijantnog krisp kvazi—uredenja sadrzanog u datom krisp
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ili fazi kvazi—uredenju. Ova procedura daje rezultate ne samo na proizvoljnoj
kompletnoj reziduiranoj mrezi .Z, veé i kada je . mrezno uredeni monoid.
Ipak, u slucajevima kada je moguée izracunati i najvece desno invarijantno
fazi kvazi—uredenje, ono moze dati bolju redukciju od najveteg desno in-
varijantnog krisp kvazi—uredenja (Primer 3.3.1). Takode su izuc¢avana i jako
desno i levo invarijantna fazi kvazi—uredenja. Pomenute fazi relacije se mogu
izracunati bez iteracija, reSavanjem jednostavnog sistema fazi relacijskih
jenacina, Cak i kada je .Z prozvoljna kompletna reziduirana mreza. Bice
pokazano da je i u ovom sluc¢aju redukcija pomoéu najveceg jako desno in-
varijantnog fazi kvazi—uredenja slabija od redukcije pomoc¢u najveéeg desno
invarijantnog fazi kvazi-—uredenja (Primer 3.3.2).

Pored specijalnih tipova desno i levo invarijantnih fazi kvazi—uredenja
razmatranih u Odeljku 3.3., u Odeljku 3.4. izu¢avamo neke opstije tipove
fazi kvazi—uredenja — slabo desno i levo invarijantna fazi kvazi—uredenja.
Pokazactemo da je skup svih slabo desno invarijantnih fazi kvazi—uredenja
fazi raspoznavaca <7 glavni ideal mrezZe svih kvazi—uredenja na skupu stanja
fazi automata 7. Teoremom 3.4.1 je opisan je postupak za izraCunavanje
najveteg elementa ovog glavnog ideala. Pokazano je da slabo desno invari-
jantna fazi kvazi—uredenja vrSe bolju redukciju fazi automata od desno in-
varijantnih. Ipak, izracunavanje najvece slabo desno invarijantno fazi kvazi—
uredenje predstavlja problem, iako se svaka od jednacina sistema koji ga
definiSe jednostavno reSava. Naime, broj ovih jednacina moze eksponenci-
jalno rasti sa rastom broja stanja fazi automata .o7. Moze se desiti da je ovih
jednacina ¢ak i beskonatno mnogo. Ovo je neposredna posledica ¢injenice
da procedura kojom se izrac¢unava najveée slabo desno invarijantno kvazi—
uredenje podrazumeva determinizaciju reverznog fazi raspoznavaca od &7
(postupak za determinizaciju fazi raspoznavaca koji je razvijen u [47]).

U Odeljku 3.5. ove glave pokazacemo da se bolji rezultati u smanjenju
broja stanja fazi automata mogu posti¢i takozvanim naizmeni¢nim redukci-
jama. Prvo ¢emo pokazati da se fazi automatu, koji je redukovan pomoéu
najveceg desno invarijantnog fazi kvazi—uredenja, dalje ne moze smanjivati
broj stanja pomocu takvih fazi kvazi—uredenja. Medutim, mozemo ga re-
dukovati pomocu njegovog najveteg levo invarijantnog fazi kvazi—uredenja.
Ovo nas dovodi do koncepta naizmeni¢nih redukcija, gde fazi automat naiz-
meni¢no redukujemo pomoc¢u njegovog najveéeg desno invarijantnog, a po-
tom pomocu njegovog najvecéeg levo invarijantnog fazi kvazi—uredenja, i tako
redom. Takode ¢e biti pokazano da naizmeni¢ne redukcije koje pocinju
sa (slabo) desno invarijantnim fazi kvazi-—uredenjem i one koje poc¢inju sa
(slabo) levo invarijantnim mogu imati ne samo razli¢ite duzine, veé¢ i da
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odgovarajuéi redukti mogu imati razli¢it broj stanja (Primer 3.5.1). Ipak,
nije poznat kriterijum pomocu koga je moguce odrediti koja ¢e od naiz-
menicénih redukcija dati bolju redukciju. Takode nije poznat ni kriterijum
pomocu koga bi bilo moguée odrediti kada se naizmeniéna redukcija zaus-
tavlja, tj. kada je ovom redukcijom dobijen fazi automat sa najmanjim
brojem stanja. Pomenimo da u slu¢aju naizmeni¢nih redukcija nedeter-
ministickih automata i raspoznavaca, ukoliko u dva uzastopna koraka naiz-
menicne redukcije dobijemo isti automat, tada mozemo da zaklju¢imo da je
odgovarajuéa naizmenicna redukcija zavrSena.

Primetimo da su Champarnaud i Coulon [22, 23], Ilie, Navarro i Yu [54],
Ilie, Solis-Oba i Yu [55] izucavali redukciju nedeterministickih raspoznavaca
pomoc¢u desno i levo invarijantnih kvazi—uredenja, ali u predlozenim pos-
tupcima redukcije nisu koristili afterset i foreset raspoznavace u odnosu na
odgovarajuca kvazi—uredenja. Pomenuti autori su u redukciji koristili fak-
tor raspoznavace u odnosu na prirodne ekvivalencije razmatranih kvazi—
uredenja. Tako su faktor raspoznavaci i odgovarajudéi afterset (foreset) raspoz-
navaci ekvivalentni i imaju isti broj stanja, redukcija koris¢enjem afterset
(foreset) automata ima izvesnih prednosti. Naime, Primerom 3.5.1 pokazano
je da u nekim slucajevima naizmeni¢ne redukcije pomocu prirodnih ek-
vivalencija ne smanjuju broj stanja automata, dok naizmeni¢ne redukcije
koris¢enjem afterset raspoznavaca smanjuju.

U poslednjem odeljku ove glave ¢emo navesti neke primene slabo levo in-
varijantnih fazi kvazi—uredenja u teoriji fazi diskretnih sistema dogadaja. Bice
dokazano da je svaki fazi raspoznava¢ <7 konfliktno-ekvivalentan sa after-
set fazi raspoznavacem &7 /R, u odnosu na svako slabo levo invarijantno
fazi kvazi—uredenje R na &/. Ovo zna¢i da u paralelnoj kompoziciji fazi
raspoznavaca svaku njenu komponentu mozemo zameniti afterset fazi raspoz-
navacem i tako dobijemo paralelnu kompoziciju koja ima ista konfliktna svo-
jstva kao polazna, a moze imati znatno manji broj stanja od nje. Samim tim
i analiza nove paralelne kompozicije moze biti jednostavnija.

3.1. Afterset 1 foreset fazi automati

Neka je R fazi kvazi—uredenje na skupu A. Za svaki a € A, R-afterset od
a je fazi skup R, € LA definisan sa R,(b) = R(a,b), za svaki b € A, dok
je R-foreset od a fazi skup R* € LA definisan sa R*(b) = R(b,a), za svaki
b e A (vidi [4, 33, 34]). Skup svih R-afterseta ¢emo oznaciti sa A/R, a skup
svih R-foreseta ¢emo oznaciti sa A\R. Jasno, ako je R fazi ekvivalencija,
tada je A/R = A\R skup svih klasa ekvivalencije R.



3.1. AFTERSET I FORESET FAZI AUTOMATI 69

Ako je f proizvoljan fazi podskup od A, tada fazi relacije Ry i Rf na A
definisane sa

Ry(a,b) = f(a) = f(b), R'(a,0) = f(b) = f(a), (3.1)

za sve a,b € A, jesu fazi kvazi—uredenja na A. Specijalno, ako je f normali-
zovan fazi podskup od A, tada je f afterset od Ry i foreset od RS

Teorema 3.1.1. Neka je R fazi kvazi—uredenje na skupu A i E prirodna
fazi ekvivalencija od R. Tada

(a) Za proizvolje a,b € A sledeéi su uslovi ekvivalentni:

(i) E(a,b) =1;
(ii) Eq, = Ep;
(ifi) Ry = Ry;
(iv) R* = Rb.
(b) Funkcije R, — E, iz A/R uw A/E i R, — R® iz A/R u A\R su
bijekcije.

Dokaz. (a) Posmatrajmo proizvoljne a,b € A.
(i)=(ii). Neka je E(a,b) =1, tj. neka je R(a,b) = R(b,a) = 1. Tada za
svaki ¢ € A imamo

Ry(c) = R(b,c) = R(a,b) ® R(b,c) < R(a,c) = R,(c),

odakle je Ry < R,. Analogno pokazujemo da je R, < Ry, $to povlaéi R, =
Ry.
(ii)=(i). Neka je R, = Rp. Tada

R(av b) = Ra(b) > Rb(b) = R(bv b) =1,

odakle je R(a,b) = 1. Analogno se pokazuje R(b,a) = 1, pa dobijamo
E(a,b) = 1.
Ekvivalencija (i)« (iii) se dokazuje sli¢cno kao ekvivalencija (1)< (ii).
Tvrdenje (b) direktno sledi iz (a). O

Ako je A konacan skup sa n elemenata, a kvazi—uredenje R na A treti-
ramo kao n x n fazi matricu nad .#, tada su R-afterseti vrste, a R-foreseti
su kolone ove matrice. Prethodna teorema tvrdi da su i-ti i j-ti red matrice
R jednaki ako i samo ako su i-ta i j-ta kolona te matrice jednake, a vazi i
obratno. Stavise, matrica R predstavlja fazi uredenje ako i samo ako su su
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svi njeni redovi razliciti, ili ekvivalentno, ako i samo ako su sve njene kolone
razlicite.

Neka je o7 = (A, X,64) fazi automat i neka je R fazi kvazi-uredenje na
A. Fazi funkciju prelaza 64/% : A/R x X x A/R — L mozemo definisati sa

B (Ro, 2, Ry) = \/ Rla,a)®6%(d,2,t) @ R(V,b),  (3.2)
a'\beA
ili ekvivalentno
Y E(Ry, 2, Ry) = (R0 0% o R)(a,b) = Ry 004 0 RY, (3.3)

za sve a,b € A isvaki z € X. Iz (a) Teoreme 3.1.1, 6% je dobro definisana
i o /R=(A/R,X,54") je fazi automat koga zovemo afterset fazi automat
od & u odnosu na R.

Osim toga, ako je & = (A, X, 04,04, 74) fazi raspoznavac, tada fazi
funkciju prelaza 64/% defnisemo kao u (3.2), a takode definisemo i fazi skup
oA/R ¢ LA/R inicijalnih stanja i fazi skup 74/% € LA/ zavranih stanja sa

o (R,) = \/ 0*(d) @ R(d,a) = (6" o R)(a) = 0" o R, (3.4)
a’'€eA
TR(R,) = \/ R(a,a)@74(a) = (Ro7")(a) = Ryo 7%, (3.5)
a’'€eA
za svaki a € A. Prema (a) Teoreme 3.1.1, c&/% i 74/ su dobro definisane, a
/R =(A/R,X, §A/R AR TA/R) je fazi raspoznavac koga zovemo afterset
fazi raspoznavaé od o/ u odnosu na R.

Analogno, za fazi automat o/ = (A, X,64), defnisemo foreset fazi au-
tomat od &7 u odnosu na R kao fazi automat o/ \R = (A\R, X, §4\F) sa fazi
funkcijom prelaza 64\ definisanom sa

MR, 2, R = \/ R(a,a')®6%(d,2,b) @ R(V,D)
a/ bEA (3.6)
= (Rod? o R)(a,b) = Ryod?oR,

za sve a,b € Aisvaki z € X, a za fazi raspoznava¢ o = (A, X, 64,04, 14),
definiSemo foreset fazi raspoznavac od 2/ u odnosu na R kao fazi raspoznavaé
F\R = (A\R, X, 04\E oA\E 74\ g4 fazi skupom o4\ € LAE inicijalnih

stanja i fazi skupom 74\ € LA\E zayrsnih stanja
PR = \/ o*(d)® R(d,a) = (6" o R)(a) = 0” o R, (3.7)

a’€eA

(R = \/ R(a,a")®r(a) = (Ro7")(a) = Ryo ", (3.8)

a’€A
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za svaki a € A.

Jednostavno se pokazuje sledeca:

Teorema 3.1.2. Za svako fazi kvazi—uredenje R na fazi raspoznavacu (au-
tomatu) o afterset fazi raspoznavac (automat) </ /R i foreset fazi raspoz-
navaé (automat) /\R su izomorfni.

Dokaz. Ovo sledi direktno iz (3.2), (3.6) i (b) Teoreme 3.1.1. O

Imajuéi u vidu Teoremu 3.1.2, u daljem tekstu ¢emo razmatrati samo
afterset fazi raspoznavace i automate. U Primeru 3.2.3 ¢emo videti da fak-
tor fazi raspoznava¢ (automat) &/ /Egr od </, u odnosu na prirodnu fazi
ekvivalenciju Er od R nije nuzno izomorfan sa fazi raspoznava¢ima <7 /R
i &@/\R, ali iz (b) Teoreme 3.1.1, svi pomenuti rasponavaci (automati) su
iste kardinalnosti. Takodje je L(«/) = L(<//ER), ako je L(«/) = L(<//R)
(= L(«/\R)).

Ako je o = (A, X,04) fazi automat i R fazi kvazi-uredenje na A, tada
takode definisemo i fazi funkciju prelaza 6417 : A x X x A — L sa

541 (a,2,b) = (Ro 62 o R)(a,b), zasvea,be Aisvakize X,

tj., (5;5‘4‘]% = Rod2 oR, za svaki 2 € X i dobijamo novi fazi automat
A|R = (A, X, 64%) koji ima isti skup stanja i isti ulazni alfabet kao i polazni
fazi automat. Dalje, ako je & = (A, X, 5A,UA,7'A) fazi raspoznavac, tada
definisemo fazi skup o4 = 54 1 fazi skup 747 = 74, odakle dobijamo fazi
raspoznavaé o |R = (A, X, §41F gAIR FAIR)

Sledeca teorema se moze shvatiti kao verzija poznate Druge Teoreme o
Izomorfizmu (vidi [13], §2.6) za fazi automate i fazi kvazi—uredenja.

Teorema 3.1.3. Neka je of = (A, X,64,04,74) fazi raspoznavac i neka
su R 1 S fazi kvazi—uredenja na <f takva da je R < S. Tada fazi relacija
S/R na A/R definisana sa

S/R(Rg, Ry) = S(a,b), za sve a,b € A, (3.9)

jeste fazi kvazi—uredenje na A/R i fazi raspoznavaci </ /S, («/ /R)/(S/R) i
(#/|R)/S su izomorfni.

Dokaz. Neka su a,a’,b,b/ € A takvi da je R, = Ry i Ry = Ry, tj.,
Egr(a,a’) = Er(b,b') = 1. Kako je R < S, imamo i da je R™! < S,
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odakle je Er < Eg, pa sledi da je Eg(a,a’) = Eg(b,t/) = 11 S(a,b) =
S(a’,b'). Dakle, S/R je dobro definisana fazi relacija i jasno S/R je fazi
kvazi—uredenje.

Jednostavnosti radi uvedimo oznaku S/R = Q. Definisimo preslikavanje

¢: AJS = (A/R)/Q sa
#(S2) = Qr,,  zasvakiac A
Prema Teoremi 3.1.1, za proizvoljne a,b € A imamo
Sa=S, & S(a,b)=S0ba)=1 & Q(RaRy) = Q(Ry,Ry) =1

& Qr, =Qr, & &(S.) = ¢(S),
odakle je ¢ dobro definisana injektivna funkcija. Jasno je da je ¢ takode i
sirjektivna funkcija. Dakle, ¢ je bijekcija iz A/S na (A/R)/Q.
Kako iz R < Ssledi RoS =So R =5, za proizvoljne a,b € A i svaki
x € X imamo
SAIIQ(6(S0), 0(8)) = 34/ (Qr,, Qr,) = (Q 0 8,/ 0 Q)(Ra, By)

=\ Q(Ra,R.) ®5,/"(R,, Ra) @ Q(Ra, Ry)
c,deA

= \/ S(a,0)® (Ro6; o R)(c,d) ® S(d,b)
c,deA

= (SoRod%oRoS)(a,b)=(So0d08S)(a,b)
= §4/5(8,, Sp).

Stavise, za svaki a € A vazi
A AIRIQ(5(5,)) = o WI(Qp,) = oV (R,) = o (@) = o /5(S,),

i slicno, TA/R/Q(4(S,)) = 74/9(S,). Dakle, ¢ je izomorfizam fazi raspoz-
navaca </ /S na fazi raspoznavac (<//R)/(S/R).

Dalje, za sve a,b € A isvaki x € X je zadovoljeno
SAIR/S (S, x,8,) = (S 0621 0 8)(a,b) = (SoRod? o RoS)(a,b)
= (S 007 0 5)(a,b) = 6"/% (84,7, 8y),
cAIR)/S = A/S  (AIR)/S — 1A/ tako da fazi raspoznavaéi (&7|R)/S i
</ /S jesu izomorfni. O
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Ako u dokazu prethodne teoreme zanemarimo fazi skupove inicijalnih i
zavrSnih stanja, dobijamo da ona vazi takode i za fazi automate.

Primetimo da ako je 7 fazi raspoznavac ili fazi automat, A skup njegovih
stanja, a R, S i T su fazi kvazi—uredenja na A takvadaje R< Si R<T,
tada je

S<T & S/R<T/R, (3.10)

odakle je preslikavanje ® : Zr(A) = {S € 2(A) | R< S} —» 2(A/R), dato
sa ®: S+ S/R, injektivno (u stvari, ovo je uredajni izomorfizam iz 2r(A)
na podskup skupa Z(A/R)).

Specijalno, za fazi kvazi-uredenje R na A, fazi relaciju R/R na A/R

¢emo oznaciti sa R. Lako se pokazuje da je R fazi uredenje na A/R, a ako
je E fazi ekvivalencija na A, tada je E fazi jednakost na A/E.

Za fazi raspoznava¢ &/ = (A, X, 64,04, TA) i fazi kvazi—uredenje R na A
fazi jezik L(<7 /R) koji je raspoznat afterset fazi raspoznava¢ </ /R je dat sa

L(<//R)(u) :aAoRO(Sfl OROég oRo---oRO(an oRot?,
dok je fazi jezik L(</) koji raspoznaje o/ dat sa
L)1) = 04 0 2 062 0068 074,

za svaki u = x129...x, € X*, gde z1,29,...,x, € X. Dakle, fazi raspoz-
navac o/ 1 afterset fazi raspoznavaé¢ o7 /R su ekvivalentni, tj. raspoznaju isti
fazi jezik, ako i samo ako fazi kvazi—uredenje R jeste reSenje opSteg sistema

aAodfl oéxAzo. . -odﬁnOTA = aAoRodfloRoéxAzoRo- : -oRO(SxAnOROTA, (3.11)

zasven € Nisve zy,z9,...,2, € X.

Podsetimo da se bolja redukcija fazi automata postize pomocu veéih
reSenja opSteg sistema. Kako nam je cilj da postignemo Sto bolju redukciju
fazi automata, potrebno je da nademo Sto veCe reSenje opSteg sistema u
2(A). Iz prakticnih razloga, kao i u slucaju fazi ekvivalencija, i ovde ¢emo
posmatrati ona resenja opsteg sistema na skupu 2(A) koja zadovoljavaju
izvesne ”jednostavnije” sisteme fazi relacijskih jednacina.

Sledeca teorema opisuje neka svojstva skupa svih reSenja opsteg sistema.

Teorema 3.1.4. Neka je of = (A, X,64, 04, 74) fazi raspoznavac. Tada
skup svih resenja opsteg sistema u 2(A) jeste ideal mreze 2(A).

Dakle, ako je fazi kvazi—uredenje R na A reSenje opsteg sistema, tada je
njegova prirodna fazi ekvivalencija Er takode resenje opsteg sistema.
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Dokaz. Posmatrajmo proizvoljne n € N, x1,x9,...,2, € X, i fazi kvazi—
uredenja R i S na A takva da je S reSenje opSteg sistema. Neka je R < S.
Kako je S resenje opsteg sistema i kako vazi R < S, zbog refleksivnosti R i
zbog (1.67) dobijamo

O'AO5§‘1 o5§éo~-o§fﬂo¢A aAoRO(Sfl oRo---oRodmAnoRoTA
aAoSodmAloSo---oSodmAnoSoTA

_ A A A A A
=0 05331053:20"'053:”07' ,

<
<

pa je R reSenje opsteg sistema. Iz prethodnog sledi da je skup svih resenja
opsteg sistema u 2(A) ideal mreze 2(A).
Drugi deo teoreme direktno sledi iz ¢injenice da je Er = RAR™' < R. [

Slede¢im primerom je pokazano da postoje fazi kvazi—uredenja koja nisu
reSenja opSteg sistema, dok njihove prirodne fazi ekvivalencije jesu.

Primer 3.1.1. Neka je . Bulova strukturaineka je o = (4, X, 64,04, 74)
fazi raspoznava¢ nad £, sa skupom stanja A = {1, 2,3}, ulaznim alfabetom
X = {z,y} i, 5yA, o4 i74 datim sa

100 010 1
sgg=100 0, &'=|1 11, o*=[1 11, =0
000 100 1

Za kvazi—uredenje R na A dato sa

111
R=1(0 11
0 0 1
vazi
UAORO(SfORocSyAOROTAzl#O:aAoéonéonq-A,
Dakle, R nije reSenje opsteg sistema, dok je njegova prirodna fazi ekvivalen-
cija Er jednakost na A, pa jeste reSenje opsteg sistema.

Slededi primer pokazuje da opsti sistem ne mora da ima najvecée resenje.

Primer 3.1.2. Neka je % Bulova struktura, neka je o7 = (A, X, 54,04, 74)
fazi raspoznava¢ nad £, sa skupom stanja A = {1, 2,3}, ulaznim alfabetom
X = {z},i62, 04 i 74 predstavljenim pomoéu matrica

64 =

T

, ot=[111], =

o O O

1
0
0

o O O
[y S —
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Razmotrimo dva fazi kvazi-uredenja (fazi ekvivalencije) E i F' na A data sa
1 00 1 01
E=101 1|, F=1]010
011 1 01

Oba fazi kvazi—uredenja E i F' su reSenja opsteg sistema (F je desno invari-
jantno, a F' je levo invarijantno fazi kvazi—uredenje, vidi sledeéi odeljak). Sa
druge strane, unija F i F' u mrezi 2(A) je fazi kvazi—uredenje U dato sa

11 1
=11 11
111
Fazi kvazi—uredenje U nije reSenje opsSteg sistema, s obzirom da je

cdolUoddoUocdolUord=14£0=0%004064074

Ako bi opsti sistem imao najveée resenje R u mrezi 2(A), tada biiz E < R
i F' < R sledilo U < R, pa bi zbog Teoreme 3.1.4 vazilo da je U reSenje
opsteg sistema. Dakle, zakljuéujemo da opsti sistem ne mora da ima najvece
resenje u 2(A).

3.2. Desno i levo invarijantna fazi kvazi—uredenja

Neka je o = (A, X,64) fazi automat. Ako je fazi kvazi-uredenje R na A
resenje sistema

Rod4oR=040R, z€X, (3.12)

tada ¢emo ovo fazi kvazi—uredenje zvati desno invarijantno fazi kvazi—uredenje
na o/, a ako je resenje sistema

RoétoR=Rodd, xeX, (3.13)

tada ¢emo ga zvati levo invarijantno fazi kvazi—uredenje na o . Krisp kvazi—
uredenje na A koje je resenje (3.12) zovemo desno invarijantno kvazi—uredenje
na <7, a krisp kvazi—uredenje koje je resenje (3.13) zovemo levo invarijantno
kvazi—uredenje na <f . Primetimo da je fazi kvazi—uredenje na A istovremeno
desno i levo invarijantno ako i samo ako je reSenje sistema

Roét=020R, z€X, (3.14)

i takvo fazi kvazi—uredenje zovemo invarijantno fazi kvazi—uredenje.
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Ako je o = (A, X,04,04,74) fazi raspoznavac, tada je desno invar-
yjantno fazi kvazi-uredenje na </ ono fazi kvazi—uredenje R na A koje je
resenje sistema (3.12) i resenje jednacine

Rot4 =74, (3.15)

a levo invarijantno fazi kvazi—uredenje na o7 je fazi kvazi—uredenje R na A
koje je resenje sistema (3.13) i jednacine

oo R=0c% (3.16)

Jasno je da su desno i levo invarijantna fazi kvazi—uredenja fazi raspoznavaca
<o reSenja opsteg sistema (3.11), tako da su odgovarajuéi afterset fazi au-

tomati ekvivalentni sa 7.

Poznato je (vidi [30, 87, 88, 89, 95]) da resenja (3.15) ((3.16)) na skupu
2(A) ¢ine glavni ideal mreze 2(A) ¢iji je najveéi element fazi kvazi—uredenje
R™ (R,) definisan sa (3.1). Ovo znaci da desno (levo) invarijanta fazi kvazi—
uredenja fazi raspoznavaca &7 su ona desno (levo) invarijantna fazi kvazi—

uredenja fazi automata (A4, X, %) koja su sadrzana u R” (R,).

Slede¢om teoremom data je karakterizacija desno invarijantnih fazi kvazi—
uredenja:

Teorema 3.2.1. Neka je o = (A, X,04) fazi automat i neka je R fazi
kvazi—uredenje na A. Tada su sledeci uslovi ekvivalentni:
(i) R je desno invarijantno fazi kvazi—uredenje;
(ii) Rodd <62 o R, za svako x € X;
(iii) za sve a,b € A vazi

R(a,b) < N\ N\ (67 o R)(b,e) = (37 o R)(a,c). (3.17)
zeX ceA

Dokaz. (i)<(ii). Posmatrajmo proizvoljan 2 € X. Ako je Rod2 o R =
64 o R, zbog refleksivnosti R sledi

RodA<RoddoR=640R.
Obratno, ako je Rod2 < 6} o Rtadaje Rod2 o R<d20oRoR=0340R,

a kako suprotna nejednakost vazi zbog refleksivnosti R, zaklju¢ujemo da je
Ros2oR=0340R.



3.2. DESNO I LEVO INVARIJANTNA FAZI KVAZI-UREDENJA 7

(i)=(iii). Neka je R desno invarijantno fazi kvazi-uredenje. Tada je za
svaki z € X isve a,b,c € A zadovoljeno

R(a,b) ® (6% o R)(b,c) < (Ro % o R)(a,c) = (6% o R)(a,c),
odakle zbog svojstva adjunkcije dobijamo
R(a,b) < (62 o R)(b,c) — (52 o R)(a, c).
Dakle,
R(a,b) < (62 o R)(b,¢) = (64 0 R)(a,c). (3.18)

Kako je (3.18) zadovoljeno za svaki ¢ € A i svaki x € X, zakljucujemo da
(3.17) vazi.

(iii)=-(i). Ako vazi (iii), tada za proizvoljan z € X isve a,b,c € A imamo
R(a,b) < (371 o R)(b,c) = (5% o R)(a, c),

pa zbog svojstva adjunkcije dobijamo da je R(a,b) ® (64 o R)(b,c) < (64 o
R)(a,c). Sada,

(Rody oR)(a,c) = \/ R(a,b) ® (&5 o R)(b,c) < (67 o R)(a,c),
beA

tj. vazi Rod4 o R < 04 o R, a kako obratna nejednakost sledi direktno iz
refleksivnosti R, zaklju¢ujemo da je Rod4 o R = 64 o R, za svaki x € X, tj.
R je desno invarijantno fazi kvazi—uredenje. [

Neka je @ = (A, X, 04) fazi automat i R fazi kvazi-uredenje na A. Defnisimo
fazi relaciju R" na A sa

R(a,b) = N\ N (67 o R)(be) = (37 o R)(a,c), (3.19)
zeX ceA

za sve a,b € A. Kako je R" presek familije fazi kvazi—uredenja definisanih sa
(3.1), imamo da je R" takode fazi kvazi-uredenje. Prema Teoremi 3.2.1, R
je desno invarijantno fazi kvazi—uredenje ako i samo ako je R < R".

Stavise, vazi sledece:

Lema 3.2.1. Neka je o/ = (A, X,64) fazi automat i neka su R i S fazi
kvazi—uredenja na A.

Ako je R < S, tada je R" < S".
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Dokaz. Nekasua,be Aixz € X proizvoljni. Iz R < S sledi RoS =5, pa
zbog (1.26), za proizvoljne ¢,d € A je zadovoljeno

(5xAOR)(b, c) — (5xAOR)(a, ¢) < (0z0R)(b,c)®S(c,d) — (5xAOR)(a,c)®S(c, d).
Sada, iz (1.36) dobijamo

R7(a,b) < N\ (67 o R)(b,c) — (57 o R)(a,c)
ceA
<A\ [(5,;* o R)(b,c) ® S(c,d) — (62 0 R)(b, ¢) ® S(c, d)}
ceA
< [\/(5;403)(5, ) ® S(e, d)} = {v(afoR)(a,c) ® S(c, d)}
ceEA ceA
= (040 RoS)(b,d) — (62 0 Ro S)(a,d)
= (640 8)(b,d) — (62 0 S)(a,d).

Kako ovo vazi za svaki x € X i svaki d € A, zakljuc¢ujemo da

R(a,b) < N\ N (64 0 8)(b,d) — (67 0 S)(a,d) = S"(a,b),

rzeX deA

odakle je R" < S". O

Teorema 3.2.2. Neka je o = (A, X,64) proizvoljan fazi automat i neka
je o' = (A, X,6%,04,74) fazi raspoznavaé koji odgovara <f . Tada

(a) Skup 2"(a/) svih desno invarijantnih fazi kvazi-uredenja na </ je
kompletna mreza. Mreza 27 (/) je kompletna gornja podpolumreza
mreze 2(A).

(b) Skup 2 (<) svih desno invarijantnih krisp kvazi-uredenja na o/ je
kompletna mreza. Ova mreza je kompletna gornja podpolumrezZa mreze
2M(A).

(c) Skup 27(a/') svih desno invarijantnih fazi kvazi-uredenja na o/’ je
glavni ideal mreze 2" ().

Dokaz. (a) Nekaje {R;}icr C 2" (&) ineka je R supremum ove familije u
2(A). Tada za svaki i € I, iz R; < R i Leme 3.2.1 dobijamo R; < R} < R",
odakle je R < R". Sada, iz Teoreme 3.2.1 sledi da je R € 27(&/), odakle
je 2" (/) kompletna gornja podpolumreza od 2(o7). Kako 2" (/) sadrzi
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najmanji element mreze 2(A), a to je jednakost na A, zaklju¢ujemo da je
2" (7)) kompletna mreza.

(b) Ovo sledi direktno iz (a), (1.76) i ¢injenice da unija i kompozicija fazi
relacija, primenjena na krisp relacije, za rezultat daje krisp relacije.

(c) Prema definiciji, 2" (.&7’) se sastoji iz svih R € 2" (/) koje zadovol-
javaju R o7 = 7. Poznato je da je R o7 = 7 ekvivalentno sa R < R;, §to
povladi da je 2" (/') ideal od 2" (7). Dalje, neka je {R;}icr proizvoljna
familija elemenata skupa 2"(&’) i neka je R supremum ove familije u
2"(gf). Iz (a) ove teoreme, R je takode i supremum familije {R;}ic; u
2(4), akako je R; < R;, zasvakii € I, zakljucujemo da je R < R;. Iz ovoga
sledi da je 2"(&’) kompletna gornja podpolumreza od 2" (), odakle je
2"(g7') ideal od 2" (<) koji ima najveéi element, tj. 2" (</’) je glavni
ideal mreze 2"(«7). O

Kao §to smo ranije primetili, problem izra¢unavanja najveceg desno in-
varijantnog fazi kvazi—uredenja na fazi raspoznavacu &/ = (A4, X, 54,04, TA)
svodi se na problem izracunavanja najveéeg desno invarijantnog fazi kvazi—
uredenja na fazi automatu (A, X, 04) koje je sadrzano u kvazi-—uredenju R7,
gde je (1 = TA). Iz navedenih razloga, nadalje ¢emo se posvetiti problemu
nalazenja najveéeg desno invarijantnog fazi kvazi-uredenja R™ fazi automata

(A, X, 04), sadrzanog u datom fazi kvazi-uredenju R.

Teorema 3.2.3. Neka je o/ = (A, X,04) fazi automat, neka je R fazi
kvazi—uredenje na o/ i R™ najveée desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na
A sadriano u R.
Definisimo induktivno niz { Ri }ren fazi kvazi—uredenja na &/ na sledeéi
nacin:
Ry =R, Ryi1=RiARj, zasvakikeN. (3.20)
Tada

(a) R"< - < Rpp1 <Ry < <R =R;
(b) Ako je Ry = Rjym, 2a neke k,m € N, tada je Ry = Rpy1 = R*;

(¢) Ako je o konacan fazi automat i ako je £ lokalno konacéna reziduirana
mreza, tada je R = R™ za neki k € N.

Dokaz. (a) Jasno, Ryy1 < Ry, za svaki k € N, a vazi i R™ < Ry. Pret-
postavimo da je R™ < Ry, za neki k € N. Tada je R™ < (R™)" < R}, odakle
je R™ < Ry A R}, = Rj41. Dakle, indukcijom dobijamo da je R < Ry, za
svaki k € N.
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(b) Neka je Ry = Rj4m, zaneke k,m € N. Tada je Ry, = Ri1m < Rgy1 =
Ry N Rp, < Rok™, odakle je Ry, desno invarijantno fazi kvazi-uredenje. Kako
je R the najveée desno invarijantno fazi kvazi-uredenje sadrzano u R, za-
kljuc¢ujemo da je Ry, = Ry = R™.

(c) Neka je o7 konacan fazi automat i neka je £ lokalno konaé¢na rezidui-
rana mreza. Oznacimo sa L, podalgebru algebre % generisanu skupom
§4(A x X x A)UR(A x A). Generatorni skup od L, je konacan, pa je L
konacna, tako da je i skup LQXA svih fazi relacija na A sa vrednostima u
L s konacan. Iz definicije fazi relacija Rj i R} imamo da je Ry € L’;XA, sto
povlaci da postoje k,n € N za koje je Ry = Rkt1m, pa iz (b) zaklu¢ujemo da
je R = R™. O

Prema (c) Teoreme 3.2.3, ako je struktura £ lokalno konacna, tada je
za svaki fazi automat o/ nad .Z, niz fazi kvazi-uredenja definisan sa (3.20)
konacan. Ipak, ovo ne mora da vazi ako .Z nije lokalno konacna, sto pokazuje
slededi primer:

Primer 3.2.1. Neka je .Z Goguenova (proizvod) strukturai.e/ = (A, X, 64)
fazi automat nad £, sa skupom stanja A = {1,2}, ulaznim alfabetom

X = {z} i 2 datom sa
A [0.2 0 ]

0 0.1

Neka je R puna relacija na A. Primenom procedure iz Teoreme 3.2.3 na R,
dobijamo niz { R }xen fazi kvazi—uredenja predstavljenim matricama

1 1
R, = |: 1 1 :| , keN,
F—T
Svi ¢lanovi ovog niza su razliciti, tj. ovaj niz je beskonac¢an. Takode, najvece
desno invarijantno fazi kvazi—uredenje sadrzano u R je

i |11
r=lo]

Primetimo da za fazi automat &/ = (A4, X, 5A) nad kompletnom reziduira-
nom mrezom .Z, najveée levo invarijantno fazi kvazi-uredenje R sadrzano
u datom fazi kvazi—uredenju R na A moze da se izracuna na slican nacin kao
i R, Zaista, induktivno definiimo niz { Ry }ren fazi kvazi-uredenja na A sa

Ri =R, Rpy1 =RiARL, zasvakikeN, (3.21)
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gde je ng fazi kvazi—uredenje na A definisano sa

Rl (a,b) = /\ /\ (Ri 0 621 (c,a) — (Ry 0 64)(c, b), za sve a,b € A.
zeX ceA

Ako je .Z lokalno konacna, tada je gornji niz konacan i R je jednako naj-
manjem c¢lanu ovog niza.

Potsetimo da smo u Teoremi 2.2.3 opisali postupak za izraCunavanje
najveée desno invarijantne fazi ekvivalencije E' sadrzane u datoj fazi ek-
vivalenciji F na A. Ovaj postupak je vrlo slican onom u Teoremi 3.2.3 za
fazi kvazi—uredenja i takode radi za sve konac¢ne fazi automate nad lokalno
kona¢nim kompletnim reziduiranim mrezama.

Sledeé¢im primerom je pokazano da je mogucée da niz fazi ekvivalencija

definisan sa (2.16) beskonacan, dok je niz fazi kvazi-uredenja definisan sa
(3.20) konacan.

Primer 3.2.2. Neka je . Goguenova (proizvod) strukturai.e/ = (A, X, 64)
fazi automat nad &, sa skupom stanja A = {1,2,3}, ulaznim alfabetom
X = {2} i relacijom fazi prelaza 62 datom sa

0o 1 1
=10 1 1
$ 0 0

Ako proceduru (2.16) primenimo na punu relaciju na skupu A, dobijamo
niz {Ey }ren fazi ekvivalencija na A, gde je

1 1
E,=|1 1 Z=|, keN
IR T
2k—1 2k—1
Sa druge strane, ako pomocu (3.20) formiramo niz fazi kvazi—uredenja sadrzanih

u punoj relaciji na A, dobijamo da je {Rk}ren konacan niz fazi kvazi—
uredenja na A, dat sa

1 11 1 1 1
Ri=1]1 1 1|, Ro= 1|1 1 1|, Rp=Ro, zasvekeN, k>3.
111 : 31

U opStem slucaju, redukcija fazi automata koriséenjem najveéeg desno
invarijantneg fazi kvazi—uredenja daje bolje rezultate od redukcije pomocu
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najveée desno invarijantne fazi ekvivalencije tog automata. Ovo ¢e biti pokazano
slede¢im primerom. Dalje, kako je pokazano Teoremom 3.1.4, ako je fazi
kvazi—uredenje R fazi automata 27 reSenje opsteg sistema, tada je njegova
prirodna fazi ekvivalencija Egr takode reSenje opSteg sistema. Ali, slededi
primer takode pokazuje da ako je R desno invarijantno fazi kvazi—uredenje,
tada Fr ne mora da bude desno invarijantna fazi ekvivalencija.

Primer 3.2.3. Neka je .2 Booleova struktura i neka je o7 = (4, X,04)
fazi automat nad £, sa skupom stanja A = {1,2,3}, ulaznim alfabetom
X = {z,y} i fazi relacijama prelaza 62 i 5;/4 predstavljenim sa

100 100
st=10 0 0], &' =]|110
000 100

Najvece desno invarijantno fazi kvazi—uredenje R™ na </, njegova prirodna
fazi ekvivalencija Epri 1 najvece desno invarijantna fazi ekvivalencija E™ na
o/ date su sa

. 1
RI‘I — O
0

—_ = =
—_ = =

1
, ERri = O
0

_ = O
e )

1
, E"=10
0

O = O
_= O O

Prema tome, E' ne redukuje broj stanja fazi automata .27, dok R" smanjuje
broj stanja od <7 i redukuje ga na fazi automat sa dva stanja.

Stavise, R je desno invarijantno fazi kvazi-uredenje, dok njegova prirodna
fazi ekvivalencija Eps nije desno invarijantna fazi ekvivalencija (jer vazi
E" < Epii). Takode, dobijamo da afterset fazi automat </ /R nije izomor-
fan sa faktor fazi automatom o7/ Epi, s obzirom da je

. 11 100
RioéloR"= |1 1 1|, EpiodfoBEp=|1 11
111 111

Dalje éemo posmatrati slucéaj kada reziduirana mreza % zadovoljava
uslove (2.17) i (2.19) koji, kako je primeéeno u prethodnoj glavi, vaze za
svaku BL-algebru na realnom, jedini¢nom intervalu, a specijalno na
Lukasiewiczevoj, Goguenovoj (proizvod) i Godelovoj strukturi.

Naime, vazi slededi rezultat:
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Teorema 3.2.4. Neka je £ kompletna reziduirana mreZa koja zadovoljava
uslove (2.17) 4 (2.19) i o7 = (A, X,64) konacénan fazi automat nad £. Neka
je R fazi kvazi-uredenje na A, R™ najveée desno invarijantno fazi kvazi-
uredenge na </ sadriano u R i neka je {Ri}ren niz fazi kvazi—uredenja na
A definisan sa (3.20). Tada je

= A\ R (3.22)

keN

Dokaz. Uprethodnoj glavi je pokazano da ako (2.17) vazi, tada za proizvoljne
neopadajuce nizove {zx }ren, {Ur tren C L vazi da je

A @e v = (N 2) v (A w). (3.23)
keN keN keN

Zbog jednostavnosti uvedimo oznaku
S= N R

Jasno, S je fazi kvazi-uredenje. Da bismo dokazali (3.22) dovoljno je da
pokazemo da je S desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na o7. Pre svega,
imamo sledece

S(a,b) < Rpi1(a,b) < Ry(a,b) < 64 0 Ri(b,¢) — 64 0 Ri(a,c),  (3.24)
vazi za sve a,b,c € A, x € X isvaki k € N. Sada, iz (3.24) i (1.35) dobijamo

S(a.b) < N\ (82 0 Ri(b,e) = 7 0 Re(a,0))
keN

< N\ (52 0 Be(b,0)) = A\ (57 © Ri(a,c)),

keN keN

(3.25)

za sve a,b,c € A isvaki x € X. Dalje,

A 620 Bitb.0) = A\ (V (520.0) © Bud, o)) )

keN keN deA

~\/ (/\ (64(b, d) @ Ry(d, c))) (iz (2.18))

deA keN

=V (#od @ (A Ruld.0)) (iz (2.19))
deA keN

=V (62(0.0) 2 5(d,0)) = (5 0 ) b, ).
dea (3.26)
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Upotreba uslova (2.18) je opravdana ¢injenicom da je A konacan i da je
{R}.(d, ¢)}ren neopadajuéi niz, odakle je i niz {62 (b, d)® Ry (d, ¢)}ren takode
neopadajuéi. Na slican nacin dokazuje se i da je

N\ (67 0 Ri(a,c)) = (67 0 S)(a,c). (3.27)
keN

Dakle, iz (3.25), (3.26) i (3.27) dobijamo
S(a,b) < (520 S)(b, ) — (02 0 S)(a,c).
Kako ova nejednakost vazi za sve x € X i svaki ¢ € A, imamo da je

S(a,b) < /\ /\(5;34 0 S)(b,¢) = (62 0 S)(a,c),

zeX ceA

pa iz (iii) of Teoreme 3.2.1 dobijamo da je S desno invarijantno fazi kvazi—
uredenje na /. [

3.3. Specijalni tipovi desno i levo invarijantnih
fazi kvazi—uredenja

Za dato fazi kvazi—uredenje R i fazi automat &/, Teoremom 3.2.3 je opisan
postupak za izracunavanje R u slucaju kada je odgovarajuca istinitosna
struktura % lokalno kona¢na kompletna reziduirana mreza, a Teorema 3.2.4
daje karakterizaciju R kada .Z zadovoljava odredene distributivne zakone.
Prirodno se postavlja se pitanje, sta ako .Z ne zadovoljava nijedan od nave-
denih uslova? U ovom slucaju je moguée aproksimovati R™ pomoéu manjeg
fazi kvazi-uredenja koje pripada nekom podskupu skupa 2% (/) é&iji je na-
jveéi element moguée izracunati i onda kada je £ proizvoljna kompletna
mreza. Prvi takav podskup je 2°(.<7), skup svih desno invarijantnih krisp
kvazi-uredenja na <7, a drugi je 2% (&), skup svih jako desno invarijantnih
fazi kvazi—uredenja.

Primetimo da je za krisp relaciju o i fazi relaciju R na skupu A vazi da je
0 < R ako i samo ako je o C }AE, gde sa R oznacavamo krisp deo od R. Neka
je o = (A, X,6%) fazi automat i neka je R fazi kvazi-uredenje na A. Lako se
proverava da se krisp deo fazi kvazi—uredenja R™ moze predstaviti na sledeci
nacin: za sve a,b € A vazi

(a,b) e B < (Vo€ X)(Vee A) (620 R)(b,c) < (520 R)(a,c). (3.28)

Jasno, R" je kvazi—uredenje.
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Sledeéa teorema daje postupak za izracunavanje najveéeg desno invari-
jantnog krisp kvazi—uredenja fazi automata, sadrzanog u datom kvazi—uredenju.

Teorema 3.3.1. Neka je of = (A, X,64) fazi automat, neka je o kvazi-
uredenje na <7 i 0" najvece desno invarijantno kvazi—uredenje na o/ sadrzano

u Q.
Definisimo induktivno niz { ok }ren kvazi—uredenja na <7 kako sledi:

01 =0, Ok+1= 0k QA};, za svaki k € N.

Tada

(a) "C Cop1 Cor S - Cor =0
(b) Ako je 0k = Ok+m, za neke k,m € N, tada je o = op+1 = 0";
(c) Ako je o/ konacan, tada je o = 0" za neki k € N.

Dokaz. (a) Jasno, gry1 C ok, za svaki k € Ni o' C 9. Ako je o' C g, za
neki k£ € N, tada je (0")" < 0, a takode je i o™ < (o), tako da je

—

0" C (o) C o},

a odavde sledi da je o' C gp11. Dakle, indukcijom dobijamo da je o C gy,
za svaki k € N.

(b) Ako je ok = 0k+m, za neke k,m € N, tada je

o~

Ok = Ok+m C Okt1 C 0}, < 0,

, odakle je g desno invarijantno kvazi—uredenje na &7. Zaklju¢ujemo, g =
Ok+1 = 0"

(c) Ako je skup A konacan, tada je skup svih krisp relacija na A takode
konacan, pa postoje k,m € N za koje je 0 = 0p4m 1 tada jegr = o". [

Prethodnom teoremom je pokazano da najveée desno invarijantno krisp
kvazi—uredenje moze biti efektivno izracunato za bilo koji kona¢ni fazi au-
tomat nad proizvoljnom kompletnom reziduiranom mrezom, ¢ak i za konacan
fazi automat nad proizvoljnim mrezno uredenim monoidom. Ipak, onda kada
je moguce izracunati najveée desno invarijantno fazi kvazi—uredenje, nje-
govim koriS¢enjem se, u opstem slucaju, postize bolja redukcija u poredenju
sa redukcijom pomoc¢u najveteg krisp kvazi—uredenjem. Ovo je pokazano u
slede¢em primeru:



86 GLAVA 3. REDUKCIJA POMOCU FAZI KVAZI-UREDENJA

Primer 3.3.1. Neka je . Godelova struktura i neka je o = (A, X, 54)
fazi automat nad ., sa skupom stanja A = {1,2,3}, X = {z} i 62 datom
sa

0 01 0
s4=102 0 0
01 0 0

Najvece desno invarijantno fazi kvazi—uredenje R™ i najvece desno invari-
jantno krisp kvazi—uredenje o" na & su

1011 [t oo o
Ri=11 1 1|, o'=1l0 1 1
1 01 1 001

Dakle, o™ ne redukuje fazi automat .7, dok R' redukuje .7 na fazi automat
sa samo dva stanja.

Neka je o7 = (A, X, 64) fazi automat. Ako je fazi kvazi-uredenje R na A
reSenje sistema
Rodt =04, zeX, (3.29)

tada ga zovemo jako desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na <f, a ako je
resenje sistema

AoR=064 zeX, (3.30)

tada ga zovemo jako levo invarijanino fazi kvazi—uredenje na of. Jasno,
svako jako desno (levo) invarijantno fazi kvazi—uredenje je desno (levo) in-
varijantno. Primetimo da je fazi kvazi—uredenje na A istovremeno jako desno
i jako levo invarijantna ako i samo ako je reSenje sistema

Rod}oR=62, z€X, (3.31)
i tada ga zovemo jako invarijanto fazi kvazi—uredenje.
Ako je of = (A, X, 04,04, 74) fazi raspoznavac, tada pod nazivom jako

desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na &/ podrazumevamo fazi kvazi—
uredenje na A koje je ne samo reSenje sistema (3.29) ve¢ i

Ror# =14, (3.32)

dok je jako levo invarijantno fazi kvazi—uredenje na &/ fazi kvazi—uredenje
koje je resenje sistema (3.30) i

oo R =04 (3.33)

Vazi sledeéa teorema:
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Teorema 3.3.2. Neka je o = (A, X,6%) proizvoljan fazi automat i neka
je o' = (A, X,6%,04,74) fazi raspoznavaé koji odgovara <f . Tada

(a) Skup 2% (of) svih jako desno invarijantnih fazi kvazi-uredenja na <
je glavni ideal mreze 2(A). Najveci element ovog glavnog ideala je fazi
kvazi-uredenje R®™ definisano sa

R (a,b) = /\ /\ 52 (b,¢) = 62 a,c), zasvea,be A (3.34)
zeX ceA

(b) Skup 2% (e7") svih jako desno invarijantnih fazi kvazi-uredenja na </’
je glavnio ideal mreie 2(A). Najveci element ovog glavnog ideala je
fazi kvazi-uredenje R, N R,

Dokaz. (a) Fazi relacija R*" je fazi kvazi-uredenje, kao presek familije fazi
kvazi—uredenja definisanih kao u (3.1). Neka je R proizvoljno fazi kvazi—
uredenje na A. Tada je zadovoljeno

R<RY & (Vze X)(Ya,b,ce A) R(a,b) < 52(b,c) — 62(a,c)
& (Vze X)(Va,b,c € A) R(a,b) @ 62(b,¢) < 62 (a,c)
& (Vz e X)(Va,c € A) \/ R(a,b) @ 62(b, ¢) < 62Ha, c)
beA
& (Vo e X)(Va,ce A) RodMa,c) < 62(a,c)
& (VzeX)Rodd <o
& (VzeX)Rodd =62,

pa je R jako desno invarijantno ako i samo ako pripada glavnom idealu od
2(A) generisanom sa R".

(b) Sledi direktno iz (a). O

Prema (3.34), najvece jako desno invarijantno kvazi-uredenje moze da
se izracuna za svaki konacan fazi automat nad proizvoljnom kompletnom
reziduiranom mrezom. Ipak, kao i kod desno invarijantnih krisp kvazi-
uredenja i ovde se, u opstem slucaju, bolja redukcija postize pomocu jako
desno invarijantnih fazi uredenja, §to pokazuje sledeé¢i primer.

Primer 3.3.2. Posmatrajmo fazi automat &/ iz Primera 3.2.3. U ovom
primeru smo pokazali da najveée desno invarijantno fazi kvazi—uredenje R™
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na o/ redukuje & na fazi automat sa dva stanja. Sa druge strane, najvecée
jako desno invarijantno fazi kvazi—uredenje R*™ na </ je

Rsri —_

o O =

0 1
11,
0 1

pa odgovarajuéi afterset fazi automat % = o /R = (As, X, 642) ima tri
stanja i fazi tranzicijske relacije 042 i 5&42 su

101 101
52 =61oRM =10 0 0, 6&>=0oR"=1111
000 101

Dalje, najvece jako desno invarijantno fazi kvazi-uredenje R§" na <% je dato

sa

sri
Ry =

o O =
O = O
— ==

pa je afterset fazi automat <% /RS izomorfan sa <. Zakljuéujemo da broj
stanja od < ne moze da bude smanjen pomoc¢u jako desno invarijantnih fazi
kvazi—uredenja.

3.4. Slabo desno i levo invarijantna fazi kvazi—uredenja

U prethodnom odeljku razmatrali smo desno i levo invarijantna fazi kvazi—
uredenja i neke njihove specijalne tipove. U ovom odeljku izucavamo fazi
kvazi—uredenja koja su opstija od desno i levi invarijantnih.

Neka je & = (A, X, (5A,UA,7'A) fazi raspoznavacC. Za svaku re¢ u € X*

definisimo fazi skupove o4, 74 € L4 sa

i) =\ o' ®) @b ua),  7i0) =\ 6 (a,ub) @ 740),
beA beA

za svaki a € A, tj. ol = o405t i)

A

A — §4 o 74, Ocigledno, za praznu
re¢ e € X* vazi o/t A

A = g4 i 74 = 14 Fazi skupovi o veé su koriséeni

u [47] 1 odigrali su znacajnu ulogu u determinizaciji fazi automata. Sli¢no,

za svaki a € A definisemo fazi jezike 02,74 € LX) sa o2 (u) = o/ (a) i

A (u) = 7Ma), za svaku v € X*. Sledeé terminologiju koridéenu u [23] za

nedeterministicke automate, fazi skup af zovemo levi fazi jezik od a, dok
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fazi skup 72 zovemo desni fazi jezik od a. Levi fazi jezici su izucavani u
[47, 49].

Fazi kvazi—uredenje R na A koje je resenje sistema fazi relacijskih jednacina

Rotd =74 we X, (3.35)

u

zovemo slabo desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na fazi raspoznavacu
o/, a ako je R reSenje sistema

cdoR=01, ueX*, (3.36)

u o

tada ga zovemo slabo levo invarijantno fazi kvazi—uredenje na of. Vazi
sledeca

Teorema 3.4.1. Neka je o7 = (A, X, (5A,UA,TA) fazi raspoznavac. Tada

(a) Skup 2VT(A) svih slabo desno invarijantnih fazi kvazi—uredenja na
o je glavni ideal mreie 2(A). Najveéi element glavnog ideala je fazi
kvazi-uredenje RV™ na A definisano sa

R""(a,b) = /\ 7A(b) = t2(a), za svea,be A. (3.37)
ueX*

Stavise, R™™ je najvece resenje sistema (3.35) u Z(A).

(b) Svako slabo desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na </ je resenje
opSteg sistema.

(¢) Svako desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na </ je slabo desno in-
varyantna.

Dokaz. (a) R"™ je fazi kvazi-uredenje, buduéi da je presek familije fazi
kvazi—uredenja definisanih sa (3.1). Prema rezultatima iz [95] (vidi [87, 88,
89]), R™™ je najvece resenje sistema (3.35). Lako se proverava da resenja sis-
tema (3.35) na skupu 2(A) ¢ine ideal od 2(A), stavise glavni ideal od 2(A).

Neka je R proizvoljano resenje (3.35) na skupu Z(A). Fazi jednakost I
na A je takode resenje sistema (3.35), pa iz (1.68) dobijamo da je (R V I)>®
resenje (3.35). Kako je (R V I)*™ fazi kvazi—uredenje na A, zaklju¢ujemo da
je R < (RVvI)*® < R"M, odakle je R*! najveée reenje sistema (3.35) u
Z(A).

(b) Neka je R proizvoljno slabo desno invarijantno fazi kvazi—uredenje
na /. Indukcijom po n ¢emo dokazati da je

RoémAloRoémA2oRo---oR05mAnoRo7‘A25;?1 053?20-..0(53?”07"4, (3.38)
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za svakin € Nisve x1,29,...,x, € X. Pre svega, primetimo da je TeA =74

gde je e € X* prazna rec, pa iz (3.35) dobijamo Ro 74 = 74. Odavde i iz
(3.35), za svaki z € X je zadovoljeno

Rod2oRord =Roddor =5t 074,

odakle je (3.38) ta¢no za n = 1. Pretpostavimo sada da (3.38) vazi za neki
n € N. Tada je iz (3.38) i (3.35), za proizvoljne x1,..., Ty, Tpt1 € X tatno
sledece

RodmAloRO(Sgo---oRO(anoRo&anoRoTA:

:RoémAlo(RO(SmA2o...oRoémAnoRO(SmAnHOROTA)

:R05flo(5f20---05fno5‘4 OTA)

Tn+1
_ A A A <A A
—Rodmlo(SxQO O5xn°5mn+1o7'
_SA _gA A <A A
=0y, 00y, © 05xn05xn+107 .

Dakle, (3.38) vazi za svaki n € N. Konacno, iz (3.38) direktno sledi da je R
reSenje opsteg sistema.

(c) Neka je R desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na 7. Za svaku rec¢
u € X* vazi ne samo Ro 62 o R =040 R, ve¢ i Ro14 = 74, sto povlaci
Rorﬁ4 = RO&{?OTA = ROO-fOROTA = 5{?0R07'A = 5{?07'A = Tf‘ Dakle,
R je slabo desno invarijantno. [

Primetimo da R™ mozemo predstaviti u obliku

R"(a,b) = /\ it (u) — A (), zasvea,be A, (3.39)
ue X*

tj. R""(a,b) mozemo interpretirati kao stepen inkluzije fazi jezika 7'54 u fazi
jeziku 7.

Analogno, mozemo definisati fazi kvazi-uredenje R™" na & sa
R"i(a,b) = /\ o (a) = ol (b) = /\ o (u) = of'(u), zasvea,be A,

ueX* ueX*
(3.40)

i mozemo pokazati da teorema koja odgovara Teoremi 3.4.1, ali za R“H,
takode vazi. Jednostavno se pokazuje da je najveca slabo desno invarijantna
fazi ekvivalencija V"¢ na &/ data sa

Ewric(a?b) — /\ Tf(a) YN qul(b) = /\ Tf(u) s TI;A(U,), za sve a,b € A,
ueX* ueX*
(3.41)
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a da je najveéa slabo levo invarijantna fazi ekvivalencija EV1® na 7 data sa

EWhC(a, b) _ /\ O'f(a) o O‘f(b) = /\ gf(u) ~ o’fﬁ(u), za sve a,b € A,
ueX* ueX*
(3.42)

Prirodno, ozan¢imo sa EY™ prirodnu fazi ekvivalenciju od R™', a sa EWVI
prirodnu fazi ekvivalencija od RV, Fazi kvazi-uredenje R*" takode zovemo
i desno Myhill-Nerodeovo fazi kvazi-—uredenje od o7, R™" zovemo levo Myhill-
Nerodeovo fazi kvazi-uredenje od o, E¥" zovemo desna Myhill-Nerodeova
fazi ekvivalencija od o7, a EV1 levo Myhill-Nerodeova fazi ekvivalencija od
&/ . Primetimo da fazi relaciju N, slobodnog monoida X™* definisanu sa

Ny (u,v) = /\ oMa) < oiMa) = /\ o (u) & od(v), zasveu,ve X*

u a
acA acA

zovemo Nerodeova fazi desna kongruencija na X*. Nerodeova fazi desna kon-
gruencija i Myhillova fazi kongruencija na slobodnim monoidima pridruzenih
fazi automatima izucavane su u [47, 49].

Sledeéi primer pokazuje da postoje slabo desno invarijantna fazi kvazi—
uredenja koja nisu desno invarijantna i da slabo desno invarijantna fazi
kvazi—uredenja vrse bolju redukciju od desno invarijantnih.

Primer 3.4.1. Neka je .Z Booleova strukturai.o = (A, X, 84,04, 74) fazi
raspoznava¢ nad %, sa skupom stanja A = {1,2,3,4}, ulaznim alfabetom
X = {z}. Neka je o proizvoljan podskup od A, a 624 i 74 date sa

54 =

x

o O o
o O o O
o O o O
o O = O

Zbog jednostavnosti oznacimo 724 = 7. Kako smo ranije primetili, najveée

desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na fazi raspoznavacu /' je najvece
desno invarijantno fazi kvazi-uredenje fazi automata (A, X, %) sadrzano u
fazi kvazi—uredenju R7. Ovde je

R™ =

— = =
— = =
o~ OO
— = =
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odakle, primenjujuéi na R™ postupak iz Teoreme 3.2.3, dobijamo da je na-
jveée desno invarijantno fazi kvazi—uredenje R™ na </

0
Rri —

S O O
OO = =
oS = O

— =

Sa druge strane, imamo da je 7. = 7 i

Te =007 = L T2 =001, =1,

o O O o

Sto znaci da je 7, = 7, za svaki u € X*, u # e, odakle

11017 1111 [1101
- 1101l (1111 1101
WIl _ DT T __ _
RE=RART=10 9y M1t 1| =11
1101 1111 1101

Dakle, R™ je strogo manje od R¥™ i R™ ne smanjuje broj stanja od .7, dok
R"" redukuje </ na fazi raspoznavaé o /R™ = (Ao, X, 642,042, 742) sa
dva atanja, dok su 5?2 i 742 date sa

10 0
AQ _ A2 —
=] =l
042 je definisana kao u (3.4).

Ipak, iako slabo desno invarijantna i slabo levo invarijantna fazi kvazi—
uredenja, u opStem slucaju, daju bolju redukcija od desno invarijantnih i
levo invarijantnih, ovde postoje ozbiljna ograni¢enja. Za fazi automate i fazi
raspoznavace nad lokalnim kona¢nim kompletnim reziduiranim mrezama,
najvece desno i levo invarijantno fazi kvazi—uredenje moze biti izracunato u
polinomialnom vremenu, koris¢enjem procedure iz Teoreme 3.2.3, ali izracu-
navanje najvece slabo desno i slabo levo invarijantnih kvazi—uredenja je tezak
problem. Naime, pojedinaéno svaka jednacina Ro 72 = 74 u (3.35) se jed-
nostavno resava, ako je dat fazi skup 771, dok izracunavanje 7, za svaku rec
u € X*, moze biti tesko. U stvari, izracunavanje Tf, za svaku v € X*, pred-
stavlja determinizaciju reverznog fazi raspoznavaca od o/, dok izraCunavanje



3.5. NAIZMENICNE REDUKCLJE POMOCU FAZI KVAZI-UREDENJA 93

f}, za svaku u € X7*, jeste determinizacija od &/ koriS¢enjem postupka

datom u [47], koju zovemo konstrukcija pomocu dostiznih fazi podskupova
(engl. accessible fuzzy subset construction). Poznato je da prilikom deter-
minizacije nedeterministickog raspoznavaca, broj stanja moze porasti ek-
sponencijalno u odnosu na broja stanja polaznog raspoznavaca, a u slucaju
fazi raspoznavaca skupovi stanja mogu biti i beskonacni. Uslovi pod kojima
su ovi skupovi konacéni odredeni su u [47, 49]. Stavise, zbog eksponenci-
jalnog rasta broja stanja automata tokom determinizacije nedeterministickog
raspoznavaca, u procedurama za redukciju broja stanja automata smanjenje
broja stanja se vrsi pre njegove determinizacije. Ali, ovde je determinizacija
neophodna pre redukcije automata pomoc¢u najvecée slabo desno i slabo levo
invarijantnog fazi kvazi—uredenja.

g

3.5. Naizmenic¢ne redukcije pomocu fazi kvazi—uredenja

U ovom odeljku ¢emo pokazati da se koriS¢enjem naizmenic¢nih redukcija
pomocu najveée desno i najveée levo invarijantnog fazi kvazi—uredenja ili
pomoc¢u najveceg slabo desno i najveceg slabo levo invarijantnog fazi kvazi—
uredenja postize bolja redukcija fazi automata. Pokazatemo da u nekim
sluéajevima ¢ak iako nijedno od navedenih fazi kvazi—uredenja ponaosob
ne redukuje dati fazi automat, naizmeni¢ne redukcije smanjuju broj stanja
tog fazi automata.

Teorema 3.5.1. Neka je o/ fazi automat ili fazi raspoznavaé, R desno
invarijantno fazi kvazi—uredenje na <, a S fazi kvazi—uredenje na skupu
stanja od </, takvo da je R < S. Tada

(a) S je desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na o/ ako i samo ako je
S/R desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na </ /| R;

(b) S je najveée desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na </ ako i samo
ako je S/R najveée desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na </ | R;

(¢) R je najveée desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na </ ako i samo
ako je R najveée desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na <7 /R.

Dokaz. Potsetimo da je R < S ekvivalentno sa Ro S =SoR=2S5.
(a) Pretpostavimo da je & = (A, X,04) fazi automat. Posmatrajmo
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proizvoljne a,b € Aix € X. Tada je

(62/% 0 S/R)(Ra, Ry) = \/ 62/%(Ra, Re) ® S/R(Re, Ry)
ceA
= \/ Rod?oR)(a,c) ® S(c,b)
cEA
= (Rod4 0 RoS)(a,b) = (02 0 Ro S)(a,b)
= (85 © 5)(a, ),

(3.43)

pa iz dokaza Teoreme 3.1.3, sledi
(S/R o 64/% o S/R)(Ry, Ry) = (S 062 0 S)(a,b). (3.44)

Prema tome, iz (3.43) i (3.44) dobijamo da (a) vazi.

Dalje, neka je o = (A, X, (5A,UA,TA) fazi raspoznava¢. Tada za svaki
a € A imamo

(S/Ror*F)(R,) = \/ S/R(Ra, Ry) @ 7/ F(Ry)
beA

=\/ S(a,b) ® 74(b) = (S o 74)(a),

beA

paje S/Ro AR = 7A/R ako i samo ako je S o 74 = 74, Dakle i u ovom
slucaju je (a) tacno.

(b) Neka je S najvecée desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na «7. 1z (a),
S/R je desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na 7 /R. Neka je () najvece
desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na o/ /R. Definisimo fazi relaciju T
na o7 sa

T(a,b) = Q(Rq, Ry), za sve a,b € A.

Lako se proverava da je T' fazi kvazi-uredenje na «/. Prema (a), R je desno
invarijantno fazi kvazi—uredenje na <7 /R, $to povlacéi R < @, pa za proizvol-
jan a,b € A dobijamo

R(a,b) = R(Rq, Ry) < Q(Ra, Ry) = T(a,b),

Sto znaci da je R < T. Odavde imamo da je @ = T'/R, pa iz (a) dobijamo da
je T desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na o7. Odavde je T' < S. Sada,
prema (3.10), imamo da je @ = T/R < S/R, pa ako je S/R desno invari-
jantno fazi kvazi—uredenje na </ /R, zaklju¢ujemo da je Q@ = S/R, tj. S/R
je najvece desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na </ R.
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Obratno, neka je S/R najvece desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na
o/ |R. Iz (a)vazi da jeS desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na 7. Neka
je T najvece desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na /. Tada imamo da je
R < S <T,paiz (a) sledi da je T'/R desno invarijantno fazi kvazi—uredenje
na o/ /R, sto vodi do T'/R < S/R. Sada, iz (3.10) sledi da je T' < S, odakle je
T = S. Dokazali smo da je S najvece desno invarijantno fazi kvazi—uredenje
na .

(c) Tvrdenje sledi direktno iz (b). O

Izvesno je da prethodna teorema vazi i za levo invarijantna fazi kvazi—
uredenja. Dalje, vazi i slicna teorema koja se tice slabo desno invarijantnih
fazi kvazi—uredenja:

Teorema 3.5.2. Neka je of = (A, X, 64,04, 74) fazi raspoznavac, R slabo
desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na </ i S fazi kvazi—uredenje na A
takvo da je R < S. Tada

(a) S je slabo desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na <7 ako i samo ako
je S/R slabo desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na </ | R;

(b) S je najvece slabo desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na <7 ako is
amo ako je S/R najveée slabo desno invarijanto fazi kvazi-uredengje na
o | R;

(¢) R je nagveée slabo desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na </ ako i
samo ako je R najvece slabo desno invarijantno fazi kvazi—uredenje na

/R,

Dokaz. (a) Za proizvoljan a € Aiu=x1...2, € X*, x1,...,2, € X, iz
(3.38) dobijamo

T/ F(Ra) = (537 o 7 R)(Ra) = \/ 627 (R, Ry) @ 7Y% (Ry)
beA
— \/(Rodf 0 Ro---o Rodh o R)(a,b) @ (Ro4)()
beA
— (RodmA1 oRou‘oRodmAn oRoTA)(a)

= (87, 0083, om)(a)

= 7).
Dalje, za svaki a € Aiu € X* imamo da je
(S/RorF)(Ra) = \/ S/R(Ra, Re) @ 7}/ F(Ry) = \/ S(a,b) @ 7, (b)
beA beA

— (Sor))(a).



96 GLAVA 3. REDUKCIJA POMOCU FAZI KVAZI-UREDENJA

Odavde je S/R o B — 2R ako i samo ako je Sorf = 14, éime smo
dokazali (a).

Tvrdenje (b) se dokazuje slicno kao i (b) Teoreme 3.5.1, a (c) direktno
sledi iz (b). O

Neka je «f fazi automat. Niz @, h, ..., 9, fazi automata zovemo
D" _redukcija za svaki k € {1,2,...,n — 1} imamo da je @4 je after-
set fazi automat @ u odnosu na najveée desno invarijantno fazi kvazi-
uredenje na %%,. Analogno, koris¢enjem levo invarijantnih fazi kvazi—uredenja
definisemo 2Y-redukciju od <7, koriséenjem jako desno i jako levo invar-
ijantnih fazi kvazi-uredenja definisemo 2%i-redukcija i 2% -redukciju od
/. Ako posmatramo fazi raspoznavaé, na slican nacin definisemo 2%'i- i
DI _redukciju, kao 1 2= i QN -redukciju fazi raspoznavaca.

Primetimo da za svaki konacan fazi automat ./ postoji 2'-redukcija
A, s, ..., 9, od of takva da za svaku Q"-redukciju 7, o, . . ., p, Dy,
.o Ypym od o Kkoja je nastavak ove redukcije vazi

|| = [ 1] = -+ = [Dniml,
tj. svi fazi automati @, 11, ..., 9,1, imaju isti broj stanja kao <7,. Takode,
postoji najkraca 2"-redukcija @, o, ..., 9, of o koja ima navedeno svo-

jstvo i koju éemo zovemo najkraca 2" -redukcija od <7, fazi automat <7,
zovemo 2" -redukt od <7, a n zovemo duZina najkraée 2'-redukcije. Ako je
fazi automat o svoj sopstveni 2"-redukt, tada ga zovemo 2" -redukovan.
Analogno definismo 2"-redukt od o7, 2"-redukovan fazi automat, kao i
25 N pedukt, 257 1 298 -redukovan fazi automat. Za fazi raspoznavaé
na slican nacin definisemo 2%"i- i Q% _redukt, 2%"i- i 2V _redukovan fazi
raspoznavac, 2"- i DN-redukt, 2"- i DV -redukovan fazi raspoznavaé, itd.

Sledeéom teoremom je pokazano da duzina najkrace 2'- i Qli_redukcije
nije veca od 2.

Teorema 3.5.3. Fazi raspoznavac (automat) < je 2% -redukovan ako i
samo ako je najveée desno invarijantno fazi kvazi—uredenje R™ na of fazi
uredenje.

Prema tome, za svaki konacan fazi raspoznavaé (automat) <f , afterset
fazi raspoznavacé (automat) o/ |R™ je 2" -redukovan.

Dokaz. Neka je o 2"-redukovan. Ako R™ nije fazi uredenje, tada je
|/ /R"| < ||, $to je u suprotnosti sa polaznom hipotezom da je o/ 2"-
redukovan. Odavde zakljuCujemo da je R™ fazi uredenje.
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Obratno, neka je R™ fazi uredenje. Posmatrajmo proizvoljnu 2" -redukciju
= A, b, ..., od . Zasvaki k € {1,2,...,n} neka je R} najvece
desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na . Iz Teoreme 3.5.1, za svaki
k€ {2,...,n} imamo da je R};‘ = R}’ |, tako da je R} fazi uredenje, pa je
iz polazne hipoteze, R} = R" fazi uredenje. Sada, za svaki k € {2,...,n}
vazi || = [(—1)/R_1| = |F—1], odakle je || = || = |h| = - =
|e,,|. Zato, fazi raspoznava¢ (automat) o jeste 2"'-redukovan.

Dalje, neka je o7 proizvoljan konacan fazi raspoznava¢ (automat) i neka
je R™ najveée desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na 7. Tada iz Teo-
reme 3.5.1 sledi da je Rt najvece desno invarijantna fazi kvazi—uredenje na
afterset fazi raspoznavaéu (automatu) o/ /R, a kako jeste fazi uredenje,
zakljucujemo da 7 /R™ jeste 2-redukovan. [J

Sliéno se dokazuje sledeca:

Teorema 3.5.4. Fazi raspoznavac o je 2V -redukovan ako i samo ako je
najvece slabo desno invarijantno fazi kvazi—uredenje R™™ na <7 fazi uredenje.

Prema tome, za svaki konacni raspoznavaé <, afterset fazi raspoznavac
o |R™™ je 2% -redukovan.

Ako je fazi automat o7 = (A, X,64) Q"-redukovan, tj. ako je najvece
desno invarijantno fazi kvazi-uredenje R™ na o7 fazi uredenje, tada afterset
fazi automat <7/ R™ ima istu kardinalnost kao .7, ali nije nuzno izomorfan sa
o/ (vidi Primer 3.5.1). Ako je afterset fazi automat </ /R' izomorfan sa 7,
tada fazi automat .7 zovemo kompletno 2" -redukovan. Analogno definiemo
kompletno 2" -redukovan fazi automat, kao i kompletno 2%-, 2% gwli.
redukovan fazi raspoznavac.

Primer 3.5.1 pokazuje da ¢ak i ako je fazi raspoznavaé ili fazi automat
o 2% i/ili 2V redukovan, ili je 2'- i/ili 2Y-redukovan moguée je i dalje
smanjivati broj njegovih stanja naizmeni¢nom redukcijom pomocéu najvecée
slabo desno i najveée slabo levo invarijantnog fazi kvazi—uredenja ili pomoc¢u
najveceg desno i najveceg levo invarijantnog fazi kvazi—uredenja. Iz tih ra-
zloga uvodimo sledeéi koncept.

Neka je o fazi automat. Niz &, %, ..., 9, fazi automata zovemo naiz-
menicéna 2-redukcija od of ako je o4 = of izasvaki k € {1,2,...,n— 2}
vazi sledece:

(1) 41 je afterset fazi automat od % u odnosu na najvece desno invar-
ijantno ili najvece levo invarijantno fazi kvazi—uredenje na @;
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(2) Ako je @11 afterset fazi automat od <% u odnosu na najveée desno
invarijantno fazi kvazi—uredenje na <7, tada je @710 afterset fazi au-
tomat od %11 u odnosu na najveée levo invarijantno fazi kvazi—
uredenje na .o7;

(3) Ako je ;41 afterset fazi automat od 7 u odnosu na najveée levo
invarijantno fazi kvazi—uredenje na <7, tada je @70 afterset fazi au-
tomat od 2711 u odnosu na najveée desno invarijantno fazi kvazi—
uredenje na 7.

Ako je a5 afterset fazi automat od 4 u odnosu na najveée desno invari-
jantno fazi kvazi—uredenje na 7, tada ovu naizmeni¢nu 2-redukciju zovemo
naizmenicna 2" -redukcija, a ako je <% afterset fazi automat od 27 u odnosu
na najvecée levo invarijantno fazi kvazi—uredenje na 27, tada ovu naizmeni¢nu
9-redukciju zovemo naizmeniéna 2 -redukcija.

Primetimo da za svaki kona¢ni fazi automat &/ postoji naizmenic¢na
D' redukcija oA, b, ..., 9, od o takva da za svaku naizmenicénu
"redukciju o, s, ..., Dy, Dyit, ..., Dpim koja je nastavak ove reduk-
cije vazi

|'Q/n’ = ’dn—&-l’ == |'Q/n+m’v
tj. svi fazi automati o%,11, ..., %+ imaju isti broj stanja kao o7,. Takode,
postoji najkra¢a naizmeniéna 2'-redukcija <, %%, ..., <, od </ koja ima

ovo svojstvo i koju éemo zvati najkraca naizmenicna 2% -redukcija od o7 . Tada
¢emo fazi automat o, zvati naizmenicni 2" -redukt od <7, broj n éemo
zvati duZina najkraée naizmeni¢ne 2"-redukcije od 7. Analogno se definise
pojam najkrace naizmenicne 2 -redukcije, njene duzine i naizmenicneg
D _redukta od o7 . Ako je of fazi raspoznavad, sliéno definisemo naizmenicnu
DV - naizmenicnu 2% 1 QY redukciju, naizmenicni 2% i 2V redukt,
kao i naizmeniénu 2-redukciju, naizmeniénu 2"- 1 DY -redukciju, naiz-
menicni 2% i DV -redukt.

Razmotrimo sledeé¢i primer.

Primer 3.5.1. Neka je .Z Booleova strukturaineka je o7 = (A, X, 64,04, 74)
fazi raspoznava¢ nad .2, gde je A = {1,2,3}, X = {z,y} i neka su 04, 5yA,

o i 74 dati sa

T Y

100 01 0 0
2=100 0|, &'=|111], o*=[1 00, =1
00 0 100 1

Primetimo da je fazi automat (A, X, %) razmotren u Primeru 3.5.1.
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Najveée slabo desno invarijantno fazi kvazi-uredenje R**! na 27 i odgo-
varajuéi afterset fazi raspoznavac o = o7/ /RV" = (A, X, 542,042, 742) su
dati sa

dok je najveée slabo levo invarijantno fazi kvazi—uredenje R%Vli na o/ i odgo-

varajuéi afterset fazi raspoznava¢ o = o/ /R"™ = (A, X, 643,043, 743)
dati sa
1 0 0
Ry =10 1 1], 5:?3:{3 8] 55‘3:[(1) ﬂ
01 1

W:h@,%:m.

Jednostavno se proverava da je najvece slabo desno invarijantno fazi kvazi—
uredenje i najveée slabo levo invarijantno fazi kvazi—uredenje na 273 jednake
identickoj relaciji na Asz, pa je afterset fazi raspoznavaé od 4 u odnosu
na ova fazi kvazi—uredenja izomorfan sa 7. Iz ovoga sledi da nijedna od
2%-redukcija ne smanjuje broj stanja od @73, zbog ¢ega niz &/ = &, s,
a5 predstavlja najkra¢u naizmeniénu 2%"-redukciju od <, odakle je .73
naizmeniéni 2%-redukt od .

Sa druge strane, najvece slabo levo invarijantno fazi kvazi-uredenje R™I

. . <~ i / / / .

na o i afterset fazi raspoznavac oy = o /R™ = (A}, X, 642, 042, 742) dati
su sa

Najvece slabo desno invarijantno fazi kvazi—uredenje i najvece slabo levo
invarijantno fazi kvazi-uredenje na 7 jednaka su sa R"! i afterset fazi
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raspoznavaci od 7 u odnosu na ova fazi kvazi—uredenja izomorfni su sa
. Ovo znaéi da nijedna od naizmeniénih 2%-redukcija od <7 ne smanjuje
broj stanja 27, tj. nijedna od naizmeniénih 2% _redukcija ne smanjuje broj
stanja od 7, tako da je 47 njegov naizmenicni 2" -redukt.

Primetimo da su R¥™ i Ry ujedno i najveéa desno invarijantna fazi
kvazi-uredenja na fazi raspoznavaéima .7 i o/, ali i fazi automata (A, X, §4)
i (As, X,04?), pa je R™ takode i najveée levo invarijantno fazi kvazi-
uredenje na fazi raspoznavaéu o i fazi automatu (A, X, 64). Dakle, pokazali
smo da u ovom slucaju sve Sto vazi za slabo desno invarijantna i slabo levo in-
varijantna fazi kvazi—uredenja vazi i za desno invarijantna i levo invarijantna
kvazi—uredenja.

Primer 3.5.1 pokazuje da ¢ak iako je fazi raspoznavac o/ 2%"- i/ili Q-
redukovan, ipak je mogucée nastaviti smanjivanje broja stanja od &7 njegovom
naizmeni¢nom redukcijom pomoc¢u najveceg slabo desno i slabo levo invari-
jantnog fazi kvazi—uredenja. Naime, fazi raspoznava¢ &/ iz ovog primera je
istovremeno 2%'i- i 2%li_redukovan, dok naizmeni¢na 2""-redukcija sman-
juje broj njegovih stanja. Isti primer pokazuje i da naizmeni¢ne 2% i 2w
redukcije mogu imati razli¢ite duzine i da odgovarajuéi naizmenicni redukti-
mogu imati razli¢it broj stanja. Zaista, naizmeniéna 2% "-redukcija smanjuje
broj stanja fazi automata < za jedan, dok naizmeni¢na 2%"-redukcija ne
smanjuje broj njegovih stanja. Ova primedba vazi i za 2'- i 2"-redukcije.

Redukciju nedeterministickih automata i raspoznavaca pomoc¢u desno
invarijantnih i levo invarijantnih kvazi—uredenja izucavali su Champarnaud
i Coulon [22, 23], Ilie, Navarro i Yu [54], i Ilie, Solis-Oba i Yu [55] (vidi
[51, 53]). U ovim radovima je redukcija nedeterministickog raspoznavaca o/
vriena pomocu faktor raspoznavaca o7 / Epei 1 o/ /Emi u odnosu na prirodne
ekvivalencije od R™ i RY, ali ni u jedanom od radova nije razmatrao after-
set raspoznavace o /R" i o/ /RY. Kao §to je ranije primeéeno, raspoznavaéi
A |Egsi i & /R, kao i o /Ep i @/ /R, ne moraju biti izomorfni, ali imaju
isti broj stanja i jesu ekvivalentni sa 7. Iz tih razloga, svejedno je da li
u redukeiji koristimo & /Ep ili &/ /R™ i &/ /Epu ili & /RY. Ipak, postoje
znacajne prednosti koris¢enja afterset automata koje se uoc¢avaju kod naiz-
meni¢nih redukcija. Za raspoznavaé & sa tri stanja iz Primera 3.5.1, prirodne
ekvivalencije Erri i Egu jednake su relaciji jednakosti, pa naizmenicne re-
dukecije pomoéu ovih ekvivalencija ne daju rezultate, ali naizmeni¢na 2"-
redukcija od &/ smanjuje broj njegovih stanja za jedan. Stavise, s obzirom da
su ekvivalencije E™ i E' na A relacije jednakosti, i nijedna od naizmeni¢nih
&-redukcija ne redukuje 7.
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Kod naizmeni¢nih 2%¥-redukcija iz Primera 3.5.1 dobili smo da su tri
uzastopna ¢lana izomorfna i iz te Cinjenice smo zakljucili da je nijedna
od naizmeni¢nih 2%-redukcija ne moze dalje smanjivati broj stanja fazi
raspoznavavaca . Slican zaklju¢ak mozemo izvuéi i u slucaju da smo do-
bili fazi raspoznava¢ sa samom jednim stanjem. Ipak, jo§ uvek nemamo
opsti kriterijum na osnovu koga mozemo zakljuc¢iti da li smo dostigli naj-
manji broj stanja u naizmeni¢noj 2- ili 2%-redukciji, tj. da li je 2- ili 2¥-
redukcija zavrSena. Izuzetak su naizmeni¢ne redukcije nedeterministickih au-
tomata i raspoznavaca. Zaista, ako nakon dva sukcesivna koraka broj stanja
automata ostane nepromenjen, tada mozemo zakljuciti da su &-redukcije
zavrSene. Drugim rec¢ima, naizmeni¢na &-redukcija je zavrSena onda kada je
dobijen nedeterministicki automat koji je istovremeno &% i &li-redukovan i
taj automat je naizmenicni &-redukt polaznog automata. Isto vazi i za naiz-
meni¢ne &%-redukcije nedeterministickih raspoznavaca. Medutim pomenuti
kriterijum ne vaZzi za naizmeniéne 2- i 2%-redukcije ¢ak i u sluc¢aju nede-
terministickih automata i raspoznavaca. Razlog je to $to afterset automat ili
raspoznava¢ u odnosu na relaciju uredenja ima promenjene relacije prelaza
i ne mora da bude izomorfan polaznom automatu, pa je moguée nastaviti
naizmeniénu 2- ili 2%-redukciju i dalje smanjivati broj stanja automata
(vidi Primer 3.5.1). Ipak, ako u dva uzastopna koraka naizmeni¢ne 2- i 2%-
redukcije nedeterministickih automata, dobijemo isti automat, tada mozemo
da zaklju¢imo da je odgovarajuca naizmeni¢na redukcija zavrsena. Dobijeni
nedeterministicki automat istovremeno 2%, 2iredukovan ,tj. 2%, 2wi.
redukovan i jeste naizmeniéni Z-redukt polaznog automata. Primetimo da
pomenuti kriterijum vazi i za naizmeniéne 2 i Q% redukcije fazi automata
nad lokalno kona¢nim reziduiranim mrezama.

Konacno, obratimo paznju na neka karakteristi¢na svojstva jako desno
i jako levo invarijantnih fazi kvazi-uredenja. Lako se proverava da za svako
fazi kvazi—uredenje R na fazi automatu <7, fazi uredenje R na afterset fazi
automatu &/ /R jako invarjiantno, tj. istovremeno je jako desno i jako levo
invarijantno. Iz tih razloga, za najvece desno invarijantno fazi kvazi-uredenje
R" na 7, iz Teoreme 3.5.1 sledi da je R" najveée desno invarijantno fazi
kvazi-uredenje na </ /R*, odakle je R™ najveée jako desno invarijantno fazi
kvazi-uredenje na .o/ /R i svako desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na
o/ | R je jako desno invarijantno.

Ipak, za najvece jako desno invarijantno fazi kvazi-uredenje R na o
imamo da je R*" jako desno invarijantno fazi kvazi-uredenje na o7 /R, ali
slededi primer pokazuje da ono nije nuzno najveéi element od 25" (&7). Iz tih
razloga, analogna teorema Teoreme 3.5.3 ne vazi za jako desno invarijantno
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fazi kvazi-uredenja, tj. afterset fazi automat .o//R" ne mora da bude
2" _redukovan, pa za razliku od 2"-redukcija, 2°"-redukcija se ne zavrsava
nakon jednog koraka. Ovo ¢emo ilustrovati slede¢im primerom.

Primer 3.5.2. Neka je . Booleova struktura i neka je o/ = (A, X,§4)
fazi automat nad &, gde je A = {1,2,3}, X = {z}, a fazi relacija prelaza
62 je data sa

o7 =

T

— = =
o O O

1
0
0
Najveée jako desno invarijantno fazi kvazi-uredenje R na o7 je
_ 111
R"=10 1 1},
011

afterset fazi automat o = o /R™ = (Ag, X, 042) ima dva stanja, tj. Ay =
{1,2}, a fazi relacija prelaza 632 je data sa

1 1
Ay _
%—[1 J.

Za posledicu imamo da je najvece jako desno invarijantno fazi kvazi—uredenje
Ry na o fazi relacija
- 11
Sr1
w= )

koja redukuje % na fazi automat o4 = oh/Ry = (As, X, (5A3) sa jednim
stanjem i fazi tranzionom relacijom 5?3 = [1} Dakle, niz &f = o], oy, o3
jeste najkrac¢a 2°"-redukcija od.</.

Ovaj primer pokazuje i da obratna implikacija u (a) Teoreme 3.5.1 ne vazi
za jako desno invarijantna fazi kvazi—uredenja. Naime, ako pretpostavimo da
je S univerzalna relacija na A, tada je S/R*" = R§" jako desno invarijantno
fazi kvazi-uredenje na ./ /R*", ali S nije jako desno invarijantno fazi kvazi-
uredenje na 7.
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3.6. Primena slabo levo invarijantnih fazi
kvazi—uredenja kod FDES

U ovom odeljku ¢emo predstaviti primer koji prikazuje moguce primene slabo
desno invarijantnih fazi kvazi—uredenja u proucavanju fazi diskretnih sistema
dogadaja.

Diskretni sistem dogadaja (DES, engl. Discrete Event System) je di-
namicki sistem ¢ija su stanja zadata diskretnim skupom, a prelaz sistema
kroz razli¢ita stanja je rezultat dejstva diskretnih dogadaja na sistem u
diskretnoj vremenskoj skali [20, 46]. DES imaju znacajnu primenu ne samo
u mnogim nauc¢nim oblastima, recimo u ra¢unarstvu, ra¢unarskim mrezama
i mreznim komunikacijama, veé¢ i u sferama svakodnevnog zivota, poput
proizvodnje, kontrole javnog prevoza i saobracaja, zdravstva itd. Uobicajeno
je da su diskretni sistemi dogadaja predstavljeni kona¢nim automatima (de-
terministickim ili nedeterministickim), dogadaji su predstavljeni pomocu
ulaznih simbola, a ponasanje DES-a je opisano jezikom raspoznatim pomocu
odgovarajucéeg automata. Ipak, ¢esto se deSava da su stanja i prelazi izmedu
stanja DES-a nedovoljno precizni i u izvesnom smislu neizvesni. Uzimajuci
u obzir ovakve sluc¢ajeve, Lin i Ying uopstavaju koncept DES-a i uvode po-
jam fazi diskretnog sistema dogadaja (FDES, engl. Fuzzy Discrete Event
System) [70, 71].

Fazi diskretni sistemi dogadaja su izu¢avani u brojnim radovima [16, 17,
18, 58, 70, 71, 72, 73, 91, 92] i uspesno su primenjivani u biomedicinskoj
kontroli HIV/AIDS, kontroli robota, kontroli inteligentnih vozila, tretmanu
otpadnih voda, itrazivanju hemijskih reakcija i u drugim poljima. U [70, 71],
a kasnije u [18, 58, 91, 92|, fazi diskretni sistemi dogadaja modelirani su
pomocu automata sa fazi stanjima i fazi ulazima, ¢ije su funkcije prelaza
definisane na deterministicki nacin. U stvari, ovi automati se mogu posma-
trati kao determinizacija fazi automata data u [47, 49]. Sa druge strane,
u [16, 17, 73] fazi diskretni sistemi dogadaja su predstavljeni pomocéu fazi
automata sa jednim krisp inicijalnim stanjem. U svim pomenutim radovima
razmatrani su fazi automati u Godelovoj strukturi.

U ovom poglavlju je fazi diskretni sistem dogadaja modeliran pomoc¢u
kona¢nog fazi raspoznavaca o7 = (A, X, 54,04, TA) nad kompletnom reziduira-
nom mrezom .%. Kljuénu ulogu u prouc¢avanju FDES igraju dve vrste fazi
jezika. Prvi je fazi jezik L(</) raspoznat pomoéu o, a drugi je fazi jezik
Ly() generisan sa o/, kojeg definiSemo sa

Lo()(uw) = \/ o) @ 61 (a,u,b) = \/ (6% 0 67)(D), (3.45)
a,beA beA
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za svaku u € X*. Intuitivno gledano, Ly(7)(u) predstavlja stepen prelaska
raspoznavaca &/ iz ma kog inicijalnog stanja u bilo koje stanje tog raspoz-
navaca, pod dejstvom ulaznae re¢i w. Dva fazi raspoznavaca &/ i % su
jezicki-ekvivalenti ako je L(e/) = L(%) i Ly(o/) = Ly(AB).

Veliki, kompleksni sistemi dogadaja su retko odmah modelirani kao celina.
Cesce, ovakvi sistemi dogadaja se grade iz njihovih sastavnih komponenti,
nakon Cega se svaka od njih modelira zasebno i na kraju se dobijeni modeli
spajaju u jedinstveni model. Svaka od komponenti obavlja jedan specifican
posao, a celina radi sve poslove zajedno (paralelno, konkurentno, distribuirano,
itd.). Ovakav na¢in predstavljanja DES-a je modularni. Kod modularnog
predstavljanja DES-a koris¢éenjem automata, komponente su automati, a nji-
hovo povezivanje se vrsi pomoc¢u paralelne kompozicije automata. Automat
dobijen paralelnom kompozicijom komponenti je model celovitog DES-a.

Neka su o7 = (A,X,64,04,74) i B = (A,Y,08,08,7P) fazi raspoz-
navaci. Proizvod fazi raspoznavaca &7/ i % je fazi raspoznavac

A x B =(AxB,XNY, B o8 74xB)
gde su 04%B, gAXB i 1AXB definisani sa

6A><B((a7 b)? x? (a/7 b/)) = 5A(a’7 x? a/) ® 5B(b7 1.7 bl))

O'AXB(%b) - UA(a) Q UB(b), TAXB(a, b) = TA(a) 2 TB(b), (3.46)

zasve a,a’ € A, b,b € Bisvakix € XNY, dok je paralelna kompozicija fazi
raspoznavaca & 1 % fazi raspoznavac

|| B =(Ax B,XUY,§B sAIB 7AlIB)
gde su 6418, 5AIB i +AIB definisani sa

64 (a,z,a") @ 6B(b,x,b)) akore XNY

A S —

15 (a,8) 7, a1 = § ) o XAYIb=I
§B(b,z,b") akoreY\Xia=d
0 inace

oA1B(a,b) = 04(a) @ cB(b), 7B(a,b) = 74(a) @ 7B (D),

(3.47)
za sve a,a’ € A, b,b/ € B. Analogno definiSemo paralelnu kompoziciju vise
od dva fazi automata.

Dejstvom zajednickog ulaznog simbola iz skupa X NY na paralelnu kom-
poziciju fazi automata o7 i %, vrse se prelazi u oba automata simultano, $to
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znaci da su automati sinhronizovani na skupu X NY. Sa druge strane, pod
uticajem ulaznog simbola iz skupa X \ Y tranzicija se desava samo u fazi
automatu &7, dok Z ostaje u istom stanju, a analogno se desava u sluc¢aju
kada je ulazni simbol skupa Y\ X. Jasno, ako je X =Y, tada se paralelna
kompozicija svodi na proizvod. Ipak, ¢ak i kada je X # Y, paralelna kom-
pozicija fazi automata predstavlja proizvod odgovarajuéih ulazna ekstenzija
tih fazi automata, sto ée kasnije biti pokazano. Ako je XNY = 0, tj. kada u
paralelnoj kompoziciji nema istovremenih tranzicija, kazemo da o|| % jeste
konkuretni rad fazi automata o7 i 4.

Neka je @ = (A, X, 64,04, 74) fazi raspoznavac i neka je Y alfabet za
koji je X C Y. Definisimo novu funkciju prelaza 64 : AxY x A — L na
slededi nacin

64(a,z,a’) akojex € X
5 (a,x,d") =4 1 akojer e Y\ Xia=d, (3.48)
0 inacCe
zasve a,a’ € Aisvakiz € Y. Tada fazi raspoznavac o = (A,Y, 047, 04, 74)
zovemo Y-ulazna ekstenzija od /. Drugim rec¢ima, pod dejstvom ulaznih
simbola iz skupa X fazi automat .oy se ponasSa kao i &7, dok pod dejstvom

ulaznih simbola iz skupa Y \ X fazi automat < ostaje u zateGenom stanju.
Dakle, jasno je da je 627 identicka relacija na skupu A, za svaki u € (Y'\ X)*.

Neka su X i Y alfabeti za koje je X C Y. Prirodna projekcija ili krace
projekcija je preslikavanje 7, : Y* — X* koje induktivno definisemo sa

e ako je w € (Y \ X)*
Ty (W) = q w if we X* . (3.49)
Ty (u)y () ako je w = uv, za neke u,v € Y*

za svaku w € Y* (vidi [20]). Prirodna projekcija je operacija na re¢ima koja
re¢ w nad alfabetom Y transformise u re¢ m, (w) nad alfabetom X C Y,
tako §to iz w obriSemo sva slova iz Y\ X.

Lema 3.6.1. Neka je o = (A, X,04,04,74) fazi raspoznavac, neka je
Y alfabet za koji je X C Y i neka je oy = (A,Y, 64 04, m4) Y-ulazna
ekstenzija od of . Tada je za svaku re¢ u € Y* zadovoljeno

Ly(ety)(u) = Lo()(my () i Lty )(u) = L(A)(7y ().
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Dokaz. Proizvoljnu re¢ u nad alfabetom Y mozemo predstaviti u obliku
U = UVIUQV2 - UpUplnt1, gde je n € Nj ug,ug, ... upey; € (Y \ X)* 1
v1,02,...,0, € X*. Jasno, WX(U) = v, gde je v = vyvg - - - v,. Kako je (51‘04”
identicka relacija na skupu A i kako je 5;;” = 5;;‘, za svako p € (Y \ X)* i
svako ¢ € X*, imamo da je

Ly(eh)(u) = \/ (6" 0 6,7)(a)

acA

_ \/ (O,A o 531;/ ° 55113/ ° 551;/ ° 5512&’ 0-.-0 551”&’ o 55173/ o 5fny+1)(a)
acA

— \/(ngagll 0dd 008l )(a) = \/(UAO(sg‘)(a)
acA a€cA

= Lg()(v) = Lg( ) (my (w)),

Slicno pokazujemo da je L(@ )(u) = L(<)(my (v)). O
Sada mozemo da dokazemo sledeéi rezultat:

Teorema 3.6.1. Neka su o/ = (A, X,04,04,74) i = (B,Y, 68,08, 7P)
fazi raspoznavaci, neka je Z = X UY i neka su oy = (A, Z,6%% 04, 74) i
Bz = (B, 7,682 o8 1B) njihove Z-ulazne ekstenzije redom.

Tada su fazi raspoznavaci o || B i z|| Bz izomorfni i za svaku reé
u € Z* vazi
Lo (|| B)(u) = Lg(z)(w) ® Lg(Bz)(u) = Lg()(my (1)) @ Lg(A)(m, (1)),
L(||2)(u) = L(z)(u) @ L(Bz)(u) = L(F)(my (u) @ L(B)(my (u)).

Dokaz. 1z (3.48) i (3.47), zakljucujemo da je za svaki v € Z = X UY
zadovoljeno
542182 ((a,b), z, (d, V) = 6% (a,z,d') @ 657 (b, z,V)
64(a,x,a") @ 6B (b,z,b), fxrecXNY
=1 6 (a,z,d) @1, akojexr e X\Yib=V
1®68(b,x, V), akojer e Y\ Xia=d
= 5AHB((avb)7$7 (alvb/))a

za sve a,a’ € Aisve b, b € B. Kako fazi raspoznavaci <7 i o7, a takode i
B i Bz, imaju iste fazi skupove inicijalnih i zavr$nih stanja, zaklju¢ujemo
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da su || B i oy|| Bz izomorfni. Stavise, prema Lemi 3.6.1, za svaku re¢
ueZ*=(XUY)* vazi

Ly(||2)(u) = Lg(z||Bz)(u)
= \/ oA1B (a,b) @ 642182 ((a,b), u, (', b))
(a,b),(a’,b')EAXB
= ( \/ UA(a) ®5Az(a,u,a/)> ® ( \/ P (b) @ 682 (b, u, V)
a,a’ €A bb’'eB
= Lg(Az)(u) ® Lg(Bz)(u) = Lg()(my (u)) @ Lg(B)(m, (u)).

Ostalo se dokazuje na slican nacin. [

Diskretni sistemi dogadaja modelirani pomoéu automata su izuzetno
pogodni za analizu i proucavanje strukture i raznih svojstava DES-a, a
posebno onih vezanih za njihovo ponasanje, pouzdanost i bezbednost. Medu
najvaznijim svojstvima automata kao modela DES-a jesu tzv. blokirajuca
svojstva koja opisuju da li posmatrani model sadrzi dostizna stanja iz kojih
se ne moze sti¢i do nekog od zavr§nih stanja. Ovde ¢emo pojam blokirajuéih
svojstava uopstiti na fazi automate.

Prefiks-zatvorenje fazi jezika f € LX ", oznaceno sa f, je fazi jezik defi-
nisan sa

fw ="\ fluw), (3.50)

veX*

za sve u € X*. Jednostavno se pokazuje da je preslikavanje f — f operator
zatvorenja na skupu LX | tj., za sve f, f1, fo € L vazi

F<T. =7 and fi < fo povlaci fi < fo. (3.51)

Fazi jezik f € LY je prefiks-zatvoren ako je f = f.

Vazi sledece:

Lema 3.6.2. Neka je o7 = (A, X, (5A,0A,TA) fazi raspoznavaé. Tada

L) < L() < Ly() = Ly(). (3.52)

Dokaz. Kako je L(«/) < Ly(4/) i kako je (3.51), dovoljno je pokazati
Ly(o/) < Ly(<f). Za sve a,b,c € A and u,v € X* vazi

o (a) @ 6,/ (a,¢) @ 6;/(c,b) < 07 (a) ® 57 (a,¢) < Ly()(u),

)
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odakle dobijamo

Lo(o)(u) = \/ Ly()(uv) = \/ \/ o*(a) @5}, (a,b)

veX* vEX* a,beA

- \/ \/ \/ a) ® 62(a,c) ® 62 (c,b) < Ly(o)(u),

vEX* a,bEA cEA

za svaku u € X*. Dakle, Ly(o/) < Ly(7). O

Fazi raspoznava¢ & je blokirajuéi ako je L(/) < Lg(</), u suprotnom,

tj. ako je L(%/) = Ly(4/) fazi raspoznavac o/ je neblokirajuci. Ovi pojmovi
su uopstenja odgovarajucih koncepata u teoriji krisp diskretnih sistema do-
gadaja, u kojoj je krisp automat blokirajuéi ako sadrzi dostizno stanje iz koga
se ne moze stiéi ni u jedno zavrsno stanje. Ako je krisp automat blokirajudi,
tada je mogucée da on sadrzi ”zasto]” ("mrtvo stanje”, engl. deadlock),
stanje iz koga automat ne moze izaCi bez obzira ulaznu re¢. Kod ovakvih
krisp automata je moguée i postojanje "beskona¢nih petlji” (engl. livelock).
Beskonaé¢na petlja je skup nezavrsnih stanja sa svojstvom da automat koji
je u nekom njenom stanju, pod dejstvom ma koje ulazne reci ne izlazi iz tog
skupa.

Fazi raspoznavaci o/ 1 % su nekonfliktni ako je njihova paralelna kom-
pozicija o/|| % neblokirajuéa. U suprotnom, fazi raspoznavaci su konflik-
tni. Dakle, izmedu konfliktnih automata postoji konflikt, usmislu da je
njihova paralelna kompozicija blokiraju¢a. Kako paralelna kompozicija au-
tomata moze da bude blokirajuéa ¢ak i ako je svaka individualna kompo-
nenta neblokirajuéa (vidi [20]), neophodno je istraziti njenu funkciju prelaza.
Medutim, proucavanje funkcije prelaza paralelne kompozicije je kompliko-
vano, poSto broj njenih stanja eksponencijalno raste sa povecanjem broja
njenih komponenata.

Pomenuti problem je moguée resiti modularnim pristupom u analizi ve-
likih DES-a. Naime, ako svaku od komponenata paralelne kompozicije za-
menimo manjim, ekvivalentnim automatom, tada ¢e izu¢avanje DES-a kao
celine biti olaksano. Ova ideja iskoriséena u [77], gde su proucavana kon-
fliktna svojstva krisp diskretnih sistem dogadaja. Ovde ¢emo pokazati da
je svaki fazi raspoznava¢ &/ konfliktno-ekvivalentan sa afterset fazi raspoz-
navacem .2/ / R u odnosu na ma koje slabo levo invariantno fazi kvazi-uredenje
R na /. Ovo znaéi da u paralelnoj kompoziciji fazi raspoznavaca svaku kom-
ponentu mozemo zameniti odgovarajuéim afterset fazi raspoznavacem, tako
oc¢uvamo sva konfliktna svojstva celine.
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Fazi raspoznavaci &/ i A su konflikino-ekvivalenti ako je za svaki fazi
raspoznava¢ % paralelna kompozicija 7 ||¢ neblokirajuéa ako i samo ako je
AB||€ neblokirajuéa (vidi [77]). Drugim re¢ima, ako su fazi raspoznavaci <
i A konfliktno-ekvivalenti, tada u svakoj paralelnoj kompoziciji u kojoj se
& javlja kao komponenta, &/ mozemo zameniti sa %, a da se konfliktna
svojstva kompozicije ne promene.

Sada mozemo da dokazemo glavni rezultat ovog odeljka.

Teorema 3.6.2. Neka je of = (A, X,64,04,74) fazi raspoznavaé i neka
je R slabo levo invarijantno fazi kvazi-uredenje na <. Tada su fazi raspoz-
navaci & i o | R jezicki-ekvivalentni i konfliktno-ekvivalentni.

Dokaz. Kaosto je poznato, L(«/) = L(//R). Stavige, iz (3.38), za proizvoljnu
reCu=x1- -z, € X", gdejeneNizxy,...,zr, € X, imamo
Ly( [R)(w) = \[ (0% 0 61/ F)(Ry) = \[ (61" 0 57/ " o 060/ (Ry)
beA beA
= \/ UA/R(Ral) ® 5:EA1/R(RG1 3 RCL2) Q& 6:EATL/R(RCLna Rb)
a1,a2,...,an,bEA

= \/ (o OR05A RO---ORocSmAHOR)(b)

beA
=\ (0t oot 008l )(0) = \/ (6% 0 8 (b) = Ly() (u),
beA beA

odakle je Ly(o//R) = Lg(<7).

Dalje, neka je & = (B, Y, 62,08, 78) proizvoljan fazi raspoznavaé i neka
je Z=XUY. Kako su & i &/ /R jezicki ekvivalentni, iz Teoreme 3.6.1, za
svaku re¢ u € Z* = (X UY)* je zadovoljeno

Ly((«/ | R)||%)(u) = Ly((«/ | R) z)(u) @ Lg(Bz)(u)
x (1) @ Lg(2)(m, (u))
o) (my (u) @ Lg(2)(m, (u)
Ly(%z7)(u)
= Ly(A | B)(u),
odakle je, Ly((47 /R)||#) = Lqy(||%). Slicno pokazujemo da je L((</ /R)|| %) =
L(d||%), odakle je L((<7/R)||#B) = L(|B).

Dakle, L(< || %) = Ly(</|| %) ako i samo ako je L((o/ /R)|| %) = Ly((«/ /| R)| %),
¢ime je dokaz upotpunjen. [
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Dakle, na osnovu prethodne teoreme zaklju¢ujemo da u proizvoljnoj kom-
poziciji fazi raspoznavaca, svaku njenu komponentu mozemo zameniti odgo-
varajuéim afterset fazi raspoznavacem u odnosu na najveée slabo levo in-
varijantno fazi kvazi—uredenje. Nova kompozicija ¢e imati ista blokirajuéa
svojstva kao i polazna, a moze imati znatno manji broj stanja.



Glava 4

Pozicioni fazi automati fazi
regularnih izraza

U nekoliko poslednjih decenija, pronadeno je viSe razli¢itih tehnika izgradnji
malih kona¢nih nedeterministickih raspoznavaca iz regularnih izraza. Jedan
od prvih algoritama (Thompson [101]), gradi nedeterministicki raspoznavac
sa e-tranzicijama. Nakon ove, kasnije nastaju nove konstrukcije bez e-
tranzicija: pozicioni automat, konstrukcija koju su nazavisno jedan od dru-
gog dali Glushkov u [40] i McNaughton i Yamada u [78], parcijalno izvodni
automat [2], follow automat [50, 51, 52, 53], itd. Veli¢ina dobijenih automata
i vreme potrebno za njihovu konstrukciju igraju vrlo vaznu ulogu. Iz tih ra-
zloga primetimo da je u [24, 25, 26, 52] pokazano da su parcijalno izvodni
automati faktori pozicionih automata u odnosu na izvesne relacije ekviva-
lencije. Stavise, u [50, 51, 52, 53] je pokazno da su i follow automati faktori
pozicionih automata u odnosu na odredene relacije ekvivalencije.

U ovoj glavi je pokazano da neki od ovih rezultata vaze i za fazi regu-
larne izraze nad mrezno uredenim monoidima. Prvo, u Odeljku 4.1. uvodimo
efektivan metod za konstrukciju kona¢nog fazi raspoznavaca 7, iz fazi regu-
larog izraza a. Konstrukcija zapocinje tako sto gradimo regularan izraz ag,
tretirajuci svaki skalar iz « kao slovo novog alfabeta Y. Potom, polazeéi od
proizvoljnog konacnog nedeterministickog raspoznavaca ./ dobijenog iz ag,
dobijamo kona¢ni fazi raspoznavaé 7, koji raspoznaje fazi jezik ||c]|.

U Odeljku 4.2., polazeé¢i od pozicionog automata od apr, gradimo pozi-
cioni fazi automat od «, @(a). Ova konstrukcija je detaljno ilustrovana
Primerom 4.2.1. U istom odeljku je dat algoritam za izra¢unavanje fazi
relacija prelaza pozicionog fazi automata od a.

U Odeljku 4.3., izvrsena je redukcija o%¢(c) jednostavnim brisanjem
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nekih njegovih stanja. Na kraju, u Odeljku 4.4., razmatramo problem reduk-
cije fazi raspoznavaca o7 (a) pomocu desno invarijantnih krisp ekvivalencija.

U Odeljku 4.4., data je genaralizacija nekih rezultata iz [90]. Takode je
definisan pojam follow fazi automata. Pokazano je da su follow fazi automat
i parcijalno izvodni fazi automat, faktor fazi raspoznavaci pozicionog fazi au-
tomata u odnosu na odredene desno invarijantne krisp ekvivalencije. Samim
tim follow fazi automati i parcijalno izvodni fazi automati mogu biti manji
od pozicionih fazi automata. U Primeru 4.4.1 je pokazano da se redukcijom
pozicionog fazi automata o7¢(c) pomocu najveée desno invarijantne krisp
ekvivalencije, dobija manji konacni fazi raspoznava¢ od odgovarajuceg follow
fazi automata. Naime, predlazemo da se redukcija pozicionog fazi automata
pomocu desno invarijantnih krisp ekvivalencija vrsi u dva koraka: Prvo treba
eliminisati neka stanja od <7y, a zatim izvrsiti redukciju novog raspoznavaca
pomocu najveée desno invarijantne krisp ekvivalencije. Ipak, s obzirom da
nas metod dozvoljava konstrukciju kona¢nog fazi raspoznavaca fazi regu-
larog izraza « polazeéi od proizvoljnog kona¢nog nederministickog raspoz-
navaca jezika ||ap||, moguée je konstrukciju zapoceti od nedeterministickog
raspoznavaca koji je znatno manji od pozicionog automata regularnog izraza
ap. Zbog navedenih razloga, da bismo dobili najmanji moguéi konacni fazi
raspoznavac iz datog fazi regularnog izraza, bolje je konstrukciju zapoceti sa
§to manjim nederministickim raspoznavacem jezika ||ar||. Recimo, mozemo
zapoceti od nederministickog raspoznavaca dobijenog iz odgovarajuéeg pozi-
cionog automata nekim metodom redukcije koji ne moze biti primenjen na
konaé¢ne fazi raspoznavace nad f-monoidima.

Potsetimo da ¢emo u ovoj glavi koristiti mrezno uredene monoide kao os-
novne istinitosne strukture. Osim toga, napomenimo da ¢emo nadalje raditi
isklju¢ivo sa konacnim nedeterministickim i fazi raspoznavac¢ima i automa-
tima.

4.1. Fazi raspoznavaci iz fazi regularnih izraza

Odeljak zapoc¢injemo sledeé¢im rezultatom:

Lema 4.1.1. Neka £ = (£,A,V,e) jeste {-monoid i neka su A,B C L.
Ako postoje konaéni skupovi C C A i D C B takvi da je

Vae A)(FeceC)a<c i (Vbe B)(3de D) b<d,

tada
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(a) Postoje \/ e x @ \Vpep by Vaca, (@ @b),\aca (a VD) i
beB

beB
\V@eb)=(\/a)e(\/b) i \/(avb)=(\/a)Vv(\ b):
a€A, acA beB a€A, a€A beB
beB beB

(b) Za svaki X\ € L postoje \/ ,cs(A®a) i\ ,ca(Aoa)=Xe(\/ . a)

Dokaz. (a) Neka je cg = \/ e c. Jasno, a < ¢o, za svaki a € A. Ako je
c1 € L takav da je a < ¢1, za svaki a € A, tada je ¢ < ¢1, za svaki ¢ € C.
Dakle, c¢g = \/, ¢4 a. Sliéno pokazujemo da je \/ycpb =\ y4ep d.

Neka je Ae B={aeblac Abe BliCeD = {ced| ce C,de D}.
Kako je C' e D konacan podskup od A e B koji zadovoljava

(Vxc AeB)(Jye CeD)x <y,

imamo da je \/ Ae B =\/C e D. Dakle,

\V @et)=\/(ced)=(\/)e(\/ ) =(\/ a)e(\/ D)

acA, ceC, ceC deD acA beB
beB deD

Neka je E={aVbla€ A,be B} i F ={cVd|ce C,d e D}. F je konacan
podskup od E za koji

(Vx € E)(Jy € F)z < y.

Odavde je,
Vavey=\(cvd)=(\/ov(\/ d=(\/a)Vv(\D
aég, fiee% ceC deD a€A beB

(b) Neka je B = {\}. Ostatak dokaza direktno sledi iz (a). O

Neka je .Z proizvoljan f-monoid i neka je « fazi regularan izraz nad
kona¢nim alfabetom X. Neka je K skup svih A € L koji se pojavljuju u «
(K = 0, ako je « fazi regularan izraz bez skalarnog proizvoda) i neka je YV
alfabet za koji je YN X =01 |K| = |Y|. Alfabet Y zovemo alfabet pridruzen
fazi reqularnom izrazu o

Neka je A — X bijekcija iz K na Y. Jasno Y = {N| A € K}. Oznacimo

sa ap izraz nad kona¢nim alfabetom X U Y dobijen iz o zamenom svakog
A € K odgovarajuéim simbolom X € Y. Ocigledno, ag je regularan izraz
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nad alfabetom X UY. Nadalje, ||ag| ¢emo posmatrati kao fazi jezik nad
alfabetom X UY, ¢ije su vrednosti u skupu {0,e} C L.

Neka je o : X UY — L preslikavanje definisano sa
e, z€X
z) =< , 4.1
Spa( ) {A, T = A/ c Y ( )

za svaki x € X UY. Ozna¢imo sa ¢} homomorfizam iz monoida (X UY)* u
monoid (L, e, e) definisan sa:

pale) =e 1 @o(u) =@a(r1)® a(r2) e ®pa(rn),
za sve T1,%2,...,Tn € X UY.
Primer 4.1.1. Neka je . = (L, A\, V,e) proizvoljan f-monoid i neka je «

fazi regularan izraz nad alfabetom X. Ako je o bez skalarnog proizvoda tada
je ar = a, dok je ¢, identicko preslikavanje skupa X.

Primer 4.1.2. Neka je .Z = ([0,1], A, V, e) Gddelova struktura. Razmot-
rimo a = 0.2((0.1(zy)*)* + y), fazi regularan izraz nad alfabetom {z,y}.
Regularan izraz ar = A((u(zy)*)* + y), nad alfabetom {z,y, A, 1}, dobijen
je iz a zamenom 0.2 sa A i 0.1 sa u. Preslikavanje ¢, dato sa

(T oy A
Pe={1 1 02 01)°
je trazeni homomorfizam.

Primer 4.1.3. Razmotrimo fazi regularan izraz o = (0.12*)(yx + 0.8y)*,
gde je £ proizvod struktura. ar = (Az*)(yx+py)* je regularan izraz nad al-
fabetom {x,y, A\, u}, gde je A zamena za 0.1, a p zamenjuje 0.8. Preslikavanje

Ya, dato sa
(r oy A
S0“_(1 1 0.1 0.8)’

je trazeni homomorfizam.

Lema 4.1.2. Neka je & = (L,N\,V,e) integralni {-monoid i neka je X
proizvoljan alfabet. Tada svaki homomorfizam ¢ iz monoida X* u monoid
(L,e,1) zadovoljava uslov

u<em v = p(v) < p(u), (4.2)

za sve u,v € X*.
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Dokaz. Ako je u <¢p v, tada iz (1.1) dobijamo
U= UUQ Uy 1 V= VoUIVIU " * * Uy 1UnUn,
gde jen € Niw,v,ui,ug,...,up, vov1,...,v, € X*. Zato, iz (1.4), dobijamo

p(v) = p(vo) @ p(u1) ® p(v1) @ P(uz) @ -+ @ P(vy_1) @ P(uy) @ P(vy)

e(v
o p(ur)elep(uz)e---elep(u,)el
(u1) @ p(ug) -+ & p(uy) = p(u),

¢ime je dokaz zavrSen. []

N

1
plu

Specijalno, za dati regularan izraz «, preslikavanje ¢¥ zadovoljava (4.2).

Neka je X alfabet. Safl preslikavanje LLI : X*x X* — 2(X*), definiSemo
induktivno sa
(ullle) = (elldu) = {u}, (4.3)

(zulllyv) = z(ulllyv) U y(zulllv), (4.4)

gde u,v € X*ix,y € X.
Safl preslikavanje se moze prirodno prosiriti na operaciju na skupu svih
jezika nad alfabetom X, na sledeéi nacin: Safl jezika L1 i Lo je jezik

L, = ) wiw. (4.5)
u€Ll1,v€Lo

Neka je Y proizvoljan podskup alfabeta X. Ako je (* = {e}, definisimo
skup Uy (u) sa
Uy (u) = ulLIY™,

za u € (X \Y)*. Jednostavno se proverava da vazi sledece

Uy(e) =Y7,
Akoje Y =0 tada Uy(u)={u}, zasvaki ue X*,
Uy (u)Uy (v) = Uy (uv), zasve wu,ve (X \Y)",
Uy(z) =Y zY", zasvaki x € X,

o
© 0 N O

— — ~— —

(
(
(
(

gde je skup Uy (u)Uy (v) konkatenacija jezika Uy (u) i Uy (v), a Y*zY™ je
konkatenacija jezika Y™, {x} i Y*.
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Lema 4.1.3. Neka je £ integralni £-monoid, neka je « fazi reqularan izraz
nad konac¢nim alfabetom X i neka je Y alfabet pridruzen «. Tada je

loll(w) =\ ¢i() o llar(v), (4.10)

veUy (u)

za svaki u € X*.

Dokaz. Kako je, u slucaju da je Y # 0, skup Uy (u) beskonacan, treba da

pokazemo da \/veUy(u) ok (v) o ||agl|(v) postoji za svaku re¢ u € X*.

Neka je u € X™* proizvoljna rec i neka je
A(u) = {v € Uy (u)|[|arll(v) = 1}.
Ako je A(u) = 0, tada

\/ #a() e llarl(v) = 0.

veUy (u)

U suprotnom, neka je M (u) skup svih minimalnih reéi skupa A(u), u odnosu
na relaciju uredenja <.,,. Prema Propoziciji 1.1.1, M(u) je konac¢an. Sada,
za svaku re¢ v € Uy (u), ako je ||agl||(v) = 0, imamo

0= ¢, (v) e flarl(v) < @y (w) o [larl/(w),

za svaki w € M(u). Ako je v € A(u), tada je w <, v, za nekure¢ w € M (u).
Sada, iz Leme 4.1.2, dobijamo

Pa(v) o llarll(v) < ¢ (w) o flar|(w).

Zato, prema Lemi 4.1.1, \/ ) ¥a(v) @ |ar||(v) postoji za proizvoljnu rec

veUy (u
ue X"
Ako je a fazi regularan izraz bez skalarnog proizvoda, tj. ako je Y = (),
tada je Uy(u) = {u}, @ = ag, |af = |larll, i ¢i(v) = 1 za svaku re¢

v € (X UY)*. Dakle, imamo

\  ¢h) ellagll(v) = llagl(w) = [|o/(u).
veUy (u)
za svaku u € X*.

Ostatak dokaza izvodimo indukcijom po duzini regularnog izraza «. Pret-
postavimo da (4.10) vazi za sve fazi regularne izraze § i v, ¢ija duzina je
manja od duzine a.
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Neka je « = N3, za A € K. Kako za v € (X UY)* vazi

lagll(v) :{ 1BrII(w), v=MNw, zaneki we€ (XUY)*

. « )
0, inace

tada za svaki u € X*

V e elarlw)= \/ @i(Nw)e|Brlw)

veUy (u) veU;;(u),
v w

= xe \/  gi(w)e|Brl(w)

weUy (u)
= Ao |[B](u) = [lrf|(w).
Jednakost oznacena sa (k) sledi iz (b) Leme 4.1.1.

Za o= (B+7),ive (XUY), imamo [agll(v) = IBrl(v) V |lv&l(v).
Tada

Ve elarliv) =\ @i@) e (IBrll() V rll(v) =

veUy (u) veUy (u)
=0 (e elBal®) v (V ea) el @)
veUy (u) veUy (u)
= [181w) v Il(w) = llal(w),

(
za svaki u € X*. Jednakost (x) sledi iz (a) Leme 4.1.1.

Ako je o = B, tada [lar[(v) = Vy—u, [Brll(w)  [lvzll(p), za svaki
v e (X \Y)*" Dakle,

V e elarlio)= '\ i) e \/ (IBrllw) e |vzl(P)

veUy (u) veUy (u) v=wp

—0 N\ (g (w) e [1Brl(w)) o (5() ® Ivr] ()

veUy (u),
v=wp

=V V  (ehw) e lBrl(w) e (¢:(p) o l1rll(p)

u=qr wecUy (q),
pEUy (1)

=N 1@ o Iy = llell(w),

u=qr

za u € X*. Jednakost () vazi zato $to iz ||Sr||(w) € {0, 1} sledi
©a(p) @ [|1Br[(w) = [IBrll(w) ® ¢4 (p).
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Jednakost (x%) je tacna zbog (a) Leme 4.1.1.

Neka je o = (%) i neka je 8, = fe VBV ---V g™ Ocigledno, vazi da je
I18n||(w) < ||e||(u), za svakiw € X*, n € N. Dalje, iz dokaza Propozicije 1.7.1,
dobijamo da za svako u € X* postoji n € N za koji je |laf[(u) < ||Bn]|(w).
Zaklju¢ujemo,

lall(w) < [1Ball(w) =\ @h(o) ellBa)rlw) <\ ¢h(v) o arll(v),

vEUy (u) veUy (u)

za svaki v € X* i neki n € N. Obratno, za sve v € X*,v € Uy (u) i neki
m € N, vazi

Pa(v) @ [larl[(v) < @q(v) @ [|(Bm)rll(v) < [Bmll(u) < [lo|(w).
Dakle, ||O£H( ) V’UEUY(U) 5004( ). ”aRH(U) U

Za fazi regularan izraz « nad alfabetom X, neka je ap regularan izraz
nad alfabetom X U Y, gde je Y alfabet pridruzen «. Pretpostavimo da
je of = (A, X UY,64, ag, ) proizvoljan nederministicki raspoznavaé jezika
|lar||. Evidentno, < posmatran kao fazi raspoznavac sa vrednostima funkcije
fazi prelaza na skupu {0 e}, raspoznaje fazi jezik ||ap||. Dalje, neka je
Ay = (An, X, 54 qg, 74 @) fazi raspoznavac sa krisp inicijalnim stanjem ayg,
sa A, = A i funkcijom fazi prelaza 64 definisanom sa

5A“(a,:n,b) = \/ wh(v) e 5A(a,v,b),

veUy (x)

FAa(q) = {TA(a)a a # ag

larll(e), a=ao’

(4.11)

za sve a,b € Ay i © € X. Fazi raspoznavaé o, = (Aa, X, 0%, ag, 74),

definisan sa (4.11), zovemo fazi raspoznavaé pridruien <7 i c.

Teorema 4.1.1. Neka je £ proizvoljan integralni {-monoid i neka je
d = (A, X UY,04, a9, 7) proizvoljan nederministicki raspoznavac jezika
larll. Tada je <y, fazi raspoznavac pridruzen <f i o, dobro definisan. Osim
toga, vazi

L(e) = |all.

Dokaz. Iz (1.82) imamo L(#a)(u) =V 4eq, 64 (ag,u,a) @ 74 (a). Dakle,
za praznu re¢ € € X* imamo L(e,)(e) = 74 (ag) = [|a|(¢).
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Ako je Y # 0, skup Uy (u) nije konacan, pa treba pokazati

ot (v) e 6% (a,b),

veUy (u)

postoji za svaki u € X* i sve a,b € A,.

Neka je u € X* proizvoljna re¢, neka su a,b € A, proizvoljna stanja i
neka je Z(a,u,b) = {v € Uy (u)| 6*(a,v,b) = 1}. Ako je P(a,u,b) prazan
skup, tada \/veUy(u) ©*(v) 84 (a,v,b) = 0. U suprotnom, neka je .# (a, u, )
skup minimalnih reéi skupa &?(a,u,b), u odnosu na uredenje <.,,. Prema
Propoziciji 1.1.1, .# (a,u,b) je konacan. Neka je v € Uy (u) proizvoljna re¢
za koju je 64(a,v,b) = 1 i neka je w € 4 (i,u,j) re¢ za koju je w <epm v.
Sada, koriste¢i Lemu 4.1.2 imamo

a(v) @ 6% (a,v,) < @5 (w) ¢ 4 (a,w,b),

zasvakuw € . (a,w,b). Dakle, prema Lemi4.1.1, \/
postoji za svaku u € X* i sve a,b € A,.

veUy (u (pa( ).5A (a’7 v, b)

Pretpostavimo da je da(a, u,b) =V ,cpy () #* (V) @ 64(a,v,b), za u € X*
isvea,be A, Tada za svaki r € X imamo

do(a, uz,b) \/(5 (a,u,c) ®dq(c,z,b)

cEA,
= \/ ( \/ 90*<U) d 5A(CL,’U,C)> i ( \/ SO*(U]) ° (5A(c,w,b))
ceA " vely (u) wely (z)
=\ V¢ ed(av.c) e (w) e 5 (cw,b)
c€A veUy (u),
weUy (x)
= \/ (@ (vw) @ \/ 5A(G,U,C) ° 5A(c,w,b))
veUy (u), ceA
weUy (z)
= \/ 0" (vw) odA(a,vw,b) = \/ o (v) e 5A(a,v,b)_
vEUy (u), veUy (uz)
weUy ()

Primetimo da gornje jednakosti slede iz Leme 4.1.1 i ¢injenice da vrednosti
64 (a,u, c) pripadaju skupu {0,1}, za svaki u € (X UY)* i sve a,b € A,.
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Za posledicu imamo da za svaki v € X vazi

L(p)(u) = \/ 6% (0,u,a) e 74 (a)

CLGAa

—\V (V¢ es*0.0,0) e 4(a)

acA veUy (u)

=V d@eV o000 e (@)

veUy (u) a€A
= \/ ¢ elarl®)
veUy (u)

=)l (w).

Primetimo da jednakost () sledi iz Leme 4.1.3. [

4.2. Konstrukcija pozicionog fazi automata

Neka je .Z integralni ¢-monoid i neka je « proizvoljan fazi regularan izraz.
Teorema 4.1.1 nam omogucava konstrukciju raznih fazi raspoznavaca iz «,
tj. konstrukciju raznih fazi raspoznavaca fazi jezika ||a|. Naime, u opstem
slu¢aju, izborom razli¢itih nedeterministickih raspoznavaca jezika ||ag||, do-
bijamo razli¢ite konac¢ne fazi raspoznavace fazi jezika ||c]|.

Potsetimo da postoji vise poznatih konstrukcija nedeterministic¢kih raspoz-
navaca iz datog regularnog izraza. Najpoznatije su dali Thompson [101],
Glushkov [40] i McNaughton-Yamada [78]. Automat ¢iju su konstrukciju dali
Glushkov i McNaughton-Yamada poznat je kao pozicioni automat. Osim
toga, Antimirov je u [2] konstruisao parcijalno izvodni automat ¢ime je
uopstio izvodni automat Brzozowskog [11]. Ipak, uprkos poboljsanjima
koja su postignuta u konstrukcijama Brzozowskog i Antimirova, pozicioni
automat je najceSée koriSéen, najverovatnije zbog njegove jednostavnosti i
Cinjenice da se ostali tipovi automata nisu pokazali kao naroc¢ito prakticni.
Iie i drugi autori u [50, 51, 52], izvrsili su konstrukciju follow automata, i
pokazali da su follow automati faktor automati pozicionih automata, te da
iz tih razloga mogu biti znatno manji od njih.

Polazeci od gornjih argumenata, dolazimo do sledeceg koncepta:

Neka je £ integralni f-monoid i neka je « proizvoljan fazi regularan
izraz nad alfabetom X. Za regularan izraz ag nad X UY, gde je Y alfabet

pridruzen o, neka je o7, (ag) pozicioni automat regularnog izraza agr. Po-
lazeé¢i od o, (ag) = (Ap, XUY, 47,0, 740), koristedi (4.11) konstruisimo fazi
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raspoznava¢ pridruzen #%,(ag) i a, koji ¢emo, na prirodan nacin, oznacavati
sa () = (Apg, X, 049t 0, 74). Konaéni fazi raspoznavaé o (a) zovemo
pozicioni fazi automat od a. Konstrukcija .o/, (ar), datog fazi regularog izraza
«, data je Teoremom 4.1.1. Primeri 4.2.1-4.2.2 detaljno opisuju tu konstruk-
ciju.

Primer 4.2.1. Neka je .Z Gddelova struktura. Razmotrimo fazi regularan
izraz a = 0.2((0.1(zy)*)* + y), nad alfabetom {z,y} iz Primera 4.1.2. Ovde
je arg = AM(u(zy)*)* + y) regularan izraz nad alfabetom {x,y, A\, u}, dobijen
iz a. Oznacena verzija izraza ar je ag = A\ ((u2(z3y4)*)* +ys5), a pq je data

Sa
(T oy A
S0"“(1 1 02 0.1)'

Donja slika predstavlja graf pozicionog automata <%, (ag):

Slika 1. 27 (ar)

Primetimo da je

54t (3, 2, ) = { Ve (ia gy © (W), e@(z,x,j) £ |
0, inace

zasve x € X,i,j € Ap.

Opisimo, na primer, kako odrediti §4vf (0, z, 3). Za svaku re¢ u € .# (0, z, 3)
postoji put od 0 do 3, sa tacno jednom granom oznacenom sa x, a Cije su os-
tale grane oznacene simbolima A ili p (Slika 1.). Jasno, .Z(0,x,3) = {\ux}.
Sada,

641 (0,2,3) = p*(Muz) =0.200.1 01 =0.1
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Dalje, #(1,2,3) = {uz}, #(2,2,3) = {a}, #(4,2,3) ={a} i A(i,z,]) =
() u svim ostalim slucajevima. Odavde imamo

§Ae(1,2,3) = 0.1, 6%(2,2,3) =1,

oMot (4,2,3) =1, 1 6% (3,2,5) =0,

za (i,7) ¢ {(0,3),(1,3),(2,3), (4,3)}.

Iz Slike 1. vidimo da je #(0,y,5) = {\y}, #(1,y,5) = {y}, #(3,y,2) =
{yp}, #(3,y,4) = {y}, 1 A (i,y,j) = 0 u ostalim slucajevima. Dakle,
imamo

641 (0,y,5) = 0.2, 64(1,y,5) =1, 6(3,y,2) =0.1,
60N (3,y,4) =1, 1 5™ (i,y,) =0,

za (i,7) ¢ {(0,5),(1,5)(3,2), (3,4)}.
Fazi relacije prelaza 596‘4 et 6;4 P fazi skup 74»f zavrsnih stanja kona¢nog
fazi raspoznavaca o7, (c) su:

000 01 00 00 0 00 02 0
00001 00 00 0 00 1 1
st _ (0000 1 00| cap {00 0 00 0f 4 |1
v 000 0 0 0™ 000101 0] 0|
000 1 00 00 0 00 0 1
000 0 0 0 00 0 00 O] 1]

a graf od #¢(a) je predstavljen Slikom 2.

Slika 2. &Fp¢(ax)
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Ipak, teoretski govoreci, izracunavanje fazi relacija prelaza pozicionog
fazi automata datog regularog izraza moze biti problem. Naime, u opstem
slucaju, za date i,j € Ay i o € X skup Z(i,z,5) svih re¢i u € Uy(z)
za koje je 04 (i,u,j) = 1 je beskonacan, pa odredivanje skupa . (i,z, )
svih minimalnih reé¢i skupa Z(i,x,j) u odnosu na <.,,, moze predstavlati
problem. Nadalje ¢emo razmotrati ovaj problem.

Lema 4.2.1. Neka je £ integralni £-monoid. Neka je R proizvoljna re-
fleksivna fazi relacija na konacénom skupu A. Ako je |A| = n > 1, tada je
R™ ! tranzitivno zatvorenje fazi relacije R.

Dokaz. Primetimo da zbog konac¢nosti skupa A, kompozicija bilo kojih fazi
relacija na A postoji. Dalje, iz (1.74), zaklju¢ujemo da je za svaki k € N

RF < R*1' odakleje R < R

Za proizvoljan k € N za koji je n < k, neka su ay, a9, ... a1 proizvoljni
elementi skupa A. Kako je |[A] =nik+1 > n,imamo a; = a;j za neki ¢ < j.
Dalje, iz (1.4) i (1.65), dobijamo sledece
R(ai,az)e---® R(a;_1,a;) ®---® R(aj,aj11)e®---®R(ay,_1,a,) <

< R(a,az) e~ ® R(a;_1,a;) ® R(a;,aj11) e ® R(an_1,a,) < R¥(a1,an).

Odavde je RFt1 < R pa je R¥ < R"!, za svaki k > n. Dakle,
R"(a,c) @ R"Y(c,b) < R*"%(a,b) < R" !(a,b),

tj. R"~! je tranzitivna fazi relacija na A koja sadrzi R.

Neka je S proizvoljna tranzitivna fazi relacija na A, za koju je R < S.
Kako je S refleksivna i tranzitivna, iz (1.73) i (1.74) imamo S = S*, za svaki
k € N. Odavde i iz

RF < Sk =5,

za svaki k € N, dobijamo R"™ ' < S. O

Neka je £ integralni f-monoid i neka je « proizvoljan fazi regularan
izraz nad alfabetom X. Za regularan izraz ag nad X UY, gde je Y alfabet
pridruzen o, neka je o7, (ar) = (Ap, X UY, 64r, 0, 747) pozicioni automat od
ap. Definisimo refleksivnu fazi relaciju R na A, na slededéi nacin

1, i=j
R(i,j)=< X, i#j i o%@,N,5)=1, gde NeY. (4.12)

0, inace



124 GLAVA 4. POZICIONI FAZI AUTOMATI FAZI REGULARNIH IZRAZA

Posto vazi
54 (i, N ) =6 (i1, ) =1 = N =y,
za sve 1, j € Ap, zakljucujemo da je R dobro definisana. Neka je

Ry = R, (4.13)

gde je n € N broj elemenata skupa A,. Vazi sledeca:

Teorema 4.2.1. Neka je & proizvoljan integralni £-monoid i neka je o
proizvoljan fazi reqularan izraz. Neka je o/,(ar) pozicioni automat od ap i
neka je pe(or) pozicioni fazi automat od .

Tada

5%t (i, ., ) \/ Ro(i, k) @ 6% (k,2,1) @ Ry(L, ), (4.14)
k€A,

za svaki x € X, i svei,j € Apt.

Dokaz. Neka je n € N kardinalnost skupa A,. Pokazimo prvo da je
Ra(i,5) = \/ ¢i(u) @ 5% (i u, j), (4.15)
ueY*
za sve 1,j € Ap. Ako je i = j tada
Ro(iyi) = 1= @i(e) = pi(e) 640 (i,e,1) < \/ ©F (u) ® 64 (i, u, 7).
ueYy*

U suprotnom, neka je R, (7,7) # 0. Tada za neki k € N,k < n — 1, postoje
razli¢iti ¢ = 41,12, ...k, ik+1 = J, 1 neki A}, A, .., A} € Y, za koje je

5 (i7,Niyijr1) =1 i Rali,j) = A1 e e\
Odavde je

Ra(i,j) = ¢i(v) = @i (v) @ 6% (i,0,5) < \/ @k (u) @ 6% (i,u, ),
uey*
gde jev =Ny A, € Y™
Obratno, neka je ¢ (u) o 642 (i,u,j) # 0, gde je u = NXNy--- N}, i
N, Ay, Xy €Y. Kako je 649 (4,u, j) = 1, imamo

5AP (ij, )\;, ij+1) =1,



4.2. KONSTRUKCIJA POZICIONOG FAZI AUTOMATA 125

za neke i; € Ap, gde je j € {1,...,k},k € N. Dakle, R(ij,ij4+1) = A}, za
svaki j € {1,...,k}. Sada, iz Leme 4.2.1, dobijamo

n(u) o 5% (i,u,j) = @i (u) = Are - @ Ay < RM(i, j) < Rali, ).

Dakle, (4.15) vazi. Sada, iz (4.11), (4.9) i (4.15), imamo

ot (i, i) =\ en(u) @6 (i, u, )

ueUy ()
= \/ @) e s (i, vaw, 5) o o} (w)
V,WEY *
=V an) e 6% (i, v, k) 0 5 (k,2,1) 0 ol (w) 0 670 (1w, )
v,wEY* k,l€Ap
= \/ Ralik)e s (k,z,1) @ Ro(l, ).
klEA,

Ovim je teorema dokazana. O

Prethodna teorema opisuje metod efektivnog izracunavanja pozicionog fazi
automata datog fazi regularnog izraza «. Naime, nakon konstruisanja pozi-
cionog automata 7,(«pg), potrebno je izracunati fazi relaciju R,. Dalje,
prema Teoremi 4.2.1, imamo

A

5 A

PP = Ry 005" 0 Ry, (4.16)
za svaki x € X. Drugim recima, fazi relacije prelaza od .@(a) su proizvodi
matrice R, i matrica odgovarajuc¢ih fazi relacija prelaza od %, (ag) (vidi
Primer 4.2.2).

Primer 4.2.2. Razmotrimo a = 0.2((0.1(zy)*)* + y), fazi regularni izraz
iz Primera 4.2.1. Jednostavno se proverava, koriséenjem Slike 2, da su fazi
relacije R i R, date sa

102 0 000 1 02 01 00 0
0 1 01000 0 1 01000
00 1 000 00 1 000

E=1o o 10 o f=]o o 100
0 0 01 010 0 0 01 010
0 0 0 0 0 1] 0 0 0 0 0 1]




126 GLAVA 4. POZICIONI FAZI AUTOMATI FAZI REGULARNIH IZRAZA

. . . Ay . A
Sada, iz Teoreme 4.2.1, ra¢unamo matrice &5 " i &, "'

00001 00
0000100
Ay A, looo 1 00
0" =RaodmoRa= o o o o ¢ of
000 1 00
000 0 00
00 0 0 0 0.2]
00 0 00 1
Ay A, oo 0o 00 o0
O =HRaedytoRa=1y 6 o1 0 1 o
00 0 00 O
00 0 00 O]

4.3. Eliminacija nekih stanja pozicionog fazi automata

Neka je .Z proizvoljan integralni £-monoid i neka je « proizvoljan fazi reg-
ularan izraz nad alfabetom X. Za regularan izraz ar nad X UY, gde je
Y alfabet pridruzen «, neka je <7, (ar) = (Ap, X UY, 54,0, 749) pozicioni
automat od ar. Neka je #¢(a) = (Apf, X, 54et 0, 74f) pozicioni fazi au-
tomat od a. Neka je Al = Aps\ {1 € Ape[7; €Y, 74r (i) = 0}. Neka je sa

T

r . ~ .
ﬂ/;f(a) = (Af)f, X, 544t ,0, TApf) oznacen fazi raspoznavaé definisan sa

54t (i, x, §) = 62 (i, 2, §),  T(i) = T (0), (4.17)

za sve i,j € A} isvakix € X.

Teorema 4.3.1. Neka je & proizvoljan integralni £-monoid i neka je a
proizvoljan fazi reqularan izraz. Neka je ofpr(a) pozicioni fazi automat od o
i neka je o5 (a) fazi raspoznavac definisan sa (4.17).
Tada
L(p(a)) = L(ps()). (4.18)

Dokaz. Pre svega, dokazimo
54t (i, u, ) = % (i, u, 5),

za svakiu € Xt isvei, j€ AL, Prema (4.17), jednakost vazi za u = r € X.
Zato, pretpostavimo da jednakost vazi za datu re¢ v € X+. Tada, iz dokaza
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Teoreme 4.1.1, imamo
ot (i uz, ) =\ @h(v) @ 0% (i, ),
veUy (ux)
za proizvoljan z € X isve i,j € A} Neka je y € X poslednji simbol od u,
tj. neka je u = w1y. Kako iz (4.8) i (4.9), imamo

Uy (uz) = Uy (u1yx) = Uy (u1)yUy (),

to je,
5Apf(i7uwaj) = \/ @Z(UlyUQ) hd 5Ap (ivvlyv%j)
v1 €Uy (u1),
vo €Uy ()
= \/ P ( ) Spa U? ( \/ 5 7' Ulya 5 p(kav27j)>
v1 €Uy (uq), keAp
vg €Uy ()
=V (Ve G k) e (N phln) e 5 (k)
k€A, vi€Uy(u1) v2€Uy ()
<V (V <p;(v1).5f‘p(z',v1,k)) oV eule) et e)
keAL, vieUy (u v2 €Uy (x)
\/ (5Apf(i,u,k: (5Apf k,xz,7) \/ 54 pf (i,u, k) 5A§>f(k:,af,j)
kEAL, kEAL,

= 6% (4, uz, 5)),
za sve 1,] € Al”f Jednakost * je tacna zato §to 64» °(i,11y,k) = 1 povlaci
mk—yEX,paJekeA
Kako je obratna nejednakost uvek ta¢na, tvrdenje vazi.

Sada, za svaku v € X1, vazi

L(cp(a))(u) = \/ 0% (0,u,i) e7ei(i) = \/  61(0,u,i) o 71 (i)

1€ Aps i€ALy,
AP (5 20
< \/ (5Apf 0,u,1) OTAPf \/ 5Apf 0,u,1) OTAPf(z)
zGA'r zGAr

= L(#¢()) (u),
sto, zajedno sa &injenicom 7% (0) = 741 (0) i L(a () < L(pe(a)), za
svaki u € X, povlaci

L(p(@)) = L(pi(a)).

pf
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Ovim je dokaz zavrSen. O

Dakle, iz Teoreme 4.3.1, sledi da redukciju pozicionog fazi automata
() mozemo izvrsiti uklanjanjem nekih stanja iz skupa Aps. Stanja koja je
opisanim metodom moguce ukloniti su pozicije skalara u « koje nisu zavrsna
stanja od 7,. Dobijeni fazi raspoznavac ﬂ/;f(a) ima, u opStem slucaju, naj-
vise |a| + 1 a najmanje |a|x + 1 stanja (Primeri 4.3.1 i 4.3.2). U Primeru
4.3.2 je pokazano da, u opstem sluc¢aju, pozicije zavrsnih skalara ne mogu
biti uklonjene.

Primer 4.3.1. Razmotrimo fazi regularan izraz o = (0.12*)(yx + 0.8y)*,
iz Primera 4.1.3. Fazi relacije prelaza (596‘4 Pt 5;4 ' fazi skup 74%f zavrsnih
stanja fazi raspoznavaca (o) su:

000100 008 0
00 1 00 08 0
00 1 00 08 0
s =100 0 01 08 o0,
00 0 00 0 0
00 0 00 0 0
00 0 00 0 o0
0 0 0 0.1 0 0.064 0.08] [0.17
000 1 0 064 08 1
000 1 0 064 08 1
sM=1000 0 0 0 0|, 7M=]0
000 1 0 064 08 1
000 0 0 08 1 0
000 1 0 064 08] 1

Evidentno A}, = {0,1,2,3,4,6}, pa fazi raspoznavac </ ima jedno stanje
Ar Ar r

manje. Fazi relacije prelaza 0", d,” i fazi skup 7%t zavrsnih stanja od

A (@) su:

0.1 0.1 0.08] [0.17]
0.8
008 5 TA;’f =
0.8

0.8 |

AI‘

6x Pt = o

pf __
a(sy -

O O OO OO
OO O o oo
OO OO OO
OO = O OO
O O O o oo
[eoRen B e B e B en B @n)
O OO o oo
[esllen Bl en B en B e B @)
[eoBen Bl e B e B e B @n)

OO O = =
=
=
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Primer 4.3.2. Neka je .Z Godelova struktura. Razmotrimo o = 0.2z i
B = x(0.2¢), fazi regularne izraze nad alfabetom X = {x}. Fazi relacije

Apf .
prelaza 0, i 74 od () su date sa

N 0 0 0.2 0
=10 0 1 |,7%f =10
0 0 O 1
Kako je 74rf(1) = 0 i 1 je jedina pozicija skalara u «, dobijamo da je

Aty = {0,2}. Za posledicu imamo da fazi raspoznava¢ #7(«) ima tacno

lalx + 1 stnja i fazi relacije prelaza 6%, 7%t od () su date sa

A o 02] 4 [0
5:n —O 0 ,Tpf—l.

Sto se tice 3, fazi relacije prelaza (5;4pf i 74t od e (B) su date sa

. 0 1 0.2 0
=10 0 1 |,7%f =10
00 0 1

Za iy (B), 2 je jedina pozicija skalara u (. Izbacivanjem 2 iz njegovog
skupa stanja, dobijamo fazi raspoznavac o = ({0,1}, X,64,0,74), cje su
fazi relacije prelaza 04 i 74 date sa

A o 1] 4 0
=[5 o = (1]

Ocigledno, fazi raspoznavaci 7 i1 @/,(f) nisu ekvivalenti, tj. ne raspoznaju
isti jezik, pa o7%,¢(3) ne moze biti redukovan eliminacijom stanja.

4.4. Redukcija pozicionog fazi automata pomocu
ekvivalencija

U prethodnim glavama disertacije izucena je redukcija fazi automata nad
kompletnim reziduiranim mrezama pomoc¢u desno invarijantnih fazi ekviva-
lencija. Pokazano je da se bolja redukcija broja stanja moze posti¢i korisée-
njem fazi ekvivalencija. Medutim, reziduirane mreze su bogate algebaske
strukture sa operacijama reziduuma i bireziduuma, koje zadovoljavaju mnoga
svojstva koja, u opStem slucaju, mrezno uredeni monoidi ne zadovoljavaju.
Operacije reziduuma i bireziduuma igraju veoma vaznu ulogu, a iskoriséene
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su za modeliranje desno invarijantnih fazi ekvivalencija i desno invarijant-
nih fazi kvazi-uredenja. U ovoj glavi, medutim, radimo sa ¢-monoidima,
u kojima, usled nedostatka reziduuma i bireziduuma, konstrukcija fazi ek-
vivalencija predstavlja problem. Iz tih razloga, ovde izu¢avamo problem
redukcije fazi automata pomocu desno invarijantnih krisp ekvivalencija.

Sledeéom teoremom je data je karakterizacija desno invarijantnih fazi
ekvivalencija.

Teorema 4.4.1. Neka je £ proizvoljan integralni £-monoid. Osim toga,
neka je of = (A, X,64) fazi automat nad £ i neka je E fazi ekvivalencija
na A. Sledeci uslovi su ekvivalentni:
(i) E je desno invarijantna fazi ekvivalencija;
(ii) Fodd <620 E, za svakix € X;
(iil) EoddoE=040F, za svakiu e X™;
(iv) Eodd <040 E, za svakiu € X+;

Dokaz. (i)<(ii). Neka je x € X proizvoljan. Ako je Eod2oFE =640 F,
tada je zbog (1.74)

EoémAgEO(SfoE:(SfoE.
Obratno, ako je E o 04 < 62 o F tada iz (1.67), dobijamo
EobdroE< 6o FEoE=060E,

a kako obratna nejednakost vazi zbog (1.74), zakljuc¢ujemo da je E desno
invarijantna fazi ekvivalencija.

(i)« (iii). Pretpostavimo da je E o6 o E =6/ o E, zau € XT. Tada
Eodfon:EodfO(SfoE:EodfoEogmAOE
:5fOE05fOE:&fodﬁoEzdfon,

za svaki x € X. Dakle, indukcijom je dokazano da (iii) vazi.
Obratna implikacija je trivijalna.
(i)« (iv). Dokaz je slican dokazu (i)<(ii). O

Teorema 4.4.2. Neka je & integralni (-monoid i neka je o7 = (A, X,54)
fazi automat nad £ .

Skup &7 svih desno invarijantnih krisp ekvivalencija na </ je ko-
pletna mreza. Ova mreZa je kompletna gornja podpolumreia mreze &°(A)
svih krisp ekvivalencija na A.
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Dokaz. Kako &% (/) sadrzi najmanji element mreze &°(A), jednakost na
A, dovoljno je pokazati da je &“!(</) kompletna gornja podpolumreza od
E°(A).

Razmotrimo dve desno invarijantne krisp ekvivalencije F7 i Fo i neka
je E = E1V Es najmanja krisp ekvivalencija koja ih sadrzi. Jednostavno
se pokazuje da je \/, cn(E1 o E2)™ najmanja tranzitivna krisp relacija koja
sadrzi Fq o E5. Primetimo da je
(BioBy)) ™" = (B o BTN = (Bao E1)* < (1o Ey)™ < \/ (BioE)",

neN
za svaki k € N. Odavde je \/, . (E10E2)" simetricna. Dakle, \/,, o (E10E2)"
je krisp ekvivalencija koja sadrzi E7 i Fo, pa sadrzi i E. Jasno, E sadrzi
(Ey o E2), za svaki k € N, sto povlaci E = \/, _n(FE1 o F2)". Sada, iz (b)
Teoreme 4.4.1 dobijamo

(El (¢] Ez)k ©) 5A

T

neN

<5§0(E10E2)’“<5;30E,

za svaki k € N, odakle je
Eo 5£A < 5£A oF.
Dakle, E je desno invarijantna krisp ekvivalencija.
Jasno je da se isti argument moze koristiti u dokazu da je najmanja

ekvivalencija koja sadrzi proizvoljnu familiju desno invarijantnih krisp ekvi-
valencija, takode desno invarijantna. [

Iz Teoreme 4.4.1 sledi da za svaku krisp ekvivalenciju E na &/ postoji
najveca desno invarijantna krisp ekvivalencija sadrzana u E. Oznac¢imo je sa
Ei. U sledeéoj teoremi razmatramo problem njihove konstrukcije. Ekviva-
lenciju E“! mozemo da konstruisemo pomoéu postupka koji je dala Petkovié
u [90]:

Teorema 4.4.3. [90] Neka je £ proizvoljan integralni £-monoid i neka je
o = (A, X,6%) fazi automat nad L. Neka je E krisp ekvivalencija na A i
E najveéa desno invarijantna krisp ekvivalencija sadrZana u E.

Induktivno defininigimo niz { Ey }ren krisp ekvivalencija na A na sledeéi
nacin:
E\=FE, Ey1=EyNE}, zasvekéeN,
gde je E} krisp ekvivalencija definisana sa

Ei(a,b) =1 & (Vx € X)(Ve € A)(d; 0 Ex)(a,c) = (65 0 Ey)(b, c),

za sve a,b € A. Tada
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(a) EM"< - < Ep1 <Epy<---<E1=E;
(b) Ako je Ej = Egym, za neke k,m € N, tada je By = By = E™;
(c) Ako je o/ konacan, tada je Ex = E' za neki k € N.

Dokaz. (a) Primetimo da za proizvoljne refleksivne i tranzitivne fazi relacije
FiFnaAvaii FE<F=FoF =FoFE =F. Sada, ako je F < F tada
za sve a,b € A iz E"(a,b) = 1 sledi

(5;‘ o F)(a,c) = (5;‘ oEoF)(a,c)
= \/ (&' 0 E)(a,d)  F(d, c)
deA

= \/ (62 o E)(b,d) & F(d,c)
deA
= (40 EoF)(bc)=(640F)(b,ec),

za svaki ¢ € A. Dakle, E < F = E" < F". Stavise, ako je E desno
invarijantna fazi ekvivalencija, tada iz E(a,b) = 1 dobijamo

(62 0 E)(a,c) = B(b,a) o (52 0 E)(a.c) < (E o 62 0 E)(b,0)
— (520 E)(b,0),

T

za sve a,b,c € A,x € X. Dakle, E < E.
Jasno, Ej1 < Ey, zasvaki k € Ni B < Ey. Ako je B! < Ej, za neki
k € N, tada je (E)" < E} i takode, B = Et < (E)", pa imamo da je

ECI"] < E‘;(':'7

a iz ovog sledi B < Ej 1. Dakle, indukcijom dobijamo E< < Ej, za svaki
k e N.

(b) Ako za krisp ekvivalenciju F, vazi F < E", tadazasvea,b € A,x € X
imamo

(Eod?doFE)(a,b) =1 = E(a,c) =11 (620E)(c,b) =1,

za neki ¢ € A. Sada, kako je E"(a,c) = 1, dobijamo (02 o E)(a,b) = 1.
Dakle, E 062 o E < 6% o E, tj. E je desno invarijantna.
Ako je By = Fxim, za neke k,m € N, tada

Ey = Eyym < Epq1 < E.
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Odavde zaklucujemo da je Ej, = Ejq = E.

(c) Ako je skup A konacan, tada je skup svih krisp relacija na A takode
konacan, pa postoje k,m € N, za koje je By, = Fy1, i tada je £, = E. O

Teorema odozgo opisuje proceduru za izracunavanje najveée desno invari-
jantne krisp ekvivalencije sadrzane u datoj krisp ekvivalenciji £ konacanog
fazi automata.

Teorema 4.4.4. Neka je & integralni {-monoid i o proizvoljan fazi regu-
laran izraz. Neka je of = (A, X UY, (5A,a0,TA) proizvoljan krisp nedeter-
ministicki raspoznavaé od ||ag|| ¢ <y fazi raspoznavac pridruien < i .

Tada, svaka desno invarijantna krisp ekvivalencija E na of jeste desno
invarijantna krisp ekvivalencija na <, i fazi raspoznavac (o | E),, je izomor-
fan faktor fazi raspoznavacu <y /E.

Dokaz. Neka je E proizvoljna desno invarijantna krisp ekvivalencija na <7,
gde je o = (A, X UY, 64, ap, ) proizvoljan nedeterministicki raspoznavac
jezika ||agl|. Imamo

(Bosi)(ab) = \/ Elace( \ i edt(cun)

c€Aq ueUy (z)
= \/ or(u) e ( \/ E(a,c) e 64 (c, u, b))
u€Uy () ceA
=V ¢hw) e (Eos))(a,b)
u€ly (x)
<V wiw) e (8o B)ab) = (55 o E)(a,b)
uelUy (z)

za sve a,b € Ay, v € X. Iz Teoreme 4.4.1, sledi da je E desno invarijantna
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krisp ekvivalencija na 7,. StaviSe, imamo

S B (Eg a, By) = \[ i(u) 0 64 (Ea,u, By)

ueUy ()
=V wiwe( \ Blo.c)e6*(cud) e B(d,))
ueUy () c,deA

= \/ \/ o (u) o E(a,c) ® 64 (c,u,d) e E(d,b)

c,deAueUy (x)

-\ E(a,c)o( \/ cpj;(u)usA(c,u,d))oJE(d,b)

c,deA ueUy ()
= \/ E(a,c) e 04 (c,x,d)  E(d,D)
c,d€Aq

= (E o620 E)(a,b) = 61/B(E,, x, By),
za svaki x € X isve E,, F, € A/E. Stavise, lako se proverava da
/B (g) = +A/E(,)

za svaki E, € A/E. Dakle, identicko preslikavanje id 4, je izomorfizam fazi
raspoznavaca (7 /E)o 1 o /E. O

Potsetimo da je Teoremom 4.1.1 opisan jednostavan metod konstruk-
cije raznih tipova fazi raspoznavaca iz «. Ovaj metod se zasniva na izboru
razlicitih nedeterministickih raspoznavaca jezika ||ag||, iz kojih dobijamo
razli¢ite konacne fazi raspoznavace fazi jezika ||« /|.

Neka je .Z proizvoljan integralni f-monoid i neka je « proizvoljan fazi
regularan izraz nad alfabetom X. Za regularan izraz ag nad X UY, gde je
Y alfabet pridruzen «, neka je @%(ag) = (Ar, X UY, 54,0, 741) follow au-
tomat od ag. Polazeéi od <% (ag), prema (4.11), dobijamo fazi raspoznavaé
pridruzen #%(ag) i «, koji oznacavamo sa o/g(a) = (Ag, X, 64%,0,74%).
Konacan fazi raspoznava¢ @ («) zovemo follow fazi automat od c.

Teorema 4.4.5. Neka je & integralni {-monoid i o proizvoljan fazi regu-
laran izraz. Neka je <fye(or) pozicioni fazi automat od o i /() follow fazi
automat od «.

Tada je otg(cv) izomorfan faktor fazi raspoznavacu “(a)/E u odnosu
na neku desno invarijantnu krisp ekvivalenciju E na Ap.
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Dokaz. Dokaz sledi direktno iz Teoreme 4.4.5 i ¢injenice da je automat
<t (ag) kvocijent od 2%, (cg) u odnosu na neku desno invarijantnu krisp
ekvivalenciju E. O

Potsetimo da je u dokazu poslednje teoreme koriséen rezultat iz [50, 51,
52,