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Uvod

Teoriju fazi skupova je uveo L. A. Zadeh 1965. godine, kao pristup u pred-
stavljanju i obradi podataka, kojim se pripadnost elemenata nekom skupu
tretira aproksimativno, neprecizno. L. A. Zadeh je primetio da je ovakav
način razmǐsljanja pogodan za razmatranje problema kod kojih izvor nepre-
ciznosti jeste odsustvo tačno odred̄enih kriterijuma pripadnosti nekoj klasi.
Takvi problemi su veoma česti kada se radi sa klasama objekata koji se sreću
u realnom, fizičkom svetu, zbog čega fazi skupovi imaju veoma značajne
primene u mnogim oblastima. U istom radu, Zadeh je uveo pojam fazi
relacije koji je kasnije razvijao u radu iz 1971. godine, gde je uveo i po-
jmove fazi ekvivalencije i fazi ured̄enja. Pošto su fazi relacije pogodne za
izražavanje čak i jedva primetnih nijansi povezanosti, nije iznenad̄ujuće to
što su one našle prirodne primene u takozvanim ”mekim” naukama, kao
što su psihologija, sociologija, lingvistika, itd. Fazi pristup je primenjen i na
teoriju jezika i automata, još u prvom stadijumu razvoja teorije fazi skupova.
Budući da preciznost formalnih jezika prilično odudara od nepreciznosti koje
se javljaju u prirodnim jezicima, fazi jezici i njima odgovarajući fazi au-
tomati, su uvedeni kao način za prevazilaženje tih suprotnosti. Zahvaljući
tome, fazi jezici i automati su dobili široku primenu u leksičkoj analizi, opisu
prirodnih i programskih jezika, sistemima učenja, kontrolnih sistemima, neu-
ronskim mrežama, kliničkom monitoringu, prepoznavanju šablona, bazama
podataka i drugim oblastima.

Poslednjih godina je postignut veoma veliki naučni napredak u teoriji
fazi jezika i automata. Pomenućemo radove čiji su autori Belohlavek [7],
Asveld [3], Y. M. Li i W. Pedrycz [68], [69], Z. Li, P. Li i Y.M. Li [67], S.
Bozapalidis i O. Louscou - Bozapalidou [10] u kojima su dobijeni interesanti
rezultati vezani za fazi automate, fazi jezike i gramatike nad raznim istini-
tosnim strukturama. Pomenimo da su algebarska svojstva fazi jezika i fazi
automata izučavali i Shen [98] i Mordeson i Malik [84]. U poslednje vreme,
fazi automati nad kompletnim reziduiranim mrežama su veoma intenzivno
izučavani (vidi [103, 104, 105, 106]). Med̄utim, mnoga pitanja koja se tiču
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fazi jezika i automata su ostala i dalje otvorena i predstavljaju važnu temu
za dalja istraživanja.

Redukcija konačnih nedeterminističkih automata zauzima značajno mesto
u teoriji klasičnih automata. Za razliku od konačnih determinističkih au-
tomata, minimizacija broja stanja konačnih nedeterminističkih automata je
PSPACE-kompletan problem ([56, 107]), pa su postojeći algoritmi dati u [21,
62, 79, 80, 97] neupotrebljivi u praksi. Iz ovih razloga, istraživanja mnogih
autora bila su usmerena ka tome da se pronad̄e efektivan, u praksi upotrebljiv
algoritam za smanjenje broja stanja nedeterminističkog automata. Metodi
koji su razvijani u tim radovima bili su zapravo metodi za redukciju nedeter-
minističkog automata, tj. za nalaženje automata sa manjim brojem stanja
koji raspoznaju isti jezik kao polazni automat, bez obaveznog odred̄ivanja
minimalnog automata sa tim svojstvom. Ideja redukcije je dovela do razvoja
koncepta desno invarijantnih ekvivalencija koje su pre svih izučavali Ilie i Yu
u [51], a onda i u [15, 23, 53, 54, 55]. Isti koncept, ali iz drugog ugla izučavao
je Calude u [14], pod imenom dobro-ponašajuće (engl. well-behaved) ekvi-
valencije.

Konačni fazi automati su uopštenje konačnih nedeterminističkih automata.
Problemi minimizacije i redukcije su takod̄e prisutni u radu sa fazi automa-
tima. Redukcija ili smanjenje broja stanja fazi automata izučavana je u
[5, 27, 64, 76, 84, 90] i algoritmi koji su predstavljeni takod̄e su zasnovani
na pronalaženju i spajanju nerazdvojivih stanja pomoću krisp ekvivalencija.
Iako su dati algoritmi nazvani algoritmi minimizacije, njima se ne konstruǐse
minimalni fazi automat u skupu fazi automata koji raspoznaju dati fazi
jezik. Za razliku od determinističkog slučaja gde je moguće efektivno otkriti
i spojiti nerazdvojiva stanja, u nedeterminističkom slučaju, a tim pre i u fazi
slučaju, gde imamo fazi prelaze iz stanja u fazi skupove stanja automata,
veoma je teško odrediti kada su dva stanja nerazdvojiva a kad ne.

Osnovni zadatak ove doktorske disertacije je detaljno izučavanje prob-
lema redukcije fazi automata korǐsćenjem desno i levo invarijantnih fazi ek-
vivalencija i fazi kvazi–ured̄enja. Takod̄e je izvršena konstrukcija različitih
tipova fazi automata iz datog fazi regularnog izraza i na dobijene fazi auto-
mate su primenjeni neki od metoda redukcije.

U prvoj glavi disertacije uvedeni su osnovni pojmovi iz teorije fazi sku-
pova, fazi relacija, fazi automata i fazi jezika. Koncept fazi skupova koji
je razmatran u ovoj disertaciji baziran je na mrežno ured̄enim monoidima i
kompletnim reziduiranim mrežama i znatno je opštiji od originalnog Zade-
hovog koncepta, gde se koristi realni, zatvoreni jedinični interval [0,1]. Kom-
pletne rezidualne mreže su korǐsćene kao osnovne istinitosne strukture u
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drugoj i trećoj glavi, dok su u poslednjoj glavi problemi razmatrani nad
mrežno ured̄enim monoidima, algebarskim strukturama opštijim od kom-
pletnih reziduiranih mreža.

U drugoj glavi disertacije razmatran je problem redukcije fazi automata
pomoću desno invarijantnih i levo invarijantnih fazi ekvivalencija. Pokazano
je da su fazi raspoznavač i njegov faktor fazi raspoznavač ekvivalentni, tj.
raspoznaju isti fazi jezik, ako i samo ako je odgovarajuća fazi ekvivalencija
rešenje izvesnog sistema fazi relacijskih jednačina. Zatim su uvedene desno
invarijantne i levo invarijantne fazi ekvivalencije fazi automata (fazi raspoz-
navača) i pokazano je da se pomoću ovih fazi ekvivalencija može izvršiti re-
dukcija fazi automata (fazi raspoznavača), bolja od redukcije pomoću krisp
ekvivalencija. Pokazano je da je skup svih desno invarijantnih fazi ekviva-
lencija fazi automata (fazi raspoznavača) gornja podpolumreža mreže svih
fazi ekvivalencija tog fazi automata (fazi raspoznavača). Dat je i postupak
za konstrukciju najveće desno invarijantne fazi ekvivalencije fazi automata
(fazi raspoznavača) koja daje rezultate nad lokalno konačnom reziduiranom
mrežom, a izvršena je i karakterizacija najveće desno invarijantne fazi ekvi-
valencije nad kompletnim reziduiranim mrežama koje zadovoljavaju izvesne
distributivne zakone. Uveden je i koncept naizmeničnih redukcija, kod kojeg
se naizmenično vrši desna i leva redukcija, odnosno gde fazi automat naiz-
menično redukujemo pomoću njegove najveće desno invarijantne, a potom
pomoću njegove najveće levo invarijantne fazi ekvivalencije i tako redom. Na
kraju glave proučavamo specijalne tipove desno i levo invarijantnih ekviva-
lencija, koje smo nazvali jako desno invarijantne i jako levo invarijantne fazi
ekvivalencije. Data je i efektivna procedura za izračunavanje najveće jako
desno invarijantne fazi ekvivalencije koja se može primeniti u proizvoljnoj
kompletnoj reziduiranoj mreži.

U trećoj glavi je izučavan problem redukcije fazi automata pomoću desno
invarijantnih i levo invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja. Champarnaud i Coulon
su u [22, 23] predložili korǐsćenje kvazi–ured̄enja za redukciju nedetermin-
ističkih automata i pokazali da metod baziran na kvazi–ured̄enjima vrši bolju
redukciju od metoda zasnovanog na ekvivalencijama. Prirodno, do sličnog
zaključka smo došli i u fazi slučaju. Naime, pokazano je da desno invarijantna
fazi kvazi–ured̄enja vrše bolju redukciju fazi automata od one koja se može
postići pomoću desno invarijantnih fazi ekvivalencija. Štavǐse, pronad̄en je
primer kojim je pokazano da se iterativni postupak za izračunavanje na-
jvećeg desno invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja datog fazi automata, završava
nakon konačnog broja koraka čak iako se sličan postupak za izračunavanje
najveće desno invarijantne fazi ekvivalencije tog fazi automata ne završava
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u konačnom broju koraka. Pored specijalnih tipova desno i levo invarijant-
nih fazi kvazi–ured̄enja razmatranih u ovoj glavi, izučavamo i neke opštije
tipove fazi kvazi–ured̄enja – slabo desno i slabo levo invarijantna fazi kvazi–
ured̄enja. Pokazano je da je skup svih slabo desno invarijantnih fazi kvazi–
ured̄enja fazi raspoznavača glavni ideal mreže svih kvazi–ured̄enja na skupu
stanja fazi automata i opisana je procedura za izračunavanje najvećeg el-
ementa ovog glavnog ideala. Takod̄e je pokazano da slabo desno invari-
jantna fazi kvazi–ured̄enja vrše bolju redukciju fazi automata od desno in-
varijantnih, ali i da njihovo nalaženje predstavlja problem. Iako su rezultati i
metodologija korǐsćena u ovoj glavi slični onima u prethodnoj, ispostavilo se
da postoje bitne razlike koje opravdavaju naše izučavanje problema redukcije
fazi automata pomoću fazi kvazi–ured̄enja.

U klasičnoj teoriji automata, konstrukcija malih konačnih nedermin-
ističkih raspoznavača iz regularnih izraza bio je izazov za mnoge autore.
Istraživanja su bila usmerena ka nedeterminističkim automatima, zato što
su konačni deterministički automati dobijeni iz regularnih izraza eksponen-
cijalno veći od dužine odgovarajućih regularnih izraza. Do sad nije izvršena
efektivna konstrukcija konačnog fazi raspoznavača iz fazi regularnog izraza.
U poslednjoj glavi disertacije ćemo predstaviti jednostavan metod konstruk-
cije različitih tipova konačnih fazi raspoznavača jezika predstavljenih fazi
regularim izrazom.

Na kraju, želim da izrazim zahvalnost mom mentoru, profesoru Miroslavu
Ćiricu, na nesebičnoj pomoći, prijateljskoj podršci i stalnoj motivaciji tokom
izrade ove disertacije. Takod̄e želim da se zahvalim svojoj porodici i svim
prijateljima koji su mi, prilikom izrade ove disertacije, pružili neophodno
razumevanje.
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Glava 1

Osnovni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi će biti uvedeni neki osnovni pojmovi i dati neki poznati rezultati.
Takod̄e će biti predstavljena neka osnovna svojstva uvedenih pojmova, koja
će biti korǐsćena u daljem radu.

Glava se sastoji od sedam odeljaka. Najpre će u Odeljku 1.1 biti defin-
isani neki pojmovi i oznake iz teorije skupova i neki tipovi relacija čije je
poznavanje neophodno za dalji rad. U istom odeljku ćemo uvesti neke poj-
move teorije polugrupa i slobodnih polugrupa. Dobro poznavanje pojmova
kao što su nedeterministički automat i nedeterministički raspoznavač, reg-
ularni izraz i regularni jezik, neophodno je i u teoriji fazi jezika i fazi au-
tomata, zato će ovi pojmovi biti predstavljeni u Odeljku 1.2. U Odeljku 1.3
će biti navedeni pojmovi parcijalno ured̄enog skupa i mreže, koji su vezani
za teoriju fazi skupova i važni su za poznavanje struktura istinitosnih vred-
nosti. Odeljak 1.4 će ukazati na opravdanost i značaj razvoja teorije fazi
skupova. Ovde će biti uveden pojam mrežno ured̄enog monoida i pojam
reziduirane mreže i biće date neke najznačajnije strukture istinitosnih vred-
nosti koje predstavljaju mrežno ured̄ene monoide i reziduirane mreže, dok
će, u Odeljku 1.5 biti navedena osnovna svojstva ovih algebarsih struktura.
U Odeljku 1.6 biće uvedeni osnovni pojmovi vezani za fazi skupove i fazi
relacije, a pojmove fazi automata, fazi raspoznavača i fazi regularnih izraza
razmatraćemo u Odeljku 1.7.

Pojmovi i oznake su uvedeni u skladu sa sledećim knjigama: S. Burris i
H. P. Sankappanavar [13], iz oblasti univerzalnih algebri, S. Bogdanović i M.
Ćirić [9], iz oblasti teorije polugrupa i M. Ćirić, T. Petković i S. Bogdanović
[28] iz teorije automata, R. Bělohlávek [6] iz oblasti reziduiranih mreža i
teorije fazi skupova.
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2 GLAVA 1. OSNOVNI POJMOVI I REZULTATI

1.1. Skupovi, relacije i polugrupe

Pojmove i oznake iz Teorije skupova i Teorije brojeva, koji su nam potrebni
u daljem radu, koristićemo onako kako je to uobičajeno u ovim teorijama.
Kardinalni broj skupa A označavamo sa ∣A∣. Familija skupova indeksirana
skupom I će biti označavana sa Ai, i ∈ I, ili {Ai ∣ i ∈ I} ili {Ai}i∈I . Ako je in-
deksni skup konačan i ima n elemenata, onda obično pǐsemo I = {1, 2, . . . , n}
i familiju indeksiranu sa I označavamo sa A1, A2, . . . , An ili {Ai}

n
i=1.

Neka je
{
Ai

}
i∈I

neprazna familija nepraznih skupova. Pod Dekartovim
proizvodom te familije, koji označavamo sa

∏
i∈I Ai, podrazumevamo skup

koji se sastoji od svih preslikavanja

a : I →
∪

i∈I

Ai, a : i 7→ ai ∈ Ai,

za svako i ∈ I. Jednostavnosti radi, element a ∈ A =
∏

i∈I Ai zapisujemo
kao (ai)i∈I , ili kraće samo (ai), gde je I dati indeksni skup, a ai je i-ta
koordinata od a, za i ∈ I. Ako je indeksni skup I konačan, direktan proizvod
familije {Ai}

n
i=1 označavamo sa

∏n
i=1Ai ili A1×A2×⋅ ⋅ ⋅×An. U tom slučaju

proizvoljan element (a1, a2, . . . , an) ∈ A1×A2×⋅ ⋅ ⋅×An nazivamo ured̄enom
n-torkom, a ako je n = 2, onda govorimo o ured̄enom paru. Ako je Ai = A,
za svako i ∈ I, tada direktan proizvod

∏
i∈I Ai označavamo sa AI i nazivamo

ga direktnim stepenom skupa A, a ako je A1 = A2 = ⋅ ⋅ ⋅ = An = A, tada
pǐsemo

∏n
i=1Ai = An.

Neka je A neprazan skup. Pod pojmom binarne relacije na A po-
drazumevamo svaki podskup � skupa A2, pri čemu to može biti i prazan
podskup. Budući da najčešće radimo sa binarnim relacijama, onda bina-
rne relacije kraće nazivamo samo relacijama. Specijalne relacije na skupu
A koje su vredne pažnje su prazna relacija, sa uobičajenom oznakom ∅,
relacija jednakosti ΔA = {(x, x) ∣x ∈ A}, koja se takod̄e naziva i dijagonala,
identička relacija ili jednakost , i univerzalna ili puna relacija ∇A = A× A.
U slučajevima kada ne postoji opasnost od zabune, izostavićemo indeks A u
ΔA i ∇A i pisaćemo jednostavno Δ i ∇. Ako je � relacija na A i (a, b) ∈ �,
tada kažemo da su a i b u relaciji � i obično izrazom “a�b” zamenjujemo izraz
“(a, b) ∈ �”. Proizvod ili kompozicija relacija �, � na skupu A je relacija
� ∘ � definisana sa

� ∘ � = {(a, c) ∈ A×A ∣ (∃b ∈ A) (a, b) ∈ � i (b, c) ∈ �}.

Za binarnu relaciju � na A, relaciju �−1 = {(x, y) ∣ (y, x) ∈ �} nazivamo
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inverznom ili obratnom relacijom relacije �. Skupove

Dom � = {a ∈ A ∣ (∃b ∈ A) (a, b) ∈ �}

ran � = {b ∈ A ∣ (∃a ∈ A) (a, b) ∈ �}

nazivamo domen i rang relacije �, tim redom. Jasno je da važi

Dom(�−1) = ran �, ran (�−1) = Dom �.

Uvedimo oznake

a� = {x ∈ A ∣ (a, x) ∈ �}, �a = {x ∈ A ∣ (x, a) ∈ �}.

Posebno značajnu ulogu u daljem radu imaće relacije parcijalnog ured̄enja i
relacije ekvivalencije. Neka je A neprazan skup. Relacija � na skupu A je:

– refleksivna, ako je (a, a) ∈ �, za svaki a ∈ A, tj. ako je ΔA ⊆ �;

– simetrična, ako za a, b ∈ A, iz (a, b) ∈ � sledi (b, a) ∈ �, tj. ako je
� ⊆ �−1;

– anti-simetrična, ako za a, b ∈ A, iz (a, b) ∈ � i (b, a) ∈ � sledi da je
a = b, tj. ako je � ∩ �−1 ⊆ ΔA;

– tranzitivna, ako za a, b, c ∈ A, iz (a, b) ∈ � i (b, a) ∈ � sledi (a, c) ∈ �,
tj. ako je � ∘ � ⊆ �.

Refleksivnu, antisimetričnu i tranzitivnu relaciju nazivamo ured̄enje ili relacija
poretka. Refleksivnu, simetričnu i tranzitivnu relaciju nazivamo relacija ek-
vivalencije, ili jednostavno ekvivalencija. Refleksivnu i tranzitivnu relaciju
nazivamo kvazi–ured̄enje. Ako je R kvazi–ured̄enje na skupu A, tada je
relacija ER definisana sa ER = R ∩ R−1 ekvivalencija na A, koju nazivemo
prirodna ekvivalencija kvazi–ured̄enja R.

Sada ćemo se malo pozabaviti relacijama ekvivalencije. Neka je � ekvi-
valencija na skupu A. Ako su elementi a, b ∈ A u relaciji �, tj. (a, b) ∈ �,
tada kažemo i da su oni ekvivalentni . Skup �a nazivamo klasa ekvivalencije
elementa a ∈ A u odnosu na �, ili kraće �-klasa elementa a. Jasno je da
je u tom slučaju a ∈ �a. Skup svih �-klasa označavaćemo sa A/� ili A� i
nazivaćemo ga faktor skup skupa A, ili prosto faktor skupa A, u odnosu na
�. Kadinalnost skupa A/�, u oznaci ind(�), nazivamo indeks od �. Preslika-
vanje

�♮ : a 7→ �a

koje slika skup A na faktor skup A/� nazivamo prirodnim preslikavanjem
skupa A odred̄enim ekvivalencijom �. Sa druge strane, neka su A i B
neprazni skupovi i � : A → B. Relaciju

ker � = {(x, y) ∈ A×A ∣�(x) = �(y)}
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na skupu A nazivamo jezgrom preslikavanja �. Vezu izmed̄u ekvivalencija i
preslikavanja daje nam naredna teorema.

Teorema 1.1.1. Neka je A neprazan skup. Ako je � preslikavanje na skupu
A u skup B, tada je ker � ekvivalencija na A. Osim toga, za proizvoljnu
ekvivalenciju � na A je ker(�♮) = �.

Familiju {Ai ∣ i ∈ I} nepraznih podskupova skupa A nazivamo razbijan-
jem ili particijom skupa A, ako je

A =
∪

i∈I

Ai

i za proizvoljan par i, j ∈ I važi

Ai = Aj ili Ai ∩ Aj = ∅.

Vezu izmed̄u particije skupa i njegovih relacija ekvivalencije daje nam naredna
teorema.

Teorema 1.1.2. Neka je familija $ = {Ai ∣ i ∈ I} particija skupa A. Tada
relacija �$ na skupu A definisana sa

(a, b) ∈ �$ ⇔ (∃i ∈ I) a, b ∈ Ai, (a, b ∈ A)

jeste relacija ekvivalencije na skupu A. Obratno, neka je � relacija ekviva-
lencije na skupu A. Tada familija

$� = {�a ∣ a ∈ A}

jeste razbijanje skupa A. Osim toga, preslikavanja

$ 7→ �$ i � 7→ $�

su uzajamno inverzne bijekcije iz skupa svih razbijanja skupa A na skup svih
relacija ekvivalencije na skupu A, i obratno.

Neka je R kvazi–ured̄enje na skupu A. Za svaki a ∈ A, R-afterset od a
je skup Ra definisan sa Ra = {b ∈ A∣ (a, b ∈ R)}, dok je R-foreset od a
skup Ra definisan sa Ra = {b ∈ A∣ (b, a) ∈ R} (vidi [4, 33, 34]). Skup svih
R-afterseta ćemo označiti sa A/R, a skup svih R-foreseta ćemo označiti sa
A∖R. Jasno, ako je R fazi ekvivalencija, tada je A/R = A∖R, i to je skup
svih klasa ekvivalencije R.
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Neka je na nepraznom skupu S definisana binarna operacija ⋅ , tako da
važi zakon asocijativnosti, tj. da je

(ab)c = a(bc), za sve a, b, c ∈ S.

Tada je algebra (S, ⋅) polugrupa. Imajući u vidu da na polugrupi važi
uopšteni zakon asocijativnosti, tj. da raspored zagrada nije bitan, koristićemo
konvenciju o brisanju zagrada.

Neka su (S, ⋅) i (T, ∗) polugrupe. Preslikavanje ' : S → T je homomor-
fizam iz polugrupe (S, ⋅) u polugrupu (T, ∗), ako je

'(a ⋅ b) = '(a) ∗ '(b),

za sve a, b ∈ S. Homomorfizam ' : S → T koji je ”1-1”, tj. za koji je
zadovoljeno

'(a) = '(b) ⇒ a = b,

za sve a, b ∈ S, nazivamo monomorfizam. Homomorfizam ' : S → T koji je
”na”, tj. za koji je

'(S) = T,

nazivamo epimorfizam. Bijektivni homomorfizam ' : S → T zovemo izomor-
fizam i u tom slučaju kažemo da su polugrupe (S, ⋅) i (T, ∗) izomorfne. Ako
je ' : S → T izomorfizam i (S, ⋅) = (T, ∗), kažemo da je ' automorfizam
polugrupe (S, ⋅)

Neprazan podskup T polugrupe S je podpolugrupa od S ako je T zatvoren
za operaciju polugrupe S, tj. ako je ab ∈ T , za sve a, b ∈ T . Neposredno se
proverava da neprazan presek proizvoljne familije podpolugrupa polugrupe
S jeste podpolugrupa od S. Prema tome, ako je T neprazan podskup od
S, tada presek svih podpolugrupa polugrupe S koje sadrže T jeste pod-
polugrupa od S, koju označavamo sa ⟨T ⟩ i nazivamo je podpolugrupa od S
generisana skupom T .

Element e polugrupe S je leva (desna) jedinica ako važi ea = a (ae = a),
za svako a ∈ S. Element e je jedinica polugrupe S ako je leva i desna
jedinica. Polugrupa sa jedinicom je monoid . Takod̄e se može dokazati da
polugrupa ima jedinicu ako i samo ako ima i levu i desnu jedinicu, kao i da
ukoliko postoji, jedinica u polugrupi jeste jedinstvena.

Neka je X neprazan, konačan skup koji ćemo zvati alfabet , a njegove
elemente slovima. Konačan niz x1x2 ⋅ ⋅ ⋅ xn elemenata alfabeta X nazivamo
reč nad alfabetom X. Dve reči x1x2 ⋅ ⋅ ⋅ xn i y1y2 ⋅ ⋅ ⋅ ym su jednake ako je
n = m i xi = yi, za svako i ∈ {1, 2, . . . , n}, tj. ako su jednake kao nizovi. Sa
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X+ označavamo skup svih reči nad alfabetom X. Na skupu X+ definǐsemo
operaciju dopisivanja (konkatenacije) na sledeći način

(x1x2 ⋅ ⋅ ⋅ xn)(y1y2 ⋅ ⋅ ⋅ ym) = x1x2 ⋅ ⋅ ⋅ xny1y2 ⋅ ⋅ ⋅ ym.

Sa ovako definisanom operacijom X+ je polugrupa, koju nazivamo slobodna
polugrupa nad alfabetom X. Skup X∗ = X+∪{"} sa množenjem definisanim
sa

uv =

⎧
⎨
⎩

uv, u, v ∈ X+;
u, u ∈ X+, v = ";
v, u = ", v ∈ X+;
", u = v = "

jeste monoid koji označavamo sa X∗ i nazivemo slobodni monoid nad alfa-
betom X. Jedinični element, u oznaci ", nazivamo prazna reč.

Pod jezikom nad alfabetom X podrazumevamo proizvoljan podskup slo-
bodnog monoida X∗. Konkatenacija jezika L1 i L2 nad alfabetom X, u
oznaci L1L2 je jezik nad X, definisan sa L1L2 = {uv∣ u ∈ L1, v ∈ L2}. Za
jezik L, nad alfabetom X i n ∈ ℕ jezike Ln definǐsemo sa

L1 = L, Ln+1 = LLn = LnL.

Za reč u alfabeta X sa ∣u∣ označavamo dužinu reči u, tj. broj slova alfabeta
X koja učestvuju u zapisu reči u. Za proizvoljno k ∈ ℕ, sa Xk označavamo
skup svih reči iz X∗ dužine k, dok sa X⩾k, odnosno X⩽k, označavamo skup
svih reči ulaznog alfabeta dužine najmanje, odnosno najvǐse, k.

Neka je X alfabet. Relacija umetanja (engl. embedding), u oznaci ⩽em,
je relacija na slobodnom monoidu X∗ definisana sa

u ⩽em v ⇔ u = u1u2 ⋅ ⋅ ⋅ un i v = v0u1v1u2 ⋅ ⋅ ⋅ vn−1unvn, (1.1)

gde je n ∈ ℕ i u, v, u1, u2, . . . , un, v0v1, . . . , vn ∈ X∗.

Propozicija 1.1.1. ([41], [42]) Za proizvoljan alfabet X, ≤em je relacija
poretka na X∗. Svaki podskup slobodnog monoida X∗, koga čine po parovima
neuporedive reči, je konačan.

1.2. Nedeterministički automati i regularni izrazi

Nedeterministički automat A nad alfabetom X je trojka A = (A,X, �A),
gde je A skup stanja, �A : A × X 7→ P(A) je funkcija prelaza, a P(A) je



1.2. NEDETERMINISTIČKI AUTOMATI I REGULARNI IZRAZI 7

partitivni skup skupa A. Specijalno, ako je za svaki a ∈ A i svaki x ∈ X zado-
voljeno ∣�A(a, x)∣ = 1, tada je A deterministički automat . Nedeterministički
automat A je konačan ako je skup njegovih stanja A konačan.

Funkciju prelaza �A možemo na prirodan način produžiti do preslikavanja
�A∗ : A × X∗ → P(A) na sledeći način: Za a ∈ A, �A∗ (a, ") = a, dok je za
u ∈ X∗ i x ∈ X, �A∗ (a, ux) = �A∗ (�A∗ (a, u), x). Bez opasnosti od zabune
koristićemo oznaku �A umesto �A∗ .

Za svaku reč u ∈ X∗ definǐsemo relaciju �Au ⊆ A×A, koju zovemo relacija
prelaza odred̄ena sa u, sa

(a, b) ∈ �Au ⇔ b ∈ �A(a, u),

za sve a, b ∈ A. Očigledno, za sve u, v ∈ X∗, važi �Auv = �Au ∘ �Av .

Inicijalni nedeterinistički automat nad X je četvorka A = (A,X, �A, �A),
gde je (A,X, �A) nedeterministički automat nad alfabetom X, a �A ⊆ A je
skup inicijalnih stanja, a nedeterministički raspoznavač A nad alfabetom
X je petorka A = (A,X, �A, �A, �A), gde je (A,X, �A, �A) inicijalni nede-
terministički automat, a �A ⊆ A je skup terminalnih (završnih) stanja.
Nedeterministički raspoznavač A = (A,X, �A, �A, �A) je konačan, ako je
A = (A,X, �A) konačan nedeterministički automat. Ako �A sadrži samo
jedno stanje a0 ∈ A, tj., ako je �A = {a0} tada nedeterministički raspoz-
navač označavmo sa A = (A,X, �A, a0, �

A). Primetimo da se u literaturi
pojam nedeterministički automat često odnosi na konačni nedeterministički
raspoznavač sa jednim inicijalnim stanjem.

Nedeterministički raspoznavač A = (A,X, �A, �A, �A) raspoznaje (prih-
vata) jezik L ⊆ X∗ ako je

L = {u ∈ X∗∣(∃a ∈ �A)�A(a, u) ∈ �A}, ili ekvivalentno (1.2)

L = {u ∈ X∗∣(∃a�A)(∃b ∈ T ) (a, b) ∈ �Au }. (1.3)

Jezik L raspoznat pomoću nedeterminističkog raspoznavača A označavamo
sa L(A ).

Familija regularnih izraza R ili jednostavnije regularni izrazi nad alfa-
betom X induktivno je definisana na sledeći način:

(i) ∅ ∈ R

(ii) " ∈ R;

(iii) x ∈ R, za sve x ∈ X;

(iv) (�1 + �2) ∈ R, za sve �1, �2 ∈ R;
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(v) (�1�2) ∈ R, za sve �1, �2 ∈ R;

(vi) (�)∗ ∈ R, za svaki � ∈ R;

(vii) Regularni izrazi su samo oni izrazi koji se mogu dobiti primenom prav-
ila (i) − (vii) konačan broj puta.

Za regularni izraz �, označimo sa ∣�∣X , broj simbola alfabeta X u tom
izrazu. Broj ∣�∣X nazivamo širina regularnog izraza � (vidi [1]). Za svaki � ∈
R, sa ∥�∥ označavamo jezik nad alfabetom X koga rekurzivno definǐsemo
sa:

(i) ∥∅∥ = ∅, ∥"∥ = {"}, ∥x∥ = {x}, za x ∈ X.

(iii) ∥(�1 + �2)∥ = ∥�1∥ ∪ ∥�2∥, za sve �1, �2 ∈ R;

(iv) ∥(�1�2)∥ = ∥�1∥∥�2∥, za sve �1, �2 ∈ R;

(v) ∥(�)∗∥ = ∥�∥∗, za svaki � ∈ R.

Primetimo da je jezik ∥�1∥∥�2∥ konkatenacija jezika ∥�1∥ i ∥�2∥, dok
je ∥�∥∗ Kleenejevo zatvorenje jezika ∥�∥, koje je definisano sa ∥�∥∗ =
{"} ∪ ∥�∥ ∪ ∥�∥∥�∥ ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ ∥�∥n ∪ ⋅ ⋅ ⋅ . Za svaki regularni izraz �, jezik
∥�∥ je jezik definisan regularnim izrazom �. Jezik nad konačnim alfabetom
X je regularan ako je definisan regularnim izrazom nad X. Potsetimo da je
jezik nad konačnim alfabetom regularan ako i samo ako je raspoznat nekim
konačnim nedeterminističkim raspoznavačem.

Neka je � regularan izraz nad alfabetom X. Označimo sa � izraz dobijen
iz � indeksiranjem svakog simbola izraza � njegovom pozicijom u tom izrazu.
Isto označavanje ćemo koristiti i za uklanjanje indeksa, tj. za regularan izraz
�, važi: � = �. Definǐsimo sledeće skupove:

(i) pos0(�) = {0, 1, . . . , ∣�∣X},

(ii) first(�) = {i ∣ xiu ∈ ∥�∥},

(iii) last(�) = {i ∣ uxi ∈ ∥�∥},

(iv) follow(�, i) = {j ∣ uxixjv ∈ ∥�∥},

(v) follow(�, 0) = first(�),

(vi)

last0(�) =

{
last(�), " ∕∈ ∥�∥

last(�) ∪ {0}, " ∈ ∥�∥
.
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Konačan nedeterministički raspoznavač

Apos(�) = (pos0(�),X, �pos, 0, last0(�))

zovemo pozicioni automat regularnog izraza �, čija je funkcija prelaza defin-
isana sa

�pos(i, x) = {j ∣ xj = x, j ∈ follow(�, i)}.

Glushkow [40] i McNaughton i Yamada [78], su pokazali da je jezik ∥�∥
raspoznat nedeterminističkim raspoznavačem Apos(�). Zbog jednostavnijeg
pisanja, u daljem tekstu ćemo pozicioni automat Apos(�) regularnog izraza
�, označavati sa Ap(�) = (Ap,X, �Ap , 0, �Ap).

Podsećamo da smo, za pojmove i oznake koji nisu ovde definisani uputili
na knjigu M. Ćirića, T. Petković i S. Bogdanovića [28].

1.3. Ured̄eni skupovi i mreže

Refleksivnu, antisimetričnu i tranzitivnu relaciju na skupu A nazivamo par-
cijalnim ured̄enjem na A, ili kraće samo ured̄enjem na A. Ured̄enja najčešće
označavamo simbolom ⩽. Par (A,⩽) koji se sastoji od skupa A i parcijalnog
ured̄enja ⩽ na njemu nazivamo parcijalno ured̄enim skupom, ili kraće samo
ured̄enim skupom. Jednostavnosti radi, umesto ”(A,⩽) je ured̄en skup” gov-
orićemo ”A je ured̄en skup”, pri čemu ćemo podrazumevati da je ured̄enje na
njemu označeno sa ⩽. Ako je ⩽ ured̄enje na skupu A, tada sa < označavamo
relaciju na A definisanu sa

a < b ako i samo ako je a ⩽ b i a ∕= b,

a sa ⩾ i > označavamo inverzne relacije relacija ⩽ i <, tim redom. Ured̄enje
⩽ na A nazivamo linearnim ako za sve a, b ∈ A važi a ⩽ b ili b ⩽ a, i u tom
slučaju kažemo da je A linearno ured̄en skup ili lanac.

Za preslikavanje � koje slika ured̄en skup A u ured̄en skup B kažemo da
je izotono ili rastuće ili da očuvava ured̄enje ako za sve a, b ∈ A, iz a ⩽ b
sledi �(a) ⩽ �(b). Slično, za preslikavanje � iz A u B kažemo da je antitono
ili da je opadajuće ako za proizvoljne a, b ∈ A, iz a ⩽ b sledi �(b) ⩽ �(a). Za
� kažemo da je izomorfizam ured̄enih skupova A i B, ili ured̄ajni izomorfizam
iz A na B, ako je � bijekcija iz A na B i � i �−1 su izotona preslikavanja.

Neka je A ured̄en skup. Za element a ∈ A kažemo da je

– minimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo manji
od njega, tj. ako za svaki x ∈ A, iz x ⩽ a sledi x = a;
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– maksimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo veći
od njega, tj. ako za x ∈ A, iz a ⩽ x sledi a = x;

– najmanji element skupa A, ako je manji od svakog drugog elementa iz
A, tj. ako je a ⩽ x, za svaki x ∈ A;

– najveći element skupa A, ako je veći od svakog drugog elementa iz A,
tj. ako je x ⩽ a, za svaki x ∈ A.

Neka je H neprazan podskup ured̄enog skupa A. Za element a ∈ A kažemo
da je

– gornja granica skupa H, ako je x ⩽ a, za svaki x ∈ H;

– donja granica skupa H, ako je a ⩽ x, za svaki x ∈ H;

– najmanja gornja granica, ili supremum, skupa H, ako je a najmanji
element skupa svih gornjih granica skupa H, tj. ako je a gornja granica
skupa H i za svaku gornju granicu b skupa H važi a ⩽ b;

– najveća donja granica, ili infimum, skupa H, ako je a najveći element
skupa svih donjih granica skupa H, tj. ako je a donja granica skupa
H i za svaku donju granicu b skupa H važi b ⩽ a.

Supremum skupa H, ako postoji, označavamo sa
⋁
H, a infimum, takod̄e

ako postoji, sa
⋀

H. Ukoliko je H = {xi ∣ i ∈ I}, tada umesto
⋁

H i
⋀

H
pǐsemo redom ⋁

i∈I

xi i
⋀

i∈I

xi.

Ured̄en skup čiji svaki dvoelementni podskup ima supremum i infimum
nazivamo mrežom. Indukcijom se lako dokazuje da i svaki konačan podskup
mreže ima supremum i infimum. Za beskonačne podskupove mreže to ne
mora da važi. Ako je L mreža, tada se na L mogu definisati dve binarne
operacije ∧ i ∨ sa

∧ : (a, b) 7→ a ∧ b i ∨ : (a, b) 7→ a ∨ b.

Po analogiji sa odgovarajućim operacijama na skupovima, operacije ∨ i ∧
nazivaćemo, redom, unijom i presekom. Drugim rečima, govorićemo da je⋁

H unija skupa H a a ∨ b je unija elemenata a i b, i slično, da je
⋀

H
presek skupa H, a a∧ b je presek elemenata a i b. Koristeći operacije unije i
preseka, mrežu možemo definisati i kao univerzalnu algebru sa dve binarne
operacije koje zadovoljavaju nekoliko specijalnih uslova. Naime, neposredno
se dokazuje sledeća teorema.
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Teorema 1.3.1. Ako je L mreža, tada je (L,∧,∨) univerzalna algebra
takva da za sve x, y, z ∈ L važe sledeći uslovi:

(L1) x ∧ x = x, x ∨ x = x (idempotentnost);
(L2) x ∧ y = y ∧ x, x ∨ y = y ∨ x (komutativnost);
(L3) (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z), (x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z) (asocijativnost);
(L4) x ∧ (x ∨ y) = x, x ∨ (x ∧ y) = x (apsorpcija).

Obratno, ako je L algebra sa dve binarne operacije ∧ i ∨ koje zadovoljavaju
uslove (L1)–(L4), tada je L mreža, u odnosu na parcijalno ured̄enje ⩽ defin-
isano sa

a ⩽ b ⇔ a ∧ b = a (ili, ekvivalentno, a ⩽ b ⇔ a ∨ b = b).

Uslove (L1)–(L4) u Teoremi 1.3.1 nazivamo aksiomama mreže. Tretiranje
mreže kao univerzalne algebre omogućava nam da kao i kod svake druge
univerzalne algebre govorimo o podmrežama, kongruencijama, homomor-
fizmima, izomorfizmima, direktnim proizvodima mreža itd.

Neprazan podskup X mreže L naziva se podmreža mreže L ako za svaka
dva elementa a, b ∈ X važi a ∧ b ∈ X i a ∨ b ∈ X.

Za mrežu L i a ∈ L, podmreže

[a) = {x ∈ L ∣ a ⩽ x} i (a] = {x ∈ L ∣x ⩽ a}

su poluotvoreni intervali mreže L, a za a, b ∈ L takve da je a ⩽ b, podmreže

(a, b) = {x ∈ L ∣ a < x < b} i [a, b] = {x ∈ L ∣ a ⩽ x ⩽ b}

su otvoreni interval i zatvoreni interval , (ili segment) mreže L, tim redom.

Sistemi sa jednom binarnom idempotentnom, komutativnom i asocija-
tivnom operacijom nazivaju se polumrežama. Ako neprazan skup L zajedno
sa proizvoljnim elementima a, b ∈ L sadrži i a ∧ b, odnosno a ∨ b onda se L
naziva, redom ∧-polumreža ili donja polumreža, tj. ∨-polumreža ili gornja
polumreža.

Neprazan podskup J mreže L naziva se ideal ako važi:

(a) za elemente a ∈ J i x ∈ L takve da je x ⩽ a je x ∈ J ;

(b) za dva elementa a, b ∈ L je i a ∨ b ∈ J .

Nije teško pokazati da je J ideal mreže L ako važi:

a ∨ b ∈ J ako i samo ako i a ∈ J i b ∈ J.

Dualni pojam pojmu ideala u mreži je dualni ideal . Dakle, neprazan podskup
D mreže L je dualni ideal ako važi:
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(a) za elemente a ∈ D i x ∈ L takve da je a ⩽ x je x ∈ D;

(b) za dva elementa a, b ∈ L je a ∧ b ∈ D.

Neka je element a ∈ L. Primetimo da su, tada poluotvoreni intervali (a]
i [a), redom ideal, odnosno dualni ideal mreže L i nazivaju se glavni ideal
generisan sa a i glavni dualni ideal generisan sa a.

Najmanji element mreže L, ako takav postoji, nazivamo nulom, a najveći
element, ukoliko postoji, nazivamo jedinicom mreže L. Nulu i jedinicu mreže
obično označavamo sa 0 i 1, tim redom. Mrežu koja ima nulu i jedinicu
nazivamo ograničenom mrežom. Ograničena mreža se takod̄e može tretirati
kao univerzalna algebra (L,∧,∨, 0, 1) sa binarnim operacijama ∧ i ∨ koje
zadovoljavaju (L1)–(L4), i nularnim operacijama (konstantama) 0 i 1 koje
zadovoljavaju uslove

(L5) 0 ∧ x = 0 (ili, ekvivalentno, 0 ∨ x = x), za svaki x ∈ L;

(L6) 1 ∧ x = x (ili, ekvivalentno, 1 ∨ x = 1), za svaki x ∈ L.

Nije teško pokazati da su na proizvoljnoj mreži L sledeći uslovi ekviva-
lentni:

(L7) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z), za sve x, y, z ∈ L;

(L7′) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z), za sve x, y, z ∈ L.

Mrežu koja zadovoljava bilo koji od tih uslova nazivamo distributivnom
mrežom.

Neka je L ograničena mreža sa nulom 0 i jedinicom 1. Za element y ∈ L
kažemo da je komplement elementa x ∈ L ako važi

x ∧ y = 0 i x ∨ y = 1.

U tom slučaju je i x komplement za y, tj. relacija ”biti komplement” je
simetrična. Ako je pri tome mreža L još i distributivna, tada se lako dokazuje
da svaki element x ∈ L može imati najvǐse jedan komplement, koji ćemo
označavati sa x′.

Ograničenu distributivnu mrežu u kojoj svaki element ima dopunu nazi-
vamo Booleova algebra. Preslikavanje x 7→ x′ je unarna oparacija na L, i
nazivamo je operacija komplementacije. Bulova algebra se takod̄e može tre-
tirati kao univerzalna algebra (L,∧,∨,′ , 0, 1) sa binarnim operacijama ∧ i ∨,
unarnom operacijom ′ i konstantama 0 i 1.

Kako smo napred napomenuli, svaki konačan podskup mreže ima supre-
mum i infimum, ali to ne mora da važi za beskonačne podskupove. Stoga za
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mrežu u kojoj svaki neprazan podskup ima supremum i infimum nazivamo
potpunom ili kompletnom mrežom. Jasno, svaka takva mreža je ograničena.
Podskup K potpune mreže L je potpuna(kompletna)podmreža od L ako se
supremum i infumum (u L) svakog nepraznog podskupa od K nalaze u K.

Primer 1.3.1. Označimo sa E (A) skup svih relacija ekvivalencije na ne-
praznom skupu A. Taj skup je parcijalno ured̄en inkluzijom relacija, i u
odnosu na to parcijalno ured̄enje on je potpuna mreža. Naime, dok je
operacija preseka na E (A) presek dve relacije, operacija unije je odred̄ena
drugačije, jer skupovna unija dve ili vǐse relacija ekvivalencije ne mora biti
relacija ekvivalencije. Neka je B proizvoljan neprazan podskup od E (A) i
neka je ⟨B⟩ podpolugrupa polugrupe binarnih relacija na A generisana sa
B. Tada je

⋁
B jednako skupovnoj uniji svih relacija iz ⟨B⟩. Nula i jedinica

u E (A) su redom ΔA i ∇A.

1.4. Mrežno ured̄eni monoidi i reziduirane mreže

U realnom, fizičkom svetu, često se nailazi na klase objekata kod kojih kri-
terijum pripadanja odred̄enoj klasi nije precizno definisan. Zbog toga se
osnovna ideja fazi skupova i fazi logike ”suprotstavlja” tradiciji u nauci, tzv.
bivalentnom načinu razmǐsljanja i rezonovanja, što je dovodi do formiranja
novih modela stvarnosti. Iz navedenih razloga, struktura skupa istinitosnih
vrednosti zahteva našu posebnu pažnju.

Osnovna ideja fazi skupova je gradacija pripadnosti, dok je osnovna ideja
fazi logike gradacija istine, od potpune istine (1), do potpune neistine (0). Za
tu gradaciju je potrebno da je struktura istinitosnih vrednosti L parcijalno
ured̄ena sa 0 i 1 kao najmanjim i najvećim elementom, tim redom. Osim
toga, pretpostavlja se da za dve istinitosne vrednosti a i b, postoji istinitosna
vrednost veća (manja) od obe. Na ovaj način prirodno dolazimo do zahteva
za postojanjem supremuma (dualno infimuma) u istinitosnoj strukturi L .

Iz pomenutih razloga uvodimo sledeću strukturu. Mrežno ured̄eni monoid
ili ℓ-monoid [65, 66, 68, 99] je algebarska struktura L = (L,∧,∨, ∙, 0, 1, e)
takva da je

(LM1) (L,∧,∨, 0, 1) je mreža sa najmanjim elementom 0 i najvećim elemen-
tom 1,

(LM2) (L, ∙, e) je monoid sa jedinicom e,

(LM3) x ∙ 0 = 0 ∙ x = 0, za svaki x ∈ L,
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(LM4) za sve x, y, z ∈ L važi

x ∙ (y ∨ z) = x ∙ y ∨ x ∙ z i (x ∨ y) ∙ z = x ∙ z ∨ y ∙ z.

Ako je, pored toga, (L,∧,∨, 0, 1) kompletna mreža koja zadovoljava
sledeće distributivne zakone,

(LM5) za sve x ∈ L, {xi} ⊆ L

x ∙ (
⋁

i∈I

xi) =
⋁

i∈I

(x ∙ xi) i (
⋁

i∈I

xi) ∙ x =
⋁

i∈I

(xi ∙ x),

tada L zovemo kvantal . Ako distributivni zakoni (LM5) važe za prebrojive
skupove {xi}, tada L zovemo prebrojivo mrežno ured̄eni monoid .

Mrežno ured̄eni monoid L = (L,∧,∨, ∙, 0, 1, e) je integralni , ako je e = 1,
tj. ako je njegov najveći element jednak neutralu.

Operaciju ∙ na mrežno ured̄enom monoidu zovemo proizvod . Lako se
pokazuje da je proizvod izotona operacija u odnosu na relaciju ured̄enja
mreže, tj. za sve x, y, z ∈ L važi

x ≤ y ⇒ x ∙ z ≤ y ∙ z and z ∙ x ≤ z ∙ y. (1.4)

Primer 1.4.1. (i) Neka je L = (L,∧,∨, 0, 1) distributivna mreža. Tada
je L = (L,∧,∨,∧, 0, 1, 1) integralni ℓ-monoid.

(ii) Neka je L = (L,∧,∨, ∙, 0, 1, e) proizvoljan ℓ-monoid. Označimo sa L(n)
skup svih n × n matrica nad L. Proizvod na skupu L(n), označen sa ∘, i
supremum, označen sa ∨, definǐsemo na sledeći način: Za matrice, A = (aij)
i B = (bij), A ∘B = (cij), A ∨B = (dij), gde je

cij =

n⋁

k=1

(aik ∙ bkj), a dij = aij ∨ bij,

za sve i, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Tada (L(n),∧,∨, ∘, A0, A1, E) takod̄e jeste mrežno
ured̄eni monoid, u kome je A0 matrica tipa n×n čiji su svi elementi jednaki
0 (nula matrica), A1 je matrica tipa n × n, čiji su svi elementi jednaki 1,
a jedinica je jedinična matrica E, čiji su svi elementi na dijagonali jednaki
e, a ostali elementi jednaki 0. U ovom mrežno ured̄enom monoidu je ∘
nekomutativna operacija, čak i ako je proizvod na L komutativan.



1.4. MREŽNO URED̄ENI MONOIDI I REZIDUIRANE MREŽE 15

U nastavku ovog odeljka ćemo vǐse pažnje posvetiti užoj klasi mrežno
ured̄enih monoida-reziduiranim mrežama. U nekim radovima reziduirane
mreže se nazivaju integralni, komutativni, reziduirani ℓ-monoidi, dok neki
autori naziv reziduirane mreže koriste za neke opštije strukture.

Reziduirana mreža je algebra L = (L,∧,∨,⊗,→, 0, 1) takva da

(RL1) (L,∧,∨, 0, 1) je mreža sa najmanjim elementom 0 i najvećim elemen-
tom 1,

(RL2) (L,⊗, 1) je komutativan monoid sa jedinicom 1,

(RL3) operacije ⊗ i → obrazuju adjungovani par , tj. oni zadovoljavaju
svojstvo adjunkcije: za sve x, y, z ∈ L,

x⊗ y ⩽ z ⇔ x ⩽ y → z. (1.5)

Ako je, pored toga, (L,∧,∨, 0, 1) kompletna mreža, onda se L naziva
kompletna reziduirana mreža. Operacije ⊗ (množenje, proizvod) i → (reziduum
ili implikacija) predstavljaju modele konjunkcije i implikacije u odgovarajućoj
logici, a supremum (

⋁
) i infimum (

⋀
) modeliraju egzistencijalni i univerzalni

kvantifikator, tim redom.

Na kompletnoj reziduiranoj mreži mogu se definisati i sledeće operacije:

bireziduum (ili biimplikacija) : x ↔ y = (x → y) ∧ (y → x), (1.6)

negacija : ¬a = a → 0, (1.7)

n−ti stepen : a0 = 1 i an+1 = an ⊗ a. (1.8)

Operacija biimplikacije predstavlja model jednakosti istinitosnih vred-
nosti, dok je negacija model komplementa za datu istinitosnu vrednost.

Najvǐse proučavan i primenjivan skup istinitosnih vrednosti je realan,
jedinični interval [0, 1] sa

x ∧ y = min(x, y), x ∨ y = max(x, y),

i sa tri važna para adjungovanih operacija:

L̷ukasiewiczeve operacije: x⊗ y = max(x + y − 1, 0),
x → y = min(1 − x + y, 1),

proizvod (Goguenove) operacije: x⊗ y = x ⋅ y,
x → y = 1 ako je x ⩽ y i = y/x u protivnom,

Gödelove operacije: x⊗ y = min(x, y),
x → y = 1 ako je x ⩽ y i = y u protivnom.
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Drugi važan skup istinitosnih vrednosti je skup {a0, a1, . . . , an}, gde je
0 = a0 < ⋅ ⋅ ⋅ < an = 1, na kome su adjungovane operacije definisane sa

ak ⊗ al = amax(k+l−n,0), ak → al = amin(n−k+l,n).

Specijalan slučaj ovih poslednjih algebri je dvoelementna Bulova algebra,
na kojoj je zasnovana klasična logika. Jedini adjungovan par operacija na
dvoelementnoj Bulovoj algebri sastoji se samo od klasičnih operacija kon-
junkcije i implikacije.

Sve tri strukture: L̷ukasiewiczeva, proizvod i Gödelova struktura pred-
stavljaju reziduirane mreže indukovane takozvanim t-normama.

Binarnu operaciju ⊗ na [0, 1] koja je asocijativna, komutativna, mono-
tona i za koju je 1 jedinični element nazivemo t-norma. Drugim rečima,
t-norma je preslikavanje ⊗ : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] koje zadovoljava sledeće
uslove:

(x⊗ y) ⊗ z = x⊗ (y ⊗ z),

x⊗ y = y ⊗ x,

y1 ⩽ y2 ⇒ x⊗ y1 ⩽ x⊗ y2,

x⊗ 1 = x.

Opštije, algebra ([0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1) je kompletna reziduirana mreža ako
i samo ako je ⊗ levo-neprekidna t-norma. Pod levo neprekidnom t-normom
podrazumevamo t-normu za koju važi

lim
n→∞

(an ⊗ b) = ( lim
n→∞

an) ⊗ b,

i u tom slučaju je reziduum definisan sa x → y =
⋁
{u ∈ [0, 1] ∣u ⊗ x ⩽ y}.

Ako je t-norma ⊗ neprekidna kao realna funkcija sa dva argumenta, tada ⊗
zovemo naprekidna t-norma.

Navešćemo još neke važne istinitosne strukture, koje jesu reziduirane
mreže, ali zadovoljavaju i neke dodatne uslove.

Reziduirana mreža L se naziva Heytingova algebra ako je x⊗ y = x∧ y,
za sve x, y ∈ L. Ako je, pored toga, L i kompletna mreža, onda je ona
kompletna Heytingova algebra, a ako je parcijalno ured̄enje ⩽ u L linearno,
onda je L linearno ured̄ena Heytingova algebra. Najvažniji primer linearno
ured̄ene, kompletne Heytingove algebre je realan, jedinični interval [0, 1] sa
Gödelovim parom adjungovanih operacija, tj. sa standardnom minimum
t-normom.

BL-algebra (Basic Logic Algebra) je reziduirana mreža koja zadovoljava
uslov a∧ b = a⊗ (a → b) (deljivost) i (a → b) ∨ (b → a) = 1 (prelinearnost).
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Treba istaći da algebra ([0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1) jeste BL-algebra ako i samo
ako je ⊗ neprekidna t-norma.

MV-algebra (Multi Valued Algebra) je BL-algebra koja dozvoljava dvostruku
negaciju, tj. u kojoj je a = ¬¬a, za svaki a.

P-algebra (product algebra) je BL-algebra koja zadovoljava uslov

(c → 0) → 0 ⩽ ((a⊗ c) → (b⊗ c)) → (a → b) i a ∧ (a → 0) = 0.

G-algebra (Gödelova algebra) je BL-algebra u kojoj je zadovoljen uslov
a⊗ a = a (idempotentnost).

Očigledno, Booleova algebra je reziduirana mreža koja je i Heytingova
algebra i MV-algebra.

Pregled najvažnijih tipova reziduiranih mreža, njihovih specijalnih pod-
klasa i odgovarajućih logika dat je na Slici 1.1. Na slici su, pored̄enja radi,
prikazane i ortomodularne mreže, na kojima je zasnovana kvantna logika.

Poluprsten je algebra (L,+, ⋅, 0, 1), gde je (L,+, 0) komutativni monoid,
(L, ⋅, 1) monoid, a ⋅ je distributivna operacija u odnosu na + i 0⋅x = x⋅0 = 0,
za svako x ∈ L. Poluprsten (L,+, ⋅, 0, 1) je komutativan, ako je (L, ⋅, 1)
komutativan monoid. Ako je L = (L,∧,∨,⊗,→, 0, 1) reziduirana mreža,
tada njen redukt S = (L,∨,⊗, 0, 1) jeste komutativni poluprsten, zbog
čega će nam ti poluprsteni i biti važni u daljem radu.

Poluprsten je lokalno konačan ako je svaki njegov konačno generisani
podpoluprsten konačan, i slično, monoid je lokalno konačan ako je njegov
proizvoljan konačno generisan podmonoid konačan. Lako se proverava da
je poluprsten S lokalno konačan ako i samo ako su oba monoida (L,∨, 0)
i (L,⊗, 1) lokalno konačni monoidi. Kako je (L,∨, 0) polumreža, a svaka
polumreža je lokalno konačna, poluprsten S je lokalno konačan ako i samo
ako je monoid (L,⊗, 1) lokalno konačan (vidi [38], [68]).

Slično, ako je svaka konačno generisana podalgebra reziduirane mreže L

konačna, tada kažemo da je L lokalno konačna. Na primer, svaka Gödelova
algebra, a time i svaka Gödelova struktura jeste lokalno konačna, dok proizvod
struktura nije lokalno konačna.
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Slika 1.1. Najznačajnije istinitosne strukture i odgovarajuće logike.
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1.5. Osnovna svojstva ℓ-monoida i reziduiranih mreža

Navešćemo neka osnovna svojstva mrežno ured̄enih monoida i reziduiranih
mreža. Većina ovih svojstava će biti korǐsćena u narednim glavama teze.

Propozicija 1.5.1. [68] Neka je L integralni ℓ-monoid. Tada uslov (1.4)
implicira uslov (LM3) i x ∙ y ≤ x ∧ y, za sve x, y ∈ L.

Teorema 1.5.1. Svaka reziduirana mreža zadovoljava sledeće uslove:

y ⩽ x → (x⊗ y), x ⩽ (x → y) → y, (1.9)

x⊗ (x → y) ⩽ y, (1.10)

x ⩽ y ⇔ x → y = 1, (1.11)

x → x = 1, x → 1 = 1, 1 → x = x, (1.12)

0 → x = 1, (1.13)

x⊗ 0 = 0, (1.14)

x⊗ y ⩽ x, x ⩽ y → x, (1.15)

x⊗ y ⩽ x ∧ y, (1.16)

(x⊗ y) → z = x → (y → z), (1.17)

(x → y) ⊗ (y → z) ⩽ (x → z), (1.18)

x → y je najveći element od {z ∣x⊗ z ⩽ y}, (1.19)

x⊗ y je najmanji element od {z ∣x ⩽ y → z}. (1.20)

Naredna teorema ukazuje na izotonost operacije ⊗, kao i na izotonost
operacije → po drugom i antitonost ove operacije po prvom argumentu.

Teorema 1.5.2. U svakoj reziduiranoj mreži važi sledeće:

y1 ⩽ y2 ⇒ x⊗ y1 ⩽ x⊗ y2, (1.21)

y1 ⩽ y2 ⇒ x → y1 ⩽ x → y2, (1.22)

x1 ⩽ x2 ⇒ x2 → y ⩽ x1 → y. (1.23)

Navodimo još neka svojstva operacija u reziduiranoj mreži:
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Teorema 1.5.3. U svakoj reziduiranoj mreži zadovoljene su sledeće nejed-
nakosti:

x → y ⩽ (x ∧ z) → (y ∧ z), (1.24)

x → y ⩽ (x ∨ z) → (y ∨ z), (1.25)

x → y ⩽ (x⊗ z) → (y ⊗ z), (1.26)

x → y ⩽ (z → x) → (z → y), (1.27)

x → y ⩽ (y → z) → (x → z). (1.28)

Naredna teorema daje odnos izmed̄u operacija
⋁

i
⋀

, i operacija ⊗ i →,
nad nekom familijom elemenata reziduirane mreže.

Teorema 1.5.4. Sledeća tvrd̄enja su tačna, za svaki indeksni skup I. Šta-
vǐse, ako u prve tri jednakosti leva strana ima smisla, onda i desna strana
ima smisla.

x⊗
⋁

i∈I

yi =
⋁

i∈I

(x⊗ yi), (1.29)

x →
⋀

i∈I

yi =
⋀

i∈I

(x → yi), (1.30)

(⋁

i∈I

xi

)
→ y =

⋀

i∈I

(xi → y), (1.31)

x⊗
⋀

i∈I

yi ⩽
⋀

i∈I

(x⊗ yi), (1.32)

⋁

i∈I

(x → yi) ⩽ x →
⋁

i∈I

yi, (1.33)

⋁

i∈I

(xi → y) =
(⋀

i∈I

xi

)
→ y, (1.34)

⋀

i∈I

(xi → yi) ⩽
(⋀

i∈I

xi

)
→
(⋀

i∈I

yi

)
(1.35)

⋀

i∈I

(xi → yi) ⩽
(⋁

i∈I

xi

)
→
(⋁

i∈I

yi

)
. (1.36)
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Teorema 1.5.5. Sledeća tvrd̄enja predstavljaju još neka svojstva reziduira-
nih mreža:

x → y = ((x → y) → y) → y, (1.37)

x⊗ (x → y) = y ⇔ (∃z)(x⊗ z = y), (1.38)

x → (x⊗ y) = y ⇔ (∃z)(x → z = y), (1.39)

(y → x) → x = y ⇔ (∃z)(z → x = y), (1.40)

(x ∧ y) ⊗ (x ∨ y) ⩽ x⊗ y, (1.41)

x ∨ y ⩽ ((x → y) → y) ∧ ((y → x) → x), (1.42)

x ∧ y ⩾ x⊗ (x → y), (1.43)

x⊗ (y → z) ⩽ y → (x⊗ z). (1.44)

Važi sledeća teorema:

Teorema 1.5.6. Neka je L = (L,∧,∨,⊗, 0, 1) struktura koja zadovoljava
(RL1) i (RL2) iz definicije reziduiranih mreža i neka je L kompletna mreža.
Tada su ekvivalentna sledeća tvrd̄enja:

(i) Postoji → koje zadovoljava svojstvo adjunkcije u odnosu na ⊗.

(ii) Za sve a, b, skup {c ∣ a⊗ c ⩽ b} ima najveći element.

(iii) U L važi

x⊗
⋁

i∈I

yi =
⋁

i∈I

(x⊗ yi),

i za x → y =
⋁
{z ∣x⊗ z ⩽ y}, ⊗ i → su adjungovane operacije.

Videćemo, dalje neka svojstva negacije u reziduiranoj mreži.

Teorema 1.5.7. Negacija ima sledeća svojstva:

¬0 = 1, ¬1 = 0, (1.45)

x⊗ ¬x = 0, (1.46)

x ⩽ ¬¬x, ¬x = ¬¬¬x, (1.47)

x ⩽ y ⇒ ¬y ⩽ ¬z, (1.48)

¬
(⋁

i∈I

xi

)
=
⋀

i∈I

¬xi, (1.49)

¬
(⋀

i∈I

xi

)
⩾
⋁

i∈I

¬xi. (1.50)
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Sledeća teorema pokazuje koja svojstva ima operacija bireziduuma.

Teorema 1.5.8. Operacija bireziduuma ima sledeća svojstva:

0 ↔ 1 = 1 ↔ 0 = 0, 0 ↔ 0 = 1 ↔ 1 = 1, (1.51)

x ↔ x = 1, (1.52)

x ↔ y = y ↔ x, (1.53)

(x ↔ y) ⊗ (y ↔ z) ⩽ x ↔ z, (1.54)

x ↔ 1 = x, x ↔ 0 = ¬x, (1.55)

x ↔ y = 1 ⇔ x = y, (1.56)

(x1 ↔ y1) ∧ (x2 ↔ y2) ⩽ (x1 ∧ x2) ↔ (y1 ∧ y2), (1.57)

(x1 ↔ y1) ∧ (x2 ↔ y2) ⩽ (x1 ∨ x2) ↔ (y1 ∨ y2), (1.58)

(x1 ↔ y1) ⊗ (x2 ↔ y2) ⩽ (x1 ⊗ x2) ↔ (y1 ⊗ y2), (1.59)

(x1 ↔ y1) ⊗ (x2 ↔ y2) ⩽ (x1 → x2) ↔ (y1 → y2), (1.60)

x ↔ y = (x ∨ y) → (x ∧ y), (1.61)

x ↔ y ⩽ x⊗ z ↔ y ⊗ z, (1.62)
⋀

i∈I

(x1 ↔ yi) ⩽
(⋀

i∈I

xi

)
↔
(⋀

i∈I

yi

)
, (1.63)

⋀

i∈I

(x1 ↔ yi) ⩽
(⋁

i∈I

xi

)
↔
(⋁

i∈I

yi

)
(1.64)

1.6. Fazi skupovi i fazi relacije

Neka je L = (L,∧,∨, ∙, 0, 1, e) proizvoljan ℓ-monoid. Fazi podskup skupa A
je svako preslikavanje iz A u L. Krisp deo fazi podskupa f je običan krisp
podskup od A definisan sa f̂ = {a ∈ A ∣ f(a) = e} (vidi [68]). Običan
(krisp) podskup f skupa A možemo posmatrati kao fazi podskup od A čije
vrednosti pripadaju skupu {0, e} ⊆ L, a koji je definisan sa f(a) = e, ako
je a ∈ f i f(a) = 0, u ostalim slučajevima. Takod̄e, f̂ možemo posmatrati i
kao fazi podskup od A čije su vrednosti u skupu {0, e}, koji je definisan na
gore opisani način.

Jednakost fazi podskupova f i g definisana je kao uobičajena jednakost
preslikavanja. Inkluzija f ≤ g, fazi podskupovaf i g definǐse se na sledeći
način:

f ≤ g ako je f(x) ≤ g(x), za svaki x ∈ L.

Relacija ⩽ jeste relacija poretka. Skup LA svih fazi podskupova od A snab-
deven relacijom ⩽, čini distributivnu mrežu, u kojoj su presek (infimum)
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f ∧ g i unija (supremum) f ∨ g proizvoljnih fazi podskupova f i g od A jesu
fazi podskupovi od A definisani sa

(f ∧ g)(x) = f(x) ∧ g(x), (f ∨ g)(x) = f(x) ∨ g(x).

Ako je, osim toga, (L,∧,∨, 0, 1) kompletna mreža, tada je i LA kompletna
mreža, u kojoj su presek

⋀
i∈I fi i unija

⋁
i∈I fi proizvoljnih familija {fi}i∈I

fazi podskupova od A definisani sa

(⋀

i∈I

fi

)
(x) =

⋀

i∈I

fi(x),

(⋁

i∈I

fi

)
(x) =

⋁

i∈I

fi(x).

Proizvod fazi podskupovaf, g ∈ AL, u oznaci f ∙ g je fazi podskup od A
definisan sa: f ∙g(x) = f(x)∙g(x), za svako x ∈ A. Razmotrićemo sada fazi
relacije kao fazi podskupove od A×A.

Fazi relacija na A je svako preslikavanje iz A × A u L, odnosno, svaki
fazi podskup od A × A, a jednakost, inkluzija, unija, presek i ured̄enje fazi
relacija su definisani kao za fazi skupove. Za dve fazi relacije R i S na skupu
A, njihova kompozicija je fazi relacija R ∘ S definisana sa:

(R ∘ S)(a, b) =
⋁

c∈A

R(a, c) ∙ S(c, b), (1.65)

za sve x, y ∈ A. Primetimo da na ℓ-monoidu L kompozicija fazi relacija
ne mora da postoji. Naime, mrežno ured̄eni monoid L ne mora da sadrži
uniju proizvoljne familije fazi podskupova skupa A, tj. mreža (L,∧,∨, 0, 1)
ne mora da bude kompletna. Iz navedenih razloga, u daljem tekstu ovog
odeljka ćemo smatrati da kompozicija proizvoljnih fazi podskupova postoji.

Označimo sa R(A) skup svih fazi relacija na skupu A. Za sve P,Q,R ∈
R(A) i proizvoljne {Pi}i∈I , {Qi}i∈I ⊆ R(A), važi sledeće:

(P ∘Q) ∘R = P ∘ (Q ∘R), (1.66)

P ⩽ Q povlači P ∘R ⩽ Q ∘R i R ∘ P ⩽ R ∘Q. (1.67)

Ako je, osim toga, L kvantal, tada je zadovoljeno:

P ∘
(⋁

i∈I

Qi

)
=
⋁

i∈I

(P ∘Qi),
(⋁

i∈I

Pi

)
∘Q =

⋁

i∈I

(Pi ∘Q) (1.68)

P ∘
(⋀

i∈I

Qi

)
⩽
⋀

i∈I

(P ∘Qi),
(⋀

i∈I

Pi

)
∘Q ⩽

⋀

i∈I

(Pi ∘Q). (1.69)
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Za fazi podskup f skupa A i fazi relaciju R na A, kompozicije f ∘ R i
R ∘ f su fazi podskupovi od A definisani sa

(f ∘R)(a) =
⋁

b∈A

f(b) ∙R(b, a), (R ∘ f)(a) =
⋁

b∈A

R(a, b) ∙ f(b), (1.70)

za proizvoljan a ∈ A. Konačno, za fazi podskupove f i g od A pǐsemo

f ∘ g =
⋁

a∈A

f(a) ∙ g(a). (1.71)

Kompozicija fazi relacija asocijativna, a lako se proverava da važi i

(f ∘R) ∘ S = f ∘ (R ∘ S), (f ∘R) ∘ g = f ∘ (R ∘ g), (1.72)

za proizvoljne fazi podskupove f i g od A, i fazi relacije R i S na A, što
znači da se zagrade u (1.72) mogu izostaviti. Primetimo takod̄e da, ako je
A konačan skup od n elemenata, fazi relacije R i S mogu da se posmatraju
kao n×n fazi matrice nad L i R∘S je matrični proizvod, dok se f ∘R može
smatrati proizvodom 1 × n matrce f i n× n matrice R, i R ∘ f je proizvod
n× n matrice R i n× 1 matrice f t (transponovane matrice od f).

Za fazi relaciju R na A, fazi relacija Rn induktivno je definisana sa,
R1 = R, i Rn+1 = Rn ∘ R, za n ∈ ℕ. Takod̄e, za fazi podskup f ∈ LA i
n ∈ ℕ, fazi podskup fn definǐsemo na isti način.

Fazi relacija R na A je

(R) refleksivna (ili fazi refleksivna) ako je R(a, a) = e, za svaki a ∈ A;

(S) simetrična (ili fazi simetrična) ako je R(a, b) = R(b, a), za sve a, b ∈ A;

(T) tranzitivna (ili fazi tranzitivna) ako je za sve a, b, c ∈ A zadovoljeno

R(a, b) ∙R(b, c) ⩽ R(a, c).

Jednostavno se pokazuje da je fazi relacija R tranzitivna ako i samo ako je

Rn ≤ R, za svaki n ∈ ℕ, (1.73)

Takod̄e, za proizvoljnu refleksivnu fazi relaciju R i svaku fazi relaciju S na
skupu A važi

S ⩽ S ∘R, S ⩽ R ∘ S. (1.74)

Ako je (L,∧,∨, 0, 1) kompletna mreža, tada za fazi relaciju R na skupu
A, fazi relacija R∞ na A definisana sa

R∞ =
⋁

n∈ℕ

Rn
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je najmanja tranzitivna fazi relacija na A koja sadrži R. Fazi relaciju R∞

zovemo tranzitivno zatvorenje od R.

Fazi relacija na A koja je refleksivna, simetrična i tranzitivna je fazi
ekvivalencija. Ako je (L,∧,∨, 0, 1) kompletna mreža, tada je skup E (A) svih
fazi ekvivalencija na A sa relacijom ured̄enja na skupu R(A), kompletna
mreža, u kojoj je infimum obični presek fazi relacija, dok supremum u E (A)
u opštem slučaju nije jednak uniji fazi relacija. Ovde je supremum u E (A)
familije {Ei}i∈I fazi ekvivalencija E na A, definisana sa

E =

(⋁

i∈I

Ei

)∞
=
⋁

n∈ℕ

(⋁

i∈I

Ei

)n
. (1.75)

Za fazi ekvivalenciju E na A i a ∈ A definǐsemo fazi podskup Ea od A
sa Ea(x) = E(a, x), za svaki x ∈ A. Ea zovemo klasa fazi ekvivalencije od E
odred̄ena sa a. Skup A/E = {Ea ∣ a ∈ A} zovemo faktor skup od A u odnosu
na E (vidi [6, 29]). Za fazi ekvivalenciju E na A, indeks fazi ekvivalencije E
u oznaci ind(E), predstavlja kardinalni broj faktor skupa A/E.

Isti način označavanja koristićemo i za krisp ekvivalencije. Za ekvivlen-
ciju � na A, odgovarajući faktor skup označavamo sa A/�, a klasu ekviva-
lencije elementa a ∈ A označavamo sa �a.

Fazi ekvivalencija E na skupu A je fazi jednakost ako za sve x, y ∈ A, iz
E(x, y) = e sledi x = y. Drugim rečima, E je fazi jednakost ako i samo ako
je njen krisp deo Ê krisp jednakost.

Sledeći rezultat daje važnu karakterizaciju fazi ekvivalencija i biće nam
veoma koristan u daljem radu.

Lema 1.6.1. Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A i neka je Ê njen
krisp deo. Tada je Ê krisp ekvivalencija na A i za sve a, b ∈ A sledeći uslovi
su ekvivalentni:

(i) E(a, b) = e;

(ii) Ea = Eb;

(iii) Êa = Êb.

Iz tog razloga je ind(E) = ind(Ê).

Za fazi ekvivalenciju E na skupu A, na faktor skupu A/E definǐsemo fazi
relaciju Ẽ sa

Ẽ(Ex, Ey) = E(x, y),
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za sve x, y ∈ A. Jednostavno se dokazuje da je Ẽ dobro definisana. Štavǐse,
Ẽ je fazi jednakost.

Refleksivnu i tranzitivnu fazi relaciju skupa A zovemo fazi kvazi–ured̄enje.
U nekim izvorima kvazi–ured̄enja i fazi kvazi–ured̄enja nazvana su predured̄e-
nja i fazi predured̄enja (engl. preordes) (vidi [22, 23, 54, 55]). Primetimo da
je refleksivna fazi relacija R fazi kvazi–ured̄enje ako i samo ako je R2 = R.

Ako je (L,∧,∨, 0, 1) kompletna mreža, tada skup Q(A) svih fazi kvazi–
ured̄enja na A, sa relacijom ured̄enja na skupu R(A) jeste kompletna mreža,
u kojoj je infimum obični presek fazi relacija, dok supremum u Q(A), u
opštem slučaju nije jednak uniji fazi relacija. Naime, supremum R familije
{Ri}i∈I fazi kvazi–ured̄enja na A, možemo predstaviti sa

R =

(⋁

i∈I

Ri

)∞
=
⋁

n∈ℕ

(⋁

i∈I

Ri

)n
. (1.76)

Ako je R fazi kvazi–ured̄enje na skupu A, tada fazi relacija ER, definisana sa
ER = R ∧R−1, jeste fazi ekvivalencija na A. Fazi ekvivalenciju ER zovemo
prirodna fazi ekvivalencija fazi kvazi–ured̄enja R.

Fazi kvazi–ured̄enje R skupa A je fazi ured̄enje, ako za sve a, b ∈ A, iz
R(a, b) = R(b, a) = e sledi a = b, tj. ako prirodna fazi ekvivalencija ER od
R jeste fazi jednakost. Jasno je da fazi kvazi–ured̄enje R jeste fazi ured̄enje
ako i samo ako krisp deo R̂ jeste krisp ured̄enje.

1.7. Fazi automati i fazi regularni izrazi

Neka je L proizvoljan ℓ-monoid. Fazi automat je trojka A = (A,X, �A),
gde su A i X skupovi koje redom zovemo skup stanja i ulazni alfabet , a
�A : A×X×A 7→ L je fazi podskup od A×X×A, koji zovemo funkcija fazi
prelaza ili samo funkcija prelaza fazi automata A . Fazi automat koji ima
konačan broj stanja zovemo konačan fazi automat (FFA). Kardinalnost fazi
automata A = (A,X, �A), u oznaci ∣A ∣, definǐsemo kao kardinalnost skupa
stanja A tog fazi automata.

Preslikavanje �A možemo, na prirodan način, da produžimo do preslika-
vanja �A∗ : A×X∗ × A 7→ L na sledeći način: Ako su a, b ∈ A, a " ∈ X∗ je
prazna reč, tada je

�A∗ (a, ", b) =

{
e, a = b

0, inače
, (1.77)
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a ako je u ∈ X∗ i x ∈ X, tada je

�A∗ (a, ux, b) =
⋁

c∈A

�A∗ (a, u, c) ∙ �A(c, x, b) (1.78)

U daljem tekstu ćemo koristiti oznaku �A umesto �A∗ .

Iz (LM4) i Teoreme 3.1 u [68] imamo

�A(a, uv, b) =
⋁

c∈A

�A(a, u, c) ∙ �A(c, v, b), (1.79)

za sve a, b ∈ A i u, v ∈ X∗.

Za svaku reč u ∈ X∗ definǐsemo fazi relaciju �Au ∈ LA×A, sa

�Au (a, b) = �A(a, u, b),

za sve a, b ∈ A. Fazi relaciju �Au zovemo fazi relacija prelaza odred̄ena sa u.
Za sve u, v ∈ X∗, jednakost (1.79) možemo zapisati

�Auv = �Au ∘ �Av .

Fazi jezik je proizvoljan fazi podskup slobodnog monoida X∗. Inici-
jalni fazi automat je četvorka A = (A,X, �A, �A), gde je (A,X, �A) fazi
automat, a �A ∈ LA je fazi skup inicijalnih (početnih) stanja. Fazi raspoz-
navač definǐsemo kao petorku A = (A,X, �A, �A, �A), gde je (A,X, �A, �A)
je inicijalni fazi automat, a �A ∈ LA je fazi skup završnih (finalnih, termi-
nalnih) stanja.

Fazi raspoznavač A = (A,X, �A, �A, �A) raspoznaje (prihvata) fazi jezik f ,
ako za svaku reč u ∈ X∗ važi

f(u) =
⋁

a,b∈A

�A(a) ∙ �A(a, u, b) ∙ �A(b), (1.80)

što je ekvivalentno sa
f(u) = � ∘ �u ∘ �. (1.81)

Fazi jezik f raspoznat fazi automatom A označavamo sa L(A ).

Fazi raspoznavač A = (A,X, �A, a0, �
A) koji ima jedno krisp inicijalno

stanje a0 raspoznaje fazi jezik f, ako za svaku reč u ∈ X∗ važi

f(u) =
⋁

a∈A

�A(a0, u, a) ∙ �A(a). (1.82)
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Analogno, fazi raspoznavač A = (A,X, �A, �A, at), sa jednim krisp završnim
stanjem at raspoznaje fazi jezik f, ako za svaku reč u ∈ X∗ imamo

f(u) =
⋁

a∈A

�A(a) ∙ �A(a, u, at). (1.83)

U daljem tekstu, obične krisp nedeterminističke raspoznavače (automate)
ćemo posmatrati kao fazi raspoznavače. Naime, ako za dati krisp nede-
terministički raspoznavač A = (A,X, �A, �A, �A), krisp relacije prelaza �Ax
posmatramo kao krisp fazi relacije, za svaki x ∈ X, a krisp skupove �A, �A

kao krisp fazi skupove, sa vrednostima u skupu {0, e} ⊆ L, tada je A fazi
raspoznavač.

Reverzni fazi automat fazi automata A = (A,X, �A) je fazi automat
Ā = (A,X, �̄A), sa funkcijom fazi prelaza definisanom sa

�̄A(a, x, b) = �A(b, x, a), (1.84)

za sve a, b ∈ A i x ∈ X. Reverzni fazi raspoznavač fazi raspoznavača
A = (A,X, �A, �A, �A) je fazi raspoznavač Ā = (A,X, �̄A, �̄A, �̄A), sa funkci-
jom fazi prelaza �̄A definisanom sa (1.84) i fazi skupovima inicijalnih i
završnih stanja definisanim sa

�̄A = �A i �̄A = �A.

Fazi automati A = (A,X, �A) i A ′ = (A′,X, �A
′
) su izomorfni ako

postoji bijekcija � : A → A′ za koju je

�A(a, x, b) = �A
′

(�(a), x, �(b)), (1.85)

za sve a, b ∈ A i x ∈ X. Jednostavno se proverava da u tom slučaju
važi �A∗ (a, u, b) = �A

′

∗ (�(a), u, �(b)), za sve a, b ∈ A i u ∈ X∗. Slično,
fazi raspoznavači A = (A,X, �A, �A, �A) i A ′ = (A′,X, �A

′
, �A′

, �A
′
) su

izomorfni ako postoji bijekcija � : A → A′ za koju je zadovoljeno (1.85), i
�A(a) = �A′

(�(a)) i �A(a) = �A
′
(�(a)), za svaki a ∈ A.

Neka je A = (A,X, �A) proizvoljan fazi automat i neka je E proizvoljna
fazi ekvivalencija na A. Definǐsimo fazi funkciju prelaza

�A/E : A/E ×X ×A/E → L sa

�A/E(Ea, x,Eb) =
⋁

a′,b′∈A

E(a, a′) ∙ �(a′, x, b′) ∙ E(b′, b) (1.86)
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što je ekvivalentno sa,

�A/E(Ea, x,Eb) = (E ∘ �x ∘E)(a, b) = Ea ∘ �x ∘Eb, (1.87)

za sve a, b ∈ A i x ∈ X. Jasno, �A/E je dobro definisana i AE = (A/E,X, �A/E )
je fazi automat, koga zovemo faktor fazi automat ili kvocijent fazi automat
od A u odnosu na E.

Ako je, osim toga, A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač, tada definǐsemo
fazi skup �A/E ∈ LA/E inicijalnih stanja i fazi skup �A/E ∈ LA/E završnih
stanja sa

�A/E(Ea) =
⋁

a′∈A

�A(a′) ∙ E(a′, a) = (�A ∘ E)(a) = �A ∘Ea, (1.88)

�A/E(Ea) =
⋁

a′∈A

�A(a′) ∙ E(a′, a) = (�A ∘E)(a) = �A ∘ Ea, (1.89)

za svaki a ∈ A. Jasno, �A/E i �A/E su dobro definisani. Štavǐse
AE = (A/E, �A/E ,X, �A/E , �A/E) jeste fazi raspoznavač, koga zovemo faktor
fazi raspoznavač od A u odnosu na E.

Neka je f proizvoljan fazi jezik i � ∈ L. Skalarni proizvod skalara � i fazi
jezika f , u oznaci � ∙ f , jeste fazi jezik definisan sa

(� ∙ f)(u) = � ∙ f(u),

za svaku reč u ∈ X∗. Unija (supremum) f ∨ g fazi jezika f i g definisan je
kao unija fazi podskupova f i g. Proizvod (konkatenacija) f ∘ g fazi jezika f
i g je definisana sa

(f ∘ g)(u) =
⋁

u=vw

f(v) ∙ g(w).

Kleenejevo zatvorenje od f , označeno sa f∗, definisano je sa

f = f" ∨

(⋁

n∈ℕ

fn

)
,

gde je f" karakteristična funkcija prazne reči ", tj.,

f"(u) =

{
e, u = "

0, inače
. (1.90)
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Propozicija 1.7.1. [68] Ako je L integralni ℓ-monoid, tada za svaki fazi
jezik f Kleenejevo zatvorenje f∗ je dobro definisano.

Familija fazi regularnih izraza L R ili jednostavnije fazi regularni izrazi
nad konačnim alfabetom X induktivno je definisana na sledeći način (vidi
[66, 68]):

(i) ∅ ∈ L R;

(ii) " ∈ L R;

(iii) x ∈ L R, za sve x ∈ X;

(iv) (��) ∈ L R, za sve � ∈ L i � ∈ L R;

(v) (�1 + �2) ∈ L R, za sve �1, �2 ∈ L R;

(vi) (�1�2) ∈ L R, za sve �1, �2 ∈ L R;

(vii) (�∗) ∈ L R, za sve � ∈ L R;

(viii) Svaki fazi regularan izraz dobijen primenom (i) − (viii) konačan broj
puta.

Za proizvoljan � ∈ L R, sa ∥�∥ označavamo fazi jezik rekurzivno defin-
isan na sledeći način (vidi [66, 68]):

(i) Za � ∈ X ∪ {∅, "},∥�∥ = f�, gde je f� karakteristična funkcija od �
definisana sa

f�(u) =

{
e, u = �

0, inače
;

(ii) ∥��∥ = � ∙ ∥�∥ za sve � ∈ L i � ∈ L R;

(iii) ∥(�1 + �2)∥ = ∥�1∥ ∨ ∥�2∥, za sve �1, �2 ∈ L R;

(iv) ∥(�1�2)∥ = ∥�1∥ ∘ ∥�2∥, za sve �1, �2 ∈ L R;

(v) ∥(�∗)∥ = ∥�∥∗, za sve � ∈ L R.

Sa ∣�∣ označavamo dužinu fazi regularnog izraza �, koja se definǐse sa ∣�∣ =
∣�∣X + n, gde je n broj skalara u �. Za fazi regularan izraz �, fazi jezik ∥�∥
zovemo fazi jezik definisan pomoću fazi regularog izraza �. Poznato je (vidi
[65, 66]) da se fazi jezik može definisati pomoću fazi regularog izraza ako i
samo ako se može raspoznati nekim konačnim fazi raspoznavačem.



Glava 2

Redukcija pomoću fazi

ekvivalencija

Desno invarijantne ekvivalencije uveli su Ilie i Yu u [51], kao alat koji se može
veoma usprešno koristiti za redukciju nedeterminističkih automata. Desno
invarijantne ekvivalencije su potom izučavane u [15, 23, 53, 54, 55], gde su
pomoću njih dobijeni različiti metodi redukcije nedeterminističkih automata.
U [51, 53] je opisan postupak za izračunavanje najveće desno invarijantne
ekvivalencije na nedeterminističkom automatu u polinomialnom vremenu.
Taj algoritam je popravljen u [54], korǐsćenjem čuvenog algoritma Paigea i
Tarjana [85]. Takod̄e je pokazano da se pomoću desno invarijantih ekviva-
lencija može opisati veza izmed̄u nedeterminističkih automata konstruisanih
iz regularnih izraza. Naime, dokazano je da su automati parcijalnih izvoda
i follow automati datog regularnog izraza faktor automati pozicionih au-
tomata u odnosu na desno invarijantne ekvivalencije ([24, 25, 50, 53, 52]).
Treba istaći da su desno i levo invarijantne ekvivalencije blisko povezane
sa konceptom direktnih i povratnih bisimulacija (engl. forward i backward).
Direktne i povratne bisimulacije su relacije ekvivalencije korǐsćene ne samo u
redukciji težinskih automata ([12, 43, 44]), već i u mnogim drugim oblastima
matematike i informatike, kao što su modalna logika, proveravanje modela,
teorija konkurencije, teorija skupova, formalna verifikacija, itd.

Fazi automati su uopštenje nedeterminističkih automata tako da su prob-
lemi minimizacije i redukcije prisutni i u radu sa konačnim fazi automatima.
U svim prethodnim radovima u ovoj oblasti ([5, 27, 64, 76, 84, 90]), raz-
matrana je redukcija fazi automata isključivo pomoću krisp ekvivalencija. U
ovoj glavi je pokazano da je moguće izvršiti redukciju fazi automata i pomoću
fazi ekvivalencija. Štavǐse, dokazano je da se korǐsćenjem fazi ekvivalencija
može postići bolja redukcija fazi automata, odnosno dobiti manji fazi au-
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tomati. Polazeći od proizvoljne fazi ekvivalencije E, na skupu stanja A,
fazi automata (raspoznavača) A , konstruǐsemo faktor fazi automat (raspoz-
navač) A /E u odnosu na E. Med̄utim, ukoliko fazi ekvivalenciji E nisu
nametnuti dodatni uslovi, faktor fazi automat (raspoznavač) A /E se neće
ponašati kao i polazni fazi automat (raspoznavač) A . Recimo, fazi raspoz-
navači A i A /E, ne moraju da budu ekvivalentni. Ovde ćemo pokazati da
su A i A /E ekvivalentni ako i samo ako je E rešenje izvesnog sistema fazi
relacijskih jednačina. Ovaj sistem je nazvan opši sistem. Opšti sistem je rešiv
na skupu E (A) svih fazi ekvivalencija na A, jer ima bar jedno rešenje, a to
je identička relacija na skupu A. Naš cilj je je da na skupu E (A) pronad̄emo
najveće moguće rešenje opšteg sistema, kako bismo dobili najbolju moguću
redukciju fazi automata A . Ipak, s obzirom da se opšti sistem sastoji od
beskonačno mnogo jednačina, nalaženje njegovih netrivijalnih rešenja može
biti težak zadatak. Iz navedenih razloga, naša namera je da se pozabav-
imo rešavanjem odred̄enih sistema koji se sastoje iz konačno mnogo fazi
jednačina, čija rešenja su ujedno i rešenja opšteg sistema.

U Odeljku 2.2. ćemo razmatrati sistem oblika E ∘ �Ax ∘ E = �Ax ∘ E, čija
ćemo rešenja u E (A) nazvati desno invarijantne fazi ekvivalencije. Rešenja
dualniog sistema E ∘ �Ax ∘ E = E ∘ �Ax , na skupu E (A), ćemo nazvati levo
invarijantne fazi ekvivalencije. Pokazaćemo da su desno i levo invarijantne
fazi ekvivalencije direktna uopštenja desno i levo invarijantnih krisp ekviva-
lencija na nedeterminističkim automatima. Takod̄e ćemo pokazati i da su
kongruencije na fazi automatima, uvedene u radu T. Petković [90], desno
invarijantne krisp ekvivalencije fazi automata. Primerom 2.2.2 pokazaćemo
da najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija vrši bolju redukciju fazi au-
tomata od najveće desno invarijantne krisp ekvivalencije na tom fazi au-
tomatu. Dalje, dokazaćemo da je skup desno invarijantnih fazi ekvivalen-
cija na fazi automatu A kompletna mreža (Teorema 2.2.2), te da postoji
najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija od A . To znači da za svaki
fazi automat A postoji najbolja redukcija pomoću desno invarijantnih fazi
ekvivalencija i da je za izvršenje takve redukcije potrebno konstruisati na-
jveću desno invarijantnu fazi ekvivalenciju od A . U ovom odeljku će biti
dat postupak za konstrukciju najveće desno invarijantne fazi ekvivalencije
na A koji daje rezultate kada funkcije fazi prelaza od A uzimaju vred-
nosti u lokalno konačnoj reziduiranoj mreži L (Teorema 2.2.3). Pokazano
je (Primer 2.2.1) da data procedura ne mora da dâ rezultate ako L nije
lokalno konačna. Teoremom 2.2.5 ćemo okarakterisati najveću desno in-
varijantnu fazi ekvivalenciju na A , kada su nad reziduiranom mrežom L

zadovoljeni izvesni distributivni zakoni. Kako su pomenuti zakoni zadovol-
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jeni za svaku neprekidnu t-normu na realnom, jediničnom intervalu, tj. za
svaku BL-algebru na realnom, jediničnom intervalu, Teorema 2.2.5 važi za
L̷ukasiewiczevu, Goguenovu (proizvod) i Gödelovu strukturu.

U Odeljku 2.3. pokazano je da faktor fazi automat u odnosu na najveću
desno invarijantnu fazi ekvivalenciju dalje ne može biti redukovan pomoću
desno invarijantnih fazi ekvivalencija, ali da, u opštem slučaju, može biti re-
dukovan pomoću najveće levo invarijantne fazi ekvivalencije. Ovo nas dovodi
do koncepta naizmeničnih redukcija, gde fazi automat naizmenično reduku-
jemo pomoću njegove najveće desno invarijantne, a potom pomoću njegove
najveće levo invarijantne fazi ekvivalencije, i tako redom ili obratno. Naiz-
menična redukcija koja počinje desnom redukcijom je nazvana naizmenična
E rl-redukcija, a ona koja počinje levom redukcijom se prirodno zove naiz-
menična E lr-redukcija. Naizmeničnom redukcijom konačnog fazi automata
A broj stanja dobijenih automata prestaje da opada posle konačnog broja
koraka. Poslednji fazi automat u tom nizu zovemo naizmenični redukt od A .
Med̄utim, u opštem slučaju ne postoji kriterijum kojim je moguće odrediti
kraj naizmenične redukcije, tj. kada smo stigli do naizmeničnog redukta.
Štavǐse, Primer 2.3.2 pokazuje da naizmeničnom E rl- i E lr-redukcijom fazi
automata možemo da dobijemo fazi automate sa različitim brojem stanja.
Isti primer pokazuje i da najkraća E rl- i najkraća E lr-redukcija mogu da
imaju različite dužine. Takod̄e je nepoznanica to koja od dve naizmenične
redukcije daje bolje rezultate.

Podsetimo da su Ilie i Yu u [51, 53] pokazali da naizmeničnom redukcijom
nedeterminističkog automata broj njegovih stanja može biti eksponencijalno
smanjen, dok takav rezultat ne može biti dobijen redukcijom pomoću desno
(levo) invarijantnih krisp ekvivalencija.

U poslednjem odeljku ove glave proučavamo specijalne tipove desno i levo
invarijantnih ekvivalencija, koje smo nazvali jako desno invarijantne i jako
levo invarijantne fazi ekvivalencije. Dve su osnovne prednosti jako desno in-
varijantnih fazi ekvivalencija nad desno invarijantnim fazi ekvivalencijama.
Pre svega, Teorema 2.4.2 daje efektivan postupak za izračunavanje najveće
jako desno invarijantne fazi ekvivalencije. Ovaj postupak se može primeniti
u proizvoljnoj kompletnoj reziduiranoj mreži. Izračunavanje jako desno in-
varijantnih fazi ekvivalencija je direktno, bez prethodnog formiranja niza fazi
ekvivalencija. I pored ovoga, redukcija najvećom desno invarijantnom fazi
ekvivalencijom je bolja od redukcije najvećom jakom desno invarijantnom
fazi ekvivalencijom (Primer 2.4.1). Štavǐse, faktor fazi automat u odnosu na
najveću desno invarijantnu fazi ekvivalenciju je desno redukovan, dok faktor
fazi automat u odnosu na najveću jako desno invarijantnu fazi ekvivalenciju,
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u opštem slučaju, nije jako desno redukovan tako da ga je moguće opet re-
dukovati pomoću jako desno invarijantnih fazi ekvivalencija (Primer 2.4.2).
Teoremom 2.4.6 dat je efektivan postupak kojim možemo da odlučimo da li
je redukcija jako desno invarijantnim fazi ekvivalencijama završena.

2.1. Faktor fazi automati i fazi relacijske jednačine

Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka je E fazi ekvivalencija na A.
Podsetimo da smo sa A /E = (A/E,X, �A/E ) označili faktor fazi automat
od A u odnosu na E. Podsetimo da je funkcija prelaza ovog fazi automata
definisana sa

�A/E(Ea, x,Eb) =
⋁

a′,b′∈A

E(a, a′) ⊗ �(a′, x, b′) ⊗ E(b′, b) (2.1)

tj.,
�A/E(Ea, x,Eb) = (E ∘ �Ax ∘E)(a, b) = Ea ∘ �

A
x ∘ Eb, (2.2)

za sve a, b ∈ A i x ∈ X.

Sledeća teorema se može posmatrati kao verzija poznate Druge teoreme
o izomorfizmu univerzalnih algebri (cf. [13], §2.6), ali primenjena na fazi
automate.

Teorema 2.1.1. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka su E i F fazi
ekvivalencije na A takve da je E ⩽ F . Tada fazi relacija F/E na faktor fazi
automatu A /E = (A/E,X, �A/E ) definisana sa

F/E(Ea, Eb) = F (a, b), za sve a, b ∈ A, (2.3)

jeste fazi ekvivalencija na A /E i faktor fazi automati (A /E)/(F/E) i A /F
su izomorfni.

D o k a z . Neka su a, a′, b, b′ ∈ A elementi takvi da je Ea = Ea′ i Eb = Eb′ ,
tj. E(a, a′) = E(b, b′) = 1. Kako je E ⩽ F , imamo F (a, a′) = F (b, b′) = 1,
što povlači F (a, b) = F (a′, b′). Dakle, F/E je dobro definisana fazi relacija.
Jednostavno se proverava da je F/E fazi ekvivalencija.

Jednostavnosti radi stavimo da je F/E = Q. Definǐsimo preslikavanje
� : A/F → (A/E)/Q sa

�(Fa) = QEa, za svaki a ∈ A.
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Prema Lemi 1.6.1, za proizvoljne a, b ∈ A imamo

Fa = Fb ⇔ F (a, b) = 1 ⇔ Q(Ea, Eb) = 1

⇔ QEa = QEb
⇔ �(Fa) = �(Fb),

odakle sledi da je � dobro definisano i injektivno preslikavanje. Jasno je da
je � i sirjektivno preslikavanje. Dakle, � je bijekcija iz A/F na (A/E)/Q.

Kako E ⩽ F povlači E ∘ F = F ∘E = F , za sve a, b ∈ A i x ∈ X imamo

�A/Q
x (�(Fa), �(Fb)) = �A/Q

x (QEa , QEb
) = (Q ∘ �A/E

x ∘Q)(Ea, Eb)

=
⋁

c,d∈A

Q(Ea, Ec) ⊗ �A/E
x (Ec, Ed) ⊗Q(Ed, Eb)

=
⋁

c,d∈A

F (a, c) ⊗ (E ∘ �Ax ∘ E)(c, d) ⊗ F (d, b)

= (F ∘E ∘ �Ax ∘E ∘ F )(a, b) = (F ∘ �Ax ∘ F )(a, b)

= �Fx (Fa, Fb).

Dakle, � je izomorfizam fazi automata A /F na fazi automat (A /E)/(F/E).

Primetimo da ako je A = (A,X, �A) fazi automat i ako su E, F i G fazi
ekvivalencije na A takve da je E ⩽ F i E ⩽ G, tada je

F ⩽ G ⇔ F/E ⩽ G/E, (2.4)

odakle sledi da preslikavanje Φ : EE(A) = {F ∈ E (A) ∣ E ⩽ F} → E (A/E),
definisano sa Φ : F 7→ F/E, jeste injektivno.

Potsetimo da za fazi raspoznavač A = (A, �A,X, �A, �A) i proizvoljnu
fazi ekvivalenciju E, faktor fazi raspoznavač od A u odnosu na E, označavamo
sa A /E = (A/E, �A/E ,X, �A/E , �A/E).

Primetimo da je fazi jezik L(A /E) raspoznat faktor fazi raspoznavačem
A /E dat sa

L(A /E)(u) = �A ∘ E ∘ �Ax1
∘ E ∘ �Ax2

∘ E ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ E ∘ �Axn
∘ E ∘ �A,

dok je fazi jezik L(A ) raspoznat fazi raspoznavačem A dat sa

L(A )(u) = �A ∘ �Ax1
∘ �Ax2

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘ �A,

za svaku reč u = x1x2 . . . xn ∈ X∗, gde x1, x2, . . . , xn ∈ X. Dakle, fazi
raspoznavač A i faktor fazi raspoznavač A /E su ekvivalentni, tj. raspoznaju



36 GLAVA 2. REDUKCIJA POMOĆU FAZI EKVIVALENCIJA

isti fazi jezik, ako i samo ako fazi ekvivalencija E jeste rešenje sistema fazi
relacijskih jednačina

�A∘�Ax1
∘�Ax2

∘⋅ ⋅ ⋅∘�Axn
∘�A = �A∘E∘�Ax1

∘E∘�Ax2
∘E∘⋅ ⋅ ⋅∘E∘�Axn

∘E∘�A, (2.5)

za svaki n ∈ ℕ i x1, x2, . . . , xn ∈ X. U daljem tekstu ćemo sistem (2.5)
nazivati opšti sistem.

Opšti sistem ima najmanje jedno rešenje u skupu E (A), identičku relaciju
na skupu A. To rešenje ćemo nazivati trivijalno rešenje. Da bismo postigli
što bolju redukciju fazi automata A , potrebno je da nad̄emo najveće rešenje
opšteg sistema, ako ono postoji, ili da nad̄emo što je moguće veće rešenje tog
sistema. Med̄utim, opšti sistem se sastoji od beskonačno mnogo jednačina, i
nalaženje njegovih netrivijalnih rešenja može biti veoma teško. Iz tog razloga
posvetićemo pažnju rešavanju nekih specijalnih slučajeva opšteg sistema. Sa
praktičnog stanovǐsta, sistemi koje ćemo razmatrati treba da se sastoje iz
konačno mnogo jednačina.

Potsetimo se da je fazi funkcija prelaza �A/E definisana sa

�A/E(Ea, x,Eb) = (E ∘ �Ax ∘E)(a, b),

za sve a, b ∈ A i x ∈ X. Za sve a, b ∈ A i u = x1x2 ⋅ ⋅ ⋅ xn ∈ X∗, gde
x1, x2, . . . , xn ∈ X, imamo da je

�A/E(Ea, u,Eb) = (E ∘ �Ax1
∘E ∘ �Ax2

∘ E ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘ E)(a, b), (2.6)

ali, u opštem slučaju, �A/E(Ea, u,Eb) nije jednako sa (E ∘ �Au ∘ E)(a, b).
Naime, imamo da je �A/E(Ea, u,Eb) = (E ∘ �Au ∘ E)(a, b) za sve a, b ∈ A i
u = x1x2 ⋅ ⋅ ⋅ xn ∈ X∗, gde je x1, x2, . . . , xn ∈ X, ako i samo ako je E rešenje
sistema fazi relacijskih jednačina

E ∘ �Ax1
∘ E ∘ �Ax2

∘ E ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘ E = E ∘ �Ax1

∘ �Ax2
∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn

∘ E, (2.7)

za sve n ∈ ℕ i x1, x2, . . . , xn ∈ X. U ovom slučaju kažemo da je fazi automat
A /E saglasan sa A .

Ako je A fazi raspoznavač, korǐsćenjem sistema (2.7) dobijamo sledeću
instancu opšteg sistema

E ∘ �Ax1
∘ E ∘ �Ax2

∘ E ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘E = E ∘ �Ax1

∘ �Ax2
∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn

∘ E,

�A ∘ E = �A,

�A ∘ E = �A,

(2.8)
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za sve n ∈ ℕ i x1, x2, . . . , xn ∈ X. Drugim rečima, svako rešenje sistema
(2.8) je rešenje opšteg sistema.

Neka je f fazi podskup skupa A i neka je E fazi ekvivalencija na A. Kažemo
da je f ekstenzionalan u odnosu na E ako za sve x, y ∈ A važi

f(x) ⊗ E(x, y) ⩽ f(y). (2.9)

Iz (2.9), simetričnosti E i svojstva adjunkcije, f je ekstenzionalan u odnosu
na E ako i samo ako je

E(x, y) ⩽ f(x) ↔ f(y), (2.10)

za sve x, y ∈ A (cf. [35, 36, 59, 60, 61]). Ako je Ef fazi ekvivalencija na
A definisana sa Ef (x, y) = f(x) ↔ f(y), za sve x, y ∈ A, tada je f eksten-
zionalan u odnosu na E ako i samo ako je E ⩽ Ef , tj. ako je Ef najveća
fazi ekvivalencija na A u odnosu na koju je f ekstenzionalan. Primetimo
da je uslov (2.9) ekvivalentan uslovu f ∘ E ⩽ f , pa zbog refleksivnosti fazi
ekvivalencije E, to je ekvivalentno sa f ∘E = f .

Dakle, jednačine �A∘E = �A i �A∘E = �A se jednostavno rešavaju. Naime,
E je rešenje jednačine �A ∘E = �A (�A ∘E = �A) ako i samo ako je E ⩽ E�

(E ⩽ EA
� ), i dakle E� (E� ) je najveće rešenje te jednačine. Dakle, rešenja

sistema (2.8) su upravo upravo ona rešenja sistema (2.7) koja su sadržana u
E� ∧E� . Iz tog razloga, u daljem tekstu ćemo pažnju posvetiti sistemu (2.7)
i nekim njegovim instancama.

Primetimo takod̄e da jednačine �A∘E = �A i �A∘E = �A imaju prirodnu
interpretaciju. Grubo govoreći, E(a, b) ⩽ E�(a, b) i E(a, b) ⩽ E� (a, b), za
sve a, b ∈ A, znači da E ne spaja inicijalna i neinicijalna stanja, a takod̄e ni
završna i nezavršna stanja.

2.2. Desno i levo invarijantne fazi ekvivalencije

Neka je A = (A,X, �A) fazi automat. Ako fazi ekvivalencija E na A jeste
rešenje sistema

E ∘ �Ax ∘E = �Ax ∘ E, x ∈ X, (2.11)

tada je nazivemo desno invarijantna fazi ekvivalencija na A , a ako je rešenje
sistema

E ∘ �Ax ∘E = E ∘ �Ax , x ∈ X, (2.12)

tada je nazivamo levo invarijantna fazi ekvivalencija na A . Krisp ekviva-
lencija na A koja je rešenje (2.11) zove se desno invarijantna ekvivalencija
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na A , a krisp ekvivalencija koja je rešenje (2.12) se zove levo invarijantna
ekvivalencija na A .

U Napomeni 2.2.1 ćemo pokazati da su desno invarijantne fazi ekvivalen-
cije direktno uopštenje desno invarijantnih ekvivalencija nedeterminističkih
automata, koje su izučavali Ilie, Yu i ostali u [15, 23, 51, 53, 54, 55], ili dobro-
ponašajućih ekvivalencija (engl. well-behaved) koje je izučavao Calude [14].
Štavǐse, u toj napomeni ćemo pokazati da su kongruencije fazi automata,
koje uvela Petković u [90], upravo desno invarijantne ekvivalencije fazi au-
tomata, prevedeno na terminologiju koju koristimo u ovoj disertaciji.

Jednostavno se pokazuje da je E levo invarijantna fazi ekvivalencija na
fazi automatu A ako samo ako E jeste desno invarijantna fazi ekvivalencija
na reverznom automata Ā od A . Zato ćemo u daljem tekstu razmatrati
samo desno invarijantne fazi ekvivalencije.

Desno invarijantne fazi ekvivalencije se mogu okarakterisati na sledeći
način:

Teorema 2.2.1. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka je E fazi
ekvivalencija na A. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) E je desno invarijantna fazi ekvivalencija;

(ii) E ∘ �Ax ⩽ �Ax ∘ E, za svaki x ∈ X;

(iii) za sve a, b ∈ A je

E(a, b) ⩽
⋀

x∈X

⋀

c∈A

(�Ax ∘ E)(a, c) ↔ (�Ax ∘E)(b, c). (2.13)

D o k a z . (i)⇔(ii). Neka je x ∈ X proizvoljan element. Ako je E ∘ �Ax ∘E =
�Ax ∘ E, tada E ∘ �Ax ⩽ E ∘ �Ax ∘ E = �Ax ∘ E. Obratno, ako E ∘ �Ax ⩽ �Ax ∘ E
tada E ∘ �Ax ∘ E ⩽ �Ax ∘ E ∘ E = �Ax ∘ E, a kako obratna nejednakost uvek
važi, zaključujemo da je E ∘ �Ax ∘ E = �Ax ∘ E.

(i)⇒(iii). Neka je E desno invarijantna fazi ekvivalencija. Tada za sve
x ∈ X i a, b, c ∈ A imamo da je

E(a, b) ⊗ (�Ax ∘ E)(b, c) ⩽ (E ∘ �Ax ∘E)(a, c) = (�Ax ∘ E)(a, c),

pa korǐsćenjem svojstva adjunkcije dobijamo

E(a, b) ⩽ (�Ax ∘E)(b, c) → (�Ax ∘ E)(a, c).
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Zbog simetričnosti fazi ekvivalencije E imamo,

E(a, b) = E(b, a) ⩽ (�Ax ∘ E)(a, c) → (�Ax ∘ E)(b, c), odakle je,

E(a, b) ⩽ (�Ax ∘E)(a, c) ↔ (�Ax ∘ E)(b, c). (2.14)

Kako je (2.14) zadovoljeno za svaki c ∈ A i svaki x ∈ X, zaključujemo da
važi (2.13).

(iii)⇒(i). Ako važi (iii), tada za svaki x ∈ X i sve a, b, c ∈ A imamo

E(a, b) ⩽ (�Ax ∘E)(a, c) ↔ (�Ax ∘ E)(b, c) ⩽ (�Ax ∘ E)(b, c) → (�Ax ∘E)(a, c),

odakle, zbog svojstva adjunkcije, dobijamo

E(a, b) ⊗ (�Ax ∘E)(b, c) ⩽ (�Ax ∘ E)(a, c).

Sada,

(E ∘ �Ax ∘ E)(a, c) =
⋁

b∈A

E(a, b) ⊗ (�Ax ∘ E)(b, c) ⩽ (�Ax ∘E)(a, c),

odakle, E ∘ �Ax ∘ E ⩽ �Ax ∘ E. Kako obratna nejednakost uvek važi, za-
ključujemo da je E ∘ �Ax ∘E = �Ax ∘ E, za svaki x ∈ X.

Napomena 2.2.1. Neka je A = (A,X, �A) nedeterministički automat i neka je
E relacija ekvivalencije na A. Jednostavno se proverava da je E ∘ �Ax ⊆ �Ax ∘ E
ekvivalentno sa

(P2) (∀a, b ∈ A)(∀x ∈ X)((a, b) ∈ E ⇒ (∀b′ ∈ �A(b, x))(∃a′ ∈ �A(a, x))(a′, b′) ∈ E),

što predstavlja drugi uslov pomoću kojega su Ilie, Navarro i Yu u [54] definisali
pojam desno invarijantnih ekvivalencija na nedeterminističkom automatu (vidi [55,
23]). Prvi uslov, kojim se traži da završna i nezavršna stanja nisu E ekvivalentna,
može se, u fazi slučaju, zapisati kao �A ∘ E = �A. U ovoj disertaciji j́e iz defini-
cije pojma desno invarijantnih fazi relacija prvi uslov isključen, a biće razamatran
posebno.

Calude i drugi su u [14] ekvivalencije koje zadovoljavaju (P2) nazvali dobro-
ponašajuće. Zapazimo još i da se ekvivalent uslova (P2) pojavljuje u [51, 53] i
odgovara našem uslovu (iii) u Teoremi 2.2.1.

Napomena 2.2.2. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka je E krisp ekvi-
valencija na A. Iz uslova (iii) Teoreme 2.2.1 imamo da je E desno invarijantna ekvi-
valencija na A ako i samo ako za sve a, a′ ∈ A, iz (a, a′) ∈ E sledi (�Ax ∘E)(a, b) =
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(�Ax ∘ E)(a′, b), za svaki x ∈ X i svaki b ∈ A. Ali, (�Ax ∘ E)(a, b) = (�Ax ∘ E)(a′, b) je
ekvivalentno sa ⋁

b′∈Eb

�A(a, x, b′) =
⋁

b′∈Eb

�A(a′, x, b′),

odakle dobijamo da su desno invarijantne krisp ekvivalencije na fazi automatima
nǐsta drugo do kongruencije fazi automata izučavane od strane T. Petković u [90] (ili
particije sa svojstvom supstitucije iz [5]).

Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka je E fazi ekvivalencija
na A. Definǐsimo fazi relaticije Ex ∈ LA×A, za svaki x ∈ X i Er ∈ LA×A sa

Ex(a, b) =
⋀

c∈A

(�Ax ∘E)(a, c) ↔ (�Ax ∘ E)(b, c),

Er(a, b) =
⋀

x∈X

Ex(a, b),
(2.15)

za sve a, b ∈ A. Iz poznate Valverdeove teoereme o reprezentaciji [102] (vidi
[6, 29]) imamo da su Ex, za svaki x ∈ X i Er fazi ekvivalencije. Takod̄e,
imamo i sledeće

Lema 2.2.1. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka su E i F fazi
ekvivalencije na A.

Ako je E ⩽ F , tada je Er ⩽ F r.

D o k a z . Razmotrimo proizvoljne a, b ∈ A i x ∈ X. Iz E ⩽ F sledi da je
E ∘ F = F , pa je iz (1.62), za sve c, d ∈ A zadovoljeno

(�Ax ∘E)(a, c) ↔ (�Ax ∘E)(b, c) ⩽ (�Ax ∘E)(a, c)⊗F (c, d) ↔ (�Ax ∘E)(b, c)⊗F (c, d).

Sada, iz (1.64) dobijamo

Er(a, b) ⩽
⋀

c∈A

(�Ax ∘ E)(a, c) ↔ (�Ax ∘E)(b, c)

⩽
⋀

c∈A

[
(�Ax ∘ E)(a, c) ⊗ F (c, d) ↔ (�Ax ∘E)(b, c) ⊗ F (c, d)

]

⩽

[⋁

c∈A

(�Ax ∘ E)(a, c) ⊗ F (c, d)
]
↔
[⋁

c∈A

(�Ax ∘ E)(b, c) ⊗ F (c, d)
]

= (�Ax ∘E ∘ F )(a, d) ↔ (�Ax ∘ E ∘ F )(b, d)

= (�Ax ∘ F )(a, d) ↔ (�Ax ∘ F )(b, d).

Ovo važi za sve x ∈ X, d ∈ A, odakle zaključujemo da je Er ⩽ F r.
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Sada smo spremni da dokažemo sledeće:

Teorema 2.2.2. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat. Skup E ri(A ) svih
desno invarijantnih fazi ekvivalencija na A je kompletna mreža. Ova mreža
je kompletna gornja podpolumreža mreže E (A) svih fazi ekvivalencija na A.

D o k a z . Kako E ri(A ) sadrži najmanji element mreže E (A), identička relacija
na skupu A, dovoljno je dokazati da je E ri(A ) gornja podpolumreža od E (A).

Naka {Ei}i∈I je familija svih desno invarijantnih fazi ekvivalencija na A

i neka je E njihov supremum u E (A). Tada za svaki i ∈ I, iz Ei ⩽ E i Leme
2.2.1 dobijamo Ei ⩽ Er

i ⩽ Er, pa je E ⩽ Er. Dakle, iz (iii) Teoreme 2.2.1
dobijamo da je E desno invarijantna ekvivalencija.

Iz Teoreme 2.2.2 sledi da za svaku fazi ekvivalenciju E na A postoji
najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija sadržana u E. Označićemo je
sa Eri. U sledećoj teoremi ćemo razmotriti problem njene konstrukcije.

Teorema 2.2.3. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat, neka je E fazi
ekvivalencija na A i neka je Eri najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija
sadržana u E.

Definǐsimo induktivno niz {Ek}k∈ℕ fazi ekvivalencija na A na sledeći
način:

E1 = E, Ek+1 = Ek ∧Er
k, za svaki k ∈ ℕ. (2.16)

Tada

(a) Eri ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ Ek+1 ⩽ Ek ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ E1 = E;

(b) Ako je Ek = Ek+m, za neke k,m ∈ ℕ, tada je Ek = Ek+1 = Eri;

(c) Ako je A konačan fazi automat i L je lokalno konačna reziduirana
mreža, tada je Ek = Eri za neki k ∈ ℕ.

D o k a z . (a) Očigledno, Ek+1 ⩽ Ek, za svaki k ∈ ℕ a vax̌i i Eri ⩽ E1. Pret-
postavimo da je Eri ⩽ Ek, za neki k ∈ ℕ. Tada je Eri ⩽ (Eri)r ⩽ Er

k, tako
da je Eri ⩽ Ek ∧Er

k = Ek+1. Dakle, indukcijom dobijamo da je Eri ⩽ Ek, za
svaki k ∈ ℕ.

(b) Neka je Ek = Ek+m, za neke k,m ∈ ℕ. Tada je

Ek = Ek+m ⩽ Ek+1 = Ek ∧ Er
k ⩽ Er

k,
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što zna v ci da je Ek desno invarijantna fazi ekvivalencija. Kako je Eri

najveća desno invarijantna fazi ekvivlaencija sadržana u E, zaključujemo da
je Ek = Ek+1 = Eri.

(c) Neka je A konačan fazi automat i L je lokalno konačna reziduirana
mreža. Označimo sa LA podalgebru algebre L , čiji generatorni skup jeste
�A(A ×X × A) ∪ E(A ×A). Pošto je �A(A ×X × A) ∪ E(A × A) konačan
skup, sledi da je algebra LA konačna, odakle sledi i da skup LA×A

A
svih fazi

relacija na A sa vrednostima u LA jeste konačan. Iz definicija fazi relacija
Ek i Er

k imamo da je Ek ∈ LA×A
A

, što povlači da postoje k, n ∈ ℕ za koje je
Ek = Ek+m, pa iz (b) zaključujemo da je Ek = Eri.

Prethodna teorema opisuje postupak za izračunavanje najveće desno in-
varijantne fazi ekvivalencije sadržane u datoj fazi ekvivalenciji E konačnog
fazi automata, koja daje rezultate ako je L lokalno konačna reziduirana
mreža. Ali, ukoliko L nije lokalno konačna, predstavljena procedura ne
mora da daje rezultate, što je ilustrovano narednim primerom:

Primer 2.2.1. Neka je L proizvod struktura, A = (A,X, �A) fazi au-
tomat nad L sa skupom stanja A = {1, 2}, ulaznim alfabetom X = {x} i
fazi relacijom prelaza �Ax datom sa

�Ax =

[
0 1
1
2 0

]
.

Neka je E univerzalna relacija na A. Primenom postupka iz Teoreme 2.2.3
na relaciju E, dobijamo niz fazi ekvivalencija {Ek}k∈ℕ dat sa

Ek =

[
1 1

2k−1
1

2k−1 1

]
, k ∈ ℕ,

čiji su svi članovi različiti. Odavde imamo da je Eri identička relacija na A,
tj.

Eri =

[
1 0
0 1

]
.

Dakle, ako kompletna reziduirana mreža L nije lokalno konačna, znamo
da postoji najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija Eri sadržana u E,
ali je problem kako je konstruisati.

U nekim slučajevima, da bismo redukovali fazi automat A , možemo da
nad̄emo najveću desno invarijantnu krisp ekvivalenciju sadržanu u krisp delu
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fazi ekvivalencije E. Ova ekvivalencija može da ima isti indeks kao Eri, tako
da faktor fazi automati A /E∘ i A /Eri imaju isti broj stanja. Ekvivalenciju
E∘ možemo konstruisati na način koji je dala Petković [90]. Tu konstrukciju
možemo preformulisati na sledeći način:

Teorema 2.2.4. [90] Neka je A = (A,X, �A) fazi automat, neka je %
ekvivalencija na A i neka je %∘ najveća desno invarijantna ekvivalencija
sadržana u %.

Induktivno definǐsimo niz {%k}k∈ℕ ekvivalencija na A na sledeći način:

%1 = %, %k+1 = %k ∩ %rk, za svaki k ∈ ℕ,

gde je %rk relacija definisana sa

(a, b) ∈ %rk ⇔ (∀x ∈ X)(∀c ∈ A)(�Ax ∘ %k)(a, c) = (�Ax ∘ %k)(b, c),

za sve a, b ∈ A. Tada

(a) %∘ ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ %k+1 ⩽ %k ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ %1 = %;

(b) If %k = %k+m, za neke k,m ∈ ℕ, tada %k = %k+1 = %∘;

(c) Ako je A konačan, tada je %k = %∘ za neki k ∈ ℕ.

Ipak, E∘ može imati veći indeks od Eri, odakle, A /E∘ može imati vǐse
stanja od A /Eri, kao što pokazuje sledeći primer:

Primer 2.2.2. Neka je L Gödelova struktura i neka je A = (A,X, �A)
fazi automat nad L sa skupom stanja A = {1, 2, 3, 4}, ulaznim alfabetom
X = {x, y} i fazi relacijama prelaza

�Ax =

⎡
⎢⎢⎣

1 0.8 0.6 0.8
0.8 1 0.8 0.6
0.2 0.3 0.8 0.9
0.2 0.3 0.8 0.9

⎤
⎥⎥⎦ , �Ay =

⎡
⎢⎢⎣

0.8 1 0.6 0.8
1 0.6 0.5 0.9

0.3 0.2 0.4 0.8
0.5 0.3 0.3 1

⎤
⎥⎥⎦ .

Neka je E univerzalna relatcija na A. Primenom procedura iz Teorema 2.2.3
i 2.2.4 na E, dobijamo da je E2 = E3 = Eri i %3 = %4 = E∘, tj. dobijamo da
je

Eri =

⎡
⎢⎢⎣

1 1 0.8 0.9
1 1 0.8 0.9

0.8 0.8 1 0.8
0.9 0.9 0.8 1

⎤
⎥⎥⎦ , E∘ =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ .
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Dakle, E∘ ne redukuje A , dok Eri ima tri klase i redukuje A na fazi automat
A /Eri koji ima tri stanja i fazi relacije prelaza date matricama

�A/Eri

x =

⎡
⎣

1 0.8 0.9
0.9 0.8 0.9
0.9 0.8 0.9

⎤
⎦ , �A/Eri

y =

⎡
⎣

1 0.8 0.9
0.8 0.8 0.8
0.9 0.8 1

⎤
⎦ ,

Napomena 2.2.3. Neka kompletna reziduirana mreža L ima svojstvo da
∨K = 1 povlači 1 ∈ K, za svaki konačan K ⊆ L. To svojstvo je zadovoljeno,
na primer, kad god je L linearno ured̄ena.

U tom slučaju je za proizvoljne fazi relacije R i S konačnog skupa A zadovoljeno

R̂∘S = R̂ ∘ Ŝ.

Ovde za proizvoljnu desno invarijantnu fazi ekvivalenciju E fazi automata
A = (A,X, �A) imamo da je Ê desno invarijantna krisp ekvivalencija nedetermin-

ističkog automata Â = (A,X, �̂A). Takod̄e, za ma koju fazi ekvivalenciju F na A ,

krisp deo od F ri je najveća desno invarijantna ekvivalencija na Â sadržana u F̂ .

U Teoremi 2.2.3 konstruisali smo neopadajući niz {Ek}k∈ℕ fazi ekviva-
lencija za koji je

Eri
⩽
⋀

k∈ℕ

Ek.

Prirodno se postavlja pitanje, pod kojim uslovima je

Eri =
⋀

k∈ℕ

Ek.

Ovaj problem ćemo razmatrati u daljem tekstu. Pokažimo, pre svega sledeću
lemu

Lema 2.2.2. Neka je L kompletna reziduirana mreža koja zadovoljava
uslov ⋀

i∈I

(x ∨ yi) = x ∨
(⋀

i∈I

yi
)
, (2.17)

za svaki x ∈ L i svaki niz {yi}i∈I ⊆ L. Tada za sve neopadajuće nizove
{xk}k∈ℕ, {yk}k∈ℕ ⊆ L važi

⋀

k∈ℕ

(xk ∨ yk) =
(⋀

k∈ℕ

xk
)
∨
(⋀

k∈ℕ

yk
)
. (2.18)
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D o k a z . Razmatrajmo proizvoljne neopadajuće nizove {xk}k∈ℕ, {yk}k∈ℕ ⊆
L i proizvoljne m,n ∈ ℕ. Kako su ti nizovi neopadajući, za svaki l ∈ ℕ,
l ⩾ m,n, imamo xl ∨ yl ⩽ xm ∨ yn, odakle

⋀

k∈ℕ

(xk ∨ yk) ⩽ xm ∨ yn.

Ova nejednakost važi za sve m,n ∈ ℕ, pa, prema (2.17) dobijamo

⋀

k∈ℕ

(xk∨yk) ⩽
⋀

m∈ℕ

(⋀

n∈ℕ

(xm∨yn)
)

=
⋀

m∈ℕ

(
xm∨

(⋀

n∈ℕ

yn
))

=
( ⋀

m∈ℕ

xm
)
∨
(⋀

n∈ℕ

yn
)
.

Kako je obratna nejednakost očigledna, zaključujemo da je (2.18) tačna.

Sada možemo da dokažemo sledeću teoremu

Teorema 2.2.5. Neka je L kompletna reziduirana mreža koja zadovoljava
uslov (2.17) i ⋀

i∈I

(x⊗ yi) = x⊗
(⋀

i∈I

yi
)
, (2.19)

za svaki x ∈ L i svaki niz {yi}i∈I ⊆ L. Neka je A = (A,X, �A) konačan
fazi automat nad L , neka je E fazi ekvivalencija na A, neka je E ri najveća
desno invarijantna fazi ekvivalencija na A sadržana u E i neka je {Ek}k∈ℕ
niz fazi ekvivlaencija na A definisan sa (2.16). Tada

Eri =
⋀

k∈ℕ

Ek. (2.20)

D o k a z . Jednostavnosti radi, neka je

F =
⋀

k∈ℕ

Ek.

Jasno, F je fazi ekvivalencija. Da bismo dokazali jednakost (2.20) dovoljno
je pokazati da je F desno invarijantna fazi ekvivalencija na A . Prvo, imamo

F (a, b) ⩽ Ek+1(a, b) ⩽ Er
k(a, b) ⩽ �Ax ∘ Ek(a, c) ↔ �Ax ∘ Ek(b, c), (2.21)

za sve a, b, c ∈ A, x ∈ X i svaki k ∈ ℕ. Sada, iz (2.21) i (1.63) dobijamo

F (a, b) ⩽
⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘Ek(a, c) ↔ �Ax ∘ Ek(b, c)

)

⩽
⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘ Ek(a, c)

)
↔
⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘ Ek(b, c)

)
,

(2.22)
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za sve a, b, c ∈ A i svaki x ∈ X. Sledeće,
⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘ Ek(a, c)

)
=
⋀

k∈ℕ

(⋁

d∈A

(
�Ax (a, d) ⊗ Ek(d, c)

))

=
⋁

d∈A

(⋀

k∈ℕ

(
�Ax (a, d) ⊗ Ek(d, c)

))
(by (2.18))

=
⋁

d∈A

(
�Ax (a, d) ⊗

(⋀

k∈ℕ

Ek(d, c)
))

(by (2.19))

=
⋁

d∈A

(
�Ax (a, d) ⊗ F (d, c)

)
= (�Ax ∘ F )(a, c).

(2.23)
Upotreba uslova (2.18) je opravdana time što je A konačan i time što je
{Ek(d, c)}k∈ℕ neopadajući niz, odakle sledi da {�Ax (a, d)⊗Ek(d, c)}k∈ℕ jeste
takod̄e neopadajući niz. Na isti način dokazujemo

⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘ Ek(b, c)

)
= (�Ax ∘ F )(b, c). (2.24)

Dakle, prema (2.22), (2.23) i (2.24) dobijamo

F (a, b) ⩽ (�Ax ∘ F )(a, c) ↔ (�Ax ∘ F )(b, c).

Kako ova nejednakost važi za svaki x ∈ X i svaki c ∈ A, imamo

F (a, b) ⩽
⋀

x∈X

⋀

c∈A

(�Ax ∘ F )(a, c) ↔ (�Ax ∘ F )(b, c),

pa iz (iii) Teoreme 2.2.1 dobijamo da je F desno invarijantna fazi ekvivalen-
cija na A .

Napomena 2.2.4. Neka je L = ([0, 1],∧,∨,⊗,→, 0, 1), gde je [0, 1] realni je-
dinični interval i ⊗ je levo neprekidna t-norma na [0, 1]. Tada L , zbog linearnosti,
zadovoljava uslov (2.17).

Sa druge strane, poznato je da L zadovoljava uslov (2.19) ako i samo ako je
⊗ neprekidna t-norma, tj. ako i samo ako L jeste BL-algebra (vidi [6, 8]). Dakle,
tvrd̄enje Teoreme 2.2.5 je tačno za svaku BL-algebru na realnom jediničnom in-
tervalu. Specijalno, L̷ukasiewiczeva, Goguenova (proizvod) i Gödelova struktura
ispunjavaju uslove prethodne teoreme.

2.3. Redukcije i naizmenične redukcije

Bolji rezultati u redukciji broja stanja konačnih nedeterminističkih automata
mogu biti postignuti na način koji su predložili Ilie i Yu u [51, 53, 54, 55].
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Oni su uveli levo invarijantne ekvivalencije na NFA i pokazali da se manji
konačni nedeterministički automat može dobiti tzv. optimalnim korǐsćenjem
najveće desno invarijantne i najveće levo invarijantne ekvivalencije.

Motivisani pomenutim rezultatima, u ovom odeljku ćemo razmatrati re-
dukciju fazi automata korǐsćenjem ne samo najvećih desno invarijantnih, već
i najveće levo invarijantnih fazi ekvivalencija. Uvešćemo pojam naizmeničnih
redukcija i pokazati da se njihovim korǐsćenjem može postići bolja redukcija
fazi automata.

Neka je A fazi automat. Niz A1,A2, . . . ,An fazi automata nazivaćemo
E ri-redukcija od A ako je A1 = A i za svaki k ∈ {1, 2, . . . , n− 1} imamo da
je Ak+1 faktor fazi automat od Ak u odnosu na najveću desno invarijantnu
fazi ekvivalenciju na Ak. Analogno definǐsemo pojam E li-redukcije.

Primetimo da za svaki konačni fazi automat A postoji E ri-redukcija
A1,A2, . . . ,An od A takva da za svaku E ri-redukciju A1,A2, . . . ,An,
An+1, . . . ,An+m od A koja je nastavak ove redukcije imamo da je

∣An∣ = ∣An+1∣ = ⋅ ⋅ ⋅ = ∣An+m∣,

tj. svi fazi automati An+1, . . . ,An+m imaju isti broj stanja kao i An. Prime-
timo takod̄e da za svaki fazi automat A postoji njegova najkraća E ri-redukci-
ja A1,A2, . . . ,An koja ima pomenuto svojstvo, koju ćemo nazivati najkraća
E ri-redukcija od A . U tom slučaju ćemo fazi automat An nazivati E ri-
redukt od A , a broj n je dužina najkraće E ri-redukcije. Ako je fazi automat
A jednak svom E ri-reduktu, tada kažemo da je E ri-redukovan. Analogno
definǐsemo pojmove najkraća E li-redukcija od A , E li-redukt od A , dužina
najkraće leve redukcije i E li-redukovani fazi automat.

Dokazaćemo da dužina najkraće desne i najkraće leve redukcije nije veća
od 2. Ali, pre svega dokažimo sledeću teoremu.

Teorema 2.3.1. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat, neka je E desno
invarijantna fazi ekvivalencija na A i neka je F fazi ekvivalencija na A za
koju je E ⩽ F . Tada

(a) F je desno invarijantna fazi ekvivalencija na A ako i samo ako je F/E
desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E;

(b) F je najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija na A ako i samo
ako je F/E najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E;

(c) E je najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija na A ako i samo ako
je Ẽ najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija faktor fazi automata
A /E.
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D o k a z . (a) Primetimo da je E ⩽ F ekvivalentno sa E ∘ F = F ∘ E = F .
Dalje, posmatrajmo proizvoljne a, b ∈ A i x ∈ X. Iz dokaza Teoreme 2.1.1
dobijamo

(F/E ∘ �A/E
x ∘ F/E)(Ea, Eb) = (F ∘ �Ax ∘ F )(a, b),

i takod̄e,

(�A/E
x ∘ F/E)(Ea, Eb) =

⋁

c∈A

�A/E
x (Ea, Ec) ⊗ F/E(Ec, Eb)

=
⋁

c∈A

(E ∘ �Ax ∘ E)(a, c) ⊗ F (c, b)

= (E ∘ �Ax ∘ E ∘ F )(a, b) = (�Ax ∘E ∘ F )(a, b)

= (�Ax ∘ F )(a, b).

Dakle,

F/E ∘ �A/E
x ∘ F/E = �A/E

x ∘ F/E ⇔ F ∘ �Ax ∘ F = �Ax ∘ F,

odakle tvrd̄enje (a) važi.

(b) Neka je F najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija na A . Prema
(a), F/E je desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E. Pretpostavimo da
je Q najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E. Definǐsimo fazi
relaciju G na A sa

G(a, b) = Q(Ea, Eb), za sve a, b ∈ A.

Lako se proverava da je G fazi ekvivalencija na A . Takod̄e, iz (a) ove teoreme
dobijamo da je Ẽ desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E, što povlači
Ẽ ⩽ Q, pa za proizvoljne a, b ∈ A dobijamo da je

E(a, b) = Ẽ(Ea, Eb) ⩽ Q(Ea, Eb) = G(a, b),

što znači E ⩽ G. Dakle, imamo de je Q = G/E, pa iz (a) dobijamo da je
G desno invarijantna fazi ekvivalencija na A , odakle sledi G ⩽ F . Sada,
prema (2.4), imamo da je Q = G/E ⩽ F/E i kako je F/E desno invarijantna
fazi ekvivalencija na A /E, zaključujemo da je Q = F/E, tj. F/E je najveća
desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E.

Obratno, neka je F/E najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija na
A /E. Iz (a), F je desno invarijantna fazi ekvivalencija na A . Neka je G
najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija na A . Tada je E ⩽ F ⩽ G,
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pa iz (a) sledi da je G/E desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E, što
povlači G/E ⩽ F/E. Sada, iz (2.4) sledi da je G ⩽ F , odakle dobijamo G =
F . Dakle, dokazali smo da je F najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija
na fazi automatu A .

(c) Ovo sledi direktno iz (b) i činjenice da je E/E = Ẽ.

Teorema 2.3.2. Fazi automat A = (A,X, �A) je E ri-redukovan ako i samo
ako fazi jednakost jeste najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija na A

.

Prema tome, za svaki fazi automat A = (A,X, �A), njegov E ri-redukt je
faktor fazi automat A /E, gde je E najveća desno invarijantna fazi ekviva-
lencija na A .

D o k a z . Označimo sa E najveću desno invarijantnu fazi ekvivalenciju na A .

Pretpostavimo da fazi automat A jeste E ri-redukovan. Ako E nije fazi
jednakost, tada je ∣A /E∣ < ∣A ∣, što je u suprotnosti sa našom polaznom
pretpostavkom da je A desno redukovan. Zbog toga zaključujemo da je E
fazi jednakost.

Obratno, neka je E fazi jednakost. Posmatrajmo proizvoljnu E ri-redukciju
A1 = A ,A2, . . . ,An od A . Za svaki k ∈ {1, 2, . . . , n} neka je Ek najveća
desno invarijantna fazi ekvivalencija na Ak. Prema Teoremi 2.3.1, za svaki
k ∈ {2, . . . , n} je Ek = Ẽk−1, odakle je Ek fazi jednakost, pa je prema pret-
postavci, E1 = E fazi jednakost. Sada, za svaki k ∈ {2, . . . , n} imamo da je
∣Ak∣ = ∣Ak−1/Ek−1∣ = ∣Ak−1∣, te je, ∣A ∣ = ∣A1∣ = ∣A2∣ = ⋅ ⋅ ⋅ = ∣An∣. Dakle,
fazi automat A je desno redukovan.

Dalje, ako je A proizvoljan fazi automat i E najveća desno invarijantna
fazi ekvivalencija na A , tada je prema Teoremi 2.3.1 zadovoljeno da je Ẽ
najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija faktor fazi automata A /E, a
kako je Ẽ fazi jednakost, dobijamo da je A /E desno redukovan i da je E ri-
redukt od A .

Ako fazi automat A = (A,X, �A) jeste E ri-redukovan, tj. ako je najveća
desno invarijantna fazi ekvivalencija E na A fazi jednakost, tada faktor
fazi automat A /E ima istu kardinalnost kao A , ali, u opštem slučaju, nije
izomorfan sa A (vidi Primer 2.3.1). Ako je faktor automat A /E izomor-
fan automatu A , tada A nazivamo kompletno E ri-redukovan. Analogno
definǐsemo kompletno E li-redukovan fazi automat.
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Primer 2.3.1. Neka je L Gödelova struktura i neka je A = (A,X, �A) fazi
automat nad L sa skupom stanja A = {1, 2}, ulaznim alfabetom X = {x, y}
i fazi relacijama prelaza �Ax i �Ay datim sa

�Ax =

[
0.5 0
0.5 0

]
, �Ay =

[
1 1
0 0.5

]
.

Najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija Eri i najveća levo invarijantna
fazi ekvivalencija Eli na A su date sa

Eri =

[
1 0.5

0.5 1

]
, Eli =

[
1 0
0 1

]
.

Dakle, A je istovremeno desno i levo redukovan.

Faktor fazi automat A2 = A /Eri = (A2,X, �A2) ima takod̄e dva stanja
i fazi relacije prelaza �A2

x i �A2
y date sa

�A2
x =

[
0.5 0.5
0.5 0.5

]
, �A2

y =

[
1 1

0.5 0.5

]
.

Očigledno, fazi automat A2 nije izomorfan sa A , pa A nije kompletno
E ri-redukovan. Sa druge strane, faktor fazi automat A /Eli je izomorfan sa
A , pa je A kompletno E li-redukovan.

Prema Teoremi 2.3.2, fazi automat A2 je E ri-redukovan. Najveća desno
invarijantna fazi ekvivalencija Eri

2 i najveća levo invarijantna fazi ekvivalen-
cija Eli

2 na A2 su date sa

Eri
2 =

[
1 0.5

0.5 1

]
, Eli

2 =

[
1 1
1 1

]
,

tako da je faktor fazi automat A2/E
ri
2 izomorfan sa A2, odakle je A2 kom-

pletno E ri-redukovan. Sa druge strane, faktor fazi automat A3 = A2/E
li
2 =

(A3,X, �A3) ima jedno stanje i fazi relacije prelaza �A3
x i �A3

y su date sa

�A3
x =

[
0.5
]

i �A3
y =

[
1
]
.

Dakle, iako je fazi automat A istovremeno E ri-redukovan i E li-redukovan,
nakon njegove faktorizacije pomoću najveće desno invarijantne fazi ekviva-
lencije dobijamo fazi automat A2 čiji se broj stanja može dalje smanjivati
faktorizacijom pomoću najveće levo invarijantne fazi ekvivalencije. Iz tih
razloga uvodimo sledeći koncept.

Neka je A fazi automat. Niz A1,A2, . . . ,An fazi automata nazivamo
naizmenična E -redukcija od A ako je A1 = A i za svaki k ∈ {1, 2, . . . , n−2}
važi sledeće:
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(1) Ak+1 je faktor fazi automat od Ak u odnosu na najveću desno invari-
jantnu ili najveću levo invarijantnu fazi ekvivalenciju na Ak;

(2) Ako je Ak+1 faktor fazi automat od Ak u odnosu na najveću desno
invarijantnu fazi ekvivalenciju na Ak, tada je Ak+2 faktor fazi automat
od Ak+1 u odnosu na najveću levo invarijantnu fazi ekvivalenciju na
Ak;

(3) Ako je Ak+1 faktor fazi automat od Ak u odnosu na najveću levo
invarijantnu fazi ekvivalenciju na Ak, tada je Ak+2 faktor fazi automat
od Ak+1 u odnosu na najveću desno invarijantnu fazi ekvivalenciju na
Ak.

Ako je A2 faktor fazi automat od A1 u odnosu na najveću desno invarijantnu
fazi ekvivalenciju na A1, tada se ova naizmenična redukcija zove naizmenična
E rl-redukcija , a ako je A2 faktor fazi automat od A1 u odnosu na najveću
levo invarijantnu fazi ekvivalenciju na A1, tada ovu naizmeničnu redukciju
nazivamo naizmenična E lr-redukcija.

Primetimo da za svaki konačni fazi automat A postoji naizmenična
E rl-redukcija A1,A2, . . . ,An od A takva da je za svaku naizmeničnu E rl-
redukciju A1,A2, . . . ,An,An+1, . . . ,An+m koja je nastavak ove redukcije
zadovoljeno

∣An∣ = ∣An+1∣ = ⋅ ⋅ ⋅ = ∣An+m∣,

tj. svi fazi automati An+1, . . . ,An+m imaju isti broj stanja kao An. Takod̄e,
postoji najkraća naizmenična E rl-redukcija A1,A2, . . . ,An od A koje ima
ovo svojstvo, koju ćemo zvati najkraća naizmenična E rl-redukcija od A , a
An ćemo nazivati naizmenični E rl-redukt od A . Broj n ćemo zvati dužina
najkraće naizmenične E rl-redukcije od A . Analogno definǐsemo pojam naj-
kraće naizmenične E lr-redukcije, njegovu dužinu i naizmenični E lr-redukt od
A .

Sledeći primer pokazuje da naizmenični E rl- i E lr-redukti fazi automata
mogu da imaju različit broj stanja i da desno-leva i levo-desna naizmenična
redukcija mogu da imaju različitu dužinu.

Primer 2.3.2. Neka je Ak = (Ak,X, �Ak ), k ∈ {1, 2, 3}, niz fazi automata
za koji je ∣A1∣ = 3, ∣A2∣ = 2, ∣A3∣ = 1, X = {x} i fazi relacije prelaza �Ak

x ,
k ∈ {1, 2, 3}, date sa

�A1
x =

⎡
⎣

0.5 0.5 0.3
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ , �A2

x =

[
0.5 0.5
0 0

]
, �A3

x =
[
0.5
]
.
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Tada su najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija Eri
1 na A1 i najveća

levo invarijantna fazi ekvivalencija Eli
1 on A2 date sa

Eri
1 =

⎡
⎣

1 0 0
0 1 1
0 1 1

⎤
⎦ , Eli

2 =

[
1 1
1 1

]
,

i niz A1, A2, A3 je naizmenična E rl-redukcija fazi automata A1, s obzirom da
je A2 = A1/E

ri
1 i A3 = A2/E

li
2 . Jasno, broj stanja fazi automata A3 ne može

biti smanjen, tako da je niz A1, A2, A3 najkraća naizmenična E rl-redukcija
od A1, odakle je A3 naizmenični E rl-redukt od A1.

Sa druge strane, neka je A ′
m = (A′

m,X, �Am
′

), m ∈ {1, 2, 3, 4}, niz fazi
automata takav da je A ′

1 = A1, ∣A2∣ = ∣A3∣ = ∣A4∣ = 1, X = {x} i fazi
relacijama prelaza �Am

′

x , m ∈ {2, 3, 4}, datim sa

�A2
′

x = �A3
′

x = �A4
′

x =

[
0.5 0.3
0.3 0.3

]
.

Tada su najveće levo invarijantne fazi ekvivalencije F li
1 na A ′

1 = A1 i F li
3 na

A ′
3 i najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija F ri

2 na A ′
2 date sa

F li
1 =

⎡
⎣

1 1 0.3
1 1 0.3

0.3 0.3 1

⎤
⎦ , F ri

2 =

[
1 0.3

0.3 1

]
, F li

3 =

[
1 0.3

0.3 1

]
,

i niz A1, A ′
2 , A ′

3 , A ′
4 jeste naizmenična E lr-redukcija fazi automata A1, s

obzirom da je A ′
2 = A1/F

li
1 , A ′

3 = A ′
2/F

ri
2 i A ′

4 = A ′
3/F

li
2 . Takod̄e, imamo

da je A ′
2
∼= A ′

3
∼= A ′

4 , odakle zaključujemo da broj stanja fazi automata
A ′

2 ne može biti redukovan pomoću desno invarijantnih ili levo invarijantnih
fazi ekvivalencija. Zaključujemo da je niz A1, A ′

2 najkraća naizmenična E lr-
redukcija od A1 i da je A ′

2 naizmenični E lr-redukt od A1.

Dakle, ovaj primer pokazuje da naizmeničnom E rl- i E lr-redukcijom fazi
automata dobijamo fazi automate koji, u opštem slučaju, nemaju isti broj
stanja. Naime, naizmenični E rl-redukt od A1 ima jedno stanje, dok naiz-
menični E lr-redukt od A1 ima dva stanja. Ovaj primer takod̄e pokazuje da
najkraća naizmenična E rl- i E lr-redukcija nemaju istu dužinu, pošto najkraća
naizmenična E rl-redukcija od A1 ima dužinu 3, a najkraća naizmenična E lr -
redukcija od A1 ima dužinu 2.

Primetimo da je u prethodnom primeru bilo moguće ustanoviti da su
naizmenične redukcije najkraće. Naime, u naizmeničnoj E rl-redukciji fazi
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automat koji je poslednji u nizu ima samo jedno stanje, tako da ne može biti
dalje redukovan. Sa druge strane, u naizmeničnoj E lr-redukciji tri poslednja
uzastopna člana redukcije su izomorfna, pa samim tim njihova dalja reduk-
cija ne bi dovela do smanjenja stanja. Ipak, još uvek nije poznat postupak
pomoću kojega bi bilo moguće odrediti kada je naizmeničnom redukcijom
dostignut najmanji broj stanja.

Za razliku od fazi automata, u slučaju nedeterminističkih automata može
se ustanoviti kada je naizmeničnom redukcijom dostignt najmanji broj stanja.
Naime, ako je nakon dva uzastopna koraka broj stanja ostao nepromenjen,
tada je naizmenična redukcija završena. Drugim rečima, naizmenična re-
dukcija se završava onda kada je dobijen nedeterministički automat koji
je istovremeno i E ri- i E li-redukovan i taj automat je naizmenični redukt
polaznog automata. Ovo ne važi za fazi automate, jer faktorizacijom fazi
automata pomoću fazi jednakosti, iako dobijamo fazi automat sa istim bro-
jem stanja, on ne mora da bude izomorfan polaznom fazi automatu. Kako
je pokazano u Primeru 2.3.1, čak i ako je fazi automat A istovremeno i
E ri- i E li-redukovan, njegovom faktorizacijom pomoću najveće desno invar-
ijantne fazi ekvivalencije dobijamo fazi automat čiji broj stanja može biti
dalje smanjivan faktorizacijom pomoću njegove najveće levo invarijantne fazi
ekvivalencije.

2.4. Jako desno i levo invarijantne fazi ekvivalencije

Neka je A = (A,X, �A) fazi automat. Poseban tip desno invarijantnih fazi
ekvivalencija na A su fazi ekvivalencije na A koje su rešenja fazi relacijskih
jednačina

E ∘ �Ax = �Ax , x ∈ X. (2.25)

Ove fazi ekvivalencije zovemo jako desno invarijantne fazi ekvivalencije na
A . Slično, specijalan tip levo invarijantnih fazi ekvivalencija na A su fazi
ekvivalencije na A koje su rešenja sistema

�Ax ∘E = �Ax , x ∈ X. (2.26)

Ove fazi ekvivalencije zovemo jako levo invarijantne fazi ekvivalencije na
A . Primetimo da je fazi ekvivalencija na A istovremeno jako desno invar-
ijantna i jako levo invarijantna fazi ekvivalencija na A ako i samo ako je
rešenje sistema

E ∘ �Ax ∘E = �Ax , x ∈ X. (2.27)
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U daljem tekstu ćemo izučavati jako desno invarijantne fazi ekvivalen-
cije. Odgovarajući rezultati koji se odnose na jako levo invarijantne fazi ek-
vivalencije mogu da se dobiju na osnovu dualizma iz odgovarajućih tvrd̄enja
koje se tiču jako desno invarijantnih fazi ekvivalencija.

Neka je E fazi ekvivalencija na skupu A i neka je R fazi relacija na
A. Tada je R desno ekstenzionalan (engl. extensional ili primetiv, engl.
observable) u odnosu na E ako je

E(a, b) ⊗R(a, c) ⩽ R(b, c), (2.28)

za sve a, b, c ∈ A, a R je levo ekstenzionalna u odnosu na E ako je

E(b, a) ⊗R(c, a) ⩽ R(c, b), (2.29)

za sve a, b, c ∈ A.

Sledećom teoremom dajemo različite karakterizacije jako desno invari-
jantnih fazi ekvivalencija.

Teorema 2.4.1. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i E fazi ekvivalen-
cija na A. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) E je jako desno invarijantna fazi ekvivalencija;

(ii) E ∘ �Ax ⩽ �Ax , za svaki x ∈ X;

(iii) �Ax je desno ekstenzionalna u odnosu na E, za svaki x ∈ X;

(iv) za sve a, b ∈ A imamo

E(a, b) ⩽
⋀

x∈X

⋀

c∈A

�Ax (a, c) ↔ �Ax (b, c). (2.30)

D o k a z . Jednakost �Ax ⩽ E ∘ �Ax važi zbog refleksivnosti fazi relacije E,
odakle su implikacije (ii)⇒(i) i (i)⇒(ii) očigledne. Iz (2.28), (ii) je ekviva-
lentno sa (iii).

(iii)⇔(iv). Prema (2.28), imamo da je (iii) ekvivalentno sa

E(a, b) ⩽ �Ax (a, c) ↔ �Ax (b, c),

za sve a, b, c ∈ A i svaki x ∈ X, što je očigledno ekvivalentno sa (2.30). Dakle,
dokazali smo da je (iii) ekvivivalentno sa (iv).

Sledećom teoremom dajemo karakterizaciju najveće jako desno invari-
jantne fazi ekvivalencije na fazi automatu, kao i karakterizaciju mreže jako
desno invarijantnih fazi ekvivalencija na fazi automatu.
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Teorema 2.4.2. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat. Tada

(a) Fazi ekvivalencija E sri na A definisana sa

E sri(a, b) =
⋀

x∈X

⋀

c∈A

�Ax (a, c) ↔ �Ax (b, c), (2.31)

za sve a, b ∈ A, je najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija
na A .

(b) Skup E sri(A) svih jako desno invarijantnih fazi ekvivalencija na A

je glavni ideal mreže E (A) svih fazi ekvivalencija na A generisan fazi
ekvivalencijom E sri.

(c) Za proizvoljnu fazi ekvivalenciju E na A imamo da je E∧E sri najveća
jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A sadržana u E.

D o k a z . (a) Prema Valverdeovoj teoremi o reprezentaciji ([102, 6, 29]) imamo
da je E sri fazi ekvivalencija na A, pa iz (iv) Teoreme 2.4.1 dobijamo da je
E sri jako desno invarijantna fazi ekvivalencija, štavǐse najveća takva fazi
ekvivalencija na A .

Tvrd̄enja (b) i (c) su direktna posledica (iv) Teoreme 2.4.1.

Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka je E fazi ekvivalencija na

A. Konstruǐsimo novi fazi automat A E = (A,X, �A
E

), sa istim skupom
stanja i istim ulaznim alfabetom kao A i fazi relacijama prelaza:

�A
E

x = E ∘ �Ax ∘ E, za svaki x ∈ X. (2.32)

Važi sledeće:

Lema 2.4.1. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka je E fazi ekvi-
valencija na A. Tada

(a) E je istovrenmeno jako desno invarijantna i jako levo invarijantna fazi
ekvivalencija na A E;

(b) Ẽ je istovremeno jako desno invarijantna i jako levo invarijantna fazi
ekvivalencija on A /E.

D o k a z . (a) Za svaki x ∈ X važi

E ∘ �A
E

x ∘ E = E ∘E ∘ �Ax ∘E ∘E = E ∘ �Ax ∘ E = �A
E

x ,
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odakle je E i jako desno invarijantna i jako levo invarijantna fazi ekvivalencija
na A E.

(b) Za proizvoljne a, b ∈ A i svaki x ∈ X je zadovoljeno

(Ẽ ∘ �A/E
x ∘ Ẽ)(Ea, Eb) =

⋁

c,d∈A

Ẽ(Ea, Ec) ⊗ �A/E
x (Ec, Ed) ⊗ Ẽ(Ed, Eb)

=
⋁

c,d∈A

E(a, c) ⊗ (E ∘ �Ax ∘ E)(c, d) ⊗ E(d, b)

= (E ∘E ∘ �Ax ∘E ∘E)(a, b) = (E ∘ �Ax ∘ E)(a, b)

= �A/E
x (Ea, Eb).

Dakle, Ẽ ∘ �
A/E
x ∘ Ẽ = �

A/E
x , pa je Ẽ je istovremeno jako desno invarijantna

i jako levo invarijantna fazi ekvivalencija na faktor fazi automatu A /E.

Sledeći primer pokazuje da najveća jako desno invarijantna fazi ekviva-
lencija na fazi automatu može biti strogo manja od najveće desno invari-
jantne fazi ekvivalencije, odakle se pomoću najveće desno invarijantne fazi
ekvivalencije može postići bolja redukcija nego pomoću najveće jako desno
invarijantne fazi ekvivalencije.

Primer 2.4.1. Neka je L Gödelova struktura i neka je A = (A,X, �A)
fazi automat nad L sa skupom stanja A = {1, 2, 3, 4}, ulaznim alfabetom
X = {x} i fazi relacijom prelaza �Ax datom sa

�Ax =

⎡
⎢⎢⎣

1 0.8 0.6 0.8
0.8 1 0.8 0.6
0.2 0.3 0.8 0.9
0.2 0.3 0.8 0.9

⎤
⎥⎥⎦ .

Tada su najveća desno invarijantna fazi ekvivalencija Eri i najveća jako desno
invarijantna fazi ekvivalencija Esri na A date sa

Eri =

⎡
⎢⎢⎣

1 1 0.9 0.9
1 1 0.9 0.9

0.9 0.9 1 1
0.9 0.9 1 1

⎤
⎥⎥⎦ , Esri =

⎡
⎢⎢⎣

1 0.6 0.2 0.2
0.6 1 0.2 0.2
0.2 0.2 1 1
0.2 0.2 1 1

⎤
⎥⎥⎦ .

Dakle, faktor fazi automat A2 = A /Eri = (A2,X, �2) ima dva stanja, dok
faktor fazi automat A3 = A /Esri = (A3,X, �3) ima tri stanja. Fazi relacije
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prelaza �A2
x i �A3

x date su sa

�A2
x =

[
1 0.9

0.9 0.9

]
, �A3

x =

⎡
⎣

1 0.8 0.8
0.8 1 0.8
0.3 0.3 0.9

⎤
⎦ .

Neka je A fazi automat. Niz A1,A2, . . . ,An fazi automata zovemo
E sri-redukcija od A ako je A1 = A i za svaki k ∈ {1, 2, . . . , n − 1} važi
da je Ak+1 faktor fazi automat od Ak u odnosu na najveću jako desno
invarijantnu fazi ekvivalenciju od Ak. Analogno definǐsemo E sli-redukciju
od A .

Za svaki konačni fazi automat A postoji E sri-redukcija A1,A2, . . . ,An

od A takva da za svaku E sri-redukciju A1,A2, . . . ,An,An+1, . . . ,An+m od
A koja je nastavak ove redukcije važi

∣An∣ = ∣An+1∣ = ⋅ ⋅ ⋅ = ∣An+m∣,

tj. svi fazi automati An+1, . . . ,An+m imaju isti broj stanja kao i An. Takod̄e,
postoji najkraća E sri-redukcija A1,A2, . . . ,An od A sa ovim svojstvom, a
zovemo je najkraća E sri-redukcija od A . Fazi automat An zovemo E sri-redukt
od A , a broj n nazivamo dužina najkraće E sri-redukcije. Ako je fazi automat
A jednak svom E sri-reduktu, tada kažemo da je E sri-redukovan. Analogno
defnǐsemo najkraću E sli-redukciju od A , E sli-redukt od A , dužinu najkraće
E sli-redukcije i E sli-redukovan fazi automat.

Za razliku od desnih redukcija, koje se zaustavljaju odmah nakon prve
faktorizacie pomoću najveće desno invarijantne fazi ekvivalencije, E sri-reduk-
cije se, u opštem slučaju, ne zaustavljaju nakon prve faktorizacije pomoću na-
jveće jako desno invarijantne fazi ekvivalencije, pa zato takvu faktorizaciju
možemo vǐse puta vršiti sve dok ne dobijemo fazi automat koji ne može biti
redukovan pomoću najveće jako desno invarijantne fazi ekvivalencije. Ovo je
pokazano sledećim primerom:

Primer 2.4.2. Neka je L Gödelova struktura i neka je A = (A,X, �A)
fazi automat nad L sa skupom stanja A = {1, 2, 3, 4}, ulaznim alfabetom
X = {x} i fazi relacijamom prelaza �Ax datom sa

�Ax =

⎡
⎢⎢⎣

1 0.8 0.6 0.8
0.8 1 0.8 0.6
0.2 0.3 0.2 0.9
0.2 0.3 0.1 0.9

⎤
⎥⎥⎦ .
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Tada je najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija Esri na A data sa

Esri =

⎡
⎢⎢⎣

1 0.6 0.2 0.1
0.6 1 0.2 0.1
0.2 0.2 1 0.1
0.2 0.2 0.1 1

⎤
⎥⎥⎦ .

Faktor fazi automat A2 = A /Esri = (A2,X, �A2) ima takod̄e četiri stanja i
fazi relacijom prelaza �A2

x datom sa

�A2
x =

⎡
⎢⎢⎣

1 0.8 0.6 0.8
0.8 1 0.8 0.6
0.3 0.3 0.2 0.9
0.3 0.3 0.2 0.9

⎤
⎥⎥⎦ .

Fazi jednakost Ẽsri i najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija Esri
2

na A2 su date sa

Ẽsri =

⎡
⎢⎢⎣

1 0.6 0.2 0.1
0.6 1 0.2 0.1
0.2 0.2 1 0.1
0.2 0.2 0.1 1

⎤
⎥⎥⎦ , Esri

2 =

⎡
⎢⎢⎣

1 0.6 0.2 0.2
0.6 1 0.2 0.2
0.2 0.2 1 1
0.2 0.2 1 1

⎤
⎥⎥⎦ ,

odakle Ẽsri nije najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A2, pa
broj stanja faktor fazi automata A2 = A /Esri može dalje biti redukovan
pomoću najveće jako desno invarijantne fazi ekvivalencije na A2.

Faktor fazi automat A3 = A2/E
sri
2 = (A3,X, �A3) ima tri stanja i fazi

relaciju prelaza �A3
x datu sa

�A3
x =

⎡
⎣

1 0.8 0.8
0.8 1 0.8
0.3 0.3 0.9

⎤
⎦ ,

i najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A 2 je data sa

Esri
3 =

⎡
⎣

1 0.8 0.3
0.8 1 0.3
0.3 0.3 1

⎤
⎦ .

Kako je �A3
x ∘ Esri

3 = �A3
x , tj. kako je Esri

3 jako desno invarijantna i ujedno
jako levo invarijantna fazi eqvivalencija, imamo da je faktor fazi automat
A4 = A3/E

sri
3 izomorfan sa A3, pa broj stanja fazi automata A3 ne može biti

dalje redukovan pomoću najveće jako desno invarijantne fazi ekvivalencije.
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U prethodnom primeru se E sri-redukcija zaustavila kada smo dobili dva
uzastopna člana te redukcije koji su izomorfni. Dalje ćemo izučavati uslove
pod kojima se E sri-redukcija zaustavlja.

Prvo ćemo pokazati sledeće:

Lema 2.4.2. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka su E i F fazi
ekvivalencije na A za koje je E ⩽ F . Tada su faktor fazi automati A /F ,
A E/F i (A /E)/(F/E) izomorfni.

D o k a z . Prema Teoremi 2.1.1, fazi automati (A /E)/(F/E) i A /F su izo-
morfni. Pokazaćemo da je fazi automat A E/F takod̄e izomorfan i sa A /F .
Ova dva fazi automata imaju isti skup stanja, faktor skup A/F , i za sve
a, b ∈ A i svaki x ∈ X, iz F ∘ E = E ∘ F = F važi

(�A
E

)F (Fa, x, Fb) = (F ∘ �A
E

x ∘ F )(a, b) = (F ∘E ∘ �Ax ∘E ∘ F )(a, b)

= (F ∘ �Ax ∘ F )(a, b) = �A/F (Fa, x, Fb).

Ovo znači da fazi automati A E/F i A /F jesu izomorfni.

Postoji još jedna značajna razlika izmed̄u desno invarijantnih i jako desno
invarijantnih fazi ekvivalencija. Naime tvrd̄enje Teoreme 2.3.1 ne važi ako
pojam desno invarijantnih fazi ekvivalencija zamenimo pojmom jako desno
invarijantnih. Ipak, za jako desno invarijantne fazi ekvivalencije važi slična
teorema.

Teorema 2.4.3. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat, neka je E jako
desno invarijantna fazi ekvivalencija na A i neka je F fazi ekvivalencija na
A takva da je E ⩽ F . Tada je

(a) ako je F jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A tada je F/E
jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E;

(b) F je jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A E ako i samo ako
je F/E jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E;

(c) F je najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A E ako i
samo ako je F/E najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na
A /E.
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D o k a z . (b) Za sve a, b ∈ A i svaki x ∈ X je zadovoljeno

(F/E ∘ �A/E
x )(Ea, Eb) =

⋁

c∈A

F/E(Ea, Ec) ⊗ �A/E
x (Ec, Eb)

=
⋁

c∈A

F (a, c) ⊗ (E ∘ �Ax ∘E)(c, b)

=
⋁

c∈A

F (a, c) ⊗ �A
E

x (c, b) = (F ∘ �A
E

x )(a, b),

a kako je
�A/E
x (Ea, Eb) = (E ∘ �Ax ∘E)(a, b) = �A

E

x (a, b),

dobijamo
F/E ∘ �A/E

x = �A/E
x ⇔ F ∘ �A

E

x = �A
E

x .

Dakle, F je jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A E ako i samo ako
je F/E jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E.

(a) Ako je F jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A , tada je

F ∘ �A
E

x = F ∘E ∘ �Ax ∘E = F ∘ �Ax ∘E = �Ax ∘ E = E ∘ �Ax ∘E = �A
E

x ,

tj. F je takod̄e jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A E, pa iz (b)
dobijamo da je F/E jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E.

(c) Neka je F najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A E

i neka je Q najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E.
Definǐsimo fazi relaciju G na A sa

G(a, b) = Q(Ea, Eb), za sve a, b ∈ A.

Tada je G fazi ekvivalencija na A. Iz Leme 2.4.1, Ẽ je jako desno invarijantna
fazi ekvivalencija na A /E, pa je Ẽ ⩽ Q i za sve a, b ∈ A je zadovoljeno

E(a, b) = Ẽ(Ea, Eb) ⩽ Q(Ea, Eb) = G(a, b).

Prema tome, E ⩽ G i Q = G/E i prema (a), G je jako desno invari-
jantna fazi ekvivalencija na A E . Sada imamo da je G ⩽ F , što povlači
Q = G/E ⩽ F/E. Prema tvrd̄enju (b), F/E je jako desno invarijantna fazi
ekvivalencija na A /E, pa dobijamo Q = F/E. Dakle, dokazali smo da je
F/E najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E.

Obratno, neka je F/E najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalen-
cija na A /E. Prema (b), F je jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A E .
Neka je G najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A E. Tada iz
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(b) dobijamo da je G/E jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na A /E,
pa je G/E ⩽ F/E. Sa druge strane, kako iz F ⩽ G sledi da je F/E ⩽ G/E,
odatle je F/E = G/E, što dovodi do F = G. Dakle, F je najveća jako desno
invarijantna fazi ekvivalencija na A E.

Prema prethodnoj teoremi, postoji korespondencija izmed̄u jako desno
invarijantnih fazi ekvivalencija faktor fazi automata A /E i jako desno invar-
ijantnih fazi ekvivalencija fazi automata A E. Koristeći tu korespondenciju
istražićemo jako desnu redukciju fazi automata izučavajući niz {Ak}k∈ℕ fazi
automata čiji su članovi definisani sa Ak+1 = A

Ek

k , gde je A1 = A i Ek

najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na Ak.

Pre svega dokažimo sledeće:

Teorema 2.4.4. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat. Neka je niz {Ak}k∈ℕ
fazi automata induktivno definisan sa:

A1 = A , Ak+1 = A
Ek

k , za svaki k ∈ ℕ, (2.33)

gde je Ek najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na Ak.

Ako je Ak = (A,X, �k), za svaki k ∈ ℕ, tada važi sledeće:

(a) Ek ⩽ Ek+1 i �Ak
x ⩽ �

Ak+1
x , za svaki k ∈ ℕ i svaki x ∈ X;

(b) Ako je Ek = Ek+m, za neke k,m ∈ ℕ, tada je Ek = Ek+1;

(c) Ako je �Ak = �Ak+m , za neke k,m ∈ ℕ, tada je �Ak = �Ak+1 ;

(d) Ako je Ek = Ek+1, za neki k ∈ ℕ, tada je �Ak+1 = �Ak+2 ;

(e) Ako je �Ak = �Ak+1 , za neki k ∈ ℕ, tada je Ek = Ek+1.

D o k a z . Prvo, posmatrajmo niz {�Ak
x }k∈ℕ fazi relacija na A, za svaki x ∈ X

i niz {Ek}k∈ℕ fazi ekvivalencija na A, definisan sa

�A1
x = �Ax , �

Ak+1
x = �kx ∘Ek, za svaki x ∈ X i svaki k ∈ ℕ, (2.34)

Ek(a, b) =
⋀

x∈X

⋀

c∈A

�Ak
x (a, c) ↔ �Ak

x (b, c), za sve k ∈ ℕ i a, b ∈ A (2.35)

(a) Za svaki x ∈ X i svaki k ∈ ℕ važi da je Ek jako desno invarijantna
fazi ekvivalencija na Ak, odakle je

Ek ∘ �
Ak+1
x = Ek ∘ �

Ak
x ∘Ek = �Ak

x ∘ Ek = �
Ak+1
x ,



62 GLAVA 2. REDUKCIJA POMOĆU FAZI EKVIVALENCIJA

pa je Ek takod̄e jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na Ak+1. Kako
je Ek+1 najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na Ak+1, za-
ključujemo da je Ek ⩽ Ek+1.

Štavǐse, za proizvoljne x ∈ X, k ∈ ℕ i a, b ∈ A, važi

�Ak
x (a, b) = �Ak

x (a, b) ⊗ Ek(b, b) ⩽ (�Ak
x ∘ Ek)(a, b) = �

Ak+1
x (a, b),

odakle je, �Ak
x ⩽ �

Ak+1
x .

(b) Neka je Ek = Ek+m, za neke k,m ∈ ℕ. Tada je

Ek ⩽ Ek+1 ⩽ Ek+m = Ek,

odakle zaključujemo da je Ek = Ek+1. Slično dokazujemo (c).

(d) Neka je Ek = Ek+1, za neke k ∈ ℕ. Tada je za svaki x ∈ X zadovol-
jeno

�
Ak+2
x = �

Ak+1
x ∘ Ek+1 = �

Ak+1
x ∘ Ek = �Ak

x ∘ Ek ∘Ek = �Ak
x ∘ Ek = �

Ak+1
x ,

pa je prema tome �Ak+2 = �Ak+1 .

(e) Neka je �Ak = �Ak+1 , za neke k ∈ ℕ, tj. neka je �Ak
x = �

Ak+1
x , za svaki

x ∈ X. Tada iz (2.35) dobijamo Ek = Ek+1.

Sledećom teoremom uspostavljamo korespondenciju izmed̄u niza fazi au-
tomati definisanog sa (2.36) i jako desno invarijantnih redukcija fazi au-
tomata.

Teorema 2.4.5. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat. Neka su nizovi
{Ak}k∈ℕ i {Bk}k∈ℕ fazi automata induktivno definisani sa:

A1 = A , Ak+1 = A
Ek

k , za svaki k ∈ ℕ, (2.36)

gde je Ek najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na Ak i

B1 = A , Bk+1 = Bk/Fk, za svaki k ∈ ℕ, (2.37)

gde je Fk the najveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na Bk.

Tada za svaki k ∈ ℕ imamo da su fazi automati Bk+1, Ak/Ek i A /Ek

izomorfni.
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D o k a z . Dokažimo prvo da je Ak/Ek
∼= A /Ek, za svaki k ∈ ℕ. Jasno, ovo

važi za k = 1. Pretpostavimo da je k ⩾ 2 i da je Am/Ek
∼= A /Ek, za neki

m ∈ ℕ, m ⩽ k − 1. Kako je Em ⩽ Ek, iz Leme 2.4.2 dobijamo

Am+1/Ek = A
Em
m /Ek

∼= Am/Ek
∼= A /Ek,

odakle indukcijom dobijamo da je Am/Ek
∼= A /Ek, za svaki m ∈ ℕ,

1 ⩽ m ⩽ k, pa je Ak/Ek
∼= AEk

.

Dokažimo, dalje, da je Bk+1
∼= A /Ek, za svaki k ∈ ℕ. Ovo će biti

dokazno indukcijom po k. Očigledno je da tvrd̄enje važi za k = 1.

Pretpostavimo da ovo tvrd̄enje važi za neki k ∈ ℕ. Kako je Ek+1 na-
jveća jako desno invarijantna fazi ekvivalencija na Ak+1 = A

Ek

k , prema
Teoremi 2.4.3 sledi da je Ek+1/Ek najveća jako desno invarijantna fazi ekvi-
valencija na Ak/Ek

∼= A /Ek
∼= Bk+1. Sada, iz Teoreme 2.1.1 dobijamo da

važi
Bk+2 = Bk+1/Fk+1

∼= (A /Ek)/(Ek+1/Ek) ∼= A /Ek+1.

Dakle, indukcijom zaključujemo da je Bk+1
∼= A /Ek, za svaki k ∈ ℕ. Ovim

je dokaz teoreme kompletiran.

Sada ćemo pokazati da se E sri-redukcija fazi automata završava kad se
niz fazi relacija prelaza definisan sa (2.34) zaustavi, a pokazaćemo i da se
to mora dogoditi ako je posmatran fazi automat konačan, a odgovarajuća
istinitosna struktura je lokalno konačna.

Teorema 2.4.6. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka su nizovi
fazi automata {Ak}k∈ℕ i {Bk}k∈ℕ definisani sa (2.36) i (2.37), gde je
Ak = (A,X, �Ak ), za svaki k ∈ ℕ. Tada je

(a) Ako je k ∈ ℕ najmanji broj takav da je �Ak = �Ak+1 , tada je
Bk+1

∼= Bk+m+1, za svaki m ∈ ℕ, i svaki Bk+1 je E sri-redukt od
A ;

(b) Ako je A konačan i L je lokalno konačna, tada postoji k ∈ ℕ takav
da je �Ak = �Ak+1 .

D o k a z . (a) Neka je k ∈ ℕ najmanji broj takav da je �Ak = �Ak+1 . Prema
Teoremi 2.4.4 imamo da je Ek = Ek+m, za svaki m ∈ ℕ, pa iz Teoreme
2.4.5 dobijamo Bk+1

∼= A /Ek = A /Ek+m
∼= Bk+m+1. Iz navedenih ra-

zloga, Bk+1 ne može vǐse biti redukovan pomoću jako desno invarijantnih
fazi ekvivalencija, pa je Bk+1 E sri-redukt od A .
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(b) Neka je A konačan fazi automat i neka je L lokalno konačna al-
gebra. Neka je nosač podalgebre od L generisane skupom �A(A ×X × A)
označen sa LA . Ovaj skup je konačan, pa je i LA konačna, odakle je skup
LA×A

A
svih fazi relacija na A sa istinitosnim vrednostima u LA konačan.

Kako je Ek ∈ LA×A
A

, za svaki k ∈ ℕ i kako je LA×A
A

konačan skup, za-
ključujem da postoji k,m ∈ ℕ takav da je Ek = Ek+m, pa iz Teoreme 2.4.4
dobijamo �Ak+1 = �Ak+2 . Ovim je dokaz teoreme upotpunjen.



Glava 3

Redukcija pomoću fazi

kvazi–ured̄enja

Champarnaud i Coulon su u [22, 23] predložili korǐsćenje kvazi–ured̄enja za
redukciju nedeterminističkih automata. Pokazali su da je metod redukcije
baziran na kvazi–ured̄enjima bolji od metoda zasnovanog na ekvivalenci-
jama. Oni su konstruisali algoritam za izračunavanje najvećeg levo i najvećeg
desno invarijantnog kvazi–ured̄enja u polinomialnom vremenu. Pomenuta
procedura je potom pobolǰsana u [54, 55].

U ovoj glavi smo, motovisani pomenutim rezultatima, izučili problem re-
dukcije fazi automata (raspoznavača) pomoću fazi kvazi ured̄enja. Počinjemo
od proizvoljnog fazi kvazi–ured̄enja R, na skupu stanja A, fazi automata A .
Zatim formiramo skup A/R svih aftersetova od R i transformǐsemo fazi
relacije prelaza na A u odgovarajuće fazi relacije prelaza na A/R. Na ovaj
način gradimo afterset fazi automat A /R. U slučaju da je A fazi raspoz-
navač, prevodimo i njegove fazi skupove inicijalnih i terminalnih stanja u
odgovarajuće fazi skupove inicijalnih i završnih stanja afterset fazi raspoz-
navača A /R. Na sličan način konstruǐsemo i foreset fazi automat i foreset
fazi raspoznavač od A u odnosu na R. Pokazujemo da afterset fazi automat
(raspoznavač) i foreset fazi automat (raspoznavač) u odnosu na zadato fazi
kvazi ured̄enje jesu izomorfni, iz čega zaključujemo da je dovoljno razmatrati
samo afterset fazi automate i raspoznavače. Ipak, ako ne nametnemo dodatne
uslove fazi kvazi–ured̄enju R, afterset fazi raspoznavač A /R ne mora da
raspoznaje isti fazi jezik kao A . Pokazaćemo da su fazi automati A i A /R
ekvivalentni ako i samo ako je R rešenje izvesnog sistema fazi relacijskih
jednačina po nepoznatom fazi kvazi–ured̄enju R. Ovaj sistem, nazvan kao i
u prethodnoj glavi opšti sistem, ima najmanje jedno rešenje na skupu Q(A)
svih fazi kvazi–ured̄enja na A, a to je identička relacija na skupu A. Ali, da

65
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bismo postigli najbolju moguću redukciju od A , moramo da nad̄emo najveće
ili bar što je moguće veće rešenje opšteg sistema na skupu Q(A). Kao što je
već rečeno, vrlo je teško naći netrivijalna rešenja opšteg sistema, tako da su
u ovoj glavi posmatrani izvesni sistemi fazi relacijskih jednačina čija rešenja
jesu i rešenja opšteg sistema, a koje je lakše rešiti.

U Odeljku 3.2. izučavamo dva sistema fazi relacijskih jednačina čija su
rešenja ujedno i rešenja opšteg sistema, a zovemo ih desno i levo invari-
jantna fazi kvazi–ured̄enja. Desno i levo invarijantna fazi kvazi–ured̄enja su
uopštenje desno i levo invarijantnih kvazi–ured̄enja i ekvivalencija, izučavanih
u [22, 23, 54, 55], kao i desno i levo invarijantnih fazi ekvivalencija raz-
matranih u prethodnoj glavi. Korǐsćenjem metodologije slične onoj koja je
korǐsćena u prethodnoj glavi disertacije (vidi takod̄e [31, 32]), izvršićemo
karakterizaciju desno invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja na fazi automatu A .
Pokazaćemo i da je skup svih desno invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja na fazi
automatu A kompletna mreža. Njen najveći element vrši najbolju reduk-
ciju fazi automata A , u smislu redukcije pomoću fazi kvazi–ured̄enja ovog
tipa. Teoremom 3.2.3 opisan je postupak za izračunavanje najvećeg desno
invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja sadržanog u datom fazi kvazi–ured̄enju.
Ovaj postupak je efektivan ako je odgovarajuća istinitosna struktura L

lokalno konačna. Med̄utim, ukoliko L nije lokalno konačna, naša procedura
ne mora da daje rezultate. Takod̄e je izvršena karakterizacija najvećeg desno
invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja u slučaju kada L zadovoljava izvesne dis-
tributivne zakone. Iako su rezultati i metodologija korǐsćena u ovoj glavi
slični onima u prethodnoj, postoje i bitne razlike koje opravdavaju naše
izučavanje problema redukcije fazi automata pomoću fazi kvazi–ured̄enja.
Naime, Primerom 3.2.3 pokazano je da desno invarijantna fazi kvazi–ured̄enja
vrše bolju redukciju fazi automata od one koja se može postići pomoću desno
invarijantnih fazi ekvivalencija. Štavǐse, iterativni postupak za izračunavanje
najvećeg desno invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja fazi automata A , dat u
Teoremi 3.2.3, završava se nakon konačnog broja koraka čak i ako se proce-
dura za izračunavanje najveće desno invarijantne fazi ekvivalencije na A ne
završava u konačnom broju koraka (Primer 3.2.2).

Kao što smo primetili, postupak za izračunavanje najvećeg desno invar-
ijantnog fazi kvazi–ured̄enja na fazi automatu ne mora da daje rezultate
ako odgovarajuća istinitosna struktura L nije lokalno konačna. Iz tih ra-
zloga u Odeljku 3.3. razmatramo neke specijalne tipove desno invarijantnih
fazi kvazi–ured̄enja koja mogu biti izračunata i u slučajevima kada L nije
lokalno konačna. Teoremom 3.3.1 dat je iterativni postupak za izračunavanje
najvećeg desno invarijantnog krisp kvazi–ured̄enja sadržanog u datom krisp



67

ili fazi kvazi–ured̄enju. Ova procedura daje rezultate ne samo na proizvoljnoj
kompletnoj reziduiranoj mreži L , već i kada je L mrežno ured̄eni monoid.
Ipak, u slučajevima kada je moguće izračunati i najveće desno invarijantno
fazi kvazi–ured̄enje, ono može dati bolju redukciju od najvećeg desno in-
varijantnog krisp kvazi–ured̄enja (Primer 3.3.1). Takod̄e su izučavana i jako
desno i levo invarijantna fazi kvazi–ured̄enja. Pomenute fazi relacije se mogu
izračunati bez iteracija, rešavanjem jednostavnog sistema fazi relacijskih
jenačina, čak i kada je L prozvoljna kompletna reziduirana mreža. Biće
pokazano da je i u ovom slučaju redukcija pomoću najvećeg jako desno in-
varijantnog fazi kvazi–ured̄enja slabija od redukcije pomoću najvećeg desno
invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja (Primer 3.3.2).

Pored specijalnih tipova desno i levo invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja
razmatranih u Odeljku 3.3., u Odeljku 3.4. izučavamo neke opštije tipove
fazi kvazi–ured̄enja – slabo desno i levo invarijantna fazi kvazi–ured̄enja.
Pokazaćemo da je skup svih slabo desno invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja
fazi raspoznavača A glavni ideal mreže svih kvazi–ured̄enja na skupu stanja
fazi automata A . Teoremom 3.4.1 je opisan je postupak za izračunavanje
najvećeg elementa ovog glavnog ideala. Pokazano je da slabo desno invari-
jantna fazi kvazi–ured̄enja vrše bolju redukciju fazi automata od desno in-
varijantnih. Ipak, izračunavanje najveće slabo desno invarijantno fazi kvazi–
ured̄enje predstavlja problem, iako se svaka od jednačina sistema koji ga
definǐse jednostavno rešava. Naime, broj ovih jednačina može eksponenci-
jalno rasti sa rastom broja stanja fazi automata A . Može se desiti da je ovih
jednačina čak i beskonačno mnogo. Ovo je neposredna posledica činjenice
da procedura kojom se izračunava najveće slabo desno invarijantno kvazi–
ured̄enje podrazumeva determinizaciju reverznog fazi raspoznavača od A

(postupak za determinizaciju fazi raspoznavača koji je razvijen u [47]).

U Odeljku 3.5. ove glave pokazaćemo da se bolji rezultati u smanjenju
broja stanja fazi automata mogu postići takozvanim naizmeničnim redukci-
jama. Prvo ćemo pokazati da se fazi automatu, koji je redukovan pomoću
najvećeg desno invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja, dalje ne može smanjivati
broj stanja pomoću takvih fazi kvazi–ured̄enja. Med̄utim, možemo ga re-
dukovati pomoću njegovog najvećeg levo invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja.
Ovo nas dovodi do koncepta naizmeničnih redukcija, gde fazi automat naiz-
menično redukujemo pomoću njegovog najvećeg desno invarijantnog, a po-
tom pomoću njegovog najvećeg levo invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja, i tako
redom. Takod̄e će biti pokazano da naizmenične redukcije koje počinju
sa (slabo) desno invarijantnim fazi kvazi–ured̄enjem i one koje počinju sa
(slabo) levo invarijantnim mogu imati ne samo različite dužine, već i da
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odgovarajući redukti mogu imati različit broj stanja (Primer 3.5.1). Ipak,
nije poznat kriterijum pomoću koga je moguće odrediti koja će od naiz-
meničnih redukcija dati bolju redukciju. Takod̄e nije poznat ni kriterijum
pomoću koga bi bilo moguće odrediti kada se naizmenična redukcija zaus-
tavlja, tj. kada je ovom redukcijom dobijen fazi automat sa najmanjim
brojem stanja. Pomenimo da u slučaju naizmeničnih redukcija nedeter-
minističkih automata i raspoznavača, ukoliko u dva uzastopna koraka naiz-
menične redukcije dobijemo isti automat, tada možemo da zaključimo da je
odgovarajuća naizmenična redukcija završena.

Primetimo da su Champarnaud i Coulon [22, 23], Ilie, Navarro i Yu [54],
Ilie, Solis-Oba i Yu [55] izučavali redukciju nedeterminističkih raspoznavača
pomoću desno i levo invarijantnih kvazi–ured̄enja, ali u predloženim pos-
tupcima redukcije nisu koristili afterset i foreset raspoznavače u odnosu na
odgovarajuća kvazi–ured̄enja. Pomenuti autori su u redukciji koristili fak-
tor raspoznavače u odnosu na prirodne ekvivalencije razmatranih kvazi–
ured̄enja. Iako su faktor raspoznavači i odgovarajući afterset (foreset) raspoz-
navači ekvivalentni i imaju isti broj stanja, redukcija korǐsćenjem afterset
(foreset) automata ima izvesnih prednosti. Naime, Primerom 3.5.1 pokazano
je da u nekim slučajevima naizmenične redukcije pomoću prirodnih ek-
vivalencija ne smanjuju broj stanja automata, dok naizmenične redukcije
korǐsćenjem afterset raspoznavača smanjuju.

U poslednjem odeljku ove glave ćemo navesti neke primene slabo levo in-
varijantnih fazi kvazi–ured̄enja u teoriji fazi diskretnih sistema dogad̄aja. Biće
dokazano da je svaki fazi raspoznavač A konfliktno-ekvivalentan sa after-
set fazi raspoznavačem A /R, u odnosu na svako slabo levo invarijantno
fazi kvazi–ured̄enje R na A . Ovo znači da u paralelnoj kompoziciji fazi
raspoznavača svaku njenu komponentu možemo zameniti afterset fazi raspoz-
navačem i tako dobijemo paralelnu kompoziciju koja ima ista konfliktna svo-
jstva kao polazna, a može imati znatno manji broj stanja od nje. Samim tim
i analiza nove paralelne kompozicije može biti jednostavnija.

3.1. Afterset i foreset fazi automati

Neka je R fazi kvazi–ured̄enje na skupu A. Za svaki a ∈ A, R-afterset od
a je fazi skup Ra ∈ LA definisan sa Ra(b) = R(a, b), za svaki b ∈ A, dok
je R-foreset od a fazi skup Ra ∈ LA definisan sa Ra(b) = R(b, a), za svaki
b ∈ A (vidi [4, 33, 34]). Skup svih R-afterseta ćemo označiti sa A/R, a skup
svih R-foreseta ćemo označiti sa A∖R. Jasno, ako je R fazi ekvivalencija,
tada je A/R = A∖R skup svih klasa ekvivalencije R.
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Ako je f proizvoljan fazi podskup od A, tada fazi relacije Rf i Rf na A
definisane sa

Rf (a, b) = f(a) → f(b), Rf (a, b) = f(b) → f(a), (3.1)

za sve a, b ∈ A, jesu fazi kvazi–ured̄enja na A. Specijalno, ako je f normali-
zovan fazi podskup od A, tada je f afterset od Rf i foreset od Rf .

Teorema 3.1.1. Neka je R fazi kvazi–ured̄enje na skupu A i E prirodna
fazi ekvivalencija od R. Tada

(a) Za proizvolje a, b ∈ A sledeći su uslovi ekvivalentni:

(i) E(a, b) = 1;

(ii) Ea = Eb;

(iii) Ra = Rb;

(iv) Ra = Rb.

(b) Funkcije Ra 7→ Ea iz A/R u A/E i Ra 7→ Ra iz A/R u A∖R su
bijekcije.

D o k a z . (a) Posmatrajmo proizvoljne a, b ∈ A.

(i)⇒(ii). Neka je E(a, b) = 1, tj. neka je R(a, b) = R(b, a) = 1. Tada za
svaki c ∈ A imamo

Rb(c) = R(b, c) = R(a, b) ⊗R(b, c) ⩽ R(a, c) = Ra(c),

odakle je Rb ⩽ Ra. Analogno pokazujemo da je Ra ⩽ Rb, što povlači Ra =
Rb.

(ii)⇒(i). Neka je Ra = Rb. Tada

R(a, b) = Ra(b) ⩾ Rb(b) = R(b, b) = 1,

odakle je R(a, b) = 1. Analogno se pokazuje R(b, a) = 1, pa dobijamo
E(a, b) = 1.

Ekvivalencija (i)⇔(iii) se dokazuje slično kao ekvivalencija (i)⇔(ii).

Tvrd̄enje (b) direktno sledi iz (a).

Ako je A konačan skup sa n elemenata, a kvazi–ured̄enje R na A treti-
ramo kao n × n fazi matricu nad L , tada su R-afterseti vrste, a R-foreseti
su kolone ove matrice. Prethodna teorema tvrdi da su i-ti i j-ti red matrice
R jednaki ako i samo ako su i-ta i j-ta kolona te matrice jednake, a važi i
obratno. Štavǐse, matrica R predstavlja fazi ured̄enje ako i samo ako su su
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svi njeni redovi različiti, ili ekvivalentno, ako i samo ako su sve njene kolone
različite.

Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka je R fazi kvazi–ured̄enje na
A. Fazi funkciju prelaza �A/R : A/R×X ×A/R → L možemo definisati sa

�A/R(Ra, x,Rb) =
⋁

a′,b′∈A

R(a, a′) ⊗ �A(a′, x, b′) ⊗R(b′, b), (3.2)

ili ekvivalentno

�A/R(Ra, x,Rb) = (R ∘ �Ax ∘R)(a, b) = Ra ∘ �
A
x ∘Rb, (3.3)

za sve a, b ∈ A i svaki x ∈ X. Iz (a) Teoreme 3.1.1, �A/R je dobro definisana
i A /R = (A/R,X, �A/R) je fazi automat koga zovemo afterset fazi automat
od A u odnosu na R.

Osim toga, ako je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač, tada fazi
funkciju prelaza �A/R defnǐsemo kao u (3.2), a takod̄e definǐsemo i fazi skup
�A/R ∈ LA/R inicijalnih stanja i fazi skup �A/R ∈ LA/R završnih stanja sa

�A/R(Ra) =
⋁

a′∈A

�A(a′) ⊗R(a′, a) = (�A ∘R)(a) = �A ∘Ra, (3.4)

�A/R(Ra) =
⋁

a′∈A

R(a, a′) ⊗ �A(a′) = (R ∘ �A)(a) = Ra ∘ �
A, (3.5)

za svaki a ∈ A. Prema (a) Teoreme 3.1.1, �A/R i �A/R su dobro definisane, a
A /R = (A/R,X, �A/R, �A/R, �A/R) je fazi raspoznavač koga zovemo afterset
fazi raspoznavač od A u odnosu na R.

Analogno, za fazi automat A = (A,X, �A), defnǐsemo foreset fazi au-
tomat od A u odnosu na R kao fazi automat A ∖R = (A∖R,X, �A∖R) sa fazi
funkcijom prelaza �A∖R definisanom sa

�A∖R(Ra, x,Rb) =
⋁

a′,b′∈A

R(a, a′) ⊗ �A(a′, x, b′) ⊗R(b′, b)

= (R ∘ �Ax ∘R)(a, b) = Ra ∘ �
A
x ∘Rb,

(3.6)

za sve a, b ∈ A i svaki x ∈ X, a za fazi raspoznavač A = (A,X, �A, �A, �A),
definǐsemo foreset fazi raspoznavač od A u odnosu na R kao fazi raspoznavač
A ∖R = (A∖R,X, �A∖R, �A∖R, �A∖R) sa fazi skupom �A∖R ∈ LA∖R inicijalnih
stanja i fazi skupom �A∖R ∈ LA∖R završnih stanja

�A/R(Ra) =
⋁

a′∈A

�A(a′) ⊗R(a′, a) = (�A ∘R)(a) = �A ∘Ra, (3.7)

�A/R(Ra) =
⋁

a′∈A

R(a, a′) ⊗ �A(a′) = (R ∘ �A)(a) = Ra ∘ �
A, (3.8)
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za svaki a ∈ A.

Jednostavno se pokazuje sledeća:

Teorema 3.1.2. Za svako fazi kvazi–ured̄enje R na fazi raspoznavaču (au-
tomatu) A afterset fazi raspoznavač (automat) A /R i foreset fazi raspoz-
navač (automat) A ∖R su izomorfni.

D o k a z . Ovo sledi direktno iz (3.2), (3.6) i (b) Teoreme 3.1.1.

Imajući u vidu Teoremu 3.1.2, u daljem tekstu ćemo razmatrati samo
afterset fazi raspoznavače i automate. U Primeru 3.2.3 ćemo videti da fak-
tor fazi raspoznavač (automat) A /ER od A , u odnosu na prirodnu fazi
ekvivalenciju ER od R nije nužno izomorfan sa fazi raspoznavačima A /R
i A ∖R, ali iz (b) Teoreme 3.1.1, svi pomenuti rasponavači (automati) su
iste kardinalnosti. Takodje je L(A ) = L(A /ER), ako je L(A ) = L(A /R)
(= L(A ∖R)).

Ako je A = (A,X, �A) fazi automat i R fazi kvazi–ured̄enje na A, tada
takod̄e definǐsemo i fazi funkciju prelaza �A∣R : A×X ×A → L sa

�A∣R(a, x, b) = (R ∘ �Ax ∘R)(a, b), za sve a, b ∈ A i svaki x ∈ X,

tj., �
A∣R
x = R ∘ �Ax ∘ R, za svaki x ∈ X i dobijamo novi fazi automat

A ∣R = (A,X, �A∣R) koji ima isti skup stanja i isti ulazni alfabet kao i polazni
fazi automat. Dalje, ako je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač, tada
definǐsemo fazi skup �A∣R = �A i fazi skup �A∣R = �A, odakle dobijamo fazi
raspoznavač A ∣R = (A,X, �A∣R, �A∣R, �A∣R) .

Sledeća teorema se može shvatiti kao verzija poznate Druge Teoreme o
Izomorfizmu (vidi [13], §2.6) za fazi automate i fazi kvazi–ured̄enja.

Teorema 3.1.3. Neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač i neka
su R i S fazi kvazi–ured̄enja na A takva da je R ⩽ S. Tada fazi relacija
S/R na A/R definisana sa

S/R(Ra, Rb) = S(a, b), za sve a, b ∈ A, (3.9)

jeste fazi kvazi–ured̄enje na A/R i fazi raspoznavači A /S, (A /R)/(S/R) i
(A ∣R)/S su izomorfni.

D o k a z . Neka su a, a′, b, b′ ∈ A takvi da je Ra = Ra′ i Rb = Rb′ , tj.,
ER(a, a′) = ER(b, b′) = 1. Kako je R ⩽ S, imamo i da je R−1 ⩽ S−1,
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odakle je ER ⩽ ES , pa sledi da je ES(a, a′) = ES(b, b′) = 1 i S(a, b) =
S(a′, b′). Dakle, S/R je dobro definisana fazi relacija i jasno S/R je fazi
kvazi–ured̄enje.

Jednostavnosti radi uvedimo oznaku S/R = Q. Definǐsimo preslikavanje
� : A/S → (A/R)/Q sa

�(Sa) = QRa , za svaki a ∈ A.

Prema Teoremi 3.1.1, za proizvoljne a, b ∈ A imamo

Sa = Sb ⇔ S(a, b) = S(b, a) = 1 ⇔ Q(Ra, Rb) = Q(Rb, Ra) = 1

⇔ QRa = QRb
⇔ �(Sa) = �(Sb),

odakle je � dobro definisana injektivna funkcija. Jasno je da je � takod̄e i
sirjektivna funkcija. Dakle, � je bijekcija iz A/S na (A/R)/Q.

Kako iz R ⩽ S sledi R ∘ S = S ∘ R = S, za proizvoljne a, b ∈ A i svaki
x ∈ X imamo

�(A/R)/Q
x (�(Sa), �(Sb)) = �(A/R)/Q

x (QRa , QRb
) = (Q ∘ �A/R

x ∘Q)(Ra, Rb)

=
⋁

c,d∈A

Q(Ra, Rc) ⊗ �A/R
x (Rc, Rd) ⊗Q(Rd, Rb)

=
⋁

c,d∈A

S(a, c) ⊗ (R ∘ �Ax ∘R)(c, d) ⊗ S(d, b)

= (S ∘R ∘ �Ax ∘R ∘ S)(a, b) = (S ∘ �Ax ∘ S)(a, b)

= �A/S
x (Sa, Sb).

Štavǐse, za svaki a ∈ A važi

�(A/R)/Q(�(Sa)) = �(A/R)/Q(QRa) = �A/R(Ra) = �A(a) = �A/S(Sa),

i slično, � (A/R)/Q(�(Sa)) = �A/S(Sa). Dakle, � je izomorfizam fazi raspoz-
navača A /S na fazi raspoznavač (A /R)/(S/R).

Dalje, za sve a, b ∈ A i svaki x ∈ X je zadovoljeno

�(A∣R)/S(Sa, x, Sb) = (S ∘ �A∣R
x ∘ S)(a, b) = (S ∘R ∘ �Ax ∘R ∘ S)(a, b)

= (S ∘ �Ax ∘ S)(a, b) = �A/S(Sa, x, Sb),

i �(A∣R)/S = �A/S , � (A∣R)/S = �A/S , tako da fazi raspoznavači (A ∣R)/S i
A /S jesu izomorfni.
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Ako u dokazu prethodne teoreme zanemarimo fazi skupove inicijalnih i
završnih stanja, dobijamo da ona važi takod̄e i za fazi automate.

Primetimo da ako je A fazi raspoznavač ili fazi automat, A skup njegovih
stanja, a R, S i T su fazi kvazi–ured̄enja na A takva da je R ⩽ S i R ⩽ T ,
tada je

S ⩽ T ⇔ S/R ⩽ T/R, (3.10)

odakle je preslikavanje Φ : QR(A) = {S ∈ Q(A) ∣ R ⩽ S} → Q(A/R), dato
sa Φ : S 7→ S/R, injektivno (u stvari, ovo je ured̄ajni izomorfizam iz QR(A)
na podskup skupa Q(A/R)).

Specijalno, za fazi kvazi–ured̄enje R na A, fazi relaciju R/R na A/R
ćemo označiti sa R̃. Lako se pokazuje da je R̃ fazi ured̄enje na A/R, a ako
je E fazi ekvivalencija na A, tada je Ẽ fazi jednakost na A/E.

Za fazi raspoznavač A = (A,X, �A, �A, �A) i fazi kvazi–ured̄enje R na A
fazi jezik L(A /R) koji je raspoznat afterset fazi raspoznavač A /R je dat sa

L(A /R)(u) = �A ∘R ∘ �Ax1
∘R ∘ �Ax2

∘R ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘R ∘ �Axn
∘R ∘ �A,

dok je fazi jezik L(A ) koji raspoznaje A dat sa

L(A )(u) = �A ∘ �Ax1
∘ �Ax2

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘ �A,

za svaki u = x1x2 . . . xn ∈ X∗, gde x1, x2, . . . , xn ∈ X. Dakle, fazi raspoz-
navač A i afterset fazi raspoznavač A /R su ekvivalentni, tj. raspoznaju isti
fazi jezik, ako i samo ako fazi kvazi–ured̄enje R jeste rešenje opšteg sistema

�A∘�Ax1
∘�Ax2

∘⋅ ⋅ ⋅∘�Axn
∘�A = �A∘R∘�Ax1

∘R∘�Ax2
∘R∘⋅ ⋅ ⋅∘R∘�Axn

∘R∘�A, (3.11)

za sve n ∈ ℕ i sve x1, x2, . . . , xn ∈ X.

Podsetimo da se bolja redukcija fazi automata postiže pomoću većih
rešenja opšteg sistema. Kako nam je cilj da postignemo što bolju redukciju
fazi automata, potrebno je da nad̄emo što veće rešenje opšteg sistema u
Q(A). Iz praktičnih razloga, kao i u slučaju fazi ekvivalencija, i ovde ćemo
posmatrati ona rešenja opšteg sistema na skupu Q(A) koja zadovoljavaju
izvesne ”jednostavnije” sisteme fazi relacijskih jednačina.

Sledeća teorema opisuje neka svojstva skupa svih rešenja opšteg sistema.

Teorema 3.1.4. Neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač. Tada
skup svih rešenja opšteg sistema u Q(A) jeste ideal mreže Q(A).

Dakle, ako je fazi kvazi–ured̄enje R na A rešenje opšteg sistema, tada je
njegova prirodna fazi ekvivalencija ER takod̄e rešenje opšteg sistema.
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D o k a z . Posmatrajmo proizvoljne n ∈ ℕ, x1, x2, . . . , xn ∈ X, i fazi kvazi–
ured̄enja R i S na A takva da je S rešenje opšteg sistema. Neka je R ⩽ S.
Kako je S rešenje opšteg sistema i kako važi R ⩽ S, zbog refleksivnosti R i
zbog (1.67) dobijamo

�A ∘ �Ax1
∘ �Ax2

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘ �A ⩽ �A ∘R ∘ �Ax1

∘R ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘R ∘ �Axn
∘R ∘ �A

⩽ �A ∘ S ∘ �Ax1
∘ S ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ S ∘ �Axn

∘ S ∘ �A

= �A ∘ �Ax1
∘ �Ax2

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘ �A,

pa je R rešenje opšteg sistema. Iz prethodnog sledi da je skup svih rešenja
opšteg sistema u Q(A) ideal mreže Q(A).

Drugi deo teoreme direktno sledi iz činjenice da je ER = R∧R−1 ⩽ R.

Sledećim primerom je pokazano da postoje fazi kvazi–ured̄enja koja nisu
rešenja opšteg sistema, dok njihove prirodne fazi ekvivalencije jesu.

Primer 3.1.1. Neka je L Bulova struktura i neka je A = (A,X, �A, �A, �A)
fazi raspoznavač nad L , sa skupom stanja A = {1, 2, 3}, ulaznim alfabetom
X = {x, y} i �Ax , �Ay , �A i �A datim sa

�Ax =

⎡
⎣

1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ , �Ay =

⎡
⎣

0 1 0
1 1 1
1 0 0

⎤
⎦ , �A =

[
1 1 1

]
, �A =

⎡
⎣

1
0
1

⎤
⎦ .

Za kvazi–ured̄enje R na A dato sa

R =

⎡
⎣

1 1 1
0 1 1
0 0 1

⎤
⎦ .

važi
�A ∘R ∘ �Ax ∘R ∘ �Ay ∘R ∘ �A = 1 ∕= 0 = �A ∘ �Ax ∘ �Ay ∘ �A,

Dakle, R nije rešenje opšteg sistema, dok je njegova prirodna fazi ekvivalen-
cija ER jednakost na A, pa jeste rešenje opšteg sistema.

Sledeći primer pokazuje da opšti sistem ne mora da ima najveće rešenje.

Primer 3.1.2. Neka je L Bulova struktura, neka je A = (A,X, �A, �A, �A)
fazi raspoznavač nad L , sa skupom stanja A = {1, 2, 3}, ulaznim alfabetom
X = {x}, i �Ax , �A i �A predstavljenim pomoću matrica

�Ax =

⎡
⎣

0 1 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ , �A =

[
1 1 1

]
, �A =

⎡
⎣

1
1
1

⎤
⎦ .
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Razmotrimo dva fazi kvazi–ured̄enja (fazi ekvivalencije) E i F na A data sa

E =

⎡
⎣

1 0 0
0 1 1
0 1 1

⎤
⎦ , F =

⎡
⎣

1 0 1
0 1 0
1 0 1

⎤
⎦ .

Oba fazi kvazi–ured̄enja E i F su rešenja opšteg sistema (E je desno invari-
jantno, a F je levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje, vidi sledeći odeljak). Sa
druge strane, unija E i F u mreži Q(A) je fazi kvazi–ured̄enje U dato sa

U =

⎡
⎣

1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎤
⎦ .

Fazi kvazi–ured̄enje U nije rešenje opšteg sistema, s obzirom da je

�A ∘ U ∘ �Ax ∘ U ∘ �Ax ∘ U ∘ �A = 1 ∕= 0 = �A ∘ �Ax ∘ �Ax ∘ �A.

Ako bi opšti sistem imao najveće rešenje R u mreži Q(A), tada bi iz E ⩽ R
i F ⩽ R sledilo U ⩽ R, pa bi zbog Teoreme 3.1.4 važilo da je U rešenje
opšteg sistema. Dakle, zaključujemo da opšti sistem ne mora da ima najveće
rešenje u Q(A).

3.2. Desno i levo invarijantna fazi kvazi–ured̄enja

Neka je A = (A,X, �A) fazi automat. Ako je fazi kvazi–ured̄enje R na A
rešenje sistema

R ∘ �Ax ∘R = �Ax ∘R, x ∈ X, (3.12)

tada ćemo ovo fazi kvazi–ured̄enje zvati desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje
na A , a ako je rešenje sistema

R ∘ �Ax ∘R = R ∘ �Ax , x ∈ X, (3.13)

tada ćemo ga zvati levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Krisp kvazi–
ured̄enje na A koje je rešenje (3.12) zovemo desno invarijantno kvazi–ured̄enje
na A , a krisp kvazi–ured̄enje koje je rešenje (3.13) zovemo levo invarijantno
kvazi–ured̄enje na A . Primetimo da je fazi kvazi–ured̄enje na A istovremeno
desno i levo invarijantno ako i samo ako je rešenje sistema

R ∘ �Ax = �Ax ∘R, x ∈ X, (3.14)

i takvo fazi kvazi–ured̄enje zovemo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje.
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Ako je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač, tada je desno invar-
ijantno fazi kvazi–ured̄enje na A ono fazi kvazi–ured̄enje R na A koje je
rešenje sistema (3.12) i rešenje jednačine

R ∘ �A = �A, (3.15)

a levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A je fazi kvazi–ured̄enje R na A
koje je rešenje sistema (3.13) i jednačine

�A ∘R = �A. (3.16)

Jasno je da su desno i levo invarijantna fazi kvazi–ured̄enja fazi raspoznavača
A rešenja opšteg sistema (3.11), tako da su odgovarajući afterset fazi au-
tomati ekvivalentni sa A .

Poznato je (vidi [30, 87, 88, 89, 95]) da rešenja (3.15) ((3.16)) na skupu
Q(A) čine glavni ideal mreže Q(A) čiji je najveći element fazi kvazi–ured̄enje
R� (R�) definisan sa (3.1). Ovo znači da desno (levo) invarijanta fazi kvazi–
ured̄enja fazi raspoznavača A su ona desno (levo) invarijantna fazi kvazi–
ured̄enja fazi automata (A,X, �A) koja su sadržana u R� (R�).

Sledećom teoremom data je karakterizacija desno invarijantnih fazi kvazi–
ured̄enja:

Teorema 3.2.1. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka je R fazi
kvazi–ured̄enje na A. Tada su sledeći uslovi ekvivalentni:

(i) R je desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje;

(ii) R ∘ �Ax ⩽ �Ax ∘R, za svako x ∈ X;

(iii) za sve a, b ∈ A važi

R(a, b) ⩽
⋀

x∈X

⋀

c∈A

(�Ax ∘R)(b, c) → (�Ax ∘R)(a, c). (3.17)

D o k a z . (i)⇔(ii). Posmatrajmo proizvoljan x ∈ X. Ako je R ∘ �Ax ∘ R =
�Ax ∘R, zbog refleksivnosti R sledi

R ∘ �Ax ⩽ R ∘ �Ax ∘R = �Ax ∘R.

Obratno, ako je R ∘ �Ax ⩽ �Ax ∘R tada je R ∘ �Ax ∘R ⩽ �Ax ∘R ∘R = �Ax ∘ R,
a kako suprotna nejednakost važi zbog refleksivnosti R, zaključujemo da je
R ∘ �Ax ∘R = �Ax ∘R.
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(i)⇒(iii). Neka je R desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje. Tada je za
svaki x ∈ X i sve a, b, c ∈ A zadovoljeno

R(a, b) ⊗ (�Ax ∘R)(b, c) ⩽ (R ∘ �Ax ∘R)(a, c) = (�Ax ∘R)(a, c),

odakle zbog svojstva adjunkcije dobijamo

R(a, b) ⩽ (�Ax ∘R)(b, c) → (�Ax ∘R)(a, c).

Dakle,
R(a, b) ⩽ (�Ax ∘R)(b, c) → (�Ax ∘R)(a, c). (3.18)

Kako je (3.18) zadovoljeno za svaki c ∈ A i svaki x ∈ X, zaključujemo da
(3.17) važi.

(iii)⇒(i). Ako važi (iii), tada za proizvoljan x ∈ X i sve a, b, c ∈ A imamo

R(a, b) ⩽ (�Ax ∘R)(b, c) → (�Ax ∘R)(a, c),

pa zbog svojstva adjunkcije dobijamo da je R(a, b) ⊗ (�Ax ∘ R)(b, c) ⩽ (�Ax ∘
R)(a, c). Sada,

(R ∘ �Ax ∘R)(a, c) =
⋁

b∈A

R(a, b) ⊗ (�Ax ∘R)(b, c) ⩽ (�Ax ∘R)(a, c),

tj. važi R ∘ �Ax ∘ R ⩽ �Ax ∘ R, a kako obratna nejednakost sledi direktno iz
refleksivnosti R, zaključujemo da je R ∘ �Ax ∘R = �Ax ∘R, za svaki x ∈ X, tj.
R je desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje.

Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i R fazi kvazi–ured̄enje na A. Defnǐsimo
fazi relaciju Rr na A sa

Rr(a, b) =
⋀

x∈X

⋀

c∈A

(�Ax ∘R)(b, c) → (�Ax ∘R)(a, c), (3.19)

za sve a, b ∈ A. Kako je Rr presek familije fazi kvazi–ured̄enja definisanih sa
(3.1), imamo da je Rr takod̄e fazi kvazi–ured̄enje. Prema Teoremi 3.2.1, R
je desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje ako i samo ako je R ⩽ Rr.

Štavǐse, važi sledeće:

Lema 3.2.1. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat i neka su R i S fazi
kvazi–ured̄enja na A.

Ako je R ⩽ S, tada je Rr ⩽ Sr.
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D o k a z . Neka su a, b ∈ A i x ∈ X proizvoljni. Iz R ⩽ S sledi R ∘ S = S, pa
zbog (1.26), za proizvoljne c, d ∈ A je zadovoljeno

(�Ax ∘R)(b, c) → (�Ax ∘R)(a, c) ⩽ (�x∘R)(b, c)⊗S(c, d) → (�Ax ∘R)(a, c)⊗S(c, d).

Sada, iz (1.36) dobijamo

Rr(a, b) ⩽
⋀

c∈A

(�Ax ∘R)(b, c) → (�Ax ∘R)(a, c)

⩽
⋀

c∈A

[
(�Ax ∘R)(b, c) ⊗ S(c, d) → (�Ax ∘R)(b, c) ⊗ S(c, d)

]

⩽

[⋁

c∈A

(�Ax ∘R)(b, c) ⊗ S(c, d)
]
→
[⋁

c∈A

(�Ax ∘R)(a, c) ⊗ S(c, d)
]

= (�Ax ∘R ∘ S)(b, d) → (�Ax ∘R ∘ S)(a, d)

= (�Ax ∘ S)(b, d) → (�Ax ∘ S)(a, d).

Kako ovo važi za svaki x ∈ X i svaki d ∈ A, zaključujemo da

Rr(a, b) ⩽
⋀

x∈X

⋀

d∈A

(�Ax ∘ S)(b, d) → (�Ax ∘ S)(a, d) = Sr(a, b),

odakle je Rr ⩽ Sr.

Teorema 3.2.2. Neka je A = (A,X, �A) proizvoljan fazi automat i neka
je A ′ = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač koji odgovara A . Tada

(a) Skup Qri(A ) svih desno invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja na A je
kompletna mreža. Mreža Qri(A ) je kompletna gornja podpolumreža
mreže Q(A).

(b) Skup Qcri(A ) svih desno invarijantnih krisp kvazi–ured̄enja na A je
kompletna mreža. Ova mreža je kompletna gornja podpolumreža mreže
Qri(A).

(c) Skup Qri(A ′) svih desno invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja na A ′ je
glavni ideal mreže Qri(A ).

D o k a z . (a) Neka je {Ri}i∈I ⊆ Qri(A ) i neka je R supremum ove familije u
Q(A). Tada za svaki i ∈ I, iz Ri ⩽ R i Leme 3.2.1 dobijamo Ri ⩽ Rr

i ⩽ Rr,
odakle je R ⩽ Rr. Sada, iz Teoreme 3.2.1 sledi da je R ∈ Qri(A ), odakle
je Qri(A ) kompletna gornja podpolumreža od Q(A ). Kako Qri(A ) sadrži
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najmanji element mreže Q(A), a to je jednakost na A, zaključujemo da je
Qri(A ) kompletna mreža.

(b) Ovo sledi direktno iz (a), (1.76) i činjenice da unija i kompozicija fazi
relacija, primenjena na krisp relacije, za rezultat daje krisp relacije.

(c) Prema definiciji, Qri(A ′) se sastoji iz svih R ∈ Qri(A ) koje zadovol-
javaju R ∘ � = � . Poznato je da je R ∘ � = � ekvivalentno sa R ⩽ R� , što
povlači da je Qri(A ′) ideal od Qri(A ). Dalje, neka je {Ri}i∈I proizvoljna
familija elemenata skupa Qri(A ′) i neka je R supremum ove familije u
Qri(A ). Iz (a) ove teoreme, R je takod̄e i supremum familije {Ri}i∈I u
Q(A ), a kako je Ri ⩽ R� , za svaki i ∈ I, zaključujemo da je R ⩽ R� . Iz ovoga
sledi da je Qri(A ′) kompletna gornja podpolumreža od Qri(A ), odakle je
Qri(A ′) ideal od Qri(A ) koji ima najveći element, tj. Qri(A ′) je glavni
ideal mreže Qri(A ).

Kao što smo ranije primetili, problem izračunavanja najvećeg desno in-
varijantnog fazi kvazi–ured̄enja na fazi raspoznavaču A = (A,X, �A, �A, �A)
svodi se na problem izračunavanja najvećeg desno invarijantnog fazi kvazi–
ured̄enja na fazi automatu (A,X, �A) koje je sadržano u kvazi–ured̄enju R� ,
gde je (� = �A). Iz navedenih razloga, nadalje ćemo se posvetiti problemu
nalaženja najvećeg desno invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja Rri fazi automata
(A,X, �A), sadržanog u datom fazi kvazi–ured̄enju R.

Teorema 3.2.3. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat, neka je R fazi
kvazi–ured̄enje na A i Rri najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na
A sadržano u R.

Definǐsimo induktivno niz {Rk}k∈ℕ fazi kvazi–ured̄enja na A na sledeći
način:

R1 = R, Rk+1 = Rk ∧Rr
k, za svaki k ∈ ℕ. (3.20)

Tada

(a) Rri ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ Rk+1 ⩽ Rk ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ R1 = R;

(b) Ako je Rk = Rk+m, za neke k,m ∈ ℕ, tada je Rk = Rk+1 = Rri;

(c) Ako je A konačan fazi automat i ako je L lokalno konačna reziduirana
mreža, tada je Rk = Rri za neki k ∈ ℕ.

D o k a z . (a) Jasno, Rk+1 ⩽ Rk, za svaki k ∈ ℕ, a važi i Rri ⩽ R1. Pret-
postavimo da je Rri ⩽ Rk, za neki k ∈ ℕ. Tada je Rri ⩽ (Rri)r ⩽ Rr

k, odakle
je Rri ⩽ Rk ∧ Rr

k = Rk+1. Dakle, indukcijom dobijamo da je Rri ⩽ Rk, za
svaki k ∈ ℕ.
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(b) Neka je Rk = Rk+m, za neke k,m ∈ ℕ. Tada je Rk = Rk+m ⩽ Rk+1 =
Rk ∧Rr

k ⩽ Rak
r, odakle je Rk desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje. Kako

je Rri the najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje sadržano u R, za-
ključujemo da je Rk = Rk+1 = Rri.

(c) Neka je A konačan fazi automat i neka je L lokalno konačna rezidui-
rana mreža. Označimo sa LA podalgebru algebre L generisanu skupom
�A(A×X ×A) ∪R(A×A). Generatorni skup od LA je konačan, pa je LA

konačna, tako da je i skup LA×A
A

svih fazi relacija na A sa vrednostima u
LA konačan. Iz definicije fazi relacija Rk i Rr

k imamo da je Rk ∈ LA×A
A

, što
povlači da postoje k, n ∈ ℕ za koje je Rk = Rk+m, pa iz (b) zaklučujemo da
je Rk = Rri.

Prema (c) Teoreme 3.2.3, ako je struktura L lokalno konačna, tada je
za svaki fazi automat A nad L , niz fazi kvazi–ured̄enja definisan sa (3.20)
konačan. Ipak, ovo ne mora da važi ako L nije lokalno konačna, što pokazuje
sledeći primer:

Primer 3.2.1. Neka je L Goguenova (proizvod) struktura i A = (A,X, �A)
fazi automat nad L , sa skupom stanja A = {1, 2}, ulaznim alfabetom
X = {x} i �Ax datom sa

�Ax =

[
0.2 0
0 0.1

]
.

Neka je R puna relacija na A. Primenom procedure iz Teoreme 3.2.3 na R,
dobijamo niz {Rk}k∈ℕ fazi kvazi–ured̄enja predstavljenim matricama

Rk =

[
1 1
1

2k−1 1

]
, k ∈ ℕ,

Svi članovi ovog niza su različiti, tj. ovaj niz je beskonačan. Takod̄e, najveće
desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje sadržano u R je

Rri =

[
1 1
0 1

]
.

Primetimo da za fazi automat A = (A,X, �A) nad kompletnom reziduira-
nom mrežom L , najveće levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rli sadržano
u datom fazi kvazi–ured̄enju R na A može da se izračuna na sličan način kao
i Rri. Zaista, induktivno definǐsimo niz {Rk}k∈ℕ fazi kvazi–ured̄enja na A sa

R1 = R, Rk+1 = Rk ∧Rl
k, za svaki k ∈ ℕ, (3.21)
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gde je Rl
k fazi kvazi–ured̄enje na A definisano sa

Rl
k(a, b) =

⋀

x∈X

⋀

c∈A

(Rk ∘ �
A
x )(c, a) → (Rk ∘ �

A
x )(c, b), za sve a, b ∈ A.

Ako je L lokalno konačna, tada je gornji niz konačan i Rli je jednako naj-
manjem članu ovog niza.

Potsetimo da smo u Teoremi 2.2.3 opisali postupak za izračunavanje
najveće desno invarijantne fazi ekvivalencije Eri sadržane u datoj fazi ek-
vivalenciji E na A. Ovaj postupak je vrlo sličan onom u Teoremi 3.2.3 za
fazi kvazi–ured̄enja i takod̄e radi za sve konačne fazi automate nad lokalno
konačnim kompletnim reziduiranim mrežama.

Sledećim primerom je pokazano da je moguće da niz fazi ekvivalencija
definisan sa (2.16) beskonačan, dok je niz fazi kvazi–ured̄enja definisan sa
(3.20) konačan.

Primer 3.2.2. Neka je L Goguenova (proizvod) struktura i A = (A,X, �A)
fazi automat nad L , sa skupom stanja A = {1, 2, 3}, ulaznim alfabetom
X = {x} i relacijom fazi prelaza �Ax datom sa

�Ax =

⎡
⎣

0 1 1
0 1 1
1
2 0 0

⎤
⎦ .

Ako proceduru (2.16) primenimo na punu relaciju na skupu A, dobijamo
niz {Ek}k∈ℕ fazi ekvivalencija na A, gde je

Ek =

⎡
⎣

1 1 1
2k−1

1 1 1
2k−1

1
2k−1

1
2k−1 1

⎤
⎦ , k ∈ ℕ.

Sa druge strane, ako pomoću (3.20) formiramo niz fazi kvazi–ured̄enja sadržanih
u punoj relaciji na A, dobijamo da je {Rk}k∈ℕ konačan niz fazi kvazi–
ured̄enja na A, dat sa

R1 =

⎡
⎣

1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎤
⎦ , R2 =

⎡
⎣

1 1 1
1 1 1
1
2

1
2 1

⎤
⎦ , Rk = R2, za sve k ∈ ℕ, k ⩾ 3.

U opštem slučaju, redukcija fazi automata korǐsćenjem najvećeg desno
invarijantneg fazi kvazi–ured̄enja daje bolje rezultate od redukcije pomoću
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najveće desno invarijantne fazi ekvivalencije tog automata. Ovo će biti pokazano
sledećim primerom. Dalje, kako je pokazano Teoremom 3.1.4, ako je fazi
kvazi–ured̄enje R fazi automata A rešenje opšteg sistema, tada je njegova
prirodna fazi ekvivalencija ER takod̄e rešenje opšteg sistema. Ali, sledeći
primer takod̄e pokazuje da ako je R desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje,
tada ER ne mora da bude desno invarijantna fazi ekvivalencija.

Primer 3.2.3. Neka je L Booleova struktura i neka je A = (A,X, �A)
fazi automat nad L , sa skupom stanja A = {1, 2, 3}, ulaznim alfabetom
X = {x, y} i fazi relacijama prelaza �Ax i �Ay predstavljenim sa

�Ax =

⎡
⎣

1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ , �Ay =

⎡
⎣

1 0 0
1 1 0
1 0 0

⎤
⎦ .

Najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rri na A , njegova prirodna
fazi ekvivalencija ERri i najveće desno invarijantna fazi ekvivalencija Eri na
A date su sa

Rri =

⎡
⎣

1 1 1
0 1 1
0 1 1

⎤
⎦ , ERri =

⎡
⎣

1 0 0
0 1 1
0 1 1

⎤
⎦ , Eri =

⎡
⎣

1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎤
⎦ .

Prema tome, Eri ne redukuje broj stanja fazi automata A , dok Rri smanjuje
broj stanja od A i redukuje ga na fazi automat sa dva stanja.

Štavǐse, Rri je desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje, dok njegova prirodna
fazi ekvivalencija ERri nije desno invarijantna fazi ekvivalencija (jer važi
Eri < ERri). Takod̄e, dobijamo da afterset fazi automat A /Rri nije izomor-
fan sa faktor fazi automatom A /ERri , s obzirom da je

Rri ∘ �Ay ∘Rri =

⎡
⎣

1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎤
⎦ , ERri ∘ �Ay ∘ERri =

⎡
⎣

1 0 0
1 1 1
1 1 1

⎤
⎦ .

Dalje ćemo posmatrati slučaj kada reziduirana mreža L zadovoljava
uslove (2.17) i (2.19) koji, kako je primećeno u prethodnoj glavi, važe za
svaku BL-algebru na realnom, jediničnom intervalu, a specijalno na
L̷ukasiewiczevoj, Goguenovoj (proizvod) i Gödelovoj strukturi.

Naime, važi sledeći rezultat:
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Teorema 3.2.4. Neka je L kompletna reziduirana mreža koja zadovoljava
uslove (2.17) i (2.19) i A = (A,X, �A) konačnan fazi automat nad L . Neka
je R fazi kvazi–ured̄enje na A, R ri najveće desno invarijantno fazi kvazi–
ured̄enje na A sadržano u R i neka je {Rk}k∈ℕ niz fazi kvazi–ured̄enja na
A definisan sa (3.20). Tada je

Rri =
⋀

k∈ℕ

Rk. (3.22)

D o k a z . U prethodnoj glavi je pokazano da ako (2.17) važi, tada za proizvoljne
neopadajuće nizove {xk}k∈ℕ, {yk}k∈ℕ ⊆ L važi da je

⋀

k∈ℕ

(xk ∨ yk) =
(⋀

k∈ℕ

xk
)
∨
(⋀

k∈ℕ

yk
)
. (3.23)

Zbog jednostavnosti uvedimo oznaku

S =
⋀

k∈ℕ

Rk.

Jasno, S je fazi kvazi–ured̄enje. Da bismo dokazali (3.22) dovoljno je da
pokažemo da je S desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Pre svega,
imamo sledeće

S(a, b) ⩽ Rk+1(a, b) ⩽ Rr
k(a, b) ⩽ �Ax ∘Rk(b, c) → �Ax ∘Rk(a, c), (3.24)

važi za sve a, b, c ∈ A, x ∈ X i svaki k ∈ ℕ. Sada, iz (3.24) i (1.35) dobijamo

S(a, b) ⩽
⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘Rk(b, c) → �Ax ∘Rk(a, c)

)

⩽
⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘Rk(b, c)

)
→
⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘Rk(a, c)

)
,

(3.25)

za sve a, b, c ∈ A i svaki x ∈ X. Dalje,
⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘Rk(b, c)

)
=
⋀

k∈ℕ

(⋁

d∈A

(
�Ax (b, d) ⊗Rk(d, c)

))

=
⋁

d∈A

(⋀

k∈ℕ

(
�Ax (b, d) ⊗Rk(d, c)

))
(iz (2.18))

=
⋁

d∈A

(
�Ax (b, d) ⊗

(⋀

k∈ℕ

Rk(d, c)
))

(iz (2.19))

=
⋁

d∈A

(
�Ax (b, d) ⊗ S(d, c)

)
= (�Ax ∘ S)(b, c).

(3.26)
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Upotreba uslova (2.18) je opravdana činjenicom da je A konačan i da je
{Rk(d, c)}k∈ℕ neopadajući niz, odakle je i niz {�Ax (b, d)⊗Rk(d, c)}k∈ℕ takod̄e
neopadajući. Na sličan način dokazuje se i da je

⋀

k∈ℕ

(
�Ax ∘Rk(a, c)

)
= (�Ax ∘ S)(a, c). (3.27)

Dakle, iz (3.25), (3.26) i (3.27) dobijamo

S(a, b) ⩽ (�Ax ∘ S)(b, c) → (�Ax ∘ S)(a, c).

Kako ova nejednakost važi za sve x ∈ X i svaki c ∈ A, imamo da je

S(a, b) ⩽
⋀

x∈X

⋀

c∈A

(�Ax ∘ S)(b, c) → (�Ax ∘ S)(a, c),

pa iz (iii) of Teoreme 3.2.1 dobijamo da je S desno invarijantno fazi kvazi–
ured̄enje na A .

3.3. Specijalni tipovi desno i levo invarijantnih

fazi kvazi–ured̄enja

Za dato fazi kvazi–ured̄enje R i fazi automat A , Teoremom 3.2.3 je opisan
postupak za izračunavanje Rri u slučaju kada je odgovarajuća istinitosna
struktura L lokalno konačna kompletna reziduirana mreža, a Teorema 3.2.4
daje karakterizaciju Rri kada L zadovoljava odred̄ene distributivne zakone.
Prirodno se postavlja se pitanje, šta ako L ne zadovoljava nijedan od nave-
denih uslova? U ovom slučaju je moguće aproksimovati Rri pomoću manjeg
fazi kvazi–ured̄enja koje pripada nekom podskupu skupa Qri(A ) čiji je na-
jveći element moguće izračunati i onda kada je L proizvoljna kompletna
mreža. Prvi takav podskup je Qcri(A ), skup svih desno invarijantnih krisp
kvazi–ured̄enja na A , a drugi je Qsri(A ), skup svih jako desno invarijantnih
fazi kvazi–ured̄enja.

Primetimo da je za krisp relaciju % i fazi relaciju R na skupu A važi da je
% ⩽ R ako i samo ako je % ⊆ R̂, gde sa R̂ označavamo krisp deo od R. Neka
je A = (A,X, �A) fazi automat i neka je R fazi kvazi–ured̄enje na A. Lako se
proverava da se krisp deo fazi kvazi–ured̄enja Rr može predstaviti na sledeći
način: za sve a, b ∈ A važi

(a, b) ∈ R̂r ⇔ (∀x ∈ X)(∀c ∈ A) (�Ax ∘R)(b, c) ⩽ (�Ax ∘R)(a, c). (3.28)

Jasno, R̂r je kvazi–ured̄enje.
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Sledeća teorema daje postupak za izračunavanje najvećeg desno invari-
jantnog krisp kvazi–ured̄enja fazi automata, sadržanog u datom kvazi–ured̄enju.

Teorema 3.3.1. Neka je A = (A,X, �A) fazi automat, neka je % kvazi–
ured̄enje na A i %ri najveće desno invarijantno kvazi–ured̄enje na A sadržano
u %.

Definǐsimo induktivno niz {%k}k∈ℕ kvazi–ured̄enja na A kako sledi:

%1 = %, %k+1 = %k ∩ %̂rk, za svaki k ∈ ℕ.

Tada

(a) %ri ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆ %k+1 ⊆ %k ⊆ ⋅ ⋅ ⋅ ⊆ %1 = %;

(b) Ako je %k = %k+m, za neke k,m ∈ ℕ, tada je %k = %k+1 = %ri;

(c) Ako je A konačan, tada je %k = %ri za neki k ∈ ℕ.

D o k a z . (a) Jasno, %k+1 ⊆ %k, za svaki k ∈ ℕ i %ri ⊆ %1. Ako je %ri ⊆ %k, za
neki k ∈ ℕ, tada je (%ri)r ⩽ %rk, a takod̄e je i %ri ⩽ (%ri)r, tako da je

%ri ⊆ (̂%ri)r ⊆ %̂rk,

a odavde sledi da je %ri ⊆ %k+1. Dakle, indukcijom dobijamo da je %ri ⊆ %k,
za svaki k ∈ ℕ.

(b) Ako je %k = %k+m, za neke k,m ∈ ℕ, tada je

%k = %k+m ⊆ %k+1 ⊆ %̂rk ⩽ %rk,

, odakle je %k desno invarijantno kvazi–ured̄enje na A . Zaključujemo, %k =
%k+1 = %ri.

(c) Ako je skup A konačan, tada je skup svih krisp relacija na A takod̄e
konačan, pa postoje k,m ∈ ℕ za koje je %k = %k+m i tada je%k = %ri.

Prethodnom teoremom je pokazano da najveće desno invarijantno krisp
kvazi–ured̄enje može biti efektivno izračunato za bilo koji konačni fazi au-
tomat nad proizvoljnom kompletnom reziduiranom mrežom, čak i za konačan
fazi automat nad proizvoljnim mrežno ured̄enim monoidom. Ipak, onda kada
je moguće izračunati najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje, nje-
govim korǐsćenjem se, u opštem slučaju, postiže bolja redukcija u pored̄enju
sa redukcijom pomoću najvećeg krisp kvazi–ured̄enjem. Ovo je pokazano u
sledećem primeru:
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Primer 3.3.1. Neka je L Gödelova struktura i neka je A = (A,X, �A)
fazi automat nad L , sa skupom stanja A = {1, 2, 3}, X = {x} i �Ax datom
sa

�Ax =

⎡
⎣

0 0.1 0
0.2 0 0
0.1 0 0

⎤
⎦ .

Najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rri i najveće desno invari-
jantno krisp kvazi–ured̄enje %ri na A su

Rri =

⎡
⎣

1 0.1 1
1 1 1
1 0.1 1

⎤
⎦ , %ri =

⎡
⎣

1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎤
⎦ .

Dakle, %ri ne redukuje fazi automat A , dok Rri redukuje A na fazi automat
sa samo dva stanja.

Neka je A = (A,X, �A) fazi automat. Ako je fazi kvazi–ured̄enje R na A
rešenje sistema

R ∘ �Ax = �Ax , x ∈ X, (3.29)

tada ga zovemo jako desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A , a ako je
rešenje sistema

�Ax ∘R = �Ax , x ∈ X, (3.30)

tada ga zovemo jako levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Jasno,
svako jako desno (levo) invarijantno fazi kvazi–ured̄enje je desno (levo) in-
varijantno. Primetimo da je fazi kvazi–ured̄enje na A istovremeno jako desno
i jako levo invarijantna ako i samo ako je rešenje sistema

R ∘ �Ax ∘R = �Ax , x ∈ X, (3.31)

i tada ga zovemo jako invarijanto fazi kvazi–ured̄enje.

Ako je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač, tada pod nazivom jako
desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A podrazumevamo fazi kvazi–
ured̄enje na A koje je ne samo rešenje sistema (3.29) već i

R ∘ �A = �A, (3.32)

dok je jako levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A fazi kvazi–ured̄enje
koje je rešenje sistema (3.30) i

�A ∘R = �A. (3.33)

Važi sledeća teorema:
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Teorema 3.3.2. Neka je A = (A,X, �A) proizvoljan fazi automat i neka
je A ′ = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač koji odgovara A . Tada

(a) Skup Qsri(A ) svih jako desno invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja na A

je glavni ideal mreže Q(A). Najveći element ovog glavnog ideala je fazi
kvazi–ured̄enje Rsri definisano sa

Rsri(a, b) =
⋀

x∈X

⋀

c∈A

�Ax (b, c) → �Ax (a, c), za sve a, b ∈ A. (3.34)

(b) Skup Qsri(A ′) svih jako desno invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja na A ′

je glavnio ideal mreže Q(A). Najveći element ovog glavnog ideala je
fazi kvazi–ured̄enje R� ∧Rsri.

D o k a z . (a) Fazi relacija Rsri je fazi kvazi–ured̄enje, kao presek familije fazi
kvazi–ured̄enja definisanih kao u (3.1). Neka je R proizvoljno fazi kvazi–
ured̄enje na A. Tada je zadovoljeno

R ⩽ Rsri ⇔ (∀x ∈ X)(∀a, b, c ∈ A) R(a, b) ⩽ �Ax (b, c) → �Ax (a, c)

⇔ (∀x ∈ X)(∀a, b, c ∈ A) R(a, b) ⊗ �Ax (b, c) ⩽ �Ax (a, c)

⇔ (∀x ∈ X)(∀a, c ∈ A)
⋁

b∈A

R(a, b) ⊗ �Ax (b, c) ⩽ �Ax (a, c)

⇔ (∀x ∈ X)(∀a, c ∈ A) R ∘ �Ax (a, c) ⩽ �Ax (a, c)

⇔ (∀x ∈ X) R ∘ �Ax ⩽ �Ax

⇔ (∀x ∈ X) R ∘ �Ax = �Ax ,

pa je R jako desno invarijantno ako i samo ako pripada glavnom idealu od
Q(A) generisanom sa Rsri.

(b) Sledi direktno iz (a).

Prema (3.34), najveće jako desno invarijantno kvazi–ured̄enje može da
se izračuna za svaki konačan fazi automat nad proizvoljnom kompletnom
reziduiranom mrežom. Ipak, kao i kod desno invarijantnih krisp kvazi–
ured̄enja i ovde se, u opštem slučaju, bolja redukcija postiže pomoću jako
desno invarijantnih fazi ured̄enja, što pokazuje sledeći primer.

Primer 3.3.2. Posmatrajmo fazi automat A iz Primera 3.2.3. U ovom
primeru smo pokazali da najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rri
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na A redukuje A na fazi automat sa dva stanja. Sa druge strane, najveće
jako desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rsri na A je

Rsri =

⎡
⎣

1 0 1
0 1 1
0 0 1

⎤
⎦ ,

pa odgovarajući afterset fazi automat A2 = A /Rsri = (A2,X, �A2) ima tri
stanja i fazi tranzicijske relacije �A2

x i �A2
y su

�A2
x = �Ax ∘Rsri =

⎡
⎣

1 0 1
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ , �A2

y = �Ay ∘Rsri =

⎡
⎣

1 0 1
1 1 1
1 0 1

⎤
⎦ .

Dalje, najveće jako desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rsri
2 na A2 je dato

sa

Rsri
2 =

⎡
⎣

1 0 1
0 1 1
0 0 1

⎤
⎦ ,

pa je afterset fazi automat A2/R
sri
2 izomorfan sa A2. Zaključujemo da broj

stanja od A ne može da bude smanjen pomoću jako desno invarijantnih fazi
kvazi–ured̄enja.

3.4. Slabo desno i levo invarijantna fazi kvazi–ured̄enja

U prethodnom odeljku razmatrali smo desno i levo invarijantna fazi kvazi–
ured̄enja i neke njihove specijalne tipove. U ovom odeljku izučavamo fazi
kvazi–ured̄enja koja su opštija od desno i levi invarijantnih.

Neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač. Za svaku reč u ∈ X∗

definǐsimo fazi skupove �A
u , �

A
u ∈ LA sa

�A
u (a) =

⋁

b∈A

�A(b) ⊗ �A∗ (b, u, a), �Au (a) =
⋁

b∈A

�A∗ (a, u, b) ⊗ �A(b),

za svaki a ∈ A, tj. �A
u = �A ∘ �Au i �Au = �Au ∘ �A. Očigledno, za praznu

reč e ∈ X∗ važi �A
e = �A i �Ae = �A. Fazi skupovi �A

u već su korǐsćeni
u [47] i odigrali su značajnu ulogu u determinizaciji fazi automata. Slično,
za svaki a ∈ A definǐsemo fazi jezike �A

a , �
A
a ∈ LX∗

, sa �A
a (u) = �A

u (a) i
�Aa (u) = �Au (a), za svaku u ∈ X∗. Sledeći terminologiju korǐsćenu u [23] za
nedeterminističke automate, fazi skup �A

a zovemo levi fazi jezik od a, dok



3.4. SLABO DESNO I LEVO INVARIJANTNA FAZI KVAZI–URED̄ENJA 89

fazi skup �Aa zovemo desni fazi jezik od a. Levi fazi jezici su izučavani u
[47, 49].

Fazi kvazi–ured̄enje R na A koje je rešenje sistema fazi relacijskih jednačina

R ∘ �Au = �Au , u ∈ X∗, (3.35)

zovemo slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na fazi raspoznavaču
A , a ako je R rešenje sistema

�A
u ∘R = �A

u , u ∈ X∗, (3.36)

tada ga zovemo slabo levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Važi
sledeća

Teorema 3.4.1. Neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač. Tada

(a) Skup Qwri(A) svih slabo desno invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja na
A je glavni ideal mreže Q(A). Najveći element glavnog ideala je fazi
kvazi–ured̄enje Rwri na A definisano sa

Rwri(a, b) =
⋀

u∈X∗

�Au (b) → �Au (a), za sve a, b ∈ A. (3.37)

Štavǐse, Rwri je najveće rešenje sistema (3.35) u R(A).

(b) Svako slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A je rešenje
opšteg sistema.

(c) Svako desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A je slabo desno in-
varijantna.

D o k a z . (a) Rwri je fazi kvazi–ured̄enje, budući da je presek familije fazi
kvazi–ured̄enja definisanih sa (3.1). Prema rezultatima iz [95] (vidi [87, 88,
89]), Rwri je najveće rešenje sistema (3.35). Lako se proverava da rešenja sis-
tema (3.35) na skupu Q(A) čine ideal od Q(A), štavǐse glavni ideal od Q(A).

Neka je R proizvoljano rešenje (3.35) na skupu R(A). Fazi jednakost I
na A je takod̄e rešenje sistema (3.35), pa iz (1.68) dobijamo da je (R ∨ I)∞

rešenje (3.35). Kako je (R ∨ I)∞ fazi kvazi–ured̄enje na A, zaključujemo da
je R ⩽ (R ∨ I)∞ ⩽ Rwri, odakle je Rwri najveće rešenje sistema (3.35) u
R(A).

(b) Neka je R proizvoljno slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje
na A . Indukcijom po n ćemo dokazati da je

R ∘ �Ax1
∘R ∘ �Ax2

∘R ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘R ∘ �Axn
∘R ∘ �A = �Ax1

∘ �Ax2
∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn

∘ �A, (3.38)
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za svaki n ∈ ℕ i sve x1, x2, . . . , xn ∈ X. Pre svega, primetimo da je �Ae = �A,
gde je e ∈ X∗ prazna reč, pa iz (3.35) dobijamo R ∘ �A = �A. Odavde i iz
(3.35), za svaki x ∈ X je zadovoljeno

R ∘ �Ax ∘R ∘ �A = R ∘ �Ax ∘ �A = �Ax ∘ �A,

odakle je (3.38) tačno za n = 1. Pretpostavimo sada da (3.38) važi za neki
n ∈ ℕ. Tada je iz (3.38) i (3.35), za proizvoljne x1, . . . , xn, xn+1 ∈ X tačno
sledeće

R ∘ �Ax1
∘R ∘ �Ax2

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘R ∘ �Axn
∘R ∘ �Axn+1

∘R ∘ �A =

= R ∘ �Ax1
∘ (R ∘ �Ax2

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘R ∘ �Axn
∘R ∘ �Axn+1

∘R ∘ �A)

= R ∘ �Ax1
∘ (�Ax2

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘ �Axn+1

∘ �A)

= R ∘ �Ax1
∘ �Ax2

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘ �Axn+1

∘ �A

= �Ax1
∘ �Ax2

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn
∘ �Axn+1

∘ �A.

Dakle, (3.38) važi za svaki n ∈ ℕ. Konačno, iz (3.38) direktno sledi da je R
rešenje opšteg sistema.

(c) Neka je R desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Za svaku reč
u ∈ X∗ važi ne samo R ∘ �Au ∘ R = �Au ∘ R, već i R ∘ �A = �A, što povlači
R ∘ �Au = R ∘ �Au ∘ �A = R ∘ �Au ∘R ∘ �A = �Au ∘R ∘ �A = �Au ∘ �A = �Au . Dakle,
R je slabo desno invarijantno.

Primetimo da Rwri možemo predstaviti u obliku

Rwri(a, b) =
⋀

u∈X∗

�Ab (u) → �Aa (u), za sve a, b ∈ A, (3.39)

tj. Rwri(a, b) možemo interpretirati kao stepen inkluzije fazi jezika �Ab u fazi
jeziku �Aa .

Analogno, možemo definisati fazi kvazi–ured̄enje Rwli na A sa

Rwli(a, b) =
⋀

u∈X∗

�A
u (a) → �A

u (b) =
⋀

u∈X∗

�A
a (u) → �A

b (u), za sve a, b ∈ A,

(3.40)
i možemo pokazati da teorema koja odgovara Teoremi 3.4.1, ali za Rwli,
takod̄e važi. Jednostavno se pokazuje da je najveća slabo desno invarijantna
fazi ekvivalencija Ewrie na A data sa

Ewrie(a, b) =
⋀

u∈X∗

�Au (a) ↔ �Au (b) =
⋀

u∈X∗

�Aa (u) ↔ �Ab (u), za sve a, b ∈ A,

(3.41)
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a da je najveća slabo levo invarijantna fazi ekvivalencija Ewlie na A data sa

Ewlie(a, b) =
⋀

u∈X∗

�A
u (a) ↔ �A

u (b) =
⋀

u∈X∗

�A
a (u) ↔ �A

b (u), za sve a, b ∈ A,

(3.42)
Prirodno, ozančimo sa Ewri prirodnu fazi ekvivalenciju od Rwri, a sa Ewli

prirodnu fazi ekvivalencija od Rwlie. Fazi kvazi–ured̄enje Rwri takod̄e zovemo
i desno Myhill-Nerodeovo fazi kvazi–ured̄enje od A , Rwli zovemo levo Myhill-
Nerodeovo fazi kvazi–ured̄enje od A , Ewrie zovemo desna Myhill-Nerodeova
fazi ekvivalencija od A , a Ewlie levo Myhill-Nerodeova fazi ekvivalencija od
A . Primetimo da fazi relaciju N� slobodnog monoida X∗ definisanu sa

N�(u, v) =
⋀

a∈A

�A
u (a) ↔ �A

v (a) =
⋀

a∈A

�A
a (u) ↔ �A

a (v), za sve u, v ∈ X∗,

zovemo Nerodeova fazi desna kongruencija na X∗. Nerodeova fazi desna kon-
gruencija i Myhillova fazi kongruencija na slobodnim monoidima pridruženih
fazi automatima izučavane su u [47, 49].

Sledeći primer pokazuje da postoje slabo desno invarijantna fazi kvazi–
ured̄enja koja nisu desno invarijantna i da slabo desno invarijantna fazi
kvazi–ured̄enja vrše bolju redukciju od desno invarijantnih.

Primer 3.4.1. Neka je L Booleova struktura i A = (A,X, �A, �A, �A) fazi
raspoznavač nad L , sa skupom stanja A = {1, 2, 3, 4}, ulaznim alfabetom
X = {x}. Neka je �A proizvoljan podskup od A, a �Ax i �A date sa

�Ax =

⎡
⎢⎢⎣

1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎦ , �A =

⎡
⎢⎢⎣

0
0
1
0

⎤
⎥⎥⎦ .

Zbog jednostavnosti označimo �A = � . Kako smo ranije primetili, najveće
desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na fazi raspoznavaču A je najveće
desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje fazi automata (A,X, �A) sadržano u
fazi kvazi–ured̄enju R� . Ovde je

R� =

⎡
⎢⎢⎣

1 1 0 1
1 1 0 1
1 1 1 1
1 1 0 1

⎤
⎥⎥⎦ ,
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odakle, primenjujući na R� postupak iz Teoreme 3.2.3, dobijamo da je na-
jveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rri na A

Rri =

⎡
⎢⎢⎣

1 1 0 1
0 1 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎦ .

Sa druge strane, imamo da je �e = � i

�x = �Ax ∘ � =

⎡
⎢⎢⎣

0
0
0
0

⎤
⎥⎥⎦ , �x2 = �Ax ∘ �x = �x

što znači da je �u = �x, za svaki u ∈ X∗, u ∕= e, odakle

Rwri = R� ∧R�x =

⎡
⎢⎢⎣

1 1 0 1
1 1 0 1
1 1 1 1
1 1 0 1

⎤
⎥⎥⎦ ∧

⎡
⎢⎢⎣

1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

1 1 0 1
1 1 0 1
1 1 1 1
1 1 0 1

⎤
⎥⎥⎦ .

Dakle, Rri je strogo manje od Rwri i Rri ne smanjuje broj stanja od A , dok
Rwri redukuje A na fazi raspoznavač A /Rwri = (A2,X, �A2 , �A2 , �A2) sa
dva atanja, dok su �A2

x i �A2 date sa

�A2
x =

[
1 0
1 0

]
, �A2 =

[
0
1

]
,

i �A2 je definisana kao u (3.4).

Ipak, iako slabo desno invarijantna i slabo levo invarijantna fazi kvazi–
ured̄enja, u opštem slučaju, daju bolju redukcija od desno invarijantnih i
levo invarijantnih, ovde postoje ozbiljna ograničenja. Za fazi automate i fazi
raspoznavače nad lokalnim konačnim kompletnim reziduiranim mrežama,
najveće desno i levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje može biti izračunato u
polinomialnom vremenu, korǐsćenjem procedure iz Teoreme 3.2.3, ali izraču-
navanje najveće slabo desno i slabo levo invarijantnih kvazi–ured̄enja je težak
problem. Naime, pojedinačno svaka jednačina R ∘ �Au = �Au u (3.35) se jed-
nostavno rešava, ako je dat fazi skup �Au , dok izračunavanje �Au , za svaku reč
u ∈ X∗, može biti teško. U stvari, izračunavanje �Au , za svaku u ∈ X∗, pred-
stavlja determinizaciju reverznog fazi raspoznavača od A , dok izračunavanje
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�A
u , za svaku u ∈ X∗, jeste determinizacija od A korǐsćenjem postupka

datom u [47], koju zovemo konstrukcija pomoću dostǐznih fazi podskupova
(engl. accessible fuzzy subset construction). Poznato je da prilikom deter-
minizacije nedeterminističkog raspoznavača, broj stanja može porasti ek-
sponencijalno u odnosu na broja stanja polaznog raspoznavača, a u slučaju
fazi raspoznavača skupovi stanja mogu biti i beskonačni. Uslovi pod kojima
su ovi skupovi konačni odred̄eni su u [47, 49]. Štavǐse, zbog eksponenci-
jalnog rasta broja stanja automata tokom determinizacije nedeterminističkog
raspoznavača, u procedurama za redukciju broja stanja automata smanjenje
broja stanja se vrši pre njegove determinizacije. Ali, ovde je determinizacija
neophodna pre redukcije automata pomoću najveće slabo desno i slabo levo
invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja.

3.5. Naizmenične redukcije pomoću fazi kvazi–ured̄enja

U ovom odeljku ćemo pokazati da se korǐsćenjem naizmeničnih redukcija
pomoću najveće desno i najveće levo invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja ili
pomoću najvećeg slabo desno i najvećeg slabo levo invarijantnog fazi kvazi–
ured̄enja postiže bolja redukcija fazi automata. Pokazaćemo da u nekim
slučajevima čak iako nijedno od navedenih fazi kvazi–ured̄enja ponaosob
ne redukuje dati fazi automat, naizmenične redukcije smanjuju broj stanja
tog fazi automata.

Teorema 3.5.1. Neka je A fazi automat ili fazi raspoznavač, R desno
invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A , a S fazi kvazi–ured̄enje na skupu
stanja od A , takvo da je R ⩽ S. Tada

(a) S je desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A ako i samo ako je
S/R desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A /R;

(b) S je najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A ako i samo
ako je S/R najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A /R;

(c) R je najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A ako i samo
ako je R̃ najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A /R.

D o k a z . Potsetimo da je R ⩽ S ekvivalentno sa R ∘ S = S ∘R = S.

(a) Pretpostavimo da je A = (A,X, �A) fazi automat. Posmatrajmo
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proizvoljne a, b ∈ A i x ∈ X. Tada je

(�A/R
x ∘ S/R)(Ra, Rb) =

⋁

c∈A

�A/R
x (Ra, Rc) ⊗ S/R(Rc, Rb)

=
⋁

c∈A

(R ∘ �Ax ∘R)(a, c) ⊗ S(c, b)

= (R ∘ �Ax ∘R ∘ S)(a, b) = (�Ax ∘R ∘ S)(a, b)

= (�Ax ∘ S)(a, b),

(3.43)

pa iz dokaza Teoreme 3.1.3, sledi

(S/R ∘ �A/R
x ∘ S/R)(Ra, Rb) = (S ∘ �Ax ∘ S)(a, b). (3.44)

Prema tome, iz (3.43) i (3.44) dobijamo da (a) važi.

Dalje, neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač. Tada za svaki
a ∈ A imamo

(S/R ∘ �A/R)(Ra) =
⋁

b∈A

S/R(Ra, Rb) ⊗ �A/R(Rb)

=
⋁

b∈A

S(a, b) ⊗ �A(b) = (S ∘ �A)(a),

pa je S/R ∘ �A/R = �A/R ako i samo ako je S ∘ �A = �A. Dakle i u ovom
slučaju je (a) tačno.

(b) Neka je S najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Iz (a),
S/R je desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A /R. Neka je Q najveće
desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A /R. Definǐsimo fazi relaciju T
na A sa

T (a, b) = Q(Ra, Rb), za sve a, b ∈ A.

Lako se proverava da je T fazi kvazi–ured̄enje na A . Prema (a), R̃ je desno
invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A /R, što povlači R̃ ⩽ Q, pa za proizvol-
jan a, b ∈ A dobijamo

R(a, b) = R̃(Ra, Rb) ⩽ Q(Ra, Rb) = T (a, b),

što znači da je R ⩽ T . Odavde imamo da je Q = T/R, pa iz (a) dobijamo da
je T desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Odavde je T ⩽ S. Sada,
prema (3.10), imamo da je Q = T/R ⩽ S/R, pa ako je S/R desno invari-
jantno fazi kvazi–ured̄enje na A /R, zaključujemo da je Q = S/R, tj. S/R
je najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A /R.
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Obratno, neka je S/R najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na
A /R. Iz (a)važi da jeS desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Neka
je T najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Tada imamo da je
R ⩽ S ⩽ T , pa iz (a) sledi da je T/R desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje
na A /R, što vodi do T/R ⩽ S/R. Sada, iz (3.10) sledi da je T ⩽ S, odakle je
T = S. Dokazali smo da je S najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje
na A .

(c) Tvrd̄enje sledi direktno iz (b).

Izvesno je da prethodna teorema važi i za levo invarijantna fazi kvazi–
ured̄enja. Dalje, važi i slična teorema koja se tiče slabo desno invarijantnih
fazi kvazi–ured̄enja:

Teorema 3.5.2. Neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač, R slabo
desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A i S fazi kvazi–ured̄enje na A
takvo da je R ⩽ S. Tada

(a) S je slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A ako i samo ako
je S/R slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A /R;

(b) S je najveće slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A ako is
amo ako je S/R najveće slabo desno invarijanto fazi kvazi–ured̄enje na
A /R;

(c) R je najveće slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A ako i
samo ako je R̃ najveće slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na
A /R.

D o k a z . (a) Za proizvoljan a ∈ A i u = x1 . . . xn ∈ X∗, x1, . . . , xn ∈ X, iz
(3.38) dobijamo

�A/R
u (Ra) = (�A/R

u ∘ �A/R)(Ra) =
⋁

b∈A

�A/R
u (Ra, Rb) ⊗ �A/R(Rb)

=
⋁

b∈A

(R ∘ �Ax1
∘R ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘R ∘ �Axn

∘R)(a, b) ⊗ (R ∘ �A)(b)

= (R ∘ �Ax1
∘R ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘R ∘ �Axn

∘R ∘ �A)(a)

= (�Ax1
∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn

∘ �A)(a)

= �Au (a).

Dalje, za svaki a ∈ A i u ∈ X∗ imamo da je

(S/R ∘ �A/R
u )(Ra) =

⋁

b∈A

S/R(Ra, Rb) ⊗ �A/R
u (Rb) =

⋁

b∈A

S(a, b) ⊗ �Au (b)

= (S ∘ �Au )(a).
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Odavde je S/R ∘ �
A/R
u = �

A/R
u ako i samo ako je S ∘ �Au = �Au , čime smo

dokazali (a).

Tvrd̄enje (b) se dokazuje slično kao i (b) Teoreme 3.5.1, a (c) direktno
sledi iz (b).

Neka je A fazi automat. Niz A1,A2, . . . ,An fazi automata zovemo
Qri-redukcija za svaki k ∈ {1, 2, . . . , n − 1} imamo da je Ak+1 je after-
set fazi automat Ak u odnosu na najveće desno invarijantno fazi kvazi–
ured̄enje na Ak. Analogno, korǐsćenjem levo invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja
definǐsemo Qli-redukciju od A , korǐsćenjem jako desno i jako levo invar-
ijantnih fazi kvazi–ured̄enja definǐsemo Qsri-redukcija i Qsli-redukciju od
A . Ako posmatramo fazi raspoznavač, na sličan način definǐsemo Qwri- i
Qwli-redukciju, kao i Qri- i Qli-redukciju fazi raspoznavača.

Primetimo da za svaki konačan fazi automat A postoji Qri-redukcija
A1,A2, . . . ,An od A takva da za svaku Qri-redukciju A1,A2, . . . ,An,An+1,
. . . ,An+m od A koja je nastavak ove redukcije važi

∣An∣ = ∣An+1∣ = ⋅ ⋅ ⋅ = ∣An+m∣,

tj. svi fazi automati An+1, . . . ,An+m imaju isti broj stanja kao An. Takod̄e,
postoji najkraća Qri-redukcija A1,A2, . . . ,An of A koja ima navedeno svo-
jstvo i koju ćemo zovemo najkraća Qri-redukcija od A , fazi automat An

zovemo Qri-redukt od A , a n zovemo dužina najkraće Qri-redukcije. Ako je
fazi automat A svoj sopstveni Qri-redukt, tada ga zovemo Qri-redukovan.
Analogno definǐsmo Qli-redukt od A , Qli-redukovan fazi automat, kao i
Qsri- i Qsli-redukt , Qsri- i Qsli-redukovan fazi automat. Za fazi raspoznavač
na sličan način definǐsemo Qwri- i Qwli-redukt , Qwri- i Qwli-redukovan fazi
raspoznavač, Qri- i Qli-redukt , Qri- i Qli-redukovan fazi raspoznavač, itd.

Sledećom teoremom je pokazano da dužina najkraće Qri- i Qli-redukcije
nije veća od 2.

Teorema 3.5.3. Fazi raspoznavač (automat) A je Qri-redukovan ako i
samo ako je najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rri na A fazi
ured̄enje.

Prema tome, za svaki konačan fazi raspoznavač (automat) A , afterset
fazi raspoznavač (automat) A /Rri je Qri-redukovan.

D o k a z . Neka je A Qri-redukovan. Ako Rri nije fazi ured̄enje, tada je
∣A /Rri∣ < ∣A ∣, što je u suprotnosti sa polaznom hipotezom da je A Qri-
redukovan. Odavde zaključujemo da je Rri fazi ured̄enje.
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Obratno, neka je Rri fazi ured̄enje. Posmatrajmo proizvoljnu Qri-redukciju
A1 = A ,A2, . . . ,An od A . Za svaki k ∈ {1, 2, . . . , n} neka je Rri

k najveće
desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na Ak. Iz Teoreme 3.5.1, za svaki
k ∈ {2, . . . , n} imamo da je Rri

k = R̃ri
k−1, tako da je Rri

k fazi ured̄enje, pa je
iz polazne hipoteze, Rri

1 = Rri fazi ured̄enje. Sada, za svaki k ∈ {2, . . . , n}
važi ∣Ak∣ = ∣(Ak−1)/Rri

k−1∣ = ∣Ak−1∣, odakle je ∣A ∣ = ∣A1∣ = ∣A2∣ = ⋅ ⋅ ⋅ =
∣An∣. Zato, fazi raspoznavač (automat) A jeste Qri-redukovan.

Dalje, neka je A proizvoljan konačan fazi raspoznavač (automat) i neka
je Rri najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Tada iz Teo-
reme 3.5.1 sledi da je R̃ri najveće desno invarijantna fazi kvazi–ured̄enje na
afterset fazi raspoznavaču (automatu) A /Rri, a kako jeste fazi ured̄enje,
zaključujemo da A /Rri jeste Qri-redukovan.

Slično se dokazuje sledeća:

Teorema 3.5.4. Fazi raspoznavač A je Qwri-redukovan ako i samo ako je
najveće slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rwri na A fazi ured̄enje.

Prema tome, za svaki konačni raspoznavač A , afterset fazi raspoznavač
A /Rwri je Qwri-redukovan.

Ako je fazi automat A = (A,X, �A) Qri-redukovan, tj. ako je najveće
desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rri na A fazi ured̄enje, tada afterset
fazi automat A /Rri ima istu kardinalnost kao A , ali nije nužno izomorfan sa
A (vidi Primer 3.5.1). Ako je afterset fazi automat A /Rri izomorfan sa A ,
tada fazi automat A zovemo kompletno Qri-redukovan. Analogno definǐsemo
kompletno Qli-redukovan fazi automat, kao i kompletno Qli-, Qwri- i Qwli-
redukovan fazi raspoznavač.

Primer 3.5.1 pokazuje da čak i ako je fazi raspoznavač ili fazi automat
A Qwri- i/ili Qwli-redukovan, ili je Qri- i/ili Qli-redukovan moguće je i dalje
smanjivati broj njegovih stanja naizmeničnom redukcijom pomoću najveće
slabo desno i najveće slabo levo invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja ili pomoću
najvećeg desno i najvećeg levo invarijantnog fazi kvazi–ured̄enja. Iz tih ra-
zloga uvodimo sledeći koncept.

Neka je A fazi automat. Niz A1,A2, . . . ,An fazi automata zovemo naiz-
menična Q-redukcija od A ako je A1 = A i za svaki k ∈ {1, 2, . . . , n − 2}
važi sledeće:

(1) Ak+1 je afterset fazi automat od Ak u odnosu na najveće desno invar-
ijantno ili najveće levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na Ak;
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(2) Ako je Ak+1 afterset fazi automat od Ak u odnosu na najveće desno
invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na Ak, tada je Ak+2 afterset fazi au-
tomat od Ak+1 u odnosu na najveće levo invarijantno fazi kvazi–
ured̄enje na Ak;

(3) Ako je Ak+1 afterset fazi automat od Ak u odnosu na najveće levo
invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na Ak, tada je Ak+2 afterset fazi au-
tomat od Ak+1 u odnosu na najveće desno invarijantno fazi kvazi–
ured̄enje na Ak.

Ako je A2 afterset fazi automat od A1 u odnosu na najveće desno invari-
jantno fazi kvazi–ured̄enje na A1, tada ovu naizmeničnu Q-redukciju zovemo
naizmenična Qrl-redukcija, a ako je A2 afterset fazi automat od A1 u odnosu
na najveće levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A1, tada ovu naizmeničnu
Q-redukciju zovemo naizmenična Qlr-redukcija.

Primetimo da za svaki konačni fazi automat A postoji naizmenična
Qrl-redukcija A1,A2, . . . ,An od A takva da za svaku naizmeničnu
Qrl-redukciju A1,A2, . . . ,An,An+1, . . . ,An+m koja je nastavak ove reduk-
cije važi

∣An∣ = ∣An+1∣ = ⋅ ⋅ ⋅ = ∣An+m∣,

tj. svi fazi automati An+1, . . . ,An+m imaju isti broj stanja kao An. Takod̄e,
postoji najkraća naizmenična Qrl-redukcija A1,A2, . . . ,An od A koja ima
ovo svojstvo i koju ćemo zvati najkraća naizmenična Qrl-redukcija od A . Tada
ćemo fazi automat An zvati naizmenični Qrl-redukt od A , broj n ćemo
zvati dužina najkraće naizmenične Qrl-redukcije od A . Analogno se definǐse
pojam najkraće naizmenične Qlr-redukcije, njene dužine i naizmeničneg
Qlr-redukta od A . Ako je A fazi raspoznavač, slično definǐsemo naizmeničnu
Qw-, naizmeničnu Qwrl- i Qwlr-redukciju, naizmenični Qwrl- i Qwlr-redukt ,
kao i naizmeničnu Q-redukciju, naizmeničnu Qrl- i Qlr-redukciju, naiz-
menični Qrl- i Qlr-redukt .

Razmotrimo sledeći primer.

Primer 3.5.1. Neka je L Booleova struktura i neka je A = (A,X, �A, �A, �A)
fazi raspoznavač nad L , gde je A = {1, 2, 3}, X = {x, y} i neka su �Ax , �Ay ,

�A i �A dati sa

�Ax =

⎡
⎣

1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ , �Ay =

⎡
⎣

0 1 0
1 1 1
1 0 0

⎤
⎦ , �A =

[
1 0 0

]
, �A =

⎡
⎣

0
1
1

⎤
⎦ .

Primetimo da je fazi automat (A,X, �A) razmotren u Primeru 3.5.1.
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Najveće slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rwri na A i odgo-
varajući afterset fazi raspoznavač A2 = A /Rwri = (A2,X, �A2 , �A2 , �A2) su
dati sa

Rwri =

⎡
⎣

1 0 0
0 1 1
0 0 1

⎤
⎦ , �A2

x =

⎡
⎣

1 0 0
0 0 0
0 0 0

⎤
⎦ , �A2

y =

⎡
⎣

0 1 1
1 1 1
1 0 1

⎤
⎦ ,

�A2 =
[
1 0 0

]
, �A2 =

⎡
⎣

0
1
1

⎤
⎦ ,

dok je najveće slabo levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rwli
2 na A2 i odgo-

varajući afterset fazi raspoznavač A3 = A2/R
wri = (A3,X, �A3 , �A3 , �A3)

dati sa

Rwli
2 =

⎡
⎣

1 0 0
0 1 1
0 1 1

⎤
⎦ , �A3

x =

[
1 0
0 0

]
, �A3

y =

[
0 1
1 1

]
,

�A3 =
[
1 0

]
, �A3 =

[
0
1

]
.

Jednostavno se proverava da je najveće slabo desno invarijantno fazi kvazi–
ured̄enje i najveće slabo levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A3 jednake
identičkoj relaciji na A3, pa je afterset fazi raspoznavač od A3 u odnosu
na ova fazi kvazi–ured̄enja izomorfan sa A3. Iz ovoga sledi da nijedna od
Qw-redukcija ne smanjuje broj stanja od A3, zbog čega niz A = A1, A2,
A3 predstavlja najkraću naizmeničnu Qwrl-redukciju od A , odakle je A3

naizmenični Qwrl-redukt od A .

Sa druge strane, najveće slabo levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rwli

na A i afterset fazi raspoznavač A ′
2 = A /Rwli = (A′

2,X, �A
′
2 , �A′

2 , �A
′
2) dati

su sa

Rwli =

⎡
⎣

1 0 0
0 1 0
1 1 1

⎤
⎦ , �

A′
2

x =

⎡
⎣

1 0 0
0 0 0
1 0 0

⎤
⎦ , �

A′
2

y =

⎡
⎣

0 1 0
1 1 1
1 1 1

⎤
⎦ ,

�A′
2 =

[
1 0 0

]
, �A

′
2 =

⎡
⎣

0
1
1

⎤
⎦ .

Najveće slabo desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje i najveće slabo levo
invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A ′

2 jednaka su sa Rwli i afterset fazi
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raspoznavači od A ′
2 u odnosu na ova fazi kvazi–ured̄enja izomorfni su sa

A ′
2 . Ovo znači da nijedna od naizmeničnih Qw-redukcija od A ′

2 ne smanjuje
broj stanja A ′

2 , tj. nijedna od naizmeničnih Qwlr-redukcija ne smanjuje broj
stanja od A , tako da je A njegov naizmenični Qwlr-redukt.

Primetimo da su Rwri i Rwri
2 ujedno i najveća desno invarijantna fazi

kvazi–ured̄enja na fazi raspoznavačima A i A2, ali i fazi automata (A,X, �A)
i (A2,X, �A2), pa je Rwli takod̄e i najveće levo invarijantno fazi kvazi–
ured̄enje na fazi raspoznavaču A i fazi automatu (A,X, �A). Dakle, pokazali
smo da u ovom slučaju sve što važi za slabo desno invarijantna i slabo levo in-
varijantna fazi kvazi–ured̄enja važi i za desno invarijantna i levo invarijantna
kvazi–ured̄enja.

Primer 3.5.1 pokazuje da čak iako je fazi raspoznavač A Qwri- i/ili Qwli-
redukovan, ipak je moguće nastaviti smanjivanje broja stanja od A njegovom
naizmeničnom redukcijom pomoću najvećeg slabo desno i slabo levo invari-
jantnog fazi kvazi–ured̄enja. Naime, fazi raspoznavač A iz ovog primera je
istovremeno Qwri- i Qwli-redukovan, dok naizmenična Qwrl-redukcija sman-
juje broj njegovih stanja. Isti primer pokazuje i da naizmenične Qwrl- i Qwlr-
redukcije mogu imati različite dužine i da odgovarajući naizmenični redukti-
mogu imati različit broj stanja. Zaista, naizmenična Qwrl-redukcija smanjuje
broj stanja fazi automata A za jedan, dok naizmenična Qwlr-redukcija ne
smanjuje broj njegovih stanja. Ova primedba važi i za Qrl- i Qlr-redukcije.

Redukciju nedeterminističkih automata i raspoznavača pomoću desno
invarijantnih i levo invarijantnih kvazi–ured̄enja izučavali su Champarnaud
i Coulon [22, 23], Ilie, Navarro i Yu [54], i Ilie, Solis-Oba i Yu [55] (vidi
[51, 53]). U ovim radovima je redukcija nedeterminističkog raspoznavača A

vršena pomoću faktor raspoznavača A /ERri i A /ERli u odnosu na prirodne
ekvivalencije od Rri i Rli, ali ni u jedanom od radova nije razmatrao after-
set raspoznavače A /Rri i A /Rli. Kao što je ranije primećeno, raspoznavači
A /ERri i A /Rri, kao i A /ERli i A /Rli, ne moraju biti izomorfni, ali imaju
isti broj stanja i jesu ekvivalentni sa A . Iz tih razloga, svejedno je da li
u redukciji koristimo A /ERri ili A /Rri i A /ERli ili A /Rli. Ipak, postoje
značajne prednosti korǐsćenja afterset automata koje se uočavaju kod naiz-
meničnih redukcija. Za raspoznavač A sa tri stanja iz Primera 3.5.1, prirodne
ekvivalencije ERri i ERli jednake su relaciji jednakosti, pa naizmenične re-
dukcije pomoću ovih ekvivalencija ne daju rezultate, ali naizmenična Qrl-
redukcija od A smanjuje broj njegovih stanja za jedan. Štavǐse, s obzirom da
su ekvivalencije Eri i Eli na A relacije jednakosti, i nijedna od naizmeničnih
E -redukcija ne redukuje A .
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Kod naizmeničnih Qw-redukcija iz Primera 3.5.1 dobili smo da su tri
uzastopna člana izomorfna i iz te činjenice smo zaključili da je nijedna
od naizmeničnih Qw-redukcija ne može dalje smanjivati broj stanja fazi
raspoznavavača . Sličan zaključak možemo izvući i u slučaju da smo do-
bili fazi raspoznavač sa samom jednim stanjem. Ipak, još uvek nemamo
opšti kriterijum na osnovu koga možemo zaključiti da li smo dostigli naj-
manji broj stanja u naizmeničnoj Q- ili Qw-redukciji, tj. da li je Q- ili Qw-
redukcija završena. Izuzetak su naizmenične redukcije nedeterminističkih au-
tomata i raspoznavača. Zaista, ako nakon dva sukcesivna koraka broj stanja
automata ostane nepromenjen, tada možemo zaključiti da su E -redukcije
završene. Drugim rečima, naizmenična E -redukcija je završena onda kada je
dobijen nedeterministički automat koji je istovremeno E ri- i E li-redukovan i
taj automat je naizmenični E -redukt polaznog automata. Isto važi i za naiz-
menične E w-redukcije nedeterminističkih raspoznavača. Med̄utim pomenuti
kriterijum ne važi za naizmenične Q- i Qw-redukcije čak i u slučaju nede-
terminističkih automata i raspoznavača. Razlog je to što afterset automat ili
raspoznavač u odnosu na relaciju ured̄enja ima promenjene relacije prelaza
i ne mora da bude izomorfan polaznom automatu, pa je moguće nastaviti
naizmeničnu Q- ili Qw-redukciju i dalje smanjivati broj stanja automata
(vidi Primer 3.5.1). Ipak, ako u dva uzastopna koraka naizmenične Q- i Qw-
redukcije nedeterminističkih automata, dobijemo isti automat, tada možemo
da zaključimo da je odgovarajuća naizmenična redukcija završena. Dobijeni
nedeterministički automat istovremeno Qri-, Qli-redukovan ,tj. Qwri-, Qwli-
redukovan i jeste naizmenični Q-redukt polaznog automata. Primetimo da
pomenuti kriterijum važi i za naizmenične Q i Qw redukcije fazi automata
nad lokalno konačnim reziduiranim mrežama.

Konačno, obratimo pažnju na neka karakteristična svojstva jako desno
i jako levo invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja. Lako se proverava da za svako
fazi kvazi–ured̄enje R na fazi automatu A , fazi ured̄enje R̃ na afterset fazi
automatu A /R jako invarjiantno, tj. istovremeno je jako desno i jako levo
invarijantno. Iz tih razloga, za najveće desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje
Rri na A , iz Teoreme 3.5.1 sledi da je R̃ri najveće desno invarijantno fazi
kvazi–ured̄enje na A /Rri, odakle je R̃ri najveće jako desno invarijantno fazi
kvazi–ured̄enje na A /Rri i svako desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na
A /Rri je jako desno invarijantno.

Ipak, za najveće jako desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rsri na A

imamo da je R̃sri jako desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A /Rsri, ali
sledeći primer pokazuje da ono nije nužno najveći element od Qsri(A ). Iz tih
razloga, analogna teorema Teoreme 3.5.3 ne važi za jako desno invarijantno
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fazi kvazi–ured̄enja, tj. afterset fazi automat A /Rsri ne mora da bude
Qsri-redukovan, pa za razliku od Qri-redukcija, Qsri-redukcija se ne završava
nakon jednog koraka. Ovo ćemo ilustrovati sledećim primerom.

Primer 3.5.2. Neka je L Booleova struktura i neka je A = (A,X, �A)
fazi automat nad L , gde je A = {1, 2, 3}, X = {x}, a fazi relacija prelaza
�Ax je data sa

�Ax =

⎡
⎣

1 0 1
1 0 0
1 0 0

⎤
⎦ .

Najveće jako desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje Rsri na A je

Rsri =

⎡
⎣

1 1 1
0 1 1
0 1 1

⎤
⎦ ,

afterset fazi automat A2 = A /Rsri = (A2,X, �A2) ima dva stanja, tj. A2 =
{1, 2}, a fazi relacija prelaza �A2

x je data sa

�A2
x =

[
1 1
1 1

]
.

Za posledicu imamo da je najveće jako desno invarijantno fazi kvazi–ured̄enje
Rsri

2 na A2 fazi relacija

Rsri
2 =

[
1 1
1 1

]
,

koja redukuje A2 na fazi automat A3 = A2/R
sri
2 = (A3,X, �A3) sa jednim

stanjem i fazi tranzionom relacijom �A3
x =

[
1
]
. Dakle, niz A = A1, A2, A3

jeste najkraća Qsri-redukcija odA .

Ovaj primer pokazuje i da obratna implikacija u (a) Teoreme 3.5.1 ne važi
za jako desno invarijantna fazi kvazi–ured̄enja. Naime, ako pretpostavimo da
je S univerzalna relacija na A, tada je S/Rsri = Rsri

2 jako desno invarijantno
fazi kvazi–ured̄enje na A /Rsri, ali S nije jako desno invarijantno fazi kvazi–
ured̄enje na A .



3.6. SLABO LEVO INVARIJANTNA FAZI KVAZI–URED̄ENJA I FDES 103

3.6. Primena slabo levo invarijantnih fazi

kvazi–ured̄enja kod FDES

U ovom odeljku ćemo predstaviti primer koji prikazuje moguće primene slabo
desno invarijantnih fazi kvazi–ured̄enja u proučavanju fazi diskretnih sistema
dogad̄aja.

Diskretni sistem dogad̄aja (DES , engl. Discrete Event System) je di-
namički sistem čija su stanja zadata diskretnim skupom, a prelaz sistema
kroz različita stanja je rezultat dejstva diskretnih dogad̄aja na sistem u
diskretnoj vremenskoj skali [20, 46]. DES imaju značajnu primenu ne samo
u mnogim naučnim oblastima, recimo u računarstvu, računarskim mrežama
i mrežnim komunikacijama, već i u sferama svakodnevnog života, poput
proizvodnje, kontrole javnog prevoza i saobraćaja, zdravstva itd. Uobičajeno
je da su diskretni sistemi dogad̄aja predstavljeni konačnim automatima (de-
terminističkim ili nedeterminističkim), dogad̄aji su predstavljeni pomoću
ulaznih simbola, a ponašanje DES-a je opisano jezikom raspoznatim pomoću
odgovarajućeg automata. Ipak, često se dešava da su stanja i prelazi izmed̄u
stanja DES-a nedovoljno precizni i u izvesnom smislu neizvesni. Uzimajući
u obzir ovakve slučajeve, Lin i Ying uopštavaju koncept DES-a i uvode po-
jam fazi diskretnog sistema dogad̄aja (FDES , engl. Fuzzy Discrete Event
System) [70, 71].

Fazi diskretni sistemi dogad̄aja su izučavani u brojnim radovima [16, 17,
18, 58, 70, 71, 72, 73, 91, 92] i uspešno su primenjivani u biomedicinskoj
kontroli HIV/AIDS, kontroli robota, kontroli inteligentnih vozila, tretmanu
otpadnih voda, itraživanju hemijskih reakcija i u drugim poljima. U [70, 71],
a kasnije u [18, 58, 91, 92], fazi diskretni sistemi dogad̄aja modelirani su
pomoću automata sa fazi stanjima i fazi ulazima, čije su funkcije prelaza
definisane na deterministički način. U stvari, ovi automati se mogu posma-
trati kao determinizacija fazi automata data u [47, 49]. Sa druge strane,
u [16, 17, 73] fazi diskretni sistemi dogad̄aja su predstavljeni pomoću fazi
automata sa jednim krisp inicijalnim stanjem. U svim pomenutim radovima
razmatrani su fazi automati u Gödelovoj strukturi.

U ovom poglavlju je fazi diskretni sistem dogad̄aja modeliran pomoću
konačnog fazi raspoznavača A = (A,X, �A, �A, �A) nad kompletnom reziduira-
nom mrežom L . Ključnu ulogu u proučavanju FDES igraju dve vrste fazi
jezika. Prvi je fazi jezik L(A ) raspoznat pomoću A , a drugi je fazi jezik
Lg(A ) generisan sa A , kojeg definǐsemo sa

Lg(A )(u) =
⋁

a,b∈A

�A(a) ⊗ �A∗ (a, u, b) =
⋁

b∈A

(�A ∘ �Au )(b), (3.45)
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za svaku u ∈ X∗. Intuitivno gledano, Lg(A )(u) predstavlja stepen prelaska
raspoznavača A iz ma kog inicijalnog stanja u bilo koje stanje tog raspoz-
navača, pod dejstvom ulaznae reči u. Dva fazi raspoznavača A i B su
jezički-ekvivalenti ako je L(A ) = L(B) i Lg(A ) = Lg(B).

Veliki, kompleksni sistemi dogad̄aja su retko odmah modelirani kao celina.
Češće, ovakvi sistemi dogad̄aja se grade iz njihovih sastavnih komponenti,
nakon čega se svaka od njih modelira zasebno i na kraju se dobijeni modeli
spajaju u jedinstveni model. Svaka od komponenti obavlja jedan specifičan
posao, a celina radi sve poslove zajedno (paralelno, konkurentno, distribuirano,
itd.). Ovakav način predstavljanja DES-a je modularni. Kod modularnog
predstavljanja DES-a korǐsćenjem automata, komponente su automati, a nji-
hovo povezivanje se vrši pomoću paralelne kompozicije automata. Automat
dobijen paralelnom kompozicijom komponenti je model celovitog DES-a.

Neka su A = (A,X, �A, �A, �A) i B = (A,Y, �B , �B , �B) fazi raspoz-
navači. Proizvod fazi raspoznavača A i B je fazi raspoznavač

A × B = (A×B,X ∩ Y, �A×B , �A×B , �A×B),

gde su �A×B , �A×B i �A×B definisani sa

�A×B((a, b), x, (a′, b′)) = �A(a, x, a′) ⊗ �B(b, x, b′),

�A×B(a, b) = �A(a) ⊗ �B(b), �A×B(a, b) = �A(a) ⊗ �B(b),
(3.46)

za sve a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B i svaki x ∈ X∩Y , dok je paralelna kompozicija fazi
raspoznavača A i B fazi raspoznavač

A ∥B = (A×B,X ∪ Y, �A∥B , �A∥B , �A∥B),

gde su �A∥B , �A∥B i �A∥B definisani sa

�A∥B((a, b), x, (a′, b′)) =

⎧
⎨
⎩

�A(a, x, a′) ⊗ �B(b, x, b′) ako x ∈ X ∩ Y

�A(a, x, a′) ako x ∈ X ∖ Y i b = b′

�B(b, x, b′) ako x ∈ Y ∖X i a = a′

0 inače

,

�A∥B(a, b) = �A(a) ⊗ �B(b), �A∥B(a, b) = �A(a) ⊗ �B(b),
(3.47)

za sve a, a′ ∈ A, b, b′ ∈ B. Analogno definǐsemo paralelnu kompoziciju vǐse
od dva fazi automata.

Dejstvom zajedničkog ulaznog simbola iz skupa X∩Y na paralelnu kom-
poziciju fazi automata A i B, vrše se prelazi u oba automata simultano, što
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znači da su automati sinhronizovani na skupu X ∩ Y . Sa druge strane, pod
uticajem ulaznog simbola iz skupa X ∖ Y tranzicija se dešava samo u fazi
automatu A , dok B ostaje u istom stanju, a analogno se dešava u slučaju
kada je ulazni simbol skupa Y ∖X. Jasno, ako je X = Y , tada se paralelna
kompozicija svodi na proizvod. Ipak, čak i kada je X ∕= Y , paralelna kom-
pozicija fazi automata predstavlja proizvod odgovarajućih ulazna ekstenzija
tih fazi automata, što će kasnije biti pokazano. Ako je X ∩Y = ∅, tj. kada u
paralelnoj kompoziciji nema istovremenih tranzicija, kažemo da A ∥B jeste
konkuretni rad fazi automata A i B.

Neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač i neka je Y alfabet za
koji je X ⊆ Y . Definǐsimo novu funkciju prelaza �AY : A × Y × A → L na
sledeći način

�AY (a, x, a′) =

⎧
⎨
⎩

�A(a, x, a′) ako je x ∈ X

1 ako je x ∈ Y ∖X i a = a′

0 inače

, (3.48)

za sve a, a′ ∈ A i svaki x ∈ Y . Tada fazi raspoznavač AY = (A,Y, �AY , �A, �A)
zovemo Y -ulazna ekstenzija od A . Drugim rečima, pod dejstvom ulaznih
simbola iz skupa X fazi automat AY se ponaša kao i A , dok pod dejstvom
ulaznih simbola iz skupa Y ∖X fazi automat AY ostaje u zatečenom stanju.
Dakle, jasno je da je �AY

u identička relacija na skupu A, za svaki u ∈ (Y ∖X)∗.

Neka su X i Y alfabeti za koje je X ⊆ Y . Prirodna projekcija ili kraće
projekcija je preslikavanje �

X
: Y ∗ → X∗ koje induktivno definǐsemo sa

�
X

(w) =

⎧
⎨
⎩

e ako je w ∈ (Y ∖X)∗

w if w ∈ X∗

�
X

(u)�
X

(v) ako je w = uv, za neke u, v ∈ Y ∗

, (3.49)

za svaku w ∈ Y ∗ (vidi [20]). Prirodna projekcija je operacija na rečima koja
reč w nad alfabetom Y transformǐse u reč �

X
(w) nad alfabetom X ⊆ Y ,

tako što iz w obrǐsemo sva slova iz Y ∖X.

Lema 3.6.1. Neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač, neka je
Y alfabet za koji je X ⊆ Y i neka je AY = (A,Y, �AY , �A, �A) Y -ulazna
ekstenzija od A . Tada je za svaku reč u ∈ Y ∗ zadovoljeno

Lg(AY )(u) = Lg(A )(�
X

(u)) i L(AY )(u) = L(A )(�
X

(u)).
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D o k a z . Proizvoljnu reč u nad alfabetom Y možemo predstaviti u obliku
u = u1v1u2v2 ⋅ ⋅ ⋅ unvnun+1, gde je n ∈ ℕ, u1, u2, . . . , un+1 ∈ (Y ∖ X)∗ i
v1, v2, . . . , vn ∈ X∗. Jasno, �

X
(u) = v, gde je v = v1v2 ⋅ ⋅ ⋅ vn. Kako je �AY

p

identička relacija na skupu A i kako je �AY
q = �Aq , za svako p ∈ (Y ∖X)∗ i

svako q ∈ X∗, imamo da je

Lg(AY )(u) =
⋁

a∈A

(�A ∘ �AY
u )(a)

=
⋁

a∈A

(�A ∘ �AY
u1

∘ �AY
v1 ∘ �AY

u2
∘ �AY

v2 ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �AY
un

∘ �AY
vn ∘ �AY

un+1
)(a)

=
⋁

a∈A

(�A ∘ �Av1 ∘ �
A
v2 ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �

A
vn)(a) =

⋁

a∈A

(�A ∘ �Av )(a)

= Lg(A )(v) = Lg(A )(�
X

(u)),

Slično pokazujemo da je L(AY )(u) = L(A )(�
X

(u)).

Sada možemo da dokažemo sledeći rezultat:

Teorema 3.6.1. Neka su A = (A,X, �A, �A, �A) i B = (B,Y, �B , �B , �B)
fazi raspoznavači, neka je Z = X ∪ Y i neka su AZ = (A,Z, �AZ , �A, �A) i
BZ = (B,Z, �BZ , �B , �B) njihove Z-ulazne ekstenzije redom.

Tada su fazi raspoznavači A ∥B i AZ∥BZ izomorfni i za svaku reč
u ∈ Z∗ važi

Lg(A ∥B)(u) = Lg(AZ)(u) ⊗ Lg(BZ)(u) = Lg(A )(�
X

(u)) ⊗ Lg(B)(�
Y

(u)),

L(A ∥B)(u) = L(AZ)(u) ⊗ L(BZ)(u) = L(A )(�
X

(u)) ⊗ L(B)(�
Y

(u)).

D o k a z . Iz (3.48) i (3.47), zaključujemo da je za svaki x ∈ Z = X ∪ Y
zadovoljeno

�AZ∥BZ ((a, b), x, (a′, b′)) = �AZ (a, x, a′) ⊗ �BZ (b, x, b′)

=

⎧
⎨
⎩

�A(a, x, a′) ⊗ �B(b, x, b′), if x ∈ X ∩ Y

�A(a, x, a′) ⊗ 1, ako je x ∈ X ∖ Y i b = b′

1 ⊗ �B(b, x, b′), ako je x ∈ Y ∖X i a = a′

= �A∥B((a, b), x, (a′, b′)),

za sve a, a′ ∈ A i sve b, b′ ∈ B. Kako fazi raspoznavači A i AZ , a takod̄e i
B i BZ , imaju iste fazi skupove inicijalnih i završnih stanja, zaključujemo
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da su A ∥B i AZ∥BZ izomorfni. Štavǐse, prema Lemi 3.6.1, za svaku reč
u ∈ Z∗ = (X ∪ Y )∗ važi

Lg(A ∥B)(u) = Lg(AZ∥BZ)(u)

=
⋁

(a,b),(a′,b′)∈A×B

�A∥B(a, b) ⊗ �AZ∥BZ ((a, b), u, (a′, b′))

=

( ⋁

a,a′∈A

�A(a) ⊗ �AZ (a, u, a′)

)
⊗

( ⋁

b,b′∈B

�B(b) ⊗ �BZ (b, u, b′)

)

= Lg(AZ)(u) ⊗ Lg(BZ)(u) = Lg(A )(�
X

(u)) ⊗ Lg(B)(�
Y

(u)).

Ostalo se dokazuje na sličan način.

Diskretni sistemi dogad̄aja modelirani pomoću automata su izuzetno
pogodni za analizu i proučavanje strukture i raznih svojstava DES-a, a
posebno onih vezanih za njihovo ponašanje, pouzdanost i bezbednost. Med̄u
najvažnijim svojstvima automata kao modela DES-a jesu tzv. blokirajuća
svojstva koja opisuju da li posmatrani model sadrži dostižna stanja iz kojih
se ne može stići do nekog od završnih stanja. Ovde ćemo pojam blokirajućih
svojstava uopštiti na fazi automate.

Prefiks-zatvorenje fazi jezika f ∈ LX∗
, označeno sa f , je fazi jezik defi-

nisan sa
f(u) =

⋁

v∈X∗

f(uv), (3.50)

za sve u ∈ X∗. Jednostavno se pokazuje da je preslikavanje f 7→ f operator
zatvorenja na skupu LX∗

, tj., za sve f, f1, f2 ∈ LX∗
važi

f ⩽ f , f = f and f1 ⩽ f2 povlači f1 ⩽ f2. (3.51)

Fazi jezik f ∈ LX∗
je prefiks-zatvoren ako je f = f .

Važi sledeće:

Lema 3.6.2. Neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač. Tada

L(A ) ⩽ L(A ) ⩽ Lg(A ) = Lg(A ). (3.52)

D o k a z . Kako je L(A ) ⩽ Lg(A ) i kako je (3.51), dovoljno je pokazati

Lg(A ) ⩽ Lg(A ). Za sve a, b, c ∈ A and u, v ∈ X∗ važi

�A(a) ⊗ �Au (a, c) ⊗ �Av (c, b) ⩽ �A(a) ⊗ �Au (a, c) ⩽ Lg(A )(u),
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odakle dobijamo

Lg(A )(u) =
⋁

v∈X∗

Lg(A )(uv) =
⋁

v∈X∗

⋁

a,b∈A

�A(a) ⊗ �Auv(a, b)

=
⋁

v∈X∗

⋁

a,b∈A

⋁

c∈A

�A(a) ⊗ �Au (a, c) ⊗ �Av (c, b) ⩽ Lg(A )(u),

za svaku u ∈ X∗. Dakle, Lg(A ) ⩽ Lg(A ).

Fazi raspoznavač A je blokirajući ako je L(A ) < Lg(A ), u suprotnom,

tj. ako je L(A ) = Lg(A ) fazi raspoznavač A je neblokirajući . Ovi pojmovi
su uopštenja odgovarajućih koncepata u teoriji krisp diskretnih sistema do-
gad̄aja, u kojoj je krisp automat blokirajući ako sadrži dostižno stanje iz koga
se ne može stići ni u jedno završno stanje. Ako je krisp automat blokirajući,
tada je moguće da on sadrži ”zastoj” (”mrtvo stanje”, engl. deadlock),
stanje iz koga automat ne može izaći bez obzira ulaznu reč. Kod ovakvih
krisp automata je moguće i postojanje ”beskonačnih petlji” (engl. livelock).
Beskonačna petlja je skup nezavršnih stanja sa svojstvom da automat koji
je u nekom njenom stanju, pod dejstvom ma koje ulazne reči ne izlazi iz tog
skupa.

Fazi raspoznavači A i B su nekonfliktni ako je njihova paralelna kom-
pozicija A ∥B neblokirajuća. U suprotnom, fazi raspoznavači su konflik-
tni . Dakle, izmed̄u konfliktnih automata postoji konflikt, usmislu da je
njihova paralelna kompozicija blokirajuća. Kako paralelna kompozicija au-
tomata može da bude blokirajuća čak i ako je svaka individualna kompo-
nenta neblokirajuća (vidi [20]), neophodno je istražiti njenu funkciju prelaza.
Med̄utim, proučavanje funkcije prelaza paralelne kompozicije je kompliko-
vano, pošto broj njenih stanja eksponencijalno raste sa povećanjem broja
njenih komponenata.

Pomenuti problem je moguće rešiti modularnim pristupom u analizi ve-
likih DES-a. Naime, ako svaku od komponenata paralelne kompozicije za-
menimo manjim, ekvivalentnim automatom, tada će izučavanje DES-a kao
celine biti olakšano. Ova ideja iskorǐsćena u [77], gde su proučavana kon-
fliktna svojstva krisp diskretnih sistem dogad̄aja. Ovde ćemo pokazati da
je svaki fazi raspoznavač A konfliktno-ekvivalentan sa afterset fazi raspoz-
navačem A /R u odnosu na ma koje slabo levo invariantno fazi kvazi–ured̄enje
R na A . Ovo znači da u paralelnoj kompoziciji fazi raspoznavača svaku kom-
ponentu možemo zameniti odgovarajućim afterset fazi raspoznavačem, tako
očuvamo sva konfliktna svojstva celine.
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Fazi raspoznavači A i B su konfliktno-ekvivalenti ako je za svaki fazi
raspoznavač C paralelna kompozicija A ∥C neblokirajuća ako i samo ako je
B∥C neblokirajuća (vidi [77]). Drugim rečima, ako su fazi raspoznavači A

i B konfliktno-ekvivalenti, tada u svakoj paralelnoj kompoziciji u kojoj se
A javlja kao komponenta, A možemo zameniti sa B, a da se konfliktna
svojstva kompozicije ne promene.

Sada možemo da dokažemo glavni rezultat ovog odeljka.

Teorema 3.6.2. Neka je A = (A,X, �A, �A, �A) fazi raspoznavač i neka
je R slabo levo invarijantno fazi kvazi–ured̄enje na A . Tada su fazi raspoz-
navači A i A /R jezički-ekvivalentni i konfliktno-ekvivalentni.

D o k a z . Kao što je poznato, L(A ) = L(A /R). Štavǐse, iz (3.38), za proizvoljnu
reč u = x1 ⋅ ⋅ ⋅ xn ∈ X∗, gde je n ∈ ℕ i x1, . . . , xn ∈ X, imamo

Lg(A /R)(u) =
⋁

b∈A

(�A/R ∘ �A/R
u )(Rb) =

⋁

b∈A

(�A/R ∘ �A/R
x1

∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �A/R
xn

)(Rb)

=
⋁

a1,a2,...,an,b∈A

�A/R(Ra1) ⊗ �A/R
x1

(Ra1 , Ra2) ⊗ ⋅ ⋅ ⋅ ⊗ �A/R
xn

(Ran , Rb)

=
⋁

b∈A

(�A ∘R ∘ �Ax1
∘R ∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘R ∘ �Axn

∘R)(b)

=
⋁

b∈A

(�A ∘ �Ax1
∘ ⋅ ⋅ ⋅ ∘ �Axn

)(b) =
⋁

b∈A

(�A ∘ �Au )(b) = Lg(A )(u),

odakle je Lg(A /R) = Lg(A ).

Dalje, neka je B = (B,Y, �B , �B , �B) proizvoljan fazi raspoznavač i neka
je Z = X ∪ Y . Kako su A i A /R jezički ekvivalentni, iz Teoreme 3.6.1, za
svaku reč u ∈ Z∗ = (X ∪ Y )∗ je zadovoljeno

Lg((A /R)∥B)(u) = Lg((A /R)Z)(u) ⊗ Lg(BZ)(u)

= Lg((A /R))(�
X

(u)) ⊗ Lg(B)(�
Y

(u))

= Lg(A )(�
X

(u)) ⊗ Lg(B)(�
Y

(u)

= Lg(AZ)(u) ⊗ Lg(BZ)(u)

= Lg(A ∥B)(u),

odakle je, Lg((A /R)∥B) = Lg(A ∥B). Slično pokazujemo da je L((A /R)∥B) =

L(A ∥B), odakle je L((A /R)∥B) = L(A ∥B).

Dakle, L(A ∥B) = Lg(A ∥B) ako i samo ako je L((A /R)∥B) = Lg((A /R)∥B),
čime je dokaz upotpunjen.
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Dakle, na osnovu prethodne teoreme zaključujemo da u proizvoljnoj kom-
poziciji fazi raspoznavača, svaku njenu komponentu možemo zameniti odgo-
varajućim afterset fazi raspoznavačem u odnosu na najveće slabo levo in-
varijantno fazi kvazi–ured̄enje. Nova kompozicija će imati ista blokirajuća
svojstva kao i polazna, a može imati znatno manji broj stanja.



Glava 4

Pozicioni fazi automati fazi

regularnih izraza

U nekoliko poslednjih decenija, pronad̄eno je vǐse različitih tehnika izgradnji
malih konačnih nedeterminističkih raspoznavača iz regularnih izraza. Jedan
od prvih algoritama (Thompson [101]), gradi nedeterministički raspoznavač
sa "-tranzicijama. Nakon ove, kasnije nastaju nove konstrukcije bez "-
tranzicija: pozicioni automat, konstrukcija koju su nazavisno jedan od dru-
gog dali Glushkov u [40] i McNaughton i Yamada u [78], parcijalno izvodni
automat [2], follow automat [50, 51, 52, 53], itd. Veličina dobijenih automata
i vreme potrebno za njihovu konstrukciju igraju vrlo važnu ulogu. Iz tih ra-
zloga primetimo da je u [24, 25, 26, 52] pokazano da su parcijalno izvodni
automati faktori pozicionih automata u odnosu na izvesne relacije ekviva-
lencije. Štavǐse, u [50, 51, 52, 53] je pokazno da su i follow automati faktori
pozicionih automata u odnosu na odred̄ene relacije ekvivalencije.

U ovoj glavi je pokazano da neki od ovih rezultata važe i za fazi regu-
larne izraze nad mrežno ured̄enim monoidima. Prvo, u Odeljku 4.1. uvodimo
efektivan metod za konstrukciju konačnog fazi raspoznavača A� iz fazi regu-
larog izraza �. Konstrukcija započinje tako što gradimo regularan izraz �R,
tretirajući svaki skalar iz � kao slovo novog alfabeta Y . Potom, polazeći od
proizvoljnog konačnog nedeterminističkog raspoznavača A dobijenog iz �R,
dobijamo konačni fazi raspoznavač A� koji raspoznaje fazi jezik ∥�∥.

U Odeljku 4.2., polazeći od pozicionog automata od �R, gradimo pozi-
cioni fazi automat od �, Apf(�). Ova konstrukcija je detaljno ilustrovana
Primerom 4.2.1. U istom odeljku je dat algoritam za izračunavanje fazi
relacija prelaza pozicionog fazi automata od �.

U Odeljku 4.3., izvršena je redukcija Apf(�) jednostavnim brisanjem
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nekih njegovih stanja. Na kraju, u Odeljku 4.4., razmatramo problem reduk-
cije fazi raspoznavača Apf(�) pomoću desno invarijantnih krisp ekvivalencija.

U Odeljku 4.4., data je genaralizacija nekih rezultata iz [90]. Takod̄e je
definisan pojam follow fazi automata. Pokazano je da su follow fazi automat
i parcijalno izvodni fazi automat, faktor fazi raspoznavači pozicionog fazi au-
tomata u odnosu na odred̄ene desno invarijantne krisp ekvivalencije. Samim
tim follow fazi automati i parcijalno izvodni fazi automati mogu biti manji
od pozicionih fazi automata. U Primeru 4.4.1 je pokazano da se redukcijom
pozicionog fazi automata Apf(�) pomoću najveće desno invarijantne krisp
ekvivalencije, dobija manji konačni fazi raspoznavač od odgovarajućeg follow
fazi automata. Naime, predlažemo da se redukcija pozicionog fazi automata
pomoću desno invarijantnih krisp ekvivalencija vrši u dva koraka: Prvo treba
eliminisati neka stanja od Apf , a zatim izvršiti redukciju novog raspoznavača
pomoću najveće desno invarijantne krisp ekvivalencije. Ipak, s obzirom da
naš metod dozvoljava konstrukciju konačnog fazi raspoznavača fazi regu-
larog izraza � polazeći od proizvoljnog konačnog nederminističkog raspoz-
navača jezika ∥�R∥, moguće je konstrukciju započeti od nedeterminističkog
raspoznavača koji je znatno manji od pozicionog automata regularnog izraza
�R. Zbog navedenih razloga, da bismo dobili najmanji mogući konačni fazi
raspoznavač iz datog fazi regularnog izraza, bolje je konstrukciju započeti sa
što manjim nederminističkim raspoznavačem jezika ∥�R∥. Recimo, možemo
započeti od nederminističkog raspoznavača dobijenog iz odgovarajućeg pozi-
cionog automata nekim metodom redukcije koji ne može biti primenjen na
konačne fazi raspoznavače nad ℓ-monoidima.

Potsetimo da ćemo u ovoj glavi koristiti mrežno ured̄ene monoide kao os-
novne istinitosne strukture. Osim toga, napomenimo da ćemo nadalje raditi
isključivo sa konačnim nedeterminističkim i fazi raspoznavačima i automa-
tima.

4.1. Fazi raspoznavači iz fazi regularnih izraza

Odeljak započinjemo sledećim rezultatom:

Lema 4.1.1. Neka L = (L ,∧,∨, ∙) jeste ℓ-monoid i neka su A,B ⊂ L.
Ako postoje konačni skupovi C ⊂ A i D ⊂ B takvi da je

(∀a ∈ A)(∃c ∈ C) a ≤ c i (∀b ∈ B)(∃d ∈ D) b ≤ d,

tada
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(a) Postoje
⋁

a∈A a,
⋁

b∈B b,
⋁

a∈A,
b∈B

(a ∙ b),
⋁

a∈A,
b∈B

(a ∨ b) i

⋁

a∈A,
b∈B

(a ∙ b) = (
⋁

a∈A

a) ∙ (
⋁

b∈B

b) i
⋁

a∈A,
b∈B

(a ∨ b) = (
⋁

a∈A

a) ∨ (
⋁

b∈B

b);

(b) Za svaki � ∈ L postoje
⋁

a∈A(� ∙ a) i
⋁

a∈A(� ∙ a) = � ∙ (
⋁

a∈A a).

D o k a z . (a) Neka je c0 =
⋁

c∈C c. Jasno, a ≤ c0, za svaki a ∈ A. Ako je
c1 ∈ L takav da je a ≤ c1, za svaki a ∈ A, tada je c ≤ c1, za svaki c ∈ C.
Dakle, c0 =

⋁
a∈A a. Slično pokazujemo da je

⋁
b∈B b =

⋁
d∈D d.

Neka je A ∙ B = {a ∙ b∣ a ∈ A, b ∈ B} i C ∙D = {c ∙ d∣ c ∈ C, d ∈ D}.
Kako je C ∙D konačan podskup od A ∙B koji zadovoljava

(∀x ∈ A ∙B)(∃y ∈ C ∙D) x ≤ y,

imamo da je
⋁

A ∙B =
⋁

C ∙D. Dakle,

⋁

a∈A,

b∈B

(a ∙ b) =
⋁

c∈C,

d∈D

(c ∙ d) = (
⋁

c∈C

c) ∙ (
⋁

d∈D

d) = (
⋁

a∈A

a) ∙ (
⋁

b∈B

b)

Neka je E = {a ∨ b∣a ∈ A, b ∈ B} i F = {c ∨ d∣c ∈ C, d ∈ D}. F je konačan
podskup od E za koji

(∀x ∈ E)(∃y ∈ F )x ≤ y.

Odavde je,

⋁

a∈A,

b∈B

(a ∨ b) =
⋁

c∈C,

d∈D

(c ∨ d) = (
⋁

c∈C

c) ∨ (
⋁

d∈D

d) = (
⋁

a∈A

a) ∨ (
⋁

b∈B

b)

(b) Neka je B = {�}. Ostatak dokaza direktno sledi iz (a).

Neka je L proizvoljan ℓ-monoid i neka je � fazi regularan izraz nad
konačnim alfabetom X. Neka je K skup svih � ∈ L koji se pojavljuju u �
(K = ∅, ako je � fazi regularan izraz bez skalarnog proizvoda) i neka je Y
alfabet za koji je Y ∩X = ∅ i ∣K∣ = ∣Y ∣. Alfabet Y zovemo alfabet pridružen
fazi regularnom izrazu �.

Neka je � 7→ �′ bijekcija iz K na Y . Jasno Y = {�′∣ � ∈ K}. Označimo
sa �R izraz nad konačnim alfabetom X ∪ Y dobijen iz � zamenom svakog
� ∈ K odgovarajućim simbolom �′ ∈ Y . Očigledno, �R je regularan izraz
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nad alfabetom X ∪ Y . Nadalje, ∥�R∥ ćemo posmatrati kao fazi jezik nad
alfabetom X ∪ Y , čije su vrednosti u skupu {0, e} ⊆ L.

Neka je '� : X ∪ Y 7→ L preslikavanje definisano sa

'�(x) =

{
e, x ∈ X

�, x = �′ ∈ Y
, (4.1)

za svaki x ∈ X ∪ Y. Označimo sa '∗
� homomorfizam iz monoida (X ∪ Y )∗ u

monoid (L, ∙, e) definisan sa:

'∗
�(") = e, i '∗

�(u) = '�(x1) ∙ '�(x2) ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙ '�(xn),

za sve x1, x2, . . . , xn ∈ X ∪ Y.

Primer 4.1.1. Neka je L = (L,∧,∨, ∙) proizvoljan ℓ-monoid i neka je �
fazi regularan izraz nad alfabetom X. Ako je � bez skalarnog proizvoda tada
je �R = �, dok je '� identičko preslikavanje skupa X.

Primer 4.1.2. Neka je L = ([0, 1],∧,∨, ∙) Gödelova struktura. Razmot-
rimo � = 0.2((0.1(xy)∗)∗ + y), fazi regularan izraz nad alfabetom {x, y}.
Regularan izraz �R = �((�(xy)∗)∗ + y), nad alfabetom {x, y, �, �}, dobijen
je iz � zamenom 0.2 sa � i 0.1 sa �. Preslikavanje '�, dato sa

'� =

(
x y � �
1 1 0.2 0.1

)
,

je traženi homomorfizam.

Primer 4.1.3. Razmotrimo fazi regularan izraz � = (0.1x∗)(yx + 0.8y)∗,
gde je L proizvod struktura. �R = (�x∗)(yx+�y)∗ je regularan izraz nad al-
fabetom {x, y, �, �}, gde je � zamena za 0.1, a � zamenjuje 0.8. Preslikavanje
'�, dato sa

'� =

(
x y � �
1 1 0.1 0.8

)
,

je traženi homomorfizam.

Lema 4.1.2. Neka je L = (L,∧,∨, ∙) integralni ℓ-monoid i neka je X
proizvoljan alfabet. Tada svaki homomorfizam ' iz monoida X∗ u monoid
(L, ∙, 1) zadovoljava uslov

u ⩽em v ⇒ '(v) ≤ '(u), (4.2)

za sve u, v ∈ X∗.
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D o k a z . Ako je u ⩽em v, tada iz (1.1) dobijamo

u = u1u2 ⋅ ⋅ ⋅ un i v = v0u1v1u2 ⋅ ⋅ ⋅ vn−1unvn,

gde je n ∈ ℕ i u, v, u1, u2, . . . , un, v0v1, . . . , vn ∈ X∗. Zato, iz (1.4), dobijamo

'(v) = '(v0) ∙ '(u1) ∙ '(v1) ∙ '(u2) ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙ '(vn−1) ∙ '(un) ∙ '(vn)

⩽ 1 ∙ '(u1) ∙ 1 ∙ '(u2) ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙ 1 ∙ '(un) ∙ 1

= '(u1) ∙ '(u2) ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙ '(un) = '(u),

čime je dokaz završen.

Specijalno, za dati regularan izraz �, preslikavanje '∗
� zadovoljava (4.2).

Neka je X alfabet. Šafl preslikavanje ⊔⊔ : X∗×X∗ → P(X∗), definǐsemo
induktivno sa

(u⊔⊔") = ("⊔⊔u) = {u}, (4.3)

i
(xu⊔⊔yv) = x(u⊔⊔yv) ∪ y(xu⊔⊔v), (4.4)

gde u, v ∈ X∗ i x, y ∈ X.

Šafl preslikavanje se može prirodno proširiti na operaciju na skupu svih
jezika nad alfabetom X, na sledeći način: Šafl jezika L1 i L2 je jezik

L1⊔⊔L2 =
∪

u∈L1,v∈L2

u⊔⊔v. (4.5)

Neka je Y proizvoljan podskup alfabeta X. Ako je ∅∗ = {"}, definǐsimo
skup UY (u) sa

UY (u) = u⊔⊔Y ∗,

za u ∈ (X ∖ Y )∗. Jednostavno se proverava da važi sledeće

UY (") = Y ∗, (4.6)

Ako je Y = ∅ tada UY (u) = {u}, za svaki u ∈ X∗, (4.7)

UY (u)UY (v) = UY (uv), za sve u, v ∈ (X ∖ Y )∗, (4.8)

UY (x) = Y ∗xY ∗, za svaki x ∈ X, (4.9)

gde je skup UY (u)UY (v) konkatenacija jezika UY (u) i UY (v), a Y ∗xY ∗ je
konkatenacija jezika Y ∗, {x} i Y ∗.
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Lema 4.1.3. Neka je L integralni ℓ-monoid, neka je � fazi regularan izraz
nad konačnim alfabetom X i neka je Y alfabet pridružen �. Tada je

∥�∥(u) =
⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v), (4.10)

za svaki u ∈ X∗.

D o k a z . Kako je, u slučaju da je Y ∕= ∅, skup UY (u) beskonačan, treba da
pokažemo da

⋁
v∈UY (u) '

∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v) postoji za svaku reč u ∈ X∗.

Neka je u ∈ X∗ proizvoljna reč i neka je

A(u) = {v ∈ UY (u)∣∥�R∥(v) = 1}.

Ako je A(u) = ∅, tada

⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v) = 0.

U suprotnom, neka je M(u) skup svih minimalnih reči skupa A(u), u odnosu
na relaciju ured̄enja ≤em. Prema Propoziciji 1.1.1, M(u) je konačan. Sada,
za svaku reč v ∈ UY (u), ako je ∥�R∥(v) = 0, imamo

0 = '∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v) ≤ '∗

�(w) ∙ ∥�R∥(w),

za svaki w ∈ M(u). Ako je v ∈ A(u), tada je w ≤em v, za neku reč w ∈ M(u).
Sada, iz Leme 4.1.2, dobijamo

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v) ≤ '∗

�(w) ∙ ∥�R∥(w).

Zato, prema Lemi 4.1.1,
⋁

v∈UY (u) '
∗
�(v) ∙∥�R∥(v) postoji za proizvoljnu reč

u ∈ X∗.

Ako je � fazi regularan izraz bez skalarnog proizvoda, tj. ako je Y = ∅,
tada je UY (u) = {u}, � = �R, ∥�∥ = ∥�R∥, i '∗

�(v) = 1 za svaku reč
v ∈ (X ∪ Y )∗. Dakle, imamo

⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v) = ∥�R∥(u) = ∥�∥(u),

za svaku u ∈ X∗.

Ostatak dokaza izvodimo indukcijom po dužini regularnog izraza �. Pret-
postavimo da (4.10) važi za sve fazi regularne izraze � i 
, čija dužina je
manja od dužine �.



4.1. FAZI RASPOZNAVAČI IZ FAZI REGULARNIH IZRAZA 117

Neka je � = �′�, za � ∈ K. Kako za v ∈ (X ∪ Y )∗ važi

∥�R∥(v) =

{
∥�R∥(w), v = �′w, za neki w ∈ (X ∪ Y )∗

0, inače
,

tada za svaki u ∈ X∗

⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v) =

⋁

v∈UY (u),

v�′w

'∗
�(�′w) ∙ ∥�R∥(w)

=(∗) � ∙
⋁

w∈UY (u)

'∗
�(w) ∙ ∥�R∥(w)

= � ∙ ∥�∥(u) = ∥�∥(u).

Jednakost označena sa (∗) sledi iz (b) Leme 4.1.1.

Za � = (� + 
), i v ∈ (X ∪ Y )∗, imamo ∥�R∥(v) = ∥�R∥(v) ∨ ∥
R∥(v).
Tada

⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v) =

⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ (∥�R∥(v) ∨ ∥
R∥(v)) =

=(∗)
( ⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v)

)
∨
( ⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥
R∥(v)

)

= ∥�∥(u) ∨ ∥
∥(u) = ∥�∥(u),

za svaki u ∈ X∗. Jednakost (∗) sledi iz (a) Leme 4.1.1.

Ako je � = �
, tada ∥�R∥(v) =
⋁

v=wp ∥�R∥(w) ∙ ∥
R∥(p), za svaki
v ∈ (X ∖ Y )∗. Dakle,

⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v) =

⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙

⋁

v=wp

(∥�R∥(w) ∙ ∥
R∥(p))

=(∗)
⋁

v∈UY (u),
v=wp

(
'∗
�(w) ∙ ∥�R∥(w)

)
∙
(
'∗
�(p) ∙ ∥
R∥(p)

)

=
⋁

u=qr

⋁

w∈UY (q),

p∈UY (r)

(
'∗
�(w) ∙ ∥�R∥(w)

)
∙
(
'∗
�(p) ∙ ∥
R∥(p)

)

=(∗∗)
⋁

u=qr

∥�(q)∥ ∙ ∥
(r)∥ = ∥�∥(u),

za u ∈ X∗. Jednakost (∗) važi zato što iz ∥�R∥(w) ∈ {0, 1} sledi

'∗
�(p) ∙ ∥�R∥(w) = ∥�R∥(w) ∙ '∗

�(p).
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Jednakost (∗∗) je tačna zbog (a) Leme 4.1.1.

Neka je � = (�∗) i neka je �n = fe ∨ � ∨ ⋅ ⋅ ⋅ ∨ �n. Očigledno, važi da je
∥�n∥(u) ≤ ∥�∥(u), za svaki u ∈ X∗, n ∈ ℕ. Dalje, iz dokaza Propozicije 1.7.1,
dobijamo da za svako u ∈ X∗ postoji n ∈ ℕ za koji je ∥�∥(u) ≤ ∥�n∥(u).
Zaključujemo,

∥�∥(u) ≤ ∥�n∥(u) =
⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥(�n)R∥(v) ≤

⋁

v∈UY (u)

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v),

za svaki u ∈ X∗ i neki n ∈ ℕ. Obratno, za sve u ∈ X∗, v ∈ UY (u) i neki
m ∈ ℕ, važi

'∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v) ≤ '∗

�(v) ∙ ∥(�m)R∥(v) ≤ ∥�m∥(u) ≤ ∥�∥(u).

Dakle, ∥�∥(u) =
⋁

v∈UY (u) '
∗
�(v) ∙ ∥�R∥(v).

Za fazi regularan izraz � nad alfabetom X, neka je �R regularan izraz
nad alfabetom X ∪ Y, gde je Y alfabet pridružen �. Pretpostavimo da
je A = (A,X ∪ Y, �A, a0, �

A) proizvoljan nederministički raspoznavač jezika
∥�R∥. Evidentno, A posmatran kao fazi raspoznavač sa vrednostima funkcije
fazi prelaza na skupu {0, e}, raspoznaje fazi jezik ∥�R∥. Dalje, neka je
A� = (A�,X, �A� , a0, �

A�) fazi raspoznavač sa krisp inicijalnim stanjem a0,
sa A� = A i funkcijom fazi prelaza �A� definisanom sa

�A�(a, x, b) =
⋁

v∈UY (x)

'∗
�(v) ∙ �A(a, v, b),

�A�(a) =

{
�A(a), a ∕= a0

∥�R∥("), a = a0
,

(4.11)

za sve a, b ∈ A� i x ∈ X. Fazi raspoznavač A� = (A�,X, �A� , a0, �
A�),

definisan sa (4.11), zovemo fazi raspoznavač pridružen A i �.

Teorema 4.1.1. Neka je L proizvoljan integralni ℓ-monoid i neka je
A = (A,X ∪ Y, �A, a0, �

A) proizvoljan nederministički raspoznavač jezika
∥�R∥. Tada je A�, fazi raspoznavač pridružen A i �, dobro definisan. Osim
toga, važi

L(A ) = ∥�∥.

D o k a z . Iz (1.82) imamo L(A�)(u) =
⋁

a∈A�
�A�(a0, u, a) ∙ �A�(a). Dakle,

za praznu reč " ∈ X∗ imamo L(A�)(") = �A�(a0) = ∥�∥(").
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Ako je Y ∕= ∅, skup UY (u) nije konačan, pa treba pokazati

⋁

v∈UY (u)

'∗(v) ∙ �A(a, v, b),

postoji za svaki u ∈ X∗ i sve a, b ∈ A�.

Neka je u ∈ X∗ proizvoljna reč, neka su a, b ∈ A� proizvoljna stanja i
neka je P(a, u, b) = {v ∈ UY (u)∣ �A(a, v, b) = 1}. Ako je P(a, u, b) prazan
skup, tada

⋁
v∈UY (u) '

∗(v) ∙ �A(a, v, b) = 0. U suprotnom, neka je M (a, u, b)
skup minimalnih reči skupa P(a, u, b), u odnosu na ured̄enje ≤em. Prema
Propoziciji 1.1.1, M (a, u, b) je konačan. Neka je v ∈ UY (u) proizvoljna reč
za koju je �A(a, v, b) = 1 i neka je w ∈ M (i, u, j) reč za koju je w ≤em v.
Sada, koristeći Lemu 4.1.2 imamo

'∗
�(v) ∙ �A(a, v, b) ≤ '∗

�(w) ∙ �A(a,w, b),

za svaku w ∈ M (a,w, b). Dakle, prema Lemi 4.1.1,
⋁

v∈UY (u) '
∗
�(v)∙�A(a, v, b)

postoji za svaku u ∈ X∗ i sve a, b ∈ A�.

Pretpostavimo da je ��(a, u, b) =
⋁

v∈UY (u) '
∗(v) ∙ �A(a, v, b), za u ∈ X∗

i sve a, b ∈ A�. Tada za svaki x ∈ X imamo

��(a, ux, b) =
⋁

c∈A�

��(a, u, c) ∙ ��(c, x, b)

=
⋁

c∈A

( ⋁

v∈UY (u)

'∗(v) ∙ �A(a, v, c)
)
∙
( ⋁

w∈UY (x)

'∗(w) ∙ �A(c, w, b)
)

=
⋁

c∈A

⋁

v∈UY (u),

w∈UY (x)

'∗(v) ∙ �A(a, v, c) ∙ '∗(w) ∙ �A(c, w, b)

=
⋁

v∈UY (u),

w∈UY (x)

('∗(vw) ∙
⋁

c∈A

�A(a, v, c) ∙ �A(c, w, b))

=
⋁

v∈UY (u),

w∈UY (x)

'∗(vw) ∙ �A(a, vw, b) =
⋁

v∈UY (ux)

'∗(v) ∙ �A(a, v, b).

Primetimo da gornje jednakosti slede iz Leme 4.1.1 i činjenice da vrednosti
�A(a, u, c) pripadaju skupu {0, 1}, za svaki u ∈ (X ∪ Y )∗ i sve a, b ∈ A�.
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Za posledicu imamo da za svaki u ∈ X+ važi

L(A�)(u) =
⋁

a∈A�

�A�(0, u, a) ∙ �A�(a)

=
⋁

a∈A

( ⋁

v∈UY (u)

'∗(v) ∙ �A(0, v, a)
)
∙ �A(a)

=
⋁

v∈UY (u)

'∗(v) ∙ (
⋁

a∈A

�A(0, v, a) ∙ �A(a))

=
⋁

v∈UY (u)

'∗(v) ∙ ∥�R∥(v)

=(∗) ∥�∥(u).

Primetimo da jednakost (∗) sledi iz Leme 4.1.3.

4.2. Konstrukcija pozicionog fazi automata

Neka je L integralni ℓ-monoid i neka je � proizvoljan fazi regularan izraz.
Teorema 4.1.1 nam omogućava konstrukciju raznih fazi raspoznavača iz �,
tj. konstrukciju raznih fazi raspoznavača fazi jezika ∥�∥. Naime, u opštem
slučaju, izborom različitih nedeterminističkih raspoznavača jezika ∥�R∥, do-
bijamo različite konačne fazi raspoznavače fazi jezika ∥�∥.

Potsetimo da postoji vǐse poznatih konstrukcija nedeterminističkih raspoz-
navača iz datog regularnog izraza. Najpoznatije su dali Thompson [101],
Glushkov [40] i McNaughton-Yamada [78]. Automat čiju su konstrukciju dali
Glushkov i McNaughton-Yamada poznat je kao pozicioni automat. Osim
toga, Antimirov je u [2] konstruisao parcijalno izvodni automat čime je
uopštio izvodni automat Brzozowskog [11]. Ipak, uprkos pobolǰsanjima
koja su postignuta u konstrukcijama Brzozowskog i Antimirova, pozicioni
automat je najčešće korǐsćen, najverovatnije zbog njegove jednostavnosti i
činjenice da se ostali tipovi automata nisu pokazali kao naročito praktični.
Ilie i drugi autori u [50, 51, 52], izvršili su konstrukciju follow automata, i
pokazali da su follow automati faktor automati pozicionih automata, te da
iz tih razloga mogu biti znatno manji od njih.

Polazeći od gornjih argumenata, dolazimo do sledećeg koncepta:

Neka je L integralni ℓ-monoid i neka je � proizvoljan fazi regularan
izraz nad alfabetom X. Za regularan izraz �R nad X ∪ Y , gde je Y alfabet
pridružen �, neka je Ap(�R) pozicioni automat regularnog izraza �R. Po-
lazeći od Ap(�R) = (Ap,X∪Y, �Ap , 0, �Ap), koristeći (4.11) konstruǐsimo fazi
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raspoznavač pridružen Ap(�R) i �, koji ćemo, na prirodan način, označavati
sa Apf(�) = (Apf ,X, �Apf , 0, �Apf ). Konačni fazi raspoznavač Apf(�) zovemo
pozicioni fazi automat od �. Konstrukcija Apf(�), datog fazi regularog izraza
�, data je Teoremom 4.1.1. Primeri 4.2.1-4.2.2 detaljno opisuju tu konstruk-
ciju.

Primer 4.2.1. Neka je L Gödelova struktura. Razmotrimo fazi regularan
izraz � = 0.2((0.1(xy)∗)∗ + y), nad alfabetom {x, y} iz Primera 4.1.2. Ovde
je �R = �((�(xy)∗)∗ + y) regularan izraz nad alfabetom {x, y, �, �}, dobijen
iz �. Označena verzija izraza �R je �R = �1((�2(x3y4)

∗)∗ +y5), a '� je data
sa

'� =

(
x y � �
1 1 0.2 0.1

)
.

Donja slika predstavlja graf pozicionog automata Ap(�R):

0 1 2

3

4

5

�

y

�

x

�

y
x

�

Slika 1. Ap(�R)

Primetimo da je

�Apf (i, x, j) =

{ ⋁
u∈M (i,x,j)'

∗(u), P(i, x, j) ∕= ∅

0, inače
,

za sve x ∈ X, i, j ∈ Ap.

Opǐsimo, na primer, kako odrediti �Apf (0, x, 3). Za svaku reč u ∈ M (0, x, 3)
postoji put od 0 do 3, sa tačno jednom granom označenom sa x, a čije su os-
tale grane označene simbolima � ili � (Slika 1.). Jasno, M (0, x, 3) = {��x}.
Sada,

�Apf (0, x, 3) = '∗(��x) = 0.2 ∙ 0.1 ∙ 1 = 0.1
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Dalje, M (1, x, 3) = {�x}, M (2, x, 3) = {x}, M (4, x, 3) = {x} i M (i, x, j) =
∅ u svim ostalim slučajevima. Odavde imamo

�Apf (1, x, 3) = 0.1, �Apf (2, x, 3) = 1,

�Apf (4, x, 3) = 1, i �Apf (i, x, j) = 0,

za (i, j) ∕∈ {(0, 3), (1, 3), (2, 3), (4, 3)}.

Iz Slike 1. vidimo da je M (0, y, 5) = {�y}, M (1, y, 5) = {y}, M (3, y, 2) =
{y�}, M (3, y, 4) = {y}, i M (i, y, j) = ∅ u ostalim slučajevima. Dakle,
imamo

�Apf (0, y, 5) = 0.2, �Apf (1, y, 5) = 1, �Apf (3, y, 2) = 0.1,

�Apf (3, y, 4) = 1, i �Apf (i, y, j) = 0,

za (i, j) ∕∈ {(0, 5), (1, 5)(3, 2), (3, 4)}.

Fazi relacije prelaza �
Apf
x , �

Apf
y i fazi skup �Apf završnih stanja konačnog

fazi raspoznavača Apf(�) su:

�
Apf
x =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0.1 0 0
0 0 0 0.1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, �

Apf
y =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0.2
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0.1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, �Apf =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
1
0
1
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

a graf od Apf(�) je predstavljen Slikom 2.

0 1

2

3

4

5

y/0.2
y/1

x/0.1

x/0.1

x/1

y/0.1

y/1

x/1

Slika 2. Apf(�)
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Ipak, teoretski govoreći, izračunavanje fazi relacija prelaza pozicionog
fazi automata datog regularog izraza može biti problem. Naime, u opštem
slučaju, za date i, j ∈ Apf i x ∈ X skup P(i, x, j) svih reči u ∈ UY (x)
za koje je �Ap(i, u, j) = 1 je beskonačan, pa odred̄ivanje skupa M (i, x, j)
svih minimalnih reči skupa P(i, x, j) u odnosu na ⩽em, može predstavlati
problem. Nadalje ćemo razmotrati ovaj problem.

Lema 4.2.1. Neka je L integralni ℓ-monoid. Neka je R proizvoljna re-
fleksivna fazi relacija na konačnom skupu A. Ako je ∣A∣ = n > 1, tada je
Rn−1 tranzitivno zatvorenje fazi relacije R.

D o k a z . Primetimo da zbog konačnosti skupa A, kompozicija bilo kojih fazi
relacija na A postoji. Dalje, iz (1.74), zaključujemo da je za svaki k ∈ ℕ

Rk
⩽ Rk+1, odakle je R ≤ Rn−1.

Za proizvoljan k ∈ ℕ za koji je n ≤ k, neka su a1, a2, . . . ak+1 proizvoljni
elementi skupa A. Kako je ∣A∣ = n i k+ 1 > n, imamo ai = aj za neki i < j.
Dalje, iz (1.4) i (1.65), dobijamo sledeće

R(a1, a2) ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙R(ai−1, ai) ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙R(aj, aj+1) ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙R(an−1, an) ≤

≤ R(a1, a2) ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙R(ai−1, ai) ∙R(ai, aj+1) ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙R(an−1, an) ≤ Rk(a1, an).

Odavde je Rk+1 ≤ Rk, pa je Rk ≤ Rn−1, za svaki k ≥ n. Dakle,

Rn−1(a, c) ∙Rn−1(c, b) ≤ R2n−2(a, b) ≤ Rn−1(a, b),

tj. Rn−1 je tranzitivna fazi relacija na A koja sadrži R.

Neka je S proizvoljna tranzitivna fazi relacija na A, za koju je R ≤ S.
Kako je S refleksivna i tranzitivna, iz (1.73) i (1.74) imamo S = Sk, za svaki
k ∈ ℕ. Odavde i iz

Rk ≤ Sk = S,

za svaki k ∈ ℕ, dobijamo Rn−1 ≤ S.

Neka je L integralni ℓ-monoid i neka je � proizvoljan fazi regularan
izraz nad alfabetom X. Za regularan izraz �R nad X ∪ Y , gde je Y alfabet
pridružen �, neka je Ap(�R) = (Ap,X ∪Y, �Ap , 0, �Ap) pozicioni automat od
�R. Definǐsimo refleksivnu fazi relaciju R na Ap na sledeći način

R(i, j) =

⎧
⎨
⎩

1, i = j

�, i ∕= j i �Ap(i, �′, j) = 1, gde �′ ∈ Y

0, inače

. (4.12)
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Pošto važi
�Ap(i, �′, j) = �Ap(i, �′, j) = 1 ⇒ �′ = �′,

za sve i, j ∈ Ap, zaključujemo da je R dobro definisana. Neka je

R� = Rn−1, (4.13)

gde je n ∈ ℕ broj elemenata skupa Ap. Važi sledeća:

Teorema 4.2.1. Neka je L proizvoljan integralni ℓ-monoid i neka je �
proizvoljan fazi regularan izraz. Neka je Ap(�R) pozicioni automat od �R i
neka je Apf(�) pozicioni fazi automat od �.

Tada

�Apf (i, x, j) =
⋁

k,l∈Ap

R�(i, k) ∙ �Ap(k, x, l) ∙R�(l, j), (4.14)

za svaki x ∈ X, i sve i, j ∈ Apf .

D o k a z . Neka je n ∈ ℕ kardinalnost skupa Ap. Pokažimo prvo da je

R�(i, j) =
⋁

u∈Y ∗

'∗
�(u) ∙ �Ap(i, u, j), (4.15)

za sve i, j ∈ Ap. Ako je i = j tada

R�(i, i) = 1 = '∗
�(") = '∗

�(") ∙ �Ap(i, ", i) ⩽
⋁

u∈Y ∗

'∗
�(u) ∙ �Ap(i, u, i).

U suprotnom, neka je R�(i, j) ∕= 0. Tada za neki k ∈ ℕ, k ⩽ n − 1, postoje
različiti i = i1, i2, . . . , ik, ik+1 = j, i neki �′

1, �
′
2, . . . , �

′
k ∈ Y, za koje je

�Ap(ij , �
′
j , ij+1) = 1 i R�(i, j) = �1 ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙ �k.

Odavde je

R�(i, j) = '∗
�(v) = '∗

�(v) ∙ �Ap(i, v, j) ⩽
⋁

u∈Y ∗

'∗
�(u) ∙ �Ap(i, u, j),

gde je v = �′
1�

′
2 ⋅ ⋅ ⋅ �

′
k ∈ Y ∗.

Obratno, neka je '∗
�(u) ∙ �Ap(i, u, j) ∕= 0, gde je u = �′

1�
′
2 ⋅ ⋅ ⋅ �

′
k, i

�′
1, �

′
2, . . . , �

′
k ∈ Y. Kako je �Ap(i, u, j) = 1, imamo

�Ap(ij , �
′
j , ij+1) = 1,
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za neke ij ∈ Ap, gde je j ∈ {1, . . . , k}, k ∈ ℕ. Dakle, R(ij , ij+1) = �j , za
svaki j ∈ {1, . . . , k}. Sada, iz Leme 4.2.1, dobijamo

'∗
�(u) ∙ �Ap(i, u, j) = '∗

�(u) = �1 ∙ ⋅ ⋅ ⋅ ∙ �k ⩽ Rk(i, j) ⩽ R�(i, j).

Dakle, (4.15) važi. Sada, iz (4.11), (4.9) i (4.15), imamo

�Apf (i, x, j) =
⋁

u∈UY (x)

'∗
�(u) ∙ �Ap(i, u, j)

=
⋁

v,w∈Y ∗

'∗
�(v) ∙ �Ap(i, vxw, j) ∙ '∗

�(w)

=
⋁

v,w∈Y ∗

⋁

k,l∈Ap

'∗
�(v) ∙ �Ap(i, v, k) ∙ �Ap(k, x, l) ∙ '∗

�(w) ∙ �Ap(l, w, j)

=
⋁

k,l∈Ap

R�(i, k) ∙ �Ap(k, x, l) ∙R�(l, j).

Ovim je teorema dokazana.

Prethodna teorema opisuje metod efektivnog izračunavanja pozicionog fazi
automata datog fazi regularnog izraza �. Naime, nakon konstruisanja pozi-
cionog automata Ap(�R), potrebno je izračunati fazi relaciju R�. Dalje,
prema Teoremi 4.2.1, imamo

�
Apf
x = R� ∘ �

Ap
x ∘R�, (4.16)

za svaki x ∈ X. Drugim rečima, fazi relacije prelaza od Apf(�) su proizvodi
matrice R� i matrica odgovarajućih fazi relacija prelaza od Ap(�R) (vidi
Primer 4.2.2).

Primer 4.2.2. Razmotrimo � = 0.2((0.1(xy)∗)∗ + y), fazi regularni izraz
iz Primera 4.2.1. Jednostavno se proverava, korǐsćenjem Slike 2, da su fazi
relacije R i R� date sa

R =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0.2 0 0 0 0
0 1 0.1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0.1 0 1 0
0 0 0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, R� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0.2 0.1 0 0 0
0 1 0.1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0.1 0 1 0
0 0 0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.



126 GLAVA 4. POZICIONI FAZI AUTOMATI FAZI REGULARNIH IZRAZA

Sada, iz Teoreme 4.2.1, računamo matrice �
Apf
x i �

Apf
y

�
Apf
x = R� ∘ �

Ap
x ∘R� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0.1 0 0
0 0 0 0.1 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

�
Apf
y = R� ∘ �

Ap
y ∘R� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0.2
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0.1 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

4.3. Eliminacija nekih stanja pozicionog fazi automata

Neka je L proizvoljan integralni ℓ-monoid i neka je � proizvoljan fazi reg-
ularan izraz nad alfabetom X. Za regularan izraz �R nad X ∪ Y , gde je
Y alfabet pridružen �, neka je Ap(�R) = (Ap,X ∪ Y, �Ap , 0, �Ap) pozicioni
automat od �R. Neka je Apf(�) = (Apf ,X, �Apf , 0, �Apf ) pozicioni fazi au-
tomat od �. Neka je Ar

pf = Apf ∖ {i ∈ Apf ∣xi ∈ Y, �Ap(i) = 0}. Neka je sa

A r
pf(�) = (Ar

pf ,X, �A
r
pf , 0, �A

r
pf ) označen fazi raspoznavač definisan sa

�A
r
pf (i, x, j) = �Apf (i, x, j), �A

r
pf (i) = �Apf (i), (4.17)

za sve i, j ∈ Ar
p i svaki x ∈ X.

Teorema 4.3.1. Neka je L proizvoljan integralni ℓ-monoid i neka je �
proizvoljan fazi regularan izraz. Neka je Apf(�) pozicioni fazi automat od �
i neka je A r

pf(�) fazi raspoznavač definisan sa (4.17).

Tada
L(A r

pf(�)) = L(Apf(�)). (4.18)

D o k a z . Pre svega, dokažimo

�A
r
pf (i, u, j) = �Apf (i, u, j),

za svaki u ∈ X+ i sve i, j ∈ Ar
p. Prema (4.17), jednakost važi za u = x ∈ X.

Zato, pretpostavimo da jednakost važi za datu reč u ∈ X+. Tada, iz dokaza
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Teoreme 4.1.1, imamo

�Apf (i, ux, j) =
⋁

v∈UY (ux)

'∗
�(v) ∙ �Ap(i, v, j),

za proizvoljan x ∈ X i sve i, j ∈ Ar
p. Neka je y ∈ X poslednji simbol od u,

tj. neka je u = u1y. Kako iz (4.8) i (4.9), imamo

UY (ux) = UY (u1yx) = UY (u1)yUY (x),

to je,

�Apf (i, ux, j) =
⋁

v1∈UY (u1),

v2∈UY (x)

'∗
�(v1yv2) ∙ �

Ap(i, v1yv2, j)

=
⋁

v1∈UY (u1),

v2∈UY (x)

'∗
�(v1) ∙ '∗

�(v2) ∙
( ⋁

k∈Ap

�Ap(i, v1y, k) ∙ �Ap(k, v2, j)
)

=∗
⋁

k∈Ar
pf

( ⋁

v1∈UY (u1)

'∗
�(v1) ∙ �Ap(i, v1y, k)

)
∙
( ⋁

v2∈UY (x)

'∗
�(v2) ∙ �Ap(k, v2, j)

)

≤
⋁

k∈Ar
pf

( ⋁

v1∈UY (u)

'∗
�(v1) ∙ �Ap(i, v1, k)

)
∙
( ⋁

v2∈UY (x)

'∗
�(v2) ∙ �Ap(k, v2, j)

)

=
⋁

k∈Ar
pf

�Apf (i, u, k) ∙ �Apf (k, x, j) =
⋁

k∈Ar
pf

�A
r
pf (i, u, k) ∙ �A

r
pf (k, x, j)

= �A
r
pf (i, ux, j)),

za sve i, j ∈ Ar
pf . Jednakost ∗ je tačna zato što �Ap(i, v1y, k) = 1 povlači

xk = y ∈ X, pa je k ∈ Ar
pf .

Kako je obratna nejednakost uvek tačna, tvrd̄enje važi.

Sada, za svaku u ∈ X+, važi

L(Apf(�))(u) =
⋁

i∈Apf

�Apf (0, u, i) ∙ �Apf (i) =
⋁

i∈Apf ,

�
Apf (i) ∕=0

�Apf (0, u, i) ∙ �Apf (i)

≤
⋁

i∈Ar
pf

�Apf (0, u, i) ∙ �Apf (i) =
⋁

i∈Ar
pf

�A
r
pf (0, u, i) ∙ �A

r
pf (i)

= L(A r
pf(�))(u),

što, zajedno sa činjenicom �A
r
pf (0) = �Apf (0) i L(A r

pf(�)) ≤ L(Apf(�)), za

svaki u ∈ X+, povlači

L(A r
pf(�)) = L(Apf(�)).
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Ovim je dokaz završen.

Dakle, iz Teoreme 4.3.1, sledi da redukciju pozicionog fazi automata
Apf(�) možemo izvršiti uklanjanjem nekih stanja iz skupa Apf . Stanja koja je
opisanim metodom moguće ukloniti su pozicije skalara u � koje nisu završna
stanja od Ap. Dobijeni fazi raspoznavač A r

pf(�) ima, u opštem slučaju, naj-
vǐse ∣�∣ + 1 a najmanje ∣�∣X + 1 stanja (Primeri 4.3.1 i 4.3.2). U Primeru
4.3.2 je pokazano da, u opštem slučaju, pozicije završnih skalara ne mogu
biti uklonjene.

Primer 4.3.1. Razmotrimo fazi regularan izraz � = (0.1x∗)(yx + 0.8y)∗,

iz Primera 4.1.3. Fazi relacije prelaza �
Apf
x , �

Apf
y i fazi skup �Apf završnih

stanja fazi raspoznavača Apf(�) su:

�
Apf
x =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0.1 0 0 0.08 0
0 0 1 0 0 0.8 0
0 0 1 0 0 0.8 0
0 0 0 0 1 0.8 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

�
Apf
y =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0.1 0 0.064 0.08
0 0 0 1 0 0.64 0.8
0 0 0 1 0 0.64 0.8
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0.64 0.8
0 0 0 0 0 0.8 1
0 0 0 1 0 0.64 0.8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, �Apf =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.1
1
1
0
1
0
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Evidentno Ar
pf = {0, 1, 2, 3, 4, 6}, pa fazi raspoznavač A r

pf ima jedno stanje

manje. Fazi relacije prelaza �
Ar

pf
x , �

Ar
pf

y i fazi skup �A
r
pf završnih stanja od

A r
pf(�) su:

�
Ar

pf
x =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0.1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, �

Ar
pf

y =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0.1 0 0.08
0 0 0 1 0 0.8
0 0 0 1 0 0.8
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0.8
0 0 0 1 0 0.8

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, �A

r
pf =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0.1
1
1
0
1
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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Primer 4.3.2. Neka je L Gödelova struktura. Razmotrimo � = 0.2x i
� = x(0.2"), fazi regularne izraze nad alfabetom X = {x}. Fazi relacije

prelaza �
Apf
x i �Apf od Apf(�) su date sa

�
Apf
x =

⎡
⎣

0 0 0.2
0 0 1
0 0 0

⎤
⎦ , �Apf =

⎡
⎣

0
0
1

⎤
⎦ .

Kako je �Apf (1) = 0 i 1 je jedina pozicija skalara u �, dobijamo da je
Ar

pf = {0, 2}. Za posledicu imamo da fazi raspoznavač A r
pf(�) ima tačno

∣�∣X + 1 stnja i fazi relacije prelaza �A
r
pf , �A

r
pf od Apf(�) su date sa

�
Ar

pf
x =

[
0 0.2
0 0

]
, �A

r
pf =

[
0
1

]
.

Što se tiče �, fazi relacije prelaza �
Apf
x i �Apf od Apf(�) su date sa

�
Apf
x =

⎡
⎣

0 1 0.2
0 0 1
0 0 0

⎤
⎦ , �Apf =

⎡
⎣

0
0
1

⎤
⎦ .

Za Apf(�), 2 je jedina pozicija skalara u �. Izbacivanjem 2 iz njegovog
skupa stanja, dobijamo fazi raspoznavač A = ({0, 1},X, �A , 0, �A), čije su
fazi relacije prelaza �Ax i �A date sa

�Ax =

[
0 1
0 0

]
, �A =

[
0
1

]
.

Očigledno, fazi raspoznavači A i Apf(�) nisu ekvivalenti, tj. ne raspoznaju
isti jezik, pa Apf(�) ne može biti redukovan eliminacijom stanja.

4.4. Redukcija pozicionog fazi automata pomoću

ekvivalencija

U prethodnim glavama disertacije izučena je redukcija fazi automata nad
kompletnim reziduiranim mrežama pomoću desno invarijantnih fazi ekviva-
lencija. Pokazano je da se bolja redukcija broja stanja može postići korǐsće-
njem fazi ekvivalencija. Med̄utim, reziduirane mreže su bogate algebaske
strukture sa operacijama reziduuma i bireziduuma, koje zadovoljavaju mnoga
svojstva koja, u opštem slučaju, mrežno ured̄eni monoidi ne zadovoljavaju.
Operacije reziduuma i bireziduuma igraju veoma važnu ulogu, a iskorǐsćene
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su za modeliranje desno invarijantnih fazi ekvivalencija i desno invarijant-
nih fazi kvazi-ured̄enja. U ovoj glavi, med̄utim, radimo sa ℓ-monoidima,
u kojima, usled nedostatka reziduuma i bireziduuma, konstrukcija fazi ek-
vivalencija predstavlja problem. Iz tih razloga, ovde izučavamo problem
redukcije fazi automata pomoću desno invarijantnih krisp ekvivalencija.

Sledećom teoremom je data je karakterizacija desno invarijantnih fazi
ekvivalencija.

Teorema 4.4.1. Neka je L proizvoljan integralni ℓ-monoid. Osim toga,
neka je A = (A,X, �A) fazi automat nad L i neka je E fazi ekvivalencija
na A. Sledeći uslovi su ekvivalentni:

(i) E je desno invarijantna fazi ekvivalencija;

(ii) E ∘ �Ax ⩽ �Ax ∘ E, za svaki x ∈ X;

(iii) E ∘ �Au ∘ E = �Au ∘ E, za svaki u ∈ X+;

(iv) E ∘ �Au ⩽ �Au ∘ E, za svaki u ∈ X+;

D o k a z . (i)⇔(ii). Neka je x ∈ X proizvoljan. Ako je E ∘ �Ax ∘ E = �Ax ∘ E,
tada je zbog (1.74)

E ∘ �Ax ⩽ E ∘ �Ax ∘E = �Ax ∘ E.

Obratno, ako je E ∘ �Ax ⩽ �Ax ∘ E tada iz (1.67), dobijamo

E ∘ �Ax ∘ E ⩽ �Ax ∘ E ∘E = �Ax ∘ E,

a kako obratna nejednakost važi zbog (1.74), zaključujemo da je E desno
invarijantna fazi ekvivalencija.

(i)⇔(iii). Pretpostavimo da je E ∘ �Au ∘ E = �Au ∘E, za u ∈ X+. Tada

E ∘ �Aux ∘ E = E ∘ �Au ∘ �Ax ∘ E = E ∘ �Au ∘E ∘ �Ax ∘E

= �Au ∘ E ∘ �Ax ∘ E = �Au ∘ �Ax ∘ E = �Aux ∘E,

za svaki x ∈ X. Dakle, indukcijom je dokazano da (iii) važi.

Obratna implikacija je trivijalna.

(iii)⇔(iv). Dokaz je sličan dokazu (i)⇔(ii).

Teorema 4.4.2. Neka je L integralni ℓ-monoid i neka je A = (A,X, �A)
fazi automat nad L .

Skup E cri(A ) svih desno invarijantnih krisp ekvivalencija na A je ko-
pletna mreža. Ova mreža je kompletna gornja podpolumreža mreže E c(A)
svih krisp ekvivalencija na A.
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D o k a z . Kako E cri(A ) sadrži najmanji element mreže E c(A), jednakost na
A, dovoljno je pokazati da je E cri(A ) kompletna gornja podpolumreža od
E c(A).

Razmotrimo dve desno invarijantne krisp ekvivalencije E1 i E2 i neka
je E = E1 ∨ E2 najmanja krisp ekvivalencija koja ih sadrži. Jednostavno
se pokazuje da je

⋁
n∈ℕ(E1 ∘ E2)n najmanja tranzitivna krisp relacija koja

sadrži E1 ∘E2. Primetimo da je

((E1 ∘E2)k)−1 = (E−1
2 ∘E−1

1 )k = (E2 ∘E1)k ⩽ (E1 ∘E2)k+1
⩽
⋁

n∈ℕ

(E1 ∘E2)n,

za svaki k ∈ ℕ. Odavde je
⋁

n∈ℕ(E1∘E2)
n simetrična. Dakle,

⋁
n∈ℕ(E1∘E2)

n

je krisp ekvivalencija koja sadrži E1 i E2, pa sadrži i E. Jasno, E sadrži
(E1 ∘ E2)k, za svaki k ∈ ℕ, što povlači E =

⋁
n∈ℕ(E1 ∘ E2)

n. Sada, iz (b)
Teoreme 4.4.1 dobijamo

(E1 ∘ E2)k ∘ �Ax ⩽ �Ax ∘ (E1 ∘ E2)
k
⩽ �Ax ∘E,

za svaki k ∈ ℕ, odakle je
E ∘ �Ax ⩽ �Ax ∘E.

Dakle, E je desno invarijantna krisp ekvivalencija.

Jasno je da se isti argument može koristiti u dokazu da je najmanja
ekvivalencija koja sadrži proizvoljnu familiju desno invarijantnih krisp ekvi-
valencija, takod̄e desno invarijantna.

Iz Teoreme 4.4.1 sledi da za svaku krisp ekvivalenciju E na A postoji
najveća desno invarijantna krisp ekvivalencija sadržana u E. Označimo je sa
Ecri. U sledećoj teoremi razmatramo problem njihove konstrukcije. Ekviva-
lenciju Ecri možemo da konstruǐsemo pomoću postupka koji je dala Petković
u [90]:

Teorema 4.4.3. [90] Neka je L proizvoljan integralni ℓ-monoid i neka je
A = (A,X, �A) fazi automat nad L . Neka je E krisp ekvivalencija na A i
Ecri najveća desno invarijantna krisp ekvivalencija sadržana u E.

Induktivno defininǐsimo niz {Ek}k∈ℕ krisp ekvivalencija na A na sledeći
način:

E1 = E, Ek+1 = Ek ∧ Er
k, za sve k ∈ ℕ,

gde je Er
k krisp ekvivalencija definisana sa

Er
k(a, b) = 1 ⇔ (∀x ∈ X)(∀c ∈ A)(�x ∘Ek)(a, c) = (�x ∘ Ek)(b, c),

za sve a, b ∈ A. Tada
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(a) Ecri ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ Ek+1 ⩽ Ek ⩽ ⋅ ⋅ ⋅ ⩽ E1 = E;

(b) Ako je Ek = Ek+m, za neke k,m ∈ ℕ, tada je Ek = Ek+1 = Ecri;

(c) Ako je A konačan, tada je Ek = Ecri za neki k ∈ ℕ.

D o k a z . (a) Primetimo da za proizvoljne refleksivne i tranzitivne fazi relacije
E i F na A, važi E ⩽ F ⇒ E ∘ F = F ∘ E = F . Sada, ako je E ⩽ F tada
za sve a, b ∈ A iz Er(a, b) = 1 sledi

(�Ax ∘ F )(a, c) = (�Ax ∘ E ∘ F )(a, c)

=
⋁

d∈A

(�Ax ∘E)(a, d) ∙ F (d, c)

=
⋁

d∈A

(�Ax ∘E)(b, d) ∙ F (d, c)

= (�Ax ∘ E ∘ F )(b, c) = (�Ax ∘ F )(b, c),

za svaki c ∈ A. Dakle, E ⩽ F ⇒ Er ⩽ F r. Štavǐse, ako je E desno
invarijantna fazi ekvivalencija, tada iz E(a, b) = 1 dobijamo

(�Ax ∘ E)(a, c) = E(b, a) ∙ (�Ax ∘ E)(a, c) ⩽ (E ∘ �Ax ∘E)(b, c)

= (�Ax ∘E)(b, c),

za sve a, b, c ∈ A, x ∈ X. Dakle, Ê ⩽ Er.

Jasno, Ek+1 ⩽ Ek, za svaki k ∈ ℕ i Ecri ⩽ E1. Ako je Ecri ⩽ Ek, za neki

k ∈ ℕ, tada je (Ecri)r ⩽ Er
k i takod̄e, Ecri = Êcri ⩽ (Ecri)r, pa imamo da je

Ecri
⩽ Er

k,

a iz ovog sledi Ecri ⩽ Ek+1. Dakle, indukcijom dobijamo Ecri ⩽ Ek, za svaki
k ∈ ℕ.

(b) Ako za krisp ekvivalenciju E, važi E ⩽ Er, tada za sve a, b ∈ A, x ∈ X
imamo

(E ∘ �Ax ∘ E)(a, b) = 1 ⇒ E(a, c) = 1 i (�Ax ∘E)(c, b) = 1,

za neki c ∈ A. Sada, kako je Er(a, c) = 1, dobijamo (�Ax ∘ E)(a, b) = 1.
Dakle, E ∘ �Ax ∘ E ⩽ �Ax ∘ E, tj. E je desno invarijantna.

Ako je Ek = Ek+m, za neke k,m ∈ ℕ, tada

Ek = Ek+m ⩽ Ek+1 ⩽ Er
k.



4.4. REDUKCIJA POZICIONOGFAZI AUTOMATA POMOĆU EKVIVALENCIJA133

Odavde zaklučujemo da je Ek = Ek+1 = Ecri.

(c) Ako je skup A konačan, tada je skup svih krisp relacija na A takod̄e
konačan, pa postoje k,m ∈ ℕ, za koje je Ek = Ek+m i tada je Ek = Ecri.

Teorema odozgo opisuje proceduru za izračunavanje najveće desno invari-
jantne krisp ekvivalencije sadržane u datoj krisp ekvivalenciji E konačanog
fazi automata.

Teorema 4.4.4. Neka je L integralni ℓ-monoid i � proizvoljan fazi regu-
laran izraz. Neka je A = (A,X ∪ Y, �A, a0, �

A) proizvoljan krisp nedeter-
ministički raspoznavač od ∥�R∥ i A� fazi raspoznavač pridružen A i �.

Tada, svaka desno invarijantna krisp ekvivalencija E na A jeste desno
invarijantna krisp ekvivalencija na A� i fazi raspoznavač (A /E)� je izomor-
fan faktor fazi raspoznavaču A�/E.

D o k a z . Neka je E proizvoljna desno invarijantna krisp ekvivalencija na A ,
gde je A = (A,X ∪ Y, �A, a0, �

A) proizvoljan nedeterministički raspoznavač
jezika ∥�R∥. Imamo

(E ∘ �A�
x )(a, b) =

⋁

c∈A�

E(a, c) ∙
( ⋁

u∈UY (x)

'∗
�(u) ∙ �A(c, u, b)

)

=
⋁

u∈UY (x)

'∗
�(u) ∙

( ⋁

c∈A

E(a, c) ∙ �A(c, u, b)
)

=
⋁

u∈UY (x)

'∗
�(u) ∙ (E ∘ �Au )(a, b)

⩽
⋁

u∈UY (x)

'∗
�(u) ∙ (�Au ∘E)(a, b) = (�A�

x ∘ E)(a, b)

za sve a, b ∈ A�, x ∈ X. Iz Teoreme 4.4.1, sledi da je E desno invarijantna
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krisp ekvivalencija na A�. Štavǐse, imamo

�(A/E)�(Ea, x,Eb) =
⋁

u∈UY (x)

'∗
�(u) ∙ �A/E(Ea, u,Eb)

=
⋁

u∈UY (x)

'∗
�(u) ∙

( ⋁

c,d∈A

E(a, c) ∙ �A(c, u, d) ∙E(d, b)
)

=
⋁

c,d∈A

⋁

u∈UY (x)

'∗
�(u) ∙E(a, c) ∙ �A(c, u, d) ∙ E(d, b)

=
⋁

c,d∈A

E(a, c) ∙
( ⋁

u∈UY (x)

'∗
�(u) ∙ �A(c, u, d)

)
∙ E(d, b)

=
⋁

c,d∈A�

E(a, c) ∙ �A�(c, x, d) ∙ E(d, b)

= (E ∘ �A�
x ∘ E)(a, b) = �A�/E(Ea, x,Eb),

za svaki x ∈ X i sve Ea, Eb ∈ A/E. Štavǐse, lako se proverava da

� (A/E)�(Ea) = �A�/E(Ea)

za svaki Ea ∈ A/E. Dakle, identičko preslikavanje idA/E je izomorfizam fazi
raspoznavača (A /E)� i A�/E.

Potsetimo da je Teoremom 4.1.1 opisan jednostavan metod konstruk-
cije raznih tipova fazi raspoznavača iz �. Ovaj metod se zasniva na izboru
različitih nedeterminističkih raspoznavača jezika ∥�R∥, iz kojih dobijamo
različite konačne fazi raspoznavače fazi jezika ∥�∥.

Neka je L proizvoljan integralni ℓ-monoid i neka je � proizvoljan fazi
regularan izraz nad alfabetom X. Za regularan izraz �R nad X ∪ Y , gde je
Y alfabet pridružen �, neka je Af(�R) = (Af ,X ∪ Y, �Af , 0, �Af ) follow au-
tomat od �R. Polazeći od Af(�R), prema (4.11), dobijamo fazi raspoznavač
pridružen Af(�R) i �, koji označavamo sa Aff(�) = (Aff ,X, �Aff , 0, �Aff ).
Konačan fazi raspoznavač Aff(�) zovemo follow fazi automat od �.

Teorema 4.4.5. Neka je L integralni ℓ-monoid i � proizvoljan fazi regu-
laran izraz. Neka je Apf(�) pozicioni fazi automat od � i Aff(�) follow fazi
automat od �.

Tada je Aff(�) izomorfan faktor fazi raspoznavaču Apf(�)/E u odnosu
na neku desno invarijantnu krisp ekvivalenciju E na Apf .
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D o k a z . Dokaz sledi direktno iz Teoreme 4.4.5 i činjenice da je automat
Af(�R) kvocijent od Ap(�R) u odnosu na neku desno invarijantnu krisp
ekvivalenciju E.

Potsetimo da je u dokazu poslednje teoreme korǐsćen rezultat iz [50, 51,
52, 53], prema kome je follow automat faktor pozicionog automata u odnosu
na desno invarijantnu ekvivalenciju, tzv. follow relaciju. Iz Teoreme 4.4.5
dobijamo i da je follow fazi automat faktor fazi automat pozicionog fazi
automata u odnosu na izvesnu desno invarijantnu krisp ekvivalenciju, pa je
zato i znatno manji. Ipak, Primer 4.4.1 pokazuje da, u opštem slučaju, follow
relacije nisu najveće desno invarijantne krisp ekvivalencije. Zaključujemo da
se bolja redukcija fazi pozicionih automata dobija pomoću njihovih najvećih
desno invarijantnih krisp ekvivalencija.

Primer 4.4.1. Neka je L Gödelova struktura. Razmotrimo � = xx∗ +
0.1x∗, fazi regularan izraz nad alfabetom X = {x}. Izraz �R = xx∗ + �x∗,
nad alfabetom {x, �}, je regularan izraz dobijen iz �. Pozicioni automat
Ap(�R), je dat sledećim fazi relacijama prelaza

�
Ap
x =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
, �

Ap

� =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
, �Ap =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
1
1
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

Neka je Ef krisp relacija na Ap, definisana sa

Ef (i, j) = 1 ako i samo ako je �
Ap
x (i, k) = �

Ap
x (j, k)

za sve i, j, k ∈ Ap, i svaki x ∈ X. Ef je desno invarijantna krisp ekvivalencija
pozicionog automata Ap(�R), poznata kao follow relacija na Ap (vidi [50,
51, 52, 53]). Ef je data sa

Ef =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
0 1 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
,

pa zato Af(�R) i Aff(�) imaju 3 stanja.
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Dalje, fazi relacije prelaza �
Apf
x , i �Apf od Apf(�) date su sa

�
Apf
x =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0.1
0 0 1 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
, �Apf =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
1
1
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
,

a najveća desno invarijantna krisp ekvivalencija Ecri na Apf(�) je

Ecri =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
0 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 1 1 1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦
.

Dakle, fazi raspoznavač Apf(�)/Eri ima samo 2 stanja.

Neka je � regularan izraz. Primetimo da je, polazeći od parcijalno
izvodnog automata kao nedeterminističkog raspoznavača dobijenog iz reg-
ularog izraza �R, moguće konstruisati parcijalno izvodni fazi automat iz �.
Kako je parcijalno izvodni automat faktor automat pozicionog automata
u odnosu na odred̄enu desno invarijantna ekvivalenciju ([24, 25, 26, 52]),
teorema koja odgovara Teoremi 4.4.5, a tiče se parcijalno izvodnih fazi au-
tomata, jednostavno se dokazuje.
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t-norma, 16
šafl

jezika, 115
preslikavanje, 115

širina regularnog izraza, 8
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afterset fazi automat, 70
afterset fazi raspoznavač, 70
alfabet, 5
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nedeterministički, 6
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konačan, 7
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diskretni sistem dogad̄aja, 103
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fazi regularnog izraza, 30
najkraće E ri-(E li-) redukcije, 47
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fazi automat, 26
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follow, 134
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konačan, 26
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reverzni, 28
saglasan, 36

fazi diskretni sistem dogad̄aja, 103
fazi ekvivalencija, 25

desno (levo) ekstenzionalna, 54
desno invarijantna, 37
jako desno (levo) invarijantna,

53
levo invarijantna, 37
prirodna, 26

fazi jednakost, 25
fazi jezik, 27

definisan fazi regularnim izra-
zom, 30

desni, 89
generisan sa A , 103
levi, 88
prefiks-zatvoren, 107

fazi kvazi–ured̄enje, 26
desno invarijantno, 75, 76
desno Myhill-Nerodeovo, 91
invarijantno, 75
jako desno invarijantno, 86
jako invarijantno, 86
jako levo invarijantno, 86
levo invarijantno, 75, 76
levo Myhill-Nerodeovo, 91
slabo desno (levo) invarijantno,
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fazi podskup, 22

ekstenzionalan, 37
fazi raspoznavač, 27

blokirajući, 108
konfliktni, 108
konfliktno ekvivalentni, 109
neblokirajući, 108

nekonfliktni, 108
pridružen A i �, 118
reverzni, 28

fazi relacija, 23
prelaza, 27
refleksivna, 24
simetrična, 24
tranzitivna, 24

fazi skup
inicijalnih stanja, 27
završnih stanja, 27

fazi ured̄enje, 26
foreset, 4, 68
foreset fazi automat, 70
foreset fazi raspoznavač, 70
funkcija

fazi prelaza, 26
prelaza, 6

granica
donja, 10
gornja, 10

homomorfizam polugrupa, 5
automorfizam, 5
epimorfizam, 5
izomorfizam, 5
monomorfizam, 5
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dualni, 11

glavni, 12
glavni, 12
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fazi ekvivalencije, 25
relacije ekvivalencije, 3

infimum, 10
inkluzija fazi podskupova, 22
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poluotvoren, 11
zatvoren, 11

izomorfizam
ured̄ajni, 9

izomorfni fazi automati, 28
izomorfni fazi raspoznavači, 28
izraz

fazi regularan, 30
regularan, 7

jedinica, 5
leva (desna), 5
mreže, 12

jednakost fazi podskupova, 22
jezgro preslikavanja, 4
jezički-ekvivalenti fazi raspoznavači,
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jezik, 6

definisan regularnim izrazom,
8

regularan, 8

klasa
ekvivalencije, 3
fazi ekvivalencije, 25

komplement, 12
konkatenacija

fazi jezika, 29
jezika, 6
reči, 6

konkurentni rad, 105
krisp deo, 22
kvantal, 14

lanac, 9
lokalno konačan, 17

minimum t-norma, 16
monoid, 5

mrežno ured̄eni, 13
integralni, 14

prebrojivi, 14
slobodan, 6

mreža, 10
distributivna, 12
ograničena, 12
potpuna, 13
reziduirana, 15

kompletna, 15

negacija, 15
nula

mreže, 12

opšti sistem, 32, 36, 65, 73
operacija komplementacije, 12

par operacija
L̷ukasiewiczev, 15
adjungovan, 15
Gödelov, 15
proizvod, 15

paralelna kompozicija, 104
podmreža, 11

potpuna, kompletna, 13
podpolugrupa, 5
polugrupa, 5

generisana skupom, 5
izomorfna, 5
slobodna, 6

polumreža, 11
donja, 11
gornja, 11

poluprsten, 17
komutativni, 17
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prelinearnost, 16
preslikavanje

antitono, 9
izotono, 9
prirodno, 3

prirodna projekcija, 105
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Dekartov, 2
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fazi raspoznavača, 104
skalarni, 29
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fazi relacija, 23
relacija, 2

rang, 3
raspoznavač

nedeterministički, 7
konačan, 7

razbijanje, particija, 4
reč, 5

prazna, 6
redukcija

E ri-(E li-), 47
E sri-(E sli-), 57
Qri-(Qli-), 96
Qsri-(Qsli-), 96
Qwri-(Qwli-), 96
naizmenična E -, 50
naizmenična E rl-(E lr-), 51

najkraća, 51
naizmenična Q-, 97
naizmenična Qrl-(Qlr-), 98

najkraća, 98
najkraća E ri-(E li-), 47
najkraća E sri-(E sli-), 57
najkraća Qri-(Qli-), 96

redukt
E ri-(E li-), 47
E sri-(E sli-), 57
Qri-(Qli-), 96
naizmenični E rl-(E lr-), 51
naizmenični Qrl-(Qlr-), 98

relacija, 2
anti-simetrična, 3
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ekvivalencije, 3
desno invarijantna, 37
levo invarijantna, 38
prirodna, 3

follow, 135
inverzna, obratna, 3
jednakosti, dijagonala, 2
kvazi–ured̄enja, 3
prazna, 2
prelaza, 7
refleksivna, 3
simetrična, 3
tranzitivna, 3
umetanja, 6
univerzalna, puna, 2
ured̄enja, poretka, 3

reziduum, implikacija, 15
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skup

inicijalnih stanja, 7
stanja, 6, 26
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ured̄en, 9

linearno, 9
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stepen, 15

direktni, 2
supremum, 10

fazi jezika, 29

trivijalno rešenje, 36

ulazna ekstenzija, 105
ured̄enje, 9

linearno, 9
parcijalno, 9

zatvorenje
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