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Uvod

Od rada Leonharda Eulera o sedam Kenigsberskih mostova (1736), koji slovi za prvi pisani rad u
istoriji teorije grafova, teorija grafova je nasla fundamentalne primene i odigrala znac¢ajnu ulogu
u razvoju drugih nauka. Eulerova formula o odnosu broja ¢vorova, ivica i povisi konveksnog
poligona, koju su kasnije generalizovali Cauchy i L’Huillier, je imala veliki znacaj u nastajanju
algebarske topologije i topologije uopste. U 19. veku, dok je Listing uvodio topologiju, Cayley
je otpoceo proucavanje stabala (klase grafova), voden rezultatima dobijenim posmatranjem
odredjenih analitickih formi nastalih iz diferencijalnog racuna. Stabla su imala veliku primenu u
teorijskoj hemiji. Naime, Cayley je povezao svoje rezultate o stablima sa tadasnjim rezultatima
iz oblasti hemijske kompozicije. Koris¢enje tehnika algebre uslovilo je zajednicki razvoj teorije
grafova i topologije. Upotreba tih tehnika u ovim oblastima, upotrebljena je u radu fizicara
Gustava Kirchhoffa iz 1845, u kome je uspostavio cuvene Kirkohove zakone u strujnim kolima
izmedu napona i jacine struje.

I danas, teorija grafova ima sve znacajniju primenu u drugim oblastima matematike, nauci i
tehnologiji. Aktivno se koristi na razli¢itim nau¢nim poljima: biohemija (genomi), elektronika
(komunikacione mreze i teorija kodova), informatika (algoritmi i teorija izra¢unavanja) i opera-
ciona istrazivanja (planiranje). Kombinatorni metodi teorije grafova se koriste u dokazivanju
fundamentalnih rezultata u drugim oblastima teorijske matematike. Pomenu¢emo samo neke
skorasnje rezultate i aktuelne primene. Dokazivanjem egzistencije uparivanja (”matching”)
u odredenim beskonac¢nim bipartitnim grafovima Miklés Laczkovich je dao pozitivan odgovor
na ¢uveno pitanje Alfreda Tarskog (postavljeno 1925) o mogucoj kvadraturi kruga. Takode
je zanimljivo pomenuti da je Thomas konstruisao neizmerljiv podskup skupa realnih brojeva
R u Lebegovom smislu, samo koris¢enjem kombinatornih metoda na bipartitnim grafovima.
Pomenimo i to da je Babai dokazao Nielson-Schreierovu teoremu o podgrupama slobodnih
grupa, kao i druge rezultate iz te oblasti, koris¢enjem Cayleyevih grafova i njegove leme o kon-
trakciji. U literaturi se moze nac¢i jos mnogo primera primena u drugim delovima matematike
(7, 7.

Veoma su znacajne primene u novijim istrazivanjima iz oblasti kompjuterske biohemije.
Koris¢enjem algoritma za nalazenje minimalnog pokrivaca skupa ¢vorova vrsi se eliminacija
nekih sekvenci koje dovode do konflikta, pri mutaciji DNK. Isti algoritam je koristila grupa
informaticara predvodena Ericom Filiolom za simulaciju prenosenja virusa (worms) na velikim
kompjuterskim mrezama. Takode su dizajnirali optimalnu strategiju za zastitu mreza od virusa
u realnom vremenu. Zanimljivo je ista¢i da mreza GSM mobilne telefonije radi na samo cetiri
razlicite frekvencije, $to je direktna posledica ¢uvene teoreme o ¢etiri boje (formulisao je Francis
Guthrie 1852). Dobro su poznate primene algoritama za bojenje grana u problemima planiranja
(raspored casova) i koriséenje Hamiltonovih kontura u sahovskim problemima.

Teorija grafova se koristi u prouc¢avanju molekularne hemije i fizike, jer graf predstavlja
prirodni model za reprezentaciju molekula, gde ¢vorovi predstavljaju atome, a ivice veze medu
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atomima. Takode se, socijalne mreze i kona¢ni automati mogu formalizovati usmerenim grafovima.
U ovim primenama proucavaju se svojstva grafova koji modeliraju topologiju atoma ili mere
medusobni uticaj ucesnika socijalne mreze.

Glavni zadatak predlozene doktorske disertacije sastojao bi se u proucavanju fenomena
na kvantnim sistemima za procesiranje i prenos informacija, kao i izu¢avanje bisimulacija na
nedeterministickim automatima tehnikama teorije grafova. Rezultati disertacije predstavljaju
i doprinos teoriji integralnih i cirkularnih grafova. Takode ¢emo se osvrnuti na neke primene
hemijskoj teoriji grafova i teoriji konkurencije.

Disertacija sadrzi rezultate iz razli¢itih matematickih i oblasti koje pripadaju racunarskim
naukama: teorija grafova, kvantna informatika, teorija automata, teorija brojeva, spektralna
teorija grafova, teorija algoritama, linearna algebra, teorija prostora i operatora itd...

Disertacija je bazirana na originalnim rezultatima autora koji su publikovani u vodeéim
medunarodnim ¢asopisima, prvenstveno iz oblasti racunarskih nauka i matematike, ali takode
sadrzi i znacajan broj rezultata koji se ovom prilikom prvi put pojavljuju.

Rad je podeljen u 4 glave:

1. Osnovni pojmovi i rezultati

2. Kvantna dinamika na cirkularnim topologijama

3. Parametri integralnih cirkularnih grafova i primene
4. Bisimulacije na nedeterministickim automatima,

a svaka glava je podeljena na nekoliko sekcija, a sekcije na podsekcije.

Poslednjih godina je postignut veliki nauc¢ni napredak u opisivanju fenomena koji se javljaju
u sistemima za prenos i procesiranje kvantnih informacija. Sa druge strane, klasa cirkularnih
grafova ima znacajne primene u projektovanju topologije ovih sistema, kao i drugih vrsta mreza
(racunarskih, telekomunikacionih) u paralelnom i distribuiranom ra¢unarstvu. Takode, za opi-
sivanje i praktican rad sa njima neophodno je prikazati znacajan broj svojstava cirkluranih
grafova. Zato ¢emo u prvoj glavi prezentovati osnovne pojmove i rezultate teorije grafova,
kvantne mehanike i teorijske informatike, sa osvrtom na dinamiku kvantnih mreza tj. kvantnih
Setnji na njima. U ovom delu ¢emo takode dati pregled skorasnjih rezultata iz teorije cirkularni
i integralnih grafova. Predmet poslednje sekcije ove glave je uloga bisimulacija i njenih primena,
pre svega u modeliranju ekvivalencija na automatima.

Predmet proucavanja druge glave predstavlja opisivanje fenomena kvantne dinamike na
tezinskim i netezinskim cirkularnim topologijama, pre svega imajué¢i u vidu savrseni transfer
stanja (eng. perfect state transfer, skra¢eno PST).

U prvoj sekciji se opisuje problem egzistencije savrsenog transfera kvantnih stanja na proizvo-
ljnim kvantnim mrezama.

U drugoj sekciji dajemo potrebne i dovoljne uslove koji karakterizuju tezinske cirkularne
grafove sa PST, u terminima sopstvenih vrednosti matrice susedstva grafa. Ova sekcija je
bazirana na novim rezultatima datim u [?] i oni predstavljaju nastavak i uopstenje rezultata iz
[?7]. Naime, pokazali smo da je dinamika kvantne mreze periodi¢na ako i samo ako je koliénik
razlike bilo koja dva para sopstvenih vrednosti matrice susedstva racionalan. Prethodni uslov
implicira da matrica susedstva mora imati celobrojne sopstvene vrednosti, odnosno da graf mora
biti integralan. Zbog toga su integralni cirkularni grafovi potencijalni kandidati za modeliranje
kvantnih mreza koje bi mogle imati PST izmedu neka dva ¢vora u mrezi. Pomenimo da se
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u tezinskim integralnim cirkularnim grafovima sa neparnim brojem ¢vorova ne javlja PST. U
tre¢oj podsekciji ove sekcije, direktnom primenom prethodnih rezultata, karakterisemo grafove
u klasi unitarnih Kejlijevih grafova (podklasa inegralnih cirkularnih grafova) u kojima se javlja
PST.

U trecoj sekciji dajemo resenje problema opste karakterizacije integralnih cirkularnih grafova
u kojima se javlja PST, sto je i glavni rezultat sekcije. Klasa integralnih cirkularnih grafova sa
svojstvom PST, kao i njihov spektar, opisana je u prve dve podsekcije. Rezultati iz ove sekcije su
originalni i preuzeti su iz rada [?]. Kao posledica ovog rezultata, izracunato je savrseno kvantno
rastojanje i odreden broj integralnih cirkularnih grafova koji poseduju PST. Interesantno je
uociti da je broj integralnih cirkularnih grafova sa PST, asimptotski jednak broju integralnih
cirkularnih grafova datog reda. U nastavku su konstruisane neke znacajnije klase pomenutih
grafova (broj évorova grafa je proizvod prostih delioca, skup delioca grafa je dvoelementan, skup
delioca grafa se sastoji samo od neparnih delioca, itd...). U tre¢oj podsekciji dajemo odgovor
na interesantno pitanje Godsila [?], o tome da li su ¢vorovi u proizvoljnoj mrezi, izmedu kojih
se odvija PST, uvek antipodalni (nalaze se na dijametru)? Na ovo pitanje dajemo negativan
odgovor odredivanjem dijametra svih integralnih cirkularnih grafova sa dvoelementnim skupom
deliocima, a koji imaju PST.

Cetvrta sekcija je posveéeno tezinskim cirkularnim mrezama sa celobrojnim tezinama. Mo-
tiv za proucavanje ovih kvantnih mreza je taj Sto se komunikaciona distanca na kojoj se PST
ostvaruje moze povecati na mrezama na kojima je sparivanje kubitova fiksno ali razlicito [?].
A to dalje znaci da se ovakve mreze mogu modelirati tezinskim grafovima i u tom slucaju je
Hamiltonijan sistema jednak tezinskoj matrici susedstva grafa. U ovom poglavlju predstavljamo
nove klase tezinskih cirkularnih grafova koji imaju PST. Stavise, pokazujemo da postoji tezinski
integralnih cirkularnih grafova reda n koji ima PST ako i samo ako je n paran. Takode, dajemo
kompletnu karakterizaciju tezinskih cirkularnih grafova sa PST, koji imaju dvoelementni skup
delioca. Rezultati ovog poglavlja su preuzeti iz jos uvek neobjavljenog rada [?].

Da bi se projektovala dobra kvantna mreza pozeljno je znati Sto viSe parametara integralnih
cirkularnih grafova, [?]. Inspirisani ovom ¢injenicom i otvorenim problemima datim u [?], tema
tre¢eg dela disertacije sastojala bi se u nalazenju klike, hromatskog broja, dijametra i grupe
automorfizama integralnih cirkularnih grafova. Rezultati izloZzeni u ovoj glavi su originalni i
preuzeti iz nasih radova [?, 7, 7, ?].

U prvoj sekciji je izvrSena karakterizacija bipartitnih integralnih cirkularnih grafova.

Traze¢i maksimalan put koji informacija moze potencijalno da prede, u drugoj sekciji ispitu-
jemo dijametar integralnih cirkularnih grafova. Gornja granica dijametra integralnih cirkularnih
grafova je data u [?]. U radu [?] je poboljsana prethodno utvrdena granica i pokazano je da je
asimptotska ocena dijametara najvise O(Inlnn), pa su ovi rezultati prikljuc¢eni ovom poglavlju.

U trecoj i ¢etvrtoj sekciji izracunavamo velicinu klike i hromatskog broja integralnih cirku-
larnih grafova sa jednim i dva delioca, i dajemo gornju ocenu u opstem slucaju. Takode pokazu-
jemo da hipoteza postavljena u [?] da veli¢ina klike i hromatskog broja dele red grafa, nije tacna.
To ¢inimo konstrukcijom klase grafova koji predstavljaju kontraprimere. Sekcije zaklju¢ujemo
time Sto ¢emo dati oStre gornje i donje granice za ova dva parametra, u opsStem slucaju, za
proizvoljni integralni cirkularni graf.

U petoj sekciji je kompletno odredena grupa automorfizama unitarnih Kejlijevih grafova.
Takode izracunamo kardinalnost grupe automorfizam za specijalne strukture skupa delioca
integralnih cirkularnih grafova, kada je red grafa stepen prostog broja ili proizvod prostih
brojeva.
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Centralno mesto cetvrte glave disertacije zauzima razmatranje bisimulacija na nedetermin-
istickim automatima. Veéina rezultata izlozena u ovoj glavi je preuzeta iz [?]. Bisimulacije
definisane na stanjima dva razli¢ita sistema su znac¢ajno manje proucavane, zbog nedostatka
odgovarajuceg koncepta relacije izmedu razlic¢itih skupova koja bi se ponasala kao ekvivalencija,
tj. modelirala je. U najvec¢em broju slucajeva predlozeni koncept simulacija se zasnivao ili na
relacijama (Sto se ispostavilo kao suvise uopsten koncept) ili na funkcijama (Sto se sa druge
strane ispostavilo kao suvise specijalan).

Za razliku od predhodnih konceptata, u predlozenoj disertaciji vazno mesto imao bi koncept
uniformnih relacija uvedenih u [?], sto ¢e biti predmet druge sekcije.

U trecoj sekciji definiSemo pojam nedeterministickog automata i pri tome navidimo neke
tipove automata bazirane na slicnim koneptima.

U cetvrtoj sekciji definiSemo cetiri vrste relacija izmedu nedeterministickih automata: direk-
tna (forward), povratna (backward), direktna-povratna (forward-backward) i povratna direktna
(backward-forward) bisimulacija.

U petoj sekciji su ispitana svojstva ovih relacija koje su uniformne. Moze se pokazati da
uniformna relacija ¢ definisana na stanjima nedeterministikih automata A i B je direktna bisim-
lacija ako i samo ako su jezgro i kojezgro ove realacije takode direktne bisimulacione ekviva-
lencije. Realacija ¢ indukuje i izomorfizam izmedu odgovarajué¢ih faktora automata pomenutih
ekvivalencija [?7].

U Sestoj sekciji smo pokazali da su dva automata A i B UFB-ekvivalentna (postoji uniformna
direktna bisimulacija definisana na A x B) ako i samo ako su odgovarajuéi faktor automati,
u odnosu na najveéu direktnu bisimulacionu ekvivalenciju, izomorfni. Direktne i povratne
bisimulacione ekvivalencije nedeterministickog automata su zapravo desno i levo invarijantne
ekvivalencije, koriséene u [?, 7, ?] za redukciju nedeterministickih automata.

U nastavku glave dajemo odgovarajuce rezultate za uniformne povratne-direktne bisimu-
lacije i slabe direktne bisimulacije. Napomenimo i to da se koncept bisimulacija moze ”fazi-
fikovati” i uopstiti na fazi i tezinskim automatima [?, ?]. U tom sluc¢aju bi se moglo dokazati
da su fazi automati A i B UFB-ekvivalentni ako i samo ako postoji odgovarajuéi izomorfizam
izmedu faktor fazi automata u odnosu na najveéu bisimulacionu fazi ekvivalenciju na A i B.
Uniformne fazi realcije se takode mogu primeniti na proucavanje ekvivalencija izmedu deter-
ministickih fazi prepoznavaca [?, 7] i samo za ovu vrstu automata vazi da jezicka ekvivalencija
moze biti modelirana strukturalnom.

U petoj glavi dajemo izvorni MATHEMATICA kod za odredivanje energija integralnih
cirkulantnih grafova i generisanje integralnih cirkularnih grafova sa PST, kao i Java kod za
izracunavanje nekih parametara grafa kao sto je dijametar, komponente povezanosti, klika i
hromatski broj.

Na kraju, zelim da izrazim zahvalnost komentorima, profesorima Miroslavu Ciricu i Dra-
ganu Stevanovi¢u, na savremenoj i interesantoj tematici u koju su me uputili i na pomoéi i izdo-
jenom vremenu koje su mi tokom izrade ove disertacije posvetili. Takode zelim da se zahvalim
svojoj porodici i svim prijateljima koji su mi, prilikom izrade disertacije, pruzili neophodno
razumevanje.



Glava 1

Osnovni pojmovi i rezultati

U ovoj glavi dajemo formalne matematicke definicije pojmova koje koristimo u tezi, a koje
predstavljaju osnov za razmatranje pojmova kvantne mehanike. Zadrzacemo se, pre svega,
na elemente osnova kvantne mehanike koji su od interesa za oblast kvantne informatike. Za
razumevanje sadrzaja osnovnih postulata neophodno je predznanje osnova Hilbertovog prostora,
tj. potrebno je upoznati se sa fizicarskom notacijom i interpretacijom stanja faznih postora
elementima Hilbertovog prostora. Kako je dinamika kvantnog sistema modelirana grafom (i
njegovom matricom susedstva), najpre dajemo neke osnovne formalizme teorije grafova koji ¢e
biti od vaznosti u daljim razmatranima. U poslednjoj sekciji hronoloski opisujemo motivaciju
za uvodenje bisimulacija na tranzicionim sistemima.

1.1 Formalne definicije teorije grafova
Na pocetku dajemo neke osnovne definicije iz teorije grafova (pratimo knjige [?, 7, 7, 7, 7]).

Definicija 1.1.1. Graf G (eng. graph) je uredeni par (V,E), gde je E C (‘2/) (skup svih
dvoelementnih podskupova skupaV'). Elementi skupa V' se zovu ¢vorovi (eng. vertex), a elementi
skupa E grane (eng. edge) grafa G. Graf G = (V,E) je usmeren ili digraf, ako su grane
usmerene tj. e = u — v. Multigraf je specijalna vrsta grafa, kada je dozvoljeno vise razlicitih
grana koje spajaju dva cvora, kao i grane koje spajaju cvor sa samim sobom.

U tezi se ¢emo najceS¢e razmatrati neorijentisane grafove bez petlji i viSestrukih grana
(prosti grafovi), ali ¢emo se u 4. glavi osvrnuti kako na orjentisane grafove, tako i multigrafove.

Definicija 1.1.2. Dwva c¢vora grafa w i v su susedna ako su spojena granom e = uv. Pod
okolinom ¢vora v € V grafa G = (V, E) (eng. neighborhood) podrazumeva se skup N(v) =
{u € V : vu € E} suseda évora v. Stepen cvora v (eng. degree) je broj suseda ¢vora v,
deg(v) = |N(v)|. Najmanji stepen grafa G je 6 = min,ey deg(v), a najveéi stepen grafa G je
A = maxyey deg(v).

Definicija 1.1.3. Graf G' = (V', E') je podgraf (eng. subgraph) grafa G = (V| E), ako vazi
VICViE CEN (‘;) Graf G' = (V' E') je indukovani podgraf (eng. induced subgraph)
grafa G = (V, E), ako vazi V' CV i E' = EN (‘gl)

Itnuitivno jasne pojmove puta, ciklusa i rastojanja izmedu ¢vorova, definisa¢emo precizno.
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Definicija 1.1.4. Setnja (eng. walk) W duzine k u grafu G je niz vg, e, vy, €2,0s, ..., €k, U
¢vorova i grana tako da je e; = v;_1v; zai = 1,2, ..., k. Cvorovi vy i vy, su krajnji cvorouvi Setnje
W. Setnja je zatvorena ukoliko je vy = vi,. Staza (eng. trail) je Setnja u kojoj se nijedna grana
ne ponavlja. Put (eng. path) je Setnja u kojoj se nijedan ¢vor ne ponavija. Ciklus (eng. cycle)
je zatvorena staza u kojoj se nijedan ¢vor me ponavlja, 1zuzev prvog i poslednjeg.

Cvorovi u i v grafa G su povezani ako u G postoji put ¢iji su krajnji évorovi bas u i v. Za
graf G kazemo da je povezan (eng. connected) ako su svaka dva njegova ¢vora povezana - u
suprotnom je graf nepovezan i moze se podeliti na komponente povezanosti.

Definicija 1.1.5. Ako su cvorovi u i v grafa G povezani, tada je rastojanje d(u,v) od cvora u
do ¢vora v jednako duzini najkraéeg puta izmedu ¢vorova u i v. FEkscentricitet ¢vora v je jednak
maksimalnom rastojanju od v do svih ostalih ¢vorova £(v) = maxyey d(u,v). Dijametar grafa
G je nagvece rastojange izmedu neka dva ¢vora grafa D(G) = max, ey d(u,v), dok se radijus
grafa G definiSe kao najmangi ekscentricitet medu cvorovima r(G) = min,ey £(v).

Cvorovi minimalnog ekscentriciteta formiraju centar grafa. Stablo ima jedan ili dva cen-
tralna ¢vora (u drugom sluc¢aju govorimo o bicentru). Tada vazi

D(T) = 2r(T)—1  ako T ima bicentar
| 2r(T) ako T ima centar.

Graf G je r-regularan, r € N, ako je stepen svakog ¢vora jednak r, tj. § = A = r. Kompletan
graf sa n ¢vorova (eng. complete graph) je graf K,, n € N, sa skupom ¢vorova {1,2,...,n}, i
za svako 1 < 1,5 < nvazi {i,j} € E. Graf G = (V, E) je bipartitan (eng. bipartite graph) ako
postoji particija {A, B} skupa ¢vorova V.= AU B, AN B = {), tako da za svaku granu e € F
vazi da ona spaja ¢vor iz A sa ¢vorom iz B. Graf G je planaran (eng. planar) ako se moze
nacrtati u ravni, tako da se nikoje dve grane ne seku.

Definicija 1.1.6. Uniju grafova Gh = (Vi, Ey) i Gy = (Va, Ey) definisemo kao graf G1 U Gy =
(Vi U Va, By U Ey). Spajanje (eng. join) grafova Gi V Go se dobija od grafa Gy U Gay, tako
§to spojimo granom svaki cvor iz grafa Gy sa svakim cvorom iz Go. Komplement G grafa
G = (V,E) je graf G = (V, (‘2/) \E), dakle on sadrzi tacno one grane koje graf G nema.

Definicija 1.1.7. Neka je G prost graf, v € V proizvoljan cvor i e = uv proizvoljna grana.
Graf G' = G — v je dobijen brisanjem cvora v i svih grana koje su susedne sa njim. Graf G —e
dobijamo kada iz grafa G uklonimo granu e = uwv.

Definicija 1.1.8. Povezan graf bez ciklusa naziva se stablo (eng. tree). Graf koji ne sadrzi
cikluse, tj. graf ¢ija je svaka komponenta povezanosti stablo, naziva se Suma (eng. forest).
Cwor stepena 1 u grafu G naziva se list ili viseéi ¢vor (eng. leaf ili pendant vertez).

Stabla imaju viestruku primenu u razli¢itim oblastima nauke (pri parsiranju, kompresiji,
za sortiranje i pretrazivanje podataka). Svako stablo mozemo nacrtati, tako Sto fiksiramo
koren stabla, a zatim crtamo sve njegove direktne susede u slede¢em nivou, pa onda susede
na rastojanju 2 u slede¢em nivou i tako dalje. Ovo se radi algoritmom pretrage u 8irinu (eng.
Breadth First Search). Kako do svakog ¢vora postoji jedinstven put od korena, dubinu stabla
definisemo kao najvece rastojanje od korena do ostalih ¢vorova. Vrlo vazna struktura podataka
u programiranju je korensko binarno stablo, gde svaki ¢vor ima najvise dva potomka.
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Definicija 1.1.9. Razapinjuée stablo T = (V, E') (eng. spanning tree) je podgraf grafa G =
(V, E), koji je stablo i sadrzi sve ¢vorove i neke njegove grane, tj. E' C E.

Za dva grafa sa istim brojem c¢vorova, koji su povezani "na isti nacin” kazemo da su
izomorfna (eng. isomorphic).

Definicija 1.1.10. Grafovi G i H sa skupom cvorova V. = {1,2,...,n} su izomorfni, ako
postogi permutacija tj. bijekcija p: V — V ¢évorova V, tako da je (u,v) € E(G) ako i samo ako
je (p(u),p(v)) € E(H). Tada pisemo G = H.

Definicija 1.1.11. Graf je uniciklican ako je povezan i sadrzi tacno jedan ciklus, odnosno n+1
granu. Graf je biciklican ako je povezan i sadrzi tacno dva ciklusa, odnosno n + 2 grane.

Sada ¢emo definisati jo§ neke slozenije grafovske invarijante.

Definicija 1.1.12. Graf G je k-povezan, ako ne postoji skup od k — 1 ¢vorova ¢igim se uklan-
jangem graf raspada na nekoliko komponenti (odnosno ¢vorna povezanost je > k). Cvorv eV
grafa G se naziva artikulacioni ¢vor (eng. articulation vertex) ako G — v ima vise komponenti
povezanosti od G. Grana e € E grafa G se naziva most (eng. bridge), ako G — e ima vise
komponenti povezanosti od G.

Prema tome, povezani graf je 1-povezan, a 2-povezani graf (eng. biconnected graph) ne
sadrzi artikulacioni ¢vor.

Definicija 1.1.13. Skup cvorova S u grafu G je nezavisan, ako nikoja dva cvora iz S nisu
povezana granom. Broj nezavisnosti o(G) je maksimalna veli¢ina nezavisnog skupa grafa G.

Definicija 1.1.14. Uparivanje M je skup nesusednih grana grafa G — nikoje dve grane ne
dele zajednicki cvor. Maksimalno uparivanje je uparivanje sa najvecim brojem grana, dok je
uparivajuci broj upravo velicina maksimalnog uparivanja. Cvor v je uparen ako je incidentan sa
granom koja je u uparivanju; inace je ¢vor neuparen. Cvor je perfektno uparen ako je uparen
u svim maksimalnim uparivangima grafa G.

Linearni algoritam za konstruisanje najve¢eg uparivanja u stablu je grabljiv i zasnovan na
matematickoj indukciji. Naime, uzmemo proizvoljan list v i uparimo ga sa njegovim roditeljem
w. Oba ¢vora uklonimo iz stabla i preostali deo reSsavamo indukcijom. Za vise detalja o
implementaciji videti [?]. Lako se pokazuje da ukoliko stablo ima savrseno uparivanje, tada je
ono jedinstveno.

Definicija 1.1.15. Hromatski broj grafa G je najmangi broj boja x(G) potrebnih da se oboje
cvorovi grafa G, tako da nikoja dva susedna ¢vora nemaju istu boju — odnosno najmanja vrednost
X, za koju je graf x-obojiv. Klika broj grafa G predstavlja velicinu najveceg kompletnog pografa
(klike) grafa G i oznacava se sa w(Q).

Iz definicije direktno sledi nejednakost x(G) > w(G). Da ne bi doslo do terminoloske kon-
fuzije izmedu pojmova klike i klika broja, u ostatku teze ¢emo za klika broj koristiti sintagmu,
velicina maksimalne klike.

Grafovi se obi¢no predstavljaju graficki crtanjem tacke za svaki ¢vor i linije izmedu dva ¢vora
koji su susedni. Postoji mnogo nacina da se graf predstavi u memoriji rac¢unara. Struktura
podataka koja se koristi zavisi od osobina grafa i algoritma koji primenjujemo. Teoretski se
mogu razlikovati dinamicke i matri¢ne strukture, ali se u praksi koriste u kombinaciji. Ukoliko
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se koristi lista suseda (eng. neighbor list), tada za svaki évor v ¢uvamo listu ¢vorova koji su
susedni sa njim. Ukoliko se radi o matrici susedstva (eng. adjacency matrix) - tada se koristi
matrica A dimenzija n X n, gde je n broj ¢vorova u grafu. Element a;; je jednak broju grana
koje polaze iz ¢vora i, a zavrSavaju se u ¢voru j. Kod tezinskih grafova na polju (i, j) se nalazi
tezina grane koja povezuje ¢vorove i i j. Ako je graf prost i neusmeren, matrica je simetri¢na
sastavljena samo od 0 i 1, a na glavnoj dijagonali se nalaze nule.

Tehnike iz teorije grupa i linearne algebre su nezamenljive u proucavanju strukture i enu-
meracije grafova.

Definicija 1.1.16. Sopstvena vrednost (eng. eigenvalue) matrice A je realan broj A, ako ma-
tricna jednacina

A x=)x

ima netrivijalno resenje, koje nazivamo sopstveni vektor (eng. eigenvector). Sopstvene vred-
nosti grafa su sopstvene vrednosti matrice susedstva.

Spektar grafa (eng. graph spectrum) je skup sopstvenih vrednosti matrice susedstva, za-
jedno sa njihovim algebarskim visestrukostima. Skup svih sopstvenih vektora operatora A za
sopstvenu vrednost A, zajedno sa nula vektorom, u oznaci V), naziva se sopstveni potprostor
za A. ViSestrukost za sopstvenu vrednost A je jednaka n — rang(Al — A). Ako su razlicite

sopstvene vrednosti matrice A takve da vazi A\ > Ay > ... > A, a njihove viSestrukosti
m(A1),m(A2),...,m(\), tada spektar grafa oznacavamo sa:
Spece — )\1 )\2 e >\k
PECC=\mn) m) ... m(w)
Sopstvene vrednosti A1, Ao, ..., A, su nule karakteristicnog polinoma (eng. characteristic

polynomial) matrice A

P(z; A) = det(zl — A) = (—1)"det(A — zl) = ﬁ(x —Ai).

i=1

Kako je P(z; A) monican polinom sa celobrojnim koeficijentima, sve njegove racionalne
nule su celobrojne — pa su sopstvene vrednosti matrice susedstva ili iracionalne ili celobro-
jne. U radu ¢emo oznacavati sa P(x;G) karakteristi¢ni polinom matrice susedstva grafa G.
Ako je dat monic¢an polinom, vrlo je tesko odrediti da li je on karakteristican polinom nekog
grafa. Dva grafa su kospektralna ako njihove matrice susedstva imaju iste sopstvene vrednosti.
Kospektralni grafovi ne moraju da budu izomorfni, ali su izomorfni grafovi uvek kospektralni.

O sopstvenim vrednostima matrica i operatora bice viSe re¢i u narednom odeljku.

1.2 Hilbertovi prostori i operatori na njemu

U ovoj sekciji ¢emo navesti osnovne definicije i poznata svojstva Hilbertovih prostora (bez
dokaza), koja su od vaznosti za razumevanje kvantno-mehanickih pojava. Vise o ovoj temi
moze se nadi, na primer u [?, ?].
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Definicija 1.2.1. Skalarni proizvod na kompleksnom prostoru X je funkcija s : X x X — C
koja zadovoljava sledece uslove:

A1s(x1,y) + Aos(w2,y),
= Ais(z,y1) + Aas(, ),
= sy, ),
= 0 ako 1 samo ako je x = 0.

s(Mx1 + Ao, y

s(x, Myr + Aoy
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za svako x,y,x1,Y1, To, Y2 € X 1 A, Ay € C.

Vektorski prostor X sa skalarnim proizvodom s, odnosno uredeni par (X, s) naziva se uni-
tarni prostor (pre-Hilbertov).

Definicija 1.2.2. Neka je X vektorski prostor nad poljem C. Funkcija x — ||z|| koja slika X
u R naziva se norma za X, ako zadovoljava sledece uslove

el > o, (15)
lz|| = 0 ako i samo ako je x =0, (1.6)
[Azf] = Al (1.7)

[z +yll =zl + llyll (1.8)

za svako x,y € X i X € C.

Definicija 1.2.3. Normirani prostor (normirani vektorski prostor) je par (X, | - ||), gde je X
vektorski prostor, a x — ||x|| norma za X.

Ukoliko je X normirani vektorski prostor i dimenzija vektorskog prostora X kona¢na (besko-
nacna), tada se kaze da je prostor konacno-dimenzionalan (beskonacéno-dimanzionalan) prostor.
Za X se kaze da je separabilan ako je baza prostora prebrojiva.

Definicija 1.2.4. Neka je X normiran prostor i d funkcija koja slika X x X u R, definisana
sa

d(z,y) = ||z =yl

za svako x,y € X. Za funkciju d kaZe se da je metrika definisana normom ili da je prirodna
metrika na normiranom prostoru. Uredeni par (X,d) je metricki prostor.

Normirani prostor X naziva se kompletnim ako je svaki Kosijev niz konvergentan. Napomenimo
da je niz Kosijev ako je

|z — 2| — 0, (Mm,n — o).

Definicija 1.2.5. Normiran prostor X je Banahov prostor ako je (X,d) kompletan metricki
prostor, gde je d metrika definisana normom.

Definicija 1.2.6. Neka je X unitarni prostor. Za normu
2] = s(z,2)"%, v e X

kaze se da je norma definisana skalarnim proizvodom.
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Ako je unitarni prostor X Banahov, tada se za X kaze da je Hilbertov.

Podsetimo da je prostor X kompaktan ako svaki otvoreni pokriva¢ prostora X ima konacni
podpokrivac.

U kvantnoj mehanici se pod Hilbertovim prostorom podrazumeva, u opstem slucaju beskona-
¢no-dimenzionalni separabilni Hilbertov prostor.

Element z Hilbertovog prostora X se oznacava sa |x)- Dirakova notacija. Takode, transponova-
no-konjugovani vektor, vektora x se oznacava sa (z|. Koristeéi ovako uvedenu notaciju, prirodno
se skalarni proizvod vektora x i y oznacava sa, s(z,y) = (z|y).

Neka je dat indeksni skup I. Bazis (baza) vektorskog prostora X predstavlja maksimalni
skup vektora {|v;)}ier koji zadovoljava

Zai\vﬁ =0=q; =0, zasvakoie I.
icl

Ortonormirani bazis je skup vektora baze, gde za svaka dva vektora iz ovog skupa vazi uslov

ortonormiranosti:
1, 1=
<Ui|vj> = 5ij = { 0, 275']
Svaki element prostora se jednoznacno razlaze po datom ortonormiranom bazisu:
= Z§i|vi>, & = (vilz). (1.9)
iel

Normu vektora |z) definisemo kao

Nl = Vala) = |3 I&P.

el

Konjugovano-transponovani vektor od |z), u oznaci |z)T, se u Dirakovoj notaciji oznacava kao
(x| i ima razlaganje:

T
1= = (Seded) = Tl
i€l i€l
Sa & smo oznacili konjugovano-kompleksni broj, broja &. Ako je |y) = > .., mi|vi) razlaganje
vektora |y) u bazi {|v;) }ies, onda skalarni proizvod dva vektora ima oblik:

(xly) => &

el

U narednim pasusima uvodimo definiciju linearnog operatora i dajemo osnovna svojstva.
Pri tome neé¢emo koristiti Dirakovu notaciju zbog jasnoce izlaganja, osim tamo gde to nije
neophodno.

Neka su X 1Y vektorski prostori dati nad istim poljem skalara K. Preslikavanje A : X — Y
koje zadovoljava uslove aditivnosti i homogenosti:

Alz+y) = Az)+Ay)
A(Ax) = MA(x),
za svako x,y € X i A € K, naziva se linearnim preslikavanjem ili linearnim operatorom. Ako

je X =Y tada A nazivamo linearni operator (ili samo operator) prostora X (endomorfizam
prostora X) i zapisujemo A € End(X).
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Definicija 1.2.7. Neka je A linearni operator na datom vektorskom prostoru V' nad poljem K.
Proizvoljan vektor x € V' \ {0} za koji postoji A € K takav da je

Alx) = Az

naziva se sopstveni vektor operatora A. Skalar A € K za koji je ispunjena ova jednakost naziva
se sopstvena vrednost operatora A odgovarajuéa sopstvenom vektoru x. Skup svih sopstvenih
vrednosti operatora A naziva se spektar operatora A.

Neka je X unitarni vektorski prostor. Za operator A € End(X) definisemo operator Af
tako da za proizvoljne z,y € X vazi

s(A(z),y) = s(z, A'(y)).

Lako se proverava da je AT € End(X) i da je jedinstveni endomorfizam od X za koji vazi
prethodna relacija. Operator Af nazivamo adjungovanim operatorom operatora A. U oznakama
Dirakove notacije, poslednju jednakost mozemo zapisati kao

(| Aly) = (x[ATly).

Za operator A na unitarnom vektorskom prostoru X kazemo da je ermitski ako je A = AT,
tj. ako je
s(A(z),y) = s(z, Ay)),

za svako z,y € X.
Sada mozemo navesti glavni rezultat za ermitske operatore bez dokaza:

Propozicija 1.2.1. Za operator A na unitarnom prostoru X, sledeci uslovi su ekvivalentni:
i) A je ermitski;

ii) Spektar operatora A je realan i A se moZe dijagonalizirati u ortonormiranoj bazi za X
sastavljenoj od sopstvenih vektora od A;

iii) (xz|Alz) € R za svaki x € X.

Neka su M i N potrostori unitarnog prostora X. Tada
Z=M+N={zr+y|reMyeN}

oznacava sumu potprostora M i N. Ako je M N N = {0}, kaze se da je Z direktna suma
potprostora M i N, iu tom slucaju koristi se oznaka

Z=Mo®N.

Ako je Z = M @ N, kaze se da je potprostor N algebarski komplement potprostora M. Poznato
je da u vektorskom prostoru X svaki potprostor ima komplement.

Za preslikavanje P : X — X kaze se da je idenpotent ako je P2 = P. Linearni idenpotent
naziva se (algebarski) projektor. Identicko preslikavanje I predstavlja trivijalni projektor. Za
svaki projektor prostori

R(P) = {P(x) |z e X}
N(P) = {zeX|Px)=0}
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su algebarski komplementi, tj. P odreduje razlaganje prostora X na direktnu sumu
X =R(P)® N(P).

Potprostori R(P) i N(P) nazivaju se redom, slikom i jezgrom operatora P.

Sa druge strane, svaka direktna suma potprostora X odreduje projektor. Naime, ako je
X =M & N, tada se svako x € X moze jednoznacno prikazati kao x = x1 + x9, gde je 1 € M
i zy € N. Preslikavanje P : X — X, definisano sa P(z) = 1 je projektor i R(P) = M i
N(P) = N. Kaze se da je P projektor na M paralelno N.

Neka je sada X Hilbertov prostor i M zatvoren potprostor u X. Tada se skup M+ = {y €
X | (3z € X) (z|ly) = 1} naziva ortogonalni komplement skupa M. Na osnovu poznate teoreme
o ortogonalnoj dekompoziciji imamo da za svako z € X postoje jedinstveno odredeni vektori
r€Miye Mt takvi da je z = z + y. Prema tome imamo da je

X=MoM*

i ova direktna suma naziva se ortogonalna suma. Kako vazi ovakvo razlaganje, to projektor
P : X — M nazivamo ortogonalan projektor na M. U Hilbertovom prostoru X za projektor P
imamo da je ortogonalan ako i samo ako je ermitski.

Dakle, jednoznac¢no pridruzivanje ortogonalnih projektora i ortogonalnih prostora (na koje
se oni projektuju) H,, definise jedno razlaganje Hilbertovog prostora X, na medusobno ortog-
onalne prostore H,, sto se u kvantnoj mehanici oznacava:

X:@ﬁ%

Neka je X unitarni prostor i A ermitski operator na njemu. Ako su A, A9, ..., A\ razlicite
sopstvene vrednosti od A, S;(A) sopstveni potprostori koji redom odgovaraju vrednostima J; i
P, ortogonalni operatori potprostora S;(A), redom. Tada vazi:

k

A = Z A P, spektralna dekompozicija operatora A;
i=1
k

I = Z = P, rezolucija identickog operatora indukovana sa A.
i=1

Ako su |x§i)>, |azg)>, ce |a:l(l)> vektori baze potprostora S;(A), za neko 1 < ¢ < k, tada
odgovarajuci projektor ima oblik zbira ”dijada”:

Neka je |v1), [v2), ..., |vg) konaéna baza unitarnog prostora. Svaki operator se zadaje delo-
vanjem na neki ortonormirani bazis:
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gde matri¢ni elementi a;; = (v;|A|v;), daju matricnu reprezentaciju operatora u datom ortonormi-
ranom bazisu. Zato identifikujemo (uspostavljamo izomorfizam izmedu skupa operatora i skupa

kvadratnih matrica, ¢iji je red dimenzija vektorskog prostora. Ermitski operatori se, na primer,
reprezentuju ermitskim matricama za koje vazi a;; = a;, dok su dijagonalni elementi a;; realni
brojevi.

Zbir dijagonalnih elemenata matrice reprezentacije operatora ne zavisi od izbora bazisa u
kojem se operator reprezentuje, i naziva se trag operatora, a oznacava se sa

trA =" (v;|Alvs).
=1

Operator A u reprezentaciji sopstvenog bazisa postaje dijagonalna matrica, gde su dijagonalni
elementi sopstvene vrednosti opearatora A.

Unitarni operator U definisan je izrazom
UUT=UU =1,

tj. Ul = U™, gde U~! predstavlja operator inverzan u odnosu na operator U. Svaki unitarni
operator se moze predstaviti u obliku:

U = exp(1aA),

gde je a realan broj, a operator A ermitski. Na osnovu spektralne dekompozicije ermitskih
opearatora, imamo i spektralnu dekompoziciju unitarnog operatora, za koji vazi:

U= Zexp(za)\i)Pi,
i=1
gde su \; sopstvene vrednosti operatora A i P; odgovarajuéi sopstveni potprostori.

Tenzorski (direktni) prozivod vektorskih prostora Hy i Hy, oznacen sa H = Hy ® H,, definise
se kao skup svih uredenih parova (|¢),|x)), gde je |¢) € Hy i |x) € Ha, a skalarni proizvod
definisan na njemu kao

s(((el (XD (19):192)) = s1((ele))s2({x]9)),

za |@), |¥) € Hy i|x),|¢) € Hy. Preslikavanja s; i sy predstavljaju skalarne proizvode na
Hilbertovim prostorima H; i Hs, redom. Prostori H; i Hs se nazivaju faktor prostorima od
H. U kvantno-mehanickoj notaciji se stanja prostora H jo$ zapisuju kao |p) ® |x). Tenzorski
proizvod konacne familije Hilbertovih prsotora je takode Hilbertov prostor, koji oznacavamo sa

Dakle svaki element |¥) prostora H = H; ® Hs, se moze jednoznacno razviti po bazisu
(Ipads [xg)s 1 <i<n, 1<j <m

W) = ZCU(’%)’ X))
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gde su |p;) 1 |x;) redom baze prostora H; i Hy. Koeficijenti C;; se na osnovu ortonormiranosti
baze dobijaju kao Cj; = ({¢il, (x;])[¢)). Uslov normiranosti vektora ¥, (V|¥) = 1, povlaci

uslov:
D IC,P =1
4,J

Sada se delovanje svakog operatora A, koji deluje samo na faktor prostoru H;, zapisuje u
obliku (”jednocesticni operator”):
A ® I,

gde jedinicni (identicki) operator sugerise nemenjanje vektora u drugom faktor prostoru stanja
H,. Analogno, ”jednocesti¢ni” operator B, na drugom faktor prostoru stanja, se zapisuje u
obliku:

]1 X BQ.

U opstem slucaju, operatori na ukupnom prostoru stanja su ”dvocesticni” opearatori oblika:
Ay ® Do,
gde se delovanje operatora na ukupni prostor zadaje izrazom:

(A1 @ Ba)(l9), [x)) = (Ai([#)); Ba(Ix)))-

1.3 Osnovni postulati kvantne mehanike

Osnovni fizicki pojam je pojam stanja. Poznavanje stanja fizickog sistema povlaci i poznavanje
vrednosti svih fizickih veli¢ina u klasi¢noj fizici, kao i odgovor na pitanje vremenske promene
stanja, tj. vrednosti fizickih velicina. Naime, svaka materijalna tacka definisana je parom
vektora polozaja i impulsa (77, p), i time skup svih ovakvih uredenih parova ¢ini vektorski
prostor (fazni prostor). Resavanjem jednacina kretanja za sistem Cestica (materijalnih tacaka),
kao resenje se dobijaju jednozna¢ne funkcije vremena datih fizickih velic¢ina

T=T(), T="p®).

Tako se moze rec¢i da se realni fizicki sistemi u klasi¢noj mehanici modeluju skupom parametara
(masa, naelekrisanje,...) i skupom vektora polozaja i impulsa, tj. faznim prostorom kao pros-
torom stanja. Otuda se, efektivno, medusobno identifikuju pojmovi stanja i fizickih veli¢ina
polozaja i impulsa, 7 i .

Za razliku od klasi¢ne, kvantnu mehaniku odlikuje odsustvo vizualizacije fizickih sistema i
procesa koji su karakteristi¢ni za klasi¢nu fiziku. Pojmovi stanja i vrednosti fizickih veli¢ina
se viSe ne identifikuju i o fizickim dogadajima se govori samo u terminima verovatnoce. Ovi
pojmovi su definisani postulatima kvantne mehanike.

Na osnovu postulata o stanjima, svako stanje kvantnog sistema predstavljeno je jednim
elementom Hilbertovog prostora. Vazi i obrnuto, svaki elemenat datog Hilbertovog prostora je
jedno moguée stanje kvantnog sistema. Pri tome, ako vazi jednakost |¢) = € |¢)), tada su stanja
lo) 1 |¢) jednaka do na fazu J. Takode, se svako stanje Hilbertovog prostora stanja, na osnovu
(??), moze jednoznacno razloziti u linearnu superpoziciju stanja iz nekog ortonormiranog bazisa.
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Na osnovu postulata o opservablama(operatorima), svakoj klasicnoj promenljivoj fizickog
sistema A se jednozna¢no moze pridruziti jedan ermitski operator (opservabla) koji deluje u
datom Hilbertovom prostoru-prostoru stanja kvantnog sistema. Vazi i obrnuto, svaki ermit-
ski operator koji deluje nad datim prostorom stanja je jedna fizicka veli¢ina koju je moguce
izmeriti odredenim mernim postupkom. Svaki ermitski operator je jednoznac¢no predstavljen
svojom spektralnom formom (??), pri ¢emu se sopstvene vrednosti mogu dobiti merenjem ove
opservable.

Na osnovu postulata o verovatnoéama, verovatnoca da se merenjem operatora A u stanju |¢)
dobija rezultat koji lezi u intervalu [«, (], u oznaci W (A, [¢), [a, (]), se izrac¢unava po formuli

(U1 Bl (A)|¥), (1.10)

gde je

Pag= Y Pu

An€la,f]

Kao i u prosloj sekciji, sa A\, smo oznacili sopstvene vrednosti operatora A, a sa P, odgovarajuce
sopstvene prostore. Dakle, sumiranje se vrsi samo po onim sopstvenim vrednostima koje padaju
u interval [o, 3].

Dakle, u klasi¢cnoj mehanici, poznavanje stanja odreduje, i to jednoznacno, vrednosti svih
fizickih velicina datog sistema; to je, formalno, posledica ¢injenice da su sve fizicke velic¢ine
zapravo analiticke funkcije na faznom prostoru. U kvantnoj mehanici, poznavanje stanja ne
odreduje vrednosti fizickih veli¢cina (opearatora), veé¢ su te vrednosti definisane posebnim pos-
tulatom. Otuda se namece ocekivanje: ako jednom stanju ne odgovara jednoznaéna vrednost
neke opservable, onda je nuzni element kvantnomehanicke teorije pojam verovatnoce.

Osnovni i opsti zadatak kvantne mehanike je prora¢un verovatnoéa dogadaja (rezultata
meranja) i o¢ekivanih (srednjih) vrednosti opservabli tj. operatora. Tada se podrazumeva
da je stanje sistema poznato u svakom trenutku (drugim rec¢ima poznata je dinamika sitema,
o ¢emu Cemo vise u narednim sekcijama). Postulat o verovatnoéama implicira da se stanje
sistema zapravo tice ansambla - skupa po necemu identi¢nih, medusobno neinteragujucih fizickih
sistema. Pojam verovatnoce ima smisla samo na asamblu, tj. na skupu identi¢no obavljenih
merenja na svim elementima asambla. Takode, stanje pojedinac¢nog sistema ansambla nije
unapred poznato, iako je poznato stanje ansambla. Medutim, ako se sistem nalazi u nekom
stanju [¢)) , $to je element Hilbertovog prostora stanja, tada je stanje svakog pojedina¢nog
elementa (sistema) u ansamblu jednoznaéno odredeno. Ovaj postulat je od sustinskog znacaja
za kvantnu informatiku, u kojoj se barata pojedina¢nim sistemima (tzv. kubitovima). U sekciji
2.1. dat je ansambl kubitova modeliran grafom.

Pomenué¢emo jos dva bitna postulalta kvantne mehanike koja su od vaznosti za kvantnu
informatiku. Naime, prenos klasi¢nih varijabli (fizickih veli¢ina) u kvantni kontekst, a u skladu
sa postulatima o opservablama, zahteva poseban propis, na osnovu koga razmatramo i visedi-
menzionalne sisteme. Dakle, po ovom postulatu o kvantizaciji se svakoj klasi¢noj varijabli
fizickog sistema jednoznaéno pridruzuje jedan ermitski operator (koji deluje nad prostoromm
stanja tog sistema). To znaci da osnovni skup varijabli postaje osnovni skup opservabli- stepeni
slobode i njima kanonski konjugovanih impulsa.

Osnovu primene ovog postulata odreduje sledec¢i postulat kvantne mehanike. Na osnovu
postulata o stepenima slobode svakom stepenu slobode fizickog sistema pridruzuje se jedan
prostor stanja H;. Ukupni prostor stanja H, kvantnog sistema definiSe se kao tenzorski proizvod
prostora stanja pojedinih stepeni slobode H = ®;H;. Podsetimo, da nezavisni parametri
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pomocu kojih su u svakom trenutku vremena odredeni polozaji masa sistema predstavljaju
stepene slobode dinamickog sistema. Masa u ravni je odredena sa tri parametra pomeranja:
dve translacije i jedna rotacija, dok je masa u trodimenzionalnom prostoru definisana sa Sest
parametara pomeranja: tri translacije i tri rotacije.

Dakle, postulat o stepenima slobode formalno uvodi prostore stanja za date klasi¢ne stepene
slobode sistema. Nad faktor prostorima stanja sada deluju opservable koje se, na osnovu
klasi¢no zadatih stepeni slobode, kvantuju u skladu sa prethodnim postulatom. Sve opserva-
ble sistema koje deluju nad ukupnim prostorom stanja su sada analiticke funkcije osnovnog
skupa opservabli (tj. stepeni slobode i njima konjugovanih impulsa-bas kako je to u klasi¢noj
analitickoj mehanici).

Vise o temi osnovnih postulata kvantne mehanike ¢italac moze naci, na primer, u [?, ?].

1.4 Unutrasnji stepeni slobode: Spin

Eksperiment poput slavnog Stern-Gerlahovog ([?]), ukazuju na teskoée objagnjenja nekih kvant-
nih efekata kada se model efekta zasniva na standardnim (prostornim, ”spoljasnjim”) stepenima
slobode. Dakle, kada ura¢unavanje svih moguénosti za objasnjenje efekata koji se modeluju na
skupu opservabli vektora polozaja i impulsa jednog viSecesti¢nog sistema nije dovoljno, tada je
neizbezna pretpostavka o postojanju novih, od opservabli polozaja i impusla nezavisnih, ”"un-
utrasnjih” stepeni slobode. Objasnjenje Stern-Gerlahovog eksperimenta usledilo je na osnovu
uvodenja unutrasnjeg stepena slobode, tj. spina.

Spin je "unutrasnja” osobina kvantne cestice ¢ija se (vremenski nezavisna) vrednost s,
fenomenoloski utvrduje. Na osnovu ove vrednosti izgraduje se odgovarajuéi prostor stanja Hj.
Ukupni prostor stanja cCestice se uvodi kao tenzorski proizvod H, x Hy, gde je sa H, oznacen
orbitalni prostor stanja nad kojim deluju opservable polozaja i impulsa, 7 i P (”spoljasnji
stepeni slobode”). Spin nije funkcija bilo koje od ovih opservabli.

Vektorska opservabla spina ?, uvodi se po analogiji sa opservablom momenta impulsa
T =7x 7 i po definiciji, nije funkcija niti 7, ni p’. Njeno uvodenje je neophodno, jer Stern-
Gerlahov eksperiment ne moze biti objasnjen niti klasi¢nom, ni kvantnom fizikom, zasnovanom
na spoljasnjim stepenima slobode. Otuda se spinu prilazi kao unutrasnjoj osobini kvantne
cestice Cija se vrednost fenomenoloski utvrduje za svaku ¢esticu posebno. Ispostavlja se da su
dozvoljene ili polubrojne ili celobrojne (nenegativne) vrednosti spina. Cestice sa polubrojnim
spinom nazivaju se fermionima, a ¢estice sa celobrojnim spinom bozonima. Na primer, elektroni
su fermioni za koje je s = 1/2; kvanti svetlosti (”fotoni”) su bozoni gde je s = 1.

—
U formalizmu se uvodi Paulijeva opservabla ¢ = {d,,0,,0.}, definisana jednakoséu S =
hé /2. Komponente ovog operatora, tzv. Paulijevi operatori, zadovoljavaju slede¢u algebru:

OA'ZOCJ—OGJOA'Z = 226@%0%, (111)

gde (i, j, k) predstavlja bilo koju permutaciju skupa {x,y, 2z} ([?, ?]). Takode, €, predstavlja
permutacioni simbol definisan sa

0, akojei=jilii=kilij=k
€ijk = 1, ako je (i,j, k) = {(1,2,3), (2,3, 1), (3, 1,2
—1, akoje (i,5,k) = {(1,3,2),(3,2,1), (2, 1,3)}.
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U slucaju kada je spin 1/2 Paulijevi operatori se reprezentuju Paulijevim matricama:

(01 (0 — (10
%=\ 10)% s 0)% Lo -1 )

Ako je zadat skup cestica, svaka Cestica spina 1/2, tada je prostor stanja takvog skupa
zapravo tenzorski proizvod prostora stanja pojedinih spinova ®;H;, gde je svaki H; prostor
stanja jednog spina 1/2. Ako se sistem sastoji od neidenti¢nih kvantnih cestica (Sto je od
interesa za kvantnu informatiku), tada je svaki spinski faktor prostor H; dvodimenzionalan
i jedan ortonormirani sopstveni bazis se oznacava sa {|1/2);,| — 1/2);}. Takode, na osnovu
definicije tenzorskog proizvoda imamo da je opste stanje takvog skupa cestica dato oblikom:

Z Cijr...(|0)1]7)21k)s . . ),

i)j,k"“

gde 7,7, k, ... mogu uzeti vrednosti +1/2. Ako uvedemo oznake [1/2) =(0) 1| —1/2) =|1) za
svaki spin u skupu, tada ortonormirani bazis sistema spinova kojeg ¢ine iskljuc¢ivo nekorelisana
stanja se moze krace zapisati, za skup od N takvih spinova, na slede¢i nacin:

10)1]0)2 ... [1)y_1]0)y =]00...10) = |2)
11Dy Dy Dy =[11...11) = |2V —1).

Tada se svako stanje sistema moze predstaviti, u opstem slucaju, u obliku

2N 1

=0

1.5 Kwvantna dinamika

Za kvantni sistem koji ne interaguje (medudeluje) ni sa jednim fizickim sistemom i najvise
se moze naéi u nekom spoljasnjem polju (elektricnom, magnetnom i sl.) kaze se da pred-
stavlja izolovani kvantni sistem. Za ovakve sisteme uspostavlja se postulat o zakonu kretanja
koji opisuje i odreduje dinamiku sistema, tj. promenu njegovog stanja u vremenu. Zbog
podvojenosti stanja od opservabli, postoji zapis zakona kretanja izolovanih sistema u termin-
ima opservabli (Hajzenbergova slika) i zakon kretanja izolovanih sistema u terminima stanja
(Sredingerova slika).

Dinamika sistema se uspostavlja po slede¢em zakonu: kvantizacijom klasicne Hamiltonove
funkcije dobija se opservabla energije (Hamiltonijan) sistema H, koji se zamenjuje u operatorski
izraz

U =exp(—H(t —tg)/h) (1.13)

za sve "konzervativne” sisteme, definisane uslovom 0H /0t = 0. Tada se promena stanja u
vremenu moze opisati jednakos¢u

(1)) = Ul (t)), (1.14)
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ili, ekvivalentno, Sredingerovom jednacinom:

O _ iy, (1.15)

Za konzervativne sistema Sredingerova jednacina (?7?) se svodi na resavanje svojstvenog
problema Hamiltonijana:

gde se vreme kao parametar ne pojavljuje. Ova jednacina je stacionarna Sredingerova jednacina,
a vremenska zavisnost u stanjima, resenjima Sredingerove jednacine (?7), se pojavljuje kroz
fazni faktor, tj. definiSu se stacionarna stanja (iskljucivo za konzervativne sisteme) u obliku:

exp(—uAn/)[1hn),

gde je tg = 0.

Poznavanje stanja sistema u jednom trenutku uspostavlja jednoznacno stanje tog sistema u
svakom kasnijem trenutku. Promena stanja u vremenu je jednoznacna i invertibilna (reverzi-
bilna), jer je operator promene stanja u vremenu U, unitaran: UT = UL,

1.6 Kvantna mesavina stanja. Statisticki operator

Ako stanje ansambla S, nije jednozna¢no poznato, onda se ono opisuje nekom raspodelom
verovatnoca za. Naime, neka su stanja iz nekog skupa {1; }ics, 1 neka su odgovarajuce verovatnoce
date raspodelom verovatnoca, tj. skupom verovatnoéa {W;}.c;. Fizicki, to znaci da iz datog
(mesanog) ansambla, mozemo odabrati element koji se nalazi u stanju |¢;). Postavlja se pitanje
matematickog opisa mesanog ansambla, to jest stanja mesanog ansambla.
Neka je S; skup svih elemenata ansambla koji se nalaze u stanju [t);). Tada je S = (J,c; S
i pri tome ¢emo S; nazvati podansamblom od S, koji odgovara stanju |¢;). Dakle, statlstlcka
tezina podansambla .S; je u stvari verovatnoca W;. Izra¢unajmo sada verovatnocu, da se meren-
jem na celom mesanom ansamblu, dobije vrednost a,, neke opservable A. Tada se merenje sastoji
od slede¢ih medusobno nezavisnih dogadaja: (a) izbora elemenata iz jednog podasambla S; i
(b) dobijanja vrednosti a,, na tom slu¢ajno odabranom podansamblu S;. Kako su ovi dogadaji
nezavisni, ukupna verovatnoc¢a na celom ansamblu se dobija kao zbir proizvoda verovatnoca
dogadaja iz (a) i (b):
W(Aa S, an) = Z VVzW(A> ’wz>> an)'
iel

Na osnovu (??), moze se lako pokazati da desna strana gornjeg izraza postaje:
WZW(A’ |,¢}1>’ an) = t’l“(ppn),

gde se operator p naziva statisticki operator (ili matrica gustine), definisan kao:

p=> Wil (wi

el

Ovaj operator predstavlja stanje mesanog ansambla.
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1.7 Kvantne mreze kubitova

Kvantne mreze sa fiksiranim sparivanjem najblizih suseda (fized nearest-neighbor couplings)
imaju valiku primenu u kvantnim informacionim sistemima. Druge poznate primene su u
kvantnoj gravitaciji i teoriji stimovanja. Transfer kvantnog stanja sa jedne lokacije ka drugoj
je vazna osobina u kvantinim sistemima za procesiranje informacija. Zavisno od tehnologije,
kvantni sistemi mogu biti implementirani optickim mrezama [?] ili nizovima kvantnih tacaka [?].
Kvantne mreze zapravo prestavljaju osnovnu jedinicu svakog kvantnog sistema za procesiranje
inforamacija i sastaljene su od velikog broja interaktivnih komponenata. Kao takve koriste se za
potrebe razlicitih tehnologija, kao komponente kvantnih celularnih automata, zatim magistrale
kvantnih kompjutera ili u kvantnom internetu kvantnih kompjutera.

Kvantni racunar je uredaj koji koristi principe kvantne mehanike za pamcenje i obradu
podataka. Kvantno racunartvo je joS uvek u ranoj fazi razvoja. I pored toga, radeni su
eksperimenti na izvrsavanju kvantnih operacija sa veoma malim brojem kubitova (quantum
binary digits). Kvantni bit ili kubit je osnovna jedinica za koli¢inu inforamcija u kvantnom
racunarstvu. Koli¢ina informacije koju sadzi jedan kubit jednaka je koli¢ini informacije od
jednog bita. Razlika izmedu kvantnog i klasi¢nog racunarstva se javlja u samom procesiranju
informacija. Upravo ta ¢injenica ¢ini kvantne rac¢unare moc¢nijim od klasi¢nih. Neke algoritme
(na primer Shorov algoritam) koje klasi¢ni racunar ne moze da izvrsi u polinomijalnom vrmenu,
kvantni racunar moze. Kvanti bitovi se mogu opisati kao matematicki objekti sa odredenim
svojstvima. Dva moguca stanja u kojima se moze naéi kubit oznacavaju se sa |0) i |1). Razlika
izmedu kubita i bita je u tome $to se kubit moze naéi i drugim stanjima sem |0) i |1). Stanja
kubita se opisuju linearnom kombinacijom (superpozicija) ortogonalnih vektora (stanja) |0) i
|1):

) = al0) + 5]1),

gde su a i § kompleksni brojevi koje nazivamo amplitudama. Za razliku od bita u digitalnoj
elektronici, stanje kvantnog bita se ne moze odrediti, ve¢ se moze reé¢i da je u stanju |0) sa
verovatno¢om |a|? ili u stanju |1) sa verovatnoéom |3|2. Ako stanje kubita posmatramo kao
slu¢ajnu promenljivu, prirodno vazi da je |a|? + |8]> = 1. To znaci da se stanje kubita moze
interpretirati kao dvodimenzionalni normalizovani kompleksni vektor. Dakle, pod kubitom se
podrazumeva bilo koji dvodimenzionalni prostor stanja kvantnog sistem, pri ¢emu je sa {|0), |1)}
oznacen jedan unapred fiksiran ortonormiran bazis. Medutim, kubit ne treba bukvalno shvatiti
kao prostor stanja Cestice spina-1/2, jer on moze biti bilo koji fizicki kvantni sistem, ¢iji se
dvodimezionalni prostor stanja moze dovoljno dobro iskontrolista, tako da nakon operacija na
prostoru stanja sistema, on i dalje ostane dvodimenzionalan. Sa druge strane, uz pomo¢ gore
definisanog dvodimenzionalnog bazisa, mogu se izgraditi opservable:

e = |0) (1] + [1){0];
oy = 1 1){0 +2|0)(1];
0. = |0)(0] + [1)(1],

tj. formalno, Paulijevi sigma-operatori. Naravno, to opet ne znaci da se bukvalno radi o
operatorima spina-1/2. Primeri modela kubitova su: efektivni spin fotona, ridbergova stanja
atoma, kvantne tacke, stanja elektromagnetne Supljine, itd.

Iz ugla informatickog procesiranja informacija, sve operacije se obavljaju na jednom kubitu
(po analogiji sa klasicnom informatikom), pojam verovatnoce tice se skupa kubitova tj. an-
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sambla. Tako, kada se govori u terminima verovatnoé¢e o, na primer, kvantnom racunaru,
zamislja se da se ima posla sa ansamblom identi¢nih kvantnih racunara.

Takode, stanje kvantnog sistema (kvantnog registra od n bitova) moze biti svaka re¢ nula
i jedinica duzine n sa verovatnoéama |a,|? (0 < z < 2" —1). Vektor stanja sistema se moze

opisati kao:
on— 1

) = > ava,
=0
2n—1

gde su v, binarne reci duzine n i) . _, o, |? = 1.

1.8 Kvantne Setnje i savrSeni transfer stanja

Neka je dat graf G = G(V,E) i neka je Ag matrica susedstva grafa G. Sa Dg oznacimo
kvadratnu matricu formatata |V| x |V| definisanu sa

di; — { deg(vi), i=j

0, u suprotnom.

Definisimo Laplasovu matricu Lg tako da je Lg = Ag — D¢, za koju se pokazuje da je pozi-
tivno semidefinitna. Tada je neprekidna kvantna Setnja, na osnovu (?7?), definisana unitarnim
operatorom

U = exp(—iLt)

za neko t € R. Primetimo da smo stavili da je h = 11ty = 0. Verovatnoca Setnje da pocne u
évoru i zavrdi se u évoru v nakon vremena t je data sa |(v|U(t)|u)|”. Takode, ako se sistem
nalazi u stanju |¢)y), vremenska zavisnost stanja sistema data je relacijom (?7?). U slucaju
d-regularnih grafova imamo da je D = dI, gde je I jedini¢na matrica, pa je prema tome,

exp(—1Lt) = exp(—1(A — dI)t) = exp(edt) exp(—1At),

pri ¢emu primecujemo da fazni faktor koji nije relevantan za dinamiku (evoluciju) sistema.
Takode se za Hamiltonijan sistema, pored Laplasove, uzima i matrica H = éA.

Neprekidne kvantne Setnje predstavljaju svojevrsno uopstenje neprekidnih Markovljevih
lanaca na grafovima [?]. Kvantni analogon klasi¢nim slucajnim Setnjama je izu¢avan u mnogim
radovima. Pomenuéemo radove Moore i Russel [?], kao i Kempea [?], gde su date bolje procene
granica za vremena obilaska u sluc¢aju neprekidnih kvantnih Setnji na hiperkockama, u odnosu
na klasi¢ne slucajne Setnje na istim strukturama. Neprekidne kvantne Setnje su definisali Farhi
i Gutmann u [?]. U narednom radu, Childs i ostali [?] su konstruisali jednostavan primer u
kome klasi¢ne i neprekidne kvantne Setnje pokazuju razli¢ito ponasanje po pitanju statistike
vremena obilaska.

U drugoj glavi disertacije prou¢avamo fenomen transfera kvantnog stanja u kvantnim mrezama.
Mreza se sastoji od n kubitova gde su neki od njih spregnuti XY-interakcijom. Kvantna mreza
sa fiksiranim sparivanjem najblizih suseda je jedinstveno opisana neorijentisanim grafom G gde
skup ¢vorova V(G) = {1,2,...,n} predstavlja lokaciju svakog kubita u mrezi. Skup ivica grafa
E(G) je odreden spregnutim kubitovima, to jest ¢vorovi ¢ i j su povezani ako su i-ti i j-ti
kubitovi spregnuti. Oznacimo sa A matricu susedstva grafa G.
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Transfer se ostvaruje vremenskom evolucijom sistema pod uticajem vremenski nezavisnog
Hamiltonijana, bez dodatne spoljne kontrole:

1
HG:§ Z de}”—kafo*?,

(i,))€E(G)

gde su o?, o} i o7 predstavljaju Paulijeve matrice i-tog kubita. Ovaj izraz predstavlja opis spari-

vanja kubitova vezanih XY-interakcijom. U ovom mehanizmu se zanemaruju moguce greske

nastale dinamickom kontrolom interakcije kubitova. Ovakve kvantne mreze se nazivaju kvant-

nim spin mrezama, buduéi da se svakim kubitom u mrezi generisu dva stanja: |0) sa spinom

usmerenim na dole i |1) sa spinom usmerenim na gore. Inicijalno (u trenutku ¢t = 0) se pret-

postavlja da je stanje sistema |00...00), $to odgovara stanju sistema sa energijom 0.
—_———

Po postulatu o stanjima, kvantnoj mrezi od n kubitova mozemo pridruziti Hilbertov prostor
dimenzije 2". Restrihujué¢i Hamiltonijan Hg na podprostor razapet standardnom bazom |e;) =
|00..._1 ...00) (svi spinovi sem i-tog su usmereni na dole, 1 < ¢ < n) dobijamo da je

identican matrici susedstva A, [?].

Transfer izmedu dva odredena kubita a (ulazni) i b (izlazni) se realizuje tako $to se najpre
ulazni kubit a postavi u neko predefinisano stanje i nakon nekog vremena se ocita stanje izlaznog
kubita b. Transfer se naziva savrsenim (engl. perfect state transfer-PST) ukoliko je inicijalno
stanje kubita a podudarno finalnom stanju kubita b. Formalno, savrseni transfer (PST) izmedu
¢vorova (kubitova) a1 b (1 < a,b < n) javlja se posle nekog vremena 7, ako je

|F(7)ab| = 1. (1.16)

Operator F(t) = exp(—1At) predstavlja zakon po kome se menja ukupno kvantno stanje
mreze protokom vremena (slobodna evolucija). Ovde je uzeto da je Planckova konstanta h = 1,
a eksponent matrice definisan na uobicajeni nacin exp(M) = Z;ﬁ% %M ". Matematicki, PST
se javlja u mrezi ako mreza iz stanja |e,) prede u stanje |e;) nakon vremena 7 sa jedini¢énom
amplitudom. Takode, mozemo primetiti da se PST moze posmatrati u svetlu kvantnih Setnji
[7]. Tlustracije radi, na osnovu gornje diskusije, dajemo MATHEMATICA kod za izra¢unavanje
funkcije F(t) = exp(—1At) na proizvoljnom grafu (videti prilog). Korisénjem tog programa
dobijamo grafik funkcije prikazan na slici (1.1).

Poslednjih godina je postignut veliki nauc¢ni napredak u opisivanju fenomena koji se javljaju
u sistemima za prenos i procesiranje kvantnih informacija. Ista¢i¢cemo neke od tih rezultata.
Savrseni transfer kvantnih stanja od jednog kubita ka drugom, na prethodano definisanim
kvantnim mrezama, prvi put je razmatran u radovima [?, ?]. U literaturi su izucavane razlicite
topologije kvantnih mreza koje dopustaju postojanje PST-a. Na primer, Christandl i ostali,
[?7] su dokazali postojanje PST-a izmedu krajnjih ¢vorova na putevima duzine jedan i dva. U
slucaju grafova koji predstavljaju Kartezione stepene puteva, dokazano je da se PST javlja
izmedu Cvorova na maksimalnom rastojanju. Prema tome, ovi grafovi su jedni od mogucih
kandidata za modeliranje kvantnih mreza. U skorasnjem radu [?], Godsil je konstruisao klasu
regularnih grafova po rastojanju (eng. distance regular graphs) dijametra tri koji imaju PST.
Takode su Saxena, Severini i Shparlinski [?] predlozili cirkularne grafove kao moguce kandidate
koji bi mogli imati PST. U istom radu je naglaseno da je neophodan uslov za postojanje PST-a
periodicnost sistema. Stoga je korisno izucavati parametre grafova koji dopustaju periodiénu
dinamicnost sistema. Specijalno, interesantno je znati koliki je najveéi moguci predeni put
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4 3 & g 10

Slika 1.1: Grafik funkcije F(t), koji predstavlja dinamiku sistema izmedu fiksiranih évorova

informacije izmedu dva kubita u mrezi. Drugim rec¢ima, potrebno je naé¢i najvece rastojanje
medu ¢vorovima grafa tj. dijametar. Kako veliki broj ¢vorova u grafu predstavlja veliki broj
kubitova u mrezi, a samim tim i otezani protok informacija, potrebno je za fiksirani dijametar
imati sto je mogucée manje ¢vorova.

U svim predlozenim tipovima mreza savrsena kvantno kuminikaciono rastojanje ( engl. per-
fect quantum communication distances), tj. rastojanje medu ¢vorovima medu kojima se PST
javlja, je znatno manje u poredenju sa redom grafa. Ovo rastojanje se dalje moze povecati raz-
matranjem mreza sa fiksnim ali razlic¢itim sparivanjem izmedu kubitova. Ove mreze odgovaraju

grafovima sa tezinskom matricom susedstva, ¢iji je Hamiltonijan

1 xr T
Hg = 5 Z dij(oioj +alal),

(i,7)EFE

gde su o7, o} 1 o} standardne Paulijeve matrice koje deluju na kubit ¢, a d;; > 0 predstavljaju
konstante sparivanja [?]. Pokazano je da je moguée uspostaviti PST na proizvoljnom rasto-
janju u linearnom lancu izmedu kubitova, ukoliko lanac predstavlja model mreze sa fiksnim

ali razlicitim sparivanjem [?]. U nekoliko drugih skorasnjih radova je razmatran slican prsitup
(7,2, 7].

1.9 Integralni cirkularni grafovi i njihove primene

Graf se naziva cirkulantnim ako je on Kejlijev graf na cirkulantnoj grupi, odnosno ako je nje-
gova matrica susedstva cirkulantna. Graf se naziva integralnim ako su sve sopstvene vrednosti
matrice susedstva celi brojevi. Integralni grafovi su intenzivno proucavani u poslednjih 20 go-
dina i postoji mnogo konstrukcija specificnih klasa grafova sa celobrojnim spektrom [?]. Klasa
cirkulantnih grafova ima znacajne primene u projektovanju svih vrsta mreza (racunarskih,
telekomunikacionih, kvantnih), kao i u paralelnom i distribuiranom ra¢unarstvu [?].
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Integralni cirkulantni grafovi su generalizacija unitarnih Kejlijevih grafova, koje su nedavno
proucavali Klotz i Sander [?]. Za dalju razradu teme najpre bi nam bila potrebna karakterizacija
integralnih cirkularnih grafova data u [?]. Neka je D skup pozitivnih pravih delioca prirodnog
broja n > 1. Integralni cirkularni graf, u oznaci ICG,, (D), je definisan skupom évorova Z,, =
{0,1,...,n — 1} i skupom grana

E(ICG,(D)) = {{a,b} | a,b € Z,, ged(a —b,n) € D}.

Slika 1.2: Integralni cirkulantni graf ICG1o(1), koji je ujedno i uitarni Kejlijev

Integralni cirkulantni grafovi su predlozeni kao potencijalni kandidati za modeliranje kvant-
nih spin mreza koje dopustaju periodicnu dinamicnost sistema. Naime, za neke kvantne spin
sisteme, potreban uslov za postojanje PST je periodi¢nost i simetricnost dinamickog sistema
(7, ?]. Relevantni rezultati na ovu temu su dati u [?], gde je pokazano da je topologija kvantne
mreze, koja je bazirana na regularnim grafovima sa bar cetiri razli¢ite sopstvene vrednosti,
periodicna ako i samo ako je graf integralan.

Basié i ostali [?, 7, 7] su odredili potreban i dovoljan uslov pod kojim integralni cirkulantni
graf ima savrsen transfer stanja. Ispostavilo se da stepen dvojke u faktorizaciji razlika susednih
sopstvenih vrednosti mora biti konstanta i ta¢no jedan od delioca n/4 i n/2 mora pripadati
skupu D. Takode, u karakterizaciji integralnih cirkularnih grafova koji imaju PST, ucestvuju
samo oni grafovi za koje je 4 | n. Ahmadi i ostali, su proucavali postojanje vremenske uni-
formne raspodele neprekidnih kvantnih Setnji na cirkularnim grafovima [?]. Saxena, Severini i
Shraplinski [?] su proucavali parametre integralnih cirkulantnih grafova, kao $to su dijametar,
osobinu bipartitnosti i savrsen transfer stanja. Takode, Stevanovié¢, Petkovié¢ i Basi¢ su dali
aimptotsku ocenu dijametra integralnih cirkularnih grafova. Klotz i Sander [?] su odredili,
izmedu ostalog, sopstvene vrednosti unitarnih Kejlijevih grafova i predlozili generalizaciju ovih
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grafova, koju su nazvali ged grafovi (isti termin kao i integralni cirkulantni grafovi). Basié i Ili¢
su u [?, ?] odredili hromatski broj i najveé¢u kliku integralnih cirkulantnih grafova sa jednim i
dva delioca, i opovrgnuli hipotezu iz [?] da je broj ¢vorova grafa ICG,, (D) deljiv sa w(ICG,, (D))
ili x(ICG,(D)). Treba pomenuti i skorasnje rezultate vezane za unitarne Kejlijeve grafove. Na
primer, Berrizbeitia i Giudici [?] i Fuchs [?] su ustanovili donju i gornju granicu veli¢ine na-
jveéeg indukovanog cikla. Takode su, Klotz i Sander [?] odredili dijametar, veli¢cinu najvece
klike, hromatski broj i sopstvene vrednosti unitarnih Kejlijevih grafova.

Na kraju dajemo interesantne primene integralnih cirkularnih grafova u hemijskoj teoriji
grafova.

Neka su Aq, A9, ..., A, sopstvene vrednosti matrice susedstva. Energija grafa je definisana
kao suma apsolutnih vrednosti sopstvenih vrednosti matrice susedstva

B(G) =Y I\,

To je parametar koji proizilazi iz Hikelove molekulsko orbitalne aproksimacije za totalnu -
elektronsku energiju. Nedavno su uvedene razne modifikacije grafovske energije, kao Sto su
Laplasova i energija rastojanja. Do sada su konstruisani parovi ili familije nekospektralnih
grafova koji imaju jednaku energiju, ali su sve konstrukcije bazirane na kompozicijama i lini-
jskim grafovima. Medutim, ispostavilo se da su integralni cirkularni grafovi pogodni za kon-
strukciju hiperenergetskih i ekvienergetskih familija [?]. Naime, konstruisane su familije od k
hiperenergetskih nekospektralnih integralnih cirkulantnih grafova sa jednakom energijiom i n
¢vorova, za svako fiksirano k. Takode su prikazani tri-ekvienergetski parovi nekospektralnih
grafova, koji imaju jednaku energiju, Laplasovu energiju i energiju rastojanja [?] i date su ek-
splicitne formule za obi¢nu energiju i energiju rastojanja unitarnih Kejlijevih grafova [?]. Takode
je interesantno istac¢i neke opste karakteristike energije integralnih cirkularnih grafova. Kako je
energija grafa uvek parna [?], ispostavlja se da je energija grafa ICG, (D) deljiva sa 4, ako je
n neparan broj. Takode, da bi energija bila oblika 4N + 2 to moraju biti zadovoljeni uslovi da
n/2 ¢ DiX,e <0[?]. Uistom radu je pokazano da je minimalna energija, za n parno, upravo
jednaka n. Svi rezultati su verifikovani u programskom paketu MATHEMATICA. U prilogu
teze smo dali MATHEMATICA kod za generisanje integralnih cirkularnih grafova, racuanje en-
ergije i energije rastojanja, generisanje integralnih cirkularnih grafova koji imaju PST. Takode
smo koristili programe u programskom jeziku Java za slozenija pretrazivanja najvece klike i
optimalnog bojenja, kao i komponenata povezanosti i dijametra.

1.10 Simulacije i bisimulacije

Jedan od najvaznijih problema u teoriji automata je utvrdivanje da li su dva data automata
ekvivalentna, Sto obi¢no znaci da je njihovo ponasanje identicno. U kontekstu deterministickih i
nedeterministickih automata, ponasanje automata je odredeno jezikom koji se njima raspoznaje,
pri ¢emu se smatra da su dva automata ekvivalentna, ili preciznije jezicki ekvivalentna, ako
raspoznaju isti jezik. Za konacne deterministicke automate problem ekvivalentnosti automata
je resiv u polinomijalnom vremenu, dok je za konacne nederministicke automate on tezak za
izrac¢unavanje tj. PSPACE-kompletan [?, ?]. Jo$ jedan vazan problem, koje se posledi¢no moze
postaviti, sastoji se u opisivanju jezicki ekvivalentnih automata relacijom medu skupovima nji-
hovih stanja, ukoliko takva relacija postoji. Ovaj problem se moze relaksirati pitanjem nalazenja
neke relacije medu stanjima koja bi povlacila jezicku ekvivalentnost. Jezicka ekvivalentnost
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dva deterministicka automata se moze izraziti u terminima relacija medu stanjima, ali u slucaju
nedeterministickih automata problem je komplikovanije prirode.

Za oznacavanje “ekvivalencije” medu stanjima automata, u Sirokoj upotrebi je termin bisi-
mulacija. Bisimulacije su prvi uveli Milner [?] i Park [?] za potrebe racunarstva, kada su ih
koristili za modeliranje ekvivalencije medu razli¢itim sistemima, kao i za redukciju broja stanja
ovih sistema. Takode, u isto vreme one su nezavisno otkrivene u drugim oblastima matematike,
na primer, u modalnoj logici i teoriji skupova. One se danas upotrebljavaju u mnogim oblastima
racunarstva, kao sto su funkcionalni jezici, objektno-orijentisani jezici, tipovi podataka, domeni,
baze podataka, kompajlerska optimizacija, analiza i verifikacija programa, itd. [?, ?, 7,27, 7 7,
7, 7].

Najcesce strukture na kojima su se bisimulacije proucavale su oznaceni tranzicioni sistemi, tj.
oznaceni direktni grafovi, sto su u sustini nedeterministicki automati bez fikasiranih inicijalnih i
zavrsnih stanja. Definiciju bisimulacija na nedertministickim automatima u kojima se uzimaju
u obzir inicijalna i zavrsna stanja dao je Kozen u [?]. U mnogobrojnim radovima koji se bave
bisimulacijama, uglavnom je jedan tip bisimulacija proucavan, nazvan jednostavna bisimulacija,
kao $to je to ucinjeno u Kozenovoj knjizi [?], ili jaka bisimulacija, kao u [?, 7, ?]. U ovoj tezi
razlikujemo dva tipa simulacija, direktne i povratne simulacije. Imajué¢i u vidu ova dva tipa
simulacija, imamo ¢etiri sluc¢aja kada su relacija R i njoj inverzna relacija R~! direktna i
povratna simulacija, a to znac¢i da razlikujemo cetiri tipa bisimulacija. Naime, definiSemo dve
istorodne bisimulacije, direktnu i povratnu bisimulaciju, gde su obe Ri R~! direktne i povratne
simulacije, i dve raznorodne bisimulacije, povratna-direktna i direktna-povratna bisimulacija,
gde je R povratna i R™! direktna simulacija, i obrnuto. Razlika izmedu direktnih i povratnih
simulacija, i direktnih i povratnih bisimulacija, je data, na primer u [?, 7, ?] (za razli¢ite tipove
koncepti nasem konceptu direktnih i povratnih simulacija i bisimulacija su prouc¢avani u [?] i u
[7, ?] (za stabla automate).

Vazno je napomenuti da su direktne i povratne bisimulacije, kao i povratne-direktne i
direktne-povratne bisimulacije, dualni koncepti, tj., povratne i direktne-povratne bisimulacije
na nedeterministickom automatu su direktne i povratne-direktne bisimulacije na njemu reverzi-
bilnom automatu. Ovo znaci da za svako univerzalno tac¢no tvrdenje za direktne ili povratne-
direktne bisimulacije postoji odgovarajué¢e univerzalno tacno tvrdenje za povratne i direktne-
povratne bisimulacije. Iz tog razloga, mi se fokusiramo samo na direktne i povratne-direktne
bisimulacije. U principu, ako uporedimo direktne i povratne-direktne bisimulacije, sa jedne, i
povratne i direktne-povratne bisimulacije sa druge strane, mozemo zakljuciti da u praktiénim
primenama ni jedan od koncepata nije bolji od drugog. Na primer, desno i levo invarijantne
ekvivalencije (direktne i povratne bisimulacione ekvivalencije) Ilie, Yu i ostali [?, 7, 7, 7] su
koristili u redukciji broja stanja nedeterministickih automata. Pokazano je da postoje slucajevi
kada jedna vrsta ekvivalencija bolje redukuje broj stanja, ali takode postoje slucajevi kada
druga vrsta daje bolju redukciju. Takode su prezentovali slucajeve u kojima se pri primeni
svake ekvivalencije posebno dobija polinomijalna redukcija broja stanja, dok se naizmeni¢nom
primenom oba tipa ekvivalencija broj stanja redukuje eksponencijalno ( [?, Sekcija 11]).

Kako smo ve¢ pomenuli, glavna uloga bisimulacija je modeliranje ekvivalencija izmedu
stanja jednog ili vise automata. Medutim, bisimulacije obezbeduju kompatibilnost sa funkci-
jom prelaza, inicijalnim i zavrsnim stanjima automata, ali se u opstem slucaju ne ponasaju
kao ekvivalencije. Vrste relacija definisane na elementima dva skupa koje su zamisljene kao
ekvivalencije date su u [?] za fazi slucaj. Ovde razmatramo krisp verziju ovih relacija i zovemo
ih uniformnim relacijama. Jedan od ciljeva ovog dela teze je da pokaze da vezom ova dva
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koncepta, uniformnih relacija i bisimulacija, dobijamo veoma mocan alat u proucavanju ekvi-
valencija izmedu nedeterministickih automata, gde uniformne relacije sluze kao ekvivalencije
izmedu stanja dva nedeterministicka automata, a bisimulacije obezbeduju kompatibilnost sa
funkcijom prelaza, inicijalnim i zavrsnim stanjima ovih automata. Nas§ drugi cilj je uvodenje
ra¢una na nivou relacija koji se pokazao efikasnim u proucavanju bisimulacija. Treé¢e, uvodimo i
proucavamo opstiji tip bisimulacija, tzv. slabih bisimulacija. Moze se pokazati da je ekvivalent-
nost automata odredena slabim bisimulacijama bliza jezickoj ekvivalentnosti od ekvivalentnosti
zasnovane na bisimulacijama. Takode imamo da slabe bisimulacije prave manje autoamte od
bisimulacija kada se koriste za redukciju broja stanja.



Glava 2

Kvantna dinamika na cirkularnim
mrezama

U ovoj glavi proucavamo pitanje prisustva PST na netezinskim i tezinskim cirkularnim mrezama,
koje je prvi put postavljeno u [?]. Glavni rezultat glave je kompletna karakterizacija netezinskih
cirkularnih mreza koje imaju PST. Najpre je pokazano da je evolucija kvantnih sistema, ¢iji
je Hamiltonijan identi¢an matrici susedstva tezinskog cirkularnog grafa, periodi¢na ako i samo
ako je taj graf integralan. Nakon toga su dati potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju PST
na tezinskim integralnim cirkularnim grafovima u terminima sopstvenih vrednosti grafa. U
narednoj sekciji je izvrSena karakterizacija netezinskih integralnih cirkularnih koji imaju PST.
Koriséenjem prethodnih rezultata izracunali smo savrseno komunikaciono rastojanje i dali for-
mulu za broj netezinskih integralnih cirkularnih koji imaju PST, u funkciji od reda grafa. U
nastavku je dat odgovor na pitanje Godsila [?], o postojanju klase gravofa kod kojih se PST
odvija izmedu ¢évorova koji se ne nalaze na dijametru (neantipodalni ¢vorovi). Na ovo pitanje
smo dali potvrdan odgovor konstrukcijom klasa integralnih cirkularnih grafova dijametra dva,
u kojima se javlja PST. Na kraju smo nasli nove klase tezinskih cirkularnih grafova koje imaju
PST, kao i one u kojima se PST ne moze ostvariti. Problem kompletne karakterizacije tezinskih
cirkularnih grafova sa celobrojnim vrednostima je generalno tezak i pristup reSenju ovog pro-
blema zahteva koris¢éenje tehnika kako teorije brojeva, tako i teorije grafova. Veéina rezultata
ove glave preuzeta je iz originalnih radova [?, ?, ?], dok su rezultati prve sekcije bazirani na
radu [?].

2.1 PST proizvoljnog stanja na kvantnim spin mrezama

Da bi ramotrili problem kvantnog transfera stanja u kvantnim spin sistemima, definisa¢emo
najpre kvantnu mrezu kao prost, povezan graf G := (V(G), E(G)), gde V(G) oznacava skup
¢vorova u grafu i F(G) skup ivica. Dva ¢vora i,7 € V(G) su susedna ako je (i,j) € E(G).
Svakom ovako definisanom grafu G mozemo pridruziti matricu susedstva A(G) ¢iji su elementi
dati sa

@i,j

{ 1, (i,j) € E(G) 2.1)

0, u suprotnom.

Ako se svakom ¢voru ovako definisanog grafa pridruzi cestica spina %, onda govorimo o kvantnom
spin sistemu pridruzenom grafu G. To znac¢i da svakom ¢voru i € V(G) mozemo pridruziti

23
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Hilbertov prostor ‘H; ~ C?, tj. Hilbertov prostor pridruzen grafu G je dat sa

Ho= Q) Hi=(C*)*".

i€V (G)

gde N oznacava broj ¢vorova u grafu.

Definisimo rastojanje d(i, j) izmedu bilo koja dva ¢vora i, j € V(G) kao broj ivica najkraceg
puta izmedu ¢ i j, tj. kao grafovsku geodezu izmedu dva ¢vora.

Ovde razmatramo dinamiku sistema koja je definisana kvantno-mehanickim Hamiltoni-
janom:

1 T T
HG = 5 Z Jl][o-z O'j +O'Z»yO'Jy»]7 (22)
(1.4)€E(G)

xT

gde su o7, o} i o7 standardne Paulijeve matrice koje odgovaraju kubitu ¢ i deluju na prostor
H;, a J;; > 0 su konstante koje predstavljaju jacinu sparivanja izmedu i-tog i j-tog ¢vora u
grafu. Primetimo da je J;; = Jj; jer je Hg is Hermitijan. Ukupna z-komponenta spina data je

Sa
Z L z
Otot -= § : 0;

i€V (G)

za koju vazi o}, Hg — Hgo},, = [0, Hg] = 0. Zato se moze izvrsiti dekompozicija Hilbertovog
prostora H¢ na invarijantne podprostore, gde je svaki od njih sopstveni prostor operatora o7 .

Za potrebe kvantnog transfera stanja, dovoljno je ograniciti se na proucavanje N —dimenzi-
onalnog sopstvenog podprostora od o7 ,, koji odgovara sopstvenoj vrednosti (2—N)/2. Oznac¢imo
taj podprostor sa Sg. Inicijalna kvantna stanja ovog podprostora, pod uticajem vremenske
evolucije ¢e ostati u njemu. Stanja baze podprostora Sg odgovaraju konfiguraciji spina, gde
su svi spinovi sem jednog usmereni na dole i taj jedan na gore. Zato ¢emo ovu bazu bazi¢nih
stanja oznaciti sa |j), gde je j ¢vor grafa G u kojem je jedan spin usmeren na gore. Prema
tome, {|7) | 7 € V(G)} oznacava kompletni skup ortonormalnih vektora baze koji razapinje Sg.

Kada se Hamiltonijan Hg restrihuje na podprostor S, on se moze predstaviti u gore
navedenoj bazi, N x N matricom koja je identi¢na matrici susedstva A(G) baziénog grafa
G [?]. Vremenska evolucija sistema pod uticajem Hamiltonijana Hg mozZe se interpretirati kao
neprekidna vremenska kvantna Setnja na grafu G (ovakav prsitup su dali najpre Farhi i Gut-
mann u [?]; videti takode i [?]). To je zato Sto se dinamika sistema definise kao vremenska
evolucija N —dimenzioalnog Hilbertovog prostora razapetog stanjima {|j)}, gde je j € V(G),
sa Hamiltonijanom datim matricom susedstva grafa G.

Spin sistem definisan na grafu GG igra ulogu besumnog kvantnog kanala. Na osnovu narednog
razmatranja, videéemo da se neprekidne vremenske kvantne Setnje na grafu G mogu sagledati
kao transfer kvantnog stanja duz kanala.

Proces transmisije kvantnog stanja iz A u B se ostvaruje u cetiri koraka:

1. Inicijalizacija sistema stanjem |040...003), koje odgovara konfiguraciji gde su svi spinovi
usmereni na dole. Ovakvo stanje sistema predstavlja sopstveno stanje Hamiltonijana Hg
sa energijom nula.

2. Kreiranje kvantnog stanja |1))4 € H4 (u ¢voru A) koje treba biti trnsmitovano. Neka je
)4 =al0)a+Bl1)a, gdesua, B €Cilal”+ |6 =1.

3. Vremenska evolucija sistema u nekom vremenskom intervalu, oznacenim sa .
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4. Belezenje stanja u ¢voru B, koji je dat redukovanom matricom pp prostora Hpg.

Stanje celokupnog spin sistema nakon drugog koraka dat je sa

(U(t=0)) = [400...05) (2.3)
= a]0400...05) + B|1400...05) = a|0) + B|1).

Stanje sistema evoluira nakon vremena ¢ u
N
(U (1)) = al0) + Y B;(1)]1),
j=1

gde su a i B;(t), 1 < j < N, kompleksni koeficijenti takvi da je |a|* + Zjvzl 15;(0))? = 1.
Inicijalni uslovi dati su sa 4(0) = F1 §;(0) = 0 za sve j # A. Koeficijent o se ne menja
protokom vremena, jer je |0) sopstveno stanje Hamiltonijana Hg sa energijom nula. Zato za
ovaj koeficijente nije potrebno uracunati faktor fazu tokom evolucije stanja.

Izlazno stanje u ¢voru B nakon vremena t je dato redukovanom matricom gustine:

p(t) = trig V() (V)] (2.5)

- 185 af(t)
( oy (1) wB(t)P)' (2:6)

Mera preklapanja izmedu ulaznog stanja, pa = |)(¢] i izlaznog stanja data je sa tacnoséu,

F(pa,pp(t)) = tr\/ﬂAl/QPB(t)pAl/z (2.7)
= \/<1/1|PB(15)PA1/2|1/)> (2.8)
= la2(1 208512 + BsB + B3B) + 852 (2.9)

gde se podrazumeva da [p zavisi od t.

Kako je komponenta |0) , stanja |¢), invarijantna tokom evolucije, dovoljno je fokusirati
se na komponentu |1) , stanja, tj. dovoljno je u formuli (??) odabrati « = 01 3 = 1. Zato
razmatramo odgovarajuéu tacnost transfera

FAB(t) = ﬁB(t) = <A‘61Hct|B>.
U ovoj glavi mi razmatramo samo savrseni transfer stanja, tj. ispitujemo uslov
|[Fap(to)| = 1, (2.10)

za neko 0 < tg < +o00. Ako postoje ¢vorovi A i B, kao i realan pozitivan broj ¢y koji zadovol-
javaju poslednju formulu, kazemo jos da je ostvarena savrsena komunikacija izmedu A i B u
vremenu ty. Efekat modula u (??) se sastoji u tome da stanje ¢vora B posle transmisije nije
vise [¢), veé je dato sa

al0) + e B|1).

Faktor faze €' je nezavisan od a i 3, pri ¢emu je on poznata veli¢ina za dati graf. Uz uslov da
je graf osno-simetrican i ako se savrSeni transfer izmedu A i B odvija u vremenu tg, to ¢e se
odvijati i u vremenu

t=(2n+ 1)ty, zan € Z.



26 GLAVA 2. KVANTNA DINAMIKA NA CIRKULARNIM MREZAMA

2.2 Potrebni i dovoljni uslovi za egzistenciju PST na
cirkularnim mrezama

Ovu sekciju zapocinjemo svojstvom kvantne periodi¢nosti mreza, jer ovo svojstvo predstavlja
potreban uslov za egzistenciju PST. Daokazujemo da je uslov, da koli¢nik razlike parova sop-
stvenih vrenosti mora biti racionalan broj, potreban za postojanje PST na tezinskim cirku-
larnim spin mrezama. Na ovaj nacin uopstavamo i kompletiramo tvrdenje Teoreme 1 date u
[?]. Drugim re¢ima, pokazujemo da je tezinski cirkularni graf periodican ako i samo ako je inte-
gralan. Takode dajemo karakterizaciju tezinksih integralnih cirkularnih grafova sa celobrojnim
tezinama. Glani rezutat ove sekcije je dat u odeljku 2.2.2 gde je ustanovljen jednostavan i opsti
uslov za postojanje tezinskih integralnih cirkularnih grafova sa PST svojstvom, u funkciji od
sopstvenih vrednosti matrice susedstva tog grafa. U daljem navodimo neka osnovna svojstva
cirkularnih grafova.

Cirkularne kvantne spin mreze sa identicnom spregom kubitova se opisuju cirkularnim
grafovima. Cirkularni graf G(n;S) je je definisan skupom ¢évorova Z,, = {0,1,...,n—1} takvih
da su ¢vorovi 7 i j susedni ako i samo ako je i — j = s mod n za neko s € S. Skup S zovemo
simbol skupom grafa G(n;S). Kako ¢emo teziste naseg razmatranja zadrzati na neusmerenim
grafovima bez petlji, pretpostaviéemo daje S =n—S={n—-s|se€ S}i0¢&S. Moze se
uociti da je stepen grafa G(n;S) jednak |S|. Sopstvene vrednosti i vektori grafa G(n;S) dati
su slede¢im formulama

N= Yt vy = el 211)

n
seS

gde je w, = €'» n-ti koren jedinice.

Tezinski cirkularni digraf G(n; C) je tezinski digraf reda n, ¢ija je matrica susedstva cirku-
larna, sa prvom vrstom jednakom vektoru C' = (co, ..., c,—1) € R™. Podsetimo da se svaka vrsta
cirkularne matrice dobija pomeranjem prethodne za jedno mesto udesno. Sopstvene vrednosti
i vektori grafa G(n;C) dati su formulama

n—1
N= et = (1wl (2.12)
=0

Ako je matrica susedstva digrafa G(n; (') simetricna sa nulama na glavnoj dijagonali, onda
kazemo da je G(n; C') tezinski cirkularni graf. Drugim rec¢ima, za tezinski vektor C' mora da vazi
¢; = cp_izal <i<n—1. Cirkularne kvantne mreze sa fiksnim ali razli¢itim sparivanjem medu
kubitovima su opisane tezinskim cirkularnim grafovima. Elementi vektora vrste C' predstavljaju
jacinu sparivanja medu kubitovima u mrezi i zato pretpostavlajmo da su elementi vektora C'
nenegativni. Medutim, rezultati u ovoj sekciji u najveéem broju slucajeva ne iziskuju ovaj
uslov. Naime, ovakve vrsta mreza odgovaraju Hamiltonijanima datim u (??) gde su konstante
sparivanja J;; > 0 [?].

2.2.1 Kvantna periodi¢nost na tezinskim cirkulantnim grafovima

Neka je H Hilbertov prostor koji je pridruzen kvantnoj mrezi. Kazemo da je dinamika sistema
periodi¢na ako za svako stanje |1) € H, postoji t € R*, takvo da je |(1|e™*A|y)| = 1, [?]. Broj
t predstavlja periodu sistema.
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Evolucija sistema u odnosu na Hamiltonijan (??), se moze izraziti koriSe¢enjem matrice
susedstva Ag grafa G, tj.,

itA
(1)) = e"¢1¥(0)).
Koris¢enjem ¢injenice da je matrica Ag simetri¢na, jednostvanim racunom mozemo doé¢i do
sledecih relacija

() =Y are™ ), [0(0)) = > anlh),

gde su A\, € R, za 1 < k < n, sopstvene vrednosti matrice Ag i [A\;) njihovi odgovarajuéi
sopstveni vektori.

Pretpostavimo da PST postoji izmedu stanja sistema [t(t1)) 1 [¢(t2)). Koriséenjem uslova
periodicnosti [¢(t1)) = €[ (ty)) imamo da je

D are N In) = [b(t)) = 4b(ta)) = D ane eV [).
k=1 k=1

Kako su vektori |A;), za 1 < j < n linearno nezavisni, imamo
ellla—t)A+ol — 1 5. (ty — t1)\; + ¢ = 2k,

za neko k; € Z, 1 < j < n. Eliminacijom t; — 1, ¢ i k; € Z, j = 1,...,n, iz gornjeg sistema,
za svaku cetvorku Ap,\j, A, A, (gde je A, # Ap), dobijamo

Mo — A

Rt (2.13)

U nastavku ¢emo umesto termina kvantna mreza koristiti termin graf smatrajuéi ih ekvivalen-
tnim.

Teorema 2.2.1. Neka je G = G(n,C) tezinski cirkularni graf bez petlji, sa celobrojnim vek-
torom C' pri éemu je suma koordinata vektora razlicita od nule. Tada G zadovoljava uslov (?77)
ako 1 samo ako je integralan.

Dokaz. Pretpostavimo da G zadovoljava uslov (?7). Dokaza¢emo da su sve sopstvene vrednosti
racionalni brojevi.

Iz relacije (?7?) direktno dobijamo Ay = Z?:_Ol ¢; € Z. Neka je \; proizvoljna sopstvena
vrednost grafa G. Ako je \; = A, ocigledno jei \; € Z .

Pretpostavimo sada da je A; # A\g. Koristeé¢i (?7), imamo :\\7:22 =a;€Qzal<j<n—1,
odakle sledi da je

>\j = Clj)\i + (1 — CLj))\(). (214)

Kako G nema petlji, to je ¢g = 0, pa je suma sopstvenih vrednosti grafa G:

. . — W -1 B
\j = > . cw)) :ZZCM% :nco—l—Zci - = 0. (2.15)
7=0 7=0 =1 =1 7=0 =1

Pretpostavimo da je > 5~} a; = 0. Iz relacije (77) proizilazi

n—1

Z_:Aj = )\OZ(l — ay).

Jj=1



28 GLAVA 2. KVANTNA DINAMIKA NA CIRKULARNIM MREZAMA

Koriséenjem (?7) poslednja relacija se svodi na —\g = (n — 1)A\p. Odavde dobijamo da je
Ao = 0, sto je kontradikcija.
Pretpostavimo da je 7~ ! a; # 0. Koristedi (77), relacija (??) se svodi na

n—1 n—1
)\j:)\ZaJ—l—)\oZl—aj):O,
Jj=0 J=0 J=0

odakle dalje imamo
Mon—1-S""1ta.
)\i _ ( n_Iijo J) c Q,
ijo a;
te zato iz (?77?), zakljucujemo da je A\; € Q za svako 0 < j < n — 1. Dakle, kako su sve
sopstvene vrednosti racionalne nule polinoma sa celobrojnim koeficijentima, zakljuc¢ujeno da su
i celobrojne.
Suprotan smer tvrdenja trivijalno vazi. [

Posledica 2.2.2. Neka je G = G(n, C) tezinski cirkularni graf zadat u odnosu na Hamiltonijan
(7?), ¢igi je vektor C' celobrojan. Tada G zadovoljava uslov (17) ako i samo ako je integralan.

Ova posledica nas navodi na zaklju¢ak da ako graf G = G(n,C) poseduje svojstvo PST,
onda mora biti integralan. Zato ¢emo u nastavku dati karakterizaciju tezinskih integralnih
cirkularnih grafova, ¢ije su tezine celobrojne. Takode, koris¢enjem Ramanudzanovih suma,
mozemo dati eksplicitnu formulu za sopstvene vrednosti takvih grafova.

Neka je D,, skup svih pozitivnih delioca broja n, manjih od n. Oznac¢imo sa
Guo(d)=A{k : ged(k,n)=d, 1 <k<n-1}.
Definisimo ciklotomicni polinom stepena n (videti [?]),
O, (z) = I @-w
0<i<n, ged(in)=1
¢ija ¢e osnovna svojstva biti koriSéenja u narednoj teoremi.

Teorema 2.2.3. Tezinski integralni cirkularni graf G(n;C) sa celobrojnim teZinama je inte-
gralan ako i samo je ¢; = ¢; za svako i,j € Gy(d) i proizvoljni delilac d € D,,.

Dokaz. Za delilac d broja n, definisimo polinom

D, () = H (2 —wl).

1€Gn(d)

Uocimo najpre da je uslov ged(i,n) = d ekvivalentan uslovu ged(i/d,n/d) = 1. Na osnovu
jednakosti wi = w;//(fi, za i € Gy (d), dobijamo da su moni¢ni polinomi ®,, 4(x) i ®,,/4(x) identicni.
(«<:) Pretpostavimo da su brojevi ¢; medusobno jednaki za svako ¢ € G,,(d) i neki delilac

d € D,,. Primetimo da se j-ta sopstvena vrednost grafa G(n;C) moze zapisati na sledeéi nacin

D B DR ) Y]

=0 deDy i€Gp(d) deDn  i€Gn(d)
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gde smo sa cq oznacili vrednost ¢; za svako i € G,(d). U poslednjoj formuli smo iskoristili
¢injenicu da se skup Z,, moze razbiti kao Ugep, Gp(d).

Oznac¢imo sa
- E Ji __ E
1€Gn(d) 1€Gy, a(1)

i dokazimo da je pjq € Z for 0 < j <n—1.
Neka je skup Gp/a(1) = {41, ..., ipm/a) }- 1z Vijetovih formula i svojstva da su svi koeficijenti
ciklotomicnih polinoma celobrojni, zakljuc¢ujemo da su koeficijenti polinoma ®,,/4(x) jednaki

Up(n/d)
sj(w n/d,...,wn“‘;d ) € Z,

gde je s;, j-ti elementarni simetréni polinom za 1 < j < ¢(n/d).
Takode, koriste¢i Newton—Girardove formule (videti [?]), dobijamo sledece identitete

-1

Q

Hia = (=17 sy (Wl gy w05 ) = T 5@y w00 ).
k;:l
Primenom matematicke indukcije imamo da je pujq € Z for 1 < j < ¢(n/d). Kako g4
predstavlja sumu j-tih stepena p(n/d) promenljivih, mozemo zakljuciti da je p;q4 € Z za svako
0<j<n/d.
(=:) Pretpostavimo sada da su sve sopstvene vrednosti grafa G(n;C') celobrojne,

n—1
/\j = Z ciwff € Z
=0

za svako 0 < j < n — 1. Kako vrednost \; predstavlja sumu j-tih stepena korena w, za-
kljucujemo da je A\; € Z za svako j > n, takode. Prema Newton-Girardovim formulama
dobijamo sledece identitete

(—1)jjsj(1,. .,1,8)”,...,w@,...,wzfl,...w:fl)+ (2.16)
Co ;; 67:1
J
Z(_1>k+j)\k ijk(]ﬂ ey 1,8)”, P ’u)@’ . ’8)2717 . w;';fi> = O
k=1 co 2; C;:l

za svako 1 < j < n, gde je s; j-ti elementarni simetricni polinom. Primenom matematicke
indukcije imamo

n—1 n—1
si(1, o Lwn, o Why e wy L wy ) € Q.
——— N —
co c1 Cn-1

Dalje, koriséenjem Vietovih formula, sledi da je p(z) = H?:_Ol (r —wi)% € Q[x], jer su koifi-
cijenti polinoma p(z), do na znak, upravo jednaki s;(1,..., 1, Wy, ... Wy, ... wi Wi,
N 7 N\ 7

[&4] C1 07:1
Neka je i proizvoljan indeks 0 < ¢ < n — 1 takav da je ¢; # 0 za i € G,,(d). Na osnovu
osnovnih svojstava ciklotomi¢nih polinoma [?], minimalan nenula polinom nad Q, ¢ija je nula
Wi, je @, 4(z). Ovo dalje znaci da @, 4() | p(x), kao i da su brojevi ¢; medusobno jednaki za

svako i € G,(d)id € D,. O




30 GLAVA 2. KVANTNA DINAMIKA NA CIRKULARNIM MREZAMA

U slucaju netezinskih grafova (¢; € {0,1}), iz Teoreme 7?7 moze se videti da je G(n;C)
integralan ako i samo ako vazi da su dva ¢vora a i b susedna ukoliko a — b € G, (d) za neki
de D C D,. Odavde sledi da je cirkularni graf sa celobrojnim spektrom jednoznac¢no odreden
redom n i skupom delilaca D C D,,. Zato ih oznacavamo sa ICG,, (D).

Oznacimo sa c(j,n) = ZieGn(l) w¥. Izraz c(j,n) poznat je pod nazivom RamanudZanova
suma ([?7, p. 55]). Sopstvene vrednosti grafa G(n,C') se mogu izraziti koris¢enjem formula za
Ramanudzanove sume:

p(n) n

ijn :Mtn, ) ng — 17 N 2.17
o) = ])§0<tn,j) 7 ged(n, ) (217)
gde funkcija p oznacava Mebijusovu funkciju definisanu kao
1, ifn=1
p(n) = 0, ako je n deljiv kvadratom prostog broja (2.18)

(—1)*, ako je n proizvod k razlicitih prostih brojeva.

Prema notaciji koriséenoj u prethodnoj formuli, j-ta sopstvena vrednost grafa G(n; C') data
je sa

A=Y e Y wi=> cic(n/d), 0<j<n-—1. (2.19)

deDyn  i€Gr(d) deDy,

Mozemo uociti slede¢a osnovna svojstva Ramanudzanovih funkcija koja ¢e biti koris¢éena u
nastavku.

Propozicija 2.2.4. Za proizvolyne prirodne brojeve n,j + d delilac broja n, vazi

—p(n/d), ne€dN+2 de2N+1

c(n/2+1,n/d) = { u(n/d), wu suprotnom (2.20)
c(0,n/d) = ¢(n/d), (2.21)
c(l,n/d) = p(n/d), (2.22)

u(n/d), n/de 2N+ 1
c(2,n/d) = pu(n/2d), n/d e 4N +2 (2.23)
{ 2u(n/2d), n/d € AN
c(n/2,n/d) = { _ngﬁ;: §§§§+1 (2.24)
c(n/2+1,n/d) = { _ZEZ?S; " fujﬁ;f;nd e+l (2.25)
¢(j.2) = { _1 ji;ng ! (2.26)
0, 7€2N+1
c(j,4) = { —2, jEAN+2 . (2.27)
2, je4N
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Dokaz. Izvodenje se svodi na direktno koriséenje relacije (??). U cilju ilustracije izvodenja,
dokazacemo na primer relaciju (1.13). Za proizvoljan prost neparan delilac p | n/d vazi p | n/2
i zato p{n/2 + 1. Na osnovu toga, zaklju¢ujemo da ged(n/2 4+ 1,n/d) € {1,2} i

2, nedN+2 de2N+1 ; _f n/2d, nedN+2 de2N+1
1, u suprotnom »n/din/2+1 n/d, u suprotnom '
(2.28)

ged(n/24+1,n/d) = {
Konaé¢no dobijamo

—u(n/d), nedN+2 de2N+1

p(n/d), u suprotnom (2.29)

c(nj2+1,n/d) — {“(”/zd):

2.2.2 PST na tezinskim cirkularnim grafovima

U ovom delu ¢éemo dati opsti uslov za postojanje PST-a na tezinskim cirkularnim grafovima
sa celobrojnim tezinama. Tezinski integralni cirkularni graf reda n i sa skupom tezina C'
oznacava¢emo sa WICG(n; C). Prema notaciji iz Teoreme 77, indeksira¢emo tezine iz skupa C
deliocima d € D,, tj. C = {¢; | d € D,}. Drugim recima, stavljamo da je ¢; = ¢4, za svako
0 <i<n—1 takvo da je ged(i,n) = d.

Za dati graf G kazemo da PST postoji izmedu ¢vorova a i b ako postoji positivan realan
broj t takav da je

[(a]e™|b)| = 1. (2.30)

Za tezinski cirkularni graf G = G(n;C), neka je v; = [L,wi, ... ,wi" VT proizvoljan sop-

stveni vektor i v} [1 w L wn? (n_l)] konjugovano-transponovani vektor vektora v;. Dalje
vazi da je A = Zl 0 )\lvlvl it =15 01 eMtyr, odakle sledi

[{ale D) =1 < |~ = 1. (2.31)

1 n—1
§ ez)\lt la — _§ :ez)\ltwfl(afb)
n
=0

Iz nejednakosti trougla oc¢igledno je ]<a|ei‘4t\b>\ < 1, gde je jednakost zadovoljena ako i samo
ako su svi sabirci u (??) jednaki, tj. imaju isti argument. Drugim re¢ima, PST postoji u G
ako i samo ako je

iAot

. 2 . 2(n—1)mw,
e _ ez)\lt+7, T(a=b) _ . . _ 6@)\”,115%»17” (a b). (232>

Poslednji izraz ekvivalentan je sa

2(n —1)w

2w
)\075 =or /\1t + —(a - b) o " =2r /\n—lt +
n n

(a—0b).

Relacija =2, je definisana na sledeéi na ¢in: A =9, B ako @ € Z. Primetimo da (?7) zavisi
od a i b samo kao funkcija od a — b. Zato mozemo, bez gubljenja opstosti, uzeti da je b = 0.
Oduzimanjem susednih kongruencija u prethodnoj jednakosti i zamenom b = 0 dobijamo da je
relacija (7?) ekvivalentna sa slede¢ih n — 1 uslova

a
()\jJrl—)\j)tl—l-EEZ, ij,...,n—Z,
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gde je t; = t/(2m). Iz poslednjih izraza moze se zakljuciti da ako PST postoji u G, onda je t;
racionalan, tj. postoje celi brojevi p i ¢ takvi da je t; = p/q i ged(p, q) = 1.
Ovom diskusijom dolazimo do sledec¢eg rezultata.

Teorema 2.2.5. U tezinskom cirkularnom grafu G(n;C) postoji PST medu ¢vorovima a i 0
ako i samo ako postoje celi brojevi p i q takvi da je ged(p,q) =1 1

a
g(AjH ~M\)+ - €z, (2.33)

za svako 7 =0,...,n — 2.
Takode se moze uociti da ako PST postoji u G(n; C), slededi izrazi se mogu izvesti iz (?7)

2
S(Aj+2—Aj)+§eZ, j=0,1,...,n—3. (2.34)

Naredna posledica proizilazi iz Teoreme ?7? i bice koris¢ena kao kriterijum za nepostojanje
PST u grafu.

Posledica 2.2.6. Ako je \; = X\jy1 za neko 0 < j < n — 2 onda PST ne postoji medu
proizvoljnim évorovima a i b grafa G(n;C).

Dokaz. Bez gubljenja opStosti uzmimo da je b = 0. Iz Teoreme ?? imamo da je a/n € Z, t.j.
n | a. A poslednje nije moguce jer je 0 < a < n. O

Naredna tvrdenja se odnose na tezinske integralne cirkularne grafove, koristeé¢i prethodne
rezultate dobijene za G(n;C).

Teorema 2.2.7. PST ne postoji uw WICG(n; C') ukoliko je za svaki cq # 0, n/d neparan. Zan
parno, ako postoji PST uw WICG(n; C) izmedu ¢vorova a i 0, onda je a = n/2.

Dokaz. Pretpostavimo da je n/d neparan za svaki d € D, pri ¢emu je cq # 0.
Koristedi relacije (1.10) i (1.11), Propozicije ?? lako se moze dokazati da je

A=A = Z cq p(n/d).
deDy,
Na osnovu Posledice 7?7 imamo da ne postoji PST u WICG(n; C).
Pretpostavimo sada da je n paran. Uoc¢imo da je ged(n/2 + 1,n/d) = ged(n/2 — 1,n/d) €
{1,2}. Odavde sledi da je t,/an/241 = tnjanje—1, ti- c(n/2 = 1,n/d) = c(n/2 + 1,n/d).
Koris¢enjem poslednjeg izraza dokazujemo

Anja—1 = Z cgc(n/2—1,n/d) = Z ca c(n/24+1,n/d) = Ny jaqa.

d€Dn, deDn,
Koriséenjem (?7?) imamo da je (2a)/n € Z, §to je mogucée samo za a = n/2. O

Prema prethodnoj teoremi, PST moze postojati u WICG(n;C') samo za n parno i izmedu
¢vorova 01 a =n/2 (tj., izmedu b i n/2 +b). Zato ¢emo u ostatku poglavlja pretpostaviti da
je n parnoia=n/2.

Takode ne¢emo eksplicitno navoditi ulazne i izlazne ¢vorove, veé éemo samo re¢i da PST
postoji u grafu WICG(n; C). Relacija (?7?) sada postaje
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A1 — A 1
P =) Ly (2.35)
q 2
Za proizvoljan prost broj p i prirodan broj n, sa Sy(n) oznac¢i¢emo mnajveéi broj a takav

da p® | n. Sledeéa teorema daje kriterijum za egzistenciju PST u WICG(n; C)

Teorema 2.2.8. PST postoji u grafu WICG(n;C) ako i samo ako postoji m € Ny takav da za
svako 7 =0,1,...,n — 2 vazi

SQ()\j+1 - )\J) =m. (236)
Dokaz. Neka je \jy1 — A\j = 2%m; gde je s; = S2(A\j41 — Aj) > 01 m; neparan broj za svako
j=0,1,...,n—2.
(=) Pretpostavimo da WICG(n; C') ima PST. Na osnovu Teoreme 7?7, postoje uzajamno prosti
brojevi p, ¢ takvi da vazi (??7). Napisimo pomenutu relaciju u sledecoj formi

9s;+1 )

T g (2.37)
2q
Iz poslednje jednakosti zaklju¢ujemo da g | 2% m; (ged(p,q) = 1) i 2 | ¢. Takode, mora
postojati nenegativan ceo broj s, i m, € 2N+ 1 takvi da je ¢ = 2% 'm, gde je s, < sj i mg | m;
za svako j = 0,1,...,n — 2. Zamenom u (??) dobijamo

25j_5qp2—2 +1
2
odakle direktno sledi da s; = s, = Sa(q) — 1. Stavljajuéi da je m = S3(q) — 1 dobijamo (?7).

(«:) Pretpostavimo da vazi (?7). Neka je ¢ = 2™ i p = 1. Tada je

€Z,

PR =) 1 my+1
q 2 2
za svaki j = 0,1,...,n — 2. Prema Teoremi 7?7 imamo da PST postoji u WICG(n;C). O

€ Z,

Sledece tvrdenje direktno sledi iz Teoreme 77.

Posledica 2.2.9. Neka je WICG(n; C) graf sa PST svojstvom. Jedno od sledeé¢a dva tvrdenja
mora da vazi

1. \; =X mod22a0<j<n-—1 (sve sopstvene vrednosti \; su iste parnosti).

2.0 =X +1 mod2za0<j<n-—1 (sopstvene vrednosti niza \; , 0 < j <n—1
naizmenicno menjaju parnost.

PST moze postojati na mrezi samo ako je mreza (graf) povezana. Graf ICG,,(D) je povezan
ako i samo ako je

gcd(n, dl, dg, . dt) = ]_,

za svako d; € D11 < i <t (videti Teoremu ??). Zato ¢emo do kraja odeljka pretpostaviti
da su grafovi ICG,, (D) i WICG(n; C') povezani. Naglasimo, da je WICG(n; C') povezan ako je
njemu odgovarajuéi netezinski graf ICG,, (D) gde je D ={d | n : ¢4 # 0}, takode povezan.
Kako se unitarni Kejlijevi grafovi proucavaju kao posebna klasa grafova, ilustrova¢emo pri-
menu uslova datih u Teoremama 7?7, 77 i Posledici 7?7, i dokazati negzistenciju PST na njima.
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2.2.3 PST na unitarnim Kejlijevim grafovima

Unitarni Kejlijevi grafovi se mogu tretirati kao podklasa integralnih cirkularnih grafova kada
je D = {1}. Primetimo da ako je D = {d} onda je ICG, (D) povezan ako i samo ako je d = 1.
Dakle, jedini integralni cirkularni grafovi sa skupom delioca D = {d} koji bi mogli imati PST
su unitarni Kejlijevi grafovi. Glavi rezultat ove podsekcije je nepostojanje PST na unitarnim
Kejlijevim grafovima, osim u slucajevim za Ky i Cy.

Sledeée tvrdenje resava slucaj kada su n i n/2 deljivi kvadratom prostog broja.

Propozicija 2.2.10. Ako sun i n/2 deljivi nekim kvadratima prostih brojeva, tada PST ne
postogi u ICG,(1).

Dokaz.  Na osnovu Propozicije 7?7 imamo da je A\; = Ay = 0, jer vazi pu(n) = pu(n/2) = 0.
Primenom Posledice ?? dobijamo da PST ne postoji u ICG,(1). O

Razmotrimo slucaj kada je n = 2s gde s nije deljiv kvadratom prostog broja.

Lema 2.2.11. Ako je n = 2s gde s nije deljiv kvadratom prostog broja, jedini unitarni Kejlijevi
grafouvi koji imaju PST su Ky i Cy.

Dokaz. Pretpostavimo da ICG,, (1) ima PST. Tada je A\; = u(n) i

{u(s), s€2N+1
Ao =

2u(s), se€2N
Stavise, kako je u(s) = —p(n) za s € 2N+ 11 pu(n) = 0 za s € 2N zakljutujemo da je
A1 — A2| = 2. 1z relacije (?7?), zamenom a = n/2 dobijamo
2p 1 2p 1
Ly YA 2,
. + 5 € or . + 5 € (2.38)

Pretpostavimo da je prvi iskaz tacan. Onda je 4%% € Z, te stoga vazi q | 4p, odakle sledi da
q | 4. Sa druge strane imamo da 2 | ¢, pa zato postoje dve moguénosti za ¢, ¢ = 2 i g = 4.
Slucaj ¢ = 2 je nemogué jer (2p + 1)/2 ¢ Z za svako p € Z. Ostaje da mora biti ¢ = 4. Isti
zakljucak se moze izvesti analogno ako se pretpostavi da je drugi iskaz u (??) tacan.

Neka jen > 31s € 2N+ 1. Uocimo da je Ay = —¢(n) i A\s_1 = —p(n), gde je p(n) paran
i 11(n) neparan (n = 2s nije deljiv kvadratom prostog broja). Odavde sledi da je [As—1 — A4
neparan. Ovo je u kontradikciji sa Teoremom ?7? jer je Sa(JA1 — Aa|) # Sa(JAs—1 — Ag])-

Neka jen > 4is € 2N. Tada je Ay = —¢(n) € 4N i A\;_; = 0. Odavde sledi da je
Sa(|As—1 — As|) > 2, a kako je So(|]A\1 — A2|) = 1 ovo je ponovo kontradikcija sa Teoremom ?7.

Uslovin < 2is € 2N+1 su zadovoljeni samo ako je n = 2, odakle direktnim izracunavanjem
sopstvenih vrednosti i proverom u (??) dobijamo da ICGy(1) ima PST. Primetio da je ICGo(1) =
K.

Konacno, uslovi n < 4 and s € 2N su zadovoljeni samo ako je n = 4. Takode, direktnom
proverom dobijamo da ICG4(1) ima PST. U ovom slucaju je ICG4(1) = Cy. O

Na osnovu Teoreme 77?7, Propozicije 7?7 i Leme ?? glavni rezultat sekcije se izvodi direktno.

Teorema 2.2.12. Jedini unitarni Kejlijevi grafovi koji imaju PST su Ky 1 CYy.
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2.3 Karakterizacija cirkularnih grafova sa PST svojstvom

U ovom delu proucavamo cirkularne mreze u kojima postoji PST, na osnovu rezultata datih
ul?, 7,7 7 7 7 7. Najpre ¢emo opisati relevantna svojstva spektra grafa ICG,(D;) gde
je D, = {d € D | 41 n/d}, koja se koriste u nastavku. Glavni rezultat sekcije predstavlja
karakterizaciju grafova ICG,,(D) koji imaju PST. Dokazujemo da takvi grafovi imaju PST ako
i samo ako n € AN i D = D3 U Dy U 2D, U 4D, U {n/2°}, gde D3 = {d € D | n/d € 8N},
Dy={de D |n/de8N+4}\{n/4}ia € {1,2}. Koristeéi prethodni rezultat dokazujemo da
je kvantno komunikaciono rastojanje (rastojanje ¢vorova izmedu kojih postoji PST) jednako
jedan ako je n/2 € D ili jednako dva ako je n/4 € D. Takode ¢emo opisati spektar integralnih
cirkularnih grafova koji imaju PST. Sekciju zavrsavamo formulom za broj grafova ICG, (D)
koji imaju PST u funkciji reda grafa n. Pomenuti rezultati daju odgovore na neka od otvorenih
pitanja postavljenih u [?, 7, ?]. U daljem, navodimo neke osnovne terminoloske postavke koje
¢e se koristiti u nastavku sekcije.

Neka je ICG, (D) proizvoljan integralni cirkularni graf. Definisimo skupove D; C D za
0 <<, gdejel = Sy(n), na sledeéi nac¢in

Zbog jednostavnijeg izlaganja takode definiSemo skupove:
D1 = Do UD1 i D3 = UiZS Dz
Uvedimo i notaciju kD za skup {kd | d € D} gde je k prirodan broj.

2.3.1 Spektar integralnih cirkularnih grafova ICGH(E)

U ovom delu se bavimo integralnim cirkularnim grafovima ICG,, (D) takvim da za svaki delilac
d € D vazi da 41 %. U ostatku ove sekcije razmatracemo samo ovakve klase grafova, ukoliko se
ne naglasi drugacije.

U Lemama ?? i 7?7 pokazujemo neka svojstva Ramanudzanovih funkcija.

Tokom sekcije, pretpostavljamo da n ima slede¢u kanonsku reprezentaciju n = 2%0p7*p5? -
Pk gde supy < po < ... < pj razliciti prosti faktori, i a; > 1za 1l <i<kiag>0.

1—1

Lema 2.3.1. Zan > 2 je c¢(j,n) € 2N+ 1 ako i samo ako 41 n i j = p} --pzk_lJ za neki

J takav da je ged(J,n) € {1,2}.
Dokaz.

(=:) Pretpostavimo da je c(j,n) neparan. Kako je c¢(j,n) = p(tn;)e(n)/¢(ts;), sledi da je
p(tn,;) = £1, tj. t,; nije deljiv kvadratom prostog broja i ¢(n)/¢(t, ;) je takode neparan.

Pretpostavimo da za naki neparan prost broj p; vazi da p; t t,, ;. Neka je takode n’ = n/p{".
Kako vazi da t,,; | n' 1 na taj nacin ¢(t, ;) | ¢(n') dobijamo da

o) e, g o)

U =220 o(tn) p(tn;)

Iz poslednje jednakosti sleduje da je ¢(j,n) paran, jer je i p; — 1 takode paran. Ovo je kon-
tradikcija i zato zaklju¢ujemo da p; | ¢, ; za svaki 1 <i < k.
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Sada imamo da je ¢(t,;) = (p1 — 1)(p2 — 1) -+ (pr — 1) i zbog toga
c(j,n) = 200 Ippr—t st

Posto je ¢(j,n) neparan, onda vazi 0 < o < 1, to jest 4t n.

Ako je n € 2N + 1 tada je t,; = p1 - - pk, jer t,; nije deljiv kvadratom prostog broja. Ako
je n € 4N + 2, imamo dve mogucénosti za t,;, t,; = pi1---pr ili t,; = 2p1 - pr zavisno od
parnosti indeksa j.

Stavise, koristeéi n = ged(n, )t, ; dobijamo da je ged(n, j) = pi* " - -pz’“_l (tn;1n suiste
parnosti) ili ged(n,j) = 2p3 " -pg’“_l (u suprotnom). Iz poslednjeg je tvrdenje ovog smera
dokaza jasno.

(<:) Kako je ged(n,j) = pt* - pi* tged(J,n) i ged(J,n) = {1,2}, imamo da je t,; =
p1---pr ili £, ; = 2p1 - - - pr. U oba slucaja je p(t, ;) = (p1 — 1) -+ (pr — 1). Na osnovu formule

C(ja n) = :u(tmj)

zakljucujemo da c¢(j,n) € 2N+ 1. O

Lema 2.3.2. Neka je d proizvoljan delilac broja n takav da jen/d € 2N+1i0<j<n—1
proizvoljan prirodan broj. Tada je ¢(j,n/d) = —c(j,2n/d) za j € 2N+1 i c(j,n/d) = c(j,2n/d)
za j € 2N.

Dokaz. 1z n/d € 2N + 1 zakljucujemo da je ¢(2n/d) = p(n/d).
Neka je 7 € 2N + 1. Tada je ged(2n/d, j) = ged(n/d, ) i

; o 2n _ 9 n o
2T dged(2n/d, )~ “dged(n/d,j) T

Takode je ¢(tan/a;) = ¢(tnja;) jer je tnsq; neparan. Dalje iz ¢injenice da to,/q; nije deljiv
nekim kvadratom prostog broja ako i samo ako ista Cinjenica vazi za t,,q ;, zakljucujemo da je
W(tansa;) = —i(tn)a;). Sada odavde direktno sledi da je

p(2n/d)
©(tansdj)

p(n/d)
P(tnsa,;)

Neka je sada j € 2N. Slicnim razmatranjem imamo da je ged(2n/d, j) = 2ged(n/d, 7), kao
i ton/a,j = tnjaj- 1z poslednjih ¢injenica direktno izvodimo da je c(j,2n/d) = c(j,n/d). O

c(g,2n/d) = p(tansa;) = —ultnya,;) = —c(j,n/d).

Teorema 2.3.3. Za proizvoljni integralni cirkularni graf ICG, (D) postoji neparan broj 0 <
Jj <n—1 gde je \; takode neparan ako i samo ako postoji delilac d € D takav da d/2 ¢ D i
2d ¢ D.

Dokaz.
(=:) Pretpostavimo da za svaki d € D vazi da je ili 2d € D ili d/2 € D. Odavde sledi
D = Dy U2D;. Neka je 7 € 2N + 1. Prema Lemi ?? imamo c¢(j,n/d) = —c(j,2n/d) za

proizvoljni d € D takav da je n/d € 2N + 1 i zato

A=Y c(n/d) =) cljn/d)+c(j,2n/d) =0 € 2N.

deD1U2Dy deDy
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Odavde zaklju¢ujemo da su sve sopstvene vrednosti sa neparnim indeksima parne.

(«<:) Neka je D/ ={de€ D |n/d€4N+2= 2de€ D} iD"=D/U2D/.

Neka je D' = D\ D"”. Prema pretpostavci, D’ je neprazan skup. Na osnovu Leme 77?7
vazi da je c¢(j,n/d) + c(j,2n/d) € 2N za svaki d € D" takav da je n/d € 2N + 1. Oznacimo sa
d' . =maxD'. Kakoje d., . delilac broja n, tada se moze zapisati u formi d’ = 2%0p ... pg"
gde je 0 < 3; < oy za svako i = 1,..., k. Bez gubljenja opstosi, pretpostavicemo da postoji
1<s<ktakavdaje 5; < aq;zasvakoi=1,...,s1i 03, =a;,zai=s+1,..., k. Tada mozemo
pisati n/d., = 200~ Pop® =P . pas=B:  Neka je

Jo=py T T T

/

Jasno je da vazi 0 < jo < n — 1. Iz Leme ?7? direktno proizilazi da je ¢(jo,n/d,,,,) neparan jer

je n/d;naa: 2 2.

Pretpostavimo da je D'\ {d. ..} # 0 i neka je d € D'\ {d.,,,} proizvoljan delilac ¢ija je
kanonska faktorizacija d = 2%p{" - - - p/*.

Pokaza¢emo da postoji 1 < i < k takav da je 0 < v; < ; < «;. Pretpostavimo da ovo
nije slucaj, to jest da je 0 < 3; < v; < «; za svaki 1 <1i < k. Ako je fy < v onda d,,. | d,
sto dovodi do kontradikcije. Sli¢no, ako je By = vy + 1 onda vazi da je d,,. | 2d, odakle sledi
d=d,../2, sto je ponovo kontradikcija sa definicijom skupa D’.

Neka je ¢ proizvoljan indeks takav da je v; < ;. Pretpostavimo da je a; — 3; > 1. Tada je
i <siSpy,(n/d) =oa; —v > 2. Kako je Sp,(jo) =, = fi—1>a; —vi —1=5,,(n/d) —1, iz
Leme ?7 zakljucujemo da je ¢(jo,n/d) paran.

Pretpostavimo da je oy = ;. Tada je ¢ > s i 5,,(n/d) = a; —~ > 1. Ponovo, kako je
Sp;(Jo) = a; > a; —v; — 1 = S,.(n/d) — 1, iz Leme ?7? proizilazi da je ¢(jo, n/d) paran.

1z celokupnog razmatranja zakljuéujemo da postoji neparan indeks j, takav da je c¢(jo, n/d,...)

neparan i ¢(jo,n/d) je paran za svaki d € D'\ {d,,,.}- Sada imamo da je

No = (o, /) + Y clon/d)+ Y c(jo,n/d) € 2N + 1,

deD\{d}pq, } deD”

posto su obe sume u poslednjem izrazu parne.
Ako je d,,q. jedini delilac koji je sadrzan u D, gornja suma se svodi na

/\jO - C(joan/d;nam) + Z C(j(),n/d) 6 2N + 1,

deD"

i ponovo je neparna. [J

Pomenimo i dve direktne posledice prethodne teoreme. Prva zapravo predstavlja kontrapozi-
ciju tvrdenja prethodne teoreme.

Lema 2.3.4. Sve sopstvene vrednosti grafa 1ICG,,(D) na neparnim pozicijama su parne ako i
samo ako je D = Dy U2D,.

Lema 2.3.5. Neka jen/2 € D. Sve sopstvene vrednosti grafa ICG,,(D) na neparnim pozicijama
su neparne ako i samo ako D = D} U 2D} U{n/2} gde je DY = Dy \ {n/2}.

Dokaz. Pretpostavimo da su sve sopstvene vrednosti grafa ICG,, (D) na neparnim pozicijama
neparne. Oznacimo sa A; sopstvene vrednosti grafa. Posmatrajmo integralni cirkularni graf
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ICG,(D') gde je D" = D\ {n/2}. Oznacimo sa )\’ sopstvene vrednosti integralnog cirkularnog
grafa ICG,,(D’). Kako je

to L:{Q’ 217 c(j,2):{_1’ 2“ : (2.39)

7T ged(2,5) L L o205 1, 2|;
vazi
No+1, 25
A:{ g - (2.40)
J N, —1, 247

Odavde dobijamo da su sve sopstvene vrednosti grafa ICG(D’) na neparnin pozicijama
parne. Prema Lemi 77 imamo da je D' = Dy U2D7 gde D} = D, \ {n/2}, ¢ime kompletiramo
prvi deo dokaza.

Suprotan smer tvrdenja se moze dokazati analogno. Neka je D = D} U2D;U{n/2}1 D" =
D\ {n/2}. Prema Lemi 77 sve sopstvene vrednosti grafa ICG,,(D’) na neparnim pozicijama
su parne. Takode, koriséenjem relacije (??) imamo da su sopstvene vrednosti ICG, (D) na
neparnim pozicijama neparne. [J

Sada mozemo dokazati glavni rezultat ovog dela.
Teorema 2.3.6. U ICG,, (D) ne postoji PST za n € 4N+ 2 i proizvoljan skup delilaca D.

Dokaz.

Koriséenjem ?? imamo daje Ay = 3y up, #(n/d)ida =3 cp p(n/d)+3 "4 p, p(n/(2d)).
Odavde dobijamo da je Ay — A1 = > p (u(n/(2d)) — p(n/d)). Kako n/d nije deljiv kvadratom
prostog broja ako i samo ako n/(2d) nije deljiv kvadratom prostog broja, imamo da 2 | Ay — \;
ili, ekvivalentno, Sy(Ay — A1) > 1. Sada razlikujemo sledeé¢a dva slucaja.

Slucaj 1. n/2 ¢ D. Tada je po Propoziciji 7?7 Ay € 2N. Pretpostavimo takode da ICG, (D)
ima PST. Prema Posledici 77, sve sopstvene vrednosti A; su parne, gde je 0 < 7 < n — 1.
Ali iz Leme ?7 sledi da je D = Dy U2D;. Posmatrajmo sada graf ICG,, (D’) gde ny = n/2.
Oznacimo sopstvene vrednosti ovog grafa sa \; za j = 0,...,n; — 1. Kako je n;/d neparan za
svaki d € Dy, zakljuéujemo ¢(27,n,/d) = c(j,n1/d) za svaki 0 < j < ny — 1. Takode, iz Leme
?? imamo da je ¢(27,n/d) = ¢(2j,n/(2d)) za svako d € D;. 1z poslednjih razmatranja proizilazi

Aoj =Y _c(2f.n/d) =2 ¢(2j,n/(2d))

deD deD’
=2 c(2j,mi/d) =2 c(j,ni/d) = 2X,.
deD’ deD’

Kako je n1/2 ¢ D; vazi da je A\ € 2N odakle sledi da je Sy(N\g) > 2. Sa druge strane, prema
Teoremi 7?7 postoji jo takav da je N neparan, pa je i Sa(Ay;) = 1.

Ako je 0 < j < n — 1 neparan, prema Lemi ?? imamo da je ¢(j,n/(2d)) = —c(j,n/d) za
bilo koji d € D, odakle sledi da je A\; = 0. Odavde zaklju¢ujemo da je Sy(A; — Ag) > 2 i

Sa(A2jo — A2jo—1) = 1, §to je u kontradikeiji sa Teoremom ?7.

Slucaj 2. n/2 € D. Sada je \g € 2N + 1. Pretpostavimo da PST postoji u ICG, (D).
Kako je Ay — A1 € 2N prema Posledici 77, sve sopstvene vrednosti A;, za 0 < j < n —1
su neparne. Iz Leme ?7 proizilazi da D' = Di N 2D N {n/2} gde je D} = D; \ {n/2}.
Analogno prethodnom Slucaju 1, dokazujemo da je Sa(A — Ag) = Sa(A] — A\j+2) = 11

Sa(Agjy = Azjo—1) = Sa(Ny;, — Agj 1 +2) > 2, §to je kontradikcija sa Teoremom ?7. [J
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2.3.2 Spektar i karakterizacija ICG,,(D) sa PST svojstvom

Glavni rezultat ovog odeljka je karakterizacija netezinskih integralnih cirkularnih grafova ICG,,(D)
sa PST. Takode ¢emo na ovim grafovima izra¢unati savrseno kvantno rastojanje. Na osnovu
ovih rezultat moze se izracunati i broj grafova reda n, sa PST svojstvom, u funkciji od n.
Prema Teoremi 7?7 pretpostavljamo da za graf ICG,,(D) vazi da je n deljivo sa 4.

Teorema 2.3.7. Neka ICG,,(D) ima PST. Ako je n/2 € D onda su sve sopstvene vrednosti
neparne, u suprotnom su sve parne. Stavise, u prvom slucaju su sopstvene na neparnim pozi-
cijama jednake —1, a u drugom slucaju su sopstvene vrednosti na neparnim pozicijam jednake

0.

Dokaz. Prema Propoziciji 7?7 imamo da je Ay = Y., pu(n/d). Kako 4 | n/d za d € Dy U Ds
zakljucujemo da je pu(n/d) = 0 i zbog toga A1 = >_ .5 pu(n/d). Koristeéi Propoziciju 77 jos

jednom, vidimo da je Ao = >, p(n/d) + 3 4cp, (n/2d) + 34 p,up, 20(n/2d). Za d € D
vazi 4 | n/2d, odakle proizilazi da je

Yo =X = 3 (u(n/2d) — u(n/d) +2 3 uln/2d) € 2N,

deDy deDs

Po Teoremi ?? sve razlike oblika \;y; — A; € 2N za 0 < i < n — 2, possto ICG,, (D) ima
PST. Ako n/2 ¢ D onda je Ay € 2N pa su sve sopstvene vrednosti takode parne. U suprotnom
je Ao € 2N + 1 pa su zato i sve ostale sopstvene vrednosti neparne.

Neka je j € 2N+ 1. Za d € D, U D3 imamo da 4 | t,/4; i zato je c(j,n/d) = 0. Poslednjim
zakljuckom formulu za j-tu sopstvenu vrednost svodimo na

A= Z c(g,n/d).

deD,

Iz uslova n/2 ¢ D proizilazi da je \g € 2N i prema prvom delu dokaza sve sopstvene vrednosti
su parne. -

Neka su pj, 0 < j < n — 1, sopstvene vrednosti grafa ICG, (D). Tada je \; = p; za
svaki neparan 0 < j < n —1, paje yu; € 2N za j € 2N + 1. Iz Leme 7?7 zakljucujemo da
su sve sopstvene vrednosti p; na neparnim pozicijama parne ako i samo ako je Dy = 2D, i
lA)Jl = D; U2D,. Na osnovu prvog dela dokaza Teoreme ?7? izvodimo zakljucak da je p; = 0 za
jE€2N+1istoga\; =0zaje€ 2N+ 1.

Analogno, ako je n/2 € D dobijamo daje \; € 2N+1za0<j<n—1pajeip; € 2N+1
za neparne 0 < j < n — 1. Sada, prema Lemi ?? imamo da je D = D} U2Dj U {n/2} gde je
Dy = Di\ {n/2}.

Posmatrajmo dalje graf ICG,(D’) gde je D' = D\ {n/2} = D} U2D;j. Oznacimo sa \]
sopstvene vrednosti grafa ICG,,(D’). 1z (??) dobijamo da je A; = X;—1za j € 2N+1. Medutim,
na osnovu prvog dela dokaza imamo da je \; = 0 za j € 2N+11izato je \; = —1za j € 2N+ 1.

O

Iz dokaza poslednje teoreme mozemo izvesti slede¢u znacajnu posledicu
Posledica 2.3.8. Ako ICG,,(D) ima PST onda je Dy = 2(D; \ {n/2}).

Koristec¢i Teoremu 7?7 mozemo ustanoviti precizniji kriterijum za karakterizaciju integralnih
cirkularnih grafova koji imaju PST, od kriterijuma datog u Posledici ?77.
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Lema 2.3.9. ICG, (D) ima PST ako i samo ako postoji prirodan broj k > 1 takav da je jedan
od sledeca dva uslova zadovoljen

i) SQ()\Qj) =k )\2j+1 = O, Zf n/2 € D
ii) SQ()\QJ‘I’l) =k i/\2j+1 = -1, an/QGD
2060 <j<n/2.

Lema 2.3.10. Neka je n paran, d delilac odn iny =n/2. Za paran broj 0 < j < n—1, sledece
jednakosti su zadovoljene

1. c¢(j,n/d) = c(j/2, d/2) ako d € Dy
c(j,n/d) = c(j/2,n1/d), ako d € Dy
3. ¢(j,n/d) = 2c(j/2,n1/d), ako d € Dy U Ds.
Dokaz.
1. Pretpostavimo da je d € Dy. Tada je ged(n/d, j) = ng(d/Q,j/Q) i

; B n 2n _
YT dged(n/d.j) 24 ged(Z,5/2)

Osim toga, vazi da je p(n/d) = (”7) pajeic(j,n/d) =c(j/2, i)
2. Pretpostavimo sada da je d € D;. Tada je ged(n/d, j) = 2ged(ny/d, j/2) i

n 2n

t — — =t o
YT decd(n/d,§)  d 2ged(n/d,j/2) "2

Takode zakljucujemo da je p(n/d) = p(2%) = ¢(n1/d) odakle je c(n/d, j) = c(n1/d, j/2).

3. Pretpostavimo da je d € Do U D3. Kao i u prethodnom sluéaju dobijamo ged(n/d, 7) =
2gcd(ni/d,j/2) i tnja; = tnyaj/2- Neka je k = Sa(n/d) i n' ceo broj takav da je n/d =
2% n//d. Primetimo da je k > 2, posto je d € Dy U Ds. Takode je n’/d neparan pa je zato
i ged(2F,n'/d) = 1, odakle sledi da je p(n/d) = p(2F2) = 2k 1p(2).

Osim toga, imamo da je

l !/

oln/d) = 2oy = 202 () = 202 Y) = 20(mi /)

odakle je kona¢no ¢(j,n/d) = 2¢(j/2,n1/d), ako je d € Dy U Ds.

OJ

Lema 2.3.11. Ako ICG,,(D) ima PST tada je Dy = 2(Ds \ {n/4}).
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Dokaz.
Neka su A; sopstvene vrednosti grafa ICG,, (D) za 0 < j <n — 1.
Prema Posledici 7?7 vazi da je Dy = 2(D; \ {n/2}), pa je zato

A= Z c(j,n/d) + Z c(j,n/d) + Z c(j4,n/d).

de2(Di\{n/2}) deDy deD2UD3

Primetimo da iz relacije (??) imamo da je ¢(j,2) = 1 for j € 2N.
Zad € 2(D;\{n/2}), neka je d = 2d’ gde je d' € Dy \{n/2}. Tada je c(j,n/d) = c(j,ni/d’),
pa na osnovu Leme ?? (deo 1.), dobijamo da je ¢(j,ny/d") = c(j/2, Z}//;) =c(j/2,n1/d).
Ako je d € Dy, koriséenjem Leme 77?7 (deo 2.) vazi da je c(j,n/d) = ¢(j/2,nl/d).
Konaéno ako je d € Dy U Dy, prema Lemi ?? (deo 3.) vazi da je c(j,n/d) = 2¢(j/2,n1/d).
Uzimajuci prethodnu diskusiju u obzir dobijamo

\ ¢(J,2) + 2 X 4epy\fnj2yupeud, €U/ 2,ma/d) = 2X, , + 1, n/2€ D
;= (2.41)

2 ZdED1\{n/2}UD2UDN3 C(]/Q, nl/d) - 2>‘;/27 n/2 ¢ D

gde je ny =n/2 i X, sopstvene vrednosti grafa ICG,,, (D’) gde je D" = (Dy \ {n/2}) U Dy U Ds.
Zakljucujemo da je ged(n/d, j) = 2 za j € 4N+21id € Dj, te je stoga 4 | t,,/a,;, to konacno
dovodi do ¢(j,n/d) = 0. Odavde dobijamo da je

A= confd)+ Y eliin/d) = { e aan 242

deD, deDs iy

gde je \; = ZdeDl\{n/Q} c(j,n1/d) + Y qep, ¢(j;n1/d). Ovo znaci da su sopstvene vrednosti A},
za neparno 0 < j < mny — 1, jednake sopstvenim vrednostima na neparnim pozicijama grafa
ICG,,, (D1 U Dy \ {n/2}). Oznacunao sa ; sopstvene vrednosti grafa ICG,,, (D1 U Dy \ {n/2}),
za0<j<n —1.

Iz Leme 77 sledi da je Sa(\;) = k ili So(A; + 1) = k, za j € 4N + 2 i neki prirodan broj
k > 1, u zavisnosti od toga da li je n/2 ¢ D ili n/2 € D. Takode imamo da je SQ(AJ/Q) =k—-1
ili SQ()\j/2+1) = k—1zaneparne 0 < j/2 < n; —1. Kako je y; = \; za neparne 0 < j < ny —1
(sopstvene vrednosti y1; na neparnim pozicijama imaju istu parnost), to Leme ?? i 77 pokazuju
da je Dy = 2(Ds \ {n1/2}), ¢ime je dokaz kompletiran.

0

Teorema 2.3.12. Ako ICG,,(D) ima PST onda je ili n/2 € D ilin/4 € D.

Dokaz.

Slucaj 1. n/2 ¢ D. Pretpostavimo takode dan/4 ¢ D. Kakon/2 ¢ D, prema Posledici 77 vazi
da je Dy = 2D;. Koristeci Propoziciju 77 imamo da je Ay = ) cop, #(n/d) + 3 _4cp, p(n/2d) +
2) 4ep,up, Mn/2d). Za d € Dj zakljucujemo da je 4 | n/2d, te je zato Y , 5 u(n/2d) =
0. Sada formula za sopstvenu vrednost Ay postaje Ay = >, p(n/2d) + 3, p pu(n/2d) +
2 4ep, H(n/2d). Kako n/4 ¢ D, Lema 7?7 nas dovodi do zakljucka

Yo =203 uln/2d) + 37 u(n/2)) =23 pln/dd) + 3 pln/2d)) =0.

de2Ds de Do deDay de Do
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Slucaj 2. n/2 € D. Pretpostavimo takode da je n/4 € D. Iz poslednje pretpostavke, kao i
Posledice 7?7 i Leme ??, dobijamo da je Dy = 2(D;y \ {n/2}) i Dy = 2(Ds \ {n/4}). U ovom
slucaju Ay moze biti zapisana na sledec¢i nacin

Moo= pln/d)+ Y pm/2d)+2 > p(n/2d)+ p(l) +2u(2) =0+1-2=—1.

deDj deDi\{n/2} deD2\{n/4}

Primetimo da je 3 e #(n/d) + 3 4e p ny2y #(1/2d) +2 3 4 p,\ o4y = 0 prema Slucaju 1
dokaza. U oba slucaja zakljuéujemo da je A\; = Ay (prema Lemi ?7?), a poslednje je kontradikcija
prema Posledici ??7. [

Savrieno kvantno komunikaciono rastojanje (PQCD) za proizvoljan par ¢vorova a i b pred-
stavlja rastojanje d(a,b) u grafu, ako PST postoji izmedu njih. Ukoliko uzmemo u razmatranje
cirkularnu mrezu sa identi¢nim nacinom sparivanja kubitova, PST se pojavljuje samo izmedu
¢vorova b i b+ n/2 za svako 0 < b < n/2 — 1 (Teorema ?7?). Za integralni cirkularni graf
ICG, (D), PQCD évorova b i b+ n/2 je jednak jedan, ako n/2 € D. U suprotnom, imamo da
je n/4 € D (Teorema ?7) pa put b,b+ n/4,b+ n/2 pokazuje da je PQCD jednak dva. U oba
slucaja je PQCD nezavisno od reda grafa.

Slede¢im tvrdenjem opisujemo spektar integralnih cirkularnih grafova. Kriterijum za egzis-
tenciju PST u integralnim cirkularnim grafovima dat slede¢om lemom, bic¢e koris¢en i u nared-
nim teoremama.

Lema 2.3.13. ICG, (D) ima PST ako i samo ako vazi jedan od sledeéih uslova
i) Ayj € AN+2 4 \yj11 =0, akon/2 ¢ D
ii) A\oj € AN+1 4 \yj11 = —1, akon/2 € D

za svako 0 < j < mn/2.

Dokaz. U dokazu ¢emo koristiti istu notaciju kao u dokazu Leme ??. Pretpostavimo da je
ICG, (D) ima PST.

Iz Leme ?7? sledi da je \; = 0 ili \; = —1 u zavisnosti od toga dalin/2 & D ilin/2 € D, za
svaki neparan 0 < j <n — 1.

Sada pretpostavimo da je n/4 € D. Prema Teoremi ?? imamo da n/2 ¢ D. Odavde sledi
da je \g € 2N, te su sopstvene vrednosti grafa ICG,, (D) parne za j € 2N, §to sledi iz Leme ?7?.
Sada ¢emo nastaviti razmatrnje prema dokazu Leme 77, to jest

gde su N, sopstvene vrednosti grafa ICG,, (D’), pri ¢emu je D' = Dy U Dy U Dy \ {n/2} i
ny =n/2.

Kako je n/4 = ny/2 € D, sledi da je \j € 2N + 1, odakle dalje imamo da je \g € 4N + 2.
Konacno, iz Leme 7?7 zakljucujemo da je \; € 4N 42 za j € 2N.

Ako je n/2 € D onda je A\g € 2N + 1, pa otuda vazi da je A\; € 2N+ 1 za j € 2N. Odavde

dalje sledi da je A; = 2] , + 1. Prema Teoremi ?? je n/4 = n/2 ¢ D, pa je zato i Aj € 2N.
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Odavde sledi da je A\g € 4N+ 1. Konacno, koriS¢enjem Leme 77 zakljucujemo da je \; € 4N+1
za j € 2N.

Ako bilo koji od uslova i) ili ii) vazi, moze se lako videti da je A\j41 — A; € AN + 2 iz Cega
dalje proizilazi da ICG,, (D) ima PST, prema Teoremi ?7.
OJ

Teorema 2.3.14. Neka je D skup delilaca broja n takvih da n/2,n/4 ¢ D. Tada ICG, (D U
{n/4}) ima PST ako i samo ako ICG,, (D U {n/2}) ima PST.

Dokaz.

Neka su A;, p; i v; sopstvene vrednosti grafova ICG,(D U {n/4}), ICG,(D U {n/2}) i
ICG,, (D), redom. Sada imamo sledece relacije izmedu pomenutih sopstvenih vrednosti: \; =
vi+c(j,4)1p; =vj+c(y,2). Odavde sledi da je p; = Aj—c(j,4)+¢(j,2) zasvako 0 < j <n—1.

Direktnim izracunavanjem pokazuju se sledece relacije

A 4, 2145 0, jE2N+1
tij= ——==19 2 S20j)=1, c(j,4) = =2, jedN+2 . (2.43)
7 ged(4,7) 1, 41]j 2, je4N

Odavde sledi da je

Aj—1, j€2N+1

pi=4 A+3, jedN+2 | (2.44)
Aj—1, j€4N
Sledece dve Cinjenice se sada lako izvode: za j € 2N+ 1, A\; = 0 ako i samo ako je p; = —1

izaj € 2N, \; € 4N + 2 ako i samo ako je p; € 4N 4 1. Konac¢no, primenom Leme 77
kompletiramo dokaz.
O

Sada mozemo iskazati jedan od glavnih rezultata poglavlja.

Teorema 2.3.15. ICG,,(D) ima PST ako i samo ako je n € AN, D = 2D}, Doy = 4D} i vaZi
jedan od uslova n/4 € D ilin/2 € D, pri cemu je D5 = Dy \ {n/4} i D} = Dy \ {n/2}.

Dokaz.
(=:) Tvrdenje ovog smera teoreme predstavlja posledicu Teoreme ??7, Leme ??, Posledice 77
i Teoreme ?77.

(«<:) Prema Teoremi ?7, ovaj smer je dovoljno dokazati za n/4 € D. Takode, iz Teoreme 77
imamo da n/2 ¢ D.

Neka je 0 < j < n — 1 neparan. Za d € Dy U Ds, zakljucujemo da je c(g,m/d) =0, jer vazi
da 4 |t,/q; . Odavde sledi da je

A=Y clinfd)+ > c(Gn/d) =) e(jn/2d) + c(j,n/d) = 0.

de2D deDy deDq
Poslednja jednakost vazi iz Leme ?77?.

Neka je 0 < 7 <n — 1 paran. Tada je
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A=Y clin/d)+ > cGn/d)+ D elin/d)+eli )+ > cjn/d).

de2Dy deD; deDs\{n/4} deDs

Iz Leme ?7? i relacije (??7) dobijamo

N=2) clin/d)+ Y c(n/d)+ > cjn/d)+2.

deDy deDa\{n/4} deDs

Sada primenom Leme 7?7 dalje izvodimo

A =2 > cj/2mfd)+2 Y c(i/2m/d)+2) c(j/2,m/d) £2

deDy1=2(D2\{n/4}) deDa\{n/4} deDs
=2 > (clj/2,m/d) +c(j/2,n1/2d) + 2> e(j/2,n1/d) £ 2,
deDy\{n/4} deDs

gde je nl =n/2.

Neka je j € AN + 2. Iz Leme ?? sledi da je ¢(j/2,n1/d) + ¢(j/2,n1/2d) = 0, posto vazi
j/2€2N+1. Zad e D5 imamo da 4 | tny/d, /2, Pa je zato c¢(j/2,m1/d) = 0. Kona¢no izvodimo
zakljucak da je \; = ¢(j,4) = —2.

Ako je j € 4N, prema Lemi ?? pokazujemo da je

N=4 ) e(i/2m/d)+2) " e(i/2,n/d) + 2.

deDo\{n/4} d€Ds

Takode, na osnovu Leme ?? imamo da je ¢(j/2,n1/d) = 2¢(j/4,n1/2d). U oba slucaja je
Aj € 4N+ 2 za j € 2N. Sada, direktnom primenom Leme 7?7 dokazujemo tvrdenje.
O

Poslednjom teoremom smo odgovorili na pitanje kada cirkularne mreze imaju PST, karak-
terisuci sve integralne cirkularne grafove sa tom osobinom. Iz ove karakterizacije mozemo
izracunati broj integralnih cirkularnih grafova koji imaju PST, datog reda n. Ako je n € 8N,
koriséenjem pravila proizvoda, ovaj broj je jednak dvostrukom proizvodu kardinalnosti parte-
tivnih skupova {d : d | n, n/d € 8N}i{d:d |n, n/d € 8N+4}\{n/4}. Akojen € 8N+4 onda
je jednak samo dvostrukoj kardinalnosti partetivnog skupa {d : d | n, n/d € 8N+ 4} \ {n/4}.
U oba sluéaja smo imali dve moguénosti jer ili n/2 € D ili n/4 € D. Prema tome, za dati
prirodan broj n, broj integralnih cirkularnih grafova ICG, (D) koji imaju PST dat je slede¢om
formulom

273, ne8N+4

QT(g)T(ZSZ%)j n € 8N , (2.45)

1CG,(D)] = {

gde 7(n) oznacava ukupan broj delioca broja n. Rezultati prethodne formule su prikazani u
tabeli ispod.

n 4181121620 |24 |28 32|36 |40 |44 | 48| 52
#ICGsaPST |12 2 4|2 (102 |8 | 4/|10] 2 [44] 2
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n 56 | 60 | 64 | 68 | 72|76 | 80 | 84 | 88 92| 96 | 100
#ICGsaPST 1010 (16| 2 (44| 2 (441010 | 2 | 184 | 4

n 104 | 108 | 112 | 116 | 120 | 124 | 128 | 132 | 136 | 140
#ICGsaPST | 10 | 8 | 44 | 2 |218| 2 | 32 | 10 | 10 | 10

n 144 | 148 | 152 | 156 | 160 | 164 | 168 | 172 | 176 | 180 | 184
# ICG sa PST | 400 | 2 10 | 10 | 184 | 2 | 218 | 2 44 | 44 | 10

n 188 [ 192 [ 196 | 200
#1CGsaPST | 2 | 752 4 | 44

Napomenimo da je stasticki prikaz podataka u ovoj tabeli proveren u programskom paketu
MATHEMATICA (videti kod u prilogu). 1z tabele vidimo da za pojedine vrednosti n € 8N (na
primer n = 96,120, 144, 160, 168,192, ...) imamo veliki broj grafova koji imaju PST, dok za
neke vrednosti n € 8N+ 4, postoje samo 2 takva grafa. Ipak, broj grafova ICG,, (D) koji imaju
PST je asimptotski jednak broju ICG, (D) datog reda n. Poslednji zakljucak se moze izvesti
iz Posledice 7.2 date u [?], gde je pokazano da postoji najvise 270 =1 integralnih cirkularnih
grafova sa n ¢vorova.

Takode, vredi pomenuti da je maksimalna vrednost PQCD jednaka 2 na cirkularnim mrezama
reda n € 4N. To znaci da jos uvek ostaje kao otvoreno pitanje o mogucnosti konstrukcije mreza
sa identi¢nim nac¢inom sparivanja, gde se svako kvantno stanje moze savrseno preneti na rasto-
janju veéem od 2logs n, dobijenom u [?, 7] za kocke sa dvostrukim linkovima reda n.

Takode se povecanje PQCD moze posti¢i uzimajuéi u razmatranje mreze sa fiksnim ali
razli¢itim nacinom sparivanja [?]. Slican prilaz moze biti koris¢en na circularnim grafovima sa
tezinskom matricom susedstva sa ciljem da se uveéa PQCD. Stavise, mnogi nedavno objavljeni
radovi na ovu temu predlazu ovakav pristup [?, 7, 7, ?]. Neki rezultati vezani za karakterizaciju i
pronalazenje novih klasa tezinskih cirkularnih grafova bice tema sledeceg poglavlja (videti [?]).
Karakterizacija cirkularnih grafova koji imaju PST je prvi korak u opisivanju opstije klase
tezinskih cirkularnih grafova koji imaju PST.

U nastavku ¢emo navesti nekoliko karakteristicnih klasa grafova ICG, (D) sa PST (D je
dvoelementni skup, n € 8N + 4, n € 8N,...), kao i onih koje to svojstvo poseduju. Navedene
klase PST grafova ¢e biti koris¢ene i u narednoj sekciji. Sve ove klase bice izvedene iz Teoreme
(??). Naime, za D3 = {1} i Dy = () dobijamo sledeée dve posledice pomenute teoreme.

Posledica 2.3.16. Integralni cirkularni grafovi ICG,,({1,n/4}) i ICG,({1,n/2}) imaju PST
ako i samo ako je Sa(n) > 3.

Posledica 2.3.17. Integralni cirkularni graf 1CG,, (D), pri éemu D sadrzi dva delioca, ima
PST ako i samo ako je if So(n) >3 1 D ={1,n/2}, D ={1,n/4} .

Propozicija 2.3.18. Minimalni broj évorova integralnog cirkularnog grafa (koji nije unitarni
Kejlijev) 1ICG,,(D) sa PST, jednak je n = 8.

Sada mozemo konstruisati klasu grafa za n € 8N + 4. Primetimo da su u ovom sluc¢aju ne
postoji klasa grafova ICG,, (D) koji imaju PST, sa brojem elemenata u D manjim od 4. Graf
ICG, (D) gde je n € 8N+ 4, a D cetvoroelementni skup se dobija kada je D3 = i Dy = {1}.
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Slika 2.1: Integralni cirkularni grafovi (koji nisu unitarni Kejlijevi) sa minimalnim brojem
¢vorova (ICGg({1,4}) sa leve strane i ICGg({1,2}) sa desne) koji imaju PST

Posledica 2.3.19. Neka je n prirodan broj takav da je So(n) = 2. Tada grafovi ICG,,({1,2,4,n/4})
i 1ICG,({1,2,4,n/2}) imaju PST.

Takode, mozemo konstruisati klasu grafova ICG,, (D) koji imaju PST, sa troelementnim
skupom D, ali tada n mora biti deljiv brojem 16. Zaista, za D3 = {1,2} i Dy = ) dobijamo
grafove navedene slede¢om posledicom.

Posledica 2.3.20. Integralni cirkularni grafovi 1ICG,({1,2,n/4}) i ICG,({1,2,n/2}) imaju
PST ako i samo ako je Sa(n) > 4.

Sada mozemo navesti neke klase grafova koji nemaju PST. Direktno iz Teoreme ?? za-
klju¢ujemo da nema PST u grafu ICG,, (D) ako je n broj koji nije deljiv kvadratom prostog
broja, buduéi da takvi brojevi nisu deljivi sa 4.

Propozicija 2.3.21. Neka skup delioca D sadrzi samo neparne delioce. Tada ne postoji PST
u ICG, (D).

Dokaz.  Ako je n € 8N tada za svaki delilac d € D vazi da je n/d € 8N, tj. D = bvg, odakle
sledi da n/2,n/4 ¢ D. Poslednje je kontradikcija sa Teoremom ?7.

Ako je n € 8N + 4, slicno prethodnom dobijamo da je D = Dy. Medutim, 2D5 i 4D5 nisu
u D, te dobijamo da PST ne postoji u ICG,,(D) O

Slicno dokazu prethodnog tvrdenja moze se dokazati i sledece.

Posledica 2.3.22. Neka je Sa(n) = 2 i D sadrzi tacno jedan paran delilac. Tada u ICG,, (D)
nema PST.

Propozicija 2.3.23. Neka je ICG,, (D) graf takav da je So(n) > 3. Pretpostavimo da postoji
paran delilac dy € D uzajamno prost sa svim ostalim deliocima d € D\{dy}. Tada ICG, (D)
ima PST ako i samo ako je D = {1,n/2} ili D = {1,n/4}.

Iz tvrdenja 77, 7?7 i 7?7 proizilazi sledeca posledica.

Posledica 2.3.24. Graf ICG, (D), gde D sadrzi paran broj uzajamno prost sa svim ostalima u
D, ima PST ako i samo ako je Sa(n) >3 i D ={1,n/2}, D ={1,n/4}.
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2.3.3 PST izmedu neantipodalnih ¢évorova u cirkularnim grafovima

U ovom delu nastavljamo sa ispitivanjem cirkularnih mreza koje poseduju PST. Korisno je
izucavati odredenje parametre grafova vezane za kvantnu dinamiku, imajudi, pre svega, u vidu
primenu u PST. Posebno bi bilo interesantno znati koliki bi bio put informacije koja bi se
mogla potencijalno preneti izmedu delova sistema modeliranih grafovima. Zato je vazno znati
dijametar grafova, kao i PQCD, o ¢emu je ve¢ bilo re¢i u prethodnim sekcijama. Specijalno,
interesantno je znati da li je rastojanje PQCD uvek jednako dijametru grafa. Drugim rec¢ima,
da li su ¢vorovi izmedu kojih se odvija PST, uvek antipodalni? Ovo pitanje je postavio Godsil u
[?], a mi dajemo negativan odgovor odredivanjem dijametra svih integralnih cirkularnih grafova
sa dvoelementnim skupom deliocima, koji imaju PST.

Najpre ¢emo odrediti dijametar integralnih cirkularnih grafova ICG, (D) sa jednoeleme-
ntnim skupom D. Ovaj rezultat je od sustinske vaznosti za izracunavanje dijametra integralnih
cirkularnih grafova sa dva delioca. Karakterizacijom svih integralnih cirkularnih grafova sa
dvoelementnim skupom delioca koji imaju PST, pronasli smo dve klase grafova gde se PST
odvija medu neantipodalnih ¢vorova. Ove klase grafova imaju red koji je deljiv sa osam.
Takode, se moze pronaéi klasa grafova ICG,, (D) koji imaju red oblika 8k + 4. Na ovaj nacin
smo dokazali da za svako n € 4N postoji integralni cirkularni graf reda n, takav da je PST
odvija medu neantipodalnih ¢vorova. Primetomo jos da PST postoji na integralnim cirkularnim
grafovima reda koji je deljiv sa ¢etiri. Ovom metodom se takode moze naéi klasa I1CG,, (D),
gde je n € 8N + 4 takva da je PST javlja medu antipodalnim ¢vorovima.

Dijametar integralnih cirkularnih grafova sa jednim deliocem

Rastojanje d(u,v) izmedu ¢vorova u i v u grafu G predstavlja broj ivica najkraéeg puta medu
njima (duzina grafovske geodeze medu ¢vorovima u i v). Dijametar grafa je maksimalno ras-
tojanje medu parovima cvorova grafa.

Definicija 2.3.1. Neka sul @ N dati prirodni brojevi. Ukoliko postoje celi brojevi sq, S, ... Sk
takvi da je ged(si, N) =1, za 1 < i < kil = s1+ s2+ ...+ s mod N, onda k-torku
(s1,82,...,8K) nazivamo redukovanom kompozicijom broja | po modulu N (RDy(l)) od k ele-
menata.

Lema 2.3.25. Za prirodne brojeve m il takve da je l < m i ged(l,m) =1, vazZe sledeci uslovi:
(i) Postoji RD,,(l) od tri elemenata.

(ii) Ako je m neparan onda postoji RD,,(l) od dva elementa.

(iii) Ako je m paran onda ne postoji RD,,(l) od dva elementa.

Dokaz.

(i) Kako je ged(l,m) =1 dobijamo da je ged(m—I,m) = 1, pa je prema tome il = (m—1)+I1+I
mod m.

(ii) Ako je m neparan onda je gcd(2l,m) = 1, te je zato | = (m — 1) + 21 mod m.

(iii) Pretostavimo da postoji dvoelementno razlaganje RD,,(l), broja [. Odavde sledi da
postoje brojevi a i b koji su relativno prosti sa m i pri tome je [ = a + b mod m.
Kako je m paran, iz poslednje jednakosti proizilazi da je [ —a — b takode paran. Sa druge
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strane, posto su a, b i [ relativno prosti sa m, oni su neparni pa je i [ —a — b neparan, sto
nas dovodi do kontradikcije.

OJ

Lema 2.3.26. Neka je m = p%, gde je p prost broj i o« > 1. Za prirodan broj | < m deljiv sa
p, postoji razlaganje RD,,(1) od dva elementa, a ako je p > 2 postoji razlaganje RD,,(l) od tri
elementa.

Dokaz. Brojevi m im —1 su uzajamno prosti, a za p > 2 broj m — 2 nije deljiv sa p. Dakle, na
osnovu uslova leme, dvojka ((m —1),1) i trojka ((m —2), 1, 1) predstavljaju razlaganje RD,,(l)
od dva i tri elementa, redom. [J

Lema 2.3.27. Za svaki prirodan broj | mangi od datog broja N, postoji RDn(l) od najvise tri
elementa.

Dokaz.

(i) Neka je N prost. Kako su svi prirodni brojevi manji od N i relativno prosti sa N, svaki
od njih trivijalno zadovoljava uslove tvrdenja leme.

(ii) Sada neka je N = p® za proizvoljni prost broj p > 2 i a > 1. Tada za sve brojeve koji
nisu uzajamno prosti sa N postoji RDy(l) od dva elementa na osnovu Leme ?7.

(iii) Pretpostavimo da je N = nm, gde su n,m > 1 uzajamno prosti. Takode pretpostavimo
da je m = p“ za proizvoljni prost neparan broj p i« > 1. Posmatrajmo klase kongruencije
pomodulum, C; ={tm+i|0<t<n—1}za0<i<m-—1.

Dokaz dalje izvodimo koriste¢i indukciju po N. Za N = p® gde je p prost, tvrdenje vazi
prema delovima (i) i (ii) dokaza. Pretpostavimo da tvrdenje vazi za svako n < N.

Posmatrajmo proizvoljnu klasu Cj za 0 < k < m — 1. Prema pretpostavci, za svaki
element [ € C} postoji prirodan broj 1 < x < 3 takav da je

l=s1+sy+---+s, modn, (2.46)

iged(s;,n)=1zasvaki 1 <i <.

U slucaju kada je 2 < 2 < 3 na osnovu Leme ?7? (delovi (i) i (ii)) i Leme ?7? postoje
brojevi ry, 7, ..., r, takvi da je

l=k=ri+r9+---+r, modm, (2.47)

iged(r;,m)=1zal<1i<uz.

Dokaz tvrdenja za z = 1, tj. ged(l,n) = 1, se lako moze svesti na slucaj kada je = = 3,
koriste¢i deo (i) Leme ?7.

Kako je ged(n,m) = 1, elementi proizvoljne klase formiraju potpun sistem ostataka po
modulu n. Odavde sledi da za svaki element s; postoji prirodan broj s, € C,,, takav
da je s, = s; mod n za svaki 1 < ¢ < z. To znaéi da na osnovu (?7?) i (??) dobijamo
l=s)+sy+ -+ s, modn,m ili ekvivalentno | = ¢} + s, + -+ + s, mod N = nm, jer
je ged(n, m) = 1. Na osnovu izbora brojeva s, imamo da su oni relativno prosti sa n i m,
a time sa N = nm.
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O

Sada mozemo dokazati rezultat koji se odnosi na dijametar integralnih cirkulantnih grafova
sa skupom delioca D = {1}.

Teorema 2.3.28. Za integralni cirkularni graf 1ICG,, (1) takav da je n > 2, vazi

1, n je prost
diam (ICG,(1)) = 2, n je neparan sloZen ili je stepen dvojke (2.48)
3, u suprotnom.

Dokaz. Posmatrajmo dva proizvoljna ¢vora u,v € Z, takva da je u < v i neka je | =
v — u. Prema Lemi ?? postoji razlaganje RD, (I) od najvise tri elementa, odakle sledi da je
diam (ICG,(1)) < 3.

(i) Dijametar grafa je jednak jedan ako i samo ako je kompletan. Ekvivalentno, stepen
regularnosti ¢(n) mora biti jednak n — 1. Poslednja jednakost je zadovoljena ako i samo
ako je n prost broj. Stoga ¢emo u nastavku pretpostaviti da je n slozen i diam(ICG, (1)) >
2.

(ii) Ako je n stepen dvojke, prema delu (ii) Leme ??, imamo da je diam(ICG,(1)) = 2.
Sada ¢emo pretpostaviti da je n neparan slozen broj. Neka je pi'p3?...pp" kanonska
faktorizacija broja n. Koristeé¢i indukciju po k, kao u dokazu Leme 7?7, zakljucujemo da
postoji razlaganje RD e (l) od dva elementa (prema delu (ii) Leme ??), za 1 < i < k.
Dakle, postoji razlaganje RD,,(I) od dva elementa, a time je i diam (ICG, (1)) = 2.

(iii) Neka je n paran broj deljiv nekim prostim neparnim brojem. To znac¢i da se on moze
zapisati kao n = 2%'m, gde je m neparan broj veé¢i od jedan. Pretpostavimo da je
diam (ICG,(1)) = 2. Izaberimo ¢vorove u i v takve da je [ neparan i nije uzajamno
prost sa m. Kako je m neparan, prema delu (ii) postoji razlaganje RD,,(l) od dva
elementa. Sa druge strane, prema delu (iii) Leme ?? ne postoji RDse (1) od dva elementa.
Zakljuéujemo, da ne postoji RD,(l) od dva elementa ili ekvivalentno diam (ICG, (1)) # 2,
sto je kontradikcija. Jedina preostala moguénost je diam (ICG, (1)) = 3, ¢ime je dokaz
kompletiran.

PQCD i dijametar integralnih circkularnih grafova

U prvom delu sekcije razmatramo dijametar grafa ICG, (D) za D = {1,d}. Izra¢unavamo
dijametar u Teoremi 7?7, gde je dokaz prirodno podeljen po lemama. Pretpostavljamo da je
n=pipy? ... ppt, gde supp < pa < ... < pj razliciti prosti brojevi i a; > 1.

Lema 2.3.29. Graf ICG,,(D) je kompletan ako i samo ako jen = p* i d = p gde je p proizvoljni
prost broj.

Dokaz. Integralni cirkularni graf ICG,,(D) je kompletan ako i samo ako je D = D, \ {n}.
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(=:) Pretpostavimo da je ICG, (D) kompletan. Odavde imamo da je |D| = |D, \ {n}|.
Poslednja jednakost implicira da je 7(n) — 1 = 2, gde funkcija 7(n) oznacava broj delioca broja
n, kao Sto smo ranije ve¢ naveli. Odavde je

(v +D)(ag+1)...(ap +1) —1=2.

Kako je a; +1 > 2 za 1 < i < k zakljucujemo da je k = 11 a7 = 2. Ovaj smer leme je sad
oc¢igledan.
(<:) Zan=p?id=pimamo daje D = {1,p} = D, \ {n}, ¢ime je dokaz kompletiran. [J

Lema 2.3.30. Neka je n paran broj i k > 2. Tada je diam(ICG, (D)) = 2 ako je jedan od
sledeca dva uslova zadovoljen

(i) d je stepen dvojke
(1) n=2%p id=p za neparan prost broj p.
Dokaz. Neka su u,v € Z, dva proizvoljna ¢vora il = v — u.

(i) Pretpostavimo takode da je d = 2% gde je 1 < a < ay. Dokaza¢emo da postoje brojevi
S1, 82 € Zy, takvi da je l = s1+ sy mod ni sy, s € Gp(D).

Ako je | € 2N onda ¢emo naéi s1, sy € Z, takve da postoji razlaganje RD,(l) od dva
elementa. Neka je n = 2**m gde je m neparan. Deo (ii) Teoreme 7?7, garantuje posto-
janje RD,,(l) od dva elementa. Sa druge strane, iz Leme 7?7 (part (ii)) sledi egzistencija
razlaganja RDse, (1) od dva elementa, pa prema tome imamo i razlaganje RD,(l) od
dva elementa. Primetimo da postoji RD,(l) od z elemenata ako i samo ako postoji
RD, (') od x elemenata, gde je I’ ostatak broja [ po modulu n. Poslednje je ta¢no jer
jel =10 = s +s+...+s, modn, gde je ged(s;,n) = 1. Odavde sledi da gornje
razmatranje takode stoji i kada je [ > m ili [ > 21,

Ako je [ € 2N + 1 tada bez gubljenja opstosti, pretpostavimo da je s; € 2N+ 11 s9 € 2N.
Odavde sledi da je ged(sy,n) = 11 ged(se,n) = 2. 1z poslednjeg zakljucujemo da p; 1 s;
za svako 1 < i < k i ako je a < «; takode mora biti 2% | sy, 2% § 559 1 p; 1 s9 za svako
2 < i < k. Poslednje relacije mogu biti zapisane na slede¢i nacin : s; Z 0 mod p; za
svako 1 <i <k, s5 =0 mod 2% s, 0 mod 2°™! i sy # 0 mod p; za svako 2 < i < k.
Kako jos vazi da je s; = [ — s3 mod n, koriste¢i gornje relacije dobijamo da je so = 0
mod 2%, sy £ 0 mod 2" i s, # {0,1} mod p; for 2 < i < k. Kona¢no, udruzivanjem
prve dve relacije dobijamo sledeci sistem

sy = 2% mod 29t

sy #Z {0,1} mod p; za svako 2 <1 < k.
Prema Kineskoj teoremi o ostacima postoji reSenje s gornjeg sistema takvo da je 0 < s <
M isy, =5 mod M, gde je M = 2°Fp, ... p,. Primetino da je M < n, jer je o < a.
Ako je o = ;1 onda je uslov ged(sg,n) = 2% ekvivalentan sa s = 0 mod 2% i sy Z 0
mod p; za svako 2 <1 < k. To znaci da se gornji sistem redukuje na

s, = 0 mod 2™

sy #Z {0,1} mod p; za svako 2 <1 < k.

Koristec¢i ponovo Kinesku teoremu o ostacima, sistem ima resenje s takvodaje0 < s < M
iss=s mod M gde je M =2%py...pg.
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(ii) Pretpostavimo da je n = 2*'p i d = p. Ako je | € 2N + 1 imamo da je ta¢no jedan
od uslova zadovoljen: p | [ ili p 1 I. Odavde sledi da je onda, za dato [, tacno jedan od
sledecih uslova zadovoljen ged(l,n) = p ili ged(l,n) = 1. U oba slucaja zakljuéujemo da
mora biti [ € G, (D).

Kada je | € 2N postoji razlaganje RD,,(l) od dva elementa kao §to je veé¢ pokazano u (i).

O

Lema 2.3.31. Neka je p; proizvoljan prost delilac broja n gde je 2 < i < k. Tada imamo da je
k=i=21iay=1 ako i samo ako za svako neparno |l € Z, vazi da je l € G, (1,p;).

Dokaz.

(=:) Zal € 2N + 1 imamo da je ged(l,n) = p; ili ged(l,n) = 1,u zavisnosti od toga da li p; | {
ili p; 1 I. U oba slucaja zakljucujemo da je [ € G, (D).

(«<:) Pretpostavimo da za sve neparne [ € Z,, imamo da je [ € G,(1, p;), tj. ili je ged(l,n) =

ili ged(l,n) = p;. Kako je broj neparnih | € Z, takvih da je ged(l,n) = 1 jednak je ¢(n), dok
je broj neparnih [ € Z,, takvih da je ged(l,n) = p; jednak je p(n/p;), imamo da je

n
pln) + pln/p) = 2.
Neka je a; > 2. Koristec¢i Ojlerovu formulu dobijamo

(2.49)

207> pik = 29702 (g — 1) L p T (pg — 1)
+ 2 e = 1)t (i = 1) (e — 1) &
popiopr = (p2—1)...(pi—1) ... (p—D)(pi +1)

= (p—1)...0 =1 ...(px — 1).

Vidimo da ova jednacina nema resenja, jer je leva strana jednakosti oc¢igledno veca od desne.
Pretpostavimo sada da je o; = 1. Relacija (?7) sada izgleda

201702 p P = 2a1’1pg‘2*1(p2 —1)...(pi—1)...p% 1( pr— 1)
a1—1, co— Q; 1 o 1 o
+ 2% 11922 1(1’2 —1)...pa (pi—l - 1)pzﬁ1 (Piv1—1)...pp*~ l(pk -1) &
pa-opioopr = (p2—1)..(Pic1 — )@is1 — 1) ... (pr — Dpi-

Zakljucujemo da jednakost vazi ako i samo ako je k = 2, jer za k > 3 leva strana je ocigledno
veca od desne. Dakle i = 2, te je ap = 1.
OJ

Lema 2.3.32. Neka je n > 4 paran broj i k > 2. Tada je diam(1CG,, (D)) = 3 ako i samo ako
su sledeci uslovi zadovoljeni

(i) d nije stepen dvojke

(i) n # 2*p ili d # p za bilo koji prost broj p.
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Dokaz.

(=:) Pretpostavimo da je diam(ICG, (D)) = 3 i da je bar jedan od delova leme (i) ili (ii)
netacan. Odavde sledi da su zadovoljeni uslovi Leme ?7 odakle je diam(ICG, (D)) = 2. Ovo
je kontradikcija sa pretpostavkom.

(«<:) Pretpostavimo sada da su zadovoljeni delovi (i) i (ii). Odavde sledi da za 2 < i < k
postoji neparan prost delilac p; brojeva n i d.

Ako je d # p; onda je ged(pi,n) = pi € {1,d}, tj. p; & Gn(D). Neka su u,v € Z, dva
proizvoljna ¢vora takva da je p; = v — u. Pretpostavimo da je rastojanje ¢vorova u i v jednako
dva. To znaci da postoje brojevi s, sy € G,(D) takvi da je s; + s = p; mod n. Kako je
pi € 2N+ 11n € 2N onda su s; i sy razlicite parnosti, te je ged(s1,n) # ged(sa,n). Bez
gubljenja opstosti, pretpostavimo da je ged(s;,n) = 11 ged(se,n) = d. Dalje dobijamo da
pi {1 s11pi]| S2, papi 1S+ S2, $to je nemoguée. Dakle, zakljué¢ujemo da je rastojanje medu
¢vorovima u i v veée od dva.

Ako je d = p;, prema Lemi 7?7, postoji neparan | € Z, takav da je ged(l,n) & {1,p;}.
Posmatrajmo ¢vorove u i v takve da je | = v —u i v > u. Pretpostavimo da je rastojanje
¢vorova u 1 v jednako dva. To znaci da postoje sq, s2 € G,,(D) takvi da je s; + so =1 mod n.
Kako je [ € 2N+ 1, s;1 i s9 su razlicite parnosti, pa bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti
da je s; € 2N. Sa druge strane, imamo da je ged(sy,n) € {1,p;} odakle sledi da je s; € 2N+ 1.
Ovo je kontradikcija, pa je rastojanje medu ¢vorovima u i v veée od dva.

U oba slucaja su nadena dva ¢vora cije je rastojanje vece ili jednako tri, odakle je
diam(ICG, (D)) > 3. Prema Teoremi 77 zakljucujemo da je
diam(ICG, (D)) < diam(ICG, (1)) < 3, ¢ime je dokaz teoreme zavrsen. [J

Sada mozemo formulisati glavni rezultat ovog odeljka koji ima vaznu primenu u Teoremi
??7. Ovaj rezultat je direktna posledica Lema ?7, 77 i ?77.

Teorema 2.3.33. Za dati graf ICG,,(1,d) i n > 4 imamo da je

1, n=p* d=np, p je prost
2, n neparan razlicit od prostog broja il
diam(ICG,(1,d)) = n je paran i d je stepen broja 2 ili (2.50)
n je paran, k=2, a0 =11 d=py
3, U suprotnom.

Veé smo iskomentarisali da je PQCD integralnog cirkularnog grafa ICG,,(D) jednako jedan
ili dva u zavisno od toga da li n/2 € D ili n/4 € D. To zna¢i da PST postoji izmedu
antipodalnih ¢vorova ako i samo ako je 1 < diam(ICG,(1,d)) < 2.

Teorema 2.3.34. PST postoji izmedu neantipodalnih c¢vorova u ICG, (D) za |D| = 2 ako i
samo ako je jedan od uslova zadovoljen

(1)) ne8N i D ={l,n/2}
(11) n € 8N i nije stepen broja 2 i D = {1,n/4}.

Dokaz.
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(i) PST postoji u ICG,,(1,n/2) izmedu antipodalnih ¢vorova bib+n/2za0<b<n/2—1
ako i samo ako je diam(ICG,,(1,n/2)) = d(b,b+n/2) = 1. Odavde sledi da ICG,,(1,n/2)
za n € 8N mora biti kompletan. Medutim, na osnovu Teoreme 7?7 imamo da je poslednje
tacno ako je n kvadrat prostog broja. Ponovo ovo je kontradikcija posto 8 | n. Odavde za-
kljucujemo da ne postoje antipodalni ¢vorovibib+n/2za0 < b<n/2—1ulCG,(1,n/2)
za 8 | n, ¢ime je zavrsen prvi deo dokaza.

(ii) Sliéno se moze zakljuciti da PST postoji u ICG,(1,n/4) izmedu antipodalnih ¢vorova b
ib+n/2za0<b<n/2—1akoisamo ako je dijametar grafa ICG,(1,n/4) za n € 8N
jednak dva. Kako je n paran, koriste¢i Teoremu 7?7 imamo dve moguénosti takve da je
diam(ICG,(1,n/4)) = 2.

Ako je d = n/4 stepen dvojke, tada je i broj n takode stepen dvojke. Odavde zakljucujemo
da su ¢vorovi b i b+ n/2 antipodalni za 0 < b < n/2 — 1 u ICG,(1,n/4) za n = 2% i
(03] Z 3.

Ako je n = 2%py id = py, sledi da je d = n/4 = py i zato je n = 4py. Prema pretpostavci
imamo da je n € 8N §to je kontradikcija pa je zbog toga diam(ICG,(1,n/4)) # 2.
Odavde zaklju¢ujemo da ne postoje antipodalni ¢vorovi bib+n/22za0<b<n/2—1u
ICG,(1,n/4) za 8 | n.

Nadene su dakle dve klase integralnih cirkularnih grafova ICG,, (D) koji imaju PST medu
parovima neantipodalnih ¢vorova za n € 8N. Sa druge strane znamo da postoji integralni
cirkularni graf sa n ¢vorova koji ima PST ako i samo ako je n € 4N. Zato ¢emo ispitati klase
grafove date u Posledici 7?7 i odgovoriti na pitanje o postojanju PST medu neantipodalnim
¢vorovima za svako n € 4N.

Koristeéi slican pristup kao u dokazu Leme ?? mozemo pokazati da je ICG,(1,d,d,d3)
kompletan ako i samo ako je n = p* i d; = p' za 1 < i < 3 i proizvoljan prost broj p.
Odavde sledi da ICG,,(1,2,4,n/2) za n € 8N + 4 nije kompletan, pa PST postoji samo izmedu
neanitpodalnih ¢vorova.

Kako je diam(ICG,(1,2,4,n/4)) < diam(ICG,(1,2)) = 2 na osnovu Leme ?? (deo (i)),
moze se zakljuciti da je diam(ICG,(1,2,4,n/4)) = 2 za n € 8N + 4. Ovo nas dovodi do
kona¢nog zakljucka da PST postoji samo izmedu antipodalnih ¢vorova u ICG,,(1,2,4,n/4) za
n € 8N 4 4. Na koncu ove diskusije, mozemo formulisati zavrsni rezultat.

Teorema 2.3.35. Postoji graf 1ICG,,(D) koji ima PST izmedu neantipodalnih ¢vorova ako i
samo ako je n € 4N.

Ispostavilo se da je problem karakterizacije integralnih cirkularnih grafova dijametra dva
(kao i onih koji imaju PST) je interesantan. Cak i u nekim specijalnim slucajevima kada se
skup delioca sastoji od nekoliko elemenata, nemoguce je elegantno resiti ovaj problem. Grafovi
sa malim dijametrom imaju takode primenu u hemiskoj teoriji grafova. Takode, klasu samo-
komplementarnih integralnih cirkularnih grafova treba traziti medu onima koji imaju dijametar
dva.
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2.4 PST na klasama tezinskih cirkularnih grafova

U ovoj sekciji ¢emo predstaviti nove klase tezinskih cirkularnih grafova koji imaju PST. Ove
klase obuhvataju nadene integralne cirularne grafove sa PST svojstvom u netezinskom slucaju.
Sta vise, pokaza¢emo postojanje tezinskih integralnih cirkularnih grafova reda n koji ima PST
ako i samo ako je n paran. U Teoremi ?? ¢emo dokazati nepostojanje PST u klasi tezinskin
integralnih cirkularnih grafova WICG(n; C) za koje je ¢,j4 = cnj2 = 0.

Neka je k proizvoljan prirodan broj. Primetimo da WICG(n;C') ima PST ako i samo ako
WICG(n; 25C) ima PST. Zaista, neka su Ao, A1, ..., Au_1 1 o, fi1, - - - , fn—1 SOpPstvene vrednosti
WICG(n; C) i WICG(n;28C), redom. Sada mozemo uociti sledece relacije, za svako 1 < j <
n—1,

=i =Y 2eq(e(jon/d) —c(j — Ln/d)) = 280\ = ).
deD,
Odavde sledi da je So(p; — pj—1) = S2(A; — Aj_1) + k, te prema Teoremi ?? vazi pomenuto
tvrdenje.

Poslednja opaska nam omogucéava da pretpostavimo da WICG(n; C') sa PST, ima bar jednu
neparnu tezinu iz C'. U suprotnom, ako bi sve tezine ¢4 za d € D,, bile parne, onda bi mogli da
ih podelimo dovoljan broj puta dvojkom, ¢ime bi dobili da je bar jedna od tezina c; neparna, a
graf sa novim tezinama bi i dalje posedovao PST. Zato ¢emo u ostatku poglavlja pretpostaviti
da postoji bar jedno ¢y € 2N+ 1za d € D,,.

Teorema 2.4.1. Graf WICG(n; C) ima PST ako je c, 2. neparan icq € 4N za d € D,\{n/2°},
gde je 1 < a < 2.

Dokaz. Zaa € {1,2} i1 <j <n— 1, razlika uzastopnih sopstvenih vrednosti je

)\j - >\j71 = Z Cd<c<j> n/d) - C(] - 17n/d>> + Cn/2“(c<j7 2(1) - C(] - 17 2a>)'
deDp\{n/2%}

Ako je a = 1, prema relaciji (16) Propozicije 7?7 zakljucujemo da je |c¢(4,2) — c¢(j — 1,2)| = 2,
pa je otuda c,2(c(7,2) —c(j —1,2)) € 4N+2. Ako je a = 2, za oba slucaja j € 4N+21i j € 4N
takode imamo da je |c(j,4) — c(j — 1,4)| = 2, te je zato c,/a(c(j,4) —c(j — 1,4)) € 4N+ 2.

Koristeéi dalje uslove teoreme, direktno dobijamo da je ZdeDn\{n/Za} ca(c(j,n/d) —c(j —
1,n/d)) € 4N. Kona¢no zaklju¢ujemo da je A\; — A\;_; € AN+ 2 za 1 < j < n — 1, odakle je
sledi postojanje PST u WICG(n; C') prema Teoremi ?77. [J

Primetimo da tvrdenje i dalje vazi ako je Sa(cq) > Sa(cnjee) +2 za d € D,\{n/2} i
a € {1,2}.

Iz prethodne teoreme vidimo da pridruzivanjem opisanih tezina ivicama grafa 1CG, (D)
tako da je n/2 € D or n/4 € D mozemo dobiti tezinski graf koji ima PST. Ovaj rezultat
ocigledno generalizuje Teoremu 77, jer u ovom slu¢aju oba delioca n/4 i n/2 mogu pripadati
D, bez ikakvih dodatnih uslova za ostale delioce iz D, pri ¢emu je n parno. Zato ¢emo se
u ostatku poglavlja fokusirati na trazenje WICG(n; C) sa PST takvih da je ¢4 = ¢,/2 = 0.
Zapravo, nalazimo da ne postoji celobrojni vektor tezina C' grafa WICG(n; C') koji ima PST,
takav da su tacno dve tezine cg4, i ¢4, pozitivne. To znaci da je nemoguce dodeliti tezine ivicama
odgovarajuceg netezinskog grafa ICG, (D) takvog da n/2,n/4 ¢ D i |D| = 2 koji bi imao PST.

Primetimo takode da u slucaju kada je ta¢no jedna tezina ¢y € C razlic¢ita od nule za neko
d € D,, tada WICG(n; C') ima PST ako i samo ako ICG,,({d}) ima PST. Ovaj zakljucak je jasan
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budu¢i da vazi relacija pu; = cg\; za 0 <@ < n — 1, gde su pu; i A\; sopstvene vrednosti grafova
WICG(n; C) i ICG,(d), redom. Tada, na osnovu Teoreme ?? zakljucujemo da ne postoji PST
u WICG(n; C) izuzev trivijalnih slucajeva za hiperkocke Ky i Cy.

Lema 2.4.2. Neka su Mg, A1, ..., A\p_1 sopstvene vrednosti grafa WICG(n;C'). Tada vazi da je
Ao — A1 parno.

Dokaz.

Prema relaciji (1.13) Propozicije 7?7 imamo da je Ay = >, cqu(n/d). Kako 4 | n/d za
svaki d € Dy U Dy zakljucujemo da je pu(n/d) = 0 te je zato Ay = > ;. p p, Cap(n/d). Koristedi
Propoziciju 77 (1.14) jos jednom, vidimo da je Ay = ), p cap(n/d) + 3 cp, capp(n/2d) +
Y deDyuD; 2Cap(n/2d). Za d € D5 dobija se da 4 | n/2d, odakle prozilazi da je p(n/2d) =0 i

Ao =M= ca(p(n/2d) — p(n/d)) +2 Y cqu(n/2d) =2 Y cqu(n/2d) € 2N. (2.51)

deDy de€Do deD1UDg

OJ

Teorema 2.4.3. Neka je WICG(n; C) tezinski integralni cirkularni graf takav da n nije deljiv
kvadratom prostog broja i c,j4 = cny2 = 0. Ako postoje di,dy € D, takvi da je cq,,cq, > 0 i
cq = 0 za svako d € D, \ {dy,ds} tada nema PST u WICG(n;C).

Dokaz.  Pretpostavimo da WICG(n; C') ima PST. Prema Propoziciji ?? imamo

M = do = oy (u(n/d) — ¢(n/dy)) + cay (o) — (/). (2.52)
Kako WICG(n; C') ima PST, koriste¢i Teoremu ?? i Lemu ?? vazi da je A\; — \g € 2N. Takode,
oba broja n/dy i n/dy nisu deljivi kvadratom prostog broja pa je pu(n/d;) € {—1,1} za1l <i < 2.
Sa druge strane je d; # n/2, odakle sledi da je ¢(n/d;) € 2N za 1 < i < 2. Kona¢no se moze
zakljuciti da su oba ¢lana ¢(n/dy) — u(n/dy) i ¢(n/ds) — u(n/dy) neparni i kako jedna od tezina
cq, 1 ¢4, mora biti neparna, to onda obe tezine moraju biti neparne da bi A\ — Ay bilo parno.
Kako je WICG(n; C') povezan tada je ged(dy,dy) = 1 odakle proizilazi da d; i ds ne mogu
biti oba parna. Posmatrajmo slucaj kada su d; i d razlicite parnosti i bez gubljena opstosti
pretpostavimo da je d; € 2N i dy € 2N + 1. Kako n nije deljiv kvadratom prostog broja to je
n € 4N + 2, §to znadi da je dy € Dy i dy € D;. Relacija (?77?) se sada svodi na

A2 — A1 = cgy (u(n/2dz) — pn/dz)) = —2cq,p(n/dz) € AN + 2.

Prema Teoremi 7?7 imamo da su sve razlike \; — \;_1 € AN+ 2 za 1 < < n — 1. Sa druge
strane, koriste¢i relacije (1.15) and (1.16) Propozicije 7?7 imamo da je

Anj2+1 = Anj2 = ca, (p(n/di) — p(n/di)) + ca,(—p(n/da) + p(n/dz)).
Osim toga, oduzimajudi razlike A\; — Ao i A\pjor1 — Anj2
(A = Ao) = (Anj21 — Anj2) = 2¢q,(u(n/d2) — p(n/ds)).

Kako su A\;—Ag, Apja41—An /2 € 4N+-2, leva strana gornje relacije je deljiva sa cetiri. Medutim
poslednja ¢injenica predstavlja kontradikciju posto je desna strana jednakosti 2cq, (pu(n/ds) —
w(n/ds)) € 4N + 2.
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Kako smo eliminisali prethodni slucaj, sada istrazujemo slucaj kada su oba delioca d; i do
neparni. Neka su ry,7ry,...,7s svi neparni prosti delioci broja n, koji ne dele d; i ¢1,¢2,...,q
neparni prosti delioci od n, koji ne dele dy. Bez gubljenja opstosti mozemo pretpostaviti da je
d; > dy odakle sledi da postoji prost neapran delilac p takav da p | d;. Otuda, dobijamo da
p & {ri,re,...,rs}. Kako je ged(dy,dy) = 1 onda p 1 ds, pa je zato p € {q1,¢2,...,q}. Sada
mozemo uzeti 0 < jp < n — 1 takvo da je

jo #Z {0,1} mod r; for 1 <i <s.
Jjo = 0 modp
jo # 1 mod ¢; for 1 <i <[ such that ¢; # p.

Na osonovu Kinseke teoreme o ostacima, vazi da postoji 0 < jo < n — 1 koje je reSenje
gornjeg sistema, po modulu n/2.

Zakljucujemo da je ged(jo,n/dy) € {1,2} i p | ged(jo, n/ds), pa je zato c(jo,n/dy) € 2N+ 1
i c(jo,n/dy) € 2N, prema Lemi ??7. Sada imamo da je

Njo = ca,¢(Jo,n/dr) + cayc(jo, n/ds) € 2N + 1.

Slicno, vazi ged(jo — 1,n/dy) € {1,2} i ged(jo — 1,n/da) € {1,2} odakle je c(jo — 1,n/d;) €
2N + 11 c(jo — 1,n/dy) € 2N + 1. Tada je

Njo—1 = €q,¢(Jo — 1,n/dy) + ca,c(jo — 1,n/ds) € 2N

1 Aj, — Ajy—1 € 2N 4 1 sto nas dovodi do kontradikcije.
O

Teorema 2.4.4. Neka je WICG(n; C) teZinski integralni cirkularni graf takav da je So(n) = 2
i n nije deljiv kvadratom prostog neparnog broja, pri cemu vazZi c,q = cnj2 = 0. Ako postoje
delioci dy,dy € D,, takvi da je cqy,cay, > 0 icqg =0 za svako d € D, \ {dy,ds} onda PST ne
postoji u grafu WICG(n; C).

Dokaz. Pretpostavimo da WICG(n; C') ima PST. Kao i u prethodnoj teoremi razlikujemo dva
slucaja.

Slucaj 1. Delioci dy i dy su razlicite parnosti i bez gubljenja opstosti pretpostavimo da je
dy € 2N i dy € 2N+ 1. Koristedi relaciju (??) dobijamo

A= Ao = cay (pn/dv) — p(n/dr)) — ca,ip(n/dy).
Kako WICG(n; C) ima PST, prema Teoremi ?? i Lemi ?7 vazi da je A\; — A¢ € 2N, kao i da su
sve razlike \; — \i_; € 2N za svako 1 < i <n — 1. Cinjenice da su u(n/dy) — ¢(n/d,) € 2N +1
i o(n/dsy) € 2N dovode do zakljucaka da je cq, € 2N i ¢q, € 2N+ 1 (jedna od tezina iz C' mora
biti neparan broj).
Iz uslova parnosti delilaca dy i ds sledi da je dy € Dy U Dy i dy € Ds, pa je

_J cay(u(n/2dy) — p(n/dy)) + 2caypu(n/2dz), di € Dy
Xo— N = { aiH # 26325(n/2dz), L eD (2.53)

U oba slucaja imamo da je A\o—\; € 4N+2, zbog ¢injenica da je cq, (1(n/2dy)—pu(n/dy)) € 4N
i 2¢4,11(n/2ds) € 4N + 2. Korisreéi Teoremu 77?7 jos jednom, dobijamo da je \; — A\g € 4N + 2.
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Poslednja relacija je ta¢na ako i samo ako je zadovoljen uslov ¢4, € 4N i ¢(n/ds) € 4N + 2 ili
uslov ¢g, € AN+ 21 ¢(n/dy) € 4N.

Ako je p(n/dy) € AN + 2 onda je lako videti da je n/dy € {p®,2p“} za neki neparan prost
broj pi a > 1. Medutim, imamo da je n/dy € 4N, pa je zato p(n/dy) ¢ 4N + 2. Posto smo
eliminisali prethodni slucaj, sada mozemo pretpostaviti da je ¢4, € 4N + 2.

Pretpostavimo takode da je dy > 1. Tada postoji neparan prost broj p takav da p | dy i
posto je ged(dy,dy) = 1 onda p t di. Neka su ry,rg, ..., 7 svi neparni prosti delioci broja n,
koji ne dele d; i q1,qs, ..., q svi neparni prosti delioci broja n, koji ne dele dy. Sada mozemo
odabrati takvo 0 < jp < n —1 da je

jo = 0 modp
jo # 1 modr;zal <i<stakodajer;#p
jo Z# 0 modg zal<i<lI.

Primetimo da p & {q1,q2,...,q} jer p | da. Prema Kineskoj teoremi o ostacima, sledi da
postoji ovakvo 0 < jo < n — 1 koje je resenje sistema kongruencija, po modulu n/4. To znaci
da mozemo odabrati takvo jg € 4N + 2.

Zaklucujemo da p | ged(jo,n/dy) 1 ged(jo — 1,n/dy) = 1, te je zato c(jo,n/d;) € 2N i
c(jo — 1,n/dy) € 2N + 1, prema Lemi ??7. Kako je jo € 4N + 2 takode imamo da je ged(jo —
1,n/d2) € 2N+ 1 pa je 4 ‘ tn/dg,jo—l odakle sledi da je C(jo - ].,n/dg) = M(tn/dg,jo—l) = 0. Sa
druge strane, na osnovu gornjeg sistema kongruencija imamo da je ged(jo,n/ds) = 2. Odavde
je tujdsjo = n/2dy i c(jo,n/da) = 2p(n/2dy) € 4N + 2. Osim toga, moze se zakljuciti da je
c(Jo,n/dy) — c(jo — 1,n/dy) € 2N + 11 ¢(jo,n/d2) — c(jo — 1,n/d2) = c(jo,n/ds) € AN + 2.
Konacno, imamo da je

Njo = Njo—1 = €a, (c(Jo,n/dr) — c(jo — 1,n/dy)) + cay(c(jo, n/d2) — c(jo — 1,n/dy)) € 4N

posto za obe sume vazi ¢y, (¢(jo, n/d1) —c(jo—1,n/d1)), ca,(c(Jo,n/d2) —c(jo—1,n/ds)) € 4AN+2,
Sto nas dovodi do kontradikcije.

Neka je sada dy = 1. Kako d; & {n/4,n/2} i n € 8N + 4, pri ¢emu nije deljiv kvadratom
prostog neparnog broja, to znac¢i da postoji neparan prost broj p takav da p t d;. Neka su
P2, - .., Pr SVi prosti neparni delioci broja n. Uzmimo sada 0 < j, < n — 1 takvo da je

Jo = 1 modp
jo #Z 0 mod p; for 2 <1 < k such that p; # p.

Na osnovu Kineske teoreme o ostacima, postoji 0 < jo < n—1 koje je reSenje gonjeg sistema
kongruencija, po modulu n/4. Odavde sledi da mozemo izabrati j, € 4N + 2.

Kako je ged(jo,n/di) € {1,2} i p | ged(jo — 1,n/dy), otuda je i c(jo,n/di) € 2N 41 i
c(jo — 1,n/dy) € 2N, prema Lemi ?7. Iz ¢injenice da je j, € 4N + 2 zakljuéujemo da je
ged(jo — 1,n) € 2N 4 1, te zato 4 | t,,j,—1 odakle sledi da je ¢(jo — 1,n) = u(tnj,—1) = 0. Sa
druge strane, na osnovu uslova datih gornjim sistemom kongruencija imamo da je ged(jo, n) = 2.
Odavde sledi da je t,;, = n/2 i c(jo,n) = 2u(n/2) € 4N + 2. Stavise, zakljucujemo da je
c(jo,n/dy) — c(jo — 1,n/dy) € 2N + 11 ¢(jo,n) — c(jo — 1,m) = ¢(jJo,n) € 4N + 2. Konacno,
imamo da je

/\jo - )‘jo—l = Cdy (c(j07n/d1) - C<j0 - 17n/d1)) + Cd, <C<j07n) - C(jO - 1,7’&)) € 4N
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jer za oba sabirka vazi da je cq, (c(jo, n/d1) — c(jo—1,n/d1)), ca, (c(jo, n) — c(jo —1,n)) € AN+2,
sto nas dovodi do kontradikcije.

Slucaj 2. dy, dy su oba neparni. Odavde sledi da je dy,dy € Dy. Prema (??7) dobijamo da je

A — Ao = —ca,p(n/dy) — cap(n/ds)
Ay — A1 = 2¢q,p1(n/2dy) + 2cq,p1(n/2d5).

Kako su oba delicoa d; i dy razli¢ita od n/4, tada postoje prosti neparni brojevi p i ¢ koji
dele n/d; i n/dy, redom. Odavde sledi da ¢(n/dy),p(n/ds) € 4N, odakle dalje imamo da je
A1 — Ao € 4N. Ako pretpostavimo da su cg, i ¢g, brojevi razli¢ite parnosti zakljucujemo da je
Ao — A1 € AN + 2, Sto je kontradikcija sa Teoremom ?7. To znaci da su obe tezine c4, 1 cq,
neparne, posto bar jedna tezina mora biti neparna.

Kako su oba delioca d; i dy neparna, bez gubljenja opstosti pretpostavimo da je d; > ds.
Ovo znaci da postoji neparan prost broj p takav da p | d;. Posto vazi i da je ged(dy,ds) = 1
onda p { dy. Izaberimo 0 < jy < n — 1 takvo da je jo = 2p. Sada imamo da je ged(jo, n/dy) = 2,
odakle je t,/q4, j, = n/2d;, $to konacno dovodi do ¢(jo,n/dy) = 2u(n/2d;) € 4N + 2. Sa druge
strane mozemo zakljuciti da je ged(jo — 1,n/d1) € 2N+ 1, iz cega sledi da je t,/q4, jo—1 € 4N, te
je c(jo — 1,n/dy) = p(tn/a, jo—1) = 0. Koriste¢i prethodna razmatranja vazi da je

ca,(c(jo,n/dy) — c(jo — 1,n/dy)) = 2cq, ;1(n/2d;) € AN + 2. (2.54)

Takode, iz ged(jo,n/dz) = 2p sledi da je t,/q4,;, = n/(2pds). Odavde dalje sledi da je
c(jo,n/dy) = 2(p — 1)u(n/2pds) € 4N. Sa druge strane je ged(jo — 1,n/dy) € 2N + 1, pa je
i tn/dsjo—1 € 4N, odakle konacno sledi da je c(jo — 1,n/ds) = p(tndyjo-1) = 0. Prethodnim
razmatranjem dobijamo da je

ca,(c(Jo,m/da) — c(jo — 1,n/ds)) = 2¢q,(p — 1)u(n/2pds) € 4AN. (2.55)

Konacno, koriste¢i (??7) 1 (?7) imamo da je

)\jo - )\jofl € 4N + 2,

sto je u kontradikciji sa Teoremom ??7. [J

Sada mozemo nastaviti sa razmatranjem opsteg slucaja.

Teorema 2.4.5. Neka je WICG(n; C) tezinski integralni cirkularni graf takav da je cpju =
cnj2 = 0. Ako postoje delioci dy,dy € D, takvi da je cq,,ca, > 0 1 cg = 0 za svako d €
D, \ {dy,ds} onda PST ne postoji u WICG(n;C).

Dokaz.  Pretpostavimo da 8 | n/d; ili p? | n/d; za neke proste delioce p; od n/d;, 1 < i < 2.
Odavde sledi da je u(n/d;) = p(n/2d;) =0, za 1 < i < 2, pa je otuda A\; = Ay = 0 na osnovu
Propozicije 77, (relacije (1.13) i (1.14)). Sada, koris¢enjem Posledice 7?7 tada ne postoji PST
u WICG(n;C). Prema tome, moze se zakljuciti da je bar jedan od delioca d; ili dy takav da
n/d; nije deljiv kvadratom neparnog prostog broja i 8 1 n. Neka navedenu osobinu ima delilac
ds 1 prema njoj ¢emo razdvojiti dva slucaja.

Case 1. n/dy nije deljiv kvadratom prostog broja. Pretpostavimo da graf WICG(n;C') ima
PST. Prema Propoziciji 7?7 imamo da je
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A= Ao = cay (pn/dy) —o(n/dr)) + ca, (£1 = o(n/dy)). (2.56)

Kako WICG(n; C) ima PST, koris¢enjem Teoreme ?? i Leme 77 vazi da je Ay — Ag € 2N.

Pretpostavimo da je ¢4, € 2N+ 1. Kako dy # n/2 imamo da je ¢(n/dy) € 2N. Iz poslednjeg
sledi da je cq,(pu(n/dy) — p(n/ds)) € 2N + 1, pa iz ¢injenice Ay — \g € 2N vidimo da je
ca,(u(n/dy) — @(n/dy)) € 2N + 1. Poslednja relacija je tacna ako i samo ako ¢q, € 2N + 1 i
u(n/dy) € 2N + 1 (p(n/dy) je parno). To znaci da n/d; nije deljiv kvadratom prostog broja.

Pretpostavimo da postoji prost delilac p takav da p? | n. Odavde sledi p | d; i p | do, posto
oba broja n/d; i n/ds nisu deljiva nekim kvadratom prostog broja. Medutim, graf WICG(n; C')
je povezan tj. ged(dy,ds) = 1, $to je kontradikcija. Ovo znaéi da n nije deljiv kvadratom
prostog broja, pa prema Teoremi ?? nemamo postojanje PST u WICG(n; C').

Pretpostavimo sada da je ¢4, € 2N. Posto jedna od tezina mora biti neparna imamo
da je cq, € 2N + 1. Kako je \y — Ag € 2N, ¢4, € 2N i ¢4, € 2N + 1 zakljucujemo da je
u(n/dy) —e(n/dy) € 2N tj. p(n/dy) € 2N. To znaci da je n/d; deljiv kvadratom nekog prostog
broja i u(n/dy) = 0. Relacija (??7) se sada svodi

Al — Ao = —cayo(n/dy) + cgy(£1 — p(n/ds)). (2.57)

Pretpostavimo da n/2d; nije deljiv kvadratom prostog broja. Koris¢enjem uslova da je n/d;
deljiv kvadratom prostog broja zakljucujemo da je n/d, € 8N+4 i nije deljiv kvadratom prostog
neparnog broja. Zbog poslednjeg uslova, kao i uslova da n/dy nije deljiv kvadratom prostog
broja, lako se moze pokazati da je n € 8N + 4 i nije deljiv kvadratom neparnog prostog broja.
Medutim, prema Teoremi ?? PST ne postoji u WICG(n; C'). Dakle, n/2d; je deljiv kvadratom
prostog broja, pa je p(n/2d;) = 0. Takode, posto n/ds nije deljiv kvadratom prostog broja to
je do € Dy U Dy. Odavde sledi da se relacija (?77?) svodi na

_ _ _2cd2:u(n/d2)a dZEDl
Mo — N\ = { o dcpy (2.58)

Ukoliko je dy € Dy tada je A\; = A2, pa na osnovu Posledice ?? nema PST u WICG(n; C),
Sto je kontradikcija. Zato, pretpostavimo da je do € D;. Iz poslednje relacije imamo da je
Sa(Ae — A1) = Sa(cq,) + 1, pa na osnovu Teoreme ?7? vazi So(N; — A\i—1) = Sa(cq,) + 1 za svako
1 <i<n-—1. Kako je onda Sa(Ay — Ag) = Sa(ca,) + 11 Sa(ca,(£1 — p(n/dz))) = Sa(ca,)
dobija se da za prvi sabirak u (??) vazi da je Sa(cq,p(n/dy)) = Sa(cq,). 1z Cinjenice da je t
cqg, € 2N+ 1 kona¢no imamo

Sap(n/dy)) = Sa(ca,)- (2.59)

Neka su ¢, ¢qo, ..., q svi neparni prosti delioci broja n/dy. Kako je dy # n/2 i n/dy nije
deljiv kvadratom prostog broja vazi da je n/dy >21il > 1.
Neka je p € {q1,q2, - .., q}. Posmatrajmo 0 < jo < n — 1 takav da je

jo = 1 modp (2.60)
Jjo £ 0 mod g; for 1 <i <[ takav da je ¢; # p.
Na osnovu Kineske teoreme o ostacima sledi da ovakvo j, zaista postoji i predstavlja jedinstveno

reSenje sistema po modulu n/dy. Takode, kako je ged(jo,n/de) = 11 p | ged(jo — 1,n/ds)
dobijamo da je c(jo,n/d2) € 2N + 11 c(jo — 1,n/dy) € 2N, prema Lemi ??.
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Pretpostavimo takode da postoji neparan prost broj ro takav da 73 | n/d;. Ako je ro # p
gornjem sistemu kongruencija (?7) mozemo pridodati uslov jo # {0,1} mod ry i na taj nacin
dobiti da oba broja ged(jo,n/dy) 1 ged(jo — 1,n/dy) nisu deljiva sa ro. Ovo dalje znaéi da je
T(2) | tn/d1,j0 1 T(Q) | tn/d1,jo—17 odakle sledi da je C(j(bn/dl) = :u(tn/dl,jo) =01 C(jU - 1>n/d1> =
p(tnsds jo—1) = 0. Kona¢no imamo da je

S2(Njo = Ajo—1) = Salcay(c(jo, n/da) — c(jo — 1,n/dy))) = Sa(ca,) < Sz(ca,) + 1,

Sto je kontradikcija.
Ako je 7o = p mozemo naci takvo 0 < j, < n — 1 koje predstavlja resenje sledeéeg sistema
kongruencija

jo = p+1 modp? (2.61)
jo #Z 0 mod g; za svako 1 <i <[ takvo da je ¢; # p.

Iz prve relacije sistema se vidi da je jo = 1 mod p, te zato kao i u prethodnom slucaju
zakljucujemo da je c(jo,n/dz) € 2N+ 11 c(jo — 1,n/dz) € 2N, prema Lemi ??. Kako p {
ged(jo, n/dy), to imamo p? | t,/q, j,- Odavde sledi da je c(jo,n/d1) = pu(tnjar o) = 0. Ako bi
tn/dy jo—1 bio deljiv kvadratom nekog prostog broja, imali bi da je c(jo — 1,n/di) = 0, pa na
osnovu prethodnog sluc¢aja dobijamo da je Sa(Ajy — Ajo—1) < Sa(ca,) + 1.

Pretpostavimo sada da t,/4, j,—1 nije deljiv kvadratom prostog broja. Kako je S,(jo —
1) = 1, dolazimo do zakljucka da je takode S,(ged(jo — 1,n/dy)) = 1. Kako p? | n/dy vazi
da p | tnja, jo—1- Odavde sledi da p — 1 1 ¢(n/di)/¢(tn/a, jo—1), & posto p — 1 | ¢(n/dy)
zakljucujemo da Ss(c(jo — 1,n/dy)) < Sa(e(n/dy)). Na osnovu relacije (??7) dobijamo da je
S2(c(jo — 1,n/dv)) < Sz(ca,)-

Iz gornje diskusije zakljucujemo da je Sz(cq, (c(jo, n/d2) —c(jo—1,n/d2))) = Sz(ca,). Stavise,
iz Sa(cq,c(jo — 1,n/dy)) < Sa(cq,) konacno dobijamo da je

S2(Njo = Ajo—1) < S2(ca,)
Sto je ¢igledno kontradikcija.

Ako ne postoji neparan prost broj ro takav da r3 | n/d; tada je n = 2*M gde je o > 3 i
M neparan broj koji nije deljiv kvadratom prostog broja. Zaista, pretpostavimo da poslednji
zakljucak nije tacan. To znaci da postoji prost neparan broj p takav da je S,(n) > 2 ili
0 < Sy(n) < 1. Pretpostavimo najpre da je p? | n. Kako p* { n/dy, vazi da p | d;. Sa
druge strane, imamo da p | dy poSto n/dy nije deljiv kvadratom prostog broja. Iz poslednjeg
zakljucka dalje proizilazi da p | ged(dy, ds), Sto je kontradikcija jer je WICG(n; C') povezan.
Sada, pretpostavimo da je 0 < Sy(n) < 1. To znaci da je n nije deljiv kvadratom ni kojim
kvadratom prostog broja ili je n € 8N + 4 i nije deljiv kvadratom prostog neparnog broja. Ali
u ovim slucajevima imamo da PST ne postoji u WICG(n; C').

Izaberimo 0 < jo < n — 1 takvo da je resenje sistema kongruencija (??) i jo = 2 mod 4.
Kao i u prethodnom slucaju, imamo da je c(jo,n/dz) € 2N+ 11 c(jo — 1,n/d3) € 2N. Takode,
kako je jo — 1 € 2N + 1 imamo da je ged(jo — 1,n/d1) € 2N + 1, pa je zato 2% | t,4, jo-1- 12
uslova a > 3 imamo da vazi da je c(jo — 1,n/dy) = p(tn/a, jo—1) = 0. Dalje, kako je jo € 4N+ 2
moze se zakljuciti da je ged(jo,n/di) € AN421 271 | t,,/4, 4, Koris¢enjem uslova da je o > 3
dobijamo da je ¢(jo,n/dr) = pi(tn/a, jo) = 0. Sada, kao i u prethodnom slucaju imamo da je

S2(Njo = Njo—1) = Sa(cay(c(jo, n/da) — c(jo — 1,n/dy))) = Sa(ca,) < Sa(ca,) + 1
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Case 2. n/dy € 8N + 4 i nije deljiv kvadratom neparnog prostog broja. Posto je pu(n/dy) = 0
onda je prema Propoziciji 77

A= Ao = ca, (u(n/dr) = (n/dr)) — ca,p(n/ds).

Ako n/d; nije deljiv kvadratom prostog broja, onda za svaki neparni prost delilac p od n takav
da je Sp(n) > 2 imamo da p deli oba delioca d; i da, $to je nemoguce jer je ged(dy,ds) = 1.
Slicno, zaklju¢ujemo da je Sa(n) = 2. Znaéi, n nije deljiv kvadratom prostog neparnog broja
odakle prema Teoremi (?7) proizilazi da ne postoji PST u WICG(n; C'). Dakle, n/d; mora biti
deljiv kvadratom prostog broja, odakle sledi da je

AL — Ao = —cqp(n/dy) — ca,p(n/dy).

Primetimo da je dy € Dy. Ako je di € D;, onda postoji neparan prost broj p takav da
p? | n/dy. To znaci da je u(n/2d;) = 0. Ako je dy € D, tada je n/2d; nije deljiv kvadratom
prostog broja ako i samo ako 8 t n/d; i n/d; nije deljiv kvadratom prostog neparnog broja. A
ako je poslednji iskaz tacan, iz ¢injenice da je ged(dy, ds) = 1 zakljuc¢ujemo da je n € 8N + 4
i nije deljiv kvadratom prostog neparnog broja. Na osnovu Teoreme 7?7 ne postoji PST u
WICG(n; C). Na taj nacin, mozemo pretpostaviti da n/2d; deljiv kvadratom prostog broja. Iz
prethodnog razmatranja relacija (??7) se svodi na

)\2 — )\1 = 20d2u(n/2d2).

Iz poslednje relacije imamo da je Sa(Ay — A1) = Sa(ca,) + 1, pa na osnovu Teoreme 77 vazi
da je Sa(A; — Aj_1) = Sa(cq,) + 1 za svako 1 < j < n — 1. Posmatrajmo uslov Sa(A; — Ag) =
Sa(cqy) + 1. Kako n/dy € 8N + 4 i nije deljiv kvadratom neparnog prostog broja, to postoji
neparan prost broj p takav da p | n/dy, jer do # n/4. Odavde sledi da ¢(4p) | ¢(n/ds),
odakle je p(n/ds) € 4N. Ovo dalje implicira da je Sy(ca,o(n/ds)) > Sa(ca,) + 2 te je zato
So(ca,p(n/dy)) = Sa(cq,) + 1. Iz Cinjenice da je dy # n/2 zakljucujemo da je ¢(n/dy) € 2N
odakle proizilazi

Sa(ca,) + 1 < Sa(cayp(n/dv)) = Sa(ca,) + 1.

Kako je bar jedan od koeficijenata cg4, ili ¢4, neparan, zakljucujemo da je ¢4, € 2N 4+ 1. Osim
toga, odavde sledi

Sa(ip(n/dr)) = Sa(ca,) + 1. (2.62)

Neka su rq,rs, ... 7s svi neparni prosti delioci broja n/d; takvih da je S, (n/d;) > 2. Prime-
timo da je s > 1 i neka je 5; = S,,(n/dy) za svako 1 <1i <s.

Posmatrajmo 0 < j, < n — 1 takvo da je jo = 2rf1_1r52_1 .. .r?sfl. Kako je n/dy € 4N,
koristeéi Lemu 7?7 dobijamo da je ¢(jo,n/d2) € 2N. Sa druge strane, iz ged(jo—1,n/dy) € 2N+1
imamo da je t,/4, j,—1 € 4N, pa je zato c(jo — 1,n/d2) = p(tyn/dyjo—1) = 0. Na osnovu ove
diskusije mozemo zakljuciti da je

Sa(ca,(c(Jo,m/d2) — c(jo — 1,n/ds))) > Sa(ca,) + 1. (2.63)

Lako se moze videti da r;  ged(jo — 1,n/dy) za svaki 1 < i < s, te je zato 17 | tynyay jo—1-

Odavde sledi da je c(jo—1,n/d1) = ju(tn/d, jo—1) = 0. Takode, iz ¢injenice da Pt Bt
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ged(jo, n/dy) zakljuéujemo da t,/4, j, nije deljiv kvadratom prostog broja i r172... 75 | tn/d, jo-

Odavde je

Sa(c(fo, n/dv)) = Sa(p(n/dr)) = Sa((tnyar o)) < Salp(n/dr)). (2.64)

Sada, na osnovu relacija (?7) 1 (??) imamo da je

Sa(cay (c(jo, n/dr) — c(jo — 1, n/d))) = Sa(c(jo,n/dr)) < Sa(p(n/di)) = Sa(ca,) + 1. (2.65)
Konagéno, koristeéi (??) i (??) dobijamo
Sa(Njy — Njo—1) < Sa(cay) +1
Sto je kontradikcija. [

Iz poslednje teoreme mozemo izvesti zakljucak da se ivicama grafa ICG, (D), gde je D =
{d1,ds} i dy < dy, mogu pridruziti tezine ¢4, i ¢4, da bi imao PST ako i samo je n parno i
dy € {n/4,n/2}. To znaéi da za dati broj n € 4N + 2 imamo 7(n) — 2 grafova, dok za n € 4N
imamo 27(n) — 5 grafova (toliko je broj moguénosti za d; pri fiksiranom dy € {n/4,n/2}).
Primetimo da smo Posledicom ?7 u netezinskom sluc¢aju nasli samo dva grafa ICG,, (D) sa
dvoelementnim skupom D koji imaju PST za dato n, i to kad je n € 8N 1 D = {1,n/2°}, gde
je 1 <a < 2. Naime, ako sa S(G; N) oznac¢imo broj grafova reda ne veéeg od N, zaklju¢ujemo
da je S(ICG,(D); N) = 2N, za dato N. Sa druge strane, na osnovu sledece jednakosti

ZT(TL) ~ NlogN.

n<N
imamo da je S(W(C;N)) ~ Nlog N.

U Teoremi 77 smo pokazali da ne postoji tezinski integralni cirkularni graf neparnog reda
koji poseduje svojsto PST. Kombinovanjem ovog rezultata sa Toremom ?7? dobijamo jedan
od glavnih rezultata ovog poglavlja koji se moze formulisati na slede¢i na¢in: Za proizvoljno
n € N, postoji tezinski integralni cirkularni graf reda n koji ima PST ako i samo ako je n
parno. Stavise, ovaj rezultat o¢igledno uopstava odgovarajuéi rezultat za netezinske graafove,
dat Teoremom ?7. Zaista, u tezinskom slucaju delioci n/4 i n/2 mogu oba biti elementi od D,
bez ikakvih dodatnih uslova za ostale delioce iz D. Takode, red grafa n moze biti i iz 4N + 2,
za razliku od netezinskog slucaja. KoriS¢enjem ovog rezultata mozemo izrac¢unati broj nadenih
cirkularnih mreza u kojima postoji PST. Taj broj je jednak broju integralnih cirkularnih grafova
takvih da n/4 € D ili n/2 € D, pri ¢emu se lako moze pokazati da je jednak 3 - 273, Posto
je broj integralnih cirkularnih grafova sa n ¢vorova najvise jednak broju 27™=1 zaklju¢ujemo
da je broj integralnih cirkularnih mreza koje imaju PST asimptotski jedna broju integralnih
cirkularnih grafova datog reda n.

Teoremom ?7 smo pokazali nepostojanje PST u WICG(n; C') takvim da su dve tezine cg,
i cq, pozitivne, a ¢,ju = 2 = 0 (di,dy & {n/4,n/2}). Dokaz zahteva opSirna razmatranja sa
mnogo slucajeva, pa bi neka nova uopstavanja na ovu temu bila komplikovanija za dokazivanje.
Medutim, pronalazenje klasa WICG(n; C') koji imaju PST takvih da je ¢,/4 = ¢,/2 = 0 bi moglo
da poveca maksimalno PQCD na ovim mrezama.



Glava 3

Parametri integralnih cirkularnih
grafova i primene

U ovoj glavi éemo opisati pojedine parametre integralnih cirkularnih grafova. Da bi se projek-
tovala cirkularna kvantna mreza koja dopusta kvantnu dinamiku (u prvom redu PST) pozeljno
je znati sto viSe svojstava integralnih cirkularnih grafova. Traze¢i maksimalan put koji infor-
macija moze potencijalno da prede treba ispitati dijametar grafa, pa ¢e ovaj parametar biti
tema jedne od sekcija. Takodje, kako red grafa predstavlja broj kubitova u mrezi, to znaci da
ce veliki red proizvesti i otezanu kontrolu mreze. U nastavku glave bi¢e obradeni parametri
poput klike, hromatskog broja, grupe automorfizama integralnih cirkularnih grafova, kao sto
¢e biti data i karakterizacija bipartitnih integralnih cirkularnih grafova. Za sve parametara
odredena je ili eksplicitna formula izracunavanja ili oStra granica. Vecéina prikazanih rezultata

su originalni i bazirani su na na nasim radovima [?, 7, 7, 7], a ostatak je preuzet iz literature
(7, 7).

3.1 Bipartitni integralni cirkularni grafovi

U ovom delu ¢emo dati odgovor na pitanje koje osobine moraju zadovoljiti integralni cirkularni
grafovi da bi bili bipartitni. Pretostavljamo da red grafa n ima slede¢u kanonsku reprezentaciju

2 pa? . pk )

Teorema 3.1.1. Integralni cirkularni graf ICG,, (D) je bipartitan ako i samo ako je n € 2N i
2jod/n € 2N + 1, za neki prirodan broj 0 < jo <n —1 i svakid € D.

Dokaz.  Kako je ICG,(D) regularan graf sa stepenom regularnosti & = )., ¢(n/d) to je on
i bipartitan ako i samo ako postoji sopstvena vrednost \;, = —k.
Pretpostavimo da je ICG,,(D) bipartitan. Tada postoji 0 < jo < n — 1 takvo da je

p(n/d)
=—k= Z,u n/d,jg )

deD (tn/d .70)

gde je
n

dged(n/d, jo)

Iz ove jednakosti moze se izvesti sledec¢a nejednakost

tn/d,jo =

63
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Nl =k < p(n/d)— 200 ’” "/d” => p(n/d) =k

deD deD
Dalje zakljuc¢ujemo da je jednakost zadovoljena ako i samo ako je

@(tn/ddb) 7
a poslednje vazi ako i samo ako je pi(tn/aj,) = —11 ¢(tn/aj,) = 1. Ove dve jednacine po t,/q j,

su zadovoljene samo za slucaj t,,q, = 2. Zapisivanjem poslednje jednakosti u obliku:

n
dged(n/d, jo)

dobijamo da ona vazi ako je n parno i mora biti zadovoljeno Sy(jo) = Sa(n/d) — 11 S,,(jo) >
Sp;(n/d), za proizvoljan neparan broj p; koji deli n/d. Poslednje ¢injenice impliciraju da je broj
2jo deljiv brojem n/d za svako d € D, kao i da je taj kolicnik neparan, ¢ime je tvrdenje ovog
dela teoreme dokazano.

tn/d»jo =

Sa druge strane, ukoliko je m paran i 2jyd/n neparan, tada je Sa(jo) = Sa(n/d) — 1 i
Sp;(Jo) > Sp,(n/d), za proizvoljan d € D i proizvoljan neparan broj p; koji deli n/d. Odavde
direktno sledi da je t,/qj, = 2.

Sopstvena vrednost na mestu jy je jednaka

Zs@n/d ”/d” Zsﬁn/du—Qz > p(n/d) =

deD 30 deD deD

Kako je Ay = —j, to je graf ICGn(D) bipartitan, ¢ime je teorema dokazana. []

Primecujemo da je poslednjom teoremom data karakterizacija kako povezanih tako i nepovezanih
grafova. U nastavku ¢emo videti kakavog oblika mora biti indeks jy u slu¢aju povezanih bipar-
titnih grafova. Najpre ¢emo slede¢im dvema lemama dati karakterizaciju povezanih integralnih
cirkularnih grafova.

Lema 3.1.2. Integralni cirkularni graf 1CG,,({dy,da,...,d;}) je povezan ako i samo ako je
ng(dl, dg, Ce ,dt) =1.

Dokaz.  Pretpostavimo da je ged(dy,ds,...,d;) = 1. Tada na osnovu Euklidovog algoritma
postoje brojevi ay, as, ..., a; € Z takvi da je

a1d1 + a2d2 + ...+ atdt =1. (31)

Dokazac¢emo da postoji Setnja izmedju proizvoljnih évorova a i b grafa ICG,,({d;, da, . .., di}),
gde je a > b. Neka jel = a—b. Na osnovu relacije (??7) imamo da je lajdy +lasds+. . . +lady = 1.
Ako sa r,(a) za a € Z ozna¢imo najmanji nenegativan broj, manji od n, takav da je r,(a) = a
mod n, tada postoji sledeca Setnja izmedu a i b:

a,mp(a+dy),...,r(a+laydy),
rn(a + la1d1 + dg), rn(a + la1d1 + ng), e ,Tn(a + la1d1 + lagdg),

rn(a + la1d1 + lCLQdQ —+ ... at—ldt—l + dt), rn(a + la1d1 + lagdg + ... at—ldt—l —+ th), ey b
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Jasno je da izmedu svaka dva ¢vora u nizu postoji ivica posto je razlika uzastopnih elemenata
niza jednaka d; za neko 1 <17 <t.

Pretpostavimo da je graf ICG,,({dy,ds, ...,d;}) povezan i da je ged(dy,dy,...d;) = d > 1.
Uocimo podgrafove grafa ICG,,({d1,ds, ..., d;}) koji se sastoje od slede¢ih skupova ¢vorova

H,(r)={h|0<h<n, h=r modd} 0<r<d-1. (3.2)

Za proizvoljne ¢vorove a € H(ry) i b € H(rg), gde je 0 < 1,79 < d — 1, vazi da je
a—b=r —ry modd. Kako je ry # 15 to d{ a — b, pa ¢vorovi a i b nisu susedni buduéi da
ged(a —b,n) & {dy,ds,...d;}. To znaéi da ukoliko je d > 1, podgrafovi H,(r) nisu medusobno
povezani pa je graf ICG,,({dy, ds, ..., d;}) nepovezan. Ovim je dobijena kontradikcija. O

Lema 3.1.3. Neka su dy,ds,...,d; delioci brojan n, takvi da je ged(dy,ds,...,d;) = d, tada
graf ICG,,({d1,ds, ..., d}) ima tacno d povezanih komponenti koje su izomorfne sa
ICGn/d({dl/d7 d2/d7 s 7dt/d})

Dokaz. Neka je D' = %1, %2, . %’“}. Iz dokaza prethodne teoreme smo videli da pografovi
H,(0),H,(1),..., Hy(d—1) dati relacijom (??) nisu medusobno povezani u ICG,,({dy, ds, ..., d;}),
pa ostaje da se dokaze da su povezani. Ovo ¢emo dokazati konstruisanjem izomorfizma izmedu
proizvoljnog podgrafa H,(r) za 0 <r < d—11ilICG,/q(D’). Na osnovu prethodne leme imamo
da je ICG,,/q(D’) povezan. Definisimo preslikavanje f : H,(r) — ICG, 4(D’) definisano sa

fr+kd)=k= L#] Preslikavanje f je o¢igledno bijekcija i na osnovu
gcd((r+kd)—(r+ld),n) € D ako i samo ako ged (f(r + kd) — f(r +1d), g) = ged (k: —1, %) eD,
zakljucujemo da je f izomorfizam. [J

Neka je graf ICG,,(dy,ds, ... d;) povezan, to jest ged(dy,ds,...d;) = 1. 1z dokaza Teoreme
?? imamo da je ICG,(dy,ds,...d;) bipartitan ako i samo ako postoji 0 < jo < n — 1 tako
da je S2(jo) = Sa2(n/dj) — 11 Sy,(jo) > Sp,(n/dj) za svako 1 < i < kil < j <t Kako je
ged(dy, dy, ... dy) = 1 to znaci da postoji bar jedan neparan delilac d;. Odavde imamo da je
So(n/d;) = Sa(n), zbog tega je Sa(jo) = Sa(n)—1. Sa druge strane, za proizvoljan neparan prost
delilac p; od n, postoji delilac d; takav da p; 1 d;. U suprotnom bi svi delioci dy, ds, . .. d; bili
deljivi brojem p;, $to je suprotno pretpostavci o povezanosti grafa. Tada je Sy, (n/d;) = Sy, (n),
odakle sledi da je S,,(jo) = Sp(n). Koris¢enjem poslednja dva uslova za j, imamo da je
jo = n/2. Prema Teoremi ?7, konacno zakljucujemo da je povezan ICG, (D) bipartitan ako i
samo ako jen € 2N i D C 2N + 1.

3.2 Dijametar

U ovoj sekciji ¢emo dati donju i gornju granicu za dijametar integralnih cirkularnih grafova,
kao i podklase za koje su pomenute granice dostizne. U prethodoj sekciji je data eksplicitna
formula za jednu klasu grafova, a ovde je pokazano da je asimptotska ocena dijametra jednaka
O(Inlnn). Ako je graf G reda n cirkularan jasno je da vazi 1 < diam(G) < n/2. U ovoj glavi
pretostavljamo da red grafa n ima sledeéu kanonsku reprezentaciju 2% pg? ... pp*.

Najpre ¢emo navesti Henselovu lemu za resavanje polinomialnih kongruencija koja ¢e biti
kasnije koris¢ena:
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Lema 3.2.1. Neka je P(z) € Zlx], p prost broj i a € Z resenje kongruencije P(z) =0 mod p'
za prirodan broj i. Ako je P'(a) 20 mod p, tada postoji b = a mod p' tako da je P(b) =0
mod ptt.

Teorema 3.2.2. Za dati integralni cirkularni graf ICG,,(D) vazi
t < diam(ICG, (D)) <2t + 1,
gde je t broj elemenata najmanjeg aditivnog generatornog skupa sadrzanog v D za Z,, .

Dokaz. Kako t predstavlja velicinu najmanjeg aditivnhog generatornog skupa za Z, to ¢e za
neko [ € Z,, postojati k > t elemenata dy,ds,...dy, € D takodajel =d;+ds+...4+dr mod n.
Poslednja ¢injenica direktno implicira da je t < diam(ICG,,(D)).

Dokazimo i gornju granicu. Neka dy,ds,...d; € D predstavlja generatorni skup. Kako je
graf povezan, imamo da je ged(dy, da, . .., di,n) = 1, pa je i jedan od delilaca neparan. Neka je
dy € 2N + 1. Za proizvoljno [ € Z,, dokaza¢emo da postoje xg, x1,...,Tey € (Z,)* za koje vazi

dixo+ di(z1 + xp31) + ..+ di(x + 290) =1 mod n (3.3)
ili

dy(zy + x441) + ...+ di(xy + x9;) =1 mod n. (3.4)
Ovo znaci da ¢e za svako [ € Z, postojati 2t ili 2t + 1 brojeva ay, as, . .., ax, za koje vazi

ged(ag,n) € {di,ds,...,di}iay+as+...+a, =1 modn, gdejet <k <t+1.
Ako je n paran tada ¢emo uzeti da su svi brojevi zg, x1, . . ., T9; neparni. Ako je [ paran tada
je zadovoljena relacija (??) po modulu 2. U suprotnom imamo da je zadovoljena relacija (?7)
po modulu 2. Koristeéi Lemu ?? dobijamo da postoje brojevi xg, z1, . . ., zo; koji zadovoljavaju

relacije (?7) ili (??7) po modulu 2.
Neka je p; neaparan prost delilac broja n. Kako je ged(dy, ds, ..., d;,n) = 1 pretpostavi¢emo
da p; 1 dy za 2 <i < k. Odaberimo xg, 1, ..., xe tako da je

n=...=n=1=x,92=... = —xy% mod p;.
Tada se relacije 7?7 svodi na dy(z1 + z441) =1 mod p;, tj.
1+ T =1 dfl mod p;

odakle nalazimo z1,x;.1 # 0 mod p;. Dakle, imamo resenje xi,xs,..., 2o po modulu p;.
Koristeé¢i Lemu 7?7 dobijamo da se moze naci resenje x1, s, ..., T3 po modulu p;".

Konaé¢no, na osnovu Kineske teoreme o ostacima dobijamo resenje xq, T, . . ., 9, po modulu
n. U

Direktna posledice prethodne teoreme je sledec¢a nejednakost

2 < diam(1CG, (D)) < 2|D| + 1. (3.5)

Slededi rezultat pokazuje da je navedena granica dostizna i da uopstem sluc¢aju nije moguca
bolja.

Teorema 3.2.3. Za dijametar integralnog cirkularnog grafa vaze sledeca tvrdenja:
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i) Zaneparan brojn = pips...px gdejek >3 i D = {p1,pa, ..., px} vaZi da je diam(ICG, (D)) =
2.

ii) Neka je m proizvod neparanih prostih brojeva, n = 2m? i D = {(m/p1)?, (m/p2)?, ..., (m/pp)*}.
Tada je diam(ICG, (D)) = 2k + 1.

Dokaz. i) Neka je n = pipa...px 1 D = {p1,p2,...,pr}. Pokazacéemo da za svako | € Z,
postoje s1, 89 € Z, tako da je s; + s, =1 mod n i ged(sy,n), ged(se,n) € D.

Preptostavimo najpre da je ged(l,n) = 1 i pronadimo brojeve s i so tako da je ged(sy,n) =
p1 i ged(se,n) = po. Iz poslednje relacije za s; dobijamo sistem kongruencijskih jednacina
$s1 =0 modp;is; Z0 modp; za2 < i < k. Slicno, za sy imamo da je so = 0 mod po
iso Z20 modp; zal <i < k,i# 2 Kakojes; =1[— sy modn, objedinjujuéi prethodne
sisteme kongruencijskih jednacina dobijamo sistem po s;:

0 mod py

S1
s1 = | mod po
s1 # 0,1 mod p;, za3<i<k.

Kako su brojevi py, po, ..., pr neparni to za dato [ postoji jedinstveno s; po modulu pips ... px
koje je resenje datog sistema, na osnovu Kineske teoreme o ostacima.

Neka je sada ged(l,n) # 11 bez gubljenja opstosti pretpostavimo da p; | [. Sliéno prethod-
nom rasudivanju mozemo pronaéi brojeve s; i so takve da je ged(sy,n) = py i ged(se,n) = p1.
Naime gornji sistem kongruencijskih jednacina dobija sledeé¢i oblik:

s1 = 0 mod py
s1 Z 0,1 modp;, za2<i<k.

Na isti nacin, koristec¢i Kinesku teoremu o ostacima dobijamo da sistem ima reSenje po modulu
pip2 - - - Pk-

i) Neka je m = pipa...pp, n = 2m? i D = {(m/p1)?, (m/p2)?, ..., (m/pr)*}. Pokazacemo da
ne postoje brojevi sy, so, ..., s9x takvi da je

S1+ 89+ ...+ 89, =m modn (3.6)

iged(s;,n)=d; € Dzal<i<2k.

Pretpostavimo suprotno, da ovako definisani sq, sg, . . ., Sor, postoje. Takodje, pretpostavimo
da za dato 1 < j < 2k vazi da (m/p;)* & {dy,dy, ..., do}. To biznacilo da p} | dy,ds, ..., doy, a
time ip? | 51,82, ..., 8 ¢ime kona¢no dobijamo na osnovu (?7) da p?- | m, §to je kontradikcija.

Na osnovu prethodnog razmatranja, bez gubljenja ooStosti mozemo pretpostaviti da je d; =
(m/p1)?, dy = (m/p2)?,...,dy = (m/py)?*. Drugim recima, postoje xy, T, ..., za, € Z* gde je
s; = d;x; za 1 < i < 2k tako da relacija (??) dobija slede¢i oblik:

m2 2

m
— T+ ...+ 5T+ dp1 T + ..o+ dogTopy =m mod n.
1 k

Ako prethodnu kongruenciju posmatramo po modulu p; dobijamo

2

p—Ql’l + dk+1xk+1 + ..+ dgkl'gk =m mod P1- (37)
1
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Pretpostavimo da (m/p1)? & {dy+1,. .., dax}. Odavde sledi da p? | dyy1, . .., doy, kao i p? | ’;—;xl

na osnove relacije (7?7). Ovo je kontradikcija buduéi da je ged(zq,p1) = 1.
Posmatrajuéi kongruencije po modulima ps, . .., py dobijamo da je (m/p1)?, ..., (m/py)* €
{dg+1,-..,dox}. Bez gubljenja opstosti, pretpostavimo da je

2

2
m m
dk+1 = _27"'ad2k = 5 -
P1 Dk
Relacija (??) se svodi na
2 2
m m
— (1 + 2p1) + ...+ — (2 +T2x) =m mod n.
Dp1 Dk
Kako su brojevi x1, ..., z9, uzajamno prosti sa n, oni su neparni, pa je leva strana prethodne
relacije parna. Ovo je kontradikcija, posto je m neparan broj.
Zakljuéujemo da ne postoje s1, ..., Sox, tako da je s;+so+. ..+ 89 =m mod niged(s;,n) =

d; € D za 1 <i < 2k, odakle sledi da je diam(ICG,, (D)) > 2k. Kako na osnovu (?7) vaz i
diam(ICG, (D)) < 2k + 1, dobijamo da je diam(ICG, (D)) =2k + 1. O

Neka je {di,ds,...,d;} € D najmanji generatorni skup sadrzan u D. Kako je 1 € Z,
linearna kombinacija delioca generatornog skupa to vazi da je

ged(n, dy, dy, ..., dy) = 1.

Takode, neka w(n) predstavlja broj razlicitih prostih delioca broja n. Kako je skup {d;,ds, ..., d;}
najmanji to za svako 1 < s <t vazi i da je

ng(n,dl,dg, ceyls_1,dgiq, ... ,dt) > 1.

Odavde proizilazi da za svaki s postoji prost delilac ps od n takav da ps 1 ds 1 ps | d; za svako
i # s. Zato, mozemo definisati preslikavanje a : {di,da, ..., di} — {p1,p2,...,Pum)} takvo
da je a(ds) = ps. Kako vazi da je ps, # ps,, ako je ds, # ds,, to odavde zaklju¢ujemo da je
preslikavanje « injekcijait < w(n). Ovim dokazujemo na osnovu Teoreme ?7? slede¢u posledicu:

Posledica 3.2.4. Za proizvoljan integralni cirkularni graf ICG,, (D) vazi da je diam(ICG, (D)) <
2w(n) + 1.

Kako za w(n) vazi slede¢a procena

0o k—1 Vi (k _ 1)'
w(n)~Inlnn+ By + Z<_1 + Z _]l) (lnn)k'
k=1 =0 J°

gde je By Mertensova konstanta i vy; Stiltjesova konstanta ([?, 7, 7, ?]) to dobijmao sledecu
posledicu

Posledica 3.2.5. Za proizvoljan integralni cirkularni graf ICG,, (D) vazi da je diam(1CG, (D)) =
O(Inlnn).

Takode vazi sledece poboljsanje gornje granice nejednakosti (77).

Teorema 3.2.6. Neka je {di,ds,...,d;} C D najmangi aditivni generatorni skup za Z,. Ako
je n/d; neparan broj za svako 1 < i <'t, tada je diam(ICG, (D)) < 2t.
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Dokaz. Neka je
H,(d;))={h€Z,| h=0 mod d;}.

za proizvoljno 1 < i <ti0 < j <n— 1. Takode, neka je j + H,(d;) podgraf od ICG, (D)
takav da je skup ¢vorova j + h, gde je h € H,(d;) i dva ¢vora j + h' i j + h” su susedna ako je
" — I € G,(d;). Dokaza¢emo da je dijametar podgrafa j + H,(d;) najvise dva.

Neka su j+ hy 1 j + he dva nesusedna ¢vora u podgrafu j + H,(d;). Kako je hy, hey € H,(d;)
to jest hy = d;g1 1 hy = d;gs to je dovoljno pronaéi brojeve f/, f” € Ly, 4 takve da je

hl — hQ = dzf/ + dif// mod n.

Neka je n/d; = p{'ps? ... pSm kanonska faktorizacija broja n/d;. Kako su brojevi n/d; neparni
i time p; > 2za 1 < j <m, to se uslovi ged(f',n/d;) =11 ged(f”,n/d;) = 1 mogu zapisati
sistemom kongruencija:

f'#0,92— g1 mod p;

za 1 < j < m. Pretpostavka p; > 2 garantuje egzistenciju reSenja na osnovu Kineske teoreme
o ostacima. Iz poslednjeg zaklju¢ujemo da je dijametar podgrafa j + H,(d;) najvise dva.

Neka su u i v dva proizvpljna ¢vora u ICG, (D). Kako je {dy,ds,...,d;} generatorni skup
u Z, to postoje koeficijenti ayq, as, . ..,y € Z,, takvi da je

v—u=ayd; + ady +...0¢d;, mod n.

Tada se setnja W od ¢vora u do v sastoji iz slede¢ih delova:

e}

put od u do u + ayd; ivicama grafa u + H,(d;).

e}

put od u + ayd; do u + aydy + andsy ivicama grafa (u + aydy) + Hy,(dy).

(0]

put od u + Ef;i o;d; do u + Zle a;d; = v ivicam ¢vora (u + Zf;} a;d;) + Hy(dy).

Kako svako parce puta ima duzinu najvise dva, to ¢e rastojanje izmedu ¢vorova w i v biti najvise

2t. U

3.3 Klika sa najveéim brojem ¢vorova

Klika datog grafa G = (V, E) predstavlja podskup skupa ¢vorova C' C V| takav da za svaka dva
¢vora u C, postoji ivica koja ih spaja [?]. Drugim rec¢ima, podgraf indukovan skupom ¢évorova
C je kompletan. Problem nalazenja velicine klike sa najve¢om kardinalnoséu skupa C' je NP-
kompletan problem [?]. Takode, neki autori pod klikom upravo podrazumevaju maksimalan
kompletan graf [?]. Za graf G = (V, E) sa w(G) oznaci¢emo kliku sa najveéim brojem ¢vorova.

Pojam koji je blizak pojmu klike je hromatski broj. Hromatski broj grafa G predstavlja
najmanji broj boja x(G) potrebnih za bojenje skupa ¢vorova grafa G tako da dva susedna ¢évora
ne mogu biti obojena istom bojom [?]. Takode se kaze da je to najmanji broj k, takav da je
graf G k-obojiv. Iz definicija parametara w(G) i x(G) imamo da je w(G) < x(G). Definisimo i
pojam komplementarnog ili inverznog grafa garafu G. To je graf H koji ima isti skup ¢vorova
kao i graf G takvih da su dva cora u H susedna ako i samo ako su u G nesusedna. Tada graf
H oznacavamo sa G. Takode, svaku kliku grafa G nazivamo nezavisnim skupom u G.
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U ovoj sekciji ¢emo izracunati veli¢cinu maksimalne klike w(ICG,, (D)), gde se skup D sas-
toji od jednog ili dva delioca. Ovaj rezultat potvrduje hipotezu iznetu u [?] da parametar
w(ICG, (D)) deli red grafa n. Medutim, u nastavku ¢emo konstruisati familiju grafova ICG,,(D)
takvih da je |D| > 3 za koje ne vazi pomenuta hipoteza. Na kraju é¢emo dati gornju i donju
granicu za velicinu najvece klike integralnih cirkularnih grafova.

Takode pretpostaviéemo da za dati graf ICG,,(D) vazi da je D = {d;,ds,...,d;}, kao i da
broj n ima kanonsku reprezentaciju n = p{'p3*...pp*, gde je p1 < p2 < ... < ppia; > 1.
Takode sa f(n) ozna¢imo najmanji prost delilac od n. Za unitarne Kejlijeve grafove vazi sledece
tvrdenje

Teorema 3.3.1. Ako je D = {1} 1 X,, = ICG, (D) tada je
n

fn)’

Dokaz. Neka je p = f(n). Kako ¢vorovi {0,1,...,p — 1} indukuju kliku u X,, imamo da je
X(X,) > w(X,) > p. Sa druge strane, podgrafovi indukovani skupovima ¢vorova

X(Xn) = w(Xa) = f(n), x(Xa) =w(X,) = (3.8)

Go(r)={a|0<a<n, h=r modp} 0<r<p-1.

¢ine nezavisne skupove. Zaista, za proizvoljne ¢vorove a,b € G, (r) vazi p | a — b, pa je ged(a —
b,n) > p > 1, odakle dobijamo da a i b nisu susedi. Ako se svi ¢vorovi u podgrafovu G, (r)
oboje istom bojom, a svaki od podgrafova G,(0),G,(1),...,G,(p — 1) medusobno razli¢itim
bojama, dobijamo da je graf X,, p-obojiv. Odavde imamo da je x(X,) < p, ¢ime je dokazana
prva jednakost za X,,.

Slicno, uzimajuéi indukovane podgrafove G,(r) = {a | 0 <a <n/p, h=r mod n/p} 0<
r < n/p— 1 po modulu n/p dobijamo da su nezavisni skupovi u X,,, to jest klike u X,,, pa je
X(Xn) > w(Xy) > %-

Takode ¢vorovi H,(r) ={a | kp<a < (k+1)p—1} 0<k <n/p—1 ¢ine nezavisan skup
u X,,. Zaista, za a,b € H,(r) vazi da je |a — b| < p — 1, odakle sledi da je ged(a — b,n) = 1.
Dakle, proizvoljna dva ¢vora u H,(r) su susedni pa je ovaj podgraf klika u X,,, to jest nezavisni
skup u X,,. To znaéi da je graf X,, n/p-obojiv pa je i x(X,) < n/p, §to dokazuje jednakost u
(??) za X,,. O

Razmotrimo slucaj kada se skup D sastoji od jednog delioca tj. D = {d}, gde je d > 1
proizvoljan delilac od n. Na osnovu Leme ??, ICG,(d) ima d povezanih komponenti - klase
ostataka po modulu d in Z, = {0,1,2,...,n — 1}.

Posledica 3.3.2. Za integralni cirkularni graf X, (d) = ICG,,(d) vazi da je:

(X)) = (%) = £ (2) x(al@) = w(Xuld) =
Dokaz.

Podgrafovi H,(r) definisani relacijom (??) predstavljaju povezane komponente u X, (d)
izomorfne sa ICG,,/4(1), na osnovu Leme ?7. To znaci da su parametri w i x grafova X, (d) i
X, (d) jednaki istim parametrima grafova ICGy,/4(1) i ICG,,/4(1), redom. Konacno, direktnom
primenom Teoreme ?? vazi tvrdenje. [
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3.3.1 Velicina maksimalne klike za t = 2

Neka je D dvoelementni skup D = {dy, ds}, gde je d; > dy. Neka je @ skup svih prostih delioca
broja n koji ne dele d. Glavni rezultat ove sekcije je sledeca teorema.

Teorema 3.3.3. Za graf ICG,,(dy, dy) vazi:

min (miHPEQpaf (n) ' f (%)) ) Zfd2 = 1;
w (ICGn<d1,d2)) = CU(XdL(l, é)), ZfdQ ‘ dy 1dy > 1,

max (f (d—”l) ,} <%>> , U suprotnom.

U cilju jasnijeg izlaganja, dokaz ove teoreme bi¢e podeljen u dva slucaja i nekoliko teorema.

Na osnovu definicije integralnih cirkularnih grafova, skup ivica grafa ICG,(d;,ds) pred-
stavlja uniju skupova ivica grahova ICG,(d;) i ICG,(dy). Obojimo ivice grafa ICG,,(d;,d>)
dvema bojama: ivica {a, b} je plava ako ged(a—b,n) = d; i crvena ako ged(a —b,n) = dy. Zato
na osnovu Posledice 7?7 imamo

w (ICCo(dy, ds)) > max (f (dﬁl) f (d%)) . (3.9)

Slucaj 1: 1€ D

Pretpostavimo da je D = {1,d}, gde je d = pf1p§2 C -pf’“. Neka je ¢ prvi najmanji indeks
takav da je f; < ay, to jest f(%) = p;. Na osnovu (??), znamo da je w(ICG,(1,d)) > p;.

Lema 3.3.4. Za graf ICG,(1,d) vazi
n

W(ICGA(L,d)) < f(n)- £ (%)
Dokaz.  Obojimo ivice grafa ICG,(1,d) dvema bojama. Neka su plave ivice one za koje vazi
da je ged(a — b,n) = d, a neka za crvene vazi da je ged(a — b,n) = 1. Ako su dve incidentne
ivice (a,b) i (a, c) plave, tada je ivica koja spaja ¢vorove b i ¢ takode plava, ukoliko takva ivica
postoji. Poslednje zaklju¢ujemo iz ¢injenice da akod |a—bid | a—c, tada d deli ged(b—c,n).
To znaci da za bilo koje dve klike ¢ije su ivice plave nemaju zajednickih ¢vorova. Neka su dalje
Ky, K, ..., K, klike sa maksimalnim brojem ¢vorova sa plavim ivicama sadrzane u maksimalnoj
kliki C* iz ICG,,(1,d). Jasno je da bilo koja dva susedna ¢vora u razli¢itim klikama K; i K; ¢ine
ivicu crvene boje. Stavie, proizvoljni évor iz V(C*)\ (V(K;)UV (K)U. ..UV (K,)) ne pripada
ni jednoj plavoj kliki, odakle sledi da ¢vorovi V(C*)\ (V(K;) UV (Ky)U...UV(K,)) indukuju
kliku C' sastavljenu samo od crvenih ivica. Po Posledici 77, red klika K; (i € {1,2,...,z}) je

n

najvise p; = f(%) i red klike C' je manji ili jednak p;.

Neka y predstavlja red klike C'. Ako izaberemo po jedan ¢vor iz svake klike K, tada ovih
x ¢vorova zajedno sa y ¢vorova klike C' formiraju kliku sa crvenim ivicama u grafu ICG, (1, d).
Zato vazi x + y < p;. Konag¢no je broj ¢vorova maksimalne klike C* iz ICG,,(1, d)

Z‘Kj|+|c| <z-pity=z-p—1)+(@+y) <p-(pi—1)+p=pip,
=1

odakle imamo da je red od C* manji ili jednak f(n)- f(%). O

Neka je R skup svih prostih delioca koji dele d i 5. Sa g oznacimo najmanji prost broj iz

@, ukoliko takav postoji. I neka je M proizvod svih brojeva iz R U Q).



72 GLAVA 3. PARAMETRI INTEGRALNIH CIRKULARNIH GRAFOVA I PRIMENE

R

By
1
VR

Slika 3.1: Maksimalna klika u grafu ICG,,(1,d)

Lema 3.3.5. Za porizvoljan delilac d broja n, vazi sledeca nejednakost:

w(ICG,(1,d)) < minp = q.
peq

Dokaz.  Neka je p proizvoljan broj iz ). Ako pretpostavimo da maksimalna klika sadrzi
viSe od p ¢vorova, onda postoje dva ¢vora a i b sa istim ostatkom po modulu p. To znaci da je
gcd(a—b,n) deljivo sa p, i zato ne moze biti jednak ni 1 ni d. Poslednje dovodi do kontradikeije,
pa je w(Xy(1,d)) <p. O

Teorema 3.3.6. Ako je QQ prazan skup ili ¢ > py - p;, onda
w(ICG,(1,d)) = p1 - pi.

Dokaz. Koriste¢i Lemu 7?7 dovoljno je konstruisati kliku veli¢ine p; - p; sa ¢vorovima oblika
Tps = Qg -d+ 1, gde je 0 < s < p; 10 < r < p;. Izaberimo brojeve a; kao reSenje sledeceg
sistema kongruencija:

as = 8 mod p zasvakip € R
as-d=s-p; modp zasvakip e Q.

Ovaj sistem ima resenje ako i samo ako je ged(d,p) | s - p1 za svaki p € Q. Poslednje je
trivijalno zadovoljeno budud¢i da su d i p € () uzajamno prosti. Konacno, koriséenjem Kineske
teoreme o ostacima mozemo jedinstveno odrediti brojeve a; po modulu M.

Posmatrajmo sada proizvoljnu razliku A = z,s—x.y = d-(as—ay )+ (r—r'). Pretpostavimo
najpre da je r # r'. Za svaki prost delilac p od d (a time i za svaki prost delilac iz R), broj A
ne moze biti deljiv sa p jer je 0 < |r — 7/| < p;. Ukoliko je p € @, imamo da je x,s — Ty =
(s—s)-p1+(r—7") mod p. Ostatak [(s—s")-p1+(r—1)| < (pi—1)-p1+(p1—1) <pi-p1 <q
je manji od p i razli¢it od nule - $to znaci da je najveci zajednicki delilac brojeva A i n jednak
1.

Neka je sada r = r’. Tada za proizvoljni prost broj p € @), imamo da je (s—s')-p; ostatak od
A pri deljenju sa p, §to je razli¢ito od 0. Zaista, vazi daje s # s'i|(s—$")-p1| < pi-p1 < q < p.
Kada je p element iz R, imamo da razlika a;, — ay = s — s’ mod p ne moze biti deljiva sa p
jer vazi 0 < |s — §'| < p; < p. To dalje znaci da je ged(A/d,n/d) = 1, to jest ged(A,n) = d.
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Poslenjim smo dokazali da je najveéi zajednicki delilac brojeva A i n jednak 1 ili d, ¢ime je
dokaz zavrsen.

Ako je @) prazan skup, mozemo iskoristiti istu konstrukciju da bi dobili kliku veli¢ine p; - p;.
O

Teorema 3.3.7. Ako je q < py - p;, onda vaZi
w(ICG,(1,d)) = q.

Dokaz. Na osnovu Leme ?? dovoljno je nadi kliku sa ¢ ¢vorova u grafu ICG,, (1, d). Definisimo
niz brojeva xy = ar-d+ by za k =0,1,...,qg— 1, gde je by ostatak broja k pri deljenju sa p;, a
za a;, vaze sledeéi uslovi:

ap-d+b, =k mod p za svakop € @)
ar = |k/p1] mod p za svakop € R

Brojevi a; se mogu jedinstveno odrediti koris¢enjem Kineske teoreme o ostacima po modulu
M, jer su dip uzajamno prosti, za svaki prost broj p € (). Dokaza¢emo da je najveci zajednicki
delilac brojeva z — x i n jednak d ili 1, odakle bi sledilo da temena x;, ¢ine kliku. Naime, za
svaki prost p € @, imamo zy — xp =k — k' mod p. Kako je |k — k'| < q, to x, — x5 ne moze
biti deljivo sa p.

Dalje, razmotrimo slucaj kada k i k' imaju isti ostatak pri deljenju sa p; i & # k’. Drugim
re¢ima je by = by i k # k'. Ako je ap — ap deljivo nekim prostim p € R, to je takode i
|k/p1] = |K'/p1] mod p. Posto je k < q < p1-p;, zakljuéujemo da je razlika celobrojnih delova
brojeva || k/p1] — |k /p1]| < pi < p, pasu |k/p1]| i |k /p1] jednaki. Kako imamo jos i da je
by = by, dobijamo k = k’. Na ovaj nacin dobijamo kontradikciju i zato je ged(xy — zx, n) = d.
U slucaju by # by, imamo da x, — xp nije deljivo ni sa jednim p € R, jer je d deljivo sa p i
0 < |br, — by| < p1. Konaéno je ged(xy — xp,n) = 1, ¢ime je dokaz zavrsen. [J

Sledeéu teorema predstavlja posledicu prethodnih rezultata.
Teorema 3.3.8. Za proizvoljan delilac d broja n, vazi:
n
ICGyp(1,d)) = min ( minp, f (n) - <_) .
AICG(1.d) =i (migp. )1 (5))
Slucaj 2: 1€ D

Teorema 3.3.9. Neka je ICG,,(dy, dy) integralan cirkularan graf tako da su oba delioca dy i dy
veéi od jedinice. Tada vazi sledeca jednakost:

w(ICG2 (1, @), ako dy | dy,
max (f (d—”l> f (%)) , U suprotnom.

Dokaz.  Pretpostavimo da ds | dy. Koriséenjem Leme ?7, graf ICG,,(d;,ds) je nepovezan i

izomorfan sa dy kopije grafa ICG,,q,(1, j—;). Otuda je w(ICGy(dy,ds)) = w(ICGy, /4, (1, j—;)), a
reSenje poslednjeg problema je dato Teoremom 77.

w (ICGn(db d2)) = {



74 GLAVA 3. PARAMETRI INTEGRALNIH CIRKULARNIH GRAFOVA I PRIMENE

Pretpostavimo da ds 1 d;. Takode éemo pretpostaviti da maksimalna klika sadrzi ivice koje
su obojene obema bojama. Tada medu ivicama grafa postoji trougao cije su tacno dve ivice
obojene istom bojom. Ako je ta boja crvena, onda mozemo naci tri ¢vora a, b i ¢ tako da je:

ged(a —b,n) =di, ged(a—c,n) =dy,  ged(b—c,n) = ds.

Oduzimajuéi poslednje dve nejednakosti dobijamo da ds | (a — ¢) — (b — ¢), odakle sledi da dy
deli dy, sto je kontradikcija. Ako imamo trougao sa dve plave ivice, slicno ¢emo naci da d; deli
ds — §to je nemoguce buduci da je d; > dy. Stoga imamo da je maksimalna klika jednobojna,
pa je prema Posledici 7?7 gornja jednaskost u ovom slucaju dokazana. [

3.3.2 Velicina maksimalne klike za ¢ > 2

U ovom odeljku testiramo hipotezu da velicina maksimalne klike intergralnih cirkularnih grafova
deli red grafa, koja je data u [?]. Najpre, na osnovu Teoreme ?7 i Posledice 7?7 zaklju¢ujemo da
je hipoteza ta¢na u slucaju kada je skup delioca integralnog cirkularnog grafa najvise dvoclan.
Tada je velicina maksimalne klike grafa ICG,,(D) jednaka proizvodu dva prosta broja delioca
od n. Hipotezu smo najpre testirali kompjuterskom metodom implementiranjem Backtracking
algoritma sa odsecanjem [?] za pronalazenje maksimalne klike (videti prilog). Za t = 3 and
t = 4, moze se konstruisati beskonacna familija integralnih circularnih grafova, takvih da
veli¢cina maksimalne klike ne deli n. Na primer, koris¢éenjem navedenog algoritma sveobuhvatom
proverom dobija se w(ICGyy(1,4,10)) = 6 1 w(ICG30(1,2,6,15)) = 7. Ovi primeri impliciraju
da hipoteza nije uvek zadovoljena za 3 < t < 4. Slede¢im tvrdenjem odbaci¢emo hipoetezu
dokazujuéi tvrdenje teoretski.

Propozicija 3.3.10. Velicina najveée klike integralnog cirkularnog grafa 1CGayy(1,4,10) je 6
il 7.

Dokaz. Lako se moze uociti da ¢vorovi 0,1,4,8,11,12 formiraju kliku u ICGgy(1, 4, 10).
Obojimo ivice grafa trima bojama: crvenom ako je ged(a — b,20) = 1, plavom ako je ged(a —
b,20) = 4, i zelenom ako je ged(a — b,20) = 10.

Na osnovu Posledice 77, maksimalna klika sa crvenim ivicama ima 2 ¢vora, maksimalna
klika sa plavim ivicama ima 5 ¢vorova, i za zelenu boju ima 2 ¢vora. Ako u datom grafu
trougao ima jednu plavu i jednu zelenu ivicu, to zbog parnosti, trec¢a ivica ne sme biti crvena.
Ako bi treca ivica bila plave boje, tada je apsolutna vrednost razlike ¢vorova na zelenoj ivici
deljiva sa 4, sto je nemoguce. Na isti nacin, ako bi treca ivica bila zelene boje, tada je apsolutna
vrednost razlike ¢vorova na plavoj ivici deljiva sa 5. Zato ne postoji trougao koji se sastoji samo
od plavih i zelenih ivica.

Zakljucujemo, ako je maksimalna klika dvobojna, ona sadrzi crvene i plave ivice ili crvene
i zelene. U prvom sluc¢aju problem se svodi na nalazenje maksimalne klike u ICGg(1,4).
Primenom Teoreme ?? zaklju¢ujemo da je w(ICGgy(1,4)) = 5. Analogno, veli¢ina maksimalne
klike sa crvenim i zelenim ivicama je w(ICGgy(1,10)) = 4 by Theorem ??. U oba slucaja
obe klike ne mogu biti maksimalne, jer smo ve¢ pronasli kliku velicine 6. Odavde imamo da
maksimalna klika mora biti trobojna.

Sada pretpostavimo da se maksimalna trobojna klika sastoji od x klika plave boje i y
klika zelene boje. Koris¢enjem pomenutog zakljucka da ne postoji trougao sa plavim i zelenim
ivicama, lako se moze uociti da ne postoji trougao samo sa plavim i crvenim, kao ni zelenim
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i crvenim ivicama. Odavde imamo da samo crvene ivice spajaju ¢vorove ovih z + y klika.
Ako izaberemo po jedan ¢vor iz svake klike, dobi¢emo crvenu kliku sa x + y ¢vorova. Kako
maksimalna klika sa crvenim ¢vorovima ima samo dva cora, to mora biti x = y = 1. Dakle,
gornja granica za velicinu maksimalne klike je 2+ 5 = 7, a donja granica je 6, Sto u oba slucaja
nisu delioci broja 20. [

Propozicija 3.3.11. Neka je X,,(D) integralni cirkularni graf ¢iji je skup delioca D = {dy,ds, . ..

Ako je N =n - p gde je p proizvoljni prost broj veéi od n, tada vazi sledec¢a nejednakost
w(ICGN(D)) = w(ICG,(D)).

Dokaz. Kako je p > nizbog toga gcd(a—b,n) = ged(a—b, p-n) to za proizvoljne évorove a, b €
ICG,,(D), dobijamo slede¢u nejednakost w(ICGn (D)) = w(ICG,(D)). Dalje, pretpostavimo da
¢vorovi {ay, as, . .., a.} ¢ine maksimalnu kliku u ICG (D) i posmatrajmo évorove {by, bs, ..., b.}
u grafu ICG,, (D), gde je b; ostatak od a; po modulu n. Prost broj p ne deli ni jedan od delilaca
d;, te zato ni a; — a; nije deljivo sa p ni za koje 1 <7 < j < ¢. Kona¢no imamo

ged(b; — bj,n) = ged(a; — aj,n) = ged(a; — aj, N) € D.
Odavde sledi da je w(ICGy (D)) < w(ICG, (D)), to jest w(ICGy (D)) = w(ICG,(D)). O

Koris¢enjem ovog tvrdenja mozemo konstruisati klasu kontraprimera ICGap,(1,4, 10) izve-
denu iz grafa ICGg(1,4,10), gde je p prost broj veéi od 20. Sliéno mozemo izvesti klasu
kontraprimera iz ICGs(1, 2, 6, 15) za ¢etvoroclane skupove.

U ovoj sekciji je data formula za veli¢inu maksimalne klike u slucaju 1 < ¢ < 2, a u slucaju
t > 3 imamo da velicina maksimalne klike ne mora da deli red grafa. Takode, u opstem slucaju
vazi sledec¢a nejednakost

k

n n
— | < < — .
max f (di) < w(X,(D)) < Hf (ch)

Donja granica direktno sledi iz Posledice 77, a gornja granica se moze dokazati indukcijom
po broju delilalaca. Zaista, nakon dodavanja ivica {a,b} takvih da je gcd(a — b,n) = d; grafu
ICG,(d1,ds, . ..,d;—1), mozemo podeliti svaku klasu corova obojenu jednom bojom na najvise

J(Z) nezavisnih delova (obojiti sa najvise f(Z-) novih boja). Dakle, broj klasa je manji ili

jedflak proizvodu brojeva f(7), za svako d; € D.

3.4 Hromatski broj

U ovoj sekciji razmatramo hromatski broj integralnih cirkularnih grafova i istrazujemo hipotezu
datu u [?] da hromatski broj deli red n grafa ICG,,(D). Za integralni cirkularni graf sa dva
delioca dacemo ostru gornju i donju granicu hromatskog broja. Takode ako je jedan od delioca
jednak jedinici, hromatski broj je eksplicitno odreden formulom zatvorene forme. Za |D| > 3
konstruisali smo familiju kontraprimera koris¢éenjem sveobuhvatnog algoritma za bojenje grafa
i pobili hipotezu u ovom slucaju. Na kraju sekcije su dati neki rezultati, kao i otvoreni problemi
vezani za iviéni hromatski broj integralnih cirkularnih grafova. Razmatranja hromatskog broja
u ovoj sekciji predstavljaju prirodni nastavak izucavanje klike iz prethodne glave, pa ¢emo i
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ovde pretpostaviti da je n = p{*p3? - ... pp¥, gde su p; < py < ... < pj razliciti prosti brojevi
i a; > 1. Takode, f(n) predstavlja najmanji prost delilac broja n. Neka je d proizvoljni delilac
broja n. Definisimo skup @4 kao skup svih prostih delilaca od n koji ne dele d i R, skup delilaca
od d koji takode dele Z.

Na osnovu rezultata datog u Lemi 7?7, dovoljno je posmatrati hromatski broj povezanih
integralnih cirkularnih grafova. Takode kao nastavak rezultata datog u Posledici 7?7, moze se
dokazati da postoji jedinstveno bojenje grafa ICG, ({1}) sap = f(n) boja. Cvorovi0,1,...,p—1
moraju pripadati razli¢itim klasama bojenja (svaka dva ¢vora moraju biti povezana, jer je
razlika manja od p). Iz istog razloga, slede¢i ¢vor p ne moze biti u istoj klasi bojenja zajedno sa
¢vorovima p— 1,p—2,...,1, pa zato mora biti u istoj klasi bojenja kao i 0. Ponovo, ¢vor p+ 1
je u istoj klasi kao i ¢vor 1. Nastavkom ove procedure, jedinstveno odredujemo boje ¢vorova
p,p+1,...,2p — 11 konacno dobijamo da su klase bojenja grafa ICG,,({1}) ustvari klase po
modulu p.

3.4.1 Kontraprimeri

Da bi testirali hipotezu datu u [?], implementiran je algoritam Backtracking Sequential Color-
ing [?] za odredivanje hromatskog broja integralnih cirkularnih grafova ICG,, (D) za razlicite
vrednosti broja n (videti prilog). Takode je koriséen Cliquer algorithm [?] za odredivanje svih
maksimalnih klika u grafu. Za t = 3 i t = 4, nadena je beskoni¢na familija grafova takva da
hromatski broj ne deli red grafa n.

Jedan od kontraprimera predstavlja graf ICG,, (D), gde je n = 30 sa skupom delioca D =
{1,6,10}. Takode, jedno od bojenja sa minimalnim brojem boja, koje je generisano algoritmom
je

[17 2’ 77 37 27 ]" 57 37 47 ]" 47 57 37 47 ]‘7 57 67 8’ 77 67 57 67 87 77 67 87 2’ 77 37 2] Y

te se moze zakljuciti da je x(ICGs(1,6,10)) = 8, sto nije delitelj broja 30.

Cvorovi C = {0,1,7,13,19,20} generisu kliku u datom grafu, §to znaci da je
6 < x(ICG3o(D)) < 8. Za odbacivanje hipoteze teoretski, dovoljno je pokazati da je hromatski
broj razli¢it od 6.

Propozicija 3.4.1. Hromatski broj integralnog cirkularnog grafa 1ICGso(1,6,10) je strogo veci

od 6.
Dokaz. Pretpostavimo da su ¢vorovi klike C' obojeni bojama ¢, co,c3,c4,C5,¢6 1 da je
X(ICGs30(1,6,10)) = 6. Cvor 6 se moze obojiti samo bojama ¢y ili cg, jer je povezan sa

¢vorovima 0, 7,13, 19. Slicno, ispitujuéi susede ¢vorova 8,14, 18, 24, 25, 26 koji pripadaju skupu
C' zakljucujemo da se ¢vor 8 moze obojiti bojama {c,cs}, ¢vor 14 bojama {c1,c5}, ¢vor 18
bojama {c4,cs}, ¢vor 24 bojama {cs, cs}, ¢vor 25 bojama {c1,c6} 1 ¢vor 26 bojama {cy,ca}.
Na slici 3.2 ispod, isprekidane linije predstavljaju ivice u komplementarnom grafu, a u drugom
nivou ¢vorova su oznacene neke od ivica grafa ICGsy(1, 6, 10).

Pretpostavimo da je ¢vor 6 obojen bojom ¢g. Cvorovi 18, 6, 25 formiraju put, tako da ¢vor
18 mora biti obojen bojom ¢4, a &vor 25 bojom ¢;. Cvor 8 je sused &vorovima 18 i 25, §to znadi
da ne moze biti obojen bojama ¢ i ¢y.

U drugom slucaju, neka je évor 6 obojen sa ¢o. Cvorovi 6, 26, 25, 24 predstavljaju put, pa 26
mora biti obojen sa ¢, 25 sa cg i1 24 sa ¢5. Medutim, ¢vor 14 je sused ¢vorovima 24 i 26, odakle
imamo da ne moze biti obojen bojama ¢y i ¢5. Ovim kompletiramo dokaz i zaklju¢ujemo da je
X(ICG30(1,6,10)) > 6. O
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Slika 3.2: Velic¢ina maksimalne klike u grafu ICGso(1, 6, 10)

Pretpostavimo da veé znamo hromatski broj datog grafa ICG,, (D) sa fiksnim skupom delioca
D = {dy,ds,...,d;}. Sledeée pitanje se prirodno namece: Koji je odnos izmedu hromatskog
broja grafova ICGy (D) i ICG, (D), gde je N =mn-p i p proizvoljan prost broj veci od n?

Graf ICG,,(D) je indukovani podgraf od ICG y (D), posto za proizvoljne é¢vorove 0 < a,b < n
imamo da je

ged(a —b,n) =d; ako isamo ako  ged(a — b, N) = d;.

Odavde sledi da je x(ICGy (D)) > x(ICG,(D)). Optimalno bojenje grafa ICGy(dy, ds, . .., d;)
moze biti izvedeno iz bojenja grafa ICG,(d;,ds,...,d;) na sledeéi na¢in. Proizvoljni évor
v € ICGy(D) treba biti obojen istom bojom kao i évor koji je ostatak od v po modulu n
u ICG,, (D). Dokaza¢emo da je ovo pravilno bojenje grafa ICGy (D).

Ako su a i b ¢vorovi jednaki po modulu n, imamo da je

ged(a — b, N) =n-ged(k,p) =n > d;,

za neko 0 < k = “T_b < pid; € D. Odavde imamo da ¢vorovi iz iste klase po modulu n nisu
susedni. Neka su z1 +y; - n i x2 + yo - n susedni ¢vorovi iz razlicitih klasa grafa ICGy (D), gde
sul<zy,xo<n—1,0<y;,ys <p—11x; # xe. Neka je d najveéi zajednicki delilac brojeva
r1 — x9 i n. Odavde sledi da je

ged((z1 — z2) + (y1 — y2) - n, N) = d,,

za neko d; € D i da d; deli z; — x5 Sto nas dovodi do d; | d. Sa druge strane, d je delilac od
r1 — T2, n i N, te zato d deli d;. Konacno je odavde d = d;, odakle zakljucujemo da su ¢vorovi
1+ 1y -nixe+ys-nsusedni u ICGy(dy, ds, ..., d;) ako i samo ako su évorovi z; i 9 susedi u
ICG,(d1,ds,...,d;). 1z optimalnog bojenja grafa ICG,(d;,ds,...,d;) dobijamo da su ¢vorovi
14y nize+ys-nulCGy(dy,dy,...,d;) urazlicitim klasama.

Gornja razmatranja nas dovode do sledeceg zakljucka

Propozicija 3.4.2. Neka je ICG,, (D) integralni cirkulantni graf sa skupom delioca
D ={dy,dy,...,d;}. Tada vazi

X(ICGn(D)) = x(ICG,(D)),
gde je p proizvoljan prost broj veci odn i N =n - p.

Na osnovu prethodnog rezultata mozemo konstruisati klasu kontraprimera za n = 30 - p i
D = {1,6,10}, gde je p prost broj veéi od 30. Sli¢no, za n = 30 i skup delioca D = {1,6, 10,15}
mozemo naéi novu klasu kontraprimera takvu da je x(ICG, (D)) = 81 |D| = 4, takode nadenu
od strane algoritma.
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3.4.2 Hromatski broj za t = 2

U ovoj podsekciji dajemo gornju i donju granicu za hromatski broj integralnih cirkularnih
grafova sa proizvoljnim brojem delioca. Za povezani integralni cirkularni graf ICG,, (D), gde je
D = {d,,dy} granica se moze poboljsati, dok se za D = {1, d}, moze dobiti eksplicitna formula
za hromatski broj.

Teorema 3.4.3. Za graf ICG,,(dy,dy) vaZi sledeéa nejednakost

(1 (3) 1 (3)) 2 i< (2) 1 (3)

Dokaz. Na osnovu Posledice 77, lako se moze utvrditi da je hromatski broj grafa ICG,,(dy, d2)
veci ili jednak maksimumu brojeva f(7) i ()

Skup ivica grafa ICG,,(dy, d2) se sastoji od skupa ivica podgrafova ICG,,(d;) i ICG,(d3). U
prvom grafu ICG,,(d;) imamo tacno f (dﬂl) = p klasa bojenja. Da bi procenili hromatski broj
ICG,,(d1,ds), mozemo svaku klasu ivica obojenih istom bojom iz ICG,(d;) podeliti na klase
bojenja podgrafa ICG,,(dz). Svaka klasa bojenja od ICG,,(d;) ima ta¢no % ¢vorova. Iz Posledice
?7?, postoji pravilno bojenje grafa ICG,,(dz) sa f(%) = ¢ boja. Zato ¢vorovi u proizvoljnoj klasi
bojenja grafa ICG,,(d;) mogu takode biti podeljeni u najvise ¢ nezavisnih klasa. Na ovaj nac¢in
dobijamo pravilno bojenje grafa ICG,,(dy, d2) sa najvise p - ¢ boja. [

Prethodna teorema moze biti uopstena za proizvoljni skup delioca D. Donja granica sledi
iz Leme 7?7, dok se gornja granica dobija primenom matematicke indukcije na broj delioca u
D.

max f (dﬁ) < W(ICC, (D)) < (ICG, (D)) < Hf (dﬁ) | (3.10)

diGD 1
Gornja granica se dostize za n = p®, gde je p prost broj i a > 2. Svaki delilac broja n je
oblika p”, gde je 0 < 8 < a. Za povezani graf ICG,, (D), vazi da je d; = 1. Pokazad¢emo da je
w(X,(dy,do, ... dy)) = x(Xn(dy,dy, . ..,d)) = .
Neka je d; = p%, gdeje 0 = 31 < B2 < ... < By < i t < a. Dokazujemo da évorovi

t
C:{Zai~pﬁi|0§ai§p—1}

i=1

obrazuju kliku veli¢ine p' u grafu ICG,,(dy,ds, . . ., d;). Primetimo najpre da su svi brojevi iz C
razli¢iti uzimajuéi ih u sistemu brojeva sa osnovom p:

t

_ B

V= ;- PPt =aqas ... ag .
i=1

Neka je a = 22:1 ;- p¥ib= 22:1 o, - pPi proizvoljni évorovi iz C. Kako je a # b, postoji
najmanji indeks 1 < s < ¢, takav da je a; # of. Odavde je

a—b= (0 — ) P+ (s — ) P4 (- a))
Najveéi zajednicki delilac brojeva a —b i n = p® jednak je p%, jer je 0 < |a, — | < p. Zato
zaklju¢ujemo da su svaka dva ¢vora iz C susedna, te je C klika velicine p* u ICG,,(dy, da, . . ., dy).
Sledeca nejednakost je od sustinske vaznosti u buduc¢im razmatranjima.
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Teorema 3.4.4. Neka je ICG,, (D) integralni cirkularni graf sa skupom delioca D = {dy,ds, ..., d;}.
Neka je p prost delilac broja n takav da p1d; zai=1,2,...,t. Tada je

X(ICGn(dl, dg, NN ,dt)> < D.

Dokaz.  Obojimo ¢vorove grafa ICG,,(dy, ds, . . ., d;) sa p boja, tako da su klase bojenja ustvari
klase po modulu p. Zaista je ovo pravilno bojenje, jer je za svaki par ¢vorova a i b iz iste klase
bojenja imamo da je ged(a — b,n) = ged(l-p,n) =p-s & {dy,ds,...,d;}, zaneko 0 <1 < 2 i
s € N. To znaci da ne postoji ni jedna ivica medu ¢vorovima iz iste klase po modulu p, odakle
direktno dobijamo gornju jednakost. [

Sluéaj 1 € D

Teorema 3.4.5. Za integralni cirkularni graf 1CG,,(1,d), gde je d delilac od n, vazi

V(ICG, (1, d)) = min (g;p, ) f (g)) |

Dokaz. Direktnom primenom Teorema 77 i 7?7 dobijamo da je

x(ICG,(1,d)) < min (minp,f (n)- f (g)) :

PEQq

Sa druge strane, prema Teoremi ?7 vazi da je

X(ICG,(1,d)) > w(ICG,(1,d)) = min (mir;p,f(n) - f (g)) ,

PEQ

¢ime je dokaz teoreme kompletiran. [

Slucaj 1 ¢ D

Pretpostavimo da je ICG,,(d;, ds) povezan, Sto znaci da je ged(dy,d2) = 1. Neka je @; skup
svih prostih delioca broja n koji ne deli dj;, pri ¢emu sa g; oznacimo najmanji prost delilac
skupa @, (ukoliko postoji), za j = 1,2.

Propozicija 3.4.6. Neka su dy i dy delioci prirodnog broja n takvi da je ged(dy,ds) = 1. Tada

je
n . n
f (d—1> =q1 =D ili f (d_2> = {42 = P1,

gde je py nagmangi prost delilac od n.

Dokaz.  Kako su delioci d; i dy uzajamno prosti, oni ne mogu oba biti deljivi sa p;. Bez
gubljenja opstosti, pretpostavimo da p; { do. 1z poslednjeg direktno imamo da je p; € Q2 i da
1 | =+ odakle sledi da je go = p1 = f(%). O

Zato mozemo u nastavku pretpostaviti da p; t ds.
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Teorema 3.4.7. Za integralni cirkularni graf ICG,,(dy, ds) vazi da je
X(ICG,(dy,d2)) < minp = ¢.
PEQ1

Dokaz.  Pretpostavimo najpre da ¢; ne deli ds. Iz Teoreme 7?7, kako ¢; 1 d; sledi da je
X(ICG,(di,ds)) < ¢i. Pretpostavimo sada da ¢; | do. Kako p; ne deli dy, imamo nejednakost
q1 > p1. Stavise, ako p; ne deli d;, ponovnom primenom Teoreme ??, zakljucujemo da je
X(ICGn(dy, d2)) < p1 < q1.

Zato pretpostavimo da p; | dy. Posmatrajmo sledeéu particiju skupa ¢vorova u klase
Co,C4,...,Cy 1, definisanu sa

Cr={i|0<i<n, 0<r<pi—1,i=p-l+r modp -q}.

Svaka klasa ima qﬁl ¢vorova. Za proizvoljne ¢vorove a = pil + 1" mod py - q1 i b= pil + 1"
mod p; - ¢ iz iste klase C, vazidajea—b =17 —71" modp;-q1. z 0O < |r' —7"| <p1 < @
sledi da ili py,q1 ta—bilip;-q |a—b.

Akojepita—0bigq ta—b, imamo da p; - ¢, f gcd(a — b, n). Prema prethodnoj pretpostavci
vazi da p; | di 1 ¢1 | dg, te zato ged(a — b,n) ne moze biti jednako ni sa d; ni sa dy. Slicno,
eliminisemo drugi slucaj kada p; - ¢1 | ged(a — b,n), jer p1 1 ds i ¢ 1 di. Dakle, svaka od klasa
C) je nezavisni skup, pa ih mozemo obojiti razlicitim bojama i dobiti pravilno bojenje.

O

Primenom Teorema 77 i 7?7 dobijamo sledeci rezultat

Teorema 3.4.8. Za povezan integralni cirkularni graf ICG,,(dy, d2), vazi da je
X(ICG,,(d1,d2)) < min (max(lr)rég}p’;gg;p)’ f (%) f (%)) .

Iz Teorema ?7 i 77 sledi da je x(ICG,(di,ds)) = 2 ako i samo ako je ¢ = 2. Ovaj
rezultat predstavlja uopstenje Teoreme ?? za unitarne Kejlijeve grafove, gde stoji da je ICG,,(1)
bipartitan ako i samo ako je n parno.

Interesantno bi bilo ispitati ivicni hromatski broj integralnih cirkularnih grafova, a mi ovde
dajemo neke parcijalne rezultate. Najmanji moguci broj boja potreban za pravilno bojenje
ivica grafa oznacavamo sa x'(G). Na osnovu ¢uvene Vizingove teoreme imamo da je A <
X' (G) < A+1, gde je A maksimalni stepen u grafu G. Graf ICG,,(dy,ds,...,d;) je regularan
graf stepena p(7-) + @(£) + ... + (7))

Ako je n neparan, ICG, (D) se ne moze razloziti u 1-faktorne skupove, te je zato
X' (ICG, (D)) = A + 1. Sada pretpostavimo da je n paran. Unitarni Kejlijev graf ICG, (1)
se moze razloziti na ¢(n)/2 Hamiltonovih ciklova [?] i svaki od ovih ciklova je parne duzine.
Svaki cikl se moze obojiti u dve boje, boje¢i naizmenicno ivice razli¢itim bojama. Posle bo-
jenja svih ciklova, dobijamo pravilno bojenje grafa ICG,,({1}) koris¢enjem ¢(n) boja. Kako je
¢(n) maksimalan stepen grafa ICG, (1) sledi da je x(ICG,(1)) = A. Primenom Teoreme ?7?,
zakljucujemo da je iviéni hromatski broj grafa ICG,,(d) jednak A ako i samo ako je % paran. U
opstem slucaju, svaki delilac d; indukuje 90(6%) novih ivica iz svakog ¢vora. Ako je d% paran za
svako 7 = 1,2,...,k, mozemo nezavisno posmatrati ove delioce, pa nakon primene iste ¢injenice
dobijamo da je X'(ICG,(dy,ds, ..., d:)) = A.

Jasno je da nije lako izracunati eksplicitno formulu za hromatski broj integralnih cirkularnih
grafova, cak i u slucaju kada je t = 2. Takode, primeri ukazuju da je jednakost u Teoremi ?7?
uvek dostizna. Sa druge strane, nemamo kompletnu karakterizaciju integralnih cirkularnih
grafova takvih da je Y/ (ICG,(dy,ds,...,d;)) = A, §to ostavljamo kao otvoren problem.
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3.5 Grupa automorfizama

Automorfizam je permutacija skupa ¢vorova koja ¢uva njihovo susedstvo. Skup svih automor-
fizama, u oznaci

Aut(G) ={f : V(G) — V(G) | f je bijekcija i (a,b) € E(G) akko (f(a), f(b)) € E(G)}

predstavlja grupu u odnosu na operaciju kompozicije preslikavanja (grupa automorfizama).

U ovoj sekciji je data karakterizacija grupe automorfizma unitarnih Kejlijevih grafova i
nekih klasa integralnih cirkluarnih grafova. Treba napomenuti da je viSe autora proucavalo
koncept izomorfizama i automorfizama na cirkularnim grafovim, kao i na srodnim klasama.
Mozemo izdvojiti studije o izomorfizmima na cirkularnim i Kejlijevim grafovima [?, ?], grupi
automorfizama Kejlijevih digrafova [?], integralnim Kejlijevim grafovima na Abelovim grupama
[?], racionalnim cirkularnim grafovima [?], itd. Pregled rezultati o automorfizmima na cirku-
larnim grafovima dati su u ¢élanku [?]. Slede¢i metodologiju radova Kovéacs [?] i Dobson i Morris
[?, 7], razmatra¢emo dva slucaja: n = p* je stepen prostog broja i n = pips...px je proizvod
razlic¢itih prostih brojeva. Ovi rezultati su od sustinske vaznosti za buduca istrazivanja u ovoj
oblasti. Takodje, glavno sredstvo za opisivanje relevantnih osobina automorfizama na integral-
nim cirkularnim grafovima, bi¢e formula za izra¢unavanje broja zajednickih suseda proizvoljna
dva ¢vora. Zato ¢e se pocetni rezultati slede¢e podsekcije odnositi upravo na ovu formulu.

Pri karakterizaciji grupe automorfizama, koristimo koncept proizvoda (engl. wreath pro-
dusct) grupa (sliacan leksikografskom proizvodu u teoriji grafova) [?].

Definicija 3.5.1. Neka su G i H date grupe permutacija na skupovima X 1Y, redom. ”Wreath”
proizvod grupa H i G, u oznaci G H, je permutaciona grupa elemenata iz X XY koja sadrzi
sve permutacije oblika (x,y) — (g(x), h.(y)), gde su g € G i h, € H.

3.5.1 Grupa automorfizama za unitarne Kejlijeve grafove

Za graf G, ozna¢imo sa N(a,b) broj zajednickih suseda ¢vorova a i b. Sledeéom teorema
odreduje broj zajednickih suseda para ¢vorova u unitarnom Kejlijevom grafu ICG,,(1):

Teorema 3.5.1. Broj zajednickih suseda razlicitih cvorova a i b u unitarnom Kejlijevom grafu
ICG,,(1) jednak je F,(a —b), gde je F,(s) definisana sa

Fus)=n ][ (1—8(271))), gde je 5(p):{§ ako je  p|s

ako je S
p|n, p prost J p)(

Dokaz. Neka su py,pa, ..., pg razliciti prosti brojevi broja n, pri ¢emu je n = pi"p3?...pp* i
m = p1ps ... pr Najveéi square free broj koji deli n.

Neka su a i b évorovi grafa ICG,,(1) takvi dajea > bis = a—b. Tada postoji ¢vor ¢ susedan
¢vorovima a i b, ako postoje x = |a — c| 1 y = |b — ¢| takvi da je ged(x,n) = ged(y,n) =11

r+y=s modn. (3.11)

Primetimo da je ged(z,n) = 1 ako i samo ako je ged(x,m) = 1. Poslednje tvrdenje je
ekvivalento Cinjenici da je x Z 0 mod p;, za svako 1 < i < k. Isto vazi i za y, to jest y £ 0
mod p;, za svako 1 < ¢ < k. Kako je sa druge strane i y = s —x mod n, to dobijamo da
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postoji ¢vor ¢ susedan ¢vorovima a i b ako i samo ako postoji x koji je resenje sledeceg sistema
kongruencija
x#0,s mod p;

za svako 1 < ¢ < k. Na osnovu Kineske teoreme o ostacima imamo da ukoliko postoji resenje
ovog sistema, ono je jedinstveno po modulo m. Broj moguénosti za z; ¢ {0, s}, gde je z = x;
mod p; jednak je p; — 1 ako p; | s ili p; — 2 ako p; 1 s. To znaéi da je broj moguéih sistema
jednak

(p1 — (p1)) (P2 — €(p2)) - - - (Pk — €(px)),

pri cemu je reSenje sistema dato jedinstveno po modulo m. Dakle, trazeni broj ¢vorova je

n
—(pr = e(p))(p2 = £(p2)) - (pr — (1),
sto je upravo F,(s). O

Najpre ¢emo odrediti kardinalnost grupe automorfizama ICG,,(1) kad je n stepen prostog
broja.

Teorema 3.5.2. Neka je n = p¥, gde je p prost broj i k prirodan. Tada je
|Aut(ICG (1))] = p! ((P1)1)"
Dokaz. Neka su Cy, Ch, ..., C,_1 klase kongruencije brojeva od 0 do n — 1, po modulu p
Ci={jl0<j<pj=i modp}, 0<i<p-1.

Dva évora a i b grafa ICG,,(1) su susedna ako i samo ako je ged(a — b, n) = ged(a — b, p¥) = 1
ili ekvivalentno ukoliko p 1 (a —b). Ovo znaci da su svi ¢vorovi iz klase C; susedi sa ¢vorovima
iz X, \ C;. Primetimo takode da svaka klasa ima |C;| = & = pt~1 Evorova.

Neka je f € Aut(ICG,(1)) proizvoljan automorfizam grafa ICG,,(1). Neka su a i b dva
proizvoljna ¢vora iz iste klase C; i neka je f(a) € Cj, gde su 0 < i,5 < p — 1. Odavde sledi
da p | a — b, odakle imamo da su évorovi a i b nesusedni, i zbog toga su takode f(a) i f(b)
nesusedni. Na osnovu predasnjeg razmatranja, f(a)— f(b) je deljivo sa p, te stoga zakljucujemo
da f(b) pripada istoj klasi po modulu p kao i f(a), tj. f(b) € C;. Odavde sledi da se évorovi
iz klase C; preslikavanjem f slikaju u ¢vorove klase C;. Kako smo odabrali proizvoljan indeks
1, dobijamo da klase permutuju u odnosu na automorfizam f.

Pretpostavimo da se klasa C; slika u klasu C}. Kako je indukovani podgraf odreden ¢vorovi
klase C; nezavisan skup i restrikcija automorfizma f na ¢vorovima klase C; bijekcija iz C;
u C}, to imamo |C;|! = (p*~1)! permutacija ¢vorova klase C;. Kona'v cno, uzevsi u obzir da
klase permutuju nezavisno, koriste¢i pravilo proizvoda dobijamo da je broj automorfizama grafa
ICG,(1) jednak p! ((pF~1)1)". O

Definisimo skupove
CZ(j):{0§a<n|aEi mod p;}, 1< <k, 0 <14 <p;j.

Iz prethodnog poglavlja smo videli da je hromatski broj grafa ICG, (1) jednak najmanjem
prostom broju koji deli n i da je bojenje grafa ICG, (1) jedinstveno, pri ¢emu su klase bojenja
jednake klasama po modulu p;. Ovo znaci da su maksimalni nezavisni skupovi odredeni klasama
Cél), Cfl), ey Cg)_l i da klase po modulu p; permutuju u odnosu na automorfizam f. Slede¢om
teoremom dokazujemo da za proizvoljan prost broj p koji deli n klase po modulu p permutuju
u odnosu na automorfizam f.
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Lema 3.5.3. Za proizvoljan automorfizam f na ICG, (1) i prost delilac p; broja n vaZi:
pila—"b ako i samo ako  p; | f(a) — f(b),
gde su0<a,b<n—-1:1<i<k.
Dokaz. Kako je f~! automorfizam, dokaza¢emo da za prost broj p; koji deli n vazi
pila—"> = pi | f(a) — f(b),

a suprotan smer tvrdenja se svodi na ovaj smenom a +— f~(a) za 0 <a <n-— 1.
Pretpostavimo da je tvrdenje leme nije zadovoljeno i neka je 2 < 5 < k najveci indeks takav
daje p; | a—bip; fla) — £(b)
Najpre razmotrimo parove ¢vorova (a, b) oblika (i,7 + p;) takve da p; 1 f(i) — f(i +p;), gde
0<¢<n-—1-p,. Koriste¢i Teoremu ??7 vazi da je

NG i 2) = Fulpy) = (1 =2) - (pyoa = 205 = Do =2 (e = 2) o
Posto pji1,pjt2, ...,k ne dele f(i) — f(i + p;) imamo takode da je
N(F(0), f(i+97) = (1 ==(p) -+ -+ (i1 = (py-)) (05 =) Pia =2) - (o= 2) ———
pip2-- - Pk

Posto f ¢uva broj zajednickih suseda parova ¢vorova (4,7 + p;) i (f(@), f(i + pj)), to mora

vaziti jednakost N(i,i +p;) = N(f(i), f(i + p;)). Ako je e(p1) = e(p2) = ... =e(pj—1) = 2,
NG, flitp)) _pi=2
N(ii+p) — p—1

odakle dobijamo kontradikciju. To znaéi da postoji indeks 1 < s < j—1, takav da je e(ps) = 1.
Sli¢no, imamo
N(f@), fi+py)) o (s =10y = 2)
N(,it+p;)  — (ps—2)p;—1)
posto ps < pj. A odavde ponovo dobijamo kontradikciju, odakle sledi da p; | f(i) — f(i + p;).
Za proizvoljne ¢vorove a,b € ICG,,(1) takve da p; |a—bia <D je

pi | (f(a) = fla+p;) + (fla+p;) = fla+2p;) + ...+ (f(b—p;) = f(b)) = f(a) = f(D),

> 1,

i odakle konacno zakljucujemo da klase po modulu p; takode permutuju u odnosu na automor-
fizam f. J

Teorema 3.5.4. Neka je n = p{'p5* - ... - pp* kanonicka reprezentacija broja n, gde je py <
P2 < ...<pg. Tada

pip2-..--Pk
|Aut(ICG, (1)) = pr! - pa! - - pi! - (<ﬁ> !)

pip2:- ...
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Dokaz. Neka je f € Aut(ICG, (1)) automorfizam grafa ICG, (1) i m = p1ps - ... - pr najveci
delilac broja n koji ne sadrzi kvadrate prostih brojeva. Dva ¢vora a i b iz ICG, (1) su susedna
ako i samo ako je ged(a — b,m) = 1.

Posmatrajmo klase Dy, D1, ..., D,, 1, definisane sa

D;i={0<a<n]|a=i modm}.

Broj ¢vorova klase D; jednak je . Za proizvoljne ¢vorove a,b € D; vazi m | a — b, tako da

je svaka klasa po modulu m nezavisan skup. Lemom ?7?, imamo da je f(a) — f(b) deljivo sa
m odakle sledi da klase Dg, D1, ..., D,,_1 permutuju u odnosu na automorfizam f. Neka su
a € D;ibe Dj dva proizvoljna ¢vora iz razli¢itih klasa. Oni su susedi ako i samo ako je

ged(m(k —=1)+ (i —j),n) =1

za neke 0 < k,I < = — 1. Takode, ako je i — j relativno prost sa n, ¢vorovi iz klasa D;
i D; formiraju kompletan bipartitan podgraf grafa ICG,(1). U suprotnom, ¢vorovi iz klasa
D; i D; formiraju nezavisan skup. Kako klase {Dy, Dy,...,D,,_1} permutuju u odnosu na
automorfizam f tj. f(D;) = Dj, to znaci da postoji tacno (Z)! moguénosti za restrikciju
preslikavanja f iz D; na ¢vorove u D;.

U nastavku ¢emo prebrojati sve permutacije klasa D;. Neka je ¢ proizvoljan indeks takav
da je 0 <7 <m —1,1neka i,19,...,1; ostatak od 7 pri deljenju sa py,ps, ..., pr, redom. Za
svaki 1 < s <k, imamo D; C C’Z»(j) odakle sledi

(1) (2) (k)
D, CC;'nNnC N...NnC;
Sa druge strane, posmatrajmo sledeéi sistem kongruencija u odnosu na ove indekse i, 1o, . . . , iz,

= 41 mod py

1o mod po

r = 1 mod pg.

Prema Kineskoj teoremi o ostacima vazi da postoji jedinstveno resenje ¢ sistema, takvo da je
0<1<m=pps- Spg 1
cVncPn...nck

Konaé¢no zaklju¢ujemo D; = C’i(ll) N C’i(f) N...N Ci(:)
Koriste¢i Lemu ?7?, za svaki prost broj ps, 1 < s < k, automorfizam f permutuje klase
C(() ), Cf ), e 701(;?—1- Tada postoje indeksi jq, 2, ..., 7k gde 0 < js < ps, 1 < s < k, takvi da je
f(c Z( ) = C’J(f). Kako je f bijekcija imamo

fene?n..nc®y = ety nfe@yn.nfel),

i f(D;) = (1) ﬂC’ n.. .OCJ(I]:) = D,. Ako sa h, ozna¢imo permutaciju indekasa po modulu pj,
1MOoZemo konstrulsatl preslikavanje f(D;) — D; ako i samo ako hy(is) = js, za s = 1,2,... k.
To znadi da je klasa f(D;) odredena permutacijom klasa C’(s) za svako 1 < s < k. Kako su ove
permutacue nezavisne, broj permutacija klasa D; je ogranlcen proizvodom broja permutacija
klasa C’( , Sto je prl-po!l - el
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Sada ¢emo pokazati da su ovako konstruisana preslikavanja zaista automorfizmi. Naime, za
proizvoljne klase Dy i Dy postoje klase Dy i Dpgry takve da je f(Dy) = Dyay i f(Dpr) =
Dyry, za neku permutaciju p indekasa 0,1,...,m — 1. Permutacija p(I) odgovara resenju
sledeceg sistema kongruencija, gde h; predstavljaju permutacije klasa C'](-i), 1<i1<ki0<; <
pi— 1,

k
p(l) = Zcpi - hi(l;) mod m, (3.12)
i=1
zasvako 0 <1 <m—11il; =1 mod p;, za i = 1,2,..., k. Konstante c,, su reSenja sistema

sledeceg sistema od k kongruencija

¢, = 1 modp;

K3

¢, = 0 mod pj, 1< <k, j#1.

Primetimo da forma resenja (??7) direktno sledi iz Kineske teoreme o ostacima, i na osnovu
toga imamo

ged(p(l") — p(I"),n) =1 & ged (Z Cp; - (i (L) — (1)), n) =1

pithi(l) —h(I7), i=1,2,...,k
ptl =1, i=1,2,...,k

k
< ged (Z cp, + (I; — lé’)m) =1

=1

T ¢

& ged(I"=1"n) =1.
Odavde zakljucujemo da je tacno p;! - po! - ... - pp! moguénosti za permutovanje klasa
{Dy, D1, ..., D,,_1}. Kako se ¢vorovi jedne klase slikaju bez ikakvih restrikcija u évorove druge

klase, koris¢enjem pravila proizvoda, veli¢ina grupe automorfizama grafa ICG, (1) jednaka je

n m
pll-pg!-...-pk!-<<—)!) .
m

Neka je S, grupa permutacija (simetriéna grupa) stepena n. Vise materijala o grupama
permutacija moze se naéi u [?]. Primetimo da za prost broj p, graf ICG,(1) je izomorfan
kompletnom grafu K, i zato je Aut(ICG,(1)) = S,. Takode, permutacije klasa po modulu m,
¢ine grupu Sp, X Sp, X ... X Sp,.

Prema konstrukeiji automorfizama za ICG, (1) datoj u Teoremi ??, zakljucujemo da za
svaku permutaciju klasa po modulu m, postoji m permutacija ¢vorova u svakoj klasi. To znaci
da je grupa automorfizama izomorfna ”wreath” proizvodu permutacione klasa po modulu m i
permutacione grupe ¢vorova u svakoj od tih klasa. Na osnovu ovoga dobijamo

Aut(Xy,) = (Sp, X Spy X .. X Sp) USn/m-
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Teorema 3.5.5. Za proizvoljan delilac d brojan in' =% = q1’61 -q§2 C qlﬁl vazi
n' qigz..q 4
| Aut (ICG,,(d))| = d! - <q1! gl ! ((—)') ) :
Qg2 .- q
Dokaz. Na osnovu Leme 7?7 graf ICG,,(d) se sastoji iz d povezanih komponenti Cy, Cy, ..., Cy_4

koje su izomorfne sa ICG,, /4(1). Pretpostavimo da je f automorfizam na ICG,(d), i neka su a i
b dva proizvoljna ¢vora iz komponente C;, za 0 < i < d—1. Kako su a i b povezani nekim putem
P u C;, dobijamo da su ¢évorovi f(a) i f(b) takode povezani slikom f(P) puta P. To znaci da
f(a) i f(b) pripadaju istoj komponenti C;, gde 0 < j < d—1. Neka je m’ = ¢1¢2 - . .. - ¢ najvedi
delilac broja n’, koji nije deljiv kvadratom prostog broja. Kako je veli¢ina grupe automorfizma
svake klase C; data Teoremom ?? i kako one permutujuu odnosu na automorfizam f dobijamo
da je veli¢ina grupe automorfizama grafa ICG, (d) jednaka

m! d
dl- <q1!-q2!-...-q,!- ((i)) )
m

Slede¢i konstrukcije automorfizama u Teoremama 7?7 i 7?7 vazi

Aut(ICG,,(d)) = 541 Aut(I0Gx (1)).

Za proizvoljne a,b € Z,, u radu [?] je definisan koncept afinih transformacija na ¢vorovima
grafa
Yap: Ly — Zn gde je Yap(r) =azr+b modn for z € Z,.

Lako se uocava da je 1, automorfizam grafa ICG,,(1) ako i samo ako je ged(a,n) = 1. Takode,
A(ICG,(1)) = {Wup |a € U,,b € Z,} je podgrupa grupe automorfizama Aut(ICG,, (1)), gde
je U, skup svih invertibilnih elemenata u Z,. Grupu A(ICG,(1)) nazivamo grupom afinih
automorfizama grafa ICG,,(1) i ocigledno je

[AICGL (1) = 1 ¢ (n).

Kao motivacija za odredivanje odnosa veli¢ina grupe automorfizama i grupe afinih transfor-
macija, posluzio nam je otvoreni problem postovljen u radu [?]. Naime, moze se dokazati da je
|A(ICG,(1))] < |Aut(ICG,(1))], gde je jednakost zadovoljena ako i samo ako n € {2,3,4,6}.

Posmatrajmo koli¢nik

a1—1, as— g — 2
[Aut(X,)] pilps!- .- py! .(<p11 N RNy 1)!>
|A(X,)] PP (pr—Dp2—1) ...« (pr— 1) P ipy !
. (( ?1—1pc212—1 . .pzk_l)!)plp?m'pk*%
Prvi faktor (p1 — 2)!/(pe — 2)! ... (px — 2)! je veéi ili jednak 1. Pri tome, dostize jednakost
ako i samo ako su 2 i 3 jedini prosti faktori broja n. Drugi faktor (p&''ps>~' ... . p*~! —1)!

je takode vedi ili jednak 1, gde se jednakost dostize ako i samo ako je n proizvod razlic¢itih
prostih brojeva ili dvostruki proizvod razlicitih prostih brojeva. Tredi faktor ((po* 'ps2~t -

-pZ’“_l)!)P“”?"“'?"k_2 je vedi ili jednak 1, gde je jednakost zadovoljena ako i samo ako je n
proizvod razli¢itih prostih brojeva, ili £k = 1 i p; = 2. Iz prethodnog razmatranja sledi da je

|A(ICG,(1))] < |Aut(ICG,(1))| zan=51in > 6.
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3.5.2 Broj zajednickih suseda parova ¢vorova u ICG,(dy, ds)

Neka je dy = pi'p> - ... -pf‘“ idy=p]'py-...-pJk. Ako p® | nip**tt {n, pisacemo p*||n, tj. «
je najvedi eksponent takav da p* deli n. Takode, dodefinisimo funkciju F), tako da je F,(s) =0
ako s nije ceo broj.

Teorema 3.5.6. Neka sudy > dy > 1 delioci broja n. Broj zajednickih suseda razlicitih cvorova
a i b u povezanom integralnom cirkularnom grafu 1ICG,,(dy, ds) jednak je

B ()2 T w2 I v I -

pif(b—a)did2 pil(b—a), pitdida pildida, ai#Bi, ai#vi

ako je ged(b — a,dy) = ged(b — a,dy) =1, @

b—a b—a
un (05 ) o ()

u suprotnom, gde je n = py'py* - ... 'pZ’“ U

k
M= H pznin(max(ﬁi-i-l,'yi-&-l),ai) ‘
=1

Dokaz.  Neka je ¢ zajednicki sused ¢vorova a i b grafa ICG,,(d;,ds), gde je ged(dy,dy) = 1.
Razlikujemo ¢etiri slucaja u zavisnosti od boje kojom su obojene ivice (a,c) i (a,b).

Slucaj 1. ged(a—c,n) =dyiged(b—c,n)=d;

Odavde zakljucujemo da je b — a deljivo sa d; i iz Teoreme ?? imamo da je broj resenja

sistema )
a—c n —cn
d — =1 i d — | =
8¢ ( di ’dl) 1 8¢ ( dq ’dl)

jednak F,/q, ((b — a)/dy).

Slucaj 2. ged(a —c¢,n) =ds i ged(b —e,n) = ds

Analogno Slucaju 1, imamo da je broj zajednickih suseda F;, 4, ((b — a)/ds2).

Slucaj 3. ged(a—e¢,n) =di i ged(b—c,n) =dsy

Neka je p proizvoljan prost delilac broja n. Kako su delioci d; i dy uzajamno prosti, p moze
da deli najvise jedan od delioca d; ili ds.

Pretpostavimo najpre da p ne deli ni d; ni dy. Odavde sledi

c#a mod p and c#b mod p

Ako a = b mod p, tada ¢ moze da uzme p — 1 moguéu vrednost po modulu p; u suprotnom,
imamo p — 2 mogucnosti za ¢ po modulu p.
Pretpostavimo da p®||d;. Odavde imamo da p { dy odakle sledi da p{b—cia# b mod p.
Dalje, u ovom slucaju imamo
c=a modp’.

Ako p?||n, ova kongruencija je dovoljna za odredivanje ¢vora ¢ po modulu p®. U suprotnom,
moramo uzeti u obzir uslov da a — ¢ nije deljivo sa p?T!, tj.

c#a mod p’t.
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U oba slucaja, kako je a Zb mod pic=a mod p vazi da ¢ Z b mod p. Zato imamo p — 1
mogucnost za odabir broja ¢ po modulu p**! kada p?*! | n i jednu moguénost u suprotnom.

Pretpostavimo sada da p7||dy. Analogno, ako p?*! ne deli n, imamo ta¢no jednu moguénost
za odabir broja ¢ po modulu p”; u suprotnom ako p?**! deli n, imamo p — 1 moguénost za ¢ po
modulu p7*!.

Na osnovu Kineske teoreme o ostacima, dobijamo resenje gornjeg sistema kongruencija po
modulu M. Za porste brojeve p; takve da je 3; = v; = 0 imamo p;||M. U suprotnom, ako je
B > 0ili y; > 0, imamo p" " || A ili p || ML Ako p; ne deli dy i dp, imamo p; — 2
mogucénosti kada p; 1 (b—a) i p; — 1 mogucénost kada p; | (b—a). Za a; = f3;, imamo samo jednu
moguénost po modulu p%, dok za «; # f3; postoji p — 1 moguénost po modulu p%*!. Analogno,
dobijamo simetrican izraz za ds.

Iz poslednjih razmatranja sledi da imamo

S= I w-2- I w-v- [ -1 ] @-1
pif(b—a)didz pil(b—a), pitdidz pild1, ci#B; pild2, o Fv;

resenja za ¢ po modulu M, sto znaci da je 57 - S resenja takvih da je 0 < ¢ < n.
Slucaj 4. ged(a—c,n) =dyiged(b—c,n) =d;
Analogno slucaju 3, imamo

5= H (pi —2) - H (pi—1)- H (pi —1)
pif(b—a)didz pil(b—a), pitdidz pildida, a;#Bi, aiFvi

resenja za c.
Konacno nakon sabiranja svih izraza po slucajevima dobijamo fomulu za broj zajednickih
suseda za a i 0. [

Ovaj rezultat se moze uopstiti za proizvoljan integralni cirkularni graf ICG,,(dy, ds, . . ., di).

3.5.3 Grupa automorfizama nekih klasa integralnih cirkularnih grafova
n je stepen prostog broja

Lema 3.5.7. Neka je n = p* i d = p', gde je p neparan prost broj takav da je 2 < 1 < k i
D ={1,d}. Za automorfizam f grafa 1CG,(1,d) vazi

p’la—>b ako i samo ako  p° | f(a) — f(b),
gle0<a,b<n—111<s<[+1.

Dokaz. Neka su 0 < a,b < n — 1 dva évora grafa ICG,(1,d) takva da je a = b+ p°. Pret-
postavimo da p® ne deli f(a)— f(b). Kako automorfizam f ¢uva broj zajednickih suseda parova
(a,b) 1 (f(a), f(b)), ove vrednosti moraju biti jednake. Prema Teoremi ?? broj zajednickih
suseda ¢vorova a i b dat je formulom:

k—1 k—I1—1
_ s sty _ P p—=1)+p p—2), s=1I
N(a,b) = Fpk(p )+ Fpkfl(p ) = { pk_l(p —1) +pk_l_1<p ~1), s> 1.

Slucaj 1. s = 1.
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Ako p | f(a) — f(b), vaz
N(f(a), f()) = Fpr(f(a) = f(b)) = p" ' (p — 1) < N(a,b).

Ako p1 f(a) — f(b), imamo

N(f(a), f(b)) = Epe(f(a) — f(b) +2- pp— (p=1) =P -2+ 22 p— 1),

odakle sledi N(a,b) — N(f(a), f(b)) = p*! — p*! > 0. Medutim, kako je [ > 1, u oba slu¢aja
imamo da je N(f(a), f(b)) # N(a, ) sto dovodi do kontradikcije i konacnog zakljucka da

Pl fla) = £(b).

Slucaj 2. s =1+1.
Pretpostavimo da p' | f(a) — f(b). Kako p"* 1 f(a) — f(b), imamo

fla) = f(b)

N(f(a), (b)) = Fp(f(a) = £(b)) + Fpp ( 7

) =" p—1D) 4+ (p-2)
i zato je N(f(a), f(b)) < N(a,b).

Pretpostavimo da p' t f(a) — f(b).

Ako p | f(a) — f(b) onda je N(f(a), f(b)) = Fu(f(a) — f(b)) = p""'(p — 1) < N(a,b). Ako
ptf(a) = f(b) onda

k
N(f(a), f(b)) = Fy(f(a) — £()) + 2pp— (p=1) =P -2+ 2 (p— 1),

i N(a,b) = N(f(a), f(0)) =p*"*(p' = p+1) > 0.

U oba slucaja vazi da je N(f(a), f(b)) # N(a,b), sto je kontradikcija, odakle kona¢no
dobijamo da p'*t | f(a) — f(b).

U

Teorema 3.5.8. Neka je n = p* i d = p!, gde je p neparan prost broj, 1 < | < k—1 14
D ={1,d}. Tada je

oo ey ako | = 1;
’Aut(ICGn(D>>| { (pl 1') (p!>pl+1 . (pk_l_ll)lerl CL]{)O l > 1.

Dokaz. Neka je f automorfizam grafa ICG,(1,d). Dva évora a i b iz ICG,(1,d) su susedna
ako i samo ako p t (a — b) or p'|la — b. Razlikujemo tri slucaja u zavisnosti od odnosa izmedu [
ik.

Slucaj 1. [ = 1.

Neka je Cy,Ch, ..., Cp_y particija skupa {0, 1, ... ,p® — 1} po modulu p?. Lako se moze
proveriti da su dva proizvoljna ¢vora a i b iz razlicitih klasa susedna, jer p? ne deli a — b, pa je
ged(a — b, p*) € {1,p}. Svaka klasa C;, gde 0 < i < p? — 1 predstavlja nezavisan skup, i zato
klase C; permutuju u odnosu na automorfizam f. Na osnovu pravila proizvoda, sledi

[Aut(ICG (L,p))] = (7)) - (7 72)”
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Slucaj 2. 3<1+1=k.
Neka {C;} predstavlja particiju skupa ¢vorova ICG,, (D) datu sa

Ci={0<a<p™ |a=i modp'}, 0<i<p -1

Na osnovu Leme 7?7 ove klase permutuju u odnosu na automorfizam f. Za proizvoljne
¢vorove a i b iz iste klase C; vazi da p' | (a —b) gde 0 < (a —b)/p" < p — 1, §to znadi da
P ta—btj. klasa C; je klika. Ako sua € C;, b € Cjii# j onda p' f a —b. Dalje mozemo
zakljuciti da u slucaju kada p | i — j, tada ne postoji ivica grafa koja spaja ¢vorove iz razlicitih
klasa C; i C}; dok su u slucaju kada p 1i — j klase C; i C; klike.

Na osnovu Teoreme 7?7, broj permutacija klasa C; jednak je
| Aut(ICGy)| = p! - (1),

a broj permutacija ¢vorova u klasi C; je |C;|!. Kako je veli¢ina svake klase jednaka p, na osnovu
pravila proizvoda, dobijamo

|Aut(ICG i (1, )] = p( 17 - (p)?' = (1) - (py?' .

Sluéaj 3. 3<I+1<k.
Neka {D;} predstavlja particiju skupa ¢vorova ICG,, (D) data sa,

Di={0<a<p"|a=i modpT}, 0<i<ptt—1.

Kako je razlika dva ¢vora iz iste klase deljiva sa p!™!, zakljuéujemo da ti évorovi nisu susedi.
Dakle, klase D; su nezavisni skupovi.

Cvorovia € D; i b € D;, i # 7, su susedi ako i samo ako
ged(i—j,p") e {1,p'y & ged(i—j,p™") € {1,p'}.

Koriste¢i Lemu 7?7, klase D; permutuju u odnosu na automorfizam f. Tada, Kkoristeci
Slucaj 2 broj permutacija klasa D; jednak je kardinalnosti grupe automorfizama
| Aut(ICGi+1(1,p"))]. Konacno, kako je broj permutacija ¢vorova svake klase jednak |D;|!, to
na osnovu pravila proizvoda dobijamo

| Aut(ICC i (1, p1))| = [Aut (ICG i (1,p)] - (P* 1P = (e (phPHL - (ph =ty
]

Prema konstrukciji automorfizama grafa ICG,,(D) u Teoremi ??, zaklju¢ujemo da za svaku
permutaciju klasa D; po modulu p'™!, postoji p!™! permutacija évorova u svakoj klasi (Slucaj
3). Ovo znaci da je grupa automorfizama izomorfna ”wreath” proizvodu permutacione grupe

klasa po modulu p'*! i permutacione grupe évorova u svakoj od tih klasa

Aut(ICka(l,pl)) = Aut(ICGpl+1(1,pl)) L Spk-i-1.

Daljim razmatranjem, na osnovu Slucaja 2, grupa automorfizama klasa po modulu p*' je
izomorfna ”wreath” proizvodu grupe permutacija klasa C; i grupe permutacija ¢vorova u svakoj
toj klasi

Aut(ICG 1 (1, p) = Aut(ICG,) 1 S,
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Koriséenjem Teoreme ?7? imamo

Aut(ICG) = S, 8

pl—1,

i konacno
Aut(ICka(l,pl)) = ((Sp 2 szf1) 2 Sp) 2 Spk—l—l.

Poslednjim smo dali kompletnu karakterizaciju grupe automorfizama grafa ICG,, (D), gde
jen =p*i|D| € {1,2}. Primetimo da je u ovim slu¢ajevima grupa automorfizama ”wreath”
proizvod dve ili ¢etiri simetri¢nih grupa. Ovaj rezultata poboljsava, na primer, Teoremu 6.2
datu u [?].

n je proizvod razlicitih prostih faktora

Lema 3.5.9. Neka jen prirodan broj ¢ija je kanonicka reprezentacija proizvod razlicitih prostih
brojeva, p > 1 proizvoljan prost delilac broja n ¢ 2m||%. Za proizvoljan automorfizam f grafa
ICG,(1,p) i prost broj p; # 2 koji deli o vaZi

2™p; la—b ako 1 samo ako 2™p; | fla) — f(b),
gde 0 <a,b<n—-111<i<k.

Dokaz. Primetimo da je m € {0, 1}, posto je n proizvod razli¢itih prostih delilaca.
Pretpostavimo najpre da je % neparan.
Pokaza¢emo da ako p; | a — b onda p; | f(a) — f(b). Neka je p; najveci prsot delilac broja -
i neka je a = b+ p;. Pretpostavimo da p; ne deli f(a) — f(b). Kako automorfizam f ¢uva broj

zajednickih suseda parova (a,b) i (f(a), f(b)), ovi brojevi moraju biti jednaki. Po Teoremi ??
broj zajednickih suseda ¢vorova a i b dat je formulom

N(a,b) = Falp) + 2 =1) J[ @-2=@-1-p- ] (¢-2).

al%s aFpi al, a#pi

Razlikujemo dva slucaja u zavisnosti od najveéeg zajednickog delioca brojeva f(a) — f(b) i
.

Slucaj 1. p | f(a) — f(b).
Prema Teoremi ?? broj zajednickih suseda ¢vorova f(a) i f(b) je

f(a)—f(b)>

V(@) 1) = Fulsa) - 1)+ 75 (19

=pi-2)p- ] (@—<0).

al, a#pi
Ako je ged(f(a) — f(b), %) > 1, onda postoji prost broj r delitelj f(a) — f(b) i 2. Tada je
koli¢nik vrednosti N(f(a), f(b)) i N(a,b) jednak
N(f(@.f®) _ =2 =1) oz ep,la=e@) 1)

N@h) D0 =2 Tys gpe@—2)

Ocigledno je drugi faktor proizvoda vedi ili jednak 1. Takode, prvi faktor je veéi od 1, jer je p;
najveci prost broj koji deli 2 i p; > r. Iz poslednje cinjenice sledi da je N(f(a), f(b)) > N(a,b),
Sto je kontradikcija.
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Pretpostavimo sada da je ged(f(a) — f(b), 2) = 1. Koliénik brojeva N(f(a), f(b)) i N(a,b)

je u ovom slucaju
N _9).
N(a,b) (pi—1)-p
Primetimo da je kolicnik N (f(a), f(b)) 1 N(a, b) definisan jer je u oba slucaja [, » (¢—2) # 0,
posto je 2 neaparno. Zato dobijamo kontradikciju, tj. f(a) — f(b) je deljivo sa p;.
Slucaj 2. ged(f(a) — f(b),p) = 1.
Koriste¢i Teoremu ?? broj zajednickih suseda ¢vorova f(a) i f(b) je

N(f(a), f(b)) = Falf(0) = fla) +2(m =2) ] (a—¢@)=wm-2)-p- [[ (a—<).

al%, a#pi al%, a#pi

Slicno kao u prethodnom slucaju, zaklju¢ujemo da je N(f(a), f(b)) # N(a,b), $to je kon-
tradikcija, to jest p; | f(a) — f(b).
Za proizvoljne ¢vorove a,b € ICG,, takve da p; | a — b i a < b imamo

pi | (fla) = fla+pi)) + (fla+pi) = fla+2p)) + ...+ (f(b—pi) = f(b)) = fla) — f(b).

Zato zakljucujemo da klase p; permutuju u odnosu na automorfizam f.
Pretpostavimo sada da je % paran.
Neka je p; najveci prost faktor delitelj % i izaberimo ¢vorove a i b takve da je a = b+ 2p;.

Pretpostavimo da 2p; ne deli f(a)— f(b). Kako p 1 2p;, na osnovu Teoreme ?? broj zajednickih
suseda ¢vorova a i b dat je slede¢im izrazom:

N(a,b) = Fa(2p) +2p; = 1) [ @-2=@-1-p- J] @-2 >0

ql%s a#2pi algs a#2pi

Takode mozemo razlikovati dva slucaja u zavisnosti od najveceg zajednickog delioca brojeva
fla) = f(b) ip.

Slucaj 1. p | f(a) — f(b).
Korigéenjem Teoreme ?? broj zajednickih suseda ¢vorova f(a) i f(b) dat je formulom

—
V(@) £0) = Fo(f@) — 16 + 7y (FOTE) -2y TT (0= <ta)
a3, a#pi
Ako je f(a)— f(b) neparan, tada za svako ¢ = 2 imamo da je ¢ —e(q) = 01 N(f(a), f(D)) =
0 < N(a,b), odakle sledi kontradikcija. U suprotnom, ponovo zaklju¢ujemo da je N(f(a), f(b)) #
N(a,b), posto dobijamo iste formule za N(f(a), f(b)) kao u (??)1 (?7?).

Slucaj 2. ged(f(a) — f(b),p) = 1.
Po Teoremi ?? broj zajednickih suseda ¢vorova f(a) i f(b) dat je sa

N(f(a), f(b)) = Fu(f(0) = fla)) +2(pi =2) ] (@—cl@)=wi=2)-p- [ (a—cl9).

aly, a#p: a3, a#pi

Ako je f(a) — f(b) neparan, onda je N(f(a), f(b)) = 0, odakle sledi kontradikcija. U
suprotnom, zakljuc¢ujemo da je N(f(a), f(b)) # N(a,b), sto je kontradikcija u oba slucaja i 2p;
deli f(a) — f(b).
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Za proizvoljne ¢vorove a,b € ICG, (1, p) takve da 2p; | a — b i a < b dobijamo

pi | (f(a) = fla+2p:)) + (f(a+2p:) — fla+4p:) + ...+ (f(b—2p:) — f(b)) = f(a) — f(b).

Poslednje implicira da klase po modulu 2p; takode permutuju u odnosu na automorfizam f.

Sada se moze primeniti matematicka indukcija po prostim deliocima broja n = pypy - ... -
Pr, Uzimajudéi ih u opadaju¢em poretku. Koristeci isti metod kao u prethodnom delu dokaza
mozemo dokazati da za proizvoljno p; vazi, da ukoliko 2"p; | @ — b onda 2™p; | f(a) — f(b) (u
svim formulama za broj zajednickih suseda od f(a) i f(b) imacemo da je £(q) = 1 za svako
q > pi).

Kako je f~! takode automorfizam, suprotan smer tvrdenja sledi direktno, ¢ime je dokaz
okoncan. [J

Teorema 3.5.10. Neka je n prirodan broj koji nije deljiv kvadratom prostog broja i p proizvoljan
delilac od n. Kardinalnst grupe automorfizama grafa 1CG, (1, p) jednaka je

[Aut(ICG,(Lp) = [[ - @)>

a3, g prime

Dokaz. Neka je f € Aut(ICG,(1,p)). Definisimo skupove C; na sledeéi nacin:
Ci={0<a<n—-1|a=i modﬁ}
p

za 0 < < % — 1. Na osnovu Leme ?7, klase C; permutuju u odnosu na automorfizam f, jer
vazi

g|a—b = g|fw>—fw>

za svaka dva ¢vora 0 < a,b < n — 1. U specijalnom slucaju n = 2p, graf je bipartitan pa klase
Co 1 Cy permutuju u odnosu na automorfizam f. Zato za svaku klasu C; postoji klasa Cj;
takva da je f(C;) = Ch(), za neku permutaciju h indekasa 0,1,. .. 5 =L Cvorovi a € C; i
b € C; su susedni ako i samo ako

wed (20— 1)+ (=) € (1.5}

za neko 0 < k, 1 < p — 1. Odavde sledi da ivica {a, b} postoji samo ako sui — j i % uzajamno

prosti. Na isti nac¢in, mozemo uociti da ¢vorovi iz iste klase predstavljaju nezavisan skup, jer
n

za cvorove a,b € C; vazi & | ged(a — b, n) i zato ged(a — b,n) ¢ {1,p}.

Dakle, za C; i C; takve da je ged(i — j, g) =1,ia € C;ibe C;jimamo da - fged(a — b, n)
tako da ged(a — b,n) moze uzeti vrednosti 1 ili p. U oba slucaja a i b su susedni, tj. podgraf
indukovan ¢vorovima iz klasa C; i C; je kompletan bipartitan podgraf.

Kako dalje imamo da struktura podgrafa indukovanog ¢vorovima iz C; i C; zavisi samo od
razlike i — j, dobijamo da su svi takvi podgrafovi izomorfni jedni drugima za sve parove (3, j)
takve da je ged (i — 7, %) = 1. Isti zakljucak stoji i za parove (i, j) takve da je ged(i — 7, %) #1,
jer je u tom slucaju C; i C; cine nezavisan skup. Dalje, mozemo konstruisati novi graf G’

kompletan bipartitan graf. Odavde se jasno vidi da je G’ izomorfan sa ICG,,/,(1) i pri tome
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svaki ¢vor i odgovara klasi C;. Kona¢no, prema Teoremi 7?7 broj permutacija ovih klasa jednak
je 1 aln, q!, sto predstavlja kardinalnost grupe automorfizama unitarnog Kejlijevog grafa
Aut(ICG,, ).

Pretpostavimo da se klasa C; slika u klasu C;. Kako ¢vorovi klase C; formiraju nezavisan
skup i restrikcija automorfizma f na ¢vorovima C; je bijekcija iz C; u C}, to znaci da je broj
permutacija ¢vorova u klasi C; upravo |C;|! = p!. Kako klase i ¢vorovi permutuju nezavisno,
koriséenjem pravila proizvoda veli¢ina grupe automorfizama jednaka je

[T @)>.

n
alg

Za ovu klasu grafova, grupa automorfizama predstavlja ”"wreath” proizvod grupe klasa per-
mutacija C; i simetricne grupe ¢vorova svake klase

Aut(ICGo (1, p)) = (Hs;) 1S,

n
aly

Iz dokaza prethodnih teorema vidi se da su oni zasnovani na tvrdenju da klase po modulu
p permutuju u odnosu na automrfizam f € Aut(ICG, (D)), za neki prost faktor p koji deli
n. Takode, permutacija klasa po prostom modulu je dokazana odredivanjem broja zajednickih
suseda za proizvoljne ¢vorove u klasama. Ispostavilo se da je ideja prebrojavanja zajednickih
suseda sustinska, ali dokazi zahtevaju mnogo slucajeva. Sa druge strane primeri pokazuju da
za proizvoljni integralni cirkularni graf ICG,,(D) i neki prost delilac p od n, klase permutuju
u odnosu na automorfizam f € Aut(ICG,(D)). Takode se moze zakljuciti da grupe automor-

fizama predstavljaju dekartove ili wreath proizvode simetri¢nih grupa ¢iji je red, stepen prostog
broja.



Glava 4

Bisimulacije na nedeterministickim
automatima

Centralno mesto ove glave predstavlja koncept simulacija i bisimulacija. Metode zasnovane
na ovom konceptu pokazale su se kao veoma korisne u mnogim oblastima matematike i infor-
matike, u modalnoj logici, teoriji konkurencije, teoriji skupova, u formalnoj teoriji verifikacija
i proveri modela. Upotreba bisimulacija se uglavnom sastojala u modeliranju ekvivalencija
na istom sistemu i redukovanju broja stanja tog sistema. Posebno su izuc¢avani algoritmi koji
nalaze najvecu bisimilucionu ekvivalenciju na oznacenom grafu ili oznacenom tranzicionom sis-
temu. Takvi algoritmi su zasnovani na pronalazenju najveé¢e bisimulacione ekvivalencije, sto je
ekvivalentno pronalazenju najgrublje particije (eng. relational coarsest partition problem) [?].

Najpre razmatramo koncept uniformnih relacija uveden kao na¢in modeliranja ekvivalen-
cija izmedu stanja dva automata. Takode definiSemo koncept faktor automata u odnosu na
proizvoljnu ekvivalenciju i dokazujemo dve teoreme koje predstavljaju verzije ¢uvenih teorema
univerzalne algebre (za nedeterministicke automate): Druge teoreme o izomorfizmu i Teoreme
o korespondenciji. Dalje proucavamo opsta svojstva direktnih i povratnih-direktnih bisimu-
lacija. U slucaju kada postoji bar jedna direktna ili povratna-direktna bisimulacija, dokazujemo
postojanje najvece, pri ¢emu je najveta direktna bisimulacija zapravo parcijalna uniformna
relacija. Neka su data dva automata A i B i uniformna relacija ¢ izmedu njihovih skupova
stanja, tada pokazujemo da je ¢ C A x B direktna bisimulacija ako i samo ako su jezgro E%
i kojezgro E7, direktne bisimulacione ekvivalencije na A i B, a funkcija ¢ indukovana sa ¢
izomorfizam izmedu faktor automata A/E% i B/EY,. Na kraju glave, proucavamo slabe dirktne
bisimulacije i dajemo analogne rezultate prethodnim rezultatima za bisimulacije. Napomenimo
da su rezultati ove glave originalni i preuzeti su iz nasih radova radova [?, 7, ?].

4.1 Uvodni pojmovi i notacija

Neka su A i B neprazni skupovi. Svaki podskup R C A x B se naziva relacija iz A u B. Jed-
nakost, inkluzija, unija i presek relacija iz A u B se definisu kao iste operacije na podskupovima
od A x B. Inverz relacije R C A x B je relacija R~' C B x A definisana kao (b,a) € R™! ako
i samo ako je (a,b) € R, za svako a € Aib € B. Ako je A = B, tj. akoje R C A x A, tada
je R relacija na A. Za relaciju ¢ C A x B definiSemo podskup Dom ¢ od A i Imy od B sa
Domp={a€ A|(Fbe B)(a,b) €p}ilmp={be B|(Ja€ A)(a,b) € p}. Podskup Dom ¢

nazivamo domen od ¢, dok Im ¢ zovemo slikom od .

95
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Za neprazne skupove A, B i C, irelacije RC Ax BiS C B x C, kompozicija relacija R i
S je relacija Ro S C A x C definisana sa

(a,c) € (RoS) <= (3be B)((a,b) € RA(b,c) €5), (4.1)

za svako a € Aic € C. Za neprazne skupove A i B, relaciju R C A x B i podskupove o C A i
8 C B, definisimo skupove a o RC Bi Ro 3 C A sa

beaoR <= (Jac A)(a€aA(ab)€R), acRof3 < (Ibe B)((a,b) € RAbE ),
(4.2)
za svako a € Aib € B. Da bi uprostili notaciju u nastavku, za neprazni skup A i podskupove

a,  C A pisaéemo
aoﬁz{l if anpg#0, (4.3)

0 fanp=0,

tj., a o (3 je istinosna vrednost tvrdenja "a N 3 # (7.

Za neprazne skupove A, B, C'i D, proizvoljne relacije R C A x B, S,5,5,,5; C B x C,
gdejeir € I,1iT C C x D, kao i proizvoljne podskupove a C A, § C Bi~v C C, vaze sledeca
tvrdenja:

(RoS)oT =Ro(SoT), (4.4)
izS; C Sy sledi RoS; CRoSy and S;oT C Sy0T, (4.5)
Ro (| J8) =R Sy, (JSi)oT = J(SioT) (4.6)
i€l i€l i€l i€l
(@oRjoS=ao(RoS),  (aoR)of=ao(Rof),  (RoS)oy=Ro(Sor),
(4.7)
(RoS)y'=S5"1oR™, (4.8)
iz S; C Sy sledi S;'CSyH, (4.9)
aoR=R"'oaq, RofB3=p30R™" (4.10)

Zakljuéujemo da se zagrade u (?77?) i (??) mogu izostaviti.

Primetimo da ako A, B i C predstavljaju kona¢ne skupove kardinalnosti |A| = k, |B| = m
i |C| =mn, onda RiS mozemo smatrati k& x m i m x n Bulovim matricama, a R o S njihovim
matriénim proizvodom. Stavise, ako bi posmatrali i 3 kao 1 x k i 1 x m Bulove matrice tj.,
smatrali ih Bulovim vektorima duzine k i m, onda bi ao R bio matri¢ni proizvod i R, a Ro 3
matricni proizvod R i ' (transponovani vektor od ). Tada bi « o 8 bio skalarni proizvod
vektora a i (3.

Specijalne relacije na skupu A koje su vredne paznje su prazna relacija, sa uobicajenom
oznakom @, relacija jednakosti Ay = {(z,z)|x € A}, koja se takode naziva i dijagonala,
identicka relacija ili jednakost, i univerzalna ili puna relacija V4 = A x A.

Posebno znacajnu ulogu u daljem radu imace relacije ekvivalencije. Neka je A neprazan
skup. Relacija £ na skupu A je:

— refleksivna, ako je (a,a) € £, za svaki a € A, tj. ako je Ay C&;

— simetriéna, ako za a,b € A, iz (a,b) € £ sledi (b,a) € &, tj. ako je £ C &7

— anti-simetricna, ako za a,b € A, iz (a,b) € i (b,a) € £ sledi da je a = b, tj. ako je
ENETC Ay
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— tranzitivna, ako za a,b,c € A, iz (a,b) € €1 (b,a) € € sledi (a,c) € &, tj. ako je o0& C&.

Refleksivnu, simetri¢nu i tranzitivnu relaciju nazivamo relacija ekvivalencije, ili jednostavno
ekvivalencija. Sada ¢emo se malo pozabaviti relacijama ekvivalencije. Neka je 6 ekvivalencija
na skupu A. Ako su elementi a,b € A u relaciji 6, tj. (a,b) € 0, tada kazemo i da su oni
ekvivalentni. Skup 6, nazivamo klasa ekvivalencije elementa a € A u odnosu na 6, ili krace
0-klasa elementa a. Jasno je da je u tom slucaju a € 6,. Skup svih #-klasa oznacavatemo
sa A/0 ili Ay i nazivacemo ga faktor skup skupa A, ili prosto faktor skupa A, u odnosu na .
Kadinalnost skupa A/6, u oznaci ind(0), nazivamo indeks od 6. Preslikavanje

0% : a0,

koje slika skup A na faktor skup A/ nazivamo prirodnim preslikavanjem skupa A odredenim
ekvivalencijom 6. Sa druge strane, neka su A i B neprazni skupovi i ¢ : A — B. Relaciju

kerp = {(z,y) € Ax A|o(x) = ¢(y)}

na skupu A nazivamo jezgrom preslikavanja ¢. Vezu izmedu ekvivalencija i preslikavanja daje
nam naredna teorema.

Teorema 4.1.1. Neka je A neprazan skup. Ako je ¢ preslikavanje na skupu A u skup B, tada
je ker ¢ ekvivalencija na A. Osim toga, za proizvoljnu ekvivalenciju 6 na A je ker(6%) = 6.

U narednim pasusima pozabavi¢emo se uredenim skupovima i mrezama.

Refleksivnu, antisimetri¢nu i tranzitivnu relaciju na skupu A nazivamo parcijalnim uredenjem
na A, ili krac¢e samo uredenjem na A. Uredenja najcesée oznacavamo simbolom <. Par (A, <)
koji se sastoji od skupa A i parcijalnog uredenja < na njemu nazivamo parcijalno uredenim
skupom, ili krac¢e samo uredenim skupom. Jednostavnosti radi, umesto ” (A, <) je ureden skup”
govori¢emo ” A je ureden skup”, pri cemu ¢emo podrazumevati da je uredenje na njemu oznaceno
sa <. Ako je < uredenje na skupu A, tada sa < oznacavamo relaciju na A definisanu sa

a < b ako i samo ako je a <bia #b,

a sa > i > oznacavamo inverzne relacije relacija < i <, tim redom. Uredenje < na A nazivamo
linearnim ako za sve a,b € A vazi a < bili b < a, i u tom slucaju kazemo da je A linearno
ureden skup ili lanac.

Za preslikavanje ¢ koje slika ureden skup A u ureden skup B kazemo da je izotono ili rastuce
ili da ocuvava uredenje ako za sve a,b € A, iz a < b sledi ¢(a) < ¢(b). Slicno, za preslikavanje
¢ iz A u B kazemo da je antitono ili da je opadajuée ako za proizvoljne a,b € A, iz a < b sledi
¢(b) < ¢(a). Za ¢ kazemo da je izomorfizam uredenih skupova A i B, ili uredajni izomorfizam
iz A na B, ako je ¢ bijekcija iz A na Bi ¢ i ¢! su izotona preslikavanja.

Neka je A ureden skup. Za element a € A kazemo da je

— minimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo manji od njega, tj. ako
za svaki x € A, iz x < a sledi x = a;

— maksimalan element skupa A, ako u A ne postoji element strogo veéi od njega, tj. ako
zax € A, iz a < x sledi a = x;

— najmanygi element skupa A, ako je manji od svakog drugog elementa iz A, tj. ako je a < x,
za svaki x € A;
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— najveci element skupa A, ako je veci od svakog drugog elementa iz A, tj. ako je z < a,
za svaki x € A.

Neka je H neprazan podskup uredenog skupa A. Za element a € A kazemo da je

— gornja granica skupa H, ako je x < a, za svaki x € H;

— donja granica skupa H, ako je a < z, za svaki x € H;

— najmanga gornja granica, ili supremum, skupa H, ako je a najmanji element skupa svih
gornjih granica skupa H, tj. ako je a gornja granica skupa H i za svaku gornju granicu
b skupa H vazi a < b;

— najveca donja granica, ili infimum, skupa H, ako je a najveci element skupa svih donjih
granica skupa H, tj. ako je a donja granica skupa H i za svaku donju granicu b skupa H
vazi b < a.

Supremum skupa H, ako postoji, oznacavamo sa \/ H, a infimum, takode ako postoji, sa / H.
Ukoliko je H = {x;|i € I}, tada umesto \/ H i /\ H piSemo redom

\/xi i /\xZ

icl el

Ureden skup c¢iji svaki dvoelementni podskup ima supremum i infimum nazivamo mreZom.
Indukcijom se lako dokazuje da i svaki konacan podskup mreze ima supremum i infimum. Za
beskonaé¢ne podskupove mreze to ne mora da vazi. Ako je L mreza, tada se na L mogu definisati
dve binarne operacije A i V sa

Ac:(a,b)—anb i Vi (a,b) — aVb.

Po analogiji sa odgovaraju¢im operacijama na skupovima, operacije V i A naziva¢emo, redom,
unijom i presekom. Drugim re¢ima, govori¢emo da je \/ H unija skupa H a a V b je unija
elemenata a i b, i slicno, da je \ H presek skupa H, a a A'b je presek elemenata a i b. Koristeéi
operacije unije i preseka, mrezu mozemo definisati i kao univerzalnu algebru sa dve binarne
operacije koje zadovoljavaju nekoliko specijalnih uslova. Naime, neposredno se dokazuje sledeca
teorema.

Teorema 4.1.2. Ako je L mreza, tada je (L, A\, V) univerzalna algebra takva da za sve x,y, z €
L vaZe sledeci uslovi:

(L) x Az =z, zVar =z (idempotentnost);

(L2) xANy=yAz,zVy=yVa (komutativnost);

(L3) (zAy)Az=xA(yAz), (xVy) Vz=xV(yV z) (asocijativnost);

(Ld) zA(zVy)=z,zV(rAy) ==z (apsorpcija).

Obratno, ako je L algebra sa dve binarne operacije A i V koje zadovoljavaju uslove (L1)—(1L4),
tada je L mreZa, u odnosu na parcijalno uredenje < definisano sa

a<b < aAb=a (ili, ekvivalentno, a <b <= aVb=0»).

Uslove (L1)—(L4) u Teoremi ?? nazivamo aksiomama mreZe. Tretiranje mreze kao uni-
verzalne algebre omogucava nam da kao i kod svake druge univerzalne algebre govorimo o
podmreZama, kongruencijama, homomorfizmima, izomorfizmima, direktnim proizvodima mreza

itd.
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Neprazan podskup X mreze L naziva se podmreza mreze L ako za svaka dva elementa
a,be XvaziaNbe XiaVbe X.
Za mrezu L i a € L, podmreze

[a)={z € L|a<ua} i (a] ={zxeL|zxz<a}
su poluotvoreni intervali mreze L, a za a,b € L takve da je a < b, podmreze
(a,b)={x € L|a<z<b} i la,b] ={z € L|a<z<b}

su otvoreni interval i zatvoreni interval, (ili segment) mreze L, tim redom.

Sistemi sa jednom binarnom idempotentnom, komutativhom i asocijativnhom operacijom
nazivaju se polumrezama. Ako neprazan skup L zajedno sa proizvoljnim elementima a,b € L
sadrzi i a A b, odnosno a V b onda se L naziva, redom A-polumreza ili donja polumreza, tj.
V-polumreza ili gornja polumrezZa.

4.2 Uniformne relacije

Neka je E ekvivalencija na skupu A. Sa F, oznac¢imo klasu ekvivalencije elemenata a € A u
odnosu na F, sa A/E odgovarajudi faktor skup i sa E* prirodno preslikavanje iz A na A/E tj.,
preslikavanje dato sa E%(a) = E,, za svako a € A.

Neka su A i B neprazni skupovi. Relacija ¢ C A x B se naziva kompletna ako za svako
a € A postoji b € B tako da je (a,b) € ¢ i sirjektivna ako za svako b € B postoji a € A tako da
je (a,b) € p. Primetimo da je ¢ kompletna ako i samo ako postoji funkcija f : A — B takva
da je (a, f(a)) € ¢, za svako a € A. Funkciju f sa ovim svojstvom nazvaéemo funkcionalnim
deskriptorom relacije ¢, a sa F'D(p) oznac¢imo skup svih ovakvih funkcija. Za ekvivalenciju
F skupa B, funkciju f : A — B nazivamo F-sirjektivnom ako za svako b € B postoji a € A
tako da je (f(a),b) € F. Drugim re¢ima, imamo da je f F-sirjektivna ako i samo ako je
foF%: A— B/F sirjektivna funkcija.

Za relaciju ¢ C A x B, gde su A i B neprazni skupovi, definisimo skupove ¢, i ¢, na sledeéi
nacin:

vo = {be B (a,b) € p}; (4.11)
o' = {a€ Al (a,b)€ p}, (4.12)

za svako a € Aib € B. Skup ¢, nazivamo p-afterset od a, a skup ¢°, ¢-foreset od b [?, 7, ?].
Takode, relacije E% na A i Ef, na B definisane sa

(a1,a9) € B <= (Vb€ B)((a1,b) € p < (as,b) € p); (4.13)
(b1,by) € EY, <= (Va€ A)((a,hh) € p < (a,by) € ), (4.14)

za svako aj,as € Aiby, by € B, nazivamo jezgro, i kojezgro relacije ¢, redom. Koriste¢i gornju
notaciju mozemo pogodnije zapisati definicije jezgra i kojezgra na sledeé¢i nac¢in

(a1,a2) € EY <= Qu; = Pay; (4.15)
(bi,by) € B, <= " =™, (4.16)

za svako aj,as € Aiby,by € B
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Neka su A i B neprazni skupovi. Parcijalna uniformna relacija iz A u B je relacija o C Ax B
koja zadovoljava uslov

Pay M Pay # 0= Par = Paszs (4'17>

za svako aj,as € A. Kompletna i sirjektivna parcijalna uniformna relacija se naziva wuni-
formnom relacijom. Primetimo da je parcijalna uniformna relacija ¢ C A x B uniformna
relacija definisana iz A" u B’, gde je A’ = {a € A | (b € B)(a,b) € ¢} (domen od ¢) i
B'={be B|(Ja € A)(a,b) € v} (slika od p). Kako je uniformna relacija kompletna vidimo
da se u ovom slucaju uslov (??) moze zapisati kao

Pay N Pay 0 < (a1,a9) € EY. (4.18)

Parcijalne uniformne relacije i uniformne relacije predstavljaju krisp analogiju parcijalnih
fazi funkcija i uniformnih fazi relacija [?]. Sledeée dve teoreme mogu biti izvedene i u fazi teoriji
(Teoreme 3.11 3.3 [?]). Najpre ¢emo dokazati pomoéno tvrdenje.

Lema 4.2.1. Neka su A i B neprazni skupovi i relacija o C A x B. Tada za svako ai,as € A
vazi da je
(a13a2) cpo So_l & Pay N Pay # 0

Dokaz. Za ai,as € A imamo

(a1,a0) Epop ! < (3IbeEB) ((al,b) €pA(ba)e g&fl)
< (Fbe B)be p(ar) N,
< Pay M Pay 7 0.

O

Teorema 4.2.2. Neka su A i B neprazni skupovi i relacija ¢ C Ax B. Tada su sledeéi uslovi
ekvivalentna:

(i) ¢ je parcijalna uniformna relacija;
(ii) ¢t je parcijalna uniformna relacija;
(iii) poy™ow Cy;

(iv) ¢t oo™t Cpl;

(v) pop™' C EY;

(vi) ¢t o C EE.

Dokaz. (iii) <= (iv). Ova ekvivalencija je o¢igledna.

(i) = (iii). Neka je (a,b) € pop~!op. Tada postoji a; € A tako da je (a,a;) € pop™ti
(a1,b) € p. Na osnovu Leme ?? imamo da je poslednje ekvivalentno relacijama p,, Ny, # 01
b € p,,. Kako je ¢ parcijalna uniformna relacija, koristeéi (?7?), dobijamo da je b € ¢, = @a,
tj. (a,b) € .

(iii) = (i). Neka je o, N@a, # 01 b € @o,. 1z Leme 7?7 dobijamo da je (a1, a2) € ¢ o p!
i (az,b) € ¢. Po definiciji kompozicije relacija imamo (a;,b) € pop top = ¢, tj. b € @,,.
Konacno zakljucujemo da je ¢,, C ¢,,, pri ¢emu se obrat inkluzije slicno dokazuje. Naime, za
b € ,, ili ekvivalentno (b, a;) € ¢~!, imamo da je (as,b) € oL opo ™ = ¢~ Iz poslednje
jednakosti sledi da je b € ¢,,, Sto je i trebalo dokazati.
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(i)<=(v). Neka su a; i as proizvoljni elementi skupa A. Tada iz Leme ?? imamo da je
(a1,a9) € po ™t & p, N, # 0. Ukoliko je zadovoljen uslov (i) ((v)), dobijamo da je
(a1, as) € EY, odakle sledi uslov (v) ((i)).

Slicno mozemo dokazati da je (ii) <= (iv) <= (vi), koristeéi dokazanu ¢injenicu da je
(i) <= (iii) <= (v), zamenom ¢ — @~ '. O

Iz (iii) prime¢ujemo da je ¢ parcijalna uniformna relacija ako i samo ako je g o top = ¢,
posto obrnut smer uvek vazi.

Ako je ¢ C A x B parcijalna uniformna relacija, onda se moze lako pokazati da su o' i
o Lo simetriéne i tranzitivne relacije, ali u opstem slu¢aju ne moraju biti refleksivne. Naime,
o ! je refleksivna ako i samo ako je ¢ kompletna, dok je ¢! o ¢ refleksivna ako i samo
ako je ¢ sirjektivna. Zato, ako je ¢ uniformna relacija onda su obe relacije ¢ o ™1 i o lop
ekvivalencije. Stavise, vazi sledeca teorema.

Teorema 4.2.3. Neka su A © B neprazni skupovi i neka je ¢ C A X B data relacija. Tada su
sledeci uslovi ekvivalentni:

(i
(ii

je uniformna relacija;

(iii je kompletna, sirjetivna i o Lo = @;

)

)

)
(IV) 1.

)

)

)

®
90_1 je uniformna relacija;
®
® ;

je kompletna, sirjetivna i ot ogpop !l = p~
(v) ¢ je sirjektivna i p o p~! = EY;

(vi) ¢ je kompletna i p=' o o = E%;

(vil) ¢ je kompletna i za sve f € FD(p), a€ A ibe€ B, f je Ef-sirjektivna i vazi

(a,0) €p = (f(a),b) € Ef; (4.19)
(vill) ¢ je kompletna i za sve f € FD(p) i ai,as € A, f je EY-sirjektivna i vazi
(a1, f(az)) € ¢ <= (a1,a2) € EY. (4.20)

Dokaz.

(iii) <= (iv). Ova ekvivalencija je oc¢igledna.

(i) <= (iii). Direkto sledi iz (i) <= (iii) Teoreme ?7.

(i) = (v). Na osnovu smera (i) = (v) Teoreme ?? dovoljno je dokazati inkluziju E¥% C
pop~'. Nekasu ay,ap € A proizvoljni elementi, takvi da je (a1, az) € E%. Kako je ¢ uniformma
relacija, na osnovu (?7) imamo da je ¢, N ., # 0. A poslednja nejednakost je ekvivalentna
sa (ay,az) € po ! po Lemi 77, §to je trebalo dokazati.

(v) = (i). Iz Teoreme 7?7, ¢ je parcijalna uniformna relacija, a prema pretpostavci je ona
sirjektivna i ¢ o =t = EY refleksivna, odakle sledi da je ¢ kompletna.

(ii) <= (iv) <= (vi). Ovaj lanac ekvivalencija se dokazuje na isti nacin kao i lanac
(i) <= (iil) <= (v).

(vi) = (vii). Neka je f € FD(y), a € Aibe B. Ako je (a,b) € ¢ i posto je (a, f(a)) € ¢
dobijamo da je (f(a),b) € ¢! o = E¥. Sa druge strane, ako je (f(a),b) € Ef = ¢ o,
onda na osnovu (a, f(a)) € ¢ sledi (a,b) € pop~top = ¢. Prema prethodnom vaz (?7).
Koriséenjem (?7?) i ¢injenice da je ¢ sirjektivna imamo da je f Eg-sirjektivna.
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(vil) = (vi). Iz E}-sirjektivnosti funkcije f i ekvivalencije (?7) dobijamo da je ¢ sir-
jektivna. Neka je (by,b2) € EJ. Tada postoji a € A tako da je (f(a),b1) € E}, pa je i
(f(a),b2) € Ef. Sada na osnovu (??) vazi da je (a,b1) € ¢ i (a,bs) € ¢, odakle proizilazi
(bl, b2) c (p_l o .

Obrnuto, neka je (by,by) € ¢! o . Tada postoji a € A takav da je (a,b1) € @i (a,by) € ¢,
pa iz (?77?) sledi da je (f(a),b1) € Ef i (f(a),b) € £, odakle je konacno (by,bs) € E.

(v) <= (viii). Ova ekvivalencija se moze dokazati slicno ekvivalenciji (vi) <= (vii).

0

Napomena 4.2.1. Naka su A i B neprazni skupovi i neka je ¢ parcijalna uniformna relacija
iz A u B. Tada je ¢ uniformna relacija iz Dom ¢ u Im ¢, pa je iz tog razloga opravdan naziv
parcijalna uniformna relacija.

Uniformne relacije mozemo shvatiti kao usmereni bipartitan graf ¢iji je skup ¢vorova AU B
i skup ivica . Particije grafa su skupovi A i B, pri ¢emu su ivice usmerene iz ¢vorova u A ka
¢vorovima u B. Izlazni stepen ¢évorova u A, kao i ulazni stepen ¢vorova iz B mora biti veéi ili
jednak jedinici (¢ je kompletna i sirjektivna). Takode, svaka dva ¢évora aj,as € A imaju isti
skup suseda u B, tj. N(a;) = N(ag).

Lako je proveriti da je svaka ekvivalencija i svaka sirjektivna funkcija uniformna relacija,
a da je svaka funkcija parcijalna uniformna relacija. Ovo potvrduje komentar dat u uvodu da
uniformne relacije predstavljaju zajednicko uopstenje (sirjektivnih) funkcija i relacija ekviva-
lencije.

Teorema 4.2.4. Neka su A i B neprazni skupovi i neka je E ekvivalencija na A i F ekviva-
lencija na B. Tada postoji uniformna relacija ¢ C A x B takva da je E = E% i F = E}, ako i
samo ako postoji bijektivno preslikavanje ¢ : AJE — B/F.
Ovo bijektivno preslikavanje se moze pretstaviti kao ¢ = @, gde je p : AJE — B/F funkcija
definisana sa
O(Ey) = Fya), za svakoa € A f € FD(yp). (4.21)

Takode vazi da je (p)~' = @1

Dokaz. Neka je ¢ C A x B uniformna relacija takva da je E = E% i F = E¥}.

Prvo ¢emo pokazati da je funkcija ¢ : A/E — B/F data relacijom (??) dobro definisana, t;.
da ne zavisi od izbora f € FD(p)ia € A. Zaista, na osnovu (??) i (?7), za ma koje aj,a2 € A
i f1, fa € FD(p) imamo

Ea1 = Ea2 < ((Il,ag) ek «— (al,f2<a2)) cp < (f1<a1),f2(a2)) el
= ) = P

Ovim smo dokazali da je ¢ dobro definisana i ujedno injektivna. Dalje, prema Teoremi ?7? (v) i
(vi), svako f € FD(yp) je F-sirjektivno preslikavanje, pa je ¢ sirjektivno. Konac¢no zakljuc¢ujemo
da je @ bijekcija.

Obrnuto, neka je ¢ : A/E — B/F bijekcija. Definisimo ¢ C A X B sa

(a,b) € p <= ¢(E,)=F,, zasvakoa€ Aibe B. (4.22)
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Ocigledno je ¢ kompletna i sirjektivna. Takode je jasno da se za proizvoljne a;, a0 € Aib € B,
definicija (??) moze zapisati kao b € ¢,, <= ¢(F,,) = F,ib € p,, < o(E,,) = F.
Odavde direktno zakljuc¢ujemo da je

Pay M Pay 7é ) = ¢(Ea1) = Qb(Eag)
Pay = Pay ¢(Eal) = ¢<Ea2)'

Na osnovu (??) dobijamo da je ¢ uniformna relacija, jer vazi @q, N @e, # 0 < ©o, = Pay-
Dalje, na osnovu (?7), za proizvoljne a;,ay € A imamo da je

(a1,a9) € B <= Qo = Qay < O(Ey,) = 0(Eoy) <— E, =E, <= (a1,a2) €E,

te je zato EY = E. Takode jei Ej = F.
Konacno, za svako a € Ai f € FD(p), iz (a, f(a)) € ¢ 1 (??) sledi da je ¢(E,) = Fya) =

?(E,), pa je ¢ = ¢. Takode se lako moze pokazati da je (@)t = p=1. O

Primetimo da bijektivna funkcija ¢ iz Teoreme ??7 odreduje neku vrstu “uniformnosti” medu
particijama koje odgovaraju ekvivalencijama E'i F'. Ovo je jos jedan razlog zbog kojeg koristimo
naziv uniformna relacija. Takode, u grafovskom smislu ovaj rezultat mozemo interpretirati na
slede¢i na¢in: graf uniformne relacije predstavlja uniju kompletnih komponeneti u particijama
A i B (klase ekvivalencije F, i F} ), pri cemu postoji savrseno sparivanje (perfect matching,
1-faktor), definisano preslikavanjem .

4.3 Nedeterministicki automati i faktor automati

U daljem razmatranju, ukoliko nije drugacije receno, sa X ¢emo oznaciti konacan neprazan
skup, koji zovemo alfabet (ili ulazni alfabet). Nedeterministicki automat nad alfabetom X se
definise kao uredena cetvorka A = (4,54, 04, 74), gde je A neprazan skup, koji zovemo skupom
stanja, zatim 64 C A x X x A ternarna relacija, koju zovemo tranziciona relacija (funkcija
prelaza) i o4 i 74 podskupovi od A, koje zovemo respektivno skupovima inicijalnih stanja i
zavrsnih stanja. Za svako x € X, definigimo binarnu relaciju 62 C A x A sa

(a,b) € 62 «—= (a,z,b) € 6, za svako a,b € A,

koju takode nazivamo tranzicionom relacijom. Za datu re¢ u € X*, gde je X* slobodan monoid
nad skupom X, mozemo dodefinisati tranzicionu relaciju 67' C A x A induktivno, na sledeéi
nacin: za praznu re¢ ¢ € X* definigimo 6! kao relaciju jednakosti, a za svako u,v € X* stavimo
da je 67t = 64 0 §7'. Ako zanemarimo inicijalna i zavrsna stanja, onda uredeni par A = (A, §4)
nazivamo oznacenim tranzicionim sistemom nad X ( [?, ?7]). Najcesée se pretpostavlja da
su skup stanja i ulazni alfabet nedeterministickih automata konacni. Ovakva pretpostavka
ovde nije neophodna, mada ¢emo pretpostaviti da je ulazni alfabet konacan, a iz metodoloskih
razloga, u nekim slucajevima dopusti¢cemo da je skup stanaja beskonacan. Nedeterministicki
automat ¢iji je skup stanja kona¢an nazivamo konacan nedeterministicki automat. Ako je o =
{ap}, za neko ay € A, i 04 funkcija iz A x X u A, tj. za svako (a,z) € A x X postoji
jedinstveno a’ € A takvo da je (a,z,a’) € 64, onda A nazivamo deterministickim automatom i
zapisujemo A = (A, 64, ap, 7). U ovom slucaju ¢e izrazi (a,x,a’) € 641 64(a, ) = a’ imati isto
znacenje. Takode éemo 67 smatrati funkcijom iz A u A, za svako u € X* i kad je to zgodnije
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pisati 04(a) = a’ umesto (a,a’) € 4. Zbog jednostavnosti u nastavku éemo umesto naziva
nedeterministicki automat koristiti termin automat.

Reverzibilni automat automata A = (A, 64,04, 74) je automat A = (4,064,654, 74) za koji
su tranziciona relacija i skupovi inicijalnih i zavr$nih stanja, za svako a,b € Aixz € X,
definisani slede¢im jednakostima: 64 (a, z,b) = 64(b,z,a), 64 = 74 i 74 = 0. Drugim re¢ima
je 62 = (6271, za svako x € X.

Automat B = (B, 6%,07,78) je podautomat automata A = (A,54,04,74) ako je B C A,
68 restrikcija od 04 na B x B, za svako x € X, a 0% i 78 su restrikcije skupova o4 i 74 na B,
tj. 2=04NBxB,dP=0NBir?=r4NB.

Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B, 68,08, 7P) automati. Preslikavanje ¢ : A — B je
izomorfizam ako je bijektivno i ako za svako a,a;,a0 € Aix € X vazi sledece:

(a1,a2) €6, <= (d(ar), p(a2)) € 67, (4.23)
aco? — ¢a)co” (4.24)
act = ¢la) e (4.25)

Ako postoji izomorfizam izmedu A i B, onda kazemo da su A i B izomorfni automati i zapisu-
jemo A = B. Primetimo da uredeni par A® = (A, %) predstavlja usmereni graf ¢iji je skup
¢vorova odreden skupom stanja A, a skup ivica tranzicionom relacijom 84, za dato x € X.
Odavde zakljué¢ujemo da automat A = (4,54, 04, 74) predstavlja multigraf ¢iji je skup ivica
64 = Uyex 2. Dakle, ako su dva automata A i B izomorfna, onda iz (??) imamo da su grafovi
A® 1 B* takode izomorfni, za svako x € X. Drugim re¢ima, izomorfni automati se, u sustini raz-
likuju, samo u zapisu njihovih stanja. Specijalno, ako su A = (4,54, ag, 74) i B = (B, 6%, by, 75)
deterministicki automati, onda je bijekcija ¢ : A — B izomorfizam ako i samo ako zadovoljava
uslove ¢(ag) = by, (?7) i

¢(6%(a,x)) = 67(4(a), x), (4.26)

zasvako z € xia € A.

Lako je proveriti da je kompozicija dva izomorfizma automata takode izomorfizam, pa zato
za proizvoljne automate A, BiC,iz A= BiB = (C sledi A = C. Injektivna funkcija ¢ : A — B
koja zadovoljava uslove (??)—(??) se naziva monomorfizam iz A u B. Lako je proveriti da
je ¢ : A — B monomorfizam iz A u B ako i samo ako je izomorfizam iz A u podautomat
C=(0C,0°0%71% od B, gde je C =Im¢.

Neka je A = (4,54, 04, 74) automat. Jezik raspoznat automatom A, u oznaci L(A), je jezik
iz X* definisan na slede¢i nacin: za svako u € X*

u€ L(A) < (3ai, a2 € A) (a1 € 0* A (a1,a2) € 5 Nas € 7). (4.27)
Na osnovu notacije uvedene relacijama (??)—(??), imamo da se (??7) moze zapisati kao
ue L(A) <= (6%0dNT 40 — Nt or?)#0 — o%0stor? =1. (4.28)

Neka je A = (A, 64,04, 74) automat i neka je E proizvoljna ekvivalencija na A. Definigimo
tranzicionu relaciju 64/ C A/E x X x A/E tako da je

(Bay, 7, Eyy) € 6YF <= (3al,dy € A) ((a1,d}) € E A (a},z,dh) € 6* A (ah, a2) € E)
<~ (aj,a2) € Fod,0FE,
(4.29)
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za svako ay,as € Aix € X. Takode, mozemo definisati skupove o4/% 74/F C A/E sa

E,€0f = (I ecA)(deo?N(d,a)€E) < aco'oF, (4.30)

E, et = (3d €A)((a,d) e ENd €7?) &= a€Eor? (4.31)
za svako a € A. Ocigledno su 64/%, ¢4/F i 74/F dobro definisane, te je A/E = (A/E, 547,
oAE TAIE ) nedeterministicki automat, koji nazivamo faktor automatom od A u odnosu na FE.

Sledece teoreme se mogu shvatiti kao verzije ¢uvenih teorema iz univerzalne algebre: Druge
teoreme o izomorfizmu i Teoreme o korespondenciji, za nedetermenisticke automate ( [?, I1.§6]).

Teorema 4.3.1. Neka je A = (A, 54,04, 74) automat i neka su E i F ekvivalencije na A takve
da je E C F.
Tada je relacija F/E na AJE definisana sa

(Eyy, Eoy) € F/E <= (a1,a2) € F, za svako ay,ay € A, (4.32)
ekvivalencija na A/E, a faktor automati (A/E)/(F/E) i A/F izomorfni.

Dokaz.  Neka su ay,ay,as,ay € A takvi da je By, = Ey 1 E,, = Ey, tj. (a1,a}), (az,a3) €
E. Tada je (ay,d}), (ag,ay) € F, odakle je (a1,as) € F ako i samo ako je (af,a}) € F. Dakle,
F/E je dobro definisana relacija. Takode je lako dokazati da je F'/E ekvivalencija.

Radi jednostavnijeg zapisa, neka je F//E = P. Definisimo funkciju ¢ : A/F — (A/E)/P sa

o(F,) = Pg,, za svako a € A.
Za proizvoljne ay,ay € A imamo da je
Fo,=F, < (a,am)€F <= (B, E,) €P < Py, =P, < oF,)=0dFy,),

te je otuda ¢ dobro definisana i injektivna funkcija. Takode je jasno da je ¢ i sirjektivna, pa
zakljucujemo da je ¢ bijekcija iz A/F u (A/E)/P.
Kako je E C F ekvivalentno sa F o F' = FFo EF = F, za proizvoljne a1,a0 € Aix € X
imamo
(P(Fuy), ¢(Fay)) € 6:(cA/E)/P — (PEa1>PEa2) € 59([:A/E)/P = (Eu,Es) €(Po 5;:4/]3 o P)
< (Jaz,as € A) (Euy, Eay) € P A (Eoy, Eoy) € 62 N (B4, Eoy) € P)
< (az,as € A) ((a1,a3) € F A (a3, as) € (E 082 o E) A (ag,as) € F)
< (a1,a0) E FoEodloFEoF =FodloF
— (F,,, F,,) cdVr.

Stavise, za svako a € A dobijamo

o(F,) € o WEIP — Py e dWBOP — B ecotPop
< (3 €A)(BEy P N(Ey,E,)eP) < (3d €A (deco?oEN(d,a)€F)

— a€0?oFoF <= a€c’oF <— FGEGA/F.

Sliéno pokazujemo ekvivalenciju ¢(F,) € TA/E/P «— F, c 74/F,
Stoga, ¢ predstavlja izomorfizam automata A/F i (A/E)/(F/E). O
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Teorema 4.3.2. Neka je A= (A, 64,04, 7)) automat i E ekvivalencija na A.
Funkcija @ : Eg(A) — E(AJE), gde je Eg(A) ={F € E(A) | E C F'}, definisana sa

O(F)=F/E, zasvako F € Eg(A), (4.33)
je mrezni izomorfizam, tj. sirjektivna je i vazi
FCG < O(F)CP(G), zasvako F,G e Eg(A). (4.34)

Dokaz.  Uzmimo proizvoljnu ekvivalenciju P € £(A/E). Definisa¢emo relaciju F' C A x A
tako da je
(a1,a9) € F < (E,,,E,,) € P, zasvako ay,ay € A. (4.35)

Lako je pokazati da je F' ekvivalencija na A i da je P = F/E. Za proizvoljne a;,as € A, ako
je (a1,a2) € E, onda je E,, = E,, 1 (E,4,, E.,) € P, odakle sledi da je (a;,a2) € F. Kona¢no
je E C F,tj. F € Eg(A), odakle zakljucujemo da je ® sirjekcija.
Dalje, za proizvoljne F,G € Eg(A) imamo da je
FCG «— (V((Il,aq) EAXA) ((al,ag) clF — (CLl,(Iz) eG
— (Y(a1,a2) € A x A) ((Eay, Euy) € O(F) = (Eq,, Eu,) € ®(G))
— O(F) C P(G).

Dakle, ® je mrezni izomorfizam. [J

Vazno je napomenuti da u terminima teorije mreza, Eg(A) predstavlja glavni filter mreze
E(A) (odreden ili generisan ekvivalencijom FE).

4.4 Simulacije i bisimulacije

Neka su A = (A4,04,04,74) i B = (B,0%,05,77) automati i neka je ¢ C A x B neprazna
relacija. Za ¢ kazemo da je direktna simulacija ako

ot CoP oy, (4.36)
o lost C6Bop™, zasvakor € X, (4.37)
o lort C 1P, (4.38)

i da je povratna simulacija ako

oo CoP, (4.39)
6op CpodB  zasvakoz € X, (4.40)
™ Cporh. (4.41)

Relaciju ¢ zovemeno direktna bisimulacija ako su obe ¢ i ¢! direktne simulacije, tj. ako
zadovoljava (77)—(?7?) i
o8 Colo ©, (4.42)
wodB Cotop, zasvakor € X, (4.43)
porB C 74, (4.44)
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i povratna bisimulacija ako su obe ¢ i o~ povratne simulacije, tj. ako zadovoljava (?77)—(?7) i

oPop™t Co?, (4.45)
Bop ™t Cptodd zasvakor € X, (4.46)
B C oy tlord (4.47)

Neka su A i B neprazni skpovi i E' C A x B. Tada se prema notaciji iz formule (7?) moze
lako zakljuciti da je Ao E = E(A) i Fo B = E(A)™!, gde je preslikavanje F : p(A) — o(B)
definisano sa

E(A)={be B| (3acA) (a,b) € E}, (4.48)

E (B)={acA|(3be B) (a,b) € E}, (4.49)

za proizvoljne A’ C A i B’ C B. Drugim re¢ima, skupovi E(A’) i Fﬁl(B’) predstavljaju
slike skupova A’ i B’ u odnosu na relacije £ i E~!, redom. Na osnovu ovakvog razmatranja,
primetimo da se uslov (??) mozZe interpretirati tako da za svako a € o postoji b € o tako da
je (a,b) € . Sliéno, (??) znaci da za svako b € P postoji a € o4 tako da je (a,b) € ¢. Sa
druge strane, uslov (??) oznacava da je {b € B | (3a € 7%) (a,b) € ¢} C 78, dok uslov (??)
znacida {a € A| (3b € 78) (a,b) € o} C 74 Sli¢na interpretacija se moze formulisati za uslove
(?7), (?7), (?77) 1 (77).

Dalje, o nazivamo direktna-povratna simulacija ako je ¢ direktna i ¢! povratna simulacija,
tj. ako je

ot =oB oy, (4.50)
plodt =680yt zasvakoz € X, (4.51)
o lorA =18 (4.52)

i povratna-direktna simulacija ako je ¢ povratna i ¢! direktna simulacija, tj. ako je

ot op=0o", (4.53)
§op=ypodB,  zasvakoz € X, (4.54)
7 =gporb. (4.55)

Radi jednostavnosti, ¢ ¢emo zvati samo simulacija ako je onaili direktna ili povratna simulacija,
a sa druge strane nazvac¢emo je bisimulacija ukoliko pripada jednom od gore navedena cetiri tipa
bisimulacija. Stavise, direktne i povratne bisimulacije zvaéemo istorodnim, a povratne-direktne
i direktne-povratne bisimulacije ¢emo zvati raznorodnim.

U brojnim radovima koji se bave simulacijama i bisimulacijama, uglavnom su bile proucavane
direktne simulacije i direktne bisimulacije. Najcesc¢e su za pojmove simulacija i bisimulacija bili
koriséeni termini jaka simulacija i joka bisimulacija ([?, 7, ?]), a najveca ekvivalencija koja
je i bisimulacija nazivana je ”bisimilarity”. Razlika izmedu direktne i povratne simulacije sa
jedne, i direktne i povratne bisimulacije sa druge, data je, na primer, u [?, ?, ?| (za razlicite
vrste automata), ali se ovi koncepti manje ili vise razlikuju od koncepata datih u ovoj tezi, iako
imaju ista imena. Sliéni koncepti direktnih i povratnih simulacija i bisimulacija su prouc¢avani
u [?],1[?, ?] (za stabla automate).

Sledeca lema se veoma lako moze dokazati indukcijom.
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Lema 4.4.1. Ako uslov (??) ili uslov (??) vaZe za za svako v € X, onda takode vaze i za svako
u € X*, ako svako pojavljivanje slova x zamenimo recju u.

Lema 4.4.2. Neka su A= (A, 64,04, 74) i B= (B, 02,08, 78) automati, i neka je p C Ax B
relacija. Tada vaZe sledeca tvrdenja.

(a) Ako je ¢ simulacija, onda je L(A) C L(B).
(b) Ako je ¢ bisimulacija, onda je L(A) = L(B).

Dokaz. (a) Neka je ¢ direktna simulacija. Tada za svako v € X* imamo
ctodtor? CoPoplosdort ColodBoptort CoPosBor?,

te na osnovu (??) dobijamo da je L(A) C L(B). Sli¢no, ako je ¢ povratna simulacija, onda je
takode L(A) C L(B):

ctoddord CotoddoporB CotopodBorP CoPodlorl.
(b) Ovaj deo tvrdenja direktno sledi iz dela (a). O

Na osnovu ove leme mozemo rec¢i da je i u slucaju povratne i direktne simulacije automat
A simulira "rad” automata B, jer vazi da je L(A) C L(B). Iz dokaza leme se vidi zasto
je opravdana upotreba termina povratna i direktna simulacija. Naime, neka je ¢ direktna
simulacija i neka je ag, ai, . . ., ax niz stanja automata 4 kojim se odreduje re¢ u = x129 ... 2% €
L(A), gde je 2 € X, za svako 1 < i < n. Tada na osnovu relacije (??) sledi da postoji by € o
tako da je (ag,bo) € ¢. Dalje, kako je sada (by,a1) € ¢! 082 to je i (by,a1) € 65 o 7!,
odakle sledi da postoji neko by € B takvo da je (bo,b1) € 67 i (a1,b1) € ¢. Induktivno, za
svako stanje a, € A dobijamo stanje by € B, za svako 1 < k < n, pri ¢emu stanje a,, mora biti
u 74 i kako je (a,b) € ¢ imamo da je b, € 75, zbog (??). Dakle, kretanjem kroz niz stanja

ag, Ay, . . ., Gy, generiSemo niz stanja by, by, ..., b, koji odreduju istu re¢ v € X* i pri tome je
(ak, bx) € ¢. Slicno mozemo zakljuciti, da ako je ¢ povratna, tada kretanjem kroz niz stanja
Qpy Ap_1, - . ., 0o, generisemo niz stanja b,, b,_1, .. ., by koji odreduju istu re¢ v € X* i pri tome je

(ax,br) € ¢. Slika 4.1 daje vizuelizaciju prethodnog razmatranja vezanog za definiciju direktne
simulacije.

Lema 4.4.3. Neka su A= (A, 04,04, 74) i B= (B,6%,0%,78) automati i neka je p C Ax B
relacija. Tada je
(a) ¢ povratna bisimulacija iz A u B ako i samo ako je direktna bisimulacija iz A u B.

(b) ¢ je direktna-povratna bisimulacija iz A u B ako i samo ako je povratna-direktna bisim-
ulacija iz A u B.

Dokaz. Direktnom primenom (?7) dobijamo da je

§op C ol —

(07 00) ' C(pod)™ =

018, €3, 0.
Takode, iz 04 op = ™' oo =P(c) CoP i74 Cpor? =7Pop™ =57 !(77), zakljucujemo
da je ¢ povratna simulacija iz A u B ako i samo ako je ¢ direktna simulacija iz A u B. Kako
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Slika 4.1: Direktna simulacija

isti dokaz moZemo sprovesti i za ¢! imamo da direktno vazi prvi deo tvrdenja. Jasno je da se
i drugi deo tvrdenja dokazuje na isti nacin. [

Na osnovu prethodne leme, za bilo koje univerzalno tacno tvrdenje koje vazi za direktne
(povratne-direktne) bisimulacije (vezano za nedeterministicke automate), postoji odgovarajuce
univerzalno tvrdenje za povratne (direktne-povratne) bisimulacije. Iz tog razloga, radi¢emo
samo sa direktnim i povratnim-direktnim bisimulacijama.

Mozemo uociti neke razlike izmedu istorodnih i raznorodnih bisimulacija. Trivijalno se za-
kljucuje da je inverz direktne (povratne) bisimulacije takode direktna (povratna) bisimulacija.
Medutim, inverz povratne-direktne (direktne-povratne) bisimulacije nije obavezno povratna-
direktna (direktna-povratna) bisimulacija. Inverz povratne-direktne bisimulacije je direktna-
povratna bisimulacija, i obrnuto. Kasnije ¢emo istaci i druge razlike medu ovim tipovima bisim-
ulacija.

Lako je proveriti da je sledece tvrdenje tacno.

Lema 4.4.4. Kompozicija dve direktne (povratne-direkine) bisimulacije, kao © unija proizvoljne
familije direktnih (povratnih-direktnih) bisimulacija je takode direktna (povratna-direktna) bisim-
ulacije.

Sada mozemo pokazati slede¢i rezulatat koji je od sustinske vaznosti za dalje izlaganje.

Teorema 4.4.5. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B, 62,08, 78) automati tako da postoji
najmange jedna direktna bisimulacija iz A u B.
Tada postoji najveca direktna bisimulacija iz A u B, koja je i paracijalna uniformna relacija.

Dokaz.  Po pretpostavei teoreme, familija {@;}ic; svih direktnih bisimulacija iz A u B je
neprazna. Neka je ¢ unija ove familije relacija. Na osnovu Leme 77, dobijamo da je ¢ direktna
bisimulacija, te je evidentno i najveca.
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Prema Lemi ?? takode imamo da je ¢ o ¢! o ¢ direktna bisimulacija, a kako je ¢ najveca,
zakljucujemo da je po @' oy C . Konatno, na osnovu Teoreme ?? imamo da je o parcijalna
uniformna relacija. [J

Slicna teorema moze biti dokazana i za povratne-direktne bisimulacije, ali u ovom slucaju
ne mozemo dokazati da je najveca povratna-direktna bisimulacija parcijalna uniformna relacija.
Drugim rec¢ima, vazi sledece tvrdenje.

Teorema 4.4.6. Neka su A = (A, 04,04, 74) i B = (B, 68,08, 78) automati takvi da postoji
bar jedna povratna-direktna bisimulacija 1z A w B. Tada postoji najveéa povratna-direktna
bisimulacija iz A u B.

Lema 4.4.7. Neka su A = (A, 4, O’A TA) i B = (B TB) automati i ¢ C A X B
relacija. Takode, neka su C = (C,6% 09,79 i D = (D, 6P 72) podautomati od A i B, gde
je C'=Dome i D =1Imp. Tada]egOQC'xDi

(a) ako je ¢ direktna (povratna) simulacija iz A u B, onda je ona direktna (povratna) simu-
lacija iz C u Dy

(b) ako je ¢~ direktna (povratna) simulacija iz B u A, onda je ona direktna (povratna)
stmulacija iz D u C.

Takode, ako je A = C, onda vazi suprotan smer implikacije u (a), a ako je B = D, onda vazi
suprotan smer implikacije u (b).

Dokaz. Dokazac¢emo prvi deo tvrdenja (a) u slucéaju direktnih simulacija. Ostatak tvrdenja se
na isti na¢in moze dokazati. Dakle, neka je ¢ direktna simulacija iz A u B.

Najpre, neka je a € 0 C 04 C 0P o p~!. Tada postoji b € B takav da je b € oF i
(b,a) € oL, tj. (a,b) € ¢, odakle sledi da je b € D. Ovo znaci da je b € e N D = 0P, te je
a € o o ™! Ovim smo dokazali da je 0¢ C 0P 0 L.

Dalje, neka je (b,a) € ¢ 1 0dY C plodd C 8oyt Iz (ba) € ot 06¢ sledi da je
(b,a') € o' (d',a) € 09, za neko a’ € O, odakle sledi da je b € D. Stavise, iz (b, a) € 65 o ™!
dobijamo da postoji ¥’ € B takvo da je (b,0') € 68 i (V/,a) € ¢!, odakle je i’ € D. Dalje
imamo da je b0’ € D i (b,V') € 68, te je (b,b) € 67, a kako je i (V',a) € p~!, zakljuéujemo da
je (b,a) € 6P o p71. Konacno je ¢t 0 ¢ C §P o 7L,

Nekajeb € o lor¢ Cplor C 1B . Izb € o' o7Y sledi da postoji a € C takav da je
(b,a) € o=t ia € 79, odakle je b € D. To znaci da je b € 72N D = 7P, pa je kona¢no pokazano
daje o7t o7 C 7P,

Ako je A = C'ili B = D, onda je suprotan smer implikacije u (a) i (b) direktna posledica
relacije (77). O

Neka je A = (A, 64,04, 74) proizvoljan automat. Ako je ¢ C A x A direktna bisimu-
lacija iz skupa A na samog sebe, zvacemo je direktna bisimulacija na A (analogno definisemo
povratne bisimulacije na A). Familija svih direktnih bisimulacija na A je neprazna (sadrzi
relaciju jednakosti), pa kao i u dokazu Teoreme ?? moze se dokazati da postoji najveca di-
rektna bisimulacija na A, koja je ekvivalencija ([?], [?]). Direktne bisimulacije na A koje su
ekvivalencije nazvaéemo direktnim bisimulacionim ekvivalencijama (analogno se definise po-
jam povratnih bisimulacionih ekvivalencija). Skup svih direktnih bisimulacionih ekvivalencija
na A oznaci¢emo sa EP(A).
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Zbog svojstva simetri¢nosti, ekvivalencija FE na A je direktna bisimulacija na A ako i samo
ako je

Eod? Co?oE, zasvakoz € X, (4.56)

Eoth =714 (4.57)

Vazno je napomenuti da su uslovi (?7?) i (??) zadovoljeni kad god je A = B i ¢ refleksivna na
A, a E je ekvivalencija na A. Na osnovu Teoreme 4.1 [?] (takode Teorema 1 [?]), uslov (?7) je
ekvivalentan sa

Eodé?oFE=00FE, zasvakoz € X. (4.58)

Slicno, ekvivalencija F na A je povratna bisimulacija na A ako i samo ako je

6o E C Eodé?, zasvakoz € X, (4.59)

oo E =04, (4.60)
pri ¢emu takode imamo da je uslov (??7) ekvivalentan sa
Eoé?oFE=FEod? zasvakoz e X. (4.61)

Direktne bisimulacione ekvivalencije su prou¢avane u mnogim radovima u kontekstu oznacenih
tranzicionih sistema, gde su uspesno koriS¢ene za redukciju broja stanja sistema. Posebno
je predlozen i veliki broj algoritama za izracunavanje najvece direktne bisimulacione ekvi-
valencije datog oznacenog tranzicionog sistema, a najbrzi je zasnovan na ekvivalenciji pro-
blema trazenja najvece direktne bisimulacione ekvivalencije i pronalazenju najgrublje particije
([?, 7, 7, 7, ?]). Direktne i povratne bisimulacione ekvivalencije na nedeterministickim au-
tomatima su proucavali Ilie, Yu i drugi [?, 7, 7, 7], gde su ih redom zvali desno i levo invari-
antne ekvivalencije. U drugacijem kontekstu, direktne bisimulacione ekvivalencije je razmatrao
Calude [?], gde ih je nazvao “well-behaved equivalences”. Oba pomenuta tipa ekvivalencija su
takode koris¢ena za redukciju broja stanja nedeterministickih automata.

Sledeca teorema moze biti izvedena iz Teoreme 4.2 [?], ali mi dajemo direktan dokaz.

Teorema 4.4.8. Neka je A = (A, 64,04, 74) automat. Skup svih direktnih bisimulacionih
ekvivalencija na A, E®P(A), ¢ini kompletnu mrezu. Ova mreza je podpolumreza u odnosu na
uniju, mreze E(A) svih ekvivalencija na A.

Dokaz. Kako E™(A) sadrzi najmanje jedan element od £(A), tj. relaciju jednakosti na A, pa
je dovoljno pokazati da je £®(A) kompletna podpolumreza u odnosu na uniju, mreze £(A).

Neka je {E;}ier proizvoljna neprazna familija direktnih bisimulacionih ekvivalencija na A i
neka je F unija elemenata ove familije u mrezi £(A). Dobro je poznato da se E' moze predstaviti
kao unija relacija iz (E; | i € I), gde smo sa (E; | i € I) oznacili podpolugrupu generisanu fami-
lijom {E; }icr, polugrupe svih binarnih relacija na A. To znaci da se svaka relacija iz (E; | i € I)
moze predstaviti kao komporzicija neke konacéne kolekcije relacija iz {E;}ier, pa na osnovu
Leme 7?7, zakljucujemo da je svaka relacija iz (F; | i € I) direktna bisimulacija. Zato je E
direktna bisimulacija, posto je unija svih navedenih relacija. Dakle, imamo da vazi E € £P(A),
Sto znaci da je £P(A) kompletna podpolumreza u odnosu na uniju, od £(A). O
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4.5 Uniformne direktne bisimulacije

Teorema 4.5.1. Neka su A = (A,04,04,74) i B = (B,6%,0%,78) automati i p C Ax B
uniformna relacija. Tada je @ direktna bisimulacija ako © samo ako vaZe sledece jednakosti:

clopopt=0Bop ctop=cPoyp oy, (4.62)
topopt=podBop™, ploddop=0680ptogy, za svako x € X,  (4.63)
™ =porB, o lort =18 (4.64)

Dokaz. Neka je ¢ direktna bisimulacija. Prema (??), (??) i (??), dobijamo 0% 0 ¢ C % o
e lopColopoyplopCotop pajedtop=0c80p oy Naosnovu poslednjeg sledi
dajectopopl=0Boplopopt=cPBop

Dalje, na osnovu Teoreme ?? i Leme ?? dobijamo da je ¢ o ¢! direktna bisimulaciona
ekvivalencija na A, pa na osnovu (??), za svako z € X imamo
podyop !l Cofopoy Tl =popTlodiopop i Cypodloplopoyp Tl =podiopTh.
Zato je 602 opop™t = podB oyt Naslican nacin pokazujemo da je ¢ tod2op = 8o top.

Konacno, kako je ¢ o =t direktna bisimulaciona ekvivalencija na A, na osnovu (?7), (77?),
(?2)1(2?), dobijamo 74 = pop o4 C po 18 C 74 paje 74 = p o 78. Slitno pokazujemo
daje p~lo74 =78,

Na ovaj nac¢in smo dokazali da su tvrdenja (??)—(?7?) tacna.

Obrnuto, neka vazi (??)—(??). Na osnovu refleksivnosti relacije ¢ o ¢~ i (??) imamo da je
oA Colopopt =0B0¢p! tezato vazi (7?). Takode iz refleksivnosti p o =1, (??)i (27?),
za svako x € X imamo da je

e lodt Cplodllopop t=0C0plopop =600,

odakle je ¢t o d4 C §8 o o7t Sliéno je i p 0 68 C §4 o . Konacno, iz (?7?) i (??) sledi
(7?). Dakle, dokazali smo da je ¢ direktna bisimulacija. O

Zbog simetri¢nosti zapisa smo u (?7?) ukljucili obe jednakosti, mada je dovoljna samo jedna
od njih. Na primer, ako je 0t opop™! = 0Bop~t ondajeioc?op = copop~top = aPoplogp.
Slicno pokazujemo da iz druge jednakosti sledi prva.

Teorema 4.5.2. Neka su A = (A,04,04,74) i B = (B,6%,0%,7P) automati i ¢ C A x B
uniformna relacija. Tada je ¢ direktna bisimulacija ako i samo ako su zadovoljeni sledeci uslovi:

(i) EY je direktna bisimulaciona ekvivalencija na A;
(i) EF je direktna bisimulaciona ekvivalencija na B;
(iii) @ je izomorfizam faktor automata AJE% i B/EY,.
Dokaz. Zbog jednostavnijeg zapisa staviéemo da je B = E'1 Ef, = F.
Neka je ¢ direktna bisimulacija. Kako je ¢ uniformna relacija tada je na osnovu Teoreme
27, E=pop i F = ptoyp, pri ¢emu su ove relacije ekvivalencije. Relacija ¢ je direktna

bisimulacija, pa na osnovu Leme 7?7 imamo da su i F i F' direktne bisimulacije, ¢ime smo
dokazali tvrdenja (i) i (ii).
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Po Teoremi ??, ¢ je bijekcija. Dalje, kako je E = ¢ o ¢!, koriséenjem jednakosti (?7), za
bilo koje ay,a0 € A, z € X i f € FD(p) imamo da je
(Buy, Eoy) € 62F <= (a1,a2) E B0} 0E <= (aj,as) € podlop™
<« (3by1,b2 € B) ((a1,b1) € @ A (b1, bs) € 67 A (as, bs) € )
< (3b1,b2 € B) ((fla1),b1) € F A (b1,b) € 67 A (f(az),bs) € F)
= (flm), f(a)) € Fodl oF = (Fya) Fya) €0;/"
= (P(Ba) B(Ea)) € 6777,
i za bilo koje a € Ai f € FD(p) vazi
E,€0"f « aco’oE += (Id €A (deo*n(d,a)€E)
(3d' € A) (d € a* A (d, f(a)) € p)
flayeotop=0Poplop=0cPoF
Fy) € oBF — o(E,) € B/,
a€Eor" < (3d €A)((ad)eEnd et
(3d € A) ((f(a),d) € o' Nd' € 7%)
flayeptor?=pltoporP =For?
Fya) € BF — G(E,) erP/F

Dakle, ¢ je izomorfizam automata A/FE i B/F.
Obrnuto, neka vaze (i), (ii) i (iii). Prema (i), za svako x € X imamo

EodtoE=0"0E=¢6'opop™,

E, € TAE

rrereny

a prema (iii), za proizvoljne a;,ay € A1 f € FD(yp) dobijamo da je

(a1,a2) E Eo 620 E <= (B, ,E,,)¢c VP

o (FEw). BEa) €057 s (Fytay, Friay) € 85/

= (f(m), f(a)) € FosPoF

< (3b1,b2 € B) ((fla1),b1) € F A (b1, bo) € 67 A (f(az),b) € F)
=

=

II

(a1,a2) € 05 opo !

3by, by € B) ((al,bl) € @ A (br,bs) € 62 A (az,b) € ¢)
ay,ay) € podBop!

Dakle, prva jednakost u (??) je zadovoljena. Na slican na¢in dokazujemo drugu jednakost u
(77).
Dalje, za svaki a € A imamo

E B/F

acolopoypl «—= acoloFE — E,ecocV’ —= JE,)co = Fja €0PF
< f(a)€o®oF <= (FeB)(bed®A(f(a),d)EF)
<« (@eB)(beo®A(a,b)€ep) < acolop!,
odakle je 04 0 po o™t =B ol te je zato, 04 0o o = 0P ol 0 . Za svako a € A imamo
takode
a€T <= acEBor" <= E, et = §E,) e = Finyer?
< f(a)eFor? < (IbeB)((f(a),b) e FAbeETY)

< (FeB)((a,b)eprber?) <= acpor?

A E F
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odakle je 74 = p o 78, Na isti na¢in je i 78 = ¢ =1 o 74, Ovim smo dokazali da jednakosti (??)
i (??7) vaze, pa je zbog toga ¢ direktne bisimulacija. [J

Teorema 4.5.3. Neka su A = (A,04,04,74) i B = (B,6%,0%,78) automati i E i F dire-
ktne bisimulacione ekvivalencije na A i B, redom.

Tada postoji uniformna direktna bisimulacija p C A X B takva da je E% = E i Ef, = F ako
i samo ako su faktor automati AJ/E i B/F izomorfni.

Dokaz. Direktan smer tvrdenja teoreme dobija se neposrednom primenom Teoreme 77.
Obratno, neka je ¢ : A/E — B/F izomorfizam izmedu faktor automata A/FE i B/F.
Definisimo ¢ € A x B kao u (77), tj.
(a,b) € p <= ¢(F,) =F,, zasvakoa€ Aibe B.

Na osnovu dokaza Teoreme ??, ¢ je uniformna relacija takva da je E = E%, F = Ef i ¢ = @,
pa je po Teoremi 7?7, ¢ direktna bisimulacija. [

Teorema 4.5.4. Neka je A = (A, 64,04, 74) automat i E direktna bisimulaciona ekvivalencija
na A, a F ekvivalencija A takva da je E C F.

Tada je F' direktna bisimulaciona ekvivalencija na A ako i samo ako je F'/E direktna bisim-
ulaciona ekvivalencija na A/E.

Dokaz. Kao u dokazu Teoreme 77?7, neka je F//E = P. Za proizvoljne aj,as € Aix € X, na
osnovu dokaza Teoreme 7?7 dobijamo da je

(Ey,,E,) €EPodNFoP «— (a1,a5) € Fod?oF.
Takode je i
(Buy, EBay) €02/F 0P <= (3az € A) ((Eay, Eoy) € 6% N (Euy, Euy) € P)
<« (3az € A) ((a1,a3) € Eod o EA(az,a0) € F)
(a1,a9) E Eod2oEoF
> (a1,a) €620 F,
jerje FodloEoF =040 EoF =3§10F, zbog (7?)i E C F. Zakljué¢ujemo da je
PodPopP=§4PoP <= FodloF=§l0F

—

Stavise, za proizvoljno a € A imamo da je
E,e PorVt <« (3d € A) (B, Ey) € PANEy € 74P
— (3d €A (a,d)e FANd € Eor?
«— a€FoFortd=For?,
pa na osnovu (??) i (??), E, € 7F <= a€ For? =74 Odavde je
PorAE = 7AIE 0 ForA :TA,
sto dokazuje tvrdnju. [

U svetlu Teoreme ??, pravilo F' — F/E definiSe izomorfizam izmedu mreza Eg(A) i E(A/E),
za svako E € £(A). Na osnovu Teoreme ?7?, isto pravilo odreduje izomorfizam izmedu mreza
EB(A) 1 EP(A/E), gde je ER(A) = {F € EP(A) | E C F}, za svako E € EP(A).

Kao posledicu prethodnog razmatranja dobijamo sledece tvrdenje.
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Posledica 4.5.5. Neka je A = (A, 64,04, 74) automat i neka su E i F direktne bisimulacione
ekvivalencije na A takve da je E C F.

Tada je F najveca direktna bisimulaciona ekvivalencija na A ako i samo ako je F'/E najveéa
direktna bisimulaciona ekvivalencija na A/E.

Dokaz. Tvrdenje direktno sledi iz Teorema 771 7?7 (7?7). O

4.6 Direktno bisimulaciono ekvivalentni automati

Nekasu A = (4,04, 04, 74)1 B = (B, 68,07, 78) automati. Ako postoji kompletna i sirjektivna
direktne bisimulacija iz A u B, onda kazemo da su A i B direktno bisimulaciono ekvivalentni,
ili skra¢eno FB-ekvivalentni i pisSemo A ~pp B. Primetimo da uslovi kompletnosti i sirjekcije
direktnih bisimulacija znace da je svako stanje iz A ekvivalentno nekom stanju u B, kao i
obrnuto. Za automate A, B i C imamo da je

A ~pp A, A~pp B — B ~pp A; (.A ~rg BAB ~pp C) = A~ppC. (4.65)

Sliéno, za A i B kazemo da su povratno bisimulaciono ekvivalentni ili skra¢eno BB-ekvivalentni,
i pisemo A ~pp B, ako postoji kompletna i sirjektivna bisimulacija iz A u B.

Teorema 4.6.1. Neka je A = (A, 64,04, 74) automat, E ekvivalencija na A, @ prirodno
preslikavanje iz A uw A/E i AJE = (AJE,64F oAE 7A/E) faktor automat automata A u
odnosu na E.

Tada je pp direktna @ povratna simulacija.

Takode imamo da su sledeci uslovi ekvivalentni:

(i) E je direktne bisimulacija na A;

(i) ¢p je direktna bisimulacija;

(i) ¢g povratna-direktne bisimulacija.
Dokaz. Uoc¢imo da za proizvoljne ay,as € A imamo da je ¢g(a1) = E4, (tj. (a1, Eq,) € ¢g)

ako i samo ako je (a1,a3) € E.
Za proizvoljne z € X i aj,as € A imamo da je

(Jaz € A) ((a1,a3) € S A (as, By,) € ©E)

(Jaz € A) ((a1,a3) € 62 A (a3,a2) € E)

(a1,az) €00 E

(a1,a) EEod2oE=FEoEod o E (4.66)
(Jaz € A) ((a1,a3) € E A (a3,a2) € (B0 5] o E))

(3as € A) ((a1, Eay) € 95 A (Bay, Ea,) € 62/F)

(a1, Ea,) € pp o 6YE,

(alanz) € 5;4 °YE

[ A

te je otuda 5;4 opg C pgo 5;4/E. Na slican nac¢in mozemo pokazati da je gprl o 5;4 C 5;4/E o gpgl.

Stavise, za bilo koje a € A vazi da je

A E

aco? = E,coVEN(E,a)€py = acoVPoyz!
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odakle je 04 C 04/F o ', Dalje imamo da je

E,cotopp «— (BdecAdco*Nd,E)cpp — (FdecAdco*A(d,a)€cE
— a€c’oF < E,ed"F

A/E A/E

odakle proizilazi da je c4opy C 04/, Slitno pokazujemo da je ¢'or? C 74/Ei74 C ppor/E,
Ovim smo dokazali da je ¢ direktna i povratna simulacija.
Suprotan smer u (??) (tj. o' je direktna simulacija) vazi ako i samo ako je E direktna

bisimulacija na 4. Ovim smo dokazali ekvivalenciju uslova (i), (ii) i (iii). O

Teorema 4.6.2. Neka su A= (A, 64,04, 74) i B= (B, 0% ,78) automati i E i F najvece
direktne bisimulacione ekvivalencije na A i B.
Tada su A i B FB-ekvivalentni ako i samo ako su faktori automata A/E i B/F izomorfni.

Dokaz.  Neka su A i B FB-ekvivalentni automati, tj. neka postoji kompletna i sirjektivna
direktna bisimulacija ) C A x B. Na osnovu Teoreme 7?7, postoji i najveca direktne bisimulacija
p iz A u B, pri cemu je ¢ i parcijalna uniformna relacija. Kako je @ kompletna i sirjektivna
i vazi da je ¥ C ¢, onda je ¢ takode kompletna i sirjektivna, Sto znaci da je ¢ uniformna
direktna bisimulacija.

Prema Teoremi ??, E% i E}, su direktne bisimulacione ekvivalencije na A i B, i ¢ je izomor-
fizam faktor automata A/E% i B/Ef. Neka P i () oznacavaju redom najveée direktne bisim-
ulacione ekvivalencije na A/E% i B/E%. Na osnovu ¢injenice da je ¢ izomorfizam A/E% na
B/EY, dobijamo da za P i @) vazi slededa veza

(a1, a0) € P <= (§(),p()) € Q, za svako ay,as € A/EY,

pa mozemo definisati izomorfizam § : (A/E%)/P — (B/E})/Q sa {(Pa.) = Qp(a), za svako
a € A/EY.
Sada, prema Posledici ??, P = E/E% i Q = F/E%, te na osnovu Teoreme ?? dobijamo da
je
A/E = (A/E7)/P = (B/EL)/Q = B/F,
Sto je i trebalo dokazati.
Suprotan smer sledi direktno iz Theorem ?7. [J

Posledica 4.6.3. Neka je A automat, E najveéa direktna bisimulaciona ekvivalencija na A i
FB(A) klasa automata koji su FB-ekvivalentni sa A.
Tada je AJE jedinstveni (do na izomorfizam) minimalni automat u FB(A).

Dokaz. Neka je B minimalni automat iz FB(A) i ' najveca direktna bisimilaciona ekvivalencija
na B. Prema Teoremi 7?7 i (??), B/F takode pripada FB(A). Kako je B minimalan u klasi
FB(A), odavde sledi da je F relacija jednakosti. Sada, po Teoremi ?? dobijamo da je B =
B/F = A/E, §to je trebalo dokazati. [

Prema Lemi 7?7, FB-ekvivalentni automati raspoznaju iste jezike, ali obrat ne vazi, kako
¢emo pokazati slede¢im primerom.
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Primer 4.6.1. Neka su A = (A,04,0%,74) i B = (B, 05,08, 75) automati gde je |A| = 3,
|B| =21 X = {z}. Tranziciona relacija i skupovi inicijalnih i zavrsnih stanja su predstavljeni
slede¢im Bulovim matricama i vektorima:

100 0 01 0
s2=10 0 1|, o*=[0 1 0], 7= 0], 55:{0 0}, o =11 0], TB:H.
000 1

Ovi automati raspoznaju isti jezik, tj. L = {x}. Sa druge strane najveée direktne bisimulacione
ekvivalencije F na A i F' na B su relacije jednakosti, tj. A/F = Ai B/F = B. Ali, Ai B
imaju razli¢iti broj stanja, te zato nisu izomorfni. Zakljué¢ujemo, prema Teoremi 7?7, da Ai B
nisu FB-ekvivalentni.

4.7 Uniformne povratne-direktne bisimulacije

Teorema 4.7.1. Neka su A = (A, 04,04, 74) i B = (B,0%,08,78) automati i neka je p C Ax
B uniformna relacija. Tada je ¢ povratna-direktna bisimulacija ako 1 samo ako su zadovoljeni
sledeci uslovi:

(i) EY je direktna bisimulaciona ekvivalencija na A;
(ii) EF je povratna bisimulaciona ekvivalencija na B;

(iii) @ je izomorfizam faktor automata AJ/E% i B/EY,.

Dokaz.  Zbog jednostavnijeg zapisa staviéemo, kao i do sada, da je E = E7 i FF = E}. Na
osnovu Teoreme 77, imamo da je E = pop 1 i F=p o
Neka je ¢ povratna-direktna bisimulacija. Tada je

EodfoE:gpogpfloéfogoogofl:gpogp*logooéfocpfl:(poéfogoflzéfogoogo*l:éfoE,
Eortd=poplort=poploporP =porB =14,
FodjoF=9plopodjoptop=gplodlopoplop=gplodiop=¢plopod=Fod
JBOFZJBogp_logp:aAogpogp_logp:nggp:gB,

Otuda imamo da je E = EY direktna bisimulaciona ekvivalencija na A i F' = EJ povratna
bisimulaciona ekvivalencija na B. Kao i u dokazu Teoreme 7?7 moze se pokazati da je ¢ izomor-
fizam automata A/E i B/F.

Obrnuto, neka vaze uslovi (i), (ii), i (iii). Za svako ¢ € FD(p), £ € FD(¢™'), a1,ay € A,
bi,by € Bix € X, kao i u dokazu Teoreme ?7 moze se zakljuciti da je

(a1,a2) € (505;4 o F) & (¢Y(ar),v(az)) € (FO‘SE o F),
(b1,b2) € (F 068 0 F) < (£(by),&(ba)) € (E 052 o E),

pa na osnovu (i) i (ii) dobijamo da je

Jpop=0opoptop=3dloEop=FEolloEop=FEod,op,
wodl =popltopodP=poFod? =poFodloF=ypoéBoF
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Sada, za svako a € A i b € B dobijamo da je

(a,b) € 62 o & (a,b) € Eodtop < (3a; € A) ((a,a1) € Eod? A(ay,b) € @)

(Ja1 € A) ((a,a1) € E0 87 A(a1,£(0)) € E) & (a,€(b) € Eody o
(¥(a), ¥ () € Fody o F & (¥(a),b) € Fod o F

(3by € B) ((¢(a),by) € F A (by,b) € 6% o F)

(3by € B) ((a,b1) € p A (b1,b) € 6Z 0 F)

(a,b) € podBoF

(a,b) € pod?Z,

(R R

te je zato 02 o0 ¢ = @ 0 §8. Kao i u dokazu Teoreme ?? analogno dobijamo da je 74 = ¢ o 758 i

o4 0@ = oB. Zato je ¢ direktna-povratna bisimulacija. O

Teorema 4.7.2. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B,0%,08,78) automati, E direktna
bisimulaciona ekvivalencija na A i F povratna bisimulaciona ekvwalencz’ja na B.

Tada postoji uniformna povratna-direktna bisimulacija ¢ C A x B takva da je E% = E i
EY = F ako i samo ako su faktor automati AJ/E i B/F isomorfni.

Dokaz. Ova teorema se na isti nac¢in dokazuje kao i Teorema ?7. [J

U Teoremi ?7 smo pokazali da za proizvoljnu ekvivalenciju F, prirodno preslikavanje pg
je direktna bisimulacija ako i samo ako je povratna-direktna bisimulacija. Sada ¢emo pokazati
nesto opstije tvrdenje koje vazi za proizvoljnu funkciju.

Teorema 4.7.3. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B,0%,08,78) automati, p : A — B
funkcija i E = EY jezgro preslikavanja ¢. Tada su sledeéi uslovi ekvivalentni:

(i) ¢ je direktna bisimulacija;
(ii) ¢ je povratna-direktna bisimulacija;

(i) E je direktna bisimulaciona ekvivalencija A i preslikavanje ¢ : AJ/E — B definisano sa
d(E.) = v(a), za svako a € A, je monomorfizam faktor automa A/E u B.

Dokaz. Posmatrajmo podautomat C = (C, %, 0%, 7¢) automata B, gde je C = Imp .

(i) = (iii). Na osnovu Leme ?? imamo da je ¢ C AxC'i ¢ predstavlja direktnu bisimulaciju
iz A u C. Takode imamo da je ¢ sirjektivna funkcija iz A na C, pa je ona uniformna relacija iz A
u C. Sada prema Teoremi ?? zakljuéujemo da je E = E¥ direktna bisimulaciona ekvivalencija
na A, Ef relacija jednakosti na C' i ¢ izomorfizam iz A/E u C/E}, = C. Ako identifikujemo
C/EY, i C, onda se lako vidi da se ¢ moze prestaviti preslikavanjem ¢, gde je ¢ definisano u
(iii), pa je ¢ monomorfizam iz A/FE u B.

(iii) = (i). Ovo je direktna posledica Teoreme ??, jer je Ef relacija jednakosti, a ¢ 1 ¢ se
mogu identifikovati.

(i) <= (ii). Ovo tvrdenje direktno vazi iz Teorema ?7 i 77, jer je E relacija jednakosti na
C, pa je u isto vreme direktna i povratna bisimulaciona ekvivalencija. [J
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4.8 Slabe simulacije i bisimulacije

Neka je dat automat A = (4, X, 64,04, 74). Za svako u € X* definisimo podskupove o' i 7
od A na sledeci nacin:

ot = oo s, A =540, (4.67)

~ —
Stavise, za svako a € A, desni jezik L a(a) i levi jezik ZA(a) u odnosu na stanje a su jezici
definisani sa

— —

Laa)={ueX*|aet?}, Lula)={ucX |acoll (4.68)
Drugim re¢ima, desni jezik od a je jezik raspoznat automatom dobijenim iz A, tako §to je o4

zamenjeno sa {a}, a levi jezik od a je jezik raspoznat automatom dobijenim iz A tako sto je 74
zamenjeno sa {a}. Kada je jasno iz konteksta da se radi o jezicima automata A, izostaviéemo

indeks A i pisati samo f(a) i <Z(a).
Neka su A = (A, 54,04, 74) i B= (B,6%,0%,78) automati i ¢ C A x B neprazna relacija.
Relaciju ¢ zovemo slaba direktna simulacija iz A u B ako vazi da je
o lor? C 7P zasvakou € X*, (4.69)

ot CoBoypt (4.70)
takode ¢ nazivamo slaba povratna simulacija iz A u B ako

oo CoP zasvakou € X*, (4.71)
™ Cyporh. (4.72)
Dalje, ¢ je slaba direktna bisimulacija ako su ¢ i ¢~! slabe direktne simulacije, tj. ukoliko
zadovoljavaju uslove (7?), (7?) i
porB C 1A zasvako u € X*, (4.73)
oB Cotog. (4.74)
Slicno, ¢ je slaba povratna bisimulacija ako su obe relacije ¢ i =1 slabe povratna simulacije,
tj. ako zadovoljavaju relacije (7?), (??) i
oBop Co zasvako u € X*, (4.75)
B C o tord (4.76)

Jednostavnosti radi, ¢ ¢emo zvati slaba simulacija ako je ona slaba direktna ili slaba povratna
simulacija i slaba bisimulacija ako je ona slaba direktna ili slaba povratna bisimulacija.

Lema 4.8.1. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B = (B,6%,08,78) automati i ¢ C A x B
relacija. Tada vazZe sledeca tvrdenja

(a) Ako je ¢ slaba simulacija, onda je L(A) C L(B).

(b) Ako je ¢ slaba bisimulacija, onda je L(A) = L(B).

(c) Ako je ¢ direktna (povratna) simulacija, onda je ona i slaba direktna (povratna) simu-
lacija.
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Dokaz. (a) Neka je ¢ slabe direktna simulacija. Tada za svako u € X* imamo da je

A_SA__A_ A __A B, —1__A B__B_ _B_<B
ctod ort =001, Co”op o1, Co”or) =006, 0T

B
i na osnovu (??) dobijamo da je L(.A) C L(B). Sli¢no, ako je ¢ slaba povratna simulacija, onda
je L(A) C L(B).
(b) Ovaj deo dokaza direktno sledi iz (a).
(c) Neka je ¢ direktna simulacija. Koriséenjem Leme 77, uslova (??) i 7?7 imamo da je
@‘107;4:@_105;?07"4 CoPoptortcbor? =1P.

Na slican na¢in dokazujemo iskaz vezan za povratne simulacije. [J

Lema 4.8.2. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B= (B, 6%,08,78) automati. Relacija p C A x B
je slaba povratna bisimulacija iz A u B ako i samo ako je ona slaba direkina bisimulacija iz A

u B.

Dokaz. Dokaza¢emo tvrdenje za slucaj slabih simulacija, odakle direktno sledi tvrdenje teo-
reme. Na osnovu svojstava relacija (?7) i (??) imamo

4 0dd0p CaPodf = (g odloot) T C (BFoo) = odloot C 8B oo,
sto je i trebalo dokazati. [

Prema prethodnoj lemi, za svaki iskaz validan za nedeterministicke automate, a odnosi se
na slabe direktne bisimulacije, postoji odogovarajuci iskaz za slabe povratne bisimulacije. 1z
tog razloga, u nastavku ¢emo razmatrati samo slabe direktne bisimulacije.

Sledece tvrdenje se lako moze pokazati.

Lema 4.8.3. Kompozicija dve slabe direktne simulacije (bisimulacije) i unija proizvoljne famil-
ige slabih direktnih simulacija (bisimulacija) je takode slaba direktna simulacija (bisimulacija).

Slede¢om teoremom dokazujemo fundamentalni rezultat vezan za slabe direktne simulacije
i bisimulacije.

Teorema 4.8.4. Neka su A = (A,6%,04,74) i B= (B,6%,0%,78) automati takvi da postoji
najmanje jedna slaba direktna simulacija iz A u B.
Tada postoji najveéa slaba direktna simulacija A iz A u B definisa sa

(a,b) €N & Vue X (acTd = berh), (4.77)

za svakoa € Aibe B.

Dokaz. Neka je ¢ proizvoljna slaba direktna simulacija iz A u B i (a,b) € ¢. Za proizvoljno
u € X*, ako je a € 72t onda je b € o~ o7 C 78, Na ovaj nac¢in smo dokazali da je (a,b) € ),
odakle zaklju¢ujemo da je svaka slaba direktna simulacija iz A u B sadrzana u .

Takode, ako je ¢ proizvoljna slaba direktna simulacija iz A u B, onda je 04 C 6B 0o p=! C
oB o \71. Takode, ako je b € A™' o 72, onda postoji a € 7 takvo da je (b,a) € A7, pa na
osnovu (??) dobijamo da je b € 72. Zato je A"t o 721 C 78, ¢ime smo dokazali da je A slaba
direktna simulacija iz A u B. Sada je jasno da je A najveca slaba direktna simulacija iz A u B.
O
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Posledica 4.8.5. Neka su dati automati A = (A, 64,04, 74) i B = (B,6%,08 7P) takvi da
postoji bar jedna slaba direktna simulacija iz A u B i neka je X najveca slaba direktna simulacija
iz A u B. Tada je _ _

(a,b) e X & L(a)C L(b), (4.78)
za svako a € A i b€ B.

ﬂ
Dokaz.  Ovo je direktna posledica relacije (??) i ¢injenice da je u € L (a) ako i samo ako je
acrt O

Teorema 4.8.6. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B= (B,6%,0%,78) automati takvi da postoji
bar jedna slaba direktna bisimulacija iz A u B.
Tada postoji najveéa slaba direktna bisimulacija i iz A u B definisana sa

(a,b)ep & Vue X (actt & berh), (4.79)

za svako a € A 1 b € B. Takode je najveca slaba direktna bisimulacija p i parcijalna uniforma
relacija.

Dokaz. Ova teorema se moze dokazati na isti nac¢in kao i Teorema 77. O

Posledica 4.8.7. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B= (B,0%,08,77) automati takvi da postoji
bar jedna slaba direktna bisimulacija iz A u B i neka je p najveca slaba direktna bisimulacija
iz A u B. Tada je _ _

(a,b) e p < L(a)= L(b), (4.80)
za svakoa € Aibe B.

Dokaz. Ova posledica se dokazuje na slican nacin kao i Posledica ?7?7. [

Neka je A = (A, 64,04, 74) proizvoljni automat. Slabu direktnu bisimulaciju iz skupa A na
samog sebe nazvacemo slaba direktna bisimulacija na A (analogno definisemo slabu povratnu
bisimulaciju na A). Familija svih slabih direktnih bisimulacija na A je neprazna (sadrzi relaciju
jednakosti), pa prema Teoremi ??, postoji najveta slaba direktna bisimulacija na A, koja
se definise sa (??7), pri ¢emu se lako moze dokazati da je ona ekvivalencija. Slabu direktnu
bisimulaciju na A koja je ekvivalencija nazva¢emo slaba direktna bisimulaciona ekvivalencija
(analogno definisemo slabu povratnu bisimulacionu ekvivalenciju). Skup svih slabih direktnih
bisimulacionih ekvivalencija na A oznaciéemo sa EVP(A).

Primetimo da je uslov (??) zadovoljen kada je A = B i ¢ refleksivna relacija, pa je onda
takode zadovoljen kada je A = B i ¢ ekvivalencija. Zato je ekvivalencija E na A slaba direktna
bisimulacija na A4 ako i samo ako je

Eorlt C 1, zasvakou e X*, (4.81)
ili ekvivalentno

Eort =714 zasvakou € X*. (4.82)
Analogno, ekvivalencija F na A je slaba povratna bisimulacija na A ako i samo ako je

oo E C o, zasvakou € X*, (4.83)
ili ekvivalentno

oo E =0 zasvakou € X*. (4.84)

Sledeca teorema se moze dokazati na isti na¢in kao i Teorema 77.
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Teorema 4.8.8. Neka je A = (A, 64,04, 74) automat. Skup EV¥P(A) svih slabih direktnih
bisimulacionih ekvivalencija na A ¢ini kompletnu mrezu. Ova mreza je kompletna podpolumreza
u odnosu na uniju, mreze E(A) svih ekvivalencija na A.

4.9 Uniformne slabe direktne bisimulacije

Teorema 4.9.1. Neka su A = (A, 64,04, 74) i B= (B, 5", 08,7P) dati automatii p C Ax B
uniformna relacija. Tada je ¢ slaba direktna bisimulacija ako i samo ako vazZe sledeci uslovi:

clop=0B0¢p oy, clopopt=0Boyp (4.85)
o lord =18 2 svako u € X*, A =porB  za svako u € X*. (4.86)

Dokaz. Neka je ¢ slaba direktna bisimulacija. Na osnovu (??) i (??) imamo da je
dlopCaloplopCotopoplop=0og,

i zato 0 0 o = 0P 0 ™! 0 . Na slican nac¢in dokazujemo da je cZ o™ =04 oo™t
Dalje, na osnovu refleksivnosti relacije =t o ¢, za svako v € X* imamo da je

B —1 B -1 __A
T, S opoTr, Sy oT,,
pa na osnovu ove inkluzije i (??) dobijamo da je 72 = ! o 72, Sliéno dokazujemo da je
7';4 =¢porth.

Obrnuto, neka vaze (??) i (??). Jasno je da iz (??) slede (??7) i (??). Takode, na osnovu

refleksivnosti ¢ o ™! i =1 0 dobijamo

oA Cotopopt=0Bop B CaBoplop=0coy,

odakle vaze (??) 1 (??). Zaklju¢ujemo da je ¢ slaba direktna bisimulacija. O

Lema 4.9.2. Neka je dat automat A = (A, 04,04, 74), ekvivalencija E na A i faktor automat
A/E = (AJE, 648 oAE 7A/E) qutomata A u odnosu na ekvivalenciju E. Ako je E slaba
direktna bisimulaciona ekvivalencija, onda je

E, € TAIE

u

& aerh (4.87)

za svako u e X* 1a € A.

Dokaz. Tvrdenje ¢emo dokazati indukcijom po duzini reci u.
Prema (?7?) i hipoteze leme, tvrdenje je ta¢no ako je u prazna re¢. Pretpostavimo da je
tvrdenje tacno za neku re¢ u i neka je x € X i a € A. Tada imamo da je

E, € TAE = §4F o 1 AP o (3d' € A) ((Ey, Ey) € 6F N Ey € 7MF)

& (Fd €A ((a,d)eEocd?oE N decth)

& a€FEofloEor!=FEodtor?=Fori =14,

Dakle, tvrdenje je tacno za svako u € X*ia € A. [J
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Neka su A = (A,04,04,74) i B = (B,6%,0%,78) autommati i ¢ : A — B bijektivno
preslikavanje. Ako ¢ zadovoljava

A

aco? & ¢la) co?, zasvakoa € A, (4.88)

actd & ¢la)erl,  zasvakou € X*anda € A, (4.89)

onda ¢emo preslikavanje ¢ nazvati slabi direktni izomorfizam izmedu A i B. Sli¢no, ako ¢ zado-
voljava

a€o? o éa) €ob za svako u € X" ia € A, (4.90)

u
A B

aet® & ¢a) €7, za svako a € A, (4.91)

onda ¢emo preslikavanje ¢ zvati slabi povratni izomorfizam izmedu A i B.

Teorema 4.9.3. Neka su A = (A,04,04,74) i B = (B,6%,0%,7P) automati i ¢ C A x B
uniformna relacija. Tada je ¢ slaba direktna bisimulacija ako @ samo ako su sledecéi uslovi
zadvoljeni:

(i) EY je slabe direktna bisimulaciona ekvivlencija na A;
(i) Ef je slaba direktna bisimulacija ekvivalencija na B;
(iii) @ je slabi direktni izomorfizam faktor automata A/E% i B/EY,.
Dokaz.  Radi jednostavnijeg zapisa stavljamo da je EY = E i Ef = F. Takode, neka je
f € FD(p) proizvoljni funkcionalni deskriptor relacije ¢.
Neka je ¢ slaba direktna bisimulacija. Kako je E = pop™ti F = ¢~ o, to su ove relacije
direktne bisimulacione ekvivalencije, na osnovu Leme 77.
Dalje, za proizvoljno a € A imamo da je
E,c0Mf o aco?oE=0%ypop =00yt & (3beB)(bea? A (a,b) € p)
& (FeB)(beo? A (fla),b)€F) & fla) €oPoF & Fju €d?F,

a za proizvoljno u € X* i a € A, na osnovu Leme 7?7 dobijamo da je

E, e tME

u

s acti=por? & (beB) ((a,b)cp A beTP)
& (eB) ((fla),b)eF NbeTP) & fla)e ForP =1 & F, e/t

u

Dakle, dokazali smo da je ¢ : E, — Fy(q) slabi direktni izomorfizam izmedu automata A/E7 i
B/E3,.
Obrnuto, neka vazi (i), (ii) i (iii). Za proizvoljno a € A imamo da je

acolopopl=00FE & E, e o @E,) et o Ff(a)GUB/F

& fla)eoPoF & (FbeB)(bea® A (b, fla) € F)
& (3eB)(bed® A (a,b)ep) & acaop™,

tejecdopopt=0Pop! odakle sledi 0 o p =04 0poptop=0cP0¢p oy Takode,
za proizvoljno u € X* i a € A imamo da je

& E, et o §(E,) et o Fyuerh/F

& fla)etP=ForP o (3be B) ((fla),b) € F AN bed®?)
& (3beB) ((a,b)cp ANbed?) & acpor?.

acrl
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Zakljuéujemo da je 74 = po 7P odakle sledi ¢ o7 = o toporP = ForP = 7B, Konacno,
na osnovu Teoreme 7?7 ¢ je slaba direktna bisimulacija. [J

Teorema 4.9.4. Neka su A = (A,04,04,74) i B = (B,0%,0%,78) automati, a E i F slabe
direktne bisimulacione ekvivalencije na A i B.

Tada postoji uniformna slaba direktna bisimulacija ¢ C AX B takva da je EY = E i Ef, = F
ako 1 samo ako postoji slabi direktni izomorfizam izmedu faktor automata A/E i B/F.

Dokaz. Ova teorema se dokazuje na isti nacin kao i Teorema ?7. [

Teorema 4.9.5. Neka je A = (A,04,04,74) automat, E slaba direktna bisimulaciona ekviva-
lencija na A i F ekvivalencija na A takva da je E C F.

Tada je F' slaba direktna bisimulacion ekvivalencija na A ako i samo ako je F/E slaba
direktna bisimulaciona ekvivalencija na A/ E.

Posledica 4.9.6. Neka je dat automat A = (A, 64,04, 74) i slabe direktne bisimulacione ekvi-
valencije E i F na A, takve da je E C F.

Tada je F najveéa slaba direktna bisimulaciona ekvivalencija na A ako i samo ako je F/E
najveca slaba direktna bisimulaciona ekvivalencija na A/E.

Neka je dat automat A = (4,54, 04,74) i neka je Ay = {02 | u € X*}, za koji definisemo
0N Ay x X — Ay i 745 C Ay sa

04 (03} w) = o, (4.92)
otem™ o glort=1 & odnrt £, (4.93)

u

za svako u € X* i x € X. Tada je Ay = (Ay, 0%, 02, 74%) deterministicki automat koji je
jezicki ekvivalentan sa A, tj. L(Ax) = L(A) i naziva se Nerodov automat automata A.
~ Takode, neka je Ay = {7;' | v € X*} skup stanja za koji definisemo funkciju prelaza
04V Ay x X — Ay i skup zavrsnih stanja 74¥ C Ay sa
o (r x) =T (4.94)

Tu’

e o clord=1 & Nt £, (4.95)

za svako u € X*ix € X. Tada je Ay = (Ay, 6AN, A, TAN) deterministicki automat izomorfan

Nerodovom automatu reverzibilnog automata A od A, pa se naziva reverzibilni Nerodov automat
od A.

Sledeéa teorema daje karakterizaciju uniformnih slabih direktnih bisimulacije u smislu reverzi-
bilnog Nerodovog automata. Primetimo da analogna teorema data u terminima Nerodovog
automata, karakteriSse uniformne slabe povratne bisimulacije.

Teorema 4.9.7. Neka su A = (A,64,04,74) i B = (B,6%,068,78) automati i ¢ C A x B
uniformna relacija.

Tada je ¢ slaba direktna bisimulacija iz A w B ako i samo ako su zadovoljeni uslovi (77) i
(7?), i funkcije

A p o 75 porh, (4.96)

moraju biti medusobno inverzni izomorfizni izmedu reverzibilnih Nerodovih automata Ay i By,
za svako u € X*.
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Dokaz.  Posmatrajmo funkcije @ : Ay — P(B) iV : By — P(A) date sa &(72) = p~LorAi
U(1P) = porP zasvakiue X*.

Neka je ¢ slaba direktna bisimulacija iz A u B. Po definiciji imamo da ove funkcije zadovo-
ljavaju (??) i (?7). Na osnovu Teoreme ?7, za svako u € X* imamo da je ®(72) = 78 € By i
U(rB) = 74 € Ay, §to znaci da ® slika Ay u By i VU slika By u Ay. Prema istoj teoremi, za
svako u € X* imamo da je U(®(71)) = poplord =781 d(V(rP)) =ploporl =78 pa
su zato ® i ¥ medusobno inverzne bijekcije iz Ay u By i obrnuto.

Jasno da vazi ®(74) = 78 i U(78) = 74. Dalje, za proizvoljne z € X i v € X* imamo da je

@(5AN(T{L4, x)) = CD(TA) = 7B = BV (1B 1) = 6B (d(rH), ).

Tru Tru u

Po Teoremi ??, za svako u € X* imamo da je 04 o7t =cdogpoplord =cPoplord =

oBo Tf, pa je zato

A

T, e o o4

Borb -1 o P erPv o &(F) erty.

otd=1 s o
Na ovaj nacin smo dokazali da je ® izomorfizam iz Ax u By. Slicno dokazujemo da je W
izomorfizam iz By u Ay. ) )

Obrnuto, neka vazi (?7) i (??) i neka su ® i ¥ medusobno inverzni izomorfizmi iz Ay u By
iiz By u Ay, redom. Kako su 74 i 77 jedinstvena inicijalna stanja automata Ay i By, imamo
da je ®(74) = 78, te je zato o L o7 = 78 i p o 78 = 74, Pretpostavimo da je ®(72) = 7.2, za
neko u € X* i neka je x € X. Tada je

() = (6 (g}, 2)) = 87 (@ (7)), 2) = 08 (), w) = 71,

Tu u

Sada, indukcijom po duzini re¢i u dobijamo da je ®(7}) = 78 i U(7B) = 7, za svako u € X*,

odakle sledi jednakost (??7). Konaé¢no, na osnovu Teoreme 7?7 dobijamo da je ¢ slaba direktna
bisimulacija. [

4.10 Slabo direktno bisimulaciono ekvivalentni automati

Neka su A = (A4,04,04,74) i B = (B,6",07,7P) dati automati. Ako postoji kompletna i
sirjektivna slaba direktna bisimulacija iz A u B, onda kazemo da su A i B slabo direktno bisim-
ulaciono ekvivalentni, ili kra¢e WFB-ekvivalentni i pisSemo A ~y pp B. Primetimo da svojstva
kompletnosti i sirjektivnosti direktnih bisimulacija znace da je svako stanje iz A ekvivalentno
nekom stanju u B i obrnuto. Za proizvoljne automate A, B i C imamo da je

A ~wep A, A~wpp B = B~wrp A; (A ~wre BAB ~wrp C) = A~yppC.
(4.97)
Sliéno, kazemo da su A i B slabo povratno bisimulaciono ekvivalentni ili kra¢e WBB-ekvivalentni,
i pisemo A ~y g B, ako postoji kompletna i sirjektivna slaba povratna bisimulacija iz A u B.
Sledeca tvrdenja se na slican nacin pokazuju kao i odgovaraju¢a tvrdenja Teorema 77 i
Posledica 77, za FB-ekvivalentne automate.

Teorema 4.10.1. Neka su A = (A,04,0%,74) i B = (B, 62,05, 78) dati automati i neka su
E i F najvece slabe direktne bisimulacione ekvivalencije na A i B.

Tada su A i B WFB-ekvivalentni ako i samo ako postoji slabi direktni izomorfizam izmedu
faktor automata A/E i B/F.
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Posledica 4.10.2. Neka je A automat, E najveca slaba direktna bisimulaciona ekvivalencija
na A i WFB(A) klasa svih automata koji su WFB-ekvivalentni sa A.

Tada je A/E minimal automat uw WFB(A). Stavise, ako je B bilo koji minimalni automat
u WEFB(A), onda postoji slabi direktni izomorfizam izmedu A/E i B.



Glava 5

Prilog

U disertaciji su koriséeni razni programi za verifikaciju hipoteza i proveravanje rezultata. Pomoéni
programi su razvijani u programskom paketu MATHEMATICA i u programskom jeziku Java
(nalazenje energija grafa i PST, dijametra, komponenata povazanosti, klike, optimalnog bojenja
grafa, itd).

5.1 MATHEMATICA kod za izracunanje i crtanje funkcije
F(t) = exp(—1At)

(* Calculating the exponential function $F(t)$ *)
Options[createF] = {WorkingPrecision -> $MachinePrecision};
createF[HG_, t_, ops___] := Module[{wrprec, la, u, F, vec, proj},
{wrprec} = {WorkingPrecision} /. {ops} /. Options[createF];
Block [{$MinPrecision = wrprecl,
{la, u} = Eigensystem[N[HG, wrprecl];
u = LinearAlgebra‘Orthogonalization‘GramSchmidt [u];
proj = Table[vec = u[[i]l];

Table[vec[[jllvec[[k]], {j, 1, Length[ul}, {k, 1, Length[ul}], {1,
1, Length[ul}];
F =
Expand [Plus @@
Table[Exp[I t lal[i]l]lproj[[il], {i, 1, Length[ul}1];

1
Return[F];
1;

(* Calculating the exponential function $F(t)$ between the vertices
u and v *)
Options[FF] = {WorkingPrecision -> $MachinePrecision}; FF[HG_,
t_, u_, v_, ops___] := Module[{},
Return[createF[HG, t, ops, Sequence @@ Options[F]][[u + 1, v + 1]]1];
1;

(* Visualization of the exponential function $F(t)$ between the
vertices u and v *)

Plot[Abs[f], {t, O, 10}, AxesOrigin -> {0, 0}]
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5.2 MATHEMATICA kod za racunanje energija ICG-
ova

(* Ramanujan’s function *)
cli_,n_]:=MoebiusMul[n/GCD[i,n]]*(EulerPhi[n] /EulerPhi[n/GCD[i,n]]);

(* Calculating the energy of ICG *)
ICG [n_,Divs_]:=Modulel[
{i,j,L,energy,lambda},
energy=0;
L={};
For[i=1,i<=n,i++,
lambda=0;
For[j=1,j<=Length[Divs], j++,
lambda+=c[i,n/Divs[[j]1]];
1;
energy+=Abs[lambdal;
L=AppendTo[L,lambda] ;
1;
Print[energy," ",Mod[energy,4]];
Return([L];
1;

(* Generating all subsets *)
n=2x3%5;
Divs=Divisors[n];
S=Subsets[Divisors[n]];
A={};
For[i=1,i<=Length[S],i++,
d=n;
y=0;
For[j=1,j<=Length[S[[i]1],j++,
d=GCD[d,s[[i,311];
If [n==S[[i,jl],y=1]1;
1;
If [d==1&&y==0,
Print[S[[i]11];
Print [ICG[n,S[[i]11]1];
1;
1;

(* Calculating distance matrix i distance energy *)
DICG[n_, Divs_] := Modulel[

{A, i, j, k, ZZ, DE, EE},

A= {};

For[i =1, i <= n, i++,

AA = {3}

For[j = 1, j <= n, j++,
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ok = 0;
For[k = 1, k <= Length[Divs], k++,
If[GCD[Abs[i - j], n] == Divs[[k]l],

ok = 1;
Break[];
1;
1;
If[ok == 1, AA = AppendTo[AA, 1], AA = AppendTo[AA, 0]];
1;
A = AppendTo[A, AA];
1;
ZZ = Eigenvalues[A];
EE = 0;

For[i =1, i <= n, i++,
EE = EE + Abs[ZZ[[1]11];
1;

(* FloydWarshall algorithm *)
DD = A;
For[k = 1, k <= n, k++,
For[i = 1, i <= n, i++,
If[DD[[i, k1] > O,
For[j = 1, j <= n, j++,
If[DD[[k, jl11 > O,
If[i != 3,

If[OD[[i, j1] == 0 ||
DD[[i, j11 > DD[[i, k]] + DD[[k, jlI,
DD[[i, j11 = DD[[i, k11 + DD[[k, j11;

1
1;
1;
1;
1;
1
1;

ZZ = Eigenvalues[DD];
DE 0;

For[i =1, i <= n, i++,

o
™
I
O |

E + Abs[ZZ[[i]]];
1;
Print[Divs, " ", EE, " ", DE];
1;

5.3 MATHEMATICA kod za generisanje ICG-ova sa PST

(* Calculating the eigenvalues of ICG_v(DD) *) Eigens[n_, DD_] :=
Module[{L, i, 1, ev, t, cc, m, c},
m = Length[DD];
For[i =1, i <=m, i++, c[i] = 1];
L = Table[0, {n}];
For[l =1, 1 <= n, 1++,
ev = 0;
For[i =1, 1 <= m, i++,
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t = n/(OD[[i]]1*GCD[n/DD[[i]1], 1 - 11);

cc = MoebiusMu[t]*EulerPhi[n/DD[[i]]]/EulerPhilt];
(*If[1 == 3, Print[ccl];*)

ev = ev + cl[il*cc;

1;

L[L[1]1] = ev;

1;
Return[L];
1;

(* Checking if ICG_n(DD) have PST *)

Chln_, DD_] := Modulel[{L, L1},
L = Eigens[n, DD];
L1 = Table[L[[i + 1]] - L[[i]], {i, Length([L] - 1}];
(*Print [IntegerExponent [#, 2] & /@ L1];

Print[Table[1, {Length[L] - 1}]*IntegerExponent[L1[[1]], 2]1;%*)
Return[

IntegerExponent [#, 2] & /@ L1 ==

Table[1, {Length[L] - 1}]*IntegerExponent[L1[[1]], 2]];
1;

(* List of all ICG having PST up to 100 vertices *)
Module[{DD, SS, n, i, count},
count = Table[{i, 0}, {i, 1, 100}]1;
For [n = 2, n <= 100, n++,
DD = Divisors[n] // Dropl#, -1] &;
If [Length[DD] > 18, Print["Skipping ", nl,
SS = Subsets[DD];
For [i = 2, i <= Length[SS], i++,
If [GCD @@ (8S[[i]]"Join"{n}) == 1,
If [Ch[n, SS[[il]],
count [[n, 2]]++;
Print[n, " ", SS[[ill];

1
1;
1
Print["Za ", n, "= ima svega ", count[[n, 2]]1];
1;
1;
count // TableForm

]
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5.4 Java kod za nalazenje nekih parametara grafa

//testing the connectivity of a graph
public class Connected {

private int n;

private int [I[] a;

private int [] mark;

private int components;
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public Connected (int n, int [1[] a)
{

this.n = n;
this.a = a;
mark = new int [n];
}
private void DFS (int i)
{
mark [i] = components;
for (int j = 1; j <= a [i1[0]; j++)
{
if (mark [a [i][j]] == O)
DFS (a [i]1[j1);
¥
}
public void run QO
{
for (int i = 0; i < n; i++)
mark [i] = 0;
components = 0;
for (int i = 0; 1 < n; i++)
{
if (mark [i] == 0)
{
components++;
DFS (i);
}
}
¥
public int [] solution()
{
return mark;
}
public int connected ()
{
return components;
}

// calculating the diameter of a graph
import java.util.Vector;
public class Diameter {

private int n;

private int [J[] a;

private int diameter;

public Diameter(int n, int [J[] a)
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this.n = n;
this.a = a;

public void run (O

diameter = O;

0 c

new int [n];

Vector<Integer> queue = new Vector<Integer>();

(int start = 0; start < n; start++)

queue.clear();

for (int i = 0; i < n; i++)
c [i] = 0;

queue.add(start) ;

c [start] = 1;

while (queue.size() > 0)

{
int i = queue.get(0);
queue .remove (0) ;
for (int j = 1; j <= a [1]1[0]; j++)
{
if (¢ [a [i1[j1] == 0)
{
queue.add(a [i][j1);
c [a [i1[j1] = ¢ [i] + 1;
}
}
}

for (int i = 0; i < n; i++)
if (c [i] > diameter)
diameter = ¢ [i];

public int diameter()

return diameter - 1;
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{

3

{
int
for
{
}

}

{

}

}

// finding clique

import java.util.Vector;

public class Clique {

private
private
private
private
private

int n;

int (10 a;

int cliqueNumber;
Vector<Integer> solution;
long startTime;

public Clique(int n, int [1[] a)

{
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this.n = n;

this.a a;

solution = new Vector<Integer>();
cliqueNumber = 0;

3

private void find (Vector<Integer> clique, Vector<Integer> nSet, Vector<Integer> dSet)

{
if (System.currentTimeMillis() - startTime > 30000)

return;
if (nSet.size() == 0)
{
if (clique.size() > cliqueNumber)
{
solution.clear();
for (int i = 0; i < clique.size(); i++)
solution.add(clique.get(i));
cliqueNumber = solution.size();
}
}
else
{

int v = nSet.get(0);
nSet.remove(0);

Vector<Integer> cliqueNew = new Vector<Integer>();
for (int i = 0; i < clique.size(); i++)
cliqueNew.add(clique.get(i));
cliqueNew.add(v);
Vector<Integer> nSetNew = new Vector<Integer>();
for (int 1 = 1; i <= a [v][0]; i++)
if (nSet.contains(a [v][i]))
nSetNew.add(a [v][i]);
Vector<Integer> dSetNew = new Vector<Integer>();
for (int i = 1; i <= a [v][0]; i++)
if (dSet.contains(a [v][il))
dSetNew.add(a [v][il]);
find(cliqueNew, nSetNew, dSetNew);

dSet.add(v);
Vector<Integer> nodes = new Vector<Integer>();
for (int i = 0; i < nSet.size(); i++)

{
boolean exist = false;
for (int j = 1; j <= a [v][0]; j++)
if (a [v]l[j] == nSet.get(i))
{
exist = true;
break;
}
if (exist == false)
nodes.add(nSet.get(i));
}
while (nodes.size() > 0)
{

int u = nSet.get(0);
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nSet.remove(0);
int index = nodes.indexO0f (u);
if (index >= 0)

nodes.remove (index) ;

cliqueNew.clear();
for (int i = 0; i < clique.size(); i++)
cliqueNew.add(clique.get(i));
cliqueNew.add(u);
nSetNew.clear();
for (int 1 = 1; i <= a [u][0]; i++)
if (nSet.contains(a [u][i]))
nSetNew.add(a [ul [i]);
dSetNew.clear();
for (int 1 = 1; i <= a [u][0]; i++)
if (dSet.contains(a [u]l [i]))
dSetNew.add(a [u] [i]);
find(cliqueNew, nSetNew, dSetNew) ;
dSet.add(u);

@SuppressWarnings ("unchecked")
public boolean run ()

{

startTime = System.currentTimeMillis();
boolean completeGraph = true;
for (int i = 0; 1 < n; i++)
for (int j = 0; j < n; j++)
if (a [i]1[0] < n - 1)

{
completeGraph = false;
break;
}
if (completeGraph == true)
{
cliqueNumber = n;
for (int i = 0; 1 < n; i++)
solution.add(i);
return true;
}

Vector<Integer> clique = new Vector<Integer>();
Vector<Integer> nSet = new Vector<Integer>();
Vector<Integer> dSet = new Vector<Integer>();
for (int i = 0; i < n; i++)
{

clique.clear();

nSet.clear();

dSet.clear();

clique.add(i);

for (int j = 1; j <= a [i][0]; j++)

nSet.add(a [i][j1);
find (clique, nSet, dSet);

if (System.currentTimeMillis() - startTime > 30000)
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return false;

}

return true;
}
public int cliqueNumber ()
{

return cliqueNumber;
}
public Vector<Integer> solution()
{

return solution;
}

}
// finding chromatic number
import java.util.Vector;

public class Chromatic {
private int n;
private int [1[] a;
private int chromaticNumber;
private int [] solution;
private int [] currentColor;
private long startTime;
private int limit;

public Chromatic(int n, int [J[] a, int limit)

{
this.n = n;
this.a = a;
this.solution = new int [n];
this.limit = limit;
}
private int maxDSatur()
{
int node = -1;
int max = -1;

int [] mark = new int [n + 1];
for (int 1 = 0; i < n; i++)

if (currentColor [i] == 0)
{
for (int j = 0; j < n + 1; j++)
mark [j] = 0;
int degree = 0;
for (int k = 1; k <= a [i][0]; k++)

{
int j = a [1]1[k];
if (currentColor [j] !'= 0)
{
mark [currentColor [j1]++;
if (mark [currentColor [j1] == 1)
degree++;
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3
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}
}
if ((degree > max) || ((degree == max) && (a [i][0] > a [node][0])))
{
node = i;
max = degree;
}

}

return node;

@SuppressWarnings ("unchecked")
public boolean run ()

{

boolean completeGraph = true;
for (int i = 0; i < n; i++)
for (int j = 0; j < n; j++)
if (a [1]1[0] < n - 1)

{
completeGraph = false;
break;
}
if (completeGraph == true)
{
chromaticNumber = n;
for (int i = 0; i < mn; i++)
solution [i] = 1 + 1;
return true;
}

int start = O;
chromaticNumber = n + 1;
currentColor = new int [n];
int [] diffColors = new int [n];
for (dnt i = 0; i < n; i++)
currentColor [i] = 0;
int [] p = new int [n];
for (int 1 = 0; i < n; i++)
p [i] = i;

Vector<Integer> [] freeColor = new Vector [n];
for (int i = 0; i < n; i++)
freeColor [i] = new Vector<Integer>();

int node = 0;

Vector<Integer> nodeColors = new Vector<Integer>();
nodeColors.add(1);

freeColor [node].add(1);

boolean mark [] = new boolean [n + 1];

startTime = System.currentTimeMillis();

while ((start >= 0) && (chromaticNumber > limit))
{
if (System.currentTimeMillis() - startTime > 30000)
return false;
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boolean backtrack = false;

for (int i = start; i < mn; i++)
{
if (i > start)
{
node = maxDSatur();
p [i]l = node;
nodeColors.clear();
for (int j = 0; j < n + 1; j++)
mark [j] = true;
for (int k = 1; k <= a [node] [0]; k++)
mark [currentColor [a [node] [k]]] = false;
for (int j = 1; j < chromaticNumber; j++)
if (mark [j] == true)
nodeColors.add(j);
}
if (nodeColors.size() > 0)
{
int newColor = nodeColors.get(0);
currentColor [node] = newColor;
nodeColors.remove(0);
freeColor [node].clear();
for (int j = 0; j < nodeColors.size(); j++)
freeColor [node].add(nodeColors.get(j));
if (i == 0)
diffColors [i] = newColor;
else
diffColors [i] = Math.max(newColor, diffColors [i - 1]);
}
else
{
/* backtrack one position */
start =i - 1;
backtrack = true;
break;
}
}
if (backtrack == true)
{
if (start >= 0)
{
node = p [start];
currentColor [node] = 0;
nodeColors = (Vector<Integer>)freeColor [node].clone();
}
}
else
{
for (int i = 0; 1 < n; i++)
solution [i] = currentColor [i];
chromaticNumber = diffColors [n - 1];
for (int i = 0; i < mn; i++)
if (solution [p [i]] == chromaticNumber)
{

start =i - 1;
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break;
¥
if (start < 0)
break;
for (int i = start; i < n; i++)
currentColor [p [i]] = O;
for (int i = 0; i <= start; i++)
{
node = p [i];
for (int j = 0; j < freeColor[node]
if (freeColor [nodel.get (j) >=
{
freeColor [node].remove(j);
j==s
}
¥
node = p [start];
nodeColors = (Vector<Integer>)freeColor
}
}
return true;
}
public int chromaticNumber ()
{
return chromaticNumber;
}
public int [] solution ()
{
return solution;
}

}
//Graph visualisation

import java.awt.*; import java.util.Vector; import
javax.swing.JPanel;

public class CayleyGraph extends JPanel {

.size(); j++)
chromaticNumber)

[node] .clone();
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private Color [] colors = {Color.BLUE, Color.RED, Color.YELLOW, Color.GREEN};

private static final long serialVersionUID = 1L;
private int n;

private Vector<Integer> divisors;

private Vector<Integer>[] adjList;

private Vector<Integer>[] edgeColor;

private int [] x;

private int [] y;

private int [] xx;

private int [] yy;

private int centerx, centery, r;

public CayleyGraph ()
{
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}

this.setBackground (Color.WHITE);

@SuppressWarnings ("unchecked")
public void setGraph(int n, Vector<Integer> divisors)

{

3

this.n = n;
this.divisors = divisors;
adjList = new Vector [n];
for (int i = 0; i < n; i++)
adjList [i] = new Vector<Integer>();
edgeColor = new Vector [n];
for (int i = 0; 1 < n; i++)
edgeColor [i] = new Vector<Integer>();

public void makeGraph ()

{

}

for (int i = 0; i < n; i++)
for (int j = 0; j < mn; j++)

if ((1 > j) &% (divisors.contains(Number.gcd (i - j, n)) == true))

{
adjList [i].add(j);
adjList [j].add(i);
int tmp = divisors.index0f (Number.gcd (i - j, n));
edgeColor [i].add(tmp);
edgeColor [j].add(tmp);

}
x = new int [n];
y = new int [n];

xx = new int [n];
yy = new int [n];
centerx = getSize().width / 2;
centery = getSize() .height / 2;

r = Math.min(centerx, centery) - (int) (0.05 * getSize() .width);

double phi = (2 * Math.PI) / n;

for (int 1 = 0; i < n; i++)

{
x [i] = centerx + (int) (r * Math.sin(phi * i));
y [i] = centery + (int)(r * Math.cos(phi * i));

xx [i] = centerx + (int)(r * 1.05 * Math.sin(phi * i));
yy [i] centery + (int)(r * 1.05 * Math.cos(phi * i));

public int [1[] getAdjList()

{

int [J[] toReturn = new int [n][n + 1];
for (int i = 0; i < n; i++)

{
for (int j = 0; j < adjList [i].size(); j++)
toReturn [i][j + 1] = adjList [i].get(j);
toReturn [i] [0] = adjList [i].size();
}

return toReturn;
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public void paintComponent (Graphics graphics)

{

Graphics2D g = (Graphics2D)graphics;
super .paintComponent (g) ;
g.setFont (new Font("Arial", Font.BOLD, 12));

g.setColor(Color.BLACK) ;
g.drawRect (0, O, getSize().width - 1, getSize().height - 1);
for (int 1 = 0; i < n; i++)
{
g.fillOval(x [i] - 2, y [i]l - 2, 4, 4);
g.drawString(Integer.toString(i), xx [i], yy [i1);
}

for (int i = 0; i < n; i++)
for (int j = 0; j < adjList [i].size(); j++)
{
g.setColor(colors [edgeColor [i].get(j) % 41);
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g.drawLine(x [i], y [i], x [adjList [i].get(j)], y [adjList [i].get(j)1);

public void print()

{

for (int 1 = 0; i < n; i++)

{
System.out.println(i + ": ");
for (int j = 0; j < adjList [i].size(); j++)
System.out.print(adjList [i]l.get(j) + " ");
System.out.println();
}

// conjecture testing

import java.util.Vector;

public class Number {

public static Vector<Integer> findDivisors(int n)

{

}

Vector<Integer> divisors = new Vector<Integer>();
for (int i = 1; 1 <= n; i++)
if (n % i ==0)
divisors.add(i);
return divisors;

public static Vector<Integer> findPrimes (int n)
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{
Vector<Integer> primes = new Vector<Integer>();
int m = n;
for (int 1 = 2; i <= m; i++)
if (m% 1 ==0)
{
primes.add(i);
while (n % i == 0)
n=n/1i;
}
return primes;
}
public static int phi (int n)
{
int toReturn = n;
int p = 2;
int limit = 1 + (int)Math.sqrt(n);
while (p < limit)
{
if (n % p==0)
{
toReturn = (p - 1) * (toReturn / p);
while (n % p == 0)
n=n/p;
¥
pt+;
if (ph 2 ==0)
ptt;
}
if (n > 1)
toReturn = (n - 1) * (toReturn / n);
return toReturn;
}
public static int gcd (int a, int b)
{
if (b == 0)
return a;
else
return gcd (b, a % b);
¥

private static int [] index;

private static int [] tuple;

private static int n;

private static int k;

private static Vector<int []> toReturn;

private static void find (int i)

{
if (i == k)
toReturn.add(tuple.clone());
else
{

int min = O;
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if (1 > 0)
min = tuple [i - 1];

for (int j = min; j < n; j++)
if (index [j] == 0)

{
tuple [i] = j;
index [j] = 1;
find (1 + 1);
index [j] = 0;
tuple [i] = 0;
}

public static int [][] subsets (Vector<Integer> set, int kk)

{
n = set.size();
k = kk;
index = new int [n];
tuple = new int [k];
for (int i = 0; i < n; i++)
index [i] = 0;
for (int i = 0; 1 < k; i++)
tuple [i] = 0;
toReturn = new Vector<int[]>();
find (0);
int [][] subsets = new int [toReturn.size()][k];
for (int i = 0; i < toReturn.size(); i++)
for (int j = 0; j < k; j++)
subsets [i][j] = set.get(toReturn.get (i) [j1);
return subsets;
}

public static int minPrime (int n)

{
for (int i = 2; 1 <= n; i++)
if m % 1i==0)
return i;
return 1;
}

public static int hypothesis (int n, Vector<Integer> set)
{
System.out.println("HIPOTEZA") ;
int d = set.get(1);
if (d == 1)
d = set.get(0);

Vector<Integer> nPrimes = findPrimes(n);

Vector<Integer> dPrimes = findPrimes(d);

if (nPrimes.size() == dPrimes.size())
return minPrime(n) * minPrime(n / 4);
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else if (d % minPrime(n) !'= 0)
return minPrime(n);
else
return Math.max(minPrime(n), minPrime(n / d4));

}
public static void test (int n, int d, int [] a, int [] b)
{
System.out.println(n + " " + d);
int [] numbers = new int [a.length * b.length];
int k = 0;
for (int i = 0; i < a.length; i++)
for (int j = 0; j < b.length; j++)
{
numbers [k] = a [i] * 4 + b [j];
k++;
}
for (int i = 0; 1 < k; i++)
for (dmt j = i + 1; j < k; j++)
System.out.println(numbers [i] + " " + numbers [j] + " : " +
gcd (Math.abs(numbers [i] - numbers [jl), n));
}

import java.util.Vector; import java.awt.*; import java.awt.event.*;
import java.io.BufferedWriter; import java.io.FileWriter; import
java.io.PrintWriter;

import javax.swing.x*;

public class Main extends JPanel implements ActionListener {
private static final long serialVersionUID = 1L;
private static int n;
private static int k;
private static Vector<Integer> divisors;
private static CayleyGraph graph;
private static Chromatic chromatic;
private static Clique clique;
private static Diameter diameter;
private static Connected connected;

private JLabel nodeLabel;
private JTextField nodeField;
private JLabel divisorLabel;
private JTextField divisorField;
private JButton runButton;
private JButton statButton;

private JPanel createPanel()

{
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3

JPanel panel = new JPanel();

JPanel nodePanel = new JPanel();
nodePanel.setPreferredSize(new Dimension(120, 60));
nodelLabel = new JLabel("Nodes: ");

nodeField = new JTextField(10);
nodePanel.add(nodelabel) ;

nodePanel.add(nodeField);

JPanel divisorPanel = new JPanel();
divisorPanel.setPreferredSize(new Dimension(120, 60));
divisorLabel = new JLabel("Divisors: ");

divisorField = new JTextField(10);
divisorPanel.add(divisorLabel) ;
divisorPanel.add(divisorField);

JPanel runPanel = new JPanel(new BorderLayout());
runPanel .setPreferredSize(new Dimension(120, 60));
runButton = new JButton("Run");
runButton.setActionCommand ("run") ;
runButton.addActionListener(this);
runPanel . add (runButton, BorderLayout.CENTER);

JPanel statPanel = new JPanel(new BorderLayout());
statPanel.setPreferredSize(new Dimension(120, 60));
statButton = new JButton("Statistics");
statButton.setActionCommand("statistics");
statButton.addActionListener (this);
statPanel.add(statButton, BorderLayout.CENTER);

panel.add(nodePanel) ;
panel.add(divisorPanel);
panel.add(runPanel);
panel.add(statPanel);
return panel;

private void printVector (PrintWriter output, Vector<Integer> a)

{

output.print("{ ");
for (int i = 0; i < a.size(); i++)

{
if (i < a.size() - 1)
output.print(a.get(i) + ", ");
else
output.print(a.get(i));
¥

output.println(" }");

private void printArray (PrintWriter output, int [] a)

{

output.print("{ ");
for (int i = 0; i < a.length; i++)
{

if (i < a.length - 1)
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output.print(a [i] + ", ");
else
output.print(a [i]);
}
output.println(" }");
}
public Main()
{
super() ;
setPreferredSize(new Dimension (520, 600));
divisors = new Vector<Integer>();
graph = new CayleyGraph() ;
graph.setPreferredSize(new Dimension(500, 500));
this.add(graph) ;
this.add(createPanel());
}
public void actionPerformed(ActionEvent action)
{
if (action.getActionCommand() .equals("run"))
{
try
{

divisors.clear();

String [] tmp = divisorField.getText().split(" ");

for (int i = 0; i < tmp.length; i++)
divisors.add(Integer.parselnt (tmp [i]));

PrintWriter output =

new PrintWriter (new BufferedWriter(new FileWriter("result.txt")));
n = Integer.parselnt(nodeField.getText());

output.println("Number of nodes: " + n);

printVector (output, divisors);

output.println();

graph.setGraph(n, divisors);
graph.makeGraph() ;
graph.repaint () ;
//graph.print () ;

boolean ok = true;
System.out.println("PRINT");

System.out.println("CLIQUE");

clique = new Clique(n, graph.getAdjList());

ok = ok & clique.run();

chromatic = new Chromatic(n, graph.getAdjList(), clique.cliqueNumber());
ok = ok & chromatic.run();
System.out.println("CHROMATIC");

diameter = new Diameter(n, graph.getAdjList());
diameter.run();

System.out.println("DIAMETER") ;

connected = new Connected (n, graph.getAdjList());
connected.run();

output.println("0OK = " + ok);
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output.println("ChiNum = " + chromatic.chromaticNumber());
printArray(output, chromatic.solution());
output.println("Omega = " + clique.cliqueNumber() + "\t");
printVector (output, clique.solution());
output.println("Diameter = " + diameter.diameter());

output.println("Connected = " + connected.connected());
if (connected.connected() != 1)

printArray (output, connected.solution());
output.println();

String result = "";

result += "OK = " + ok + "\n";

result += "ChiNum = " + chromatic.chromaticNumber() + "\n";
result += "Omega = " + clique.cliqueNumber() + " " + "\n";
result += "Diameter = " + diameter.diameter() + "\n";
result += "Connected = " + connected.connected();

JOptionPane.showMessageDialog(null, result,
"Results", JOptionPane.INFORMATION_MESSAGE);
output.close();

}
catch (Exception ex)
{
JOptionPane.showMessageDialog(null, "Input Error!",
"Error", JOptionPane.ERROR_MESSAGE) ;
}
3
else if (action.getActionCommand().equals("statistics"))
{
try
{

n = Integer.parselnt(nodeField.getText());
k = Integer.parselnt(divisorField.getText());
divisors = Number.findDivisors(n);

PrintWriter output =

new PrintWriter (new BufferedWriter(new FileWriter("statistics.txt")));
output.println("Number of nodes: " + n);

output.println("Number of divisors: " + k);

printVector (output, divisors);

output.println();

int [J[] subsets = Number.subsets(divisors, k);
for (int i = 0; i < subsets.length; i++)
{
System.out.println(i);
divisors.clear();
for (int j = 0; j < k; j++)
divisors.add(subsets [i][j1);
printVector(output, divisors);
if (divisors.get(0) !'= 1)
continue;

graph.setGraph(n, divisors);
graph.makeGraph() ;

boolean ok = true;

clique = new Clique(n, graph.getAdjList());
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ok = ok & clique.run();

chromatic = new Chromatic(n, graph.getAdjList(), clique.cliqueNumber());
ok = ok & chromatic.run();

diameter = new Diameter(n, graph.getAdjList());

diameter.run();

connected = new Connected (n, graph.getAdjList());

connected.run();

output.println("0K = " + ok);

output.println("ChiNum = " + chromatic.chromaticNumber());
printArray(output, chromatic.solution());
output.println("Omega = " + clique.cliqueNumber() + "\t");
printVector (output, clique.solution());
output.println("Diameter = " + diameter.diameter());

output.println("Connected = " + connected.connected());
if (connected.connected() != 1)
printArray (output, connected.solution());
output.println();
}
output.close();
JOptionPane.showMessageDialog(null, "Done!",
"Results", JOptionPane.INFORMATION_MESSAGE) ;
}
catch (Exception ex)
{
ex.printStackTrace();
JOptionPane.showMessageDialog(null, "Input Error!",
"Error", JOptionPane.ERROR_MESSAGE);

3

private static void createAndShowGUI ()

{
JFrame frame = new JFrame("Cayley Graphs");
frame.setDefaultCloseOperation(JFrame.EXIT_ON_CLOSE);

Main ContentPanel = new Main();
ContentPanel.setOpaque (true);
frame.setContentPane(ContentPanel);

frame.pack();
frame.setLocationRelativeTo(null);
frame.setVisible(true);

public static void main(String[] args)

{

javax.swing.SwingUtilities.invokeLater (new Runnable()

{

public void run()

{
createAndShowGUI();

}
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