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Uvod

Nema istine u onim naukama u
kojima se matematika ne primenjuje

Leonardo da Vinci (1452− 1519)

Odred̄ivanje nula polinoma ima veliki teorijski i praktičan značaj ne samo u
matematici već i drugim naučnim disciplinama. Rešavanje polinomskih jednačina je
jedan od najstarijih i, istovremeno, najvažnijih matematičkih problema jer se, osim
primenjene matematike, javlja i u matematičkim modelima inženjerskih disciplina,
kompjuterskim naukama, ekonomiji, fizici, itd. Ogroman broj radova i knjiga koji
obrad̄uju ovu temu potvrd̄uje aktuelnost ovog problema.

Razvoj elektronskih računara omogućio je razvoj i praktičnu primenu sofisti-
ciranih numeričkih algoritama za rešavanje polinomskih jednačina, od kojih naj-
značajnije mesto imaju postupci za istovremeno odred̄ivanje prostih i vǐsestrukih
nula polinoma. Uprkos velikom broju knjiga na ovu temu i vǐse desetine hiljada
publikovanih radova, istraživanja u ovoj oblasti još uvek su aktuelna. Naime, svaki
od razvijenih algoritama pored specifičnih prednosti ima i odred̄ene nedostatke, što
predstavlja izazov i motivaciju za dalja istraživanja u ovoj oblasti. Osnovni motiv i
cilj ove disertacije je konstrukcija i analiza novih metoda velike računske efikasnosti
za odred̄ivanje aproksimacija nula polinoma velike tačnosti. Ovo je omogućeno
korǐsćenjem naprednih računarskih aritmetika, pre svega aritmetike vǐsestruke pre-
ciznosti i intervalne aritmetike. Dok aritmetika vǐsestruke preciznosti daje rezultate
visoke tačnosti, kontrola greške vrši se uz pomoć intervalne aritmetike.

U disertaciji su razmatrane tri grupe problema: istovremeno odred̄ivanje svih
nula polinoma u običnoj kompleksnoj aritmetici, istovremena inkluzija svih nula
polinoma u kružnoj kompleksnoj intervalnoj aritmetici (aritmetici diskova) i
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vi Uvod

inkluzija izolovane nule polinoma u aritmetici diskova. Za svaki od predloženih
metoda ustanovljeni su početni uslovi koji obezbed̄uju konvergenciju. Ovi uslovi
imaju praktični značaj jedino ako zavise od raspoloživih podataka (na primer, od
početnih aproksimacija ili početnih diskova koji sadrže nule polinoma i koeficije-
nata datog polinoma) tako da je ovom problemu posvećena posebna pažnja.

Sva poglavlja disertacije, osim prvog koje sadrži osnovne definicije, pojmove i
poznate rezultate, sastoje se od originalnih rezultata, od kojih je veći deo pub-
likovan ili prihvaćen za publikovanje u renomiranim inostranim časopisima za pri-
menjenu matematiku i računarske nauke: Journal of Computational and Applied
Mathematics (Elsevier, kategorija M21), Applied Mathematics and Computation
(Elsevier, kategorija M21), Applied Mathematical Letters (Elsevier, kategorija M22)
i Numerical Algorithms (Springer, kategorija M23) i domaćem časopisu Novi Sad
Journal of Mathematics. Nekoliko radova koji sadrže originalne rezultate prikazane
u disertaciji nalazi se u postupku recenzije.

Disetacija se sastoji od sledećih poglavlja:

Uvod;
Oznake;

1. Iterativni metodi u kompleksnoj i intervalnoj aritmetici;
2. Pobolǰsani Farmer-Loizouov metod;
3. Novi metod četvrtog reda - garantovana konvergencija;
4. Novi intervalni metod za proste nule polinoma;
5. Novi intervalni metod za vǐsestruke nule polinoma;
6. Ubrzani metodi Gargantini-Henricijevog tipa;
7. Ubrzani metod Halleyevog tipa za simultanu inkluziju vǐsestrukih nula polino-

ma;
8. Metod kvadratnog korena za simultanu inkluziju vǐsestrukih nula polinoma;
9. Inkluzija izolovane kompleksne nule polinoma;

Literatura.

Numerisanje svih definicija, lema, teorema, primera, algoritama i tabela izvršeno
je prema rednom broju poglavlja u kome se javljaju i redosledu javljanja u okviru
samog poglavlja.

Prvo poglavlje je preglednog karaktera i sastoji se od osam odeljaka. U Odeljku
1.1 dat je kratak istorijat razvoja iterativnih metoda za rešavanje nelinearnih
jednačina i uveden je pojam računske efikasnosti. Dat je i kratak pregled najčešće
korǐsćenih iterativnih metoda: Newtonov metod, Halleyev metod, Eulerov metod,
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Laguerreov metod, metod Ostrowskog, Schröderov razvoj, Čebǐsevljev metod i
vǐsekoračni metodi. Odeljak 1.2 je posvećen definiciji konvergencije i R-reda kon-
vergencije iterativnih metoda.

Primena metoda za istovremeno odred̄ivanje svih nula polinoma prevazilazi
probleme numeričke stabilnosti koji se javljaju u procesu deflacije. Konstrukcija
metoda za istovremeno nalaženje nula polinoma zasnovana je na korǐsćenju tzv.
nula-relacija koje su oblika

ζi = φi(ζ1, . . . , ζn),

pri čemu su ζ1, . . . , ζn proste ili vǐsestruke nule polinoma. Ako su poznate aproksi-
macije z

(0)
1 , . . . , z

(0)
n ovih nula, tada je metod u kompleksnoj aritmetici dat itera-

tivnom formulom

z
(k+1)
i = φi(z

(k)
1 , . . . , z(k)

n ) (k = 0, 1, . . .).

U Odeljku 1.3 navedeno je nekoliko primera nula-relacija koje su bile osnova
za konstrukciju nekih od najčešće korǐsćenih iterativnih metoda za simultano
nalaženje nula polinoma. Takod̄e su navedeni neki poznati iterativni metodi zas-
novani na nula-relaciji u običnoj kompleksnoj aritmetici za simultano nalaženje
svih nula polinoma: Weierstrassov metod, Ehrlich-Abertov metod, Börsch-Supanov
metod, metod tipa Ostrowskog i Wang-Zhengov metod, a dat je i pregled najčešće
korǐsćenih korekcija za ubrzavanje konvergencije osnovnih metoda (Newtonova,
Weierstrassova i Halleyeva korekcija).

Problem lokalizacije nula polinoma razmatran je u Odeljku 1.4, a pregled os-
novnih osobina i operacija kompleksne intervalne aritmetike dat je u Odeljku 1.5.
Ukoliko su poznati diskovi Z

(0)
1 , . . . , Z

(0)
n koji sadrže nule ζ1, . . . , ζn (ζi ∈ Z

(0)
i ),

tada se primenom osobine inkluzivne izotonosti iz nula-relacije konstruǐse inter-
valni metod

Z
(k+1)
i = Φi(Z

(k)
1 , . . . , Z(k)

n ) (k = 0, 1, . . .),

sa osobinom da ζi ∈ Z
(k)
i (i = 1, . . . , n) u svakoj iteraciji. Na ovaj način obezbed̄ena

je informacija o gornjoj granici greške aproksimacije (date centrom rezultujućeg
inkluzivnog diska) preko poluprečnika inkluzivnog diska. Ova kontrola greške je
najveća prednost intervalnih metoda. Najpoznatiji simultani inkluzivni metodi:
Weierstrassov metod, Gargantini-Henricijev metod, Petkovićev metod, metod tipa
Ostrowskog i metod Halleyevog tipa opisani su u Odeljku 1.6.

U analizi konvergencije iterativnih metoda Smaleova teorija ocene u tački i po-
jam aproksimativne nule predstavljaju prekretnicu. Osnovna definicija i kraći pre-
gled nekih rezultata o aproksimativnim nulama Newtonovog metoda dati su u
Odeljku 1.7. U poslednjem odeljku opisan je metod korekcija za utvrd̄ivanje do-
voljnih uslova za garantovanu konvergenciju simultanih metoda.
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Drugo poglavlje se sastoji od tri odeljka i u njemu je predložen ubrzani iterativni
metod za simultanu aproksimaciju svih prostih nula polinoma P (z). Dokazano
je da se može ubrzati red konvergencije Farmer-Loizouovog metoda sa 4 na 5
bez dodatnih numeričkih izračunavanja, čime je dobijen pobolǰsani metod visoke
računske efikasnosti. U Odeljku 2.1 izvršena je analiza konvergencije modifikovanog
Farmer-Loizouovog metoda

ẑi = zi − ui(1− uiA2,i)

1− 2uiA2,i +
u2

i

2

(
A2

2,i −
∑

j 6=i

1
(zi − zj + uj)2

) (i = 1, . . . , n),

gde je

u(z) =
P (z)
P ′(z)

, Ak(z) =
P (k)(z)
k!P ′(z)

(k = 2, 3, . . .).

U sledećem odeljku izveden je zaključak da se ne može izvršiti ubrzavanje kon-
vergencije modifikovanog Farmer-Loizouovog metoda primenjujući bolje aproksi-
macije od Newtonove. Rezultati numeričkih eksperimenata dobijenih primenom
Farmer-Loizouovog metoda i modifikovanog Farmer-Loizouovog metoda izloženi
su u Odeljku 2.3.

U Poglavlju 3 predložen je novi iterativni metod za simultano izračunavanje
nula polinoma

ẑi = zi − ui −
u2

i

(
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui

(
S2

1,i − S2,i

))

2(1− uiS1,i)2
,

gde je

Sλ,i =
n∑

j=1
j 6=i

1
(zi − zj)λ

(λ = 1, 2).

U Odeljku 3.1 analizirane su osobine konvergencije predloženog metoda. Modi-
fikacijom navedenog metoda dobijenom korǐsćenjem Newtonove i Halleyeve aproksi-
macije, u Odeljku 3.2 dobijeni su ubrzani iterativni metodi. Izložena je analiza
konvergencije dobijenih ubrzanih iterativnih metoda, korǐsćenjem pristupa koji se
zasniva na Smaleovoj teoriji [182] i dati su numerički primeri koji prikazuju brzinu
konvergencije ubrzanih metoda.

Loša računska efikasnost kvadratno konvergentnih inkluzivnih metoda je glavna
motivacija za konstrukciju efikasnijih metoda izloženih u četvrtom poglavlju. Zbog
toga su u Poglavlju 3 predloženi intervalni metodi velike efikasnosti za simultano
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odred̄ivanje nula polinoma. Za osnovni metod reda 4 u Odeljku 4.3 izvršena je ana-
liza konvergencije pod računski proverljivim početnim uslovima. U cilju povećanja
brzine konvergencije predloženog intervalnog metoda primenjene su Newtonova i
Halleyeva korekcija (Odeljak 4.5). Analiza konvergencije ovih metoda sa korekci-
jama, razmatrana u Odeljku 4.6, pokazuje da metod sa Newtonovom korekcijom
ima red 5, a sa Halleyevom red 6. Osnovni metod i metodi sa korekcijama konver-
giraju pod istim početnim uslovima koji su računski proverljivi, što je od velike
praktične važnosti. Numerički primeri u Odeljcima 4.4 i 4.7 prikazuju veliku brzinu
konvergencije predloženih metoda.

U petom poglavlju je izložena varijanta intervalnog metoda za simultano odred̄i-
vanje svih nula polinoma iz Poglavlja 4 u slučaju vǐsestrukih nula polinoma. Ana-
liza konvergencije predloženog intervalnog metoda data je u Odeljku 5.2 kao u [114],
[117] i [132], pokazujući da je red metoda četiri. Povećanje brzine konvergencije
postignuto je korǐsćenjem Schröderove i Halleyeve korekcije. Analiza konvergencije
pobolǰsanih metoda prikazana je u Odeljku 5.6, a prikaz numeričkih rezultata u
Odeljcima 5.3 i 5.7.

U šestom poglavlju predloženi su intervalni metodi sa ubrzanom konvergenci-
jom koja je dobijena korǐsćenjem samo nekoliko dodatnih numeričkih operacija, što
značajno povećava njihovu računsku efikasnost. U Odeljku 6.1 dat je Gargantini-
Henricijev metod za inkluziju svih prostih nula polinoma, koji je ubrzan u Odeljku
6.2 korǐsćenjem pristupa izloženog u [21] i [120] primenom pogodnih korekcija.
Primenjena je korekcija koja se javlja u dvo-koračnim metodima za rešavanje ne-
linearnih jednačina i konstruisan je novi inkluzivni metod sa korekcijama u obliku

Ẑi = zi − 1
1
ui
−

n∑
j=1
j 6=i

1

zi − Zj + uj + h(tj)
P (zj − uj)

P ′(zj)

,

gde je

tj =
P (zj − uj)

P (zj)
(i = 1, . . . , n)

i h proizvoljna bar dva puta diferencijabilna funkcija koja zadovoljava uslove
h(0) = 1, h′(0) = 2 i |h′′(0)| < ∞. U Odeljku 6.3 ocenjen je red konvergencije
predloženog metoda i dokazano je da je donja granica R-reda konvergencije uve-
dene familije iterativnih metoda 6. Konvergencija pomenutih metoda ubrzana je
primenom Gauss-Seidelovog pristupa, koji koristi već izračunate kružne aproksi-
macije u istoj iteraciji (Odeljak 6.4). Simultani metod za inkluziju vǐsestrukih nula
prikazan je u Odeljku 6.5. Konvergencija ovog metoda ubrzana je primenom Gauss-
Seidelovog pristupa u Odeljku 6.6. U Odeljku 6.7 ukazuje se na računsku efikasnost
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i izvodi zaključak da predložena familija generǐse najefikasnije metode za simul-
tanu inkluziju nula polinoma u klasi metoda koji se zasnivaju na nula-relaciji u
kružnoj kompleksnoj aritmetici. Prikaz odgovarajućih numeričkih primera dat je
u Odeljku 6.8.

Sedmo poglavlje posvećeno je familiji inkluzivnih metoda visokog reda konver-
gencije koja se zasniva na Halleyevom metodu. Dobijeni metodi poseduju visoku
računsku efikasnost, jer se povećanje reda konvergencije osnovnog metoda sa 4 na
7 postiže bez dodatnih izračunavanja funkcije i njenih izvoda. U Odeljku 7.1 je dat
sledeći total-step metod četvrtog reda za simultanu inkluziju svih nula polinoma:

Ẑi = zi − INV2

(
hi(zi)−1 − f(zi)

2f ′(zi)

[
1
µi

S2
1,i(Z,Z ) + S2,i(Z,Z )

])
(i = 1, . . . ν),

gde je

Sλ,i(X,W ) :=
i−1∑

j=1

µj

(
INV1(z −Xj)

)λ
+

ν∑

j=i+1

µj

(
INV1(z −Wj)

)λ
(λ = 1, 2),

a X = (X1, . . . , Xν) i W = (W1, . . . , Wν) su vektori čije su komponente diskovi i
INV1, INV2 označavaju tip inverzije diska. Navedeni metod je ubrzan korǐsćenjem
Schröderove i Halleyeve korekcije, kao i korekcije koje se dobijaju iz metoda
četvrtog reda za rešavanje nelinearnih jednačina f(z) = 0, koju su nedavno
predložili Zhou, Chen i Song u [206]. Korǐsćenjem Gauss-Seidelovog pristupa do-
datno je ubrzana konvergencija predloženih total-step metoda i dobijene su njihove
single-step varijante. Na kraju poglavlja su dati numerički primeri.

Intervalni metodi zasnovani na nula-relaciji tipa Ostrowskog razvijeni su u os-
mom poglavlju. U Odeljku 8.1 dati su total-step i single-step metodi tipa Os-
trowskog. Korǐsćenjem pristupa koji uključuje korekcije konstruisani su u Odeljku
8.2 modifikovani intervalni metodi. Dobijeni metodi poseduju veoma brzu konver-
genciju ostvarenu na račun samo nekoliko dodatnih numeričkih operacija. Analiza
konvergencije ovih ubrzanih total-step metoda je data u Odeljku 8.3, a njihove
single-step varijante su opisane u Odeljku 8.4. Na kraju su izloženi numerički rezul-
tati, u kojima se ističu prednosti predloženih intervalnih metoda tipa Ostrowskog
u odnosu na neke poznate intervalne metode istog reda konvergencije.

U mnogim primenama je potrebno odrediti samo jednu nulu datog polinoma.
Zbog toga su u devetom poglavlju razvijene verzije intervalnih metoda iz petog i os-
mog poglavlja za odred̄ivanje samo jedne proste ili vǐsestruke kompleksne nule poli-
noma. U Odeljcima 9.1 i 9.2 je izložena analiza konvergencije predloženih metoda
pod računski proverljivim početnim uslovima, što je od velike praktične važnosti.

Spisak direktno korǐsćenje ili citirane literature, koji sadrži 207 referenci, nalazi
se na kraju rada.
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Koristim i ovu priliku da još jednom izrazim zahvalnost svom mentoru, profesoru
dr Miodragu S. Petkoviću, na velikoj posvećenosti i neprocenjivoj pomoći u izradi
disertacije koja je i nastala pod njegovim rukovodstvom.

Takod̄e se zahvaljujem na saradnji i med̄usobnim diskusijama profesoru dr
Snežani Ilić. Ova disertacija je dobrim delom i plod saradnje sa profesorom dr
Ljiljanom Petković, kojoj se zahvaljujem na dragocenim sugestijama. Zahvalnost
dugujem koleginicama docentu dr Lidiji Rančić i Jovani Džunić i profesoru dr
-Dord̄u Hercegu na saradnji prilikom izrade zajedničkih radova.

Svoju zahvalnost dugujem svojoj porodici na razumevanju i saradnji. Posebnu
zahvalnost dugujem i svojim roditeljima koji su oduvek bili uz mene.

Na kraju, zadovoljstvo mi je da se zahvalim svom suprugu i kolegi docentu dr
Dušanu Miloševiću na nepresušnoj podršci i pomoći koju mi je pružio.

U Nǐsu, juna 2011. Mimica R. Milošević





Oznake

U disertaciji ćemo koristiti sledeće oznake:

• N – skup prirodnih brojeva;
• R – skup realnih brojeva;
• C – skup kompleksnih brojeva;
• Rn - vektorski prostor ured̄enih n-torki realnih brojeva;
• Cn - vektorski prostor ured̄enih n-torki kompleksnih brojeva;
• K(C) – skup diskova u kompleksnoj ravni;
• I(R) – skup intervala realnih brojeva;
• R(C) – skup pravougaonika u kompleksnoj ravni, čije su stranice paralelne ko-

ordinatnim osama;
• |c| – moduo kompleksnog broja c;
• c̄ – konjugovano kompleksni broj kompleksnog broja c;
• {xk}, {x(k)} – niz brojeva ili vektora;
• x(m) – vrednost promenljive x u m-toj iteraciji;
• {c ; r} = {z ∈ C : |z − c| ≤ r} – disk sa centrom c i poluprečnikom r;
• midZ – centar diska Z ∈ K(C);
• radZ – poluprečnik diska Z ∈ K(C);
• In = {1, . . . , n}, n ∈ N;
• za prirodan broj n ≥ 3, sa Pn(z) označavaćemo monični polinom n-tog stepena

sa kompleksnim koeficijentima ai, i = 0, . . . , n − 1 i prostim (ζj , j ∈ In) ili
vǐsestrukim nulama (ζj , j ∈ Iν , µ1 + · · ·+ µν = n), to jest

Pn(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0,

xiii
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gde µ1, . . . , µν označavaju redove vǐsestrukosti nula ζ1, . . . , ζν ;

• P
(k)
n (zi) – k-ti izvod polinoma Pn(z) u tački zi;

• f (k)(zi) – k-ti izvod funkcije f(z) u tački zi;

• tačna inverzija diska Z = {c; r}, Z−1 =
{c̄; r}
|c|2 − r2

;

• centralna inverzija diska Z = {c; r}, ZIc =
{

1
c
;

r

|c|(|c| − r)

}
;

• kada se veličina F izračunava jednom pomoću vrednosti z
(m)
1 , . . . , z

(m)
n , a drugi

put pomoću vrednosti z
(m+1)
1 , . . . , z

(m+1)
n i pri tome nije bitno da se naglasi

konkretna vrednost iteracije m, pisaćemo kratko z1, . . . , zn, odnosno ẑ1, . . . , ẑn;
• kada dva kompleksna broja w1 i w2 zadovoljavaju relaciju |w1| = O(|w2|) (isti

red modula), pisaćemo w1 ∼ w2 ili w1 = OM (w2);

• δ1,i =
P ′(zi)
P (zi)

(i ∈ Iν , zi ∈ C);

• δ2,i =
P ′(zi)2 − P (zi)P ′′(zi)

P (zi)2
(i ∈ Iν , zi ∈ C);

• Ak(z) =
P (k)(z)
k!P ′(z)

(k = 2, 3, . . .);

• Newtonova korekcija

u(zi) =
P (zi)
P ′(zi)

(i ∈ In, zi ∈ C);

• Schröderova korekcija

v(zi) = µi
P (zi)
P ′(zi)

(i ∈ Iν , zi ∈ C);

• Halleyeva korekcija

h(zi) =
P (zi)

(1 + 1/µi

2

)
P ′(zi)− P (zi)P ′′(zi)

2P ′(zi)

(i ∈ Iν , zi ∈ C);

• Sve korekcije ćemo označavati sa C(k)(zi) (k = 1, 2, . . .);

• Z (m) = (Z(m)
1 , . . . , Z

(m)
n ) - tekući inkluzivni diskovi;
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• Z
(m)
N = (Z(m)

N,1 , . . . , Z
(m)
N,n), Z

(m)
N,i = Z

(m)
i − u(z(m)

i ) - Newtonovi diskovi;

• Z
(m)
H = (Z(m)

H,1 , . . . , Z
(m)
H,n), Z

(m)
H,i = Z

(m)
i − h(z(m)

i ) - Halleyevi diskovi;
• OR(IM) - R-red konvergencije iterativnog metoda IM;
• µ = min

1≤i≤ν
µi (i ∈ Iν);

• r(m) = max
1≤i≤ν

r
(m)
i (i ∈ Iν ,m = 0, 1, 2, . . .) ;

• ε
(m)
i = z

(m)
i − ζi (i ∈ Iν ,m = 0, 1, 2, . . .) ;

• ε(m) = max
1≤i≤ν

|ε(m)
i | (i ∈ Iν ,m = 0, 1, 2, . . .) ;

• ρ(m) = min
1≤i,j≤ν

i6=j

{|z(m)
i − z

(m)
j | − r

(m)
j } (i, j ∈ Iν ,m = 0, 1, 2, . . .);

• Σk,i =
∑

j 6=i

µj

(zi − ζj)k
(k = 1, 2, i, j ∈ Iν);

• sk,i =
∑

j 6=i

µj

(zi − zj)k
(k = 1, 2, i, j ∈ Iν);

• Sk,i(X,W ) =
i−1∑

j=1

µj

(
INV1(z−Xj)

)k
+

ν∑

j=i+1

µj

(
INV1(z−Wj)

)k
, za k = 1, 2, gde

su X = (X1, . . . , Xν) i W = (W1, . . . , Wν) vektori, čije su komponente diskovi,
a INV1 ∈ {()−1, ()Ic} jedna od uvedenih inverzija;

• U tabelama A(−h) znači A× 10−h.
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7.1 Halleyev metod sa korekcijama vǐseg reda – total-step metod . . . . . . 167
7.2 Analiza konvergencije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
7.3 Single-step metodi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
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Poglavlje 1

Iterativni metodi u kompleksnoj i intervalnoj
aritmetici

1.1 Razvoj i značaj iterativnih metoda za rešavanje nelinearnih
jednačina

Problem rešavanja polinomskih jednačina je veoma važan zbog toga što se osim
matematike javlja u matematičkim modelima inženjerskih disciplina, računarskih
nauka, fizike, ekonomije, pa čak i u društveno-humanističkim naukama. Nalaženje
nula polinoma jeste jedan od najstarijih i istovremeno najznačajnijih matematičkih
problema. Istorijat razvoja ove oblasti izuzetno je bogat. Kroz vǐse vekova ulagani
su napori da se nule polinoma izraze u funkciji koeficijenata, koristeći pritom ope-
racije sabiranja, oduzimanja, množenja, deljenja i korenovanja, odnosno putem
radikala.

Polinomska jednačina ima oblik

P (x) ≡ anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x1 + a0 = 0 (n ∈ N),

gde su a0, . . . , an realni ili kompleksni koeficijenti. Ako je an 6= 0 tada kažemo da
je polinom P (x) n-tog stepena. Broj ξ za koje je P (ξ) = 0 zove se nula polinoma.
Termini nula polinoma i koren polinoma ravnopravno se koriste, mada je ispravnije
reći koren polinomske jednačine. Nula ξ ima red ili vǐsestrukost m, ako je moguća
faktorizacija

P (x) = (x− ξ)mQ(x),

gde je Q(ξ) 6= 0 i Q(x) je polinom stepena n−m. Ako je m = 1, kaže se da je nula
ξ prosta.

Vavilonci su znali da potpuna kvadratna jednačina ima dva rešenja (ukoliko su
pozitivna). Pojam negativnog i kompleksnog broja nastao je upravo iz potrebe
praktičnog rešavanja polinomskih jednačina. Uprkos činjenici da je razvijen veliki
broj algoritama za nalaženje nula polinoma, nemoguće je izdvojiti neki algoritam

1
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kao najbolji. Značajne rezultate u algebarskom rešavanju jednačina dao je F. Viète
(1540–1603). On je prvi koristio uopštene koeficijente i služio se samo algebarskim
postupcima. Italijanski matematičari, G. Cardano (1501–1576) i N. Tartalja (1500–
1577) dali su algebarsko rešenje jednačine trećeg stepena, a Ferrari (1522–1562) je
rešio jednačinu četvrtog stepena. G. Cardano je dao algebarsko rešenje jednačine
trećeg stepena bez posmatranja slučajeva u kojima su se javljali koreni iz ne-
gativnih brojeva. Te nedostatke ispravili su R. Bombeli i L. Ferrari koji su dali
algebarsko rešenje jednačine četvrtog stepena. U daljim istraživanjima norveški
matematičar N. H. Abel dokazao je u radu iz 1828. da se opšta algeraska jednačina
petog stepena ne može rešiti putem radikala. Francuski matematičar E. Galois
(1811–1832) je dokazao nemogućnost rešavanja, pomoću radikala, opšte algebarske
jednačine stepena većeg od četiri. Nule algebarskog polinoma, stepena većeg od
četiri, u opštem slučaju se ne mogu izraziti eksplicitnom formulom pomoću koefi-
cijenata polinoma, a pri tom su formule već u slučaju polinoma trećeg i četvrtog
stepena veoma komplikovane i gotovo neprimenljive.

Galoisovo otkriće bilo je prekretnica za razvoj numeričkih metoda za rešavanje
algebarskih jednačina. Izvesno je da su najefikasniji numerički metodi iterativni
procesi. Treba napomenuti da iterativni metodi nisu jedini praktično upotrebljivi
metodi. Poslednjih godina konstruisani su postupci koji problem nalaženja nula
polinoma svode na problem sopstvenih vrednosti odgovarajućih matrica. S obzirom
da se za nalaženje sopstvenih vrednosti matrica koriste iterativni metodi, to se ni
prethodno navedeni metodi ne mogu smatrati direktnim.

Kod rešavanja algebraskih jednačina prvi algoritmi bili su zasnovani na principu
deflacije. U postupku deflacije, prvo se, nekim algoritmom, odred̄uje jedna nula ζ1

polinoma Pn(z). Zatim se polinom Pn(z) deli linearnom funkcijom z−ζ1 i dobijeni
polinom je Pn−1(z). Nule polinoma Pn−1(z) su, ujedno, preostale nule polinoma
Pn(z). Postupak se dalje rekurzivno ponavlja dok sve nule polinoma nisu odred̄ene.
Opisani postupak je numerički nestabilan. Tokom izračunavanja, u svakom koraku,
se javljaju greške zaokruživanja i one se tokom postupka nagomilavaju. Aproksi-
mativne vrednosti nula, koje se koriste u postupku deflacije, dovode do pogrešnih
vrednosti koeficijenata redukovanog polinoma. Taj problem je moguće delimično
ublažiti korǐsćenjem programskih paketa sa aritmetikom koja koristi veliki broj
značajnih cifara, ali je cena drastično usporavanje brzine izvršavanja.

Navedeni nedostaci sukcesivne deflacije doprineli su, u novije vreme, usmerenosti
sve veće pažnje ka iterativnim metodima kod kojih se sve nule polinoma odred̄uju
istovremeno, kao i implementaciju iterativnih metoda na paralelnim računarima.
Pri tom se polazi od izvesnih polaznih aproksimacija za nule polinoma. Na taj
način, omogućava se kontrola greške pri svim izračunavanjima i odred̄uju se oblasti
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u kojima su tražene nule. S druge strane, implementacija na paralelnim računarima
smanjuje vreme računanja.

Iterativni metodi zasnovani su na sukcesivnom izračunavanju aproksimacija
xk+1, xk+2, . . . primenjujući neki algoritam

xk+1 = Φ(xk, xk−1, . . . , xk−r) (1.1)

iterativne prirode i polazeći od početnih aproksimacija x0, . . . , xr nule ζ date
funkcije f : [a, b] → R. Funkcija Φ je iterativna funkcija. Ako je r = 0, onda
je sa (1.1) definisan jednotačkasti metod, a ako je r ≥ 1, u pitanju je metod sa
memorijom. Ukoliko niz {xk} generisan iterativnim procesom (1.1) konvergira ka
rešenju ζ, to jest

lim
k→∞

xk = ζ,

tada je iterativni proces (1.1) konvergentan. Ukoliko se iterativni metod konstruǐse
korǐsćenjem novih informacija w1(xk), . . . , wn(xk) u tački xk pri izračunavanju nove
aproksimacije

xk+1 = Φ[xk, w1(xk), . . . , wn(xk)], (1.2)

tada funkcija Φ definǐse vǐsetačkasti iterativni metod.

Iterativni metod IM je utoliko efikasniji ukoliko se postavljeni zadatak izvrši
za što kraće vreme. Računska efikasnost nekog iterativnog metoda definǐse se
uvod̄enjem koeficijenta efikasnosti E(IM). Efikasnost se može uvesti na vǐse načina,
ali tako da je proporcionalna redu konvergencije iterativnog metoda (to jest brzini
izvršavanja algoritma do ispunjavanja nekog kriterijuma ili zadate tačnosti) i obr-
nuto proporcionalna obavljenom radu, recimo broju izračunavanja funkcija ili nu-
meričkih operacija po iteraciji. Traub je u [188] definisao koeficijent efikasnosti
pomoću formule

E(IM) =
r

d
,

gde je r red konvergencije iterativnog metoda IM za rešavanje jednačine f(x) = 0
i d ukupan broj izračunavanja funkcija i njenih izvoda po iteraciji.

Koristeći iste podatke Ostrowski je u [103] uveo efikasnost

E(IM) = r1/d.

Opširnija diskusija o meri efikasnosti iterativnih metoda data je u knjizi M.
Petkovića [113, Pogl. 6].
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Newtonov metod

Teorija iterativnih procesa za rešavanje jednačina bogata je značajnim rezulta-
tima med̄u kojima je svakako metod engleskog matematičara i fizičara I. Newtona
(1643–1727) iz 1669. U modernom obliku Newtonov metod definisan je iterativnom
formulom

xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

(k = 0, 1, . . .), (1.3)

startujući od početne aproksimacije x0, podrazumevajući da je funkcija f defi-
nisana i neprekidna zajedno sa svojim prvim izvodom f ′ na intervalu [a, b] i f ′(x) 6=
0 za svako x ∈ (a, b).

Prvu sistematsku analizu Newtonovog metoda dao je njegov savremenik J.
Raphson 1690., pa se ovaj metod u literaturi sreće kao Newton-Raphsonov metod.
Zbog geometrijske interpretacije naziva se i metodom tangente. Značaj i efikasnost
Newtonovog metoda ima opšti karakter, jer se osim za nalaženje izolovanih korena
nelinearnih jednačina može primeniti i za rešavanje sistema nelinearnih jednačina,
diferencijalnih i integralnih jednačina, optimizacionih problema, itd. Red konver-
gencije ovog metoda je dva, što je prvi dokazao J. Fourier [36].

Za odred̄ivanje vǐsestruke nule poznate vǐsestrukosti µ Schröder je dao metod

xk+1 = xk − µ
f(xk)
f ′(xk)

(k = 0, 1, . . .), (1.4)

koji je jedna modifikacija Newtonovog metoda [102], [189].

Halleyev metod

Čuveni engleski astronom i matematičar E. Halley (1656–1742) je nastavio is-
traživanja Newtona i Raphsona u oblasti nelinearnih jednačina i 1694. je predložio
iterativni metod koji je u modernoj terminologiji dat iterativnom formulom

xk+1 = xk − 2f(xk)f ′(xk)
2f ′(xk)2 − f(xk)f ′′(xk)

(k = 0, 1, . . .), (1.5)

sa kubnom konvergencijom. Metod se u ruskoj literaturi može naći pod imenom
Salehovljev metod [174]. Zbog geometrijske interpretacije naziva se i metodom tan-
gentnih hiperbola, a u upotrebi je i termin racionalni Halleyev metod (videti [174],
[175], [188]). Uslove za globalnu konvergenciju ovog metoda dali su Davies i Daw-
son [25]. Odgovarajuća modifikacija metoda trećeg reda za odred̄ivanje vǐsestruke
nule reda µ data je iterativnom formulom

xk+1 = xk − 2f(xk)f ′(xk)

f ′(xk)2
(
1 +

1
µ

)
− f(xk)f ′′(xk)

(k = 0, 1, . . .). (1.6)
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Eulerov metod

Veliki švajcarski matematičar L. Euler (1707–1783) konstruisao je jedan vek
posle Newtona iterativni metod korenskog tipa [188], oblika

xk+1 = xk − 2f(xk)
f ′(xk)±

√
f ′(xk)2 − 2f(xk)f ′′(xk)

(k = 0, 1, . . .). (1.7)

U literaturi je ovaj metod poznat i kao iracionalni Halleyev metod. Za dovoljno
malo |f(xk)| očigledno je da ispred korena treba izabrati znak +, koji vodi do
metoda koji se ponaša slično Newtonovom metodu. Izbor znaka − prouzrokovao
bi oduzimanje bliskih vrednosti u imeniocu i deljenje vrlo malim brojem, što bi
dovelo do prekida iterativnog procesa. O izboru znaka videti vǐse u [46], [156].

Laguerreov metod

Francuski matematičar E. Laguerre (1834–1886) je izveo metod korenskog tipa
sa kubnom konvergencijom [82]

xk+1 = xk − λf(xk)
f ′(xk)±

√
(λ− 1)2f ′(xk)2 − λ(λ− 1)f(xk)f ′′(xk)

(k = 0, 1, . . .),

(1.8)
gde je λ 6= 0, 1 realan broj. Rezultat je objavljen tek 1898. u knjizi H. Poincarea.
Osim kubne konvergencije ovaj metod poseduje i brojne dobre osobine, kao što su
mala osetljivost na početne aproksimacije, dobro ponašanje za velike (po modu-
lu) početne aproksimacije, globalnu konvergenciju u slučaju realnih polinoma sa
realnim nulama. Osim toga, konstrukcija metoda za istovremeno nalaženje nula
polinoma u običnoj i intervalnoj kompleksnoj aritmetici ima dobru osnovu upravo
u Laguerreovoj iterativnoj formuli. Ovaj metod je dosta proučavan u literaturi, na
primer u [11], [27], [35], [53], [67], [105].

Metod Ostrowskog

Ovaj metod razvijen je 1966. i spada u grupu korenskih metoda. Oblika je

xk+1 = xk − f(xk)
±√

f ′(xk)2 − f(xk)f ′′(xk)
(k = 0, 1, . . .) (1.9)

i ima kubnu konvergenciju [102].

Schröderov razvoj

Schröderov razvoj je jedan od značajnijih rezultata na polju iterativnih procesa.
Za nulu ζ funkcije f i njenu aproksimaciju a Schröderov razvoj ima oblik
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ζ = a− u− 1
2!

γ2u
2 +

1
3!

(3γ2
2 − γ3)u3 + · · · , (1.10)

gde je u = f(a)/f ′(a) Newtonova korekcija, a γk = f (k)(a)/f ′(a), k = 2, 3, . . . .
Schröderov razvoj (1.10) naziva se još i osnovnim razvojem [179]. Uzimanjem r
članova ovog razvoja i zamenom nule ζ novom aproksimacijom xk+1 dobija se
iterativni metod reda konvergencije r. Specijalno, za r = 2 se dobija Newtonov
metod. Osnovni razvoj se primenjuje pri konstrukciji iterativnih postupaka visokog
reda konvergencije i kod analitičkog utvrd̄ivanja reda konvergencije iterativnih
metoda.

Čebǐsevljev metod

Čebǐsevljev metod se može dobiti iz osnovnog razvoja (1.10) za slučaj r = 3 i
može se još sresti pod nazivom Euler-Čebǐsevljev metod, a oblika je

xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk)

(
1 +

f(xk)f ′′(xk)
2f ′(xk)2

)
(k = 0, 1, . . .). (1.11)

Značajno je napomenuti da se ovi metodi mogu dobiti iz jednoparametarske fami-
lije iterativnih metoda prikazane u radu Hansena i Patrika [53].

Potreba za rešavanjem nelinearnih jednačina bila je prisutna uvek, naročito kod
inženjera i naučnika u oblasti prirodnih nauka. Med̄utim, tek poslednjih šezdesetak
godina, sa razvojem računara, pojavio se veliki broj iterativnih metoda za rešavanje
nelinearnih jednačina, kao i modifikacije postojećih. Analiza velikog broja tih
metoda može se naći u monografijama Trauba [188], Ostrowskog [102], Ortege
i Rheinboldtha [101] i Sendova, Andrejeva i Kyurkchieva [180].

Vǐsekoračni metodi

Postizanje veće računske efikasnosti za nalaženje nule ξ funkcije f(x) nije moguće
čak i uvod̄enjem dodatnih izvoda vǐseg reda, videti Traubovu analizu u [188]. Iz
ovih razloga uvode se vǐsekoračni ili vǐsetačkasti metodi (oba termina su ravno-
pravno zastupljena u literaturi). Sledeća teorema daje osnovnu ideju za njihovu
konstrukciju [155]:

Teorema 1.1 Neka su Φ1 i Φ2 iterativne funkcije čiji su redovi konvergencije r1

i r2. Tada iterativna funkcija konstruisana kompozicijom Φ3(x) = Φ2(Φ1(x)) ima
red konvergencije r3 = r1r2.

Uopštenje ove teoreme dato je sledećom teoremom:

Teorema 1.2 Ako su iterativne funkcije Φ1, Φ2, . . . , Φp reda r1, r2, . . . , rp, tada je
kompozitna iterativna funkcija (p-koračni metod )
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Φ(x) = Φp

(
Φp−1(· · · (Φ1(x)) · · ·)

)

reda r1r2 · · · rp.

U literaturi su se pojavili brojni algoritmi koji su kombinovali različite metode u
cilju dobijanja vǐsekoračnih metoda. Mnogi od njih imaju manju računsku efikas-
nost nego pojedini jednokoračni metodi upotrebljeni u kompoziciji metoda. Da
bi se održao visok red konvergencije i istovremeno povećala računska efikasnost
vǐsekoračnih metoda, razrad̄eni su različiti postupci koji daju bolje rezultate nego
direktna kompozicija vǐse metoda.

Kompoziciju iterativnih funkcija treba vršiti tako da se broj izračunavanja
funkcije smanjuje i na taj način povećava računska efikasnost. Posmatrajmo modi-
fikaciju Newtonovog metoda kod koga se f ′ izračunava u svakom drugom koraku,
to jest neka je

zk = xk − f(xk)
f ′(xk)

, xk+1 = zk − f(zk)
f ′(xk)

. (1.12)

Kombinovanjem formula (1.12) dobija se metod

xk+1 = xk − u(xk)− f(xk − u(xk))
f ′(xk)

(k = 0, 1, . . .), (1.13)

koji ima red konvergencije tri i pri tom je u(x) = f(x)/f ′(x).
Kombinovanjem Newtonovog metoda i metoda sečice

zk = xk − f(xk)
f ′(xk)

, xk+1 = zk − f(zk)
[

zk − xk

f(zk)− f(xk)

]

dobija se metod

xk+1 = xk−u(xk)+
u(xk)f(xk − u(xk))

f(xk − u(xk))− f(xk)
= xk +

u(xk)f(xk)
f(xk − u(xk))− f(xk)

. (1.14)

Dvokoračni metodi (1.13) i (1.14) imaju red konvergencije tri i zahtevaju tri
izračunavanja funkcija po iteraciji. Njihova računska efikasnost je

E(1.13) = E(1.14) = 31/3 ≈ 1.442,

što je jednako efikasnosti Halleyevog metoda (1.5). Ukoliko se kompozicija metoda
sprovede pogodno može dovesti do veoma efikasnih metoda kao što je dvokoračni
metod Ostrowskog [103]

xk+1 = φ(xk) := xk − u(xk)− u(xk)f(xk − u(xk))
f(xk)− 2f(xk − u(xk))

(k = 0, 1, . . .), (1.15)
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koji ima red konvergencije četiri. Metod Ostrowskog (1.15) zahteva samo tri
izračunavanja funkcije i njegova računska efikasnost je

E(1.15) = 41/3 ≈ 1.587.

Mogu se konstruisati i vǐsekoračni metodi interpolacionog tipa (Traub [188]).
U postupku konstrukcije takvih metoda vǐsi izvodi se zamenjuju izvodima nižeg
reda funkcije f izračunatim u izvesnom broju tačaka. Navodimo neke vǐsekoračne
metode interpolacionog tipa

xk+1 = xk − f(xk)
f ′(xk − u(xk)/2)

(k = 0, 1, . . .),

xk+1 = xk − 2f(xk)
f ′(xk) + f ′(xk − u(xk))

(k = 0, 1, . . .),

xk+1 = xk − 1
2

[
u(xk) +

f(xk)
f ′(xk − u(xk))

]
(k = 0, 1, . . .).

Navedeni metodi su trećeg reda.
Vǐsekoračni metodi mogu biti zasnovani na aproksimaciji izvoda. Kao primer se

može navesti jednoparametarska dvokoračna familija iterativnih metoda, koja je
razmatrana detaljno u radovima [109], [144]

xk+1 = xk − (α + 1)u(xk)

α +

√
1− 2(α + 1)

f(xk − u(xk))
f(xk)

(k = 0, 1, . . .). (1.16)

Pri konstrukciji familije (1.16) podrazumevamo da je α 6= −1. Za konačnu vrednost
parametra α 6= 1 red konvergencije familije (1.16) je tri, a za α = 1 red konver-
gencije je jednak četiri (metod Eulerovog tipa). Svi metodi familije dvokoračnih
metoda (1.16) zahtevaju tri izračunavanja po iteraciji i imaju efikasnost

E((1.16)α 6=1) = 31/3 ≈ 1.442, (1.17)

E((1.16)α=1) = 41/3 ≈ 1.587. (1.18)

Šezdesetih i sedamdesetih godina dvadesetog veka velika pažnja bila je posvećena
vǐsekoračnim metodima visokog reda konvergencije, videti Jarrat [65], King [72],
Kung i Traub [80] i Traub [188]. U prvoj dekadi ovog milenijuma došlo je do
neočekivane ekspanzije numeričkih metoda za rešavanje nelinearnih jednačina,
uglavnom vǐsekoračnih metoda. Jedan deo ovih metoda je u stvari samo ponovo
otkriven i može se naći u Traubovoj knjizi [188]. Pravi doprinos doneli su radovi
u kojima su konstruisani metodi visoke računske efikasnosti.
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Glavni cilj i motivacija u konstrukciji novih metoda je postizanje što je moguće
veće računske efikasnosti, odnosno poželjno je ostvariti što je moguće veći red
konvergencije sa fiksnim brojem izračunavanja funkcija po iteraciji. U slučaju
vǐsekoračnih metoda bez memorije, ovaj zahtev je blisko povezan sa optimalnim
redom konvergencije razmatranim u hipotezi koju su postavili Kung i Traub [80]:

Kung-Traubova hipoteza. Vǐsekoračni iterativni metodi bez memorije, koji za-
htevaju n + 1 izračunavanja funkcija po iteraciji, imaju red konvergencije najvǐse
2n.

Navodimo primere dvo-koračnih metoda četvrtog reda:

• Metod Ostrowskog [103]:

Of (x) = x− u(x)− f(x− u(x))
f ′(x)

· f(x)
f(x)− 2f(x− u(x))

;

• Jarrattov metod [65]:

Jf (x) = x− 1
2

u(x) +
f(x)

f ′(x)− 3f ′(x− 2u(x)/3)
;

• Kingova familija [72]:

Kf (α; x) = x− u(x)− f(x− u(x))
f ′(x)

· f(x) + αf(x− u(x))
f(x) + (α− 2)f(x− u(x))

,

gde je α parametar.

1.2 Definicija reda konvergencije i R-reda konvergencije

Brzina konvergencije iterativnog metoda

xk+1 = Φ(xk), (k = 0, 1, . . .) (1.19)

definǐse se redom konvergencije.

Definicija 1.1 Za niz {xk} definisan iterativnom formulom (1.19), koji konvergira
ka ξ, kaže se da ima red konvergencije r ako je

‖xk+1 − ξ‖ = O(‖xk − ξ‖r),

to jest, ako postoji konstanta Cr takva da je za dovoljno veliko k
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‖xk+1 − ξ‖ ≤ Cr‖xk − ξ‖r. (1.20)

U literaturi se sreće i sledeća ekvivalentna definicija:

Definicija 1.2 Ako postoji realan broj r i konstanta Cr 6= 0 takva da

‖Φ(xk)− ξ‖
‖xk − ξ‖r

→ Cr kad k →∞ (1.21)

tada je r red konvergencije niza definisanog pomoću xk+1 = Φ(xk), a Cr je faktor
konvergencije ili asimptotska konstanta greške.

Ukoliko red konvergencije postoji on je jedinstven. Napomenimo da je red kon-
vergencije iterativnih procesa oblika (1.19) uvek ceo broj.

Korǐsćenje Definicija 1.1 i 1.2 u nekim slučajevima ne omogućava odred̄ivanje
reda konvergencije. Dobra ilustracija za nedostatak ovih definicija je analiza kon-
vergencije n zavisnih nizova, videti poglavlje 12 monografije [155]. Ortega i Rhein-
boltd su u knjizi [101] ukazali na nedostatke klasične definicije reda konvergencije i
uveli jedan drugačiji pristup pojmu reda konvergencije iterativnih procesa u pros-
toru Rn.

Definicija 1.3 Neka je IM iterativni metod koji konvergira ka graničnoj tački ξ i
neka je {x (k)} proizvoljan niz u Rn koji konvergira ka tački ξ. Tada se brojevi

Rm(x) =





lim sup
k→∞

‖x (k) − ξ‖1/k, ako je m = 1,

lim sup
k→∞

‖x (k) − ξ‖1/mk
, ako je m > 1,

nazivaju korenski faktori konvergencije ili kraće R-faktori. Ako je S(IM, ξ) skup
svih nizova generisanih pomoću IM koji konvergiraju ka ξ, tada se veličina

Rm(IM, ξ) = sup{Rm(x (k)) : {x (k)} ∈ S(IM, x )} (1 ≤ m < +∞)

zove R-faktor konvergencije iterativnog metoda u tački ξ.

Ako niz {x (k)} konvergira ka tački ξ, tada postoji broj k0 ∈ N takav da je

0 ≤ ‖x (k) − ξ‖ ≤ 1, za svako k ≥ k0,

pa na osnovu Definicije 1.3 zaključujemo da je 0 ≤ Rm({x (k)}) ≤ 1 za svako m ≥ 1.

Navodimo, bez dokaza, sledeće teoreme (videti [101]):
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Teorema 1.3 Neka je {x (k)} proizvoljan niz koji konvergira ka tački ξ. Faktor
Rm({x (k)}) ne zavisi od izbora norme u Rn ni za jedno m ∈ [1, +∞). Pored toga,
R-faktor Rm(IM, ξ) iterativnog metoda IM je takod̄e nezavisan od izbora norme.

Teorema 1.4 Ako je IM iterativni metod koji konvergira ka tački ξ, tada važi
jedan od sledećih uslova:

1. Rm(IM, ξ) = 0 za svako m ∈ [1, +∞).
2. Rm(IM, ξ) = 1 za svako m ∈ [1, +∞).
3. Postoji m0 ∈ [1, +∞) takvo da je Rm(IM, ξ) = 0 za svako m ∈ [1,m0) i

Rm(IM, ξ) = 1 za svako m ∈ [m0, +∞).

Definicija R-reda konvergencije uvodi se korǐsćenjem pojma R-faktora na sledeći
način:

Definicija 1.4 R-red konvergencije iterativnog metoda IM u tački ξ je veličina

OR(IM, ξ) =





+∞, ako je Rm(IM, ξ) = 0 za svako m ∈ [1,+∞),

inf {m ∈ [1, +∞) : Rm(IM, ξ) = 1} u ostalim slučajevima.

Izbor norme u Rn ne utiče na ovako definisan R-red konvergencije. Osim toga,
napomenimo da važe i sledeća tvrd̄enja:

1) Ako je Rm(IM, ξ) < 1 za neko m ∈ [1, +∞), tada je OR(IM, ξ) ≥ m.

2) Ako je Rm(IM, ξ) > 0 za neko m ∈ [1, +∞), tada je OR(IM, ξ) ≤ m.

3) Ako je 0 < Rm(IM, ξ) < 1 za neko m ∈ [1, +∞), tada je OR(IM, ξ) = m.

Brzina konvergencije iterativnih metoda IM1 i IM2 se upored̄uje korǐsćenjem
sledećeg postupka:

1) Prvo upored̄ujemo R-redove, tj. veličine OR(IM1, ξ) i OR(IM2, ξ). Brži je onaj
metod koji ima veći R-red.

2) Ako je OR(IM1, ξ) = OR(IM2, ξ), tada je neophodno uporediti R-faktore. Brži
je onaj iterativni metod koji ima manji R-faktor.

Potreba za odred̄ivanjem R-reda konvergencije javlja se pri analizi konvergencije
iterativnih metoda za istovremeno nalaženje svih nula ζ1, . . . , ζn polinoma P . Neka
su x

(k)
1 , . . . , x

(k)
n aproksimacije svih nula dobijene u k-toj iteraciji i neka je

h
(k)
i = |x(k)

i − ζi| (i ∈ In, k = 0, 1, . . .),
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gde je In := {1, . . . , n} indeksni skup, a k redni broj iteracije. Pretpostavimo da
za primenjeni iterativni metod IM važe sledeće relacije za i ∈ In

h
(k+1)
i ≤ 1

n− 1
(h(k)

i )p
( i−1∑

j=1

h
(k+1)
j +

n∑

j=i+1

(h(k)
j )q

)
(k = 0, 1, . . .), (1.22)

gde su p i q prirodni brojevi.
Klasa iterativnih metoda za koje se može izvesti relacija (1.22) produkuje nizove

z(k) sa graničnom tačkom ζ = (ζ1, . . . , ζn).
Sledeća teorema daje jedan praktičan način za odred̄ivanje R-reda konvergencije

(videti [4], [113], [155]).

Teorema 1.5 Pretpostavimo da su početne aproksimacije x
(0)
1 , . . . , x

(0)
n izabrane

tako da je
h

(0)
i ≤ h = max

1≤i≤n
h

(0)
i < 1 (i ∈ In).

Pretpostavimo dalje da za iterativni metod IM važe nejednakosti (1.22). Tada je
iterativni metod IM konvergentan i za njegov R-red konvergencije važi

OR(IM, ζ) ≥ p + tn(p, q),

gde je tn(p, q) jedinstveni pozitivan koren jednačine

tn − tqn−1 − pqn−1 = 0.

Donja granica R-reda konvergencije razmatrane klase iterativnih metoda date
Teoremom 1.5 je oštra, ali zahteva rešavanje polinomske jednačine i iznosi p +
tn(p, q). S druge strane, može se odrediti donja granica R-reda konvergencije, koja
nije tako oštra, ali za čije nalaženje nije potrebno rešavanje jednačina. Jedno-
stavna procena donje granice R-reda konvergencije, koja je sasvim zadovoljavajuća
u praksi, data je sledećom teoremom (videti [147]).

Teorema 1.6 Neka je IM iterativni metod za koji važe relacije (1.22), i neka je ζ
njegova granična tačka. Tada je

OR(IM, ζ) > p + q +
pq

(n− 1)(p + q)
.

Pri ispitivanju brzine konvergencije iterativnih metoda za istovremeno nalaženje
nula polinoma, koji koriste korekcije, javlja se potreba za analizom konvergencije
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vǐse med̄usobno zavisnih nizova (videti Poglavlje 12 u monografiji [155]). Neka
su {x(k)

1 }, . . . , {x(k)
n } (realni ili kompleksni) nizovi aproksimacija koji konvergiraju

nulama ζ1, . . . , ζn datog polinoma P, tj., x
(k)
i → ζi kada k → ∞. Uvedimo nizove

grešaka aproksimacija {|ε(k)
i |} pomoću

|ε(k)
i | = |x(k)

i − ζi| (i ∈ In, k = 0, 1, . . .)

i neka ovi nizovi zadovoljavaju sistem sledećih nejednakosti

|ε(k+1)
i | ≤ αi

n∏

j=1

(|ε(k)
j |)mij (i ∈ In, k = 0, 1, . . .), (1.23)

pri čemu je mij ≥ 0, αi > 0.

R-red konvergencije iterativnih metoda najčešće odred̄ujemo korǐsćenjem Teo-
reme Herzberger-Metznera razmatrane u radu [60].

Teorema 1.7 Neka za nizove grešaka {ε(k)
i } važe nejednakosti (1.23) i neka je M =

(mij) matrica eksponenata. Ako nenegativna matrica M ima spektralni radijus
ρ(M) > 1 i odgovarajući sopstveni vektor x > 0, tada svi nizovi {|ε(k)

i |} (i ∈ In)
imaju R-red najmanje ρ(M).

Na kraju ovog odeljka pomenimo da je od interesa proveriti koliki je red konver-
gencije pri praktičnoj primeni nekog iterativnog metoda i koliko odstupa od reda
dobijenog teorijskom analizom. Pretpostavimo da nam je poznata tačna nula ξ i
neka su xk−1, xk i xk+1 tri sukcesivne aproksimacije ove nule dobijene u itera-
tivnom procesu reda r. Ako logaritmujemo približne relacije

|xk+1 − ξ|
|xk − ξ|r ≈ C,

|xk − ξ|
|xk−1 − ξ|r ≈ C

i eliminǐsemo log C, dobijamo računski red konvergencije

r̃ ≈ log(|xk+1 − ξ|/|xk − ξ|)
log(|xk − ξ|/|xk−1 − ξ|) . (1.24)

Ova približna vrednost uglavnom dobro aproksimira teorijski red konvergencije
r, pod uslovom da nema ,,patološkog” ponašanja iterativnog metoda (spora kon-
vergencija u početku iterativnog procesa, ,,oscilovanje” aproksimacija i slično). S
obzirom da je nula ξ nepoznata, koristeći faktorizaciju f(xk) = (xk − ξ)g(xk), iz
(1.24) dobijamo formulu od praktičnog značaja

r̃ ≈ log(|f(xk+1)|/|f(xk)|)
log(|f(xk)|/|f(xk−1)|) . (1.25)
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1.3 Simultani metodi

Zbog ranije navedenih nedostataka numeričkih metoda koji koriste sukcesivno
odred̄ivanje nula polinoma metodom deflacije, danas se sve vǐse upotrebljavaju
iterativni metodi koji omogućavaju istovremeno nalaženje svih nula polinoma po-
lazeći od izvesnih početnih aproksimacija.

Metodi kod kojih je moguće istovremeno naći sve nule polinoma mogu se pred-
staviti u obliku

z
(k+1)
i = Φ(z(k)

1 , . . . , z(k)
n ) (i ∈ In, k = 0, 1, . . .). (1.26)

Navedeni metodi nazivaju se simultani metodi. Kada redni broj iteracije nije od
značaja, tekuća aproksimacija z

(k)
i , označava se za zi, a naredna iteracija sa ẑi.

Relacija (1.26) se tada može napisati u obliku

ẑi = Φ(z1, . . . , zn) (i ∈ In).

Postoji vǐse pristupa za istovremeno odred̄ivanje svih nula polinoma: metod
pretraživanja i isključivanja (Henrici [54]), metodi koji se zasnivaju na nula-relaciji
(Börsch-Supan [12], [13], Ehrlich [29], Gargantini [40], [41], Henrici [56], Wang i
Zheng [198], Petković i Rančić [149], Rančić i Petković [169], Rančić [167]), QD-
algoritam (Henrici [56]).

Modifikacije metoda za nalaženje jedne nule pogodne funkcije razmatrali su
Kanno, Kjurchiev i Yamamoto [68], Petković, Ilić i Tričković [130], Petković,
Tričković i Herceg [156], Sakurai i Petković [171]. U razvoju metoda racionalnih
aproksimacija značajan doprinos dali su Carstensen i Sakurai [22], Sakurai, Torii i
Sugiura [172] i [173]. Metodi trodijagonalnih matrica su bili predmet proučavanja
Brugnana i Trigiantea [18]. Matrični metodi sa svod̄enjem na problem sopstvenih
vrednosti razmatrani su od strane Niua i Sakuraia [97], Fidlea [33], Maleka i Vail-
lancontoa [85], [86], Pana [104], Sakuraija, Kravanjae, Sugiureae i Braelaa [170].
Treba napomenuti i metode zasnovane na numeričkoj integraciji (Suzuki i Suzuki
[185], [186], Suzuki, Suzuki, Muto [187]). Globalno konvergentne metode, koji se
primenjuju interaktivno, dali su Farmer i Loizou [32].

Predmet našeg istraživanja su simultani metodi zasnovani na nula-relaciji. Nula
relacije su oblika

ζi = F (z1, . . . , zn; ζ1, . . . , ζn) (i ∈ In),

gde su ζ1, . . . , ζn proste kompleksne nule polinoma P , a z1, . . . , zn njihove aproksi-
macije. Kao osnov za konstrukciju simultanih metoda za odred̄ivanje nula polinoma
posmatraćemo sledeća dva oblika nula-relacije:
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ζi = F1(z1, . . . , zi−1, ζi, zi+1, . . . , zn) (i ∈ In), (1.27)
ζi = F2(ζ1, . . . , ζi−1, zi, ζi+1, . . . , ζn) (i ∈ In). (1.28)

Kada tačne nule u relacijama (1.27) i (1.28) zamenimo njihovim aproksimacijama,
tada stavljajući z = zi na desnoj strani u (1.28), dobijamo opšti oblik simultanih
iterativnih metoda u kompleksnoj aritmetici

ẑi = F (z1, . . . , zn) (i ∈ In). (1.29)

Navešćemo nekoliko primera nula-relacija koje su bile osnova za konstrukciju
nekih od najčešće korǐsćenih iterativnih metoda za simultano nalaženje nula poli-
noma (vǐse detalja o izvod̄enju nula-relacija može se naći u monografiji [113]).

Primer 1.1 Nula-relacija Weierstrassovog tipa ([113], [155]), [198], je oblika

ζi = z − P (z)
n∏

j=1
j 6=i

(z − ζj)
(i ∈ In). (1.30)

Relacija (1.30) dobijena je iz polinoma P predstavljenog u faktorizovanom obliku

P (z) =
n∏

j=1

(z − ζj) = (z − ζi)
n∏

j=1
j 6=i

(z − ζj).

Primer 1.2 Primenom logaritamskog izvoda na polinom P dobija se relacija

P ′(z)
P (z)

=
1

u(z)
=

n∑
j=1
j 6=i

1
z − ζj

+
1

z − ζi
. (1.31)

Iz relacije (1.31) izvedena je nula-relacija Newtonovog tipa oblika

ζi = z − 1
P ′(z)
P (z)

−
n∑

j=1
j 6=i

1
z − ζj

(i ∈ In). (1.32)

Primer 1.3 Neka su z1, . . . , zn med̄usobno različiti kompleksni brojevi i neka važi
da je ζi /∈ {z1, . . . , zn}, i ∈ In. Primenom Lagrangeove interpolacije dobija se
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P (z) = Wi

n∏
j=1
j 6=i

(z − zj) +
n∏

j=1
j 6=i

(z − zj)

(
n∑

j=1
j 6=i

Wj

z − zj
+ 1

)
, (1.33)

gde je

Wi(z) =
P (z)

n∏
j=1
j 6=i

(z − zj)
(i ∈ In).

Zamenom z = ζi i rešavanjem po ζi − zi iz (1.33) dobija se nula-relacija Börsch-
Supanovog tipa

ζi = z − Wi

1 +
n∑

j=1
j 6=i

Wj

ζi − zj

(i ∈ In), (1.34)

gde je

Wi =
P (z)

n∏
j=1
j 6=i

(z − zj)
(i ∈ In).

Primer 1.4 Diferenciranjem identiteta (1.31) dobija se

−P ′(z)2 − P (z)P ′′(z)
P (z)2

= −
n∑

j=1

1
(z − ζj)2

. (1.35)

Rešavanjem (1.35) po ζi dobija se nula-relacija sa kvadratnim korenom, koja se još
naziva nula-relacijom tipa Ostrowskog [40], [158]

ζj = z − 1√√√√√
P ′(z)2 − P (z)P ′′(z)

P (z)2
−

n∑
j=1
j 6=i

1
(z − ζj)2

(i ∈ In). (1.36)

Primer 1.5 Polazeći od identiteta

P ′′(z)
P (z)

=
(

P ′(z)
P (z)

)2

+
(

P ′(z)
P (z)

)′
, (1.37)

zamenom suma iz (1.31) i (1.35) dobija se Wang-Zhengova nula-relacija (Halleyevog
tipa) [113], [116], [200]
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ζi = z − 1

f(z)− P (z)
2P ′(z)

[(
n∑

j=1
j 6=i

1
z − ζj

)2

+
n∑

j=1
j 6=i

1
(z − ζj)2

] (i ∈ In), (1.38)

gde je

f(z) =
P ′(z)
P (z)

− P ′′(z)
2P ′(z)

.

Pomenućemo neke poznate iterativne metode zasnovane na nula-relaciji u obič-
noj kompleksnoj aritmetici za simultano nalaženje svih nula polinoma.

1. Weierstrassov metod je metod drugog reda. Konstruisan je na osnovu relacija
(1.28), (1.29) i (1.30), i glasi

ẑi = zi − P (zi)
n∏

j=1
j 6=i

(zi − zj)
(i ∈ In). (1.39)

Formulu (1.39) su vǐse puta otkrivali autori Durand [28], Dochev [26], Börsch-
Supan [12], Kerner [70], M. Prešić [163] i S. B. Prešić [164]. Malo je poznato
da je ova formula imala svoju preteču u izlaganju Weierstrassa u Kenigsburškoj
akademiji nauka 1891. Iterativni metod (1.39), naziva se i Durand-Kernerov ili
metod Weierstrass-Docheva, a u literaturi se mogu naći i druge kombinacije
imena.

2. Ehrlich-Abertovov metod ima kubnu konvergenciju i konstruisan je na os-
novu (1.28), (1.29) i (1.32), i ima oblik

ẑi = zi − 1
1
ui
−

n∑
j=1
j 6=i

1
zi − zj

(i ∈ In). (1.40)

Iako je iterativni metod (1.40) prvi predložio Maehly u [84], još 1954. godine
za pobolǰsanje Newtonovog postupka, a Börsch-Supan ga je prvi koristio za
odred̄ivanje a posteriori ocene greške za nule polinoma [12], najčešće nosi ime
Ehrlich-Abertovov metod. Ehrlich je u radu [29] dokazao njegovu kubnu kon-
vergenciju, a Abert dao doprinos praktičnoj primeni ovog metoda.

3. Börsch-Supanov metod trećeg reda, dobijen je u [13], koristeći (1.27), (1.29)
i (1.34), prostom aproksimacijom ζi = zi i ima oblik



18 1 Iterativni metodi u kompleksnoj i intervalnoj aritmetici

ẑi = zi − Wi

1 +
n∑

j=1
j 6i

Wj

zi − zj

(i ∈ In). (1.41)

Metod (1.41) su kasnije razmatrali Nourein [98] i Werner [202].
4. Metod tipa Ostrowskog (metod kvadratnog korena) je dobijen korǐsćenjem

(1.28), (1.29) i (1.36), i ima oblik

ẑi = zi − 1√√√√√
P ′(zi)2 − P (zi)P ′′(zi)

P (zi)2
−

n∑
j=1
j 6=i

1
(zi − zj)2

(i ∈ In). (1.42)

Metod (1.42) ima red konvergencije četiri. Analiza metoda (1.42) i njegove
modifikacije data je u [158], a analiza konvergencije ovog metoda sa računski
proverljivim početnim uslovima urad̄ena je u [148].

5. Wang-Zhengov metod (metod Halleyovog tipa) četvrtog reda je konstruisan
pomoću (1.28) i (1.29), uzimajući z = zi i ζj = zj u (1.38), i oblika je

ẑi = zi − 1

f(zi)− P (zi)
2P ′(zi)

[(
n∑

j=1
j 6=i

1
zi − zj

)2

+
n∑

j=1
j 6=i

1
(zi − zj)2

] (i ∈ In), (1.43)

gde je

f(zi) =
P ′(zi)
P (zi)

− P ′′(zi)
2P ′(zi)

.

Neke modifikacije metoda (1.43) sa ubrzanom konvergencijom razmatrane su u
[159], [195].

Brzina konvergencije osnovnih metoda može se povećati uvod̄enjem korekcija.
Najčešće korǐsćene korekcije su:

1. Newtonova korekcija drugog reda

u(z) =
P (z)
P ′(z)

,

koja se javlja u Newtonovom metodu drugog reda

ẑi = zi − u(zi) = zi − P (zi)
P ′(zi)

.
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2. Weierstrassova korekcija drugog reda

W (z) =
P (z)

n∏
j=1
j 6=i

(z − zj)
,

koja se javlja u Weierstrassovom metodu drugog reda

ẑi = zi −W (zi) = zi − P (z)
n∏

j=1
j 6=i

(zi − zj)
.

3. Halleyeva korekcija trećeg reda

h(z) =
[
P ′(z)
P (z)

− P ′′(z)
2P ′(z)

]−1

,

koja se javlja u Halleyevom metodu trećeg reda

ẑi = zi − h(zi) = zi −
[
P ′(zi)
P (zi)

− P ′′(zi)
2P ′(zi)

]−1

.

Za ubrzavanje konvergencije osnovnih metoda primenjuje se i Gauss-Seidelov
pristup i on se može kombinovati sa primenom korekcija. Kod Gauss-Seidelovog
pristupa u tekućoj iteraciji koriste se vrednosti već izračunatih aproksimacija. Na
taj način se dobijaju takozvane serijske ili single-step verzije metoda, za razliku od
osnovnih metoda koje nazivamo paralelnim ili total-step metodima.

1.4 Geometrija nula

Da bi se primenio bilo koji metod za lokalizaciju nula polinoma potrebno je
prethodno, naći početne inkluzivne oblasti, diskove ili pravougaonike, koji sadrže
te nule. Nad̄eni inkluzivni diskovi mogu biti korǐsćeni u iterativnim metodama u
intervalnoj aritmetici i u običnoj realnoj ili kompleksnoj aritmetici. Problemom
lokalizacije nula ili ,,geometrije nula” i odred̄ivanjem njihove vǐsestrukosti bavili su
se mnogi matematičari. O ovoj problematici može se videti u knjigama Henricija
[56] i Mardena [87].

Izbor početnih inkluzivnih oblasti, koje sadrže nule polinoma, usko je povezan sa
uslovima za konvergenciju iterativnih metoda. U literaturi je prikazano, da mnogi
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od tih uslova zavise od nepoznatih podataka, na primer od funkcija traženih nula,
što je bez praktične važnosti.

Izložićemo, u nastavku, jedan način izbora početnih oblasti koji ima opšti karak-
ter.

Neka je P moničan polinom n-tog stepena sa prostim kompleksnim nulama
ζ1, . . . , ζn

P (z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0 =

n∏

j=1

(z − ζj) (ai ∈ C, i = 0, . . . , n− 1).

Kod rešavanja algebarskih jednačina značajno je naći inkluzivni poluprečnik za dati
polinom P , takav da za sve nule polinoma važi da je

|ζi| ≤ R (i ∈ In).

Veliki značaj ima sledeća teorema Henricija [56]:

Teorema 1.8 Neka su λ1, . . . , λn pozitivni brojevi takvi da je λ1 + · · ·+ λn ≤ 1 i
neka je

R := max
1≤k≤n

λ
−1/k
k |an−k|1/k.

Tada je R inkluzivni poluprečnik za polinom P .

Ukoliko je λk = 1/2k (k ∈ In), iz Teoreme 1.8 dobijamo da disk sa centrom u
koordinatnom početku i poluprečnikom

R = 2 max
1≤k≤n

|an−k|1/k (1.44)

sadrži sve nule polinoma P . Ovaj rezultat može se naći i u knjigama Knutha [74]
i Henricija [56]. Na veoma jednostavan način moguće je odrediti poluprečnik r

r−1 = 2 max
1≤k≤n

|ak/a0|1/k, (1.45)

za koji važi r ≤ |ζi| (i ∈ In). Na taj način odred̄uje se oblast u obliku kružnog
prstena {z ∈ C : r ≤ |z| ≤ R}, gde su R i r odred̄eni sa (1.44) i (1.45), koja sadrži
sve nule posmatranog polinoma P .

Rezultat (1.44) moguće je pobolǰsati ukoliko se za centar diska umesto koordi-
natnog početka izabere tačka c = (ζ1 + · · ·+ζn)/n = −an−1/n. Tačka c je ,,težǐste”
nula polinoma P koji se translacijom promenljive z transformǐse u polinom

P (z + c) = zn + bn−2z
n−2 + · · ·+ b1z + b0.
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Težǐste nula ξi = ζi − c (i ∈ In) transformisanog polinoma je u koordinatnom
početku. Inkluzivni poluprečnik

R′ = 2 max
2≤k≤n

|bn−k|1/k

je najčešće manji od poluprečnika R odred̄enog sa (1.44).
Za a posteriori ocenu greške izračunavanja za dati skup aproksimacija često se

koristi Weierstrassova korekcija Wi, koja se javlja u poznatom Weierstrassovom
metodu za simultano odred̄ivanje svih nula polinoma P

ẑ = zi − P (zi)∏
j=1
j 6=i

(zi − zj)
= zi −Wi (i ∈ In). (1.46)

Smith [183] je pokazao da disk

|z − (zi −Wi)| ≤ (n− 1)|Wi|

sadrži najmanje jednu nulu polinoma P . Ovaj rezultat je neznatno pobolǰsanje
rezultata Braessa i Hadelera [14] koji su pokazali da disk

|z − zi| ≤ n|Wi|

takod̄e sadrži najmanje jednu nulu polinoma P .
Znatno pobolǰsanje ovog rezultata dato je sledećom teoremom koju dajemo bez

dokaza (detalji se mogu naći u monografiji [127]).

Teorema 1.9 Neka je za fiksirano n ≥ 3

cn =
1

An + B
, A ≥ 2, B ≥ (2−A)n

i neka važi
w(0) ≤ cnd(0).

Tada su diskovi

Di =
{

z
(0)
i −W

(0)
i ;

n

(A− 1)n + B
|W (0)

i |
}

(i ∈ In),

med̄usobno disjunktni i svaki od njih sadrži tačno jednu nulu polinoma P .
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1.5 Kompleksna intervalna aritmetika

Neki od iterativnih metoda opisanih u ovoj disertaciji su realizovani u kružnoj
intervalnoj kompleksnoj aritmetici. Pored toga, u analizi konvergencije neinter-
valnih metoda ocenjuju se neke kompleksne veličine primenom osnovnih osobina
i operacija kompleksne kružne aritmetike. Zbog toga ćemo u ovom odeljku dati
kratak pregled osnovnih osobina i operacija ove aritmetike. Detaljniji pregled se
može naći u monografijama [6], [113], [118] i [142].

Kružni interval (disk) u kompleksnoj ravni

Z = {z : |z − r| ≤ r}

sa centrom c = midZ ∈ C i poluprečnikom r = radZ označavaćemo simbolički sa
Z = {c; r}. Skup svih kompleksnih kružnih intervala označavaćemo sa K(C).

Iz same definicije diska lako je videti da važe ekvivalencije:

z ∈ Z ⇐⇒ |z − c| ≤ r, (1.47)
z 6∈ Z ⇐⇒ |z − c| > r. (1.48)

Z

Z

Z

c c
c

r

r

z
1

1

2

2

2

1

*

Slika 1.1

Pod uslovom da je z ∈ Z, na osnovu geometrijske konstrukcije (Slika 1.1) vidimo
da važi dvostruka nejednakost

|midZ| − radZ ≤ |z| ≤ |midZ|+ radZ. (1.49)

Takod̄e, za dva diska Zk = {ck; rk}, k = 1, 2, važe relacije

|c1 − c2| ≤ r2 − r1 ⇐⇒ Z1 ⊆ Z2 (1.50)
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i
|c1 − c2| > r1 + r2 ⇐⇒ Z1 ∩ Z2 = ∅. (1.51)

Proizvod i zbir (razlika) proizvoljnog diska Z = {c; r} i kompleksnog broja α
definǐsu se sledećim relacijama:

αZ = {αc; |α|r},
α± Z = {α± c; r}.

Za dva diska Z1 i Z2 u skupu K(C) mogu se definisati operacije sabiranja i
oduzimanja na sledeći način

Z1 ± Z2 := {c1 ± c2; r1 + r2} = {z1 ± z2 : z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2}. (1.52)

Neka je Zk = {ck; rk}, k ∈ In. Formula (1.52) se može generalisati u slučaju sabi-
ranja n diskova na

n∑

k=1

Zk =
{ n∑

k=1

ck;
n∑

k=1

rk

}
.

Proizvod dva diska u opštem slučaju nije disk, već neka zatvorena oblast u
kompleksnoj ravni. Zbog toga ćemo za proizvod dva diska Z1 ·Z2 koristiti definiciju
koju su uveli Gargantini i Henrici u radu [42]

Z1 · Z2 := {c1c2; |c1|r2 + |c2|r1 + r1r2} ⊇ {z1z2 : z1 ∈ Z1, z2 ∈ Z2}. (1.53)

Iz formule (1.53) se vidi da je u opštem slučaju proizvod diskova Z1 · Z2 uvećani
disk koji okružuje tačnu oblast.

Formula (1.53) u slučaju množenja n diskova postaje

n∏

k=1

Zk =
{ n∏

k=1

ck;
n∏

k=1

(|ck|+ rk)−
n∏

k=1

|ck|
}

. (1.54)

Ako 0 6∈ Z (tj. |c| > r) može se, korǐsćenjem Möbiusove bilinearne transforma-
cije, odrediti tzv. tačna inverzija diska Z

Z−1 = {c; r}−1 =
{c̄; r}
|c|2 − r2

=
{1

z
: z ∈ Z

}
. (1.55)

Sabiranje, oduzimanje i tačna inverzija su tačne operacije u skupu K(C).
Pored tačne inverzije diska (1.55), u narednim poglavljima ćemo koristiti i in-

verziju diska Z u centralnom ili Taylorovom obliku

ZIc =
{

1
c
;

r

|c|(|c| − r)

}
⊇ Z−1. (1.56)
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Korǐsćenjem formula (1.53) i (1.55) (odnosno (1.56)) možemo definisati deljenje
diskova Z1 : Z2, pod uslovom da disk Z2 ne sadrži koordinatni početak,

Z1 : Z2 = Z1 · INVZ2,

gde simbol INV označava jednu od uvedenih inverzija, to jest INV ∈ {()−1, ()Ic}.
U disertaciji ćemo koristiti sledeće ocene:

|mid (INV(Z))| ≤ |z|
|z|2 − r2

, (1.57)

rad (INV(Z)) ≤ r

|z|(|z| − r)
. (1.58)

Kvadratni koren diska Z = {c; r} u centralnoj formi, gde je c = |c|eiθ i važi
relacija |c| > r (disk Z ne sadrži koordinatni početak), definǐse se kao unija dva
diska (videti [40])

√
{c; r} :=

{√
|c|eiθ/2;

√
|c| −

√
|c| − r

} ⋃{
−

√
|c|eiθ/2;

√
|c| −

√
|c| − r

}
. (1.59)

Dobijeni uvećani disk sadrži tačnu oblast {z1/2 : z ∈ Z}. Generalizacijom formule
(1.59), u smislu računanja n-tog korena diska Z (0 6∈ Z), dobijamo uniju n diskova

Z1/n =
n−1⋃

k=0

{
|c|1/nei θ+2kπ

n ; |c|1/n − (|c| − r)1/n
}
. (1.60)

Važna osobina intervalne aritmetike je inkluzivna izotonost (svojstvo inkluzije).
Ova osobina važi za prethodno definisane četiri osnovne računske operacije u
kružnoj intervalnoj aritmetici: sabiranje, oduzimanje, množenje i deljenje (videti
na primer [6]). Naime, neka su Ak, Bk ∈ K(C), k = 1, 2 i neka važi da je Ak ⊆ Bk,
za k = 1, 2. Tada važi da je

A1 ∗A2 ⊆ B1 ∗B2,

gde je ∗ ∈ {+,−, ·, :}.
Pretpostavimo da je f kompleksna funkcija koja je definisana na skupu diskova

K(C). U opštem slučaju, skup {f(z) : z ∈ Z} nije disk. Da bi se očuvala zatvorenost
uvedenih operacija sa diskovima, neophodno je uvesti kružno proširenje F funkcije
f . Kružno proširenje F se definǐse na podskupu D ⊆ K(C), tako da za sve diskove
Z ∈ D važe svojstva:

F (Z) ⊇ {f(z) : z ∈ Z} (inkluzija),
F (z) = f(z) (restrikcija).
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Kružno intervalno proširenje je inkluzivno izotono ako za svako Z1, Z2 ∈ D važi
sledeća implikacija

Z1 ⊆ Z2 =⇒ F (Z1) ⊆ F (Z2).

Specijalno, važi
z ∈ Z =⇒ f(z) = F (z) ∈ F (Z).

Ova osobina predstavlja osnovu za konstrukciju intervalnih metoda.
Napomenimo da obe uvedene inverzije diska INV ∈ {()−1, ()Ic} i glavna vrednost

korena ne-nula diska poseduju osobinu inkluzivne izotonosti.
Na kraju ovog odeljka pomenimo da pored kružne intervalne aritmetike postoji

i intervalna aritmetika pravougaonika. Neka su A1, A2 ∈ I(R), gde smo sa I(R)
označili interval realnih brojeva. Skup {a1 + ia2 : a1 ∈ A1, a2 ∈ A2} kompleksnih
brojeva se naziva kompleksnim intervalom. Ovaj skup definǐse pravougaonik u
kompleksnoj ravni sa stranicama paralelnim koordinatnim osama. Obeležićemo ga
sa R(C). Za dva kompleksna pravougaona intervala A,B ∈ R(C), gde su A =
A1 + iA2 i B = B1 + iB2, A1, A2, B1, B2 ∈ I(R) osnovne operacije sabiranja,
oduzimanja, množenja i deljenja definǐsu se sledećim formulama:

A±B = A1 ±B1 + i(A2 ±B2),
A ·B = A1B1 −A2B2 + i(A1B2 + A2B1),

A : B =
A1B1 + A2B2

B2
1 + B2

2

+ i
A2B1 −A1B2

B2
1 + B2

2

(0 6∈ B2
1 + B2

2).

Dobra osobina kod kompleksne aritmetike pravougaonika je činjenica da je pre-
sek dva pravougaonika uvek pravougaonik, tako da nema potrebe za uvod̄enjem
proširenja.

1.6 Simultani intervalni metodi

Problem tačnosti dobijenih rezultata je aktuelan i u slučaju korǐsćenja simultanih
metoda. Zbog rada sa aritmetikom konačne dužine, javljaju se greške, koje su
svakako manje nego kod algoritama koji koriste princip deflacije, ali ipak postoje,
tako da se postavlja pitanje njihovog ocenjivanja. Mnogi autori su razvili niz raz-
ličitih tehnika za ocenu grešaka dobijenih aproksimacija nula polinoma. Uglavnom
se pomenute tehnike zasnivaju na Gerschgorinovoj teoremi (Smith [183], Elzner
[30], Braess i Hadeler [14]). Na Roushéovoj teoremi zasnovani su metodi koje su raz-
matrali Börsch-Supan [13] i Gutkneckt [47]. Tehnika koja se zasniva na nula-relaciji
je bila predmet interesovanja mnogih autora, od koji su najpoznatiji: Börsch-Supan
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[12], Schmidt [176], Schmidt i Dressel [177], Bini i Fiorentini [10]. U praksi se
nalaženje granice greške dobijenih aproksimacija retko primenjuje, najčešće zbog
neekonomičnosti sprovod̄enja kompletne analize greške u praktičnim problemima.

S druge strane, moguće je definisati intervale (na realnoj osi), odnosno diskove
ili pravougaonike (u kompleksnoj ravni), tako da oni sigurno sadrže tačno rešenje
posmatranog problema. Na taj način je obezbed̄ena informacija i o približnoj vred-
nosti rešenja (centar diska ili pravougaonika) i o gornjoj granici apsolutne vrednosti
greške (datoj poluprečnikom diska ili poludijagonalom pravougaonika).

Cilj intervalne analize je da modifikuje postojeće numeričke algoritme ili da
razvije nove koji daju intervale što je manje mogućih dimenzija. Iako intervalne
tehnike ne proizvode uvek štedljive rezultate, intervalni metodi su korisno orud̄e u
primenjenoj matematici i inženjerskim disciplinama, koji su naročito primenljivi u
kontroli i analizi grešaka izračunavanja, dajući samo-proverljive algoritme sa garan-
tovano sigurnim granicama (gornje i donje granice na skupu rešenja ili izračunatim
vrednostima). Vǐse detalja o opštem principu intervalnog računanja i primenama
mogu se naći u preglednom radu [7] i knjizi [6].

Prve radove iz oblasti intervalnog računa nalazimo šezdesetih godina prošlog
veka u radovima Sunage [184], Moorea [92], Moorea i Yanga [94]. U svojim
radovima, oni su prvi računali sa intervalima u cilju ograničavanja nastalih grešaka
zaokruživanja, kod mašinskog izvod̄enja računskih programa. Mnogi autori, med̄u
kojima i Moore, smatraju za osnivača intervalnog računa Sesily Rozalie Young,
koja je u svom radu [203] uvela operacije sa proizvoljnim skupovima realnih bro-
jeva. Naš poznati matematičar Mihajlo Petrović primenjivao je intervale u raznim
oblastima matematike [161]. O njegovom doprinosu intervalnoj matematici, može
se videti u [107].

U utemeljivače intervalne matematike, pored Moorea svakako spadaju i Hansen,
Nickel, Rall, Kulisch, Alefeld, Herzberger, Krawczyk i Ratschek. U naučnom svetu
dobro je poznata nǐska škola intervalne matematike na čijem čelu je M. Petković
sa Elektronskog fakulteta, koji je osim velikog broja radova u ovoj oblasti objavio
i tri monografije na engleskom jeziku [113], [118] i [142]. Mnogi rezultati iz oblasti
intervalne matematike mogu se naći u bibliografijama Garloffa [43] i McNameea
[88].

U rešavanju problema u kojima se javljaju neizvesne promenljive (koje leže u
nekim intervalima) i svuda gde je informacija o gornjoj granici greške bitna, do-
brodošla je primena intervalne matematike. Intervalna matematika ima širok spek-
tar primene u teoriji i praksi. Deo tog spektra su problem sopstvenih vrednosti,
diferencijalne i diferencne jednačine, matematičko programiranje, analiza funkcija
prenosa, proučavanje stabilnosti sistema, analiza električnih kola, matematička
psihologija, geodetska istraživanja, finansije, simulacija procesa sa promenljivim
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parametrima, proučavanje stabilnosti sistema, opis haotičnih fenomena. Primen-
ljivost ove oblasti je čak stigla i do proračuna svemirskih letova.

Osobina inkluzivne izotonosti predstavlja osnovu u konstrukciji intervalnih
metoda za istovremeno odred̄ivanje nula polinoma. Ukoliko su svi poluprečnici
diskova jednaki nuli, intervalni metodi se svode na simultane metode za istovre-
meno odred̄ivanje nula polinoma u kompleksnoj aritmetici, to jest ,,tačkastih”
aproksimacija nula polinoma.

Konstrukcija simultanih intervalnih metoda zasnovana je na nula-relaciji datoj
formulama (1.27) i (1.28).

Uz pretpostavku da znamo početne diskove (pravougaonike) Z1, . . . , Zn, koji
sadrže nule ζ1, . . . , ζn polinoma n-tog stepena P (z), zamenom tačnih nula na desnoj
strani relacija (1.27) i (1.28) njihovim inkluzivnim intervalima i koristeći svojstvo
inkluzije dobijamo

ζi = F1(z1, . . . , zi−1, Zi, zi+1, . . . , zn) (i ∈ In),
ζi = F2(Z1, . . . , Zi−1, zi, Zi+1, . . . , Zn) (i ∈ In).

Uzimajući inkluzivne intervale na desnoj strani gornjih relacija za nove inter-
valne aproksimacije Ẑi nula ζi, dobijamo intervalne metode

Ẑi = F1(z1, . . . , zi−1, Zi, zi+1, . . . , zn) (i ∈ In), (1.61)
Ẑi = F2(Z1, . . . , Zi−1, zi, Zi+1, . . . , Zn) (i ∈ In). (1.62)

Intervalni iterativni metodi, dobijeni na ovaj način, su lokalno konvergentni.
Za odred̄ivanje dovoljno dobrih početnih aproksimacija nula ovim metodima
neophodno je pridružiti neki sporo-konvergenti metod. Iterativni metodi (1.61) i
(1.62) mogu se uspešno kombinovati sa simultanim metodima u kompleksnoj arit-
metici, tako da se primene samo u završnom iterativnom koraku, a da se u ostalim
koriste iterativni metodi u kompleksnoj aritmetici. Kombinovani metodi imaju
veću računsku efikasnost, jer izračunavanja u kompleksnoj aritmetici zahtevaju
manje numeričkih operacija u pored̄enju sa operacijama u intervalnoj aritmetici, a
primena intervalnih metoda (1.61) i (1.62) u poslednjem iterativnom koraku daje
ocenu gornje granice greške.

Navešćemo neke poznate intervalne metode zasnovane na nula-relacijama:

1. Weierstrassov intervalni metod drugog reda [4], [5], [113], [199], zasniva se
na nula-relaciji (1.30) i oblika je

Ẑi = zi − P (zi)
n∏

j=1
j 6=i

(zi − Zj)
(i ∈ In). (1.63)
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2. Gargantini-Henricijev metod trećeg reda [39], [42], [55], [56], [111], za osnovu
ima Newtonovu nula-relaciju (1.32) i ima oblik

Ẑi = zi − 1
1
ui
−

n∑
j=1
j 6=i

1
zi − Zj

(i ∈ In). (1.64)

3. Petkovićev intervalni metod trećeg reda [14], [112], zasniva se na primeni
nula-relacije Börsch-Supanovog tipa (1.34). Može se predstaviti na sledeći način

Ẑi = zi − Wi

1 +
n∑

j=1
j 6=i

Wj

zi − Zj

(i ∈ In). (1.65)

4. Intervalni metod tipa Ostrowskog četvrtog reda [40], [111], dobijen je iz
nula-relacije sa kvadratnim korenom date formulom (1.36) i dat je sa

Ẑi = zi − 1
[
P ′(zi)2 − P (zi)P ′′(zi)

P (zi)2
−

n∑
j=1
j 6=i

1
(zi − Zj)2

]1/2

∗

(i ∈ In). (1.66)

Simbol ∗ označava da treba izabrati jedan od dva dobijena diska.
5. Intervalni metod Halleyevog tipa četvrtog reda [114], [198], izveden je

korǐsćenjem nula-relacije Wang-Zenga (1.38) i predstavljen je formulom

Ẑi = zi − 1

f(zi)− P (zi)
2P ′(zi)

[(
n∑

j=1
j 6=i

1
zi − Zj

)2

+
n∑

j=1
j 6=i

1
(zi − Zj)2

] (i ∈ In), (1.67)

gde je

f(zi) =
P ′(zi)
P (zi)

− P ′′(zi)
2P ′(zi)

.

Brzina konvergencije osnovnih metoda, kao i kod neintervalnih metoda, može
se povećati uvod̄enjem korekcija, koristeći ideju koju su razvili M. Petković i C.
Carestensen u [21] i [120], koristeći rezultate Nouriena [98], [99] i [100].

Korǐsćenjem korekcija se koriguje položaj centra diska i ubrzava se konvergen-
cija metoda. Ukoliko se na Gargantini-Henricijev metod (1.64) primeni Newtonova
korekcija dobijeni metod ima oblik



1.7 Aproksimativne nule i konvergencija iterativnih procesa 29

Ẑi = zi − 1

u(zi)−1 −
n∑

j=1
j 6=i

INV(zi − Zj + u(zj))
(i ∈ In) (1.68)

i ima red konvergencije 3.562 ili 4, zavisno od tipa primenjene inverzije diskova
(Carstensen, Petković [21]). Oznaka INV označava jednu od inverzija diskova datih
sa (1.55) i (1.56). Na taj način dobijena je ubrzana konvergencija bez dodatnog
izračunavanja vrednosti funkcija, pa je samim tim znatno povećana računska efikas-
nost metoda.

Drugi način ubrzavanja konvergencije može se postići primenom Gauss-Seidelo-
vog pristupa. Na primer, već pomenuti Gargantini-Henricijevi metodi (1.64) i
(1.68) u single-step varijanti imaju oblike

Ẑi = zi − 1

u(zi)−1 −
i−1∑

j=1

INV(zi − Ẑj)−
n∑

j=i+1

INV(zi − Zj)

(i ∈ In),

Ẑi = zi − 1

u(zi)−1 −
i−1∑

j=1

INV(zi − Ẑj)−
n∑

j=i+1

INV(zi − Zj + u(zj))

(i ∈ In).

1.7 Aproksimativne nule i konvergencija iterativnih procesa

Kod rešavanja jednačine oblika f(z) = 0 primenom nekog iterativnog metoda,
važno je izabrati početne uslove tako da iterativni metod konvergira. Početni uslovi
razmatrani u literaturi uglavnom zavise od nepoznatih podataka. U tradicional-
nom asimptotskom pristupu koristi se termin ,,tačne nule”, a u literaturi se još
pominju i ,,dovoljno dobre aproksimacije” ili ,,pogodno izabrane konstante”, pa se
može govoriti samo o njihovom teorijskom značaju. U cilju obezbed̄ivanja praktično
primenljivih rezultata poslednjih godina se posvećuje značajna pažnja konstrukciji
računski proverljivih početnih uslova, koji obezbed̄uju garantovanu i brzu konver-
genciju numeričkog algoritma. Pionir u ovoj oblasti istraživanja je Fourier [36], čiji
rezultati potiču jos sa kraja 19. veka. Kantorovič [69] je dao značajan doprinos
analizi konvergencije Newtonovog metoda u Banachovom prostoru koristeći pret-
postavke koje treba da budu ispunjene u svakoj tački oblasti konvergencije. Čuveni
američki matematičar Stephen Smale je dao fundamentalan doprinos ovoj teoriji
[181] dajući računski proverljive uslove, koji se odnose na oblast konvergencije,
a u [182] uveo je pojam aproksimativne nule kao početne tačke koja obezbed̄uje
konvergenciju Newtonovog metoda sledećom definicijom:
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Definicija 1.5 Tačka z0 ∈ C je aproksimativna nula funkcije f za iterativni metod
reda konvergencije r oblika

zk+1 = Φr(zk) (k = 0, 1, . . .),

ako postoji pozitivan broj p < 1 tako da je ispunjen uslov
∣∣∣∣
f(zk)
f ′(zk)

∣∣∣∣ ≤ prk−1

∣∣∣∣
f(z0)
f ′(z0)

∣∣∣∣ (k = 0, 1, . . .).

Kod testiranja aproksimativnih nula koristi se funkcija α(z, f) definisana pomoću

α(z, f) =
∣∣∣∣
f(z)
f ′(z)

∣∣∣∣γf (z), gde je γf (z) = sup
r>1

∣∣∣∣
f (r)(z)
r!f ′(z)

∣∣∣∣
1/(r−1)

.

Smaleova teorija koristi samo podatke o funkciji f u tački z0 pri utvrd̄ivanju
konvergencije Newtonovog metoda (1.3) i njen osnovni rezultat je:

Teorema 1.10 (Smale [181]) Ako je uslov

α(z0, f) < α0
∼= 0.130707 (1.69)

ispunjen, onda je Newtonov metod (1.3) dobro definisan i važi

|zk+1 − zk| ≤ p2k−1|z1 − z0| (k = 0, 1, . . .), (1.70)

pri čemu je p odred̄eno sa

p =
α(z0, f)

ψ(α(z0, f))2
, ψ(t) = 2t2 − 4t + 1.

Kada je početna aproksimacija dobro izabrana ocena (1.70) ukazuje na kvadra-
tnu konvergenciju iterativnog metoda (1.3). Smaleov rezultat (1.69) pobolǰsala je
najpre Kim [71] dobivši α0 = 1/54, a zatim α0 = 1/48 i Wang i Han [194] sa
α0 = 3 − 2

√
2 > 0.130707. Kasnije su Wang i Zhao [197] pod slabijim uslovima

pobolǰsali rezultat.
Za iterativne metode sa kvadratnom konvergencijom Chen [23] je dao generali-

zaciju ovog pristupa. Za Newtonov metod rezultat je specijalno dat teoremom:

Teorema 1.11 Ako je za z0 ispunjeno

(γf (z0) + 1)
∣∣∣∣
f(z0)
f ′(z0)

∣∣∣∣ < 0.1423,

tada je z0 aproksimativna nula funkcije f za Newtonov postupak.
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Curry je u [24] razmatrao dva metoda Čebǐsevljev (1.11) i Halleyev (1.5) i dao
dve teoreme koje se odnose na konvergenciju i aproksimativne nule tih metoda.

Veliki broj autora je, posle Smalea, proširio njegove rezultate razmatrajući
metode za rešavanje nelinearnih jednačina i simultane metode za odred̄ivanje nula
polinoma. O ovoj problematici se vǐse detalja može videti u monografiji [118].

1.8 Garantovana konvergencija

U postupku nalaženja aproksimacija nula polinoma već je naglašeno da je potrebno
konstruisati početne uslove koji obezbed̄uju garantovanu i brzu konvergenciju ite-
rativnih metoda. Kod Smaleovog pristupa uzimaju se samo informacije o funkciji
f u tački z0, pa je stoga Smaleov pristup poznat kao ,,teorija tačkaste ocene”.

Ukoliko je funkcija f(z) moničan algebarski polinom stepena n (n ≥ 3)

f(z) ≡ P (z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0,

početni uslovi trebalo bi da budu neke funkcije koeficijenata a = (a0, . . . , an−1),
stepena polinoma n i početnih aproksimacija z(0) = (z(0)

1 , . . . , z
(0)
n ) nula polinoma

ζ1, . . . , ζn. U opštem obliku, početni uslovi se mogu predstaviti u obliku nejed-
nakosti

Φ(z(0), a, n) < 0. (1.71)

Raspored nula u kompleksnoj ravni usko je povezan sa konvergencijom itera-
tivnih metoda za nalaženje nula polinoma. Ako su nule dobro razdvojene, algo-
ritmi uglavnom pokazuju dobre osobine. Kada su nule ,,bliske” (grozdovi nula)
odgovarajući algoritmi pokazuju usporenu konvergenciju, ne rade ili rade sa ve-
likim teškoćama. Mera razdvojenosti nula mora se uzeti kao argument funkcije Φ
date u (1.71). Tačne nule polinoma ζ1, . . . , ζn nisu poznate pa se stoga posmatra
minimalno rastojanje izmed̄u početnih aproksimacija

d(0) = min
j 6=i

|z(0)
i − z

(0)
j |. (1.72)

Bliskost početnih aproksimacija utiče na konvergenciju posmatranog metoda i kao
mera te bliskosti uzima se funkcija

s(z) =
∣∣∣∣
P (z)
Q(z)

∣∣∣∣,

gde je Q(z) 6= 0 za z iz okoline nule ζ, to jest z ∈ Λ(ζ), gde je Λ(ζ) okolina
proizvoljne nule ζ polinoma P .
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Na osnovu klase uslova date sa (1.71), koristeći najmanje rastojanje izmed̄u
početnih aproksimacija (1.72) i funkciju s(z), dobijamo praktično primenljivu klasu
uslova oblika

ϕ(s(0), d(0), n) < 0, (1.73)

gde s(0) zavisi od P i Q u početnoj tački z(0).
Weierstrassova korekcija za aproksimaciju i-te nule u m-tom iterativnom koraku

ima oblik

W
(m)
i =

P (z(m)
i )

n∏
j=1
j 6=i

(z(m)
i − z

(m)
j )

(i ∈ In, m = 0, 1, . . .) (1.74)

i ima maksimalnu vrednost

w(m) = max
1≤i≤n

|W (m)
i | (m = 0, 1, . . .), (1.75)

koja se često koristi pri analizi konvergencije.
Veliki broj radova posvećen je odred̄ivanju početnih uslova koji obezbed̄uju

garantovanu konvergenciju simultanih iterativnih metoda za odred̄ivanje nula poli-
noma [63], [64], [101], [115], [121], [125], [126], [196]. Pogodni početni uslovi koji
obezbed̄uju garantovanu konvergenciju mogu se iskazati relacijom

w(0) ≤ cn d(0), (1.76)

koja predstavlja specijalni slučaj relacije (1.73). Konstanta cn, koja se javlja u
(1.76), zavisi od stepena n polinoma i naziva se n-faktor. Izazov je naći što je
moguće veću vrednost konstante cn, zato što to omogućava veće vrednosti w(0), pa
su uslovi koji garantuju konvergenciju oslabljeni.

Sada ćemo izložiti metod korekcija, koji je jedan od osnovnih postupaka za
utvrd̄ivanje garantovane konvergencije simultanih iterativnih metoda.

Metod korekcija

Pretpostavimo da su ζ1, . . . , ζn proste kompleksne nule polinoma P n-tog ste-
pena. Odgovarajuće aproksimacije ovih nula dobijene u m-tom iterativnom ko-
raku označene su sa ζ1, . . . , ζn i med̄usobno su različite. Većina simultanih itera-
tivnih metoda za aproksimciju prostih nula polinoma P može biti predstavljena u
sledećem obliku:

z
(m+1)
i = z

(m)
i − Ci(z

(m)
1 , . . . , z(m)

n ) (i ∈ In, m = 0, 1, . . .). (1.77)
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Formula (1.77) omogućava konstrukciju n nizova aproksimacija {z(m)
i } (i ∈ In),

koji konvergiraju, to jest važi

lim
m→∞ z

(m)
i = ζi (i ∈ In), (1.78)

startujući od početnih aproksimacija z
(0)
1 , . . . , z

(0)
n , pod odred̄enim uslovima.

Izraz C
(m)
i = Ci(z

(m)
1 , . . . , z

(m)
n ) (i ∈ In, m = 0, 1, . . .), ćemo zvati iterativna

korekcija ili samo korekcija. Pretpostavimo da iterativne korekcije

C
(m)
i =

P (z(m)
i )

Fi(z
(m)
1 , . . . , z

(m)
n )

, (1.79)

zadovoljavaju sledeće uslove:

1◦ Fi(ζ1, . . . , ζn) 6= 0,

2◦ Fi(z
(m)
1 , . . . , z

(m)
n ) 6= 0,

3◦ Fi(z
(m)
1 , . . . , z

(m)
n ) je neprekidna funkcija u Cn.

Funkcija g, definisana u sledećoj teoremi, ima značajno mesto u dokazu teoreme
o konvergenciji.

Teorema 1.12 Neka su funkcije sm(t) i g(t) definisane sa

sm(t) =
m∑

k=0

tk + tm, t ∈ (0, 1), (m = 1, 2, . . .)

i

g(t) =





1 + 2t, 0 < t ≤ 1
2

1
1− t

,
1
2

< t < 1
, (1.80)

tada važi sm(t) ≤ g(t).

Na osnovu ideje izložene u [121], sledeća teorema dokazana je u radu [128]:

Teorema 1.13 Pretpostavimo da iterativni postupak (1.77) ima korekcije oblika
(1.79), za koje su zadovoljeni uslovi 1◦−3◦, i neka su z

(0)
1 , . . . , z

(0)
n date med̄usobno

različite početne aproksimacije. Ako za neko β ∈ (0, 1) važe sledeće dve nejed-
nakosti:

(i) |C(m+1)
i | < β|C(m)

i | (m = 0, 1, . . .),

(ii) |z(0)
i − z

(0)
j | > g(β)(|C(0)

i |+ |C(0)
j |) (i 6= j, i, j ∈ In),

tada je iterativni proces (1.77) konvergentan.



34 1 Iterativni metodi u kompleksnoj i intervalnoj aritmetici

Klasa iterativnih metoda za koje važe uslovi Teoreme 1.13 je prilično široka
i uključuje najčešće korǐsćene metode za istovremeno nalaženje nula polinoma.
Metod korekcija za utvrd̄ivanje garantovane konvergencije može se opisati pomoću
algoritma u 4 koraka. Pri tom se polazi od početnih uslova oblika (1.76).

Algoritam

1. Za pogodno izabranu vrednost konstante cn, koja zadovoljava uslov (1.76),
odred̄ujemo konstante βn, λn i δn za koje važi

βn < 1, g(βn) <
1

2λn
, δn ≤ 1− 2λn. (1.81)

2. Dokazujemo relacije:

(W-D) w(m+1) ≤ cnd(m+1) (m = 0, 1, . . .)

i
(W-W) |W (m+1)

i | ≤ δn|W (m)
i | (i ∈ In, m = 0, 1, . . .).

3. Dokazujemo da važi prvo tvrd̄enje Teoreme 1.13:

(C-C) |C(m+1)
i | ≤ βn|C(m)

i | (i ∈ In, m = 0, 1, . . .)

i
(C-W) |C(0)

i | ≤ λn

cn
|W (0)

i | (i ∈ In). (1.82)

4. Na osnovu (1.82) imamo

1
λ
|C(0)

i | ≤ |W (0)
i |

cn
≤ w(0)

cn
≤ d(0) (i ∈ In),

što zajedno sa (1.81), za svako i 6= j (i, j ∈ In), obezbed̄uje da važi drugo
tvrd̄enje Teoreme 1.13

|z(0)
i − z

(0)
j | ≥ d(0) ≥ w(0)

cn
≥ 1

2λn
(|C(0)

i |+ |C(0)
j |) > g(βn)(|C(0)

i |+ |C(0)
j |).

Iz poslednje nejednakosti sledi da su diskovi Hi =
{
z
(0)
i ; g(βn)|C(0)

i |
}

(i ∈ In),
med̄usobno disjunktni. Na osnovu Teoreme 1.13 pri čemu je β = βn, neposredno
sledi konvergencija iterativnog postupka (1.77).

Kod ispitivanja garantovane konvergencije iterativnog metoda za istovremeno
odred̄ivanje nula polinoma metodom korekcija sa početnim uslovom (1.76) treba
za svaki konkretan iterativni metod primeniti Algoritam. Analiza garantovane kon-
vergencije većeg broja metoda primenom metoda korekcija može se naći u [118],
[148], [150] i [168].



Poglavlje 2

Pobolǰsani Farmer-Loizouov metod

U ovom poglavlju predložićemo ubrzani iterativni metod za simultanu aproksi-
maciju svih prostih nula polinoma. Farmer i Loizou su u [31] pokazali da zamena
aproksimacija datog polinoma

P (z) = anzn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0, a0an 6= 0

i njegovih izvoda u iterativnoj formuli za nalaženje proste nule funkcije dovodi do
nove klase metoda za simultano odred̄ivanje nula polinoma proizvoljnog reda kon-
vergencije. Red konvergencije pobolǰsanog metoda, koji se zasniva na simultanom
metodu koga su predložili Farmer i Loizou [31], je povećan sa 4 na 5 bez dodatnih
numeričkih izračunavanja, čime je dobijen pobolǰsani metod visoke računske efikas-
nosti. U nastavku je data teorema u kojoj se dokazuje konvergencija uz korǐsćenje
početnih uslova, čime se dobija mnogo preciznija karakterizacija blizina nula od
uobičajeno korǐsćenog termina ,,dovoljno bliske aproksimacije” [152].

Neka su z1, . . . , zn aproksimacije nula ζ1, . . . , ζn polinoma P i uvedimo sledeće
skraćenice:

εi = zi − ζi, ε = max
1≤i≤n

|εi|, u(z) =
P (z)
P ′(z)

, ui = u(zi),

Ak(z) =
P (k)(z)
k!P ′(z)

, Ak,i = Ak(zi), (k = 2, 3, . . .),

Sk(z) =
n∑

j=1
j 6=i

1
(z − zj)k

, Sk,i = Sk(zi), (k = 1, 2, . . .),

Tk(z) =
n∑

j=1
j 6=i

1
(z − ζj)k

, Tk,i = Tk(zi), (k = 1, 2, . . .).

Korǐsćenjem logaritamskog diferenciranja, startujući od faktorizacije

35
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P (z) = an

n∏

j=1

(z − ζj), (2.1)

dobijamo
P ′(z)
P (z)

=
n∑

j=1

1
z − ζj

, (2.2)

odakle je

P ′(z) = P (z)
n∑

j=1

1
z − ζj

. (2.3)

Zamenjujući z sa zi u (2.3), uz korǐsćenje (2.1) nalazimo

P ′(zi) = anεi

n∏
j=1
j 6=i

(zi − zj + εj)

(
1
εi

+
n∑

j=1
j 6=i

1
zi − zj + εj

)

= an

n∏
j=1
j 6=i

(
(zi − zj)

(
1 +

εj

zi − zj

))(
1 +

n∑
j=1
j 6=i

εi

zi − zj + εj

)
,

odakle je

P ′(zi) = an

n∏
j=1
j 6=i

(zi − zj) +O(ε). (2.4)

Na sličan način mogu se dobiti relacije

A2,i = S1,i +O(ε), (2.5)

A3,i =
1
2
(A2

2,i − S2,i) +O(ε) (2.6)

i relacije za A4,i, A5,i i tako dalje.
Aproksimacije (2.4), (2.5), (2.6), i slične aproksimacije koje uključuju A4,i, A5,i

itd., se mogu primeniti u cilju dobijanja iterativnih procesa za nalaženje prostih
nula polinoma. Na taj način može se dobiti klasa metoda proizvoljnog reda kon-
vergencije. U tom cilju definǐsimo funkciju λn(z) rekurzivno na sledeći način:

λ1(z) = u(z),

λk(z) =
u(z)

1−
k∑

i=2

Ai(z)
k−1∏

j=k−i+1

λj(z)

(k = 2, 3, . . . , n).
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Korǐsćenjem ovako definisane funkcije dobijamo familiju iterativnih metoda

Ψn ≡ z
(m+1)
i = z

(m)
i − λn(z(m)

i ) (m = 0, 1, . . .) (2.7)

koja ima red konvergencije n + 1.

Primedba 2.1 Interesantno je napomenuti da su M. Petković i D. Herceg pokazali
u [124] da je klasa metoda (2.7) ekvivalentna drugim klasama iterativnih metoda,
koji su izvedeni na različite načine i prikazani u različitim oblicima, od strane
Gerlacha [44], Forda i Pennlinea [34], Wanga [192], Varjuhina i Kasjanjuka [191],
Jovanovića [66] i Igarashija i Nagasake [62].

Zamenom izvoda najvǐseg reda u (2.7), uz korǐsćenje aproksimacija (2.4), (2.5)
i (2.6), dobijamo sledeće iterativne metode za simultano odred̄ivanje svih nula
polinoma:

• Weierstrassov ili Durand-Kernerov metod drugog reda

ẑi = zi − P (zi)

an

n∏
j=1
j 6=i

(zj − zj)
(i ∈ In);

• Ehrlich-Aberthov metod trećeg reda

ẑi = zi − ui

1− uiS1,i
(i ∈ In);

• Farmer-Loizouov metod četvrtog reda

ẑi = zi − ui(1− uiA2,i)

1− 2uiA2,i +
u2

i

2
(A2

2,i − S2,i)
(i ∈ In). (2.8)

U nastavku ćemo Farmer-Loizouov simultani metod (2.8) kraće zvati FL metodom.

Cilj ovog poglavlja je da pokažemo kako se može ubrzati red konvergencije FL
metoda sa četiri na pet bez dodatnih numeričkih izračunavanja. Očigledno, na
taj način se dobija ubrzani metod sa povećanom računskom efikasnošću. Ideja za
ovo ubrzanje se zasniva na zameni aproksimacija zj u sumi u (2.8) Newtonovom
aproksimacijom zN,j = zj − uj .

U tom cilju definǐsimo sumu

S∗2,i =
∑

j 6=i

1
(zi − zN,j)2

=
∑

j 6=i

1
(zi − zj + uj)2

.
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U nastavku ćemo dokazati da modifikovani FL metod

ẑi = zi − ui(1− uiA2,i)

1− 2uiA2,i +
u2

i

2
(A2

2,i − S∗2,i)

= zi − ui(1− uiA2,i)

1− 2uiA2,i +
u2

i

2

(
A2

2,i −
∑

j 6=i

1
(zi − zj + uj)2

) (i ∈ In) (2.9)

ima red konvergencije pet. Očigledno je da se već izračunate vrednosti u1, . . . , un

koriste u sumama, drugim rečima, iterativni metod (2.9) ne zahteva nova izraču-
navanja u odnosu na FL metod (2.8).

2.1 Analiza konvergencije pobolǰsanog metoda

Prvo ćemo dati neke ocene neophodne za dokazivanje teoreme o konvergenciji
iterativnog metoda (2.9). Definǐsimo minimalno rastojanje

d = min
i,j
j 6=i

|ζi − ζj |

i uvedimo greške εi = zi − ζi i ε̂i = ẑi − ζi.

Lema 2.1 Ako je nejednakost

|εi| < d

3n
=

1
q

(i ∈ In) (2.10)

zadovoljena, gde je q = 3n/d, tada važe nejednakosti

ε̂i <
1

(n− 1)3
|εi|3q4

∑

j 6=i

|εj |2 +
1
2
|εi|5q4, (2.11)

za svako i ∈ In.

Dokaz. Polazeći od faktorizacije

P (z) =
n∏

j=1

(z − ζj)

i koristeći logaritamsko diferenciranje, dobijamo
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P ′(zi)
P (zi)

=
1
ui

=
n∑

j=1

1
zi − ζj

=
1
εi

+ T1,i =
1
εi

(1 + εiT1,i) (2.12)

i
P ′(zi)2 − P (zi)P ′′(zi)

P (zi)2
= −

(
P ′(z)
P (z)

)′∣∣∣∣
z=zi

=
n∑

j=1

1
(zi − ζj)2

=
1
ε2
i

+ T2,i. (2.13)

Korǐsćenjem identiteta (2.12) i (2.13) i uvedenih skraćenica, nalazimo

A2,i =
2T1,i + εiT

2
1,i − εiT2,i

2(1 + εiT1,i)
. (2.14)

Na osnovu (2.12) i (2.14) imamo

uiA2,i =
εi(2T1,i + εiT

2
1,i − εiT2,i)

2(1 + εiT1,i)2
, (2.15)

pa polazeći od (2.9) nalazimo

ε̂i = εi − ui(1− uiA2,i)

1− 2uiA2,i +
1
2

((uiA2,i)2 − S∗2,iu
2
i )

(i ∈ In). (2.16)

Uvedimo skraćenicu

Di = 8(1 + εiT1,i)4
(
1− 2uiA2,i +

1
2

((uiA2,i)2 − S∗2,iu
2
i )

)
. (2.17)

Sada formulu (2.16) možemo napisati u obliku

ε̂i = εi − 8(1 + εiT1,i)4ui(1− uiA2,i)
Di

=
εiDi − 8(1 + εiT1,i)4ui(1− uiA2,i)

Di
=

Gi

Di
(i ∈ In), (2.18)

gde je
Gi = εiDi − 8(1 + εiT1,i)4ui(1− uiA2,i). (2.19)

Polazeći od (2.17), na osnovu (2.12) i (2.15) dobijamo

Di = 8(1 + εiT1,i)4
(
1− 2uiA2,i +

1
2

((uiA2,i)2 − S∗2,iu
2
i )

)

= 8(1 + εiT1,i)4
[
1− εi(2T1,i + εiT

2
1,i − εiT2,i)

(1 + εiT1,i)2

+
1
2

((
εi(2T1,i + εiT

2
1,i − εiT2,i)

2(1 + εiT1,i)2

)2

− S∗2,i

(
εi

1 + εiT1,i

)2)]

= 8 + 16εiT1,i + 4ε2
i (3T

2
1,i + T2,i) + 4ε3

i T1,i(T 2
1,i + T2,i)

+4ε2
i (1 + εiT1,i)2(T2,i − S∗2,i) + ε4

i (T
2
1,i + T2,i)2. (2.20)
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Korǐsćenjem identiteta (2.12) i uvedene notacije, imamo

uj =
εj

1 + εjT1,j
. (2.21)

Na osnovu (2.21) nalazimo greške zN,j − ζj ,

zN,j − ζj = zj − uj − ζj =
ε2
jT1,j

1 + εjT1,j
= wN,jε

2
j , (2.22)

gde je

wN,j =
T1,j

1 + εjT1,j
.

Uvedimo skraćenice

Bij =
(2zi − zN,j − ζj)wN,j

(zi − ζj)2(zi − zN,j)2
=

wN,j

(zi − ζj)(zi − zN,j)

(
1

zi − ζj
+

1
zi − zN,j

)
. (2.23)

Nije teško videti da je

T2,i − S∗2,i =
∑

j 6=i

1
(zi − ζj)2

−
∑

j 6=i

1
(zi − zN,j)2

= −
∑

j 6=i

Bijε
2
j , (2.24)

pa dobijamo

Di = 8 + 16εiT1,i + 4ε2
i (3T

2
1,i + T2,i) + 4ε3

i T1,i(T 2
1,i + T2,i)

−4ε2
i (1 + εiT1,i)2

∑

j 6=i

Bijε
2
j + ε4

i (T
2
1,i + T2,i)2. (2.25)

Sada, polazeći od (2.19), uz korǐsćenje (2.25), nalazimo

Gi = εiDi − 8(1 + εiT1,i)4ui(1− uiA2,i)

= εi

(
8 + 16εiT1,i + 4ε2

i (3T
2
1,i + T2,i) + 4ε3

i T1,i(T 2
1,i + T2,i)

−4ε2
i (1 + εiT1,i)2

∑

j 6=i

Bijε
2
j + ε4

i (T
2
1,i + T2,i)2

)

−8(1 + εiT1,i)4
εi

1 + εiT1,i

(
1− εi(2T1,i + εiT

2
1,i − εiT2,i)

2(1 + εiT1,i)2

)

i posle kraćeg sred̄ivanja

Gi = −4ε3
i (1 + εiT1,i)2

∑

j 6=i

Bijε
2
j + ε5

i (T
2
1,i + T2,i)2. (2.26)
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Iz (2.10) dobijamo

|zi − ζj | ≥ |ζi − ζj | − |zi − ζi| > d− 1
3n

d =
3n− 1

3n
d =

3n− 1
q

, (2.27)

pa je

|zi − zj | ≥ |zi − ζj | − |zj − ζj | > 3n− 1
q

− 1
q

=
3n− 2

q
. (2.28)

Na osnovu (2.27) ocenjujemo

|T1,i| ≤
∑

j 6=i

1
|zi − ζj | <

(n− 1)q
3n− 1

, |T2,i| ≤
∑

j 6=i

1
|zi − ζj |2 <

(n− 1)q2

(3n− 1)2
(2.29)

i

|T1,i|2 + |T2,i| ≤ (n− 1)2q2

(3n− 1)2
+

(n− 1)q2

(3n− 1)2
=

n(n− 1)q2

(3n− 1)2
. (2.30)

Imajući u vidu nejednakosti (2.10) i (2.29) odredimo gornju granicu apsolutne
vrednosti korekcije |ui|,

|uj | ≤ |εj |
1− |εj ||T1,ij| <

1
q

1− 1
q

(n− 1)q
(3n− 1)

=
3n− 1
2nq

. (2.31)

Na osnovu (2.28) i (2.31) dobijamo

|zi − zN,j | ≥ |zi − zj | − |uj | > 3n− 2
q

− 3n− 1
2nq

=
1
2

(
6n− 7 +

1
n

)1
q

=
γn

q
, (2.32)

gde je

γn =
1
2

(
6n− 7 +

1
n

)
.

Na osnovu (2.10), (2.22) i (2.29) nalazimo

|wN,j | ≤ |T1,j |
1− |εj ||T1,j | ≤

(n− 1)q
2n

. (2.33)

Korǐsćenjem nejednakosti (2.27), (2.32) i (2.33) dobijamo iz (2.23)

|Bij | ≤ |wN,j |
|zi − ζj ||zi − zN,j |

(
1

|zi − ζj | +
1

|zi − zN,j |
)

≤ (n− 1)q4

2n(3n− 1)γn

(
1

3n− 1
+

1
γn

)
=: bnq4 (2.34)
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gde je

bn =
12n2 − 9n + 1

(n− 1)(3n− 1)2(6n− 1)2
.

Na osnovu (2.19) i nejednakosti (2.10) i (2.34) sledi

|T2,i − S∗2,i| ≤
∑

j 6=i

|Bi,j ||εj |2 ≤ bnq4
∑

j 6=i

|εj |2 <
(12n2 − 9n + 1)q2

(3n− 1)2(6n− 1)2
= θnq2, (2.35)

gde je

θn =
12n2 − 9n + 1

(3n− 1)2(6n− 1)2
.

Koristeći nejednakosti (2.10), (2.29), (2.30) i (2.35) nad̄imo donju granicu apso-
lutne vrednosti od Di. Prvo, polazeći od (2.25), ocenjujemo

|Di| ≥ 8− 16|εi||T1,i| − 4|εi|2(3|T1,i|2 + |T2,i|)− 4|εi|3|T1,i|(|T1,i|2 + |T2,i|)
−4|εi|2(1 + |εi||T1,i|)2

∑

j 6=i

|Bi,j ||εj |2 − |εi|4(|T1,i|2 + |T2,i|)2

≥ 8− 16 · 1
q

(n− 1)q
3n− 1

− 4 · 1
q2

(
3
(n− 1)2q2

(3n− 1)2
+

(n− 1)q2

(3n− 1)2

)

−4 · 1
q3

(n− 1)q
(3n− 1)

n(n− 1)q2

(3n− 1)2

−4 · 1
q2

(
1 +

1
q

(n− 1)q
3n− 1

)2

θnq2 − 1
q4
· n2(n− 1)2q4

(3n− 1)4

=
3420n6 + 9012n5 − 17341n4 + 10950n3 − 3409n2 + 536n− 32

(6n− 1)2(3n− 1)4
=: hn.(2.36)

Dalje, iz (2.10), (2.29), (2.30) i (2.34) nalazimo gornje granice

B∗
i =

∣∣∣∣−4ε3
i (1 + εiT1,i)2

∑

j 6=i

Bijεj

∣∣∣∣

≤ 4
(

1 +
1
q
· (n− 1)q

3n− 1

)2 (12n2 − 9n + 1)|εi|3q4

(n− 1)(3n− 1)2(6n− 1)2
∑

j 6=i

|εj |2

=
16(2n− 1)2(12n2 − 9n + 1)|εi|3q4

(n− 1)(3n− 1)4(6n− 1)2
∑

j 6=i

|εj |2

= αn|εi|3q4
∑

j 6=i

|εj |2 (2.37)

i
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|ε5
i (T

2
1,i + T2,i)

2| ≤ n2(n− 1)2

(3n− 1)4
|εi|5q4 = βn|εi|5q4, (2.38)

gde smo označili

αn =
16(2n− 1)2(12n2 − 9n + 1)
(n− 1)(3n− 1)4(6n− 1)2

i βn =
n2(n− 1)2

(3n− 1)4
.

Koristeći programski paket Mathematica, ocenjujemo

hn > 1.1728 > 1, αn <
64

243(n− 1)3
< 1, βn <

1
81

<
1
2
,

za svako n ≥ 3. Na osnovu toga, iz (2.18), (2.19) i nejednakosti (2.36), (2.37) i
(2.38) dobijamo

|ε̂i| = |Gi|
|Di| ≤

αn|εi|3q4
∑

j 6=i

|εj |2 + βn|εi|5q4

hn

<
64

243(n− 1)3
|εi|3q4

∑

j 6=i

|εj |2 +
1
81
|εi|5q4.

Dakle,

|ε̂i| < 1
(n− 1)3

|εi|3q4
∑

j 6=i

|εj |2 +
1
2
|εi|5q4,

čime je dokaz Leme 2.1 završen. ¤

Pretpostavimo da su z
(0)
1 , . . . , z

(0)
n dovoljno dobre aproksimacije nula ζ1, . . . , ζn

polinoma P, i neka je

ε
(m)
i = z

(m)
i − ζi, ε(m) = max

1≤i≤n
|ε(m)

i |,

gde su z
(m)
1 , . . . , z

(m)
n aproksimacije dobijene u m-tom iterativnom koraku. Tada se

relacije (2.11) mogu napisati u sledećem obliku:

|ε(m+1)
i | < 1

(n− 1)3
|ε(m)

i |3q4
∑

j 6=i

|ε(m)
j |2 +

1
2
|ε(m)

i |5q4, (2.39)

za svako i ∈ In i m = 0, 1, . . . .

Pretpostavimo da su početni uslovi

|ε(0)
i | < d

3n
=

1
q

(i ∈ In) (2.40)
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zadovoljeni. Sada, korǐsćenjem Leme 2.1, ocenjujemo red konvergencije iterativnog
metoda (2.9). Dokaz je izveden pod uslovom (2.40), što znači da se podrazumeva
lokalna kovergencija metoda.

Teorema 2.1 Ako važi uslov (2.40), tada je iterativni metod (2.9) konvergentan
sa redom konvergencije jednakim pet.

Dokaz. Dokaz teoreme izvodimo matematičkom indukcijom. Relacija (2.12) je
izvedena sa početnim uslovom (2.10). Na isti način, podrazumevajući da važi uslov
(2.40), ocenjujemo

|ε(1)
i | < 1

(n− 1)3
|ε(0)

i |3q4
∑

j 6=i

|ε(0)
j |2 +

1
2
|ε(0)

i |5q4

≤ 1
(n− 1)3

|ε(0)
i |3q4 n− 1

q2
+

1
2
|ε(0)

i |5q4 ≤
(1
4

+
1
2

)1
q

<
1
q
. (2.41)

Ovo znači da implikacije

|ε(0)
i | < d

3n
=

1
q

=⇒ |ε(1)
i | < d

3n
=

1
q
,

važe za svako i ∈ In. Sada ćemo dokazati da iz uslova (2.40) sledi nejednakost
|ε(m)

i | < 1/q za svako m ≥ 1.

Pretpostavimo da je |ε(k)
i | < 1/q za svako i ∈ In i za proizvoljno k ≥ 0. Tada

relacija (2.11) postaje

|ε(k+1)
i | < 1

(n− 1)3
|ε(k)

i |3q4
∑

j 6=i

|ε(k)
j |2 +

1
2
|ε(k)

i |5q4 <
1
q

za svako k = 0, 1, . . . i i ∈ In. Imajući u vidu da nejednakost važi za k = 0 (uslov
(2.40) Teoreme 2.1), sledi indukcijom da je |ε(m)

i | < 1/q za svako i ∈ In i proizvoljno
m ≥ 1 pod uslovom (2.40).

Zamenjujući |ε(m)
i | = t

(m)
i /q u (2.39), dobijamo

t
(m+1)
i <

(t(m)
i )3

(n− 1)3
∑

j 6=i

(t(m)
j )2 +

1
2

(t(m)
i )5 (i ∈ In). (2.42)

Stavimo
t(m) = max

1≤i≤n
t
(m)
i .

Prvo, iz (2.40) dobijamo
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q|ε(0)
i | = t

(0)
i ≤ t(0) < 1 (i ∈ In).

Na osnovu poslednje nejednakosti i iz (2.42) dobijamo t
(m)
i < 1 za svako i ∈ In i

m = 1, 2, . . . . Na osnovu toga dobijamo iz (2.42)

t
(m+1)
i <

(t(m)
i )3

(n− 1)3
(n− 1)(t(m))2 +

1
2

(t(m)
i )5 ≤ (t(m))5

(1
4

+
1
2

)
< (t(m))5, (2.43)

i zaključujemo da nizovi {t(m)
i } (i ∈ In) konvergiraju ka nuli. Posledica toga je da

su nizovi {|ε(m)
i |} takod̄e konvergentni što znači da z

(m)
i → ζi (i ∈ In). Konačno,

iz (2.43), možemo da zaključimo da iterativni metod (2.9) ima red konvergencije
pet. ¤

Primedba 2.2 Konvergencija mnogih iterativnih metoda se dokazuje u litera-
turi korǐsćenjem termina ,,dovoljno bliske početne aproksimacije” bez precizne
karakterizacije ove bliskosti. Naša Teorema 2.1 je dokazana pod mnogo preciznijim
početnim uslovima oblika

|z(0)
i − ζi| < 1

3n
min

i,j
j 6=i

|ζi − ζj | (i ∈ In).

Iz poslednje nejednakosti primećujemo da je minimalno rastojanje izmed̄u nula
uvedeno kao mera razdvojenosti nula zajedno sa tačnosti početne aproksimacije
date razlikom |z(0)

i − ζi|. Konačno, i stepen polinoma n je uzet u obzir. Iako su
nule ζi, koje su uključene u (2.32), nepoznate i uslov (2.32) je samo dovoljan
(razlike |z(0)

i − ζi| su u praksi veće), ovi uslovi daju bliži pogled na početne uslove
za konvergenciju kada se proučava lokalna konvergencija. Naredni korak u budućem
istraživanju je formulisanje računski proverljivih početnih uslova u obliku:

|P (z(0)
i )| < cn min

i,j
j 6=i

|z(0)
i − z

(0)
j | (i ∈ In),

gde je cn konstanta koja zavisi od stepena polinoma n. Ovaj problem pripada
Smaleovoj teoriji, videti [118] i [182] za detalje.

Primedba 2.3 Slična analiza konvergencije FL metoda pokazuje da je ovaj metod
lokalno konvegentan sa redom konvergencije četiri pod istim početnim uslovima
(2.40). Ovo znači da pobolǰsani metod (2.9) ne zahteva strožije početne uslove za
konvergenciju.
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2.2 Dalja pobolǰsanja

Kao što je pomenuto u prethodnom odeljku, povećanje reda konvergencije modi-
fikovanog FL metoda (2.9) na pet je postignuto bez dodatnih izračunavanja, što
direktno dovodi do veće računske efikasnosti ubrzanog metoda (2.9) u pored̄enju
sa osnovnim metodom (2.8). Sledeće prirodno pitanje se samo nameće:

Da li je moguće postići dalje ubrzanje brzine konvergencije primenjujući bolje
aproksimacije od Newtonove u sumi u (2.8)?

Ovo pitanje je važno iz dva razloga:

• postoji nekoliko poznatih metoda sa korekcijama gde aproksimacije vǐseg reda
daju bržu konvergenciju (videti, na primer, [154], [158] i [195]);

• drugi izvod P ′′ se ionako računa tako da bi se metod trećeg reda, na primer
Halleyev

ẑ = z − h(z) = z − P (z)

P ′(z)− P ′′(z)P (z)
2P ′(z)

= z − u(z)
1− u(z)A2(z)

, (2.44)

mogao realizovati bez dodatnih izračunavanja i zatim primeniti umesto Newton-
ovog metoda.

Da bismo odgovorili na ovo pitanje, pretpostavimo da je aproksimacija zj u sumi
u (2.8) zamenjena tačnom nulom ζj . Očigledno takva zamena odgovara korǐsćenju
metoda (teorijski) beskonačnog reda konvergencije. U tom slučaju imamo da je
S2,i = T2,i i εj = zj − ζj = 0 (j 6= i) u (2.26), što daje

Gi = ε5
i (T

2
1,i + T2,i)

2.

Kako Di → 8 kada ε → 0, iz (2.11) sledi

ε̂i = O(ε5
i ).

Dakle, red konvergencije ne može da pred̄e 5 i pored korǐsćenja korekcije vǐseg reda
od dva. Numerički primeri dati u sledećem odeljku potvrd̄uju ovaj zaključak. Ovo
se može direktno videti iz izraza (2.11) gde se izdvaja član sa |ε5

i | kao dominantan.
Ovaj član takod̄e ne dozvoljava ubrzanje reda konvergencije preko 5 ni u slučaju
primene Gauss-Seidelove varijante (single-step moda), videti Tabele 2.1–2.3.
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2.3 Numerički primeri

U ovom odeljku su izloženi rezultati numeričkih eksperimenata dobijenih pri-
menom FL metoda (2.8) četvrtog reda i pobolǰsanog metoda (2.9) petog reda
sa Newtonovom korekcijom. Da bismo potvrdili naš zaključak o nemogućnosti da-
ljeg pobolǰsanja korǐsćenjem metoda vǐseg reda u sumi u (2.8) takod̄e smo testirali
modifikovane FL metode sa Halleyevom korekcijom u obliku

ẑi = zi − ui(1− uiA2,i)

1− 2uiA2,i +
u2

i

2

(
A2

2,i −
∑

j 6=i

1
(zi − zH,j)2

) (i ∈ In), (2.45)

gde je zH,j = h(zj) (videti (2.44)). Dodatno, testirali smo single-step metode koji
odgovaraju total-step metodima (2.8), (2.9) i (2.45)

ẑi = zi − ui(1− uiA2,i)

1− 2uiA2,i +
u2

i

2

(
A2

2,i −
∑

j<i

1
(zi − ẑj)2

−
∑

j>i

1
(zi − zj)2

) , (2.46)

ẑi = zi − ui(1− uiA2,i)

1− 2uiA2,i +
u2

i

2

(
A2

2,i −
∑

j<i

1
(zi − ẑj)2

−
∑

j>i

1
(zi − zN,j)2

) , (2.47)

ẑi = zi − ui(1− uiA2,i)

1− 2uiA2,i +
u2

i

2

(
A2

2,i −
∑

j<i

1
(zi − ẑj)2

−
∑

j>i

1
(zi − zH,j)2

) . (2.48)

Izmed̄u vǐse testiranih polinomskih jednačina, izabrali smo tri primera za ilus-
traciju. Kao meru tačnosti dobijenih aproksimacija koristili smo Euklidsku normu

e(m) := ‖z(m) − ζ‖2 =
( n∑

i=1

|z(m)
i − ζi|2

)1/2

(m = 0, 1, . . .),

gde su z(m) = (z(m)
1 , . . . , z

(m)
n ), ζ = (ζ1, . . . , ζn) i m = 0, 1, . . . je indeks iteracije u

primenjenim iterativnim metodima

z
(m+1)
i = φi(z

(m)
1 , . . . , z(m)

n ).
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Primer 2.1 Primenili smo simultane metode (2.8), (2.9), (2.45), (2.46), (2.47) i
(2.48) u cilju odred̄ivanja aproksimacija nula polinoma

P (z) = z18 + 12z16 + 268z14 + 2 784z12 + 34 710z10 + 324 696z8

+620 972z6 − 2 270 592z4 − 28 303 951z2 − 25 704 900.

Tačne nule polinoma P su ±1 ± 2i, ±2, ±i, ±3 ± 2i, ±2 ± 3i i ±3i. Za početne
aproksimacije izabrali smo sledeće kompleksne brojeve

z
(0)
1 = 1.1 + 2.1i, z

(0)
2 = 1.1− 2.1i, z

(0)
3 = −1.1 + 2.1i,

z
(0)
4 = −1.1− 2.1i, z

(0)
5 = 2.2 + 0.1i, z

(0)
6 = −2.1 + 0.1i,

z
(0)
7 = −0.2 + 0.9i, z

(0)
8 = 0.2− 1.1i, z

(0)
9 = 3.1 + 1.9i,

z
(0)
10 = 3.2− 1.9i, z

(0)
11 = −3.2 + 1.9i, z

(0)
12 = −3.2− 1.9i,

z
(0)
13 = 2.1 + 2.9i, z

(0)
14 = 2.1− 2.9i, z

(0)
15 = −2.1 + 2.9i,

z
(0)
16 = −2.1− 2.9i, z

(0)
17 = 0.1 + 3.1i, z

(0)
18 = −0.1− 2.9i.

Početne aproksimacije su tako izabrane da je e(0) = 0.74. Dobijene vrednosti
grešaka u prve tri iteracije date su u Tabeli 2.1.

e(1) e(2) e(3)

(2.8) 8.69(−3) 1.29(−10) 2.47(−42)
(2.9) 7.61(−3) 2.50(−11) 2.19(−53)
(2.45) 7.33(−3) 2.08(−11) 8.63(−54)
(2.46) 8.08(−3) 8.95(−11) 1.14(−43)
(2.47) 7.44(−3) 2.34(−11) 1.54(−53)
(2.48) 7.26(−3) 2.03(−11) 7.44(−54)

Tabela 2.1: Greške aproksimacija - Primer 2.1

Primer 2.2 Iste metode kao u Primeru 2.1 smo primenili na nalaženje nula poli-
noma

P (z) = z19 − 3z18 + 12z17 − 36z16 + 268z15 − 804z14 + 2784z13 − 8352z12

+34710z11 − 104130z10 + 324696z9 − 974088z8 + 620972z7 − 1862916z6

−2270592z5 + 6811776z4 − 28303951z3 + 84911853z2

−25704900z + 77114700.

Tačne nule ovog polinoma su ±1 ± 2i, ±2, ±i, ±3 ± 2i, ±2 ± 3i, ±3i i 3, dok su
početne aproksimacije
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z
(0)
1 = 1.1 + 2.2i, z

(0)
2 = 1.1− 2.1i, z

(0)
3 = −1.2 + 2.1i,

z
(0)
4 = −1.1− 2.1i, z

(0)
5 = 2.1 + 0.1i, z

(0)
6 = −2.1 + 0.1i,

z
(0)
7 = −0.2 + 0.9i, z

(0)
8 = 0.2− 1.1i, z

(0)
9 = 3.1 + 1.9i,

z
(0)
10 = 3.2− 1.9i, z

(0)
11 = −3.2 + 1.9i, z

(0)
12 = −3.1− 1.9i,

z
(0)
13 = 2.2 + 2.9i, z

(0)
14 = 2.1− 2.9i, z

(0)
15 = −2.2 + 2.9i,

z
(0)
16 = −2.2− 2.9i, z

(0)
17 = 0.2 + 3.1i, z

(0)
18 = −0.1− 2.9i,

z
(0)
19 = 3.1− 0.1i.

Početne aproksimacije su u ovom primeru izabrane na taj način da je e(0) = 0.83.
Greške e(k) aproksimacija u prva tri iterativna koraka date su u Tabeli 2.2

e(1) e(2) e(3)

(2.8) 2.12(−2) 7.64(−9) 1.14(−35)
(2.9) 1.92(−2) 4.64(−9) 3.63(−41)
(2.45) 1.87(−2) 4.05(−9) 1.72(−41)
(2.46) 1.94(−2) 4.52(−9) 2.57(−36)
(2.47) 1.90(−2) 4.25(−9) 2.31(−41)
(2.48) 1.89(−2) 4.22(−9) 2.16(−41)

Tabela 2.2: Greške aproksimacija - Primer 2.2

Primer 2.3 Isti metodi su primenjeni na primeru polinoma

P (z) = z20 − 7z19 + 49z18 − 241z17 + 835z16 − 2783z15 + 5883z14 − 11987z13

+14604z12 + 1006z11 − 42428z10 + 172372z9 − 496192z8 + 589640z7

−874464z6 + 1211456z5 + 138752z4 + 2166144z3 − 2455040z2

+1382400z + 9216000.

Njegove nule su 4, −1, ±2, ±2i, ±3i, −1± 2i, ±1± i, 2± i, 1± 3i i ±4i. Početne
aproksimacije su

z
(0)
1 = 4.1 + 0.1i, z

(0)
2 = −1.1 + 0.1i, z

(0)
3 = 2.1 + 0.1i,

z
(0)
4 = −2.1− 0.1i, z

(0)
5 = 0.1 + 2.1i, z

(0)
6 = 0.1− 2.1i,

z
(0)
7 = 0.1 + 3.1i, z

(0)
8 = 0.1− 3.1i, z

(0)
9 = −1.1 + 2.1i,

z
(0)
10 = −1.1− 2.1i, z

(0)
11 = −1.1 + 1.1i, z

(0)
12 = −1.1− 1.1i,

z
(0)
13 = 1.1 + 1.1i, z

(0)
14 = 1.1− 1.1i, z

(0)
15 = 2.1 + 1.1i,

z
(0)
16 = 2.1− 1.1i, z

(0)
17 = 1.1 + 3.1i, z

(0)
18 = 1.1− 3.1i,

z
(0)
19 = 0.1 + 4.1i, z

(0)
20 = 0.1− 4.1i.
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Početne aproksimacije su tako izabrane da je e(0) = 0.64. Greške e(k) aproksi-
macija u prva tri iterativna koraka date su u Tabeli 2.3.

e(1) e(2) e(3)

(2.8) 5.55(−3) 2.91(−11) 7.24(−44)
(2.9) 4.99(−3) 7.54(−12) 3.66(−55)
(2.45) 4.87(−3) 8.20(−12) 7.33(−55)
(2.46) 5.47(−3) 2.27(−11) 2.69(−44)
(2.47) 5.05(−3) 8.94(−12) 1.18(−54)
(2.48) 4.93(−3) 8.85(−12) 1.18(−54)

Tabela 2.3: Greške aproksimacija - Primer 2.3

Iz Tabela 2.1, 2.2 i 2.3 primećujemo da je modifikovani metod (2.9) brži od FL
metoda (2.8). Brzina konvergencije se uglavnom dobro slaže sa teorijskim rezulta-
tima datim u Teoremi 2.1 kada su početne aproksimacije dovoljno blizu tačnim nu-
lama. Takod̄e, primećujemo da metod (2.45) sa Halleyevom korekcijom ne ubrzava
dodatno konvergenciju, što potvrd̄uje teorijsku diskusiju datu na kraju prethodnog
odeljka. Isto važi i za single-step metode (2.47) i (2.48).



Poglavlje 3

Novi metod četvrtog reda - garantovana
konvergencija

U ovom poglavlju biće izložen novi originalni iterativni metod za simultano
izračunavanje nula polinoma i analizirane njegove osobine konvergencije. Rezul-
tati ovog poglavlja publikovani su u radu [151] (M. S. Petković, L. Z. Rančić, M.
R. Milošević, Journal of Computational and Applied Mathematics).

3.1 Osnovni metod

Neka je f realna ili kompleksna funkcija koja ima izvode bar do trećeg reda i
definǐsimo

u(z) =
f(z)
f ′(z)

, Ak(z) =
f (k)(z)
k!f ′(z)

(k = 2, 3, . . .).

Prvih nekoliko članova Schröderovog osnovnog niza {ϕk} su dati sledećim jed-
nakostima (izostavljajući argumente na desnoj strani jednakosti)

ϕ2(z) = z − u,

ϕ3(z) = z − u−A2,

ϕ4(z) = z − u− u2A2 − u3(2A2
2 −A3) (3.1)

(videti [188, str. 84]). Iterativna funkcija ϕ4 četvrtog reda, data sa (3.1), može se
napisati u obliku

ϕ4(z) = z − u− u2A2(1 + 2uA2) + A3u
3. (3.2)

Konkretno, neka je f ≡ P monični polinom n-tog stepena koji ima proste realne
ili kompleksne nule ζ1, . . . , ζn, to jest,

51
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P (z) =
n∏

j=1

(z − ζj). (3.3)

Uvedimo sledeće skraćenice

Ak,i = Ak(zi), u = u(z) =
P (z)
P ′(z)

, ui = u(zi),

Σk,i(z) =
n∑

j=1
j 6=i

1
(z − ζj)k

, Σk,i = Σk,i(zi) (k = 1, 2).

Napomenimo, još jednom, da ako dva realna ili kompleksna broja w i z imaju
module istog reda, to jest ako je |w| = O(|z|), pisaćemo w = OM (z).

Primenom logaritamskog diferenciranja nalazimo iz (3.3)

d

dz
log P (z) =

P ′(z)
P (z)

=
n∑

j=1

1
z − ζj

. (3.4)

Napǐsimo (3.4) u obliku

P ′(z) = P (z)
n∑

j=1

1
z − ζj

i nad̄imo drugi izvod

P ′′(z) = P ′(z)
n∑

j=1

1
z − ζj

− P (z)
n∑

j=1

1
(z − ζj)2

.

Korǐsćenjem poslednje relacije i (3.4), imamo

2A2(z) =
P ′′(z)
P ′(z)

=
n∑

j=1

1
z − ζj

− P (z)
P ′(z)

n∑

j=1

1
(z − ζj)2

=
n∑

j=1

1
z − ζj

−
( n∑

j=1

1
z − ζj

)−1 n∑

j=1

1
(z − ζj)2

=
(

1
z − ζi

+
n∑

j=1
j 6=i

1
z − ζj

)

−
(

1
z − ζi

+
n∑

j=1
j 6=i

1
z − ζj

)−1( 1
(z − ζi)2

+
n∑

j=1
j 6=i

1
(z − ζj)2

)
.

Neka je z = zi dovoljno bliska aproksimacija nule ζi, i neka je εi = zi − ζi. Iz
poslednje relacije sledi
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2A2(zi) = 2A2,i =
1
εi

+ Σ1,i − 1/ε2
i + Σ2,i

1/εi + Σ1,i
=

(1/εi + Σ1,i)2 − 1/ε2
i −Σ2,i

1/εi + Σ1,i

=
2Σ1,i + εiΣ

2
1,i − εiΣ2,i

1/εi + Σ1,i
= 2Σ1,i +OM (εi). (3.5)

Kako je

u(zi) =
P (zi)
P ′(zi)

=
(

1
εi

+ Σ1,i

)−1

=
εi

1 + εiΣ1,i
= OM (εi),

iz (3.5) nalazimo
Σ1,i = A2,i +OM (ui) = A2,i + c1ui, (3.6)

gde je c1 konstanta. Posle sred̄ivanja, na sličan način, dobijamo

Σ2,i = A2
2,i − 2A3,i +OM (ui) = A2

2,i − 2A3,i + c2ui, (3.7)

gde je c2 konstanta. Iz (3.6) i (3.7) imamo

A2,i = Σ1,i + c′1ui (3.8)

A3,i =
A2

2,i −Σ2,i

2
+ c′2ui, (3.9)

gde su c′1 i c′2 konstante.
Na osnovu (3.8) i (3.9) sledi iz (3.2), za z = zi,

ϕ4(zi) = zi − ui − u2
i A2,i(1 + 2ui(Σ1,i + c′1ui)) + u3

i

(
A2

2,i −Σ2,i

2
+ c′2ui

)

= zi − ui − u2
i A2,i(1 + 2ui(Σ1,i + c′1ui))

+u3
i

(
(Σ1,i + c′1ui)2 −Σ2,i

2
+ c′2ui

)

= zi − ui − u2
i A2,i(1 + 2uiΣ1,i) +

u3
i

2
(Σ2

1,i −Σ2,i) +OM (u4
i )

= zi − ui − u2
i A2,i(1 + 2uiΣ1,i) +

u3
i

2
(Σ2

1,i −Σ2,i)(1 + 2uiΣ1,i)

−u3
i

2
(Σ2

1,i −Σ2,i)2uiΣ1,i +OM (u4
i ),

odakle je

ϕ4(zi) = zi − ui − (1 + 2uiΣ1,i)
(
u2

i A2,i − u3
i

2
(Σ2

1,i −Σ2,i)
)

+OM (u4
i ). (3.10)

Konačno, zamenom razvoja
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1
(1− uiΣ1,i)2

= 1 + 2uiΣ1,i +OM (u2
i )

u (3.10), dobijamo

ϕ4(zi) ≈ ϕ̃4(zi) := zi − ui − u2
i A2,i

(1− uiΣ1,i)2
+

u3
i

2(1− uiΣ1,i)2
(Σ2

1,i −Σ2,i) (i ∈ In),

(3.11)
gde smo zanemarili članove uz uk

i , k ≥ 4.
Diferencirajući (3.4) nalazimo

P ′(z)2 − P ′′(z)P (z)
P (z)2

=
n∑

j=1

1
(z − ζj)2

. (3.12)

Iz (3.4) i (3.12) dobijamo za z = zi

Σ1,i =
1
ui
− 1

εi
, 1− uiΣ1,i =

ui

εi
, Σ2,i =

1
u2

i

− P ′′(zi)
P (zi)

− 1
ε2
i

. (3.13)

Zamenjujući (3.13) u (3.12) nalazimo

ϕ̃4(zi) = zi − ui − u2
i A2,i

(ui/εi)2
+

u3
i (Σ

2
1,i −Σ2,i)

2(ui/εi)2

= zi − ui − ε2
i A2,i +

ε2
i ui(Σ2

1,i −Σ2,i)
2

= zi − ui − ε2
i P

′′(zi)
2P ′(zi)

+
ε2
i P (zi)

2P ′(zi)

[( 1
ui
− 1

εi

)2 −
( 1
u2

i

− P ′′(zi)
P (zi)

− 1
ε2
i

)]

= zi − ui − ε2
i P

′′(zi)
2P ′(zi)

+
ε2
i P (zi)

2P ′(zi)

(
2
ε2
i

− 2
uiεi

+
P ′′(zi)
P (zi)

)

= zi − εi = zi − (zi − ζi) = ζi.

Na taj način smo dokazali da (3.11) definǐse nula-relaciju, to jest,

ζi = zi − ui − u2
i

2(1− uiΣ1,i)2

(
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui(Σ2
1,i −Σ2,i)

)
(i ∈ In), (3.14)

ili u obliku

ζi = zi−ui− u2
i

2
(

1− ui

n∑
j=1
j 6=i

1
zi − ζj

)2

[
P ′′(zi)
P ′(zi)

−ui

(( n∑
j=1
j 6=i

1
zi − ζj

)2

−
n∑

j=1
j 6=i

1
(zi − ζj)2

)]
,

(3.15)
za i ∈ In.



3.1 Osnovni metod 55

Primedba 3.1 Nula-relacija (3.15) može se takod̄e izvesti korǐsćenjem drugih
metoda (videti, na primer, Poglavlje 4), ali je izloženo izvod̄enje prirodno, i potiče
iz Schröderovog metoda (3.1) četvrtog reda.

Relacija (3.15) je pogodna za konstrukciju simultanih metoda za nalaženje re-
alnih ili kompleksnih prostih nula polinoma u kompleksnoj aritmetici i inkluziju
prostih nula u kružnoj intervalnoj aritmetici (videti [113] za opšti pristup u kon-
strukciji simultanih metoda).

Uvedimo skraćenice

δλ,i =
P (λ)(zi)
P (zi)

, Sλ,i =
n∑

j=1
j 6=i

1
(zi − zj)λ

(λ = 1, 2).

Umesto
n∑

j=1
j 6=i

i
n∏

j=1
j 6=i

često ćemo, zbog jednostavnosti pisati
∑

j 6=i

i
∏

j 6=i

.

Zamenjujući nule ζ1, . . . , ζn njihovim aproksimacijama z1, . . . , zn u (3.15), može
se dobiti sledeći iterativni metod za simultanu inkluziju prostih nula polinoma P :

ẑi = zi − ui −
u2

i

(
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui(S2
1,i − S2,i)

)

2(1− uiS1,i)2
, (3.16)

gde je

ui =
P (zi)
P ′(zi)

=
1

δ1,i
.

Ovde ẑi označava aproksimaciju u sledećoj iteraciji.

Pretpostavimo da znamo početne aproksimacije z
(0)
1 , . . . , z

(0)
n nula ζ1, . . . , ζn

polinoma P . Tada iz (3.16) dobijamo novi iterativni metod

z
(m+1)
i = z

(m)
i − u

(m)
i −

(u(m)
i )2

(
P ′′(z(m)

i )

P ′(z(m)
i )

− u
(m)
i

(
(S(m)

1,i )2 − S
(m)
2,i

))

2(1− u
(m)
i S

(m)
1,i )2

(3.17)

za svako m = 0, 1, . . . i i ∈ In. Veličine u
(m)
i i S

(m)
λ,i (λ = 1, 2) se odnose na m-ti

iterativni korak.

Red konvergencije

U sledećoj teoremi ćemo dokazati da je red konvergencije iterativnog metoda
(3.17) jednak četiri.
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Teorema 3.1 Ako su početne aproksimacije z
(0)
1 , . . . , z

(0)
n dovoljno blizu nula

ζ1, . . . , ζn polinoma P , tada je red konvergencije iterativnog metoda (3.17) jednak
četiri.

Dokaz. Polazeći od faktorizacije P (z) =
n∏

j=1

(z−ζj) i uvodeći logaritamske izvode,

iz (3.4) i (3.13) dobijamo

δ1,i =
n∑

j=1

1
zi − ζj

=
1
εi

+ Σ1,i, δ2
1,i − δ2,i =

n∑

j=1

1
(zi − ζj)2

=
1
ε2
i

+ Σ2,i, (3.18)

gde je εi = zi − ζi.
Uvedimo skraćenice

Gij =
1

(zi − ζj)(zi − zj)
, Hij =

2zi − zj − ζj

(zi − ζj)2(zi − zj)2
. (3.19)

Korǐsćenjem (3.18) i (3.19), nalazimo

δ1,i−S1,i =
1
εi

(
1−εi

∑

j 6=i

Gijεj

)
, δ2

1,i−δ2,i−S2,i =
1
ε2
i

(
1−ε2

i

∑

j 6=i

Hijεj

)
. (3.20)

Iterativna formula (3.16) se može predstaviti u obliku

ẑi = zi − 1
δ1,i − S1,i

(
1 +

δ2,i − δ2
1,i + S2,i + (δ1,i − S1,i)2

2δ1,i(δ1,i − S1,i)

)
. (3.21)

Polazeći od (3.21), uz korǐsćenje (3.20), imamo

ε̂i = ẑi − ζi = εi − εi(
1− εi

∑

j 6=i

Gijεj

)



1 +

ε2
i

∑

j 6=i

Hijεj − 1 +
(

1− εi

∑

j 6=i

Gijεj

)2

2(1 + εiΣ1,i)
(

1− εi

∑

j 6=i

Gijεj

)




=

ε3
i

((∑

j 6=i

Gijεj

)2

−
∑

j 6=i

Hijεj + 2εiΣ1,i

(∑

j 6=i

Gijεj

)2

− 2Σ1,i

∑

j 6=i

Gijεj

)

2(1 + εiΣ1,i)
(

1− εi

∑

j 6=i

Gijεj

)2 .

Neka je
|ε| = max

1≤j≤n
|εj |
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i neka su apsolutne vrednosti svih grešaka εj (j ∈ In) istog reda, to jest, |εj | =
O(|ε|). Veličine Gij i Hij su ograničene, kao i imenilac poslednjeg izraza koji teži
ka 2, kad |ε| → 0. Na osnovu te činjenice, iz poslednje relacije imamo

|ε̂| = max
1≤j≤n

|ε̂j | = O(|ε|4),

čime je dokaz Teoreme 3.1 završen. ¤

Analiza konvergencije – garantovana konvergencija

Teorema 3.1 obezbed̄uje standardnu tehniku koja podrazumeva da su početne
aproksimacije ,,dovoljno bliske” željenim nulama, bez bilo kog dostupnog podatka
koji bi karakterisao ovu bliskost. Takva tehnika je jedino od teorijskog značaja.
Ovaj nedostatak ćemo prevazići analizom konvergencije iterativnog metoda (3.17)
korǐsćenjem pristupa koji se bazira na Smaleovoj teoriji [182]. Ovaj pristup uvodi
računski proverljive početne uslove koji garantuju konvergenciju posmatranog
metoda, što se može posmatrati kao značajan napredak u teoriji iterativnih
procesa. Kao što je ranije pomenuto, u slučaju algebarskih polinoma

P (z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an−1z + an,

podrazumeva se da početni uslovi zavise samo od koeficijenata polinoma a1, . . . , an,
početnih aproksimacija z

(0)
1 , . . . , z

(0)
n i stepena polinoma n. Naravno, ovo je od ve-

likog značaja u praksi, jer su ovi uslovi računski proverljivi. Vǐse detalja o Sma-
leovoj teoriji ocene koja se tiče iterativnih metoda za simultano odred̄ivanje nula
polinoma može se naći u [126], [153], [154], [165], [166] i [197].

Za različite kompleksne brojeve z1, . . . , zn definǐsimo

Wi =
P (zi)

n∏
j=1
j 6=i

(zi − zj)
, w = max

1≤j≤n
|Wj |, d = min

1≤i,j≤n
j 6=i

|zi − zj |.

Sledeće tvrd̄enje je dokazano u [118], gde {c; r} označava disk sa centrom c i
poluprečnikom r.

Teorema 3.2 Neka su z1, . . . , zn različiti kompleksni brojevi koji zadovoljavaju
nejednakosti w < cnd i cn < 1/(2n). Tada su diskovi

D1 :=
{

z1;
|W1|

1− ncn

}
, . . . , Dn :=

{
zn;

|Wn|
1− ncn

}

disjunktni i svaki od njih sadrži jednu i samo jednu nulu polinoma P, to jest
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ζi ∈
{

zi;
1

1− ncn
|Wi|

}
(i ∈ In). (3.22)

U nastavku ćemo pretpostaviti da važi sledeći uslov:

w < cnd, cn =
1

3n + 1
. (3.23)

Kako je cn = 1/(3n + 1) < 1/(2n), važe sva tvrd̄enja Teoreme 3.2.
Na osnovu (3.22) nalazimo

|εi| = |zi − ζi| < 1
1− ncn

|Wi| < cn

1− ncn
d =

1
2n + 1

d = γnd, (3.24)

gde je γn = 1/(2n + 1). Tada je

|zi − ζj | ≥ |zi − zj | − |zj − ζj | > d− 1
2n + 1

d =
2n

2n + 1
d. (3.25)

S obzirom na (3.24) i (3.25), ocenjujemo

|Σ1,i| ≤
∑

j 6=i

1
|zi − ζj | <

(n− 1)(2n + 1)
2nd

(3.26)

i

|1 + εiΣ1,i| ≥ 1− |εi||Σ1,i| ≥ 1− 1
(2n + 1)

d · (n− 1)(2n + 1)
2nd

= 1− n− 1
2n

=
n + 1
2n

= αn. (3.27)

Polazeći od (3.19) i uzimajući u obzir (3.25), dobijamo
∣∣∣∣
∑

i6=j

Gijεj

∣∣∣∣ ≤
∑

j 6=i

|εj |
|zi − ζj ||zi − zj | <

(n− 1)|εj |
2n

2n + 1
d2

<
(n− 1) γn

2n

2n + 1
d

=
n− 1
2nd

=
an

d

(3.28)
i

∣∣∣∣
∑

i6=j

Hijεj

∣∣∣∣ ≤
∑

j 6=i

|εj |
|zi − ζj ||zi − zj |

(
1

|zi − ζj | +
1

|zi − zj |

)

≤ (n− 1)|εj |
2n

2n + 1
d2

(
2n + 1
2nd

+
1
d

)

≤ (n− 1)γn

2n

2n + 1
d2

(
2n + 1

2n
+ 1

)
=

(n− 1)(4n + 1)
4n2d2

=
bn

d2
, (3.29)
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gde su

an =
n− 1
2n

i bn =
(n− 1)(4n + 1)

4n2
.

Uvedimo

Ti = 1 +
δ2,i − δ2

1,i + S2,i + (δ1,i − S1,i)2

2δ1,i(δ1,i − S1,i)
.

Korǐsćenjem (3.20) nalazimo

Ti = 1 +

εi

(
εi

(∑

j 6=i

Gijεj

)2

+ εi

∑

j 6=i

Hijεj − 2
∑

j 6=i

Gijεj

)

2(1 + εiΣ1,i)
(

1− εi

∑

j 6=i

Gijεj

) = 1 + ti, (3.30)

gde je

ti =

εi

(
εi

(∑

j 6=i

Gijεj

)2

+ εi

∑

j 6=i

Hijεj − 2
∑

j 6=i

Gijεj

)

2(1 + εiΣ1,i)
(

1− εi

∑

j 6=i

Gijεj

) .

Tada se iterativna formula (3.21) može napisati u obliku

ẑi = zi − Ci = zi − Ti(δ1,i − S1,i)−1. (3.31)

Ovde Ci označava iterativnu korekciju u kojoj ima suma koje zavise od aproksi-
macija z1, . . . , zn.

Neka je

qn :=
γn(γna2

n + γnbn + 2an)
2αn(1− γnan)

.

Na osnovu (3.24), (3.28) i (3.29) ocenjujemo za n ≥ 3
∣∣∣∣1− εi

∑

j 6=i

Gijεj

∣∣∣∣ ≥ 1− |εi|
∑

j 6=i

|Gij ||εj | > 1− γnd · an

d

= 1− γnan = 1− n− 1
2n(2n + 1)

≥ 20
21

(3.32)

i
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|ti| ≤
|εi|

(
|εi|

(∑

j 6=i

|Gij ||εj |
)2

+ |εi|
∑

j 6=i

|Hij ||εj |+ 2
∑

j 6=i

|Gij ||εj |
)

2|1 + εiΣ1,i|
∣∣∣∣1− εi

∑

j 6=i

Gijεj

∣∣∣∣

<
γnd

(
γnd · a2

n

d2
+ γnd · bn

d2
+

2an

d

)

2αn(1− γnan)
= qn, (3.33)

gde je imenilac ograničena veličina na osnovu (3.32). Pod uslovom (3.23) imamo

qn =
n(8n2 + n− 9)

2(n + 1)(2n + 1)(4n2 + n + 1)
< 0.09.

Polazeći od (3.30) nalazimo

|Ti| < 1 + |ti| < 1 + qn, (3.34)
|Ti| > 1− |ti| > 1− qn. (3.35)

U sledećoj lemi dajemo neke neophodne ocene i granice.

Lema 3.1 Neka nejednakost (3.23) važi. Tada je

(i) |ẑi − zi| = |Ci| < 1.5|Wi|;
(ii) |Ŵi| < 0.3|Wi|;
(iii) ŵ < cnd̂, cn = 1/(3n + 1).

Dokaz. Za različite tačke z1, . . . , zn koristićemo Lagrangeovu interpolaciju da
bismo dobili sledeću reprezentaciju polinoma P :

P (z) =

[
n∑

j=1

Wj

z − zj
+ 1

]
n∏

j=1

(z − zj), Wj =
P (zj)∏

k 6=j

(zj − zk)
. (3.36)

Stavljajući z = ẑi u (3.36), dobijamo

P (ẑi) =

(
Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

)
n∏

j=1

(ẑi − zj).

Posle deljenja sa
∏

j 6=i

(ẑi − ẑj), imamo
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Ŵi =
P (ẑi)∏

j 6=i

(ẑi − ẑj)
= (ẑi − zi)

(
Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

) ∏

j 6=i

(
1 +

ẑj − zj

ẑi − ẑj

)
. (3.37)

U našem razmatranju ćemo, takod̄e, koristiti identitet (videti [20])
(

δ1,i −
∑

j 6=i

1
zi − zj

)
Wi = 1 +

∑

j 6=i

Wj

zi − zj
. (3.38)

Korǐsćenjem (3.23) i definicije minimalnog rastojanja dobijamo

|(δ1,i − S1,i)Wi| ≤ 1 +
∑

j 6=i

|Wj |
|zi − zj | < 1 + (n− 1)cn (3.39)

i
|(δ1,i − S1,i)Wi| ≥ 1−

∑

j 6=i

|Wj |
|zi − zj | > 1− (n− 1)cn. (3.40)

Polazeći od iterativne formule (3.31) nalazimo

ẑi − zi = −Ci = −Ti(δ1,i − S1,i)−1.

Korǐsćenjem (3.34) i (3.40) ocenjujemo

|ẑi − zi| = |Ci| = |Ti||Wi|
|(δ1,i − S1,i)Wi| <

(1 + qn)|Wi|
1− (n− 1)cn

=
λn

cn
|Wi| < λnd, (3.41)

gde smo označili

λn =
(1 + qn)cn

1− (n− 1)cn
.

Niz λn/cn ima složenu formu, pa smo njegovu gornju granicu našli korǐsćenjem
programskog paketa Mathematica,

λn

cn
< 1.5, za svako n ≥ 3.

Dakle, dokazali smo da je
|Ci| < 1.5|Wi|. (3.42)

Na osnovu (3.41), imamo

|ẑi − zj | ≥ |zi − zj | − |ẑi − zi| > (1− λn)d (3.43)

i
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|ẑi − ẑj | ≥ |zi − zj | − |ẑi − zi| − |ẑj − zj | > (1− 2λn)d. (3.44)

Nejednakost (3.44) daje

d̂ > (1− 2λn)d, to jest,
d

d̂
<

1
1− 2λn

. (3.45)

Zapazimo da je, pod uslovom (3.23), λn < 0.14.
Polazeći od iterativne formule (3.31), na osnovu (3.30) i (3.38), nalazimo

Wi

ẑi − zi
= −(δ1,i − S1,i)Wi

Ti
= − 1

1 + ti

(
1 +

∑

j 6=i

Wj

zi − zj

)
. (3.46)

Da bismo dokazali tvrd̄enje (ii) koristimo (3.46) i dobijamo

Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj
= − 1

1 + ti

(
1 +

∑

j 6=i

Wj

zi − zj

)
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

=

−(ẑi − zi)
∑

j 6=i

Wj

(zi − zj)(ẑi − zj)
+ ti

(
1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

)

1 + ti
.

Korǐsćenjem (3.23), (3.33), (3.35), (3.41) i (3.43) ocenjujemo

∣∣∣∣
Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

∣∣∣∣ ≤
λnd

(n− 1)cnd

d(1− λn)d
+ qn

(
1 +

(n− 1)cnd

(1− λn)d

)

1− qn

≤
(n− 1)cnλn

1− λn
+ qn

(
1 +

(n− 1)cn

1− λn

)

1− qn
. (3.47)

Na osnovu granica (3.41) i (3.44) nalazimo
∣∣∣∣∣
∏

j 6=i

(
1 +

ẑj − zj

ẑi − ẑj

)∣∣∣∣∣ ≤
∏

j 6=i

(
1 +

|ẑj − zj |
|ẑi − ẑj |

)
<

(
1 +

λn

1− 2λn

)n−1

. (3.48)

Polazeći od (3.37) i uzimajući u obzir nejednakosti (3.41), (3.47) i (3.48), dobijamo

|Ŵi| ≤ |ẑi − zi|
∣∣∣∣∣

Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∏

j 6=i

(
1 +

ẑj − zj

ẑi − ẑj

)∣∣∣∣∣

<
λn

cn
|Wi|

(n− 1)cnλn

1− λn
+ qn

(
1 +

(n− 1)cn

1− λn

)

1− qn

(
1 +

λn

1− 2λn

)n−1

=: fn|Wi|,
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gde je

fn =
λn

cn
·

(n− 1)cnλn

1− λn
+ qn

(
1 +

(n− 1)cn

1− λn

)

1− qn

(
1 +

λn

1− 2λn

)n−1

.

Korǐsćenjem programskog paketa Mathematica nalazimo da je fn < 0.3. Dakle,

|Ŵi| < fn|Wi| < 0.3|Wi|. (3.49)

Kako je fn < 0.3 i λn < 0.14, sledi da je

fn

1− 2λn
< 0.42 < 1.

Sada, na osnovu (3.45) i (3.49), ocenjujemo

ŵ < fnw < fncnd <
fn

1− 2λn
· cnd̂ < cnd̂,

čime smo dokazali tvrd̄enje (iii) Leme 3.1. ¤

Sada ćemo dati glavni rezultat koji se tiče početnih uslova koji garantuju kon-
vergenciju simultanog metoda (3.17).

Teorema 3.3 Ako početni uslov

w(0) <
d(0)

3n + 1
(3.50)

važi, tada je iterativni metod (3.17) konvergentan.

Dokaz. Na osnovu tvrd̄enja (iii) Leme 3.1, važi sledeća implikacija:

w < cnd =⇒ ŵ < cnd̂, cn =
1

3n + 1
.

Na sličan način, možemo da dokažemo indukcijom da uslov (3.50) uslovljava ne-
jednakost w(m) < cnd(m) za svako m = 1, 2, . . . . Dakle, sva tvrd̄enja Leme 3.1
važe za svako m = 1, 2, . . . , ako je početni uslov (3.50) zadovoljen. Konkretno,
nejednakosti

|W (m+1)
i | < 0.3|W (m)

i | (3.51)

i
|C(m)

i | = |z(m+1)
i − z

(m)
i | < 1.5|W (m)

i | (3.52)
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važe za svako i ∈ In i m = 0, 1, . . . .

Iz iterativne formule (3.31) vidimo da su korekcije C
(m)
i date sa

C
(m)
i = T

(m)
i

(
δ
(m)
1,i − S

(m)
1,i

)−1
, (3.53)

gde se skraćenice C
(m)
i , T

(m)
i , δ

(m)
1,i , S

(m)
1,i odnose na m-ti iterativni korak.

Dokazaćemo da je iterativni proces (3.17) dobro definisan u svakoj iteraciji, ako
pokažemo da funkcija Fi(z1, . . . , zn) = P (zi)/Ci koja se javlja u (1.79) i Teoremi
1.13 nije jednaka nuli. Iz (3.53) imamo

Fi(z1, . . . , zn) =

(δ1,i − S1,i)Wi

∏

j 6=i

(zi − zj)

Ti
(i ∈ In).

Na osnovu (3.34), (3.40) i definicije minimalnog rastojanja nalazimo

|Fi(z1, . . . , zn)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(δ1,i − S1,i)Wi

∏

j 6=i

(zi − zj)

Ti

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
>

1− (n− 1)cn

1 + qn
· dn−1

> 0.6dn−1 > 0.

Dakle, iterativni proces (3.17) je dobro definisan.

Sledeći korak u našem dokazu je da dokažemo da su nizovi {|C(m)
i |} (i ∈ In)

monotono opadajući. Izostavljajući indekse iteracije dobijamo korǐsćenjem (3.30),
(3.39), (3.42), (3.49) i (3.53)

|Ĉi| < 1.5|Ŵi| < 1.5 · 0.3|Wi| = 0.45|Wi| = 0.45|Ti(δ1,i − S1,i)−1|
∣∣∣∣
(δ1,i − S1,i)Wi

Ti

∣∣∣∣

= 0.45|Ci|
∣∣∣∣

1
1 + ti

(
1 +

∑

j 6=i

Wj

zi − zj

)∣∣∣∣,

to jest, na osnovu (3.35) i (3.39), nalazimo

|Ĉi| < 0.45
1 + (n− 1)cn

1− qn
|Ci|.

Lako je oceniti
1 + (n− 1)cn

1− qn
< 1.35,
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tako da je
|Ĉi| < 0.45 · 1.35|Ci| < 0.61|Ci|.

Na taj način smo našli da je konstanta β, koja se javlja u Teoremi 1.13, jednaka
β = 0.61. Dakle, dokazali smo da nejednakost |C(m+1)

i | < 0.61|C(m)
i | važi za svako

i ∈ In i m = 0, 1, . . . .
Veličina g(β) koja se javlja u tvrd̄enju (ii) Teoreme 1.13 je jednaka g(0.61) =

1/(1− 0.61) ≤ 2.57 . Korǐsćenjem ove činjenice neophodno je još dokazati disjunk-
tnost inkluzivnih diskova

S1 = {z(0)
1 ; g(0.61)|C(0)

1 |}, . . . , Sn = {z(0)
n ; g(0.61)|C(0)

n |}

(tvrd̄enje (ii) Teoreme 1.13).

Na osnovu (3.52) imamo da je |C(0)
i | < 1.5w(0) za svako i ∈ In. Izaberimo indeks

p ∈ In tako da je
|C(0)

p | = max
1≤i≤n

|C(0)
i |.

Tako dobijamo

d(0) > (3n + 1)w(0) >
1

1.5
(3n + 1)|C(0)

p | ≥ 3n + 1
2 · 1.5

(|C(0)
i |+ |C(0)

j |)

> g(0.61)(|C(0)
i |+ |C(0)

j |),

jer je
3n + 1
2 · 1.5

≥ 3.33 > 2.57 ≥ g(0.61)

za svako n ≥ 3. Ovo znači da je

|z(0)
i − z

(0)
j | ≥ d(0) > g(0.61)(|C(0)

i |+ |C(0)
j |) = radSi + radSj .

Dakle, na osnovu jednostavne geometrijske konstrukcije sledi da su dobijeni
inkluzivni diskovi S1, . . . , Sn disjunktni, čime smo kompletirali dokaz Teoreme 3.3.
¤

Kombinovanjem Teorema 3.1 i 3.3, dobijamo sledeće tvrd̄enje:

Teorema 3.4 Ako početne aproksimacije z
(0)
1 , . . . , z

(0)
n zadovoljavaju uslov (3.50),

tada iterativni metod (3.17) konvergira sa redom konvergencije četiri.

Ubrzanje konvergencije i druge modifikacije

Prednosti nula-relacije (3.15) i iterativnog metoda (3.17) proizilaze iz sledećih
osobina:
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1) Metod (3.17) ima pogodnu strukturu koja dozvoljava značajno ubrzanje kon-
vergencije sa zanemarljivim brojem dodatnih osnovnih operacija. Očigledno,
računska efikasnost ovih ubrzanih metoda je time značajno pobolǰsana (videti
sledeći Odeljak 3.2);

2) Korǐsćenjem pogodnih transformacija, iterativna formula (3.17) se može modi-
fikovati na oblik pogodan za nalaženje vǐsestrukih nula polinoma [123]

ẑi = zi−µiui−
µiui

(
1− µi + uiµi

P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui(S̃2
1,i − µiS̃2,i)

)

2(1− uiS̃1,i)
2 (i ∈ Iν , ν ≤ n),

gde su µ1, . . . , µν vǐsestrukosti nula ζ1, . . . , ζν i

S̃q,i =
n∑

j=1
j 6=i

µj

(zi − zj)q
(q = 1, 2);

3) Nula-relacija (3.15) je pogodna za konstrukciju intervalnih metoda za simultanu
inkluziju nula polinoma u kružnoj kompleksnoj aritmetici. Na primer, ako su
Z1, . . . , Zn diskovi koji sadrže nule polinoma, tada se dobija sledeći inkluzivni
metod četvrtog reda

Ẑi = zi − ui −

u2
i

[
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui

(( n∑
j=1
j 6=i

1
zi − Zj

)2

−
n∑

j=1
j 6=i

1
(zi − Zj)2

)]

2
(

1− ui

n∑
j=1
j 6=i

1
zi − Zj

)2
,

gde je i ∈ In i zi centar diska Zi. Podsetimo da se glavna prednost inkluzivnih
metoda sastoji u automatskom odred̄ivanju gornje granice greške, date polu-
prečnicima dobijenih diskova koji sadrže željene nule u svakoj iteraciji. Štavǐse,
korǐsćenjem pristupa izloženog u [120], konvergencija gore pomenutog inklu-
zivnog metoda se može povećati na pet i šest bez dodatnih numeričkih ope-
racija. Istaknimo da intervalna aritmetika, kao moćno oružje u kontroli grešaka
zaokruživanja i inkluzije tačnog rezultata, postaje deo nove moderne kom-
pjuterske aritmetike (videti [79] i sledeće Poglavlje 4).

Primedba 3.2 Mnogi simultani metodi, uključujući metod Weierstrass-Docheva
[26], [201] (takod̄e poznat kao Durand-Kernerov metod [28], [70])

ẑi = zi − P (zi)∏

j 6=i

(zi − zj)
= zi −Wi, (3.54)
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ne poseduju osobine 1) i 2). Štavǐse, intervalna varijanta metoda Weierstrss-
Docheva ima nisku računsku efikasnost, videti [113, Pogl. 6].

Numerički rezultati

Da bismo demonstrirali osobine konvergencije novog metoda (3.17), primenili
smo ovaj metod na rešavanje mnogih polinomskih jednačina. U cilju upored̄ivanja,
pored metoda (3.17), takod̄e smo testirali i sledeće simultane metode četvrtog reda:

• Modifikovani Ehrlichov metod [99]

ẑi = zi − 1
1
ui
−

∑

j 6=i

1
zi − zj + uj

, ui =
P (zi)
P ′(zi)

; (3.55)

• Metod Halleyevog tipa [198]

ẑi = zi − 2δ1,i

2δ2
1,i − δ2,i − S2,i − S2

1,i

; (3.56)

• Metod tipa Ostrowskog [157]

ẑi = zi − 1√
δ2
1,i − δ2,i − S2,i

; (3.57)

• Modifikovani metod Börsch-Supana [100]

ẑi = zi − Wi

1−
∑

j 6=i

Wj

zi − zj + Wj

, Wi =
P (zi)∏

j 6=i

(zi − zj)
; (3.58)

• Metod Kyurkchieva [73] (videti takod̄e [205])

ẑi = zi − Wi

1 +
∑

j 6=i

Wj

zi − zj
+ Wi

∑

j 6=i

Wj

(zi − zj)2

; (3.59)

• Dvostruki metod Weierstrass-Docheva [26], [201]

ŷi = zi − P (zi)∏

j 6=i

(zi − zj)
, ẑi = yi − P (yi)∏

j 6=i

(yi − yj)
. (3.60)
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Primetimo da je metod (3.60) dobijen dvostrukom primenom metoda Weirstrass-
Docheva (3.54). Posmatran kao dvo-koračni metod, metod (3.60) ima red konver-
gencije četiri. Ova veštačka kompozicija je napravljena zbog upored̄ivanja tako
dobijenog metoda sa izloženim metodima četvrtog reda.

U našim numeričkim eksperimentima često smo koristili činjenicu da sve nule
polinoma P (z) = a0z

n +a1z
n−1 + · · ·+an−1z +an (a0, an 6= 0) leže unutar prstena

{z ∈ C : r < |z| < R}, gde se r i R računaju po formulama

r =
1
2

min
1≤k≤n

∣∣∣ an

an−k

∣∣∣
1/k

, R = 2 max
1≤k≤n

∣∣∣ak

a0

∣∣∣
1/k

(3.61)

(videti [56, Teoreme 6.4b i 6.4k]). Mera aproksimacija dobijenih u iterativnom
procesu je data normom

e(m) =
( n∑

j=1

|z(m)
j − ζj |2

)1/2

(m = 0, 1, . . .).

Primer 3.1 Novi metod (3.17) i navedeni metodi (3.55), (3.56), (3.57), (3.58),
(3.59) i (3.60) su primenjeni za simultano odred̄ivanje aproksimacija nula polinoma

P (z) = z19 − 3z18 + 12z17 − 36z16 + 268z15 − 804z14 + 2784z13 − 8352z12

+34710z11 − 104130z10 + 324696z9 − 974088z8 + 620972z7 − 1862916z6

−2270592z5 + 6811776z4 − 28303951z3 + 84911853z2

−25704900z + 77114700.

Nule ovog polinoma su ±1± 2i, ±2, ±i, ±3± 2i, ±2± 3i, ±3i, 3. Početne aproksi-
macije su uzete tako da daju e(0) = 0.69. Greške aproksimacija e(k) u prve tri
iteracije su date u Tabeli 3.1.

metodi e(1) e(2) e(3)

(3.17) 4.39(−3) 1.51(−11) 8.98(−45)
(3.55) 5.03(−3) 2.97(−11) 4.01(−44)
(3.56) 4.32(−3) 1.37(−11) 5.19(−45)
(3.57) 1.58(−3) 1.40(−13) 6.24(−54)
(3.58) 3.16(−3) 7.05(−12) 2.90(−47)
(3.59) 3.47(−3) 1.06(−11) 1.01(−45)
(3.60) 1.08(−2) 1.58(−9) 7.15(−37)

Tabela 3.1: Euklidska norma grešaka za Primer 3.1
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Primer 3.2 U cilju nalaženja nula polinoma

P (z) = z20 + 12z19 + 80z18 + 360z17 + 1356z16 + 4512z15 + 13440z14 + 35520z13

+84976z12 + 192192z11 + 416000z10 + 574080z9 − 153024z8 − 3283968z7

−8048640z6 − 15452160z5 − 20317184z4 − 15925248z3 − 38010880z2

−68812800z − 73728000,

primenili smo iste metode kao u Primeru 3.1. Tačne nule polinoma su 1 ± i, 1 ±
3i, 2±2i, ±2, ±2i,−1±i, −1±3i, −2±2i, −3±i, −3±3i. Početne aproksimacije su
izabrane tako da daju e(0) = 1.59. Dobijene vrednosti grešaka u prva tri iterativna
koraka date su Tabeli 3.2. Lošiji rezultati u pored̄enju sa onim iz Primera 3.1 su
posledica grubljih početnih aproksimacija.

metodi e(1) e(2) e(3)

(3.17) 2.09(−1) 1.02(−4) 6.59(−18)
(3.55) 2.06(−1) 1.21(−4) 3.10(−17)
(3.56) 2.30(−1) 1.65(−4) 9.61(−17)
(3.57) divergira – –
(3.58) 1.27(−1) 1.69(−5) 6.82(−21)
(3.59) 1.25(−1) 1.73(−5) 1.83(−20)
(3.60) 3.51(−1) 1.13(−3) 2.60(−13)

Tabela 3.2: Euklidska norma grešaka za Primer 3.2

Primer 3.3 Novi metod (3.17) je primenjen za nalaženje nula moničnog polinoma
P dvadesetog stepena datog sa

P (z) = z20 + (0.887− 0.342i)z19 + (−0.569 + 0.909i)z18 + (0.109 + 0.855i)z17

+(0.294− 0.651i)z16 + (−0.087 + 0.948i)z15 + (−0.732 + 0.921i)z14

+(0.801− 0.573i)z13 + (0.506− 0.713i)z12 + (−0.670 + 0.841i)z11

+(−0.369− 0.682i)z10 + (0.177− 0.946i)z9 + (−0.115 + 0.577i)z8

+(0.174− 0.956i)z7 + (−0.018− 0.438i)z6 + (0.738 + 0.645i)z5

+(−0.655− 0.618i)z4 + (0.123− 0.088i)z3 + (0.773 + 0.965i)z2

+(−0.757 + 0.109i)z + (0.223− 0.439i).

Koeficijenti ak ∈ C (izuzev vodećeg jediničnog koeficijenta) su izabrani genera-
torom slučajnih brojeva kao Re(ak) = random(x), Im(ak) = random(x), gde je
random(x) ∈ (−1, 1). Slučajni brojevi su zaokruženi odsecanjem na tri decimalne
cifre.
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Korǐsćenjem (3.61) našli smo da sve nule polinoma leže u prstenu {z : r =
0.3155 < |z| < 2.0711 = R}. Mogli smo da startujemo sa početnim aproksimaci-
jama ekvidistantno raspored̄enim na krugu poluprečnika r0 ∈ (0.3155, 2.0711), ali
smo želeli da testiramo novi metod (3.17) u slučaju kada su početne aproksimacije
dosta udaljene od tačnih nula. Iz tog razloga, izabrali smo da početne aproksimacije
leže na kružnici |z| = 10 , odred̄ene na sledeći način:

z(0)
ν = r0 exp(iθν), i =

√−1, θν =
π

n

(
2ν − 3

2

)
(ν = 1, . . . , 20) (3.62)

(takozvane Aberthove aproksimacije, videti [1]). Prekidali smo iterativni proces u
trenutku kada je zadovoljen zaustavni kriterijum

max
1≤i≤20

|P (z(m)
i )| < τ = 10−12.

Ponašanje iterativnog metoda (3.17) pri rešavanju ovog polinoma je ilustrovano
na Slici 3.1. Zaustavni kriterijum je ispunjen posle 23 iteracije. Na početku, metod
konvergira linearno, ali gotovo pravolinijski prema tačnim nulama, pokazujući
u nekoliko završnih iteracija četvrti red konvergencije. Može se primetiti da su
aproksimacije radijalno raspored̄ene prema nulama polinoma.

Slika 3.1: Trajektorije aproksimacija nula

Na osnovu rezultata izloženih u Tabelama 3.1 i 3.2 i velikog broja drugih te-
stiranih polinoma, možemo da zaključimo da je novi metod (3.17) uporediv sa
postojećim simultanim metodima istog reda.
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3.2 Ubrzani metodi

U ovom odeljku razmatraćemo ubrzane metode koji se dobijaju modifikacijom
metoda (3.17), tako što se umesto tekuće iteracije z = (z1, . . . , zn) koriste
pobolǰsane aproksimacije z(k) = (z(k)

1 , . . . , z
(k)
n ) (k = 1, 2), gde su:

z
(1)
j = zj − uj = zj − P (zj)

P ′(zj)
(Newtonova aproksimacija)

z
(2)
j = zj − hj = zj − P (zj)

P ′(zj)− P (zj)P ′′(zj)
2P ′(zj)

(Halleyeva aproksimacija).

Podsetimo da se Newtonova i Halleyeva aproksimacija javljaju u klasičnim itera-
tivnim metodima

ẑj = zj − uj = zj − P (zj)
P ′(zj)

= zj − 1
δi,j

(Newtonov metod),

ẑj = zj − hj = zj − P (zj)

P ′(zj)− P (zj)P ′′(zj)
2P ′(zj)

= zj − 2δ1,j

2δ2
1,j − δ2,j

(Halleyev metod),

drugog i trećeg reda, respektivno.
Istaknimo da indeksi u eksponentu sada ukazuju na tip aproksimacije i da ih

treba strogo razlikovati od indeksa iteracije.
Definǐsimo sume

S
(k)
λ,i =

n∑
j=1
j 6=i

1

(zi − z
(k)
j )λ

(λ = 1, 2, k = 1, 2),

gde indeks k ukazuje na tip aproksimacije z
(k)
j (k = 1, 2). Tada se iz nula-relacije

(3.15) mogu konstruisati sledeći ubrzani iterativni metodi:

ẑi = zi − ui −
u2

i

[
P ′′(zi)
P ′(zI)

− ui

(
(S(k)

1,i )2 − S
(k)
2,i

)]

2(1− uiS
(k)
1,i )2

(k = 1, 2). (3.63)

Red konvergencije metoda (3.63) je dat u sledećoj teoremi:

Teorema 3.5 Ako su početne aproksimacije z
(0)
1 , . . . , z

(0)
n dovoljno blizu odgo-

varajućih nula ζ1, . . . , ζn polinoma P , tada je red konvergencije iterativnog metoda
(3.63) jednak k + 4 (k = 1, 2).
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Dokaz. Pre izvod̄enja dokaza, zapazimo da je ubrzanje konvergencije metoda
(3.63) sa 4 na 5 i 6 postignuto korǐsćenjem već izračunatih veličina. Dakle, računska
efikasnost ubrzanih metoda (3.63) je značajno povećana.

Polazeći od faktorizacije P (z) =
n∏

j=1

(z − ζj), uz korǐsćenje logaritamskog dife-

renciranja, dobijamo

δ1,i =
n∑

j=1

1
zi − ζj

=
1
εi

+ Σ1,i, δ2
1,i − δ2,i =

n∑

j=1

1
(zi − ζj)2

=
1
ε2
i

+ Σ2,i, (3.64)

gde je εi = zi − ζi.
Korǐsćenjem identiteta (3.64) i uvedenih skraćenica, nalazimo

uj =
1

δ1,i
=

εj

1 + εjΣ1,j
(3.65)

i
hj =

2δ1,i

2δ2
1,i − δ2,j

=
2εj(1 + εjΣ1,j)

2 + 2εjΣ1,j + ε2
j (Σ

2
1,j + Σ2,j)

. (3.66)

Na osnovu (3.65) i (3.66) nalazimo greške z
(k)
j − ζj ,

z
(1)
j − ζj = zj − uj − ζj =

ε2
jΣ1,j

1 + εjΣ1,j
= w

(1)
j ε2

j , (3.67)

z
(2)
j − ζj = zj − hj − ζj =

ε3
j (Σ

2
1,j + Σ2,j)

2 + 2εjΣ1,j + ε2
j (Σ

2
1,j + Σ2,j)

= w
(2)
j ε3

j . (3.68)

Dakle, ove greške se mogu napisati u istom obliku z
(k)
j − ζj = w

(k)
j εk+1

j (k = 1, 2),

gde je značenje w
(k)
j očigledno iz izraza (3.67) i (3.68).

Uvedimo skraćenice

D
(k)
i =

∑

j 6=i

w
(k)
j εk+1

j

(zi − ζj)(zi − z
(k)
j )

, B
(k)
i =

∑

j 6=i

(2zi − z
(k)
j − ζj)w

(k)
j εk+1

j

(zi − ζj)2(zi − z
(k)
j )2

.

Korǐsćenjem jednakosti (3.64) imamo

δ1,i − S
(k)
1,i =

1
εi

(1− εiD
(k)
i ), δ2

1,i − δ2,i − S
(k)
2,i =

1
ε2
i

(1− ε2
i B

(k)
i ). (3.69)

Polazeći od (3.63), na osnovu (3.69) dobijamo
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ε̂i = εi − εi

1− εiD
(k)
i

[
1 +

ε2
i B

(k)
i − 1 + (1− εiD

(k)
i )2

2(1 + εiΣ1,i)(1− εiD
(k)
i )

]

=
ε3
i

(
(D(k)

i )2 −B
(k)
i + 2εiΣ1,i(D

(k)
i )2 − 2Σ1,iD

(k)
i

)

2(1 + εiΣ1,i)(1− εiD
(k)
i )2

.

Neka je |ε| = max1≤j≤n |εj | i neka su apsolutne vrednosti svih nula εj (j ∈ In)
istog reda, to jest, |εj | = O(|ε|). Veličine D

(k)
i i B

(k)
i su ograničene, kao i imenilac

koji teži ka 2 kad |ε| → 0. Na osnovu ovih činjenica, iz poslednje relacije imamo

|ε̂| = max
1≤j≤n

|ε̂j | = O(|ε|k+4) (k = 1, 2).

Dakle, primenom Newtonove aproksimacije u (3.63) dobijamo metod sa korekci-
jama reda pet, dok korǐsćenje Halleyeve aproksimacije daje metod reda šest. ¤

Analiza konvergencije – garantovana konvergencija

Teorema 3.5 je dokazana uz pretpostavku da su početne aproksimacije do-
voljno blizu traženih nula, bez bilo kojih dostupnih podataka koji bi odred̄ivali
ovu bliskost. Da bismo prevazǐsli ovaj nedostatak, kao i kod metoda bez korekcija
izložićemo analizu konvergencije metoda (3.63) korǐsćenjem pristupa koji se bazira
na Smaleovoj teoriji [182].

U nastavku ćemo podrazumevati da je zadovoljen sledeći uslov

w < cnd, cn =
1

3n + 2
. (3.70)

Nejednakost (3.70) je strožija od nejednakosti w < d/(2n) koja se javlja u Teoremi
3.2, pa sva tvrd̄enja Teoreme 3.2 važe.

Lema 3.2 Ako (3.70) važi, tada je

(i) |zi − z
(k)
j | ≥ α

(k)
n d,

(ii) |z(k)
j − ζj | ≤ β

(k)
n
|εj |k+1

dk
,

gde su

α(1)
n =

2n2 + 4n + 3
2(n + 1)(n + 2)

, α(2)
n =

3n3 + 8n2 + 12n + 4
(n + 1)(3n2 + 11n + 4)

,

β(1)
n =

2(n− 1)(n + 1)
n + 2

, β(2)
n =

4n(n− 1)(n + 1)2

3n2 + 11n + 4
.
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Dokaz. Neka je γn = 1/(2n + 2). Iz (3.22) dobijamo

|εi| = |zi − ζi| < 1
1− ncn

|Wi| < cn

1− ncn
d =

1
2n + 2

d = γnd. (3.71)

Tada je

|zi − ζj | ≥ |zi − zj | − |zj − ζj | > d− 1
2n + 2

d =
2n + 1
2n + 2

d. (3.72)

Na osnovu (3.72) ocenjujemo

|Σ1,i| ≤
∑

j 6=i

1
|zi − ζj | <

2(n− 1)(n + 1)
(2n + 1)d

, (3.73)

|Σ2,i| ≤
∑

j 6=i

1
|zi − ζj |2 <

4(n− 1)(n + 1)2

(2n + 1)2d2
(3.74)

i

|1 + εiΣ1,i| ≥ 1− |εi||Σ1,i| ≥ 1− 1
(2n + 2)

d · (n− 1)(2n + 2)
(2n + 1)d

= 1− n− 1
2n + 1

=
n + 2
2n + 1

=: sn. (3.75)

Imajući u vidu nejednakosti (3.70) i (3.73) nad̄imo gornje granice apsolutnih
vrednosti korekcija ui i hi. Prvo, polazeći od (3.65), uz korǐsćenje (3.71) i (3.75)
ocenjujemo

|uj | ≤ |εj |
1− |εj |Σ1,j

<

d

2n + 2
n + 2
2n + 1

=
2n + 1

2(n + 1)(n + 2)
d. (3.76)

Na osnovu (3.71) i (3.73) sada imamo

|2εj(1 + εjΣ1,j)| ≤ 2|εj |(1 + |εj ||Σ1,j |) <
2d

2n + 2

(
1 +

d

2n + 2
(n− 1)(2n + 2)

(2n + 1)d

)

=
3n

(n + 1)(2n + 1)
d (3.77)

i

σj = |2 + 2εjΣ1,j + ε2
j (Σ

2
1,j + Σ2,j)| ≥ 2− 2|εj ||Σ1,j | − |εj |2(|Σ1,j |2 + |Σ2,j |)

> 2− (n− 1)(2n + 2)
(2n + 1)(n + 1)

− d2

(2n + 2)2

(
(n− 1)2(2n + 2)2

(2n + 1)2d2
+

(n− 1)(2n + 2)2

(2n + 1)2d2

)

=
3n2 + 11n + 4

(2n + 1)2
. (3.78)
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Polazeći od (3.66), uz korǐsćenje nejednakosti (3.77) i (3.78) nalazimo

|hj | ≤ |2εj(1 + εjΣ1,j)|
σj

<

3n

(n + 1)(2n + 1)
d

3n2 + 11n + 4
(2n + 1)2

=
3n(2n + 1)

(n + 1)(3n2 + 11n + 4)
d. (3.79)

S obzirom na (3.76), (3.79) i definicije minimalnog rastojanja d, imamo

|zi − z
(1)
j | ≥ |zi − zj | − |uj | > d− 2n + 1

2(n + 1)(n + 2)
d =

2n2 + 4n + 3
2(n + 1)(n + 2)

d = α(1)
n d

(3.80)
i

|zi − z
(2)
j | ≥ |zi − zj | − |hj | > d− 3n(2n + 1)

(n + 1)(3n2 + 11n + 4)
d

=
3n3 + 8n2 + 12n + 4

(n + 1)(3n2 + 11n + 4)
d = α(2)

n d. (3.81)

Na osnovu (3.67), (3.71) i (3.73) dobijamo

|z(1)
j − ζj | = |w(1)

j ||εj |2 ≤ |εj |2|Σ1,j |
1− |εj ||Σ1,j | ≤

|εj |2 (n− 1)(2n + 2)
(2n + 1)d

1− d

2n + 2
(n− 1)(2n + 2)

(2n + 1)d

=
2(n2 − 1)

n + 2
|εj |2

d
= β(1)

n

|εj |2
d

.

Polazeći od (3.68) i uzimajući u obzir (3.70), (3.73) i (3.78), imamo

|z(2)
j − ζj | = |w(2)

j ||εj |3 ≤ |εj |3(|Σ1,j |2 + |Σ2,j |)
|2 + 2εjΣ1,j + ε2

j (Σ
2
1,j + Σ2,j)|

<

|εj |3
(

(n− 1)2(2n + 2)2

(2n + 1)2d2
+

(n− 1)(2n + 2)2

(2n + 1)2d2

)

3n2 + 11n + 4
(2n + 1)2

=
4n(n− 1)(n + 1)2

3n2 + 11n + 4
|εj |3
d2

= β(2)
n

|εj |3
d2

,

čime je dokaz Leme 3.2 završen. ¤
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Korǐsćenjem (3.72) i tvrd̄enja (i) i (ii) Leme 3.2 ocenjujemo

|D(k)
i | ≤

∑

j 6=i

|w(k)
j ||εj |k+1

|zi − ζj ||zi − z
(k)
j |

<
(n− 1)β(k)

n
|εj |k+1

dk

2n + 1
2n + 2

dα(k)
n d

<
(n− 1)β(k)

n γk+1
n

2n + 1
2n + 2

α(k)
n d

=
a

(k)
n

d

(3.82)
i

|B(k)
i | ≤

∑

j 6=i

|w(k)
j ||εj |k+1

|zi − ζj ||zi − z
(k)
j |

(
1

|zi − ζj | +
1

|zi − z
(k)
j |

)

≤
(n− 1)β(k)

n
|εj |k+1

dk

2n + 1
2n + 2

dα(k)
n d

(
2n + 2

(2n + 1) d
+

1

α
(k)
n d

)

≤ (n− 1)β(k)
n γk+1

n

2n + 1
2n + 2

α(k)
n d2

(
2n + 2
2n + 1

+
1

α
(k)
n

)
=

b
(k)
n

d2
, (3.83)

gde su

a(1)
n =

2(n− 1)2(n + 1)
(2n + 1)(2n2 + 4n + 3)

, a(2)
n =

n(n + 1)(n− 1)2

(2n + 1)(3n3 + 8n2 + 12n + 4)
,

b(1)
n =

4(4n + 5)(n− 1)2(n + 1)3

(2n + 1)2(2n2 + 4n + 3)2
,

b(2)
n =

n(n− 1)2(n + 1)2(12n3 + 41n2 + 43n + 12)
(2n + 1)2(3n3 + 8n2 + 12n + 4)2

.

Uvedimo

T
(k)
i = 1 +

δ2,i − δ2
1,i + S

(k)
2,i + (δ1,i − S

(k)
1,i )2

2δ1,i(δ1,i − S
(k)
1,i )

(k = 1, 2).

Korǐsćenjem (3.65) i (3.69) nalazimo

T
(k)
i = 1 +

εi[εi(D
(k)
i )2 + εiB

(k)
i − 2D

(k)
i ]

2(1 + εiΣ1,i)(1− εiD
(k)
i )

= 1 + t
(k)
i , (3.84)

gde je

t
(k)
i =

εi[εi(D
(k)
i )2 + εiB

(k)
i − 2D

(k)
i ]

2(1 + εiΣ1,i)(1− εiD
(k)
i )

.
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Tada se iterativna formula (3.63) može napisati u obliku

ẑi = zi − Ck,i = zi − T
(k)
i (δ1,i − S

(k)
1,i )−1 (k = 1, 2). (3.85)

U (3.85) Ck,i označavaju iterativne korekcije sa sumama koje zavise od pobolǰsanih
aproksimacija z

(k)
1 , . . . , z

(k)
n . Neka je

q(k)
n :=

γn

(
γn(a(k)

n )2 + γnb
(k)
n + 2a

(k)
n

)

2sn(1− γna
(k)
n )

.

Na osnovu (3.71), (3.75), (3.82) i (3.83) ocenjujemo

|1− εiD
(k)
i | ≥ 1− |εi||D(k)

i | > 1− γnd · a
(k)
n

d
= 1− γna(k)

n (3.86)

i

|t(k)
i | ≤

|εi|
[
|εi||D(k)

i |2 + |εi||B(k)
i |+ 2|D(k)

i |
]

2|1 + εiΣ1,i||1− εiD
(k)
i |

<
γnd

(
γnd · (a(k)

n )2

d2
+ γnd · b

(k)
n

d2
+

2a
(k)
n

d

)

2sn(1− γna
(k)
n )

= q(k)
n , (3.87)

gde je imenilac ograničen zbog (3.75) i (3.86). Pod uslovom (3.71) dobijamo

q(1)
n =

(n− 1)2(8n3 + 25n2 + 27n + 12)
2(n + 2)(2n2 + 4n + 3)(4n3 + 9n2 + 12n + 2)

,

q(2)
n =

n(n− 1)2(24n4 + 89n3 + 167n2 + 124n + 28)
4(n + 2)(3n3 + 8n2 + 12n + 4)(12n4 + 37n3 + 66n2 + 39n + 8)

.

Polazeći od (3.84) nalazimo

|T (k)
i | < 1 + |t(k)

i | < 1 + q(k)
n , (3.88)

|T (k)
i | > 1− |t(k)

i | > 1− q(k)
n . (3.89)

U sledećoj lemi odredićemo neke neophodne granice i ocene.

Lema 3.3 Pretpostavimo da važi nejednakost (3.70). Tada je

(i) |ẑi − zi| = |Ck,i| < 1.52|Wi| (k = 1, 2);
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(ii) |Ŵi| < 0.25|Wi|;
(iii) ŵ < cnd̂, cn = 1/(3n + 2).

Dokaz. Za različite tačke z1, . . . , zn koristićemo Lagrangeovu interpolaciju da
bismo dobili sledeću reprezentaciju polinoma P :

P (z) =
[ n∑

j=1

Wj

z − zj
+ 1

] n∏

j=1

(z − zj), Wj =
P (zj)∏

k 6=j

(zj − zk)
. (3.90)

Stavljajući z = ẑi u (3.90), dobijamo

P (ẑi) =
(

Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

) n∏

j=1

(ẑi − zj).

Zatim, posle deljenja sa
∏

j 6=i

(ẑi − ẑj), nalazimo

Ŵi =
P (ẑi)∏

j 6=i

(ẑi − ẑj)
= (ẑi − zi)

(
Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

) ∏

j 6=i

(
1 +

ẑj − zj

ẑi − ẑj

)
. (3.91)

U našem razmatranju ćemo koristiti identitet
(

δ1,i −
∑

j 6=i

1
zi − zj

)
Wi = 1 +

∑

j 6=i

Wj

zi − zj
(3.92)

(videti [20]). Tada imamo
(

δ1,i − S
(k)
1,i + S

(k)
1,i −

∑

j 6=i

1
zi − zj

)
Wi =

(
δ1,i − S

(k)
1,i −R

(k)
i

)
Wi,

gde je

R
(1)
i =

∑

j 6=i

uj

(zi − zj)(zi − z
(1)
j )

i R
(2)
i =

∑

j 6=i

hj

(zi − zj)(zi − z
(2)
j )

.

Na osnovu poslednje jednakosti i (3.92) nalazimo

(δ1,i − S
(k)
1,i )Wi = R

(k)
i Wi + 1 +

∑

j 6=i

Wj

zi − zj
(k = 1, 2). (3.93)

Kako je
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|R(1)
i | ≤

∑

j 6=i

|uj |
|zi − zj ||zi − z

(1)
j |

, |R(2)
i | ≤

∑

j 6=i

|hj |
|zi − zj ||zi − z

(2)
j |

,

korǐsćenjem (3.76), (3.79), (3.80) i (3.81) ocenjujemo

|R(k)
i Wi| ≤ |R(k)

i |cnd < r(k)
n , (3.94)

gde je

r(1)
n =

(n− 1)(2n + 1)
(3n + 2)(2n2 + 4n + 3)

, r(2)
n =

3n(n− 1)(2n + 1)
(3n + 2)(3n3 + 8n2 + 12n + 4)

.

Na osnovu (3.70), (3.88), (3.93), (3.94) i definicije minimalnog rastojanja d nala-
zimo

|(δ1,i − S
(k)
1,i )Wi| ≤ |R(k)

i Wi|+ 1 +
∑

j 6=i

|Wj |
|zi − zj | < r(k)

n + 1 + (n− 1)cn (k = 1, 2)

(3.95)
i

|(δ1,i − S
(k)
1,i )Wi| ≥ 1− |R(k)

i Wi| −
∑

j 6=i

|Wj |
|zi − zj | > 1− r(k)

n − (n− 1)cn (k = 1, 2).

(3.96)
Polazeći od iterativne formule (3.85), dobijamo

ẑi − zi = −Ck,i = −T
(k)
i (δ1,i − S

(k)
1,i )−1 (k = 1, 2).

Korǐsćenjem (3.88) i (3.96) ocenjujemo

|ẑi − zi| = |Ck,i| = |T (k)
i ||Wi|

|(δ1,i − S
(k)
1,i )Wi|

<
(1 + q

(k)
n )|Wi|

1− r
(k)
n − (n− 1)cn

=
λ

(k)
n

cn
|Wi| < λ(k)

n d,

(3.97)
gde je

λ(k)
n =

(1 + q
(k)
n )cn

1− r
(k)
n − (n− 1)cn

(k = 1, 2).

Izraz za niz λ
(k)
n /cn je dosta komplikovan pa smo koristili programski paket Math-

ematica u cilju nalaženja gornje granice,

λ
(k)
n

cn
< 1.52 (k = 1, 2).
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Dakle, dokazali smo nejednakost

|Ck,i| < 1.52|Wi|. (3.98)

Na osnovu (3.97) dobijamo

|ẑi − zj | ≥ |zi − zj | − |ẑi − zi| > (1− λ(k)
n )d (3.99)

i
|ẑi − ẑj | ≥ |zi − zj | − |ẑi − zi| − |ẑj − zj | > (1− 2λ(k)

n )d. (3.100)

Nejednakost (3.100) daje

d̂ > (1− 2λ(k)
n )d, to jest,

d

d̂
<

1

1− 2λ
(k)
n

. (3.101)

Zapazimo da je λ
(k)
n < 0.14, pod uslovom da nejednakost (3.70) važi.

Polazeći od iterativne formule (3.85), na osnovu (3.84) i (3.93), nalazimo

Wi

ẑi − zi
= −(δ1,i − S

(k)
1,i )Wi

T
(k)
i

=

−
(

R
(k)
i Wi + 1 +

∑

j 6=i

Wj

zi − zj

)

1 + t
(k)
i

. (3.102)

Da bismo dokazali tvrd̄enje (ii) koristimo (3.102) i imamo

Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj
=

−R
(k)
i Wi − 1−

∑

j 6=i

Wj

zi − zj

1 + t
(k)
i

+ 1 +
∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

=

−R
(k)
i Wi − (ẑi − zi)

∑

j 6=i

Wj

(zi − zj)(ẑi − zj)
+ t

(k)
i

(
1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

)

1 + t
(k)
i

.

Sada, na osnovu (3.70), (3.87), (3.89), (3.94), (3.97) i (3.99), ocenjujemo

∣∣∣∣
Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

∣∣∣∣ ≤
r
(k)
n + λ

(k)
n d

(n− 1)cnd

d(1− λ
(k)
n )d

+ q(k)
n

(
1 +

(n− 1)cnd

(1− λ
(k)
n )d

)

1− q
(k)
n

≤
r
(k)
n +

(n− 1)cnλ
(k)
n

1− λ
(k)
n

+ q(k)
n

(
1 +

(n− 1)cn

1− λ
(k)
n

)

1− q
(k)
n

.(3.103)
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Korǐsćenjem dobijenih granica (3.97) i (3.100) nalazimo
∣∣∣∣
∏

j 6=i

(
1 +

ẑj − zj

ẑi − ẑj

)∣∣∣∣ ≤
∏

j 6=i

(
1 +

|ẑj − zj |
|ẑi − ẑj |

)
<

(
1 +

λ
(k)
n

1− 2λ
(k)
n

)n−1

. (3.104)

Polazeći od (3.91) i imajući u vidu nejednakosti (3.97), (3.103) i (3.104) dobijamo

|Ŵi| ≤ |ẑi − zi|
∣∣∣∣∣

Wi

ẑi − zi
+ 1 +

∑

j 6=i

Wj

ẑi − zj

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∏

j 6=i

(
1 +

ẑj − zj

ẑi − ẑj

)∣∣∣∣∣

<
λ

(k)
n

cn
|Wi|

r
(k)
n +

(n− 1)cnλ
(k)
n

1− λ
(k)
n

+ q(k)
n

(
1 +

(n− 1)cn

1− λ
(k)
n

)

1− q
(k)
n

(
1 +

λ
(k)
n

1− 2λ
(k)
n

)n−1

= f (k)
n |Wi|, (3.105)

gde smo stavili

f (k)
n =

λ
(k)
n

cn
·
r
(k)
n +

(n− 1)cnλ
(k)
n

1− λ
(k)
n

+ q(k)
n

(
1 +

(n− 1)cn

1− λ
(k)
n

)

1− q
(k)
n

(
1 +

λ
(k)
n

1− 2λ
(k)
n

)n−1

.

Korǐsćenjem programskog paketa Mathematica našli smo da je f
(k)
n < 0.25. Dakle,

|Ŵi| < f (k)
n |Wi| < 0.25|Wi| (k = 1, 2).

Kako važe nejednakosti f
(k)
n < 0.25 i λ

(k)
n < 0.14, sledi

f
(k)
n

1− 2λ
(k)
n

< 0.35 < 1. (3.106)

Sada je, na osnovu (3.79), (3.101), (3.105)i (3.106),

ŵ < f (k)
n w < f (k)

n cnd <
f

(k)
n

1− 2λ
(k)
n

· cnd̂ < cnd̂,

čime smo dokazali tvrd̄enje (iii) Leme 3.3. ¤
U nastavku ćemo dati glavni rezultat koji se odnosi na početne uslove koji

garantuju konvergenciju iterativnog metoda (3.63).

Teorema 3.6 Pod početnim uslovom

w(0) <
d(0)

3n + 2
(3.107)

iterativni metodi (3.63) su konvergentni.
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Dokaz. U Lemi 3.3 (tvrd̄enje (iii)) dokazali smo implikaciju

w < cnd =⇒ ŵ < cnd̂, cn =
1

3n + 2
.

Slično, indukcijom dokazujemo da iz uslova (3.107) sledi nejednakost w(m) <
cnd(m), za svako m = 1, 2, . . . . Dakle, sva tvrd̄enja Lema 3.2 i 3.3 važe za svako
m = 1, 2, . . . , ako važi početni uslov (3.107). Konkretno, važe sledeće nejednakosti:

|W (m+1)
i | < 0.25|W (m)

i | (3.108)

i
|C(m)

k,i | = |z(m+1)
i − z

(m)
i | < 1.52|W (m)

i |, (3.109)

za svako i ∈ In i m = 0, 1, . . . .

Iz iterativne formule (3.85) vidimo da se korekcije Ck,i u svakoj iteraciji mogu
izraziti u obliku

Ck,i = T
(k)
i

(
δ1,i − S

(k)
1,i

)−1
. (3.110)

Da bismo dokazali da je iterativni proces (3.63) dobro definisan u svakoj iteraciji,
dovoljno je pokazati da funkcija Fi,k(z1, . . . , zn) = P (zi)/Ck,i (k = 1, 2), koja se
javlja u (1.79) i Teoremi 1.13, ne može biti nula. Iz (3.110) imamo

Fi,k(z1, . . . , zn) =

(δ1,i − S
(k)
1,i )Wi

∏

j 6=i

(zi − zj)

T
(k)
i

(i ∈ In).

Na osnovu (3.88), (3.96) i definicije minimalnog rastojanja dobija se

|Fi,k(z1, . . . , zn)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(δ1,i − S
(k)
1,i )Wi

∏

j 6=i

(zi − zj)

T
(k)
i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
>

1− r
(k)
n − (n− 1)cn

1 + q
(k)
n

· dn−1

> 0.66dn−1 > 0.

Dokažimo sada da su nizovi {|C(m)
k,i |} (i ∈ In) monotono opadajući.

Izostavljajući indekse iteracije nalazimo na osnovu (3.108) i (3.109)

|Ĉk,i| < 1.52|Ŵi| < 1.52 · 0.25|Wi| = 0.38|Wi|

= 0.38|T (k)
i (δ1,i − S

(k)
1,i )−1|

∣∣∣∣
(δ1,i − S

(k)
1,i )Wi

T
(k)
i

∣∣∣∣ = 0.38|Ck,i|
∣∣∣∣
(δ1,i − S

(k)
1,i )Wi

T
(k)
i

∣∣∣∣,
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to jest, korǐsćenjem (3.89) i (3.95), dobijamo

|Ĉk,i| < 0.38
r
(k)
n + 1 + (n− 1)cn

1− q
(k)
n

|Ck,i|.

Sada ocenjujemo
r
(k)
n + 1 + (n− 1)cn

1− q
(k)
n

< 1.35,

tako da je
|Ĉk,i| < 0.38 · 1.35|Ck,i| < 0.52|Ck,i|.

Dakle, konstanta β koja se javlja u Teoremi 1.13 je jednaka β = 0.52. Na taj
način smo dokazali nejednakost |C(m+1)

k,i | < 0.52|C(m)
k,i |, koja važi sa svako i ∈ In,

m = 0, 1, . . . i k = 1, 2.
Veličina g(β) koja se javlja u tvrd̄enju (ii) Teoreme 1.13 je jednaka g(0.52) =

1/(1− 0.52) < 2.084. Ostaje da dokažemo disjunktnost inkluzivnih diskova

S1 = {z(0)
1 ; g(0.52)|C(0)

k,1|}, . . . , Sn = {z(0)
n ; g(0.52)|C(0)

k,n|}

(tvrd̄enje (ii) Teoreme 1.13). Na osnovu (3.109) imamo |C(0)
k,i | < 1.52w(0) za sve

korekcije |C(0)
k,i | za svako i ∈ In, i k = 1, 2. Ako izaberemo indeks p ∈ In tako da je

|C(0)
k,p| = max

1≤i≤n
|C(0)

k,i |,

tada je

d(0) > (3n + 2)w(0) >
1

1.52
(3n + 2)|C(0)

k,p| ≥
3n + 2
2 · 1.52

(|C(0)
k,i |+ |C(0)

k,j |)

> g(0.52)(|C(0)
k,i |+ |C(0)

k,j |),

jer je
3n + 2
2 · 1.52

> 3.618 > 2.084 > g(0.52),

za svako n ≥ 3. Ovo znači da je

|z(0)
i − z

(0)
j | ≥ d(0) > g(0.52)(|C(0)

k,i |+ |C(0)
k,j |) = radSi + radSj .

Korǐsćenjem proste geometrijske konstrukcije, zaključujemo da su inkluzivni diskovi
S1, . . . , Sn disjunktni, čime smo kompletirali dokaz Teoreme 3.6 ¤

Kombinovanjem Teorema 3.5 i 3.6, dobijamo sledeće tvrd̄enje:
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Teorema 3.7 Ako početne aproksimacije z
(0)
1 , . . . , z

(0)
n zadovoljavaju uslov (3.107),

tada su iterativni metodi (3.63) konvergentni sa redom konvergencije k + 4 (k =
1, 2).

Numerički primeri

Brzina konvergencije predloženih ubrzanih metoda (3.63) je testirana na ve-
likom broju algebarskih polinoma. Istaknimo da je izračunavanje Newtonove i
Halleyeve korekcije, koje se zahtevaju u realizaciji metoda sa korekcijama, izve-
deno korǐsćenjem već izračunatih veličina P, P ′, P ′′ u tačkama z1, . . . , zn. Ovo
znači da je brzina konvergencije ovih iterativnih metoda ubrzana sa zanemarljivim
brojem dodatnih numeričih izračunavanja. Dakle, primenjeni pristup obezbed̄uje
visoku računsku efikasnost predloženih metoda sa korekcijama.

Kao i kod osnovnih metoda bez korekcija i ovde smo, pored̄enja radi, posmatrali
sledeće metode sa korekcijama:

• Metod Halleyevog tipa [198]

ẑi = zi − 2δ1,i

2δ2
1,i − δ2,i − S

(k)
2,i − (S(k)

1,i )2
; (3.111)

• Metod tipa Ostrowskog [157]

ẑi = zi − 1√
δ2
1,i − δ2,i − S

(k)
2,i

. (3.112)

Izvedeni numerički eksperimetni demonstriraju veoma brzu konvergenciju pred-
loženih metoda. Procesorsko vreme (CPU) ubrzanih metoda sa korekcijama je
gotovo jednako procesorskom vremenu izvršenja osnovnog metoda (bez korekcija).
Da bismo ilustrovali efikasnost ovih metoda, izmed̄u velikog broja testiranih alge-
barskih polinoma, izabrali smo sledeća dva primera.

Primer 3.4 Novi metodi sa Newtonovom korekcijom (3.63)k=1 (reda 5) i Halley-
evom korekcijom (3.63)k=2 (reda 6), i navedeni metodi Halleyevog tipa (3.111)k=1

i (3.111)k=2 i tipa Ostrowskog (3.112)k=1 i (3.112)k=2 su primenjeni za simultano
odred̄ivanje aproksimacija nula polinoma iz Primera 3.1, sa istim startnim vred-
nostima. Greške aproksimacija e(k) u prve tri iteracije su date u Tabeli 3.3.

Primer 3.5 Isti metodi kao u Primeru 3.4 primenjeni su na rešavanje polinomske
jednačine iz Primera 3.2, sa istim startnim vrednostima. Dobijeni rezultati su dati
u Tabeli 3.4.
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metodi e(1) e(2) e(3)

(3.63)k=1 1.96(−3) 4.85(−15) 4.15(−72)
(3.63)k=2 4.93(−4) 4.29(−21) 1.59(−122)
(3.111)k=1 1.96(−3) 4.84(−15) 4.05(−72)
(3.111)k=2 4.93(−4) 4.29(−21) 1.58(−122)
(3.112)k=1 5.17(−4) 3.91(−19) 7.55(−94)
(3.112)k=2 1.61(−4) 2.23(−25) 5.17(−149)

Tabela 3.3: Euklidska norma grešaka za Primer 3.4

metodi e(1) e(2) e(3)

(3.63)k=1 1.30(−1) 4.43(−6) 2.21(−27)
(3.63)k=2 8.89(−2) 1.53(−8) 4.16(−49)
(3.111)k=1 1.40(−1) 6.77(−6) 1.00(−26)
(3.111)k=2 8.88(−2) 1.44(−8) 8.32(−49)
(3.112)k=1 divergira – –
(3.112)k=2 divergira – –

Tabela 3.4: Euklidska norma grešaka za Primer 3.5

Iz Tabela 3.3 i 3.4, i velikog broja testiranih polinomskih jednačina, vidimo da
su predloženi metodi uporedivi sa postojećim metodima po pitanju brzine kon-
vergencije. Numerički primeri pokazuju da je njihova konvergencija veoma brza,
naročito kod metoda sa korekcijama. Dva iterativna koraka su obično dovoljna u
rešavanju većine praktičnih problema kada su početne aproksimacije dobre i kada
su polinomi dobro uslovljeni. Prikazana treća iteracija demonstrira izuzetno brzu
konvergenciju dobijenih aproksimacija, koja se retko zahteva danas u rešavanju
praktičnih problema. Med̄utim, uključili smo treću iteraciju da bismo ilustrovali, s
jedne strane, veoma brzu konvergenciju nove familije iterativnih metoda, i s druge
strane, da bismo pokazali dobro slaganje reda konvergencije iterativnih metoda u
numeričkim primerima sa dobijenim teorijskim rezultatima datim u Teoremama
3.4 i 3.7.





Poglavlje 4

Novi intervalni metod za proste nule
polinoma

Naš glavni cilj u ovom poglavlju je da izvedemo nove intervalne iterativne metode
visokog reda za simultanu inkluziju prostih nula polinoma. Novi inluzivni metodi se
baziraju na novoj nula-relaciji i na osobini inkluzivne izotonosti. Dobijeni rezultati
su publikovani u radu [139] (M. S. Petković, M. R. Milošević, D. M. Milošević,
Applied Mathematics and Computation).

4.1 Dva važna pitanja od praktičnog značaja

U ovom poglavlju je izložen novi inkluzivni metod visokog reda koji ima veliku
računsku efikasnost. Prirodna pitanja se sama nameću:

• Da li su postojeći kvadratno konvergentni intervalni metodi dovoljno efikasni za
inkluziju kompleksnih nula?

• Postoji li potreba za konstrukcijom metoda vǐseg reda?

Neki autori tvrde da su kvadratno konvergentni metodi dovoljni za rešavanje
sistema nelinearnih jednačina i da su oni takod̄e efikasni i za simultano odred̄ivanje
nula polinoma u običnoj kompleksnoj aritmetici (iako postoje drugi metodi niže
računske cene koji imaju bržu konvergenciju). S druge strane, intervalni metodi za
simultanu inkluziju kompleksnih nula polinoma drugog reda nisu dovoljni, jer su
značajno skupi.

Neka je P polinom n-tog stepena za prostim nulama ζ1, . . . , ζn, koje su sadržane
u diskovima Z1, . . . , Zn, respektivno. Razmotrimo Weierstrassov intervalni metod
drugog reda za simultanu inkluziju nula polinoma (1.63). Svodeći kompleksne ope-
racije na realne, ovaj kvadratno konvergentni metod zahteva:

23n2 − 6n sabiranja + oduzimanja, 25n2 − 6n množenja i 8n2 − n deljenja.
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S druge strane, Gargantini-Henricijev metod trećeg reda (1.64) zahteva samo

15n2 − 4n sabiranja + oduzimanja, 11n2 + 2n množenja i 3n2 + 2n deljenja.

(videti [113, Pogl. 6] za ove podatke). Dakle, kubno konvergentni Gargantini-
Henricijev metod poseduje ne samo bržu konvergenciju, već ima i manju računsku
cenu. Zapazimo da postoje intervalni metodi (sa korekcijama) vǐseg reda od tri koji
su mnogo efikasniji od Garganti-Henricijevog metoda i naravno od gore pomenutog
metoda drugog reda. Loša računska efikasnost kvadratno konvergentnih inkluzivnih
metoda je bila glavna motivacija za konstrukciju efikasnijih metoda počevši od
1972. do današnjih dana, uključujući metode izložene u ovom poglavlju.

Drugo važno pitanje se tiče mogućnosti konstrukcije inkluzivnih metoda proiz-
voljnog reda konvergencije. Uopšte govoreći, bilo koji numerički algoritam koji
daje rezultate proizvoljne preciznosti je uvek dobrodošao, ali samo ako je njegova
računska efikasnost dovoljno velika; u protivnom, njegova konstrukcija i primena
nisu opravdane i takvi algoritmi su od malog praktičnog značaja.

U kružnoj kompleksnoj aritmetici su konstruisane dve familije proizvoljnog reda
konvergencije: uopštene korenske iteracije Rk (Petković [111]) i Bellove disk ite-
racije Bk (Wang i Zheng [198]). Obe familije imaju red k ≥ 3 i daju isti metod
R3 = B3 za k = 3 koji je zapravo Gargantini-Henricijev metod [42] iz 1972.
Nažalost, inkluzivni metodi koji se generǐsu za k ≥ 5 nisu efikasni; štavǐse, njihova
računska efikasnost opada sa porastom k. Ovo je dodatna motivacija za konstruk-
ciju efikasnih inlkuzivnih metoda, kao što je metod izložen u ovom poglavlju.

Glavni i veliki nedostatak u konstrukciji novih inkluzivnih metoda, i samim tim
inkluzivnih metoda proizvoljnog reda, je specijalni pristup u njihovoj konstrukciji.
Naime, kao što je pomenuto u Poglavlju 1, inkluzivni metodi se baziraju na osobini
inkluzivne izotonosti i specijalnom obliku nula-relacija

ζi = F (z1, . . . , zn, ζi, . . . , ζn), (4.1)

gde su ζ1, . . . , ζn nule datog polinoma n-tog stepena i z1, . . . , zn su centri inkluzivnih
diskova Z1, . . . , Zn koji sadrže ove nule. Med̄utim, veoma je teško naći relacije ob-
lika (4.1) koje mogu da daju intervalne procese dovoljno visoke računske efikas-
nosti. Potraga za novim nula-relacijama i novim inkluzivnim metodima koji iz njih
proizilaze je stalni izazovni zadatak.
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4.2 Nova nula-relacija – osnova za konstrukciju novih simultanih
metoda

Neka su z1, . . . , zn aproksimacije prostih nula ζ1, . . . , ζn moničnog polinoma P . Za
tačku z = zi uvedimo sledeće skraćenice

Σλ,i =
n∑

j=1
j 6=i

1
(zi − ζj)λ

, sλ,i =
n∑

j=1
j 6=i

1
(zi − zj)λ

(λ = 1, 2),

δ1,i =
P ′(zi)
P (zi)

, δ2,i =
P ′(zi)2 − P (zi)P ′′(zi)

P (zi)2
, ui =

P (zi)
P ′(zi)

=
1

δ1,i
,

εi = zi − ζi.

Polazeći od faktorizacije

P (z) =
n∏

j=1

(z − ζj),

korǐsćenjem logaritamskog diferenciranja, dobijamo

d

dz
log P (z)

∣∣∣
z=zi

=
P ′(z)
P (z)

∣∣∣
z=zi

=
1
ui

=
n∑

j=1

1
z − ζj

=
1
εi

+ Σ1,i (4.2)

i

− d2

dz2
log P (z)

∣∣∣
z=zi

=
P ′(z)2 − P ′′(z)P (z)

P (z)2
∣∣∣
z=zi

=
n∑

j=1

1
(zi − ζj)2

=
1
ε2
i

+ Σ2,i.

(4.3)
Iz (4.2) imamo

2(1− uiΣ1,i)2 =
2u2

i

ε2
i

. (4.4)

Korǐsćenjem (4.3) nalazimo

P ′′(zi)
P ′(zi)

=
1
ui
− ui

ε2
i

− uiΣ2,i,

tako da, ponovnim korǐsćenjem (4.2), dobijamo
(

P ′′(zi)
P ′(zi)

+ uiΣ2,i − uiΣ
2
1,i

)
u2

i =
2(εi − ui)u2

i

ε2
i

. (4.5)

Deljenje (4.5) sa (4.4) daje
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(
P ′′(zi)
P ′(zi)

+ uiΣ2,i − uiΣ
2
1,i

)
u2

i

2(1− uiΣ1,i)2
= εi − ui = zi − ζi − ui.

Iz poslednje relacije dobijamo sledeću nula-relaciju

ζi = zi − ui − u2
i

2(1− ui Σ1,i)
2

[
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui(Σ2
1,i −Σ2,i)

]
(i ∈ In). (4.6)

Ova relacija je osnova za konstrukciju iterativnih metoda za simultanu inkluziju
kompleksnih nula polinoma koji su razmatrani u nastavku.

Primedba 4.1 Nula-relacija (4.6) se može izvesti, na prirodni način, polazeći od
iterativne formule

φ4(z) = z − u(z)− u(z)2A2(z)− u(z)3(2A2(z)2 −A3(z)),

koja pripada Schröderovom osnovnom nizu (videti [188]), gde su

u(z) =
P (z)
P ′(z)

i Ak(z) =
P (k)

k!P (z)
(k = 2, 3, . . .).

Zamenjujući koeficijente A2 i A3 odgovarajućim sumama oblika Σλ,i, posle velikog
broja elementarnih transformacija, dobijamo (4.6). Videti izvod̄enje nula-relacije
(3.15) u Poglavlju 3. Kratko, izvod̄enje u ovom odeljku je bilo moguće samo zato
što smo znali šta treba da dobijemo zahvaljujući analizi iz Poglavlja 3.

Pretpostavimo da smo pronašli med̄usobno disjunktne diskove Z1, . . . , Zn sa
centrima zi = midZi i poluprečnicima ri = rad Zi takve da je ζi ∈ Zi (i ∈ In).
Zamenom nula ζj njihovim inkluzivnim diskovima Zj u izrazu za Σλ,i dobijamo
kružno proširenje Sλ,i od Σλ,i,

Sλ,i =
n∑

j=1
j 6=i

(INV1(zi − Zj))
λ (λ = 1, 2)

sa Σλ,i ∈ Sλ,i za svako i ∈ In. Ovde je INV1 jedna od inverzija diskova definisanih
sa (1.55) i (1.56), to jest, INV1 ∈ {()−1, ()Ic}.
Primedba 4.2 Pisaćemo (INV(zi − Zj))

λ pre nego INV(zi − Zj)λ, zato što je
rad (INVZ)λ ≤ rad INV(Zλ) (0 /∈ Z), za obe inverzije (1.55) i (1.56) (videti [106]).

Korǐsćenjem osobine inkluzivne izotonosti, iz nula-relacije (4.6), dobijamo
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ζi ∈ zi − ui − u2
i

2(1− ui S1,i)
2

[
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui (S2
1,i − S2,i)

]
=: Ẑi (i ∈ In). (4.7)

Ako je imenilac u (4.7) disk koji ne sadrži nulu, tada je Ẑi nova kružna aproksi-
macija nule ζi, to jest, ζi ∈ Ẑi (i ∈ In).

Polazeći od (4.7), možemo konstruisati sledeći iterativni proces za simultanu
inkluziju svih prostih nula polinoma

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − u

(m)
i − (u(m)

i )2INV2

(
2(1− u

(m)
i S

(m)
1,i )2

)

×
[
P ′′(z(m)

i )

P ′(z(m)
i )

− u
(m)
i

(
(S(m)

1,i )2 − S
(m)
2,i

)]
, (4.8)

za i ∈ In i m = 0, 1, . . . , gde je INV2 ∈ {()−1, ()Ic} i u
(m)
i = u(z(m)

i ). Veličine sa
indeksom m se odnose na m-tu iteraciju.

4.3 Analiza konvergencije osnovnog inkluzivnog metoda

U ovom odeljku ćemo izložiti analizu konvergencije intervalnog metoda (4.8),
sledeći logiku prezentovanu u radovima [41], [114] i [132]. U nastavku ćemo uvek
podrazumevati da je n ≥ 3 i da je primenjena centralna inverzija (1.56) (to jest, da
je INV1 = INV2 = ()Ic) bez dodatnog naglašavanja. Zbog inkluzije (1.56) rezultati
koji se tiču reda konvergencije takod̄e važe i u slučaju korǐsćenja tačne inverzije
(1.55). Dodatni razlozi za korǐsćenje centralne inverzije diskutovani su u Primedbi
4.3.

Za disjunktne diskove Z1, . . . , Zn definǐsimo sledeće skraćenice

z
(m)
i = midZ

(m)
i , r

(m)
i = radZ

(m)
i ,

r(m) = max
1≤i≤n

r
(m)
i , ρ(m) = min

1≤i,j≤n
i6=j

{|z(m)
i − z

(m)
j | − r

(m)
j },

ε
(m)
i = z

(m)
i − ζi, |ε(m)| = max

1≤i≤n
|ε(m)

i |,

B
(m)
i = (u(m)

i )2
[
P ′′(z(m)

i )

P ′(z(m)
i )

− u
(m)
i

(
(S(m)

1,i )2 − S
(m)
2,i

)]
(m = 0, 1, . . .).

Veličina ρ se može posmatrati kao mera razdvojenosti inkluzivnih diskova.
Zbog jednostavnosti u nastavku ćemo izostavljati iterativni indeks m i označa-

vaćemo veličine u sledećoj (m + 1)-oj iteraciji sa ̂ . Pisaćemo w1 ∼ w2 ili w1 =
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OM (w2) (isti red modula) za dva kompleksna broja w1 i w2 koja zadovoljavaju

jednakost |w1| = O(|w2|). Takod̄e ćemo često pisati
∑

j 6=i

umesto
n∑

j=1
j 6=i

.

Lema 4.1 Neka važi nejednakost

ρ > 5(n− 1)r. (4.9)

Tada važe sledeće inkluzije:

(i) S1,i ⊆
{

s1,i;
(n− 1)r

ρ2

}
;

(ii) S2,i ⊂
{

s2,i;
21(n− 1)r

10ρ3

}
;

(iii) S2
1,i ⊂

{
s2
1,i;

21(n− 1)2r
10ρ3

}
.

Dokaz. Za (i): Kako je

|zi − ζj | ≥ |zi − zj | − |zj − ζj | ≥ |zi − zj | − rj ≥ ρ, (4.10)

imamo
1

|zi − ζj | ≤
1
ρ

i
1

|zi − zj | <
1
ρ
. (4.11)

Na osnovu definicije (1.56), uz korǐsćenje (4.10) i (4.11), dobijamo inkluziju

{zi − zj ; rj}Ic =
{

1
zi − zj

;
rj

|zi − zj |(|zi − zj | − rj)

}
⊂

{
1

zi − zj
;

r

ρ2

}
. (4.12)

Iz inkluzije (4.12) sada nalazimo

S1,i ⊆
∑

j 6=i

{
1

zi − zj
;

r

ρ2

}
⊆

{
s1,i;

(n− 1)r
ρ2

}
.

Za (ii): Korǐsćenjem početnog uslova (4.9), nejednakosti (4.11) i operacija kružne
aritmetike (sa centralnom inverzijom (1.56)) imamo

{
1

zi − zj
;

r

ρ2

}2

=
{

1
(zi − zj)2

;
2r

|zi − zj |ρ2
+

r2

ρ4

}
⊂

{
1

(zi − zj)2
;

21r

10ρ3

}
,

odakle dobijamo inkluziju

S2,i ⊂
∑

j 6=i

{
1

(zi − zj)2
;

21r
10ρ3

}
⊆

{
s2,i;

21(n− 1)r
10ρ3

}
.
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Za (iii): S obzirom na (4.11) ocenjujemo

|s1,i| ≤ n− 1
ρ

, (4.13)

i na osnovu (1.53), (4.9) i tvrd̄enja (i) dobijamo

S2
1,i ⊆

{
s1,i; (n− 1)

r

ρ2

}2

⊆
{

s2
1,i;

2(n− 1)2r
ρ3

+
(n− 1)2r2

ρ4

}

⊂
{

s2
1,i;

21(n− 1)2r
10ρ3

}
. ¤

Zbog jednostavnosti u nastavku ćemo uvesti disk

Qi = 2(1− uiS1,i)2, sa centrom midQi = qi = 2(1− uis1,i)2.

Lema 4.2 Neka važi nejednakost (4.9). Tada je

(i) |ui| < 5
4
|εi| ≤ 5

4
ri;

(ii) |1− uis1,i| < 5
4
;

(iii) |qi| > 7
8
;

(iv) ηi =
101(n− 1)r2

16ρ2
<

7
50

.

Dokaz. Za (i): Kako je

ui =
P (zi)
P ′(zi)

=
1

1
εi

+ Σ1,i

=
εi

1 + εiΣ1,i
,

korǐsćenjem nejednakosti |εi| ≤ ri, (4.9) i

|Σ1,i| ≤ n− 1
ρ

(dobijene iz (4.11)) (4.14)

nalazimo da je

|ui| = |εi|
|1 + εiΣ1,i| ≤

|εi|
1− |εi||Σ1,i| ≤

|εi|
1− (n− 1)r

ρ

<
5
4
|εi| ≤ 5

4
ri.
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Za (ii): Na osnovu (4.9), (4.13) i tvrd̄enja (i) dobijamo

|1− uis1,i| ≤ 1 + |ui| · |s1,i| < 1 +
5
4

r
n− 1

ρ
<

5
4
.

Za (iii): Slično kao u dokazu tvrd̄enja (i) i (ii) ocenjujemo

|qi| = |2(1− uis1,i)2| = |2(1− 2uis1,i + u2
i s

2
1,i| ≥ 2− 4|ui||s1,i| − 2|ui|2|s1,i|2

> 2− 5
(n− 1)r

ρ
− 25

8
(n− 1)2r2

ρ2
> 2− 1− 1

8
=

7
8
.

Za (iv): Korǐsćenjem uslova (4.9) nalazimo da je

ηi =
101(n− 1)r2

16ρ2
<

101
400(n− 1)

<
7
50

.

Na osnovu Lema 4.1 i 4.2 sada smo u mogućnosti da dokažemo da je red kon-
vergencije metoda (4.8) jednak četiri.

Teorema 4.1 Neka je niz intervala {Z(m)
i } (i ∈ In) definisan iterativnom formu-

lom (4.8). Tada, pod početnim uslovom

ρ(0) > 5(n− 1)r(0), (4.15)

za svako i ∈ In i m = 0, 1, . . . važi:

1◦ ζi ∈ Z
(m)
i ;

2◦ r(m+1) <
41n(n− 1)(r(m))4
(
ρ(0) − 7

3
r(0)

)3
.

Dokaz. Tvrd̄enje 1◦ ćemo dokazati matematičkom indukcijom. Pretpostavimo da
je ζi ∈ Z

(k)
i za svako i ∈ In i svako k ≥ 1. Tada, na osnovu (4.8), sledi

ζi ∈ z
(k)
i − u

(k)
i − (u(k)

i )2

2(1− u
(k)
i S

(k)
1,i )2

[
P ′′(z(k)

i )

P ′(z(k)
i )

− u
(k)
i

(
(S(k)

1,i )2 − S
(k)
2,i

)]
=: Z

(k+1)
i .

Kako je ζi ∈ Z
(0)
i , dobijamo indukcijom da je ζi ∈ Z

(m)
i za svako m = 0, 1, 2, . . . .

Dokažimo sada da intervalni metod (4.8) ima red konvergencije jednak četiri
(tvrd̄enje 2◦). Koristićemo indukciju i počećemo sa m = 0. Zbog jednostavnosti
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ćemo izostaviti sve iterativne indekse i sve veličine u prvoj iteraciji ćemo označiti
dodatnim simbolom ̂ .

Počnimo od diska u imeniocu od (4.8). Korǐsćenjem definicije (1.53), nejed-
nakosti (4.9) i tvrd̄enja (i) Leme 4.1 i (ii) Leme 4.2, dobijamo

Qi = 2(1− uiS1,i)2 ⊂ 2
{

1− uis1,i;
5(n− 1)r2

4ρ2

}2

⊂
{

qi;
25(n− 1)r2

4ρ2
+

25(n− 1)2r4

8ρ4

}
⊂

{
qi;

101(n− 1)r2

16ρ2

}
= {qi; ηi}.

Na osnovu tvrd̄enja (iii) i (iv) Leme 4.2 sledi

ηi <
5
40

<
7
8

< |qi|

i zaključujemo, korǐsćenjem (1.51), da disk Qi ne sadrži nulu, tako da je iterativni
proces (4.8) dobro definisan.

U nastavku ćemo naći inverziju dobijenog diska Qi korǐsćenjem (1.56)

QIc
i = {qi; ηi}Ic =

{
1
qi

;
ηi

|qi|(|qi| − ηi)

}
=: Di.

Na osnovu tvrd̄enja (iii) i (iv) Leme 4.2 sada ocenjujemo

radDi =
ηi

|qi|(|qi| − ηi)
<

101(n− 1)r2

16ρ2

7
8

(7
8
− 7

50

) <
10(n− 1)r2

ρ2

i
midDi = |di| = 1

|qi| <
8
7
.

Kako je
P ′′(zi)
P ′(zi)

= ui(δ2
1,i − δ2,i),

disk Bi u imeniocu (4.8) može biti prikazan u obliku

Bi = u2
i

(
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui(S2
1,i − S2,i)

)
= u3

i (δ
2
1,i − δ2,i − (S2

1,i − S2,i)).

Korǐsćenjem tvrd̄enja (ii) i (iii) Leme 4.1 i tvrd̄enja (i) Leme 4.2 dobijamo

Bi ⊂ 125
64

r

{
ε2
i (δ

2
1,i − s2

1,i − (δ2,i − s2,i));
21n(n− 1)r3

10ρ3

}
.
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Iz poslednje inkluzije nalazimo

radBi <
21n(n− 1)r4

5ρ3
.

Kako je

δ1,i =
1
εi

+ Σ1,i, δ2,i =
1
ε2
i

+ Σ2,i

(videti (4.2) i (4.3)), dobijamo da je

ε2
i (δ

2
1,i − s2

1,i − (δ2,i − s2,i)) = ε2
i

(( 1
εi

+ Σ1,i

)2 − s2
1,i −

( 1
ε2
i

+ Σ2,i − s2,i

))

= 2εiΣ1,i + ε2
i Σ

2
1,i − ε2

i s
2
1,i + ε2

i Σ2,i − ε2
i s2,i.

Dalje, korǐsćenjem nejednakosti

|Σ2,i| ≤ n− 1
ρ2

i |s2,i| ≤ n− 1
ρ2

(dobijenih iz (4.11)) i nejednakosti (4.9), (4.13) i (4.14) ocenjujemo centar diska
Bi,

|midBi| = |bi| < 125
64

r

(
2(n− 1)r

ρ
+

(n− 1)2r2

ρ2
+

(n− 1)2r2

ρ2

+
(n− 1)r2

ρ2
+

(n− 1)r2

ρ2

)

<
125(n− 1)r2

64ρ

(
2 +

1
5

+
1
5

+
1
10

+
1
10

)
<

26(n− 1)r2

5ρ
.

Korǐsćenjem dobijenih granica za |di| i |bi| ocenjujemo proizvod diskova Di i Bi,

Di ·Bi ⊂
{

di;
10(n− 1)r2

ρ2

}
·
{

bi;
21n(n− 1)r4

5ρ3

}
⊂

{
dibi;

41n(n− 1)r4

ρ3

}
.

Na osnovu toga intervalni metod (4.8) može biti prikazan u obliku

Ẑi = zi − ui −DiBi,

odakle nalazimo da je

r̂ <
41n(n− 1)r4

ρ3
(4.16)

i posle kraćeg izračunavanja iz (4.9) i (4.16) dobijamo
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r̂ < 41n(n− 1)
r3

ρ3
r <

41n
125(n− 1)2

r <
1
4

r. (4.17)

Na osnovu geometrijske konstrukcije i činjenice da diskovi Z
(m)
i i Z

(m+1)
i moraju

imati bar jednu zajedničku tačku (nulu ζi), može se izvesti sledeća relacija (videti
[41]):

ρ(m+1) ≥ ρ(m) − r(m) − 3r(m+1). (4.18)

Korǐsćenjem nejednakosti (4.17) i (4.18) (za m = 0), nalazimo

ρ(1) ≥ ρ(0) − r(0) − 3r(1) > 5(n− 1)r(0) − r(0) − 3
4

r(0) > 4 r(1)
(
5(n− 1)− 1− 3

4

)
,

odakle sledi
ρ(1) > 5(n− 1)r(1). (4.19)

Ovo je uslov (4.9) za indeks m = 1, što znači da sva tvrd̄enja Lema 4.1 i 4.2 važe
za m = 1.

Korǐsćenjem definicije za ρ i nejednakosti (4.19), za proizvoljni par indeksa i, j ∈
In (i 6= j) imamo

|z(1)
i − z

(1)
j | ≥ ρ(1) > 5(n− 1)r(1) > 2r(1) ≥ r

(1)
i + r

(1)
j . (4.20)

Dakle, na osnovu (1.51), diskovi Z
(1)
1 , . . . , Z

(1)
n dobijeni metodom (4.8) su disjunk-

tni po parovima.
Primenjujući matematičku indukciju sa argumentacijom korǐsćenom kod izvod̄e-

nja relacija (4.16), (4.17), (4.19) i (4.20) (što čini deo dokaza za m = 1), dokazujemo
da su za svako m = 0, 1, . . . diskovi Z

(m)
1 , . . . , Z

(m)
n disjunktni po parovima i da

važe sledeće nejednakosti:

r(m+1) <
41n(n− 1)(r(m))4

(ρ(m))3
, (4.21)

r(m+1) <
1
4

r(m), (4.22)

ρ(m) > 5(n− 1)r(m). (4.23)

Pored toga, zapazimo da poslednja nejednakost (4.23) znači da sva tvrd̄enja Lema
4.1 i 4.2 važe za svako m = 0, 1, 2, . . . .

Zbog kraćeg pisanja, neka je ω = 1/4. Tada je

1 + 4(ω + ω2 + · · ·+ ωm)− ωm < 1 +
4ω

1− ω
=

7
3
. (4.24)
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Sukcesivnom primenom relacija (4.18) i (4.22) dobijamo

ρ(m) > ρ(m−1) − r(m−1) − 3ωr(m−1)

= ρ(m−1) − r(m−1)(1 + 3ω) > ρ(m−2) − r(m−2) − 3ωr(m−2) − ωr(m−2)(1 + 3ω)
= ρ(m−2) − r(m−2)(1 + 4ω + 4ω2 − ω2)
...
> ρ(0) − r(0)

(
1 + 4ω + 4ω2 + · · ·+ 4ωm − ωm)

> ρ(0) − 7
3

r(0),

gde smo koristili (4.24). Na osnovu poslednje nejednakosti i (4.21) nalazimo

r(m+1) <
41n(n− 1)(r(m))4
(
ρ(0) − 7

3
r(0)

)3
.

Dakle, tvrd̄enje 2◦ Teoreme 4.1 važi. Poslednja relacija pokazuje da je red konver-
gencije inkluzivnog metoda (4.8) jednak četiri. ¤

4.4 Numerički primeri za osnovni metod

Inkluzivni metod (4.8) smo primenili za rešavanje velikog broja polinomskih jed-
načina, od kojih ćemo ilustracije radi ovde izložiti dva.

Primer 4.1 Inkluzivni metod (4.8) je primenjen za simultanu inkluziju nula poli-
noma

P (z) = z19 − 3z18 + 12z17 − 36z16 + 268z15 − 804z14 + 2784z13 − 8352z12

+34710z11 − 104130z10 + 324696z9 − 974088z8 + 620972z7 − 1862916z6

−2270592z5 + 6811776z4 − 28303951z3 + 84911853z2

−25704900z + 77114700.

Tačne nule polinoma su ±1± 2i, ±2, ±i, ±3± 2i, ±2± 3i, ±3i, 3. Početni diskovi
su Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.4} sa centrima
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z
(0)
1 = 1.1 + 2.2i, z

(0)
2 = 1.2− 2.1i, z

(0)
3 = −1.2 + 2.1i,

z
(0)
4 = −1.2− 2.1i, z

(0)
5 = 2.2 + 0.1i, z

(0)
6 = −2.1 + 0.1i,

z
(0)
7 = −0.2 + 0.9i, z

(0)
8 = 0.2− 1.1i, z

(0)
9 = 3.1 + 1.9i,

z
(0)
10 = 3.2− 1.9i, z

(0)
11 = −3.2 + 1.9i, z

(0)
12 = −3.2− 1.9i,

z
(0)
13 = 2.2 + 2.9i, z

(0)
14 = 2.2− 2.9i, z

(0)
15 = −2.2 + 2.9i,

z
(0)
16 = −2.2− 2.9i, z

(0)
17 = 0.2 + 3.1i, z

(0)
18 = −0.2− 2.9i,

z
(0)
19 = 3.2− 0.1i.

Poluprečnici diskova dobijeni u prve tri iteracije su dati u Tabeli 4.1, gde oznaka
A(−q) znači A× 10−q.

r(1) r(2) r(3)

z1 = 1 + 2i 2.94(−1) 6.53(−7) 3.11(−32)
z2 = 1− 2i 4.03(−1) 2.40(−7) 1.70(−33)
z3 = −1 + 2i 2.53(−1) 4.83(−7) 8.04(−33)
z4 = −1− 2i 3.64(−1) 1.62(−7) 3.87(−34)
z5 = 2 3.84(−1) 1.70(−7) 6.73(−36)
z6 = −2 2.36(−2) 1.39(−8) 1.89(−39)
z7 = i 9.77(−2) 1.04(−9) 2.41(−42)
z8 = −i 1.48(−1) 6.49(−10) 2.67(−45)
z9 = 3 + 2i 3.94(−2) 3.22(−8) 1.95(−37)
z10 = 3− 2i 1.52(−1) 1.05(−7) 2.33(−35)
z11 = −3 + 2i 1.14(−1) 4.76(−8) 8.53(−37)
z12 = −3− 2i 1.10(−1) 2.31(−7) 3.87(−33)
z13 = 2 + 3i 3.39(−1) 1.80(−6) 1.75(−30)
z14 = 2− 3i 2.74(−1) 6.79(−8) 1.53(−34)
z15 = −2 + 3i 2.44(−1) 5.18(−8) 2.16(−35)
z16 = −2− 3i 2.78(−1) 1.17(−6) 3.98(−31)
z17 = 3i 2.23(−1) 1.56(−6) 8.13(−32)
z18 = −3i 5.16(−1) 1.51(−5) 2.79(−29)
z19 = 3 3.83(−1) 3.04(−7) 3.93(−34)

Tabela 4.1: Poluprečnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 4.1

Primer 4.2 Za nalaženje nula polinoma

P (z) = z20 + 12z19 + 80z18 + 360z17 + 1356z16 + 4512z15 + 13440z14 + 35520z13

+84976z12 + 192192z11 + 416000z10 + 574080z9 − 153024z8 − 3283968z7
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r(1) r(2) r(3)

z1 = 1 + i 1.94(−1) 1.70(−9) 6.65(−42)
z2 = 1− i 2.46(−1) 2.18(−11) 9.75(−48)
z3 = 1 + 3i 7.13(−2) 2.64(−9) 5.75(−41)
z4 = 1− 3i 7.11(−2) 1.10(−8) 2.30(−40)
z5 = 2 + 2i 7.75(−2) 2.94(−10) 6.59(−44)
z6 = 2− 2i 8.23(−2) 8.84(−10) 1.57(−42)
z7 = −2 4.84(−1) 1.87(−8) 1.61(−39)
z8 = 2 2.62(−1) 3.29(−7) 1.06(−35)
z9 = 2i 5.29(−1) 8.59(−8) 2.52(−36)
z10 = −2i 4.76(−1) 3.20(−8) 2.26(−38)
z11 = −1 + i 2.65(−1) 2.95(−10) 7.49(−48)
z12 = −1− i 2.27(−1) 5.15(−11) 1.56(−49)
z13 = −1 + 3i 3.27(−1) 2.43(−6) 1.39(−32)
z14 = −1− 3i 2.76(−1) 4.12(−7) 1.20(−35)
z15 = −2 + 2i 7.40(−1) 9.60(−9) 2.73(−38)
z16 = −2− 2i 6.52(−1) 7.85(−9) 1.02(−38)
z17 = −3 + i 2.60(−1) 1.48(−7) 1.41(−35)
z18 = −3− i 1.07(−1) 5.02(−8) 2.55(−37)
z19 = −3 + 3i 4.03(−1) 4.19(−6) 7.17(−32)
z20 = −3− 3i 3.18(−1) 4.12(−6) 9.79(−33)

Tabela 4.2: Poluprečnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 4.2

−8048640z6 − 15452160z5 − 20317184z4 − 15925248z3 − 38010880z2

−68812800z − 73728000

primenili smo isti inkluzivni metod (4.8). Tačne nule polinoma su 1± i, 1±3i, 2±
2i, ±2, ±2i, −1 ± i, −1 ± 3i, −2 ± 2i, −3 ± i, −3 ± 3i. Početni diskovi su Z

(0)
i =

{z(0)
i ; 0.5} sa centrima

z
(0)
1 = 1.1 + 1.1i, z

(0)
2 = 1.1− 1.1i, z

(0)
3 = 1.1 + 3.1i,

z
(0)
4 = 1.1− 3.1i, z

(0)
5 = 2.1 + 2.1i, z

(0)
6 = 2.1− 2.1i,

z
(0)
7 = −1.9 + 0.1i, z

(0)
8 = 1.9− 0.1i, z

(0)
9 = 0.1 + 1.9i,

z
(0)
10 = 0.1− 1.9i, z

(0)
11 = −1.1 + 1.1i, z

(0)
12 = −1.1− 1.1i,

z
(0)
13 = −0.9 + 2.9i, z

(0)
14 = −0.9− 2.9i, z

(0)
15 = −2.1 + 2.1i,

z
(0)
16 = −2.1− 1.9i, z

(0)
17 = −2.9 + 1.1i, z

(0)
18 = −3.1− 1.1i,

z
(0)
19 = −2.9 + 2.9i, z

(0)
20 = −2.9− 2.9i.

Dobijeni poluprečnici diskova u prve tri iteracije su dati u Tabeli 4.2.
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Iz Tabela 4.1 i 4.2 primećujemo veliku brzinu konvergencije predloženog metoda.
Njihov red konvergencije se uglavnom poklapa sa teorijskim redom izloženim u
Teoremi 4.1. Treća iteracija je data da bismo demonstrirali veliku tačnost dobijenih
aproksimacija.

U oba izložena primera je izbor početnih diskova izveden pod slabijim uslovima
od (4.15); štavǐse, odnos ρ(0)/r(0) je najčešće dva, tri i vǐse puta manji od 5(n−1).

4.5 Ubrzani inkluzivni metodi sa korekcijama

Da bismo povećali brzinu konvergencije iterativnog metoda (4.8) primenićemo
Newtonovu i Halleyevu korekciju, na sličan način kao u radovima [21] i [120].
Ovako dobijeni ubrzani metodi biće predmet proučavanja ovog odeljka.

Za iterativni indeks m uvedimo sledeće vektore:

Z (m) =
(
Z

(m)
1 , . . . , Z(m)

n

)
(tekuće kružne aproksimacije),

Z
(m)
N =

(
Z

(m)
N,1 , . . . , Z

(m)
N,n

)
, Z

(m)
N,i = Z

(m)
i − u(z(m)

i ) (Newtonove aproksimacije),

Z
(m)
H =

(
Z

(m)
H,1 , . . . , Z

(m)
H,n

)
, Z

(m)
H,i = Z

(m)
i − h(z(m)

i ) (Halleyeve aproksimacije),

gde su

u(z) =
P (z)
P ′(z)

i h(z) =
[
P ′(z)
P (z)

− P ′′(z)
2P ′(z)

]−1

Newtonova i Halleyeva korekcija koje se javljaju u iterativnim metodima ẑ =
z − u(z) (Newtonov metod drugog reda) i ẑ = z − h(z) (Halleyev metod trećeg
reda).

U konstrukciji ubrzanih inkluzivnih metoda podrazumevaćemo izbor početnih
diskova Z

(0)
1 , . . . , Z

(0)
n , koji sadrže nule ζ1, . . . , ζn, na takav način da diskovi Z

(0)
i −

u
(
mid (Z(0)

i )
)

i Z
(0)
i −h

(
mid (Z(0)

i )
)

takod̄e sadrže nule ζi (i ∈ In). Rešavanje ovog
zadatka je predmet razmatranja sledećeg tvrd̄enja gde su, zbog jednostavnosti,
izostavljeni indeksi iteracija. Takod̄e ćemo u nastavku pisati ui = u(zi) i hi = h(zi).

Lema 4.3 Neka su Z1, . . . , Zn inkluzivni diskovi za nule ζ1, . . . , ζn, ζi ∈ Zi, i neka
je zi = mid Zi, ri = rad Zi. Inkluzivni diskovi Z1, . . . , Zn su izabrani tako da važi
nejednakost

ρ > 5(n− 1)r. (4.25)

Tada za svako i ∈ In važe sledeće implikacije:
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(i) ζi ∈ Zi =⇒ ζi ∈ ZN,i := Zi − ui;
(ii)ζi ∈ Zi =⇒ ζi ∈ ZH,i := Zi − hi.

Dokaz. Za (i): Dovoljno je da dokažemo implikaciju

|zi − ζi| ≤ ri =⇒ |zi − ui − ζi| ≤ ri.

Polazeći od nejednakosti trougla

|zi − ζj | ≥ |zi − zj | − |zj − ζj | ≥ |zi − zj | − rj ≥ ρ,

nalazimo

|Σλ,i| =
∣∣∣∣
∑

j 6=i

(zi − ζj)−λ

∣∣∣∣ ≤
∑

j 6=i

|zi − ζj |−λ ≤ n− 1
ρλ

, (λ = 1, 2). (4.26)

Na osnovu (4.25) i (4.26) (za λ = 1) dobijamo

ri <
ρ

5(n− 1)
≤ 1

5|Σ1,i| ,

odakle sledi
ri|Σ1,i|

1− ri|Σ1,i| <
1
4
.

Kako je |εi| = |zi − ζi| ≤ ri, korǐsćenjem poslednje nejednakost dobijamo

|zi−ui− ζi| = |εi−ui| = |εi− 1/δ1,i| = |εi|2
∣∣∣∣

Σ1,i

1 + εiΣ1,i

∣∣∣∣ ≤
r2
i |Σ1,i|

1− ri|Σ1,i| <
1
4

ri < ri.

Za (ii): Kao i ranije, neophodno je da dokažemo implikaciju

|zi − ζi| ≤ ri =⇒ |zi − hi − ζi| ≤ ri.

Pod̄imo od

hi =
2δ1,i

δ2
1,i + δ2,i

=

2
n∑

j=1

(zi − ζj)−1

( n∑

j=1

(zi − ζj)−1
)2

+
n∑

j=1

(zi − ζj)−2

=
2(1/εi + Σ1,i)

(1/εi + Σ1,i)2 + 1/ε2
i + Σ2,i

=
2εi(1 + εiΣ1,i)

2 + 2εiΣ1,i + ε2
i (Σ

2
1,i + Σ2,i)

. (4.27)
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Na osnovu (4.27) dobijamo

zi − hi − ζi = εi − 2εi(1 + εiΣ1,i)
2 + 2εiΣ1,i + ε2

i (Σ
2
1,i + Σ2,i)

=
ε3
i (Σ

2
1,i + Σ2,i)

2 + 2εiΣ1,i + ε2
i (Σ

2
1,i + Σ2,i)

,

tako da je

|zi − hi − ζi| =
∣∣∣∣∣

ε3
i (Σ

2
1,i + Σ2,i)

2 + 2εiΣ1,i + ε2
i (Σ

2
1,i + Σ2,i)

∣∣∣∣∣

≤

(n− 1
ρ

)2
+

n− 1
ρ2

2− 2
n− 1

ρ
ri −

(n− 1
ρ

)2
r2
i −

n− 1
ρ2

r2
i

r3
i

=

(n− 1)nr2
i

ρ2

8
5
− n(n− 1)r2

i

ρ2

ri <

n

25(n− 1)
8
5
− n

25(n− 1)

ri <
3
77

ri < ri. ¤

Polazeći od nula-relacije (4.6) možemo konstruisati inkluzivni metod sa Newton-
ovom i Halleyevom korekcijom. Analizu konvergencije ovih metoda razmatraćemo
istovremeno. U tom cilju označićemo ove metode dodatnim indeksom k = 1
(za Newtonovu korekciju) i k = 2 (za Halleyevu korekciju), kao u prethodnom
poglavlju. Na isti način, označićemo odgovarajuće vektore aproksimacija sa:

Z (1) = (Z(1)
1 , . . . , Z(1)

n ) = (ZN,1, . . . , ZN,n),

Z (2) = (Z(2)
1 , . . . , Z(2)

n ) = (ZH,1, . . . , ZH,n).

Inkluzivni diskovi i vektori ovih diskova će biti označeni dodatnim simbolom
k ∈ {1, 2}. Kao i kod metoda u tačkastoj kompleksnoj aritmetici, treba ih strogo
razlikovati od iterativnih indeksa.

U nastavku ćemo obe korekcije ui i hi označavati sa Ck,i (k = 1, 2). Definǐsimo,
takod̄e, diskove

Sλ,i(Z (k)) =
n∑

j=1
j 6=i

(INV1(zi − Zj + Ck,j))
λ (λ = 1, 2),

Bi(Z (k)) = u2
i

(
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui(S2
1,i(Z

(k))− S2,i(Z (k)))
)

,

gde je Z (k) = (Zk,1, . . . , Zk,n) (k = 1, 2) vektor inkluzivnih diskova.
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Sada smo u mogućnosti da oba metoda, sa Newtonovom i Halleyevom korekci-
jom, napǐsemo u jedinstvenom obliku

Ẑi = zi − ui − INV2

(
2(1− uiS1,i(Z (k)))2

)
Bi(Z (k)) (i ∈ In). (4.28)

Primedba 4.3 Ovde je neophodna važna diskusija koja se tiče korǐsćenja inver-
zije diskova. Na prvi pogled deluje logično da se koristi tačna inverzija (1.55) u
iterativnoj formuli (4.28) i drugim formulama sa korekcijama koje su date u nas-
tavku disertacije, zato što tačna inverzija (1.55) daje manje diskove od centralne
inverzije (1.56). Iznenad̄ujuće, centralna inverzija ()Ic primenjena na inkluzivne
metode sa korekcijama daje bolje rezultate. Naime, primena centralne inverzije
proizvodi nizove centara {midZ

(m)
i }(i∈In) dobijenih diskova Z

(m)
i koji se pokla-

paju sa veoma brzim iterativnim metodima u običnoj kompleksnoj aritmetici. Ovi
brzi metodi značajno ubrzavaju kontrakciju diskova, jer su konvergencija centara
i konvergencija poluprečnika povezane. Ovo očito vodi do ubrzane konvergencije
intervalnih metoda. S druge strane, tačna inverzija daje ,,pomerene” centre in-
vertovanih diskova, što uslovljava njihovu sporiju konvergenciju. Posledica toga je
da korǐsćenje tačne inverzije (1.55) može ubrzati konvergenciju samo do izvesne
granice kada se primenjuju korekcije u (4.28). Iz tog razloga, u nastavku ćemo
raditi samo sa centralnom inverzijom (1.56), obično bez posebnog naglašavanja.

4.6 Analiza konvergencije inkluzivnih metoda sa korekcijama

Pre razmatranja osobina konvergencije simultanih intervalnih metoda (4.28) i
početnih uslova za njihovu konvergenciju, dokazaćemo prvo neke neophodne leme.
Zbog jednostavnosti, u nastavku ćemo koristiti sledeće skraćenice

χ
(k)
ij = mid (zi − Zj + Ck,j) = zi − ζj + ξ

(k)
j εk+1

j ,

ξ
(1)
j = − Σ1,j

1 + εjΣ1,j
, ξ

(2)
j = − Σ2

1,j + Σ2,j

2 + 2εjΣ1,j + ε2
j (Σ

2
1,j + Σ2,j)

,

γ
(k)
ij =

rj

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj)
, g

(k)
ij =

1

χ
(k)
ij

,

s
(k)
λ,i = midSλ,i(Z (k)) =

n∑
j=1
j 6=i

(g(k)
ij )λ (λ = 1, 2),

q
(k)
i = 2(1− uis

(k)
1,i )

2, d
(k)
i =

1

q
(k)
i

, η
(k)
i =

9(n− 1)|εi|r
ρ2

,
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b
(k)
i = u2

i

(
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui

(
(s(k)

1,i )
2 − s

(k)
2,i

))
.

Prvo ćemo dokazati dve Leme koje su neophodne za dokaz teoreme o konver-
genciji.

Lema 4.4 Neka važi nejednakost (4.25). Tada je

(i) |ui| < 5
4
|εi| ≤ 5

4
ri;

(ii) |1− uis
(k)
1,i | <

49
39

;

(iii) |q(k)
i | > 4

5
;

(iv) η
(k)
i <

9
50

;

(v) |b(k)
i | < 26(n− 1)|εi|2

5ρ
;

(vi) |d(k)
i | < 5

4
.

Dokaz. Za (i): Kako je

ui =
P (zi)
P ′(zi)

=
1

1
εi

+ Σ1,i

=
εi

1 + εiΣ1,i
, (4.29)

ocenjujemo korǐsćenjem nejednakosti |εi| ≤ ri, (4.25) i (4.26) (za λ = 1) da je

|ui| = |εi|
|1 + εiΣ1,i| ≤

|εi|
1− |εi||Σ1,i| ≤

|εi|
1− (n− 1)r

ρ

<
5
4
|εi| ≤ 5

4
ri.

Za (ii): Lako je pokazati da je

zi − Zj + Ck,j = {zi − ζj + ξ
(k)
j εk+1

j ; rj},

gde je

ξ
(1)
j = − Σ1,j

1 + εjΣ1,j
i ξ

(2)
j = − Σ2

1,j + Σ2,j

2 + 2εjΣ1,j + ε2
j (Σ

2
1,j + Σ2,j)

.

Korǐsćenjem nejednakosti (4.25) i (4.26) ocenjujemo
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|ξ(1)
j | ≤ |Σ1,j |

1− |εj ||Σ1,j | ≤
n− 1

ρ

1− (n− 1)r
ρ

<
5(n− 1)

4ρ

i

|ξ(2)
j | ≤ |Σ1,j |2 + |Σ2,j |

2− 2|εj ||Σ1,j | − |εj |2(|Σ1,j |2 + |Σ2,j |) ≤
(n− 1)n

ρ2

2− 2r
n− 1

ρ
− r2 (n− 1)n

ρ2

<
50(n− 1)n

77ρ2
,

za svako j ∈ In. Na osnovu toga nalazimo

|χ(1)
ij | = |zi − ζj + ξ

(1)
j ε2

j | ≥ |zi − ζj | − |ξ(1)
j ||εj |2 > ρ− 5(n− 1)r2

4ρ
> ρ− r

4
(4.30)

i

|χ(2)
ij | = |zi−ζj+ξ

(2)
j ε3

j | ≥ |zi−ζj |−|ξ(2)
j ||εj |3 > ρ−50n(n− 1)r3

77ρ2
> ρ− 3

77
r > ρ− r

4
.

(4.31)
Na osnovu nejednakosti (4.30) i (4.31), ocenjujemo za obe korekcije

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj) >
(
ρ− r

4

)(
ρ− 5r

4

)
= ρ2

(
1− r

4ρ

)(
1− 5r

4ρ

)
>

3
4
ρ2. (4.32)

Korǐsćenjem (4.32) dobijamo

γ
(k)
ij =

rj

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj)
<

4r

3ρ2
,

odakle je
∑

j 6=i

γ
(k)
ij <

4(n− 1)r
3ρ2

. (4.33)

Slično, iz (4.30) i (4.31) nalazimo

|g(k)
ij | =

1

|χ(k)
ij |

<
1

ρ− r/4
<

40
39ρ

. (4.34)

Korǐsćenjem nejednakosti (4.34) imamo
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|s(k)
1,i | ≤

∑

j 6=i

|g(k)
ij | <

40(n− 1)
39ρ

(4.35)

i
|s(k)

2,i | ≤
∑

j 6=i

|g(k)
ij |2 <

(40
39

)2 (n− 1)
ρ2

. (4.36)

Na osnovu (4.25), (4.35) i tvrd̄enja (i) konačno dobijamo

|1− uis
(k)
1,i | ≤ 1 + |ui| |s(k)

1,i | < 1 +
5
4

r
40(n− 1)

39ρ
<

49
39

.

Za (iii): Slično kao u dokazima tvrd̄enja (i) i (ii) ocenjujemo

|q(k)
i | = |2(1− uis

(k)
1,i )

2| = |2(1− 2uis
(k)
1,i + u2

i (s
(k)
1,i )

2| ≥ 2− 4|ui||s(k)
1,i | − 2|ui|2|s(k)

1,i |2

> 2− 200(n− 1)r
39ρ

− 25
8

(40
39

)2 (n− 1)2r2

ρ2
> 2− 40

39
− 1

8

(40
39

)2
>

4
5
.

Za (iv): Korǐsćenjem nejednakosti (4.25) nalazimo

η
(k)
i =

9(n− 1)|εi|r
ρ2

<
9

25(n− 1)
<

9
50

.

Za (v): Kako je

δ1,i =
1
εi

+ Σ1,i, δ2,i =
1
ε2
i

+ Σ2,i, (4.37)

izvodimo relaciju

δ2
1,i − (s(k)

1,i )
2 − (δ2,i − s

(k)
2,i ) =

2
εi

Σ1,i + Σ2
1,i − (s(k)

1,i )
2 + Σ2,i − s

(k)
2,i . (4.38)

S druge strane, kako je
P ′′(zi)
P ′(zi)

= ui(δ2
1,i − δ2,i),

b
(k)
i se može prikazati u obliku

b
(k)
i = u2

i

(
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui

(
(s(k)

1,i )
2 − s

(k)
2,i

))
= u3

i

(
δ2
1,i − (s(k)

1,i )
2 − (δ2,i − s

(k)
2,i )

)
. (4.39)

Dalje, korǐsćenjem nejednakosti (4.25), (4.26), (4.35), (4.36) i tvrd̄enja (i), ocenju-
jemo iz (4.38) i (4.39)
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|b(k)
i | < 125

64
|εi|2

(
2(n− 1)

ρ
+

(n− 1)2r
ρ2

+
402(n− 1)2r

392ρ2
+

(n− 1)r
ρ2

+
402(n− 1)r

392ρ2

)

<
125(n− 1)|εi|2

64ρ

(
2 +

1
5

+
402

5 · 392
+

1
10

+
402

10 · 392

)
<

26(n− 1)|εi|2
5ρ

.

Za (vi): Iz tvrd̄enja (iii) direktno dobijamo

|d(k)
i |= 1

|q(k)
i |

<
5
4
. ¤

Lema 4.5 Neka važi nejednakost (4.25). Tada je

(i) S1,i(Z (k)) ⊆
{

s
(k)
1,i ;

4(n− 1)r
3ρ2

}
, s

(k)
1,i = mid S1,i(Z (k));

(ii) S2,i(Z (k)) ⊂
{

s
(k)
2,i ;

3(n− 1)r
ρ3

}
, s

(k)
2,i = mid S2,i(Z (k));

(iii) S2
1,i(Z

(k)) ⊂
{

(s(k)
1,i )

2;
3(n− 1)2r

ρ3

}
;

(iv) Bi(Z (k)) ⊂
{

b
(k)
i ;

6n(n− 1)|εi|3r
ρ3

}
, b

(k)
i = mid Bi(Z (k)).

Dokaz. Za (i): Primenjujući centralnu inverziju (1.56), uz korǐsćenje operacija
kružne aritmetike, dobijamo, s obzirom na (4.33),

S1,i(Z (k)) =
n∑

j=1
j 6=i

1
zi − Zj + Ck,j

=
n∑

j=1
j 6=i

1

{χ(k)
ij ; rj}

=
n∑

j=1
j 6=i

{g(k)
ij ; γ(k)

ij }

⊂
{

s
(k)
1,i ;

4(n− 1)r
3ρ2

}
.

Za (ii): Primenjujući definiciju (1.53) imajući na umu nejednakosti (4.25), (4.33)
i (4.34) ocenjujemo

S2,i(Z (k)) =
n∑

j=1
j 6=i

(
1

zi − Zj + Ck,j

)2

=
n∑

j=1
j 6=i

{g(k)
ij ; γ(k)

ij }2

=
n∑

j=1
j 6=i

{
(g(k)

ij )2; 2|g(k)
ij | γ(k)

ij + (γ(k)
ij )2

}
⊂

{
n∑

j=1
j 6=i

(g(k)
ij )2;

3(n− 1)r
ρ3

}
.
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Za (iii): Polazeći od tvrd̄enja (i) Leme 4.4 i primenjujući definiciju (1.53) i
nejednakosti (4.25) i (4.35), nalazimo

S2
1,i(Z

(k)) ⊂
{

(s(k)
1,i )

2; 2|s(k)
1,i |

4(n− 1)r
3ρ2

+
(4(n− 1)r

3ρ2

)2
}
⊂

{
(s(k)

1,i )
2;

3(n− 1)2r
ρ3

}
.

Za (iv): Na osnovu tvrd̄enja (i) Leme 4.4 i tvrd̄enja (ii) i (iii) Leme 4.5 oce-
njujemo, korǐsćenjem (4.25),

Bi(Z (k)) = u2
i

(
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui

(
S2

1,i(Z
(k))− S2,i(Z (k))

))
⊂

{
b
(k)
i ;

6n(n− 1)|εi|3r
ρ3

}
. ¤

Za intervalne metode (4.28) važi sledeće tvrd̄enje:

Teorema 4.2 Pretpostavimo da su početni diskovi Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
n tako izabrani da

je ζi ∈ Z
(0)
i (i ∈ In) i da važi nejednakost

ρ(0) > 5(n− 1)r(0). (4.40)

Tada su inkluzivni metodi (4.28) konvergentni za svako i ∈ In i m = 1, 2, . . . i važe
sledeća tvrd̄enja:

1◦ ρ(m) > 5(n− 1)r(m);

2◦ ζi ∈ Z
(m)
i za svako i ∈ In i m = 1, 2, . . . ;

3◦ donja granica R-reda konvergencije intervalnih metoda (4.28) je

OR(4.28) ≥ k + 4.

Dokaz. Primetimo da iz Teoreme 4.2 dobijamo redove konvergencije intervalnih
metoda (4.28) sa Newtonovom i Halleyevom korekcijom 5 i 6, respektivno. Ovo
povećanje reda konvergencije u odnosu na red četiri osnovnog metoda (4.8) je
uslovljeno veoma brzom konvergencijom niza centara diskova {z(m)

i } dobijenih sa
(4.28). Zaista, stavljajući Z

(m)
i = {z(m)

i ; 0} u (4.28), dobijamo metod petog (k = 1)
i šestog (k = 2) reda u običnoj kompleksnoj aritmetici, videti relaciju (4.48) za
k = 1 i 2.

Zapazimo da uslov (4.40) obezbed̄uje disjunktnost početnih diskova Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
n .

Zaista, za proizvoljni par indeksa i, j ∈ In (i 6= j) imamo

|z(0)
i − z

(0)
j | > ρ(0) > 5(n− 1)r(0) > 2r(0) ≥ r

(0)
i + r

(0)
j ,

što znači da je Z
(0)
i ∩ Z

(0)
j = ∅ (na osnovu (1.51)).
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Tvrd̄enja Teoreme 4.2 ćemo dokazati korǐsćenjem matematičke indukcije. Kao
u Odeljku 4.2, često ćemo koristiti nejednakost (4.40) u obliku

r

ρ
<

1
5(n− 1)

≤ 1
10

, (4.41)

bez posebnog naglašavanja.
Prvo, neka je m = 0, i razmotrimo početni uslov (4.40). Tada, prema Lemi 4.3,

direktno dobijamo implikacije

ζi ∈ Zi =⇒ ζi ∈ Zk,i := Zi − Ck,i (i ∈ In, k = 1, 2).

Takod̄e treba dokazati da su novi inkluzivni diskovi Zk,1, . . . , Zk,n (k = 1, 2) dis-
junktni po parovima. Korǐsćenjem (4.26) i (4.40) nalazimo

|ui| =
∣∣∣∣

εi

1 + εiΣ1,i

∣∣∣∣ <
ri

1− ri|Σ1,i| <
5
4

ri < 2ri ≤ 2r,

i

|hi| =
∣∣∣∣

2εi(1 + εiΣ1,i)
2 + 2εiΣ1,i + ε2

i (Σ
2
1,i + Σ2,i)

∣∣∣∣ ≤
1

∣∣∣∣1 +
ε2
i (Σ

2
1,i + Σ2,i)

2(1 + εiΣ1,i)

∣∣∣∣
ri

<
1

1− 3
80

ri =
80
77

ri < 2ri ≤ 2r,

jer je

∣∣∣∣
ε2
i (Σ

2
1,i + Σ2,i)

2(1 + εiΣ1,i)

∣∣∣∣ ≤
r2

((n− 1
ρ

)2
+

n− 1
ρ2

)

2
(
1− r

n− 1
ρ

) =

(n− 1)nr2

ρ2

2
(
1− (n− 1)r

ρ

) <
3
80

.

Dakle,

|midZk,i −midZk,j | = |zi − Ck,i − zj + Ck,j | ≥ |zi − zj | − |Ck,i| − |Ck,j |
> ρ− 4r > 5(n− 1)r − 4r ≥ ri + rj .

Prema tome, Zk,i ∩ Zk,j = ∅ (i 6= j) zbog (1.51). Poslednja nejednakost je
neophodna da bi inkluzivni metod (4.28) bio dobro definisan.

Razmotrimo, prvo, disk u imeniocu izraza (4.28). Pomoću nejednakosti (4.40) i
tvrd̄enja (i) i (ii) Leme 4.4 i tvrd̄enja (i) Leme 4.5, dobijamo
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Qi(Z (k)) = 2(1− uiS1,i(Z(k)))2 ⊂ 2
{

1− uis
(k)
1,i ;

5(n− 1)|εi|r
3ρ2

}2

⊂ 2
{

(1− uis
(k)
1,i )

2; 2|1− uis
(k)
1,i |

5(n− 1)|εi|r
3ρ2

+
25(n− 1)2|εi|2r2

9ρ4

}

⊂
{

q
(k)
i ;

9(n− 1)|εi|r
ρ2

}
= {q(k)

i ; η(k)
i }.

Iz poslednje inkluzije i tvrd̄enja (iii) i (iv) Leme 4.4 imamo

|q(k)
i | > 4

5
>

9
50

> η
(k)
i

i zaključujemo da disk Qi ne sadrži nulu, tako da je iterativni proces (4.28) dobro
definisan.

Primennjujući centralnu inverziju na disk Qi, dobijamo

Qi(Z (k))Ic = {q(k)
i ; η(k)

i }Ic =

{
d

(k)
i ;

η
(k)
i

|q(k)
i |(|q(k)

i | − η
(k)
i )

}
=: Di(Z (k)).

Na osnovu tvrd̄enja (iii) i (iv) Leme 4.4 ocenjujemo gornju granicu poluprečnika
dobijenog diska Di(Z (k)),

radDi(Z (k)) =
η

(k)
i

|q(k)
i |(|q(k)

i | − η
(k)
i )

<

9(n− 1)|εi|r
ρ2

4
5

(4
5
− 9

50

) <
19(n− 1)|εi|r

ρ2
.

Sada ćemo naći disk koji sadrži proizvod diskova Di(Z (k)) i Bi(Z (k)) korǐsćenjem
dobijene granice za radDi(Z (k)), inkluzije (iv) Leme 4.5, nejednakosti (4.40) i
dobijenih granica za |d(k)

i | i |b(k)
i |, datih tvrd̄enjima (v) i (vi) Leme 4.4,

Di(Z (k)) ·Bi(Z (k)) ⊂
{

d
(k)
i ;

19(n− 1)|εi|r
ρ2

}
·
{

b
(k)
i ;

6n(n− 1)|εi|3r
ρ3

}

⊂
{

d
(k)
i b

(k)
i ;

76n(n− 1)|εi|3r
ρ3

}
.

Na osnovu ovoga se intervalni metod (4.28) može izraziti u obliku

Ẑi = zi − ui −Di(Z (k)) ·Bi(Z (k)), (4.42)

odakle nalazimo
r̂ = O(|ε|3r) (4.43)
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i

r̂ <
76n(n− 1)r4

ρ3
. (4.44)

Korǐsćenjem nejednakosti (4.44), ocenjujemo

r̂ < 76n(n− 1)
r3

ρ3
r <

76n
125(n− 1)2

r <
1
2

r. (4.45)

Za centar ẑi diska Ẑi dobijamo iz (4.42)

ẑi = mid Ẑi = zi − ui − d
(k)
i b

(k)
i , (4.46)

tako da je
ε̂i = ẑi − ζi = εi − ui − d

(k)
i b

(k)
i .

Posle sred̄ivanja, nalazimo

ε̂i = εi − ui −
u3

i

(
δ2
1,i − (s(k)

1,i )
2 − (δ2,i − s

(k)
2,i )

)

2(1− uis
(k)
1,i )

2
. (4.47)

Ispitajmo prvo razliku

Σ1,i − s
(k)
1,i =

n∑
j=1
j 6=i

( 1
zi − ζj

− g
(k)
ij

)
=

n∑
j=1
j 6=i

ξ
(k)
j εk+1

j

(zi − ζj)χ
(k)
ij

= OM (αεk+1),

gde je α konstanta. Na osnovu toga imamo

Σ2
1,i − (s(k)

1,i )
2 = (Σ1,i − s

(k)
1,i )(Σ1,i + s

(k)
1,i ) = OM (α′εk+1).

Slično, nalazimo

Σ2,i −
∑

j 6=i

(g(k)
ij )2 =

∑

j 6=i

( 1
(zi − ζj)2

− g
(k)
ij

)2
=

∑

j 6=i

( 1
zi − ζj

− g
(k)
ij

)( 1
zi − ζj

+ g
(k)
ij

)

= OM (α′′εk+1).

Na osnovu ovoga i jednakosti (4.29) i (4.37) dobijamo iz (4.47)

ε̂ = ε3OM (α
′′′

εk+1). (4.48)

U gornjim relacijama su α′, α′′ i α′′′ neke konstante.
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Na osnovu tvrd̄enja (i), (v) i (vi) Leme 4.4 dobijamo iz (4.46), korǐsćenjem
nejednakosti (4.25),

|ẑi − zi| = |ui − dibi| < 5
4

ri +
5
4
· 26(n− 1)|εi|2

5ρ
<

8
3

ri. (4.49)

Iz nejednakosti (4.25), (4.45) i (4.49) nalazimo

|ẑi − ẑj | ≥ |zi − zj | − |ẑi − zi| − |ẑj − zj | > ρ + rj − 8
3

ri − 8
3

rj > 5(n− 1)r − 13
3

r

= 2r̂
[
5(n− 1)− 13

3

]
≥ 34

3
r̂.

Na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo za svaki par i, j ∈ In (i 6= j)

|ẑi − ẑj | > 2r̂ ≥ r̂i + r̂j ,

odakle sledi da su diskovi Ẑ1, . . . , Ẑn disjunktni po parovima. Takod̄e, za proizvo-
ljni par i, j ∈ In (i 6= j) je

|ẑi − ẑj | − r̂j > 2r̂
[
5(n− 1)− 13

3

]
− r̂ > 5(n− 1)r̂.

Dakle,
ρ̂ > 5(n− 1)r̂.

Na taj način smo dokazali da iz početnog uslova (4.40) sledi nejednakost istog
oblika za indeks m = 1. Konkretno, nejednakost (4.45) oblika r(1) < r(0)/2 ukazuje
na kontrakciju novih kružnih aproksimacija Z

(1)
1 , . . . , Z

(1)
n .

Ponavljajući gornju proceduru i argumentaciju za proizvoljnu vrednost indeksa
m ≥ 0 možemo dokazati sve gornje relacije za vrednost indeksa m + 1. Kako su
ove relacije već dokazane za m = 0, na osnovu matematičke indukcije sledi da, pod
uslovom (4.40), one važe za svako m ≥ 1. Konkretno imamo

ρ(m) > 5(n− 1)r(m) (4.50)

(tvrd̄enje 1◦) i

r(m+1) <
r(m)

2
. (4.51)

Na osnovu nejednakosti (4.51) zaključujemo da niz poluprečnika {r(m)} teži
nuli, što znači da je inkluzivni metod (4.28) konvergentan. Dalje, kako (4.50) važi,
tvrd̄enja Lema 4.4 i 4.5 važe za proizvoljno m što znači da je pobolǰsani metod
(4.28) dobro definisan u svakom iterativnom koraku.
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Pretpostavimo da je ζi ∈ Z
(m)
i za svako i ∈ In. Tada iz (4.7) i (4.28) dobijamo

da ζi ∈ Z
(m+1)
i (na osnovu osobine inkluzivne izotonosti). Kako je ζi ∈ Z

(0)
i (pret-

postavka teoreme) sledi matematičkom indukcijom da ζi ∈ Z
(m)
i za svako i ∈ In i

m = 0, 1, . . . (tvrd̄enje 2◦).
Ostaje da izvedemo donju granicu R-reda konvergencije pobolǰsanog metoda

(4.28) sa korekcijama (tvrd̄enje 3◦). Nizovi {z(m)
i } i {r(m)

i } centara i poluprečnika
diskova Z

(m)
i dobijeni metodom (4.28) su med̄usobno zavisni. Zbog jednostavnosti,

što je uobičajeno u ovakvom tipu analize, usvajamo da je 1 > |ε(0)| = r(0) > 0 što
znači da radimo sa takozvanim modelom ,,najgoreg slučaja”. Ova pretpostavka
nema uticaja na konačni rezultat graničnog procesa koji primenjujemo u cilju do-
bijanja donje granice R-reda konvergencije. Na osnovu (4.43) i (4.48) primećujemo
da se ovi nizovi ponašaju na sledeći način

ε(m+1) ∼ (ε(m))k+4, r(m+1) ∼ (ε(m))3r(m).

Na osnovu ovih relacija formiramo R-matricu

Y2 =

[
k + 4 0

3 1

]

čiji je spektralni radijus ρ(Y2) = k + 4 i odgovarajući sopstveni vektor xρ = ((k +
3)/3, 1) > 0. Dakle, na osnovu Teoreme 1.7, imamo da je

OR(4.28) ≥ ρ (Y2) = k + 4.

Dakle, red konvergencije metoda (4.28) je pet za k = 1 (Newtonova korekcija) i
šest k = 2 (Halleyeva korekcija). ¤

Primedba 4.4 Zapazimo da osnovni metod (4.8) i metodi sa korekcijama (4.28)
konvergiraju pod istim početnim uslovima (4.15), to jest, (4.40). U praksi, metodi
sa korekcijama zahtevaju strožije početne uslove jer korekcije Ck,i moraju da zado-
volje implikaciju datu u Lemi 4.3, što je dodatni zahtev. Bitno je napomenuti da
su pomenuti početni uslovi računski proverljivi, što je od velike praktične važnosti.

Završićemo ovaj odeljak sa sledećim logičnim pitanjem:

Da li je moguće dobiti inkluzivni metod, koji se zasniva na nula-relaciji (4.6),
proizvoljnog reda konvergencije, korǐsćenjem korekcija vǐseg reda od Newtonove i
Halleyeve korekcije?

Odgovor je potvrdan. U ovom odeljku radili smo sa diskovima Zk,j , za k = 1 i
k = 2, odred̄enim sa Zk,j = Zj − Ck,j , gde su C1,j = uj i C2,j = hj Newtonova
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i Halleyeva korekcija, respektivno. Razmotrimo uopšteni slučaj kada k uzima
proizvoljne vrednosti 1, 2, 3, . . . . Neka

ϕk+1(zj) ≡ z∗j = zj − Ck,j

definǐse iterativni metod reda k + 1 (k ≥ 1) za nalaženje nule, to jest, z∗j − ζj =
OM (εk+1

j ). Na primer, iterativne formule

ϕ4(z) = z − u(z)(1−A2u(z))
1− 2A2u(z) + A3u(z)2

i

ϕ5(z) = z − u(z)(1−A2u(z) + A3u(z)2)
1− 3A2u(z) + (2A3 + A2

2)u(z)2 −A4u(z)3

odred̄uju metode reda 4 i 5. Ovde je Ak = Ak(z), videti Primedbu 4.1.
Odgovarajući ubrzani inkluzivni metodi dati sa (4.28) daju diskove

Zk,j = Zj − Ck,j = {zj ; ϕk+1(zj)} (zj = midZj),

gde je k ≥ 1 proizvoljni ceo broj. Pri tome se podrazumeva korǐsćenje isključivo
centralne inverzije. Na sličan način kao u ovom odeljku, možemo izvesti sledeće
relacije

ε(m+1) ∼ (ε(m))k+4, r(m+1) ∼ (ε(m))3r(m) (k ≥ 1).

Odgovarajuća R-matrica je data sa Y2 i donja granica R-reda konvergencije
ubrzanog inkluzivnog metoda je ρ(Y2) ≥ k + 4, gde je k ≥ 1 proizvoljni ceo broj.

Upravo smo izložili uopšteni pristup za konstrukciju simultanih inkluzivnih
metoda proizvoljnog reda konvergencije. Med̄utim, kao i u slučaju generalisanih
k-iteracija Rk i Bellovih disk iteracija Bk, koje su pomenute u Odeljku 4.1, ako je
k ≥ 2 javlja se potreba za izračunavanjem izvoda polinoma vǐseg reda P ′′′, P (4), . . .
(videti, na primer, izraze za ϕ4 i ϕ5 gore), što smanjuje računsku efikasnost odgo-
varajućih metoda. Očigledno je da samo oni metodi sa korekcijama (kao što su
Newtonova i Halleyeva korekcija) koji koriste već izračunate izvode polinoma P
imaju praktičan značaj. Na taj način je osigurana visoka računska efikasnost. Treba
istaći da takav pristup obezbed̄uje veliki praktični dobitak u odnosu na metode sa
generalisanom familijom sa proizvoljnim redom konvergencije, ali sa smanjenom
računskom efikasnošću.
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4.7 Numerički primeri za metode sa korekcijama

Da bismo testirali osobine konvergencije predloženog inkluzivnog metoda (4.28),
primenili smo ga na rešavanje polinomskih jednačina različitog stepena uz korǐs-
ćenje centralne inverzije (1.56). Da bismo sačuvali sve značajne cifre dobijenih
aproksimacija primenili smo odgovarajuće algoritme korǐsćenjem programskog
paketa Mathematica 7.0 sa aritmetikom vǐsestruke preciznosti. Zbog upored̄ivanja,
testirali smo intervalni Halleyev metod, predložen u [198] i njegovu ubrzanu verziju
[116], koji se mogu predstaviti iterativnom formulom

Ẑi = zi − 1
1
hi
− ui

2
(S2

1,i(Z
(k)) + S2,i(Z (k)))

(i ∈ In, k = 0, 1, 2). (4.52)

Drugi inkluzivni metod istog tipa je metod Eulerovog tipa [156]

Ẑi = zi − 2

δ1,i +
[
2δ2,i − δ2

1,i − 2S2,i(Z (k)) + 2S2
1,i(Z

(k))
]1/2

∗

(i ∈ In, k = 0, 1, 2).

(4.53)
Uvedeni indeks k = 0 ukazuje na osnovni metod Halleyevog ili Eulerovog tipa bez
korekcija, dok vrednosti k = 1 i k = 2 ukazuju na primenu Newtonove, odnosno
Halleyeve korekcije. Red konvergencije metoda (4.52) i (4.53) je četiri (C0,i = 0),
pet (C1,i = ui) i šest (C2,i = hi), u zavisnosti od tipa primenjene korekcije.

Primer 4.3 Inkluzivni metodi za proste nule (4.28), (4.52) i (4.53) (za k = 0, 1, 2)
su primenjeni za simultanu inkluziju nula polinoma iz Primera 4.1 sa početnim
diskovima Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.4} sa centrima

z
(0)
1 = 1.1 + 2.2i, z

(0)
2 = 1.2− 2.1i, z

(0)
3 = −1.2 + 2.1i,

z
(0)
4 = −1.2− 2.1i, z

(0)
5 = 2.1 + 0.1i, z

(0)
6 = −2.1 + 0.1i,

z
(0)
7 = −0.2 + 0.9i, z

(0)
8 = 0.2− 1.1i, z

(0)
9 = 3.1 + 1.9i,

z
(0)
10 = 3.2− 1.9i, z

(0)
11 = −3.2 + 1.9i, z

(0)
12 = −3.2− 1.9i,

z
(0)
13 = 2.2 + 2.9i, z

(0)
14 = 2.2− 2.9i, z

(0)
15 = −2.2 + 2.9i,

z
(0)
16 = −2.2− 2.9i, z

(0)
17 = 0.2 + 3.1i, z

(0)
18 = −0.2− 2.9i,

z
(0)
19 = 3.1− 0.1i.

Maksimalni poluprečnici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna ko-
raka su dati u Tabeli 4.3. Metod Eulerovog tipa (4.53) je divergirao u svim vari-
jantama.
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r(1) r(2) r(3)

(4.28), k = 0 5.16(−1) 1.27(−5) 2.37(−29)
(4.28), k = 1 9.62(−1) 8.56(−7) 2.68(−43)
(4.28), k = 2 9.14(−1) 9.73(−8) 7.81(−55)
(4.52), k = 0 1.01(−1) 4.90(−7) 3.42(−31)
(4.52), k = 1 1.09(−1) 1.18(−8) 2.76(−45)
(4.52), k = 2 1.20(−1) 2.88(−9) 8.66(−57)

Tabela 4.3: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 4.3

Primer 4.4 Za nalaženje nula polinoma iz Primera 4.2 primenili smo iste inter-
valne metode kao u Primeru 4.3. Dobijeni maksimalni poluprečnici diskova u prve
tri iteracije dati su u Tabeli 4.4. Kao i u Primeru 4.3, metod Eulerovog tipa (4.53)
je divergirao u svim varijantama.

r(1) r(2) r(3)

(4.28), k = 0 7.40(−1) 4.19(−6) 7.17(−32)
(4.28), k = 1 8.00(−1) 2.08(−7) 4.14(−46)
(4.28), k = 2 5.85(−1) 3.35(−9) 1.07(−64)
(4.52), k = 0 2.26(−1) 1.14(−7) 1.18(−33)
(4.52), k = 1 1.57(−1) 1.01(−8) 1.13(−47)
(4.52), k = 2 1.27(−1) 1.29(−10) 1.28(−66)

Tabela 4.4: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 4.4

Iz Tabela 4.3 i 4.4 možemo uočiti veoma brzu konvergenciju predloženih metoda.
Njihovi redovi konvergencije se uglavnom podudaraju sa teorijski dobijenim rezul-
tatima datim Teoremom 4.2. Diskovi koji su dobijeni primenom odgovarajućih
metoda Halleyevog tipa (4.52) su kompatibilni po svojoj veličini diskovima dobi-
jenim predloženim metodima (4.28). Treća iteracija je data da demonstrira veoma
veliku tačnost aproksimacija, mada treba napomenuti da se takva tačnost retko
zahteva u praksi.





Poglavlje 5

Novi intervalni metod za vǐsestruke nule
polinoma

U ovom poglavlju je izložena varijanta intervalnog metoda za simultano odred̄ivanje
svih nula polinoma, u slučaju odred̄ivanja vǐsestrukih nula polinoma.

5.1 Nula-relacija

Neka je P (z) = zn + an−1z
n−1 + . . . + a1z + a0 monični polinom sa prostim ili

vǐsestrukim kompleksnim nulama ζ1, . . . , ζν (2 ≤ ν ≤ n), vǐsestrukosti µ1, . . . , µν

(µ1 + . . .+µν = n) respektivno i neka su z1, . . . , zν njihove aproksimacije. Za tačku
z = zi uvedimo skraćenice

Σλ,i =
ν∑

j=1
j 6=i

µj

(zi − ζj)λ
, sλ,i =

ν∑
j=1
j 6=i

µj

(zi − zj)λ
(λ = 1, 2),

δ1,i =
P ′(zi)
P (zi)

, δ2,i =
P ′(zi)2 − P (zi)P ′′(zi)

P (zi)2
, ui =

P (zi)
P ′(zi)

=
1

δ1,i
,

εi = zi − ζi.

Polazeći od faktorizacije

P (z) =
ν∏

j=1

(z − ζj)µj ,

korǐsćenjem logaritamskog diferenciranja, nalazimo

δ1,i =
1
ui

=
P ′(zi)
P (zi)

=
ν∑

j=1

µj

z − ζj
=

µi

εi
+ Σ1,i (5.1)

119
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i

δ2,i =
P ′(zi)2 − P (zi)P ′′(zi)

P (zi)2
=

ν∑

j=1

µj

(zi − ζj)2
=

µi

ε2
i

+ Σ2,i. (5.2)

U radu [123] smo izveli nula-relaciju

ζi = zi − µiui −
µiui

(
1− µi + µiui

P ′′(zi)
P ′(zi)

− u2
i (Σ

2
1,i − µiΣ2,i)

)

2(1− ui Σ1,i)
2 (i ∈ Iν). (5.3)

Pretpostavimo da smo našli med̄usobno disjunktne diskove Z1, . . . , Zν sa centrima
zi = midZi i poluprečnicima ri = radZi takve da je ζi ∈ Zi (i ∈ Iν). Zamenjujući
tačne nule ζj njihovim inkluzivnim diskovima Zj u izrazu za Σλ,i, dobijamo kružno
proširenje Sλ,i veličine Σλ,i

Sλ,i =
ν∑

j=1
j 6=i

µj

( 1
zi − Zj

)λ
(λ = 1, 2),

gde je Σλ,i ∈ Sλ,i za svako i ∈ Iν .

Primedba 5.1 Pisaćemo
( 1
zi − Zj

)λ
umesto

1
(zi − Zj)λ

, jer je rad
( 1
Z

)λ ≤ rad
1

Zλ

(0 /∈ Z), videti [106].

Korǐsćenjem osobine inkluzivne izotonosti, iz nula-relacije (5.3), dobijamo

ζi ∈ zi − µiui −
µiui

(
1− µi + µiui

P ′′(zi)
P ′(zi)

− u2
i (S

2
1,i − µiS2,i)

)

2(1− ui S1,i)
2 =: Ẑi (i ∈ Iν).

(5.4)
Ako je imenilac u (5.4) disk koji ne sadrži nulu, tada je Ẑi nova kružna aproksi-
macija nule ζi, to jest, ζi ∈ Ẑi (i ∈ Iν).

Polazeći od (5.4) dobijamo iterativni proces za simultanu inkluziju svih vǐse-
strukih nula polinoma

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − µiu

(m)
i

−
µiu

(m)
i

(
1− µi + µiu

(m)
i

P ′′(z(m)
i )

P ′(z(m)
i )

− (u(m)
i )2[(S(m)

1,i )2 − µiS
(m)
2,i ]

)

2(1− u
(m)
i S

(m)
1,i )2

, (5.5)

za i ∈ Iν .
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5.2 Analiza konvergencije

U ovom odeljku daćemo analizu konvergencije intervalnog metoda (5.5), kao u
radovima [114], [117] i [132]. U nastavku ćemo podrazumevati da je n ≥ 3. Kao i u
slučaju prostih nula (videti prethodno Poglavlje 4) radićemo samo sa centralnom
inverzijom (1.56).

Za disjunktne diskove Z1, . . . , Zν definǐsimo

z
(m)
i = midZ

(m)
i , r

(m)
i = radZ

(m)
i ,

r(m) = max
1≤i≤ν

r
(m)
i , ρ(m) = min

1≤i,j≤ν
i6=j

{|z(m)
i − z

(m)
j | − r

(m)
j },

ε
(m)
i = z

(m)
i − ζi, |ε(m)| = max

1≤i≤ν
|ε(m)

i |,

B
(m)
i = (u(m)

i )2
[
P ′′(z(m)

i )

P ′(z(m)
i )

− u
(m)
i

(
(S(m)

1,i )2 − S
(m)
2,i

)]
(m = 0, 1, . . .).

Prvo ćemo dokazati dva tvrd̄enja, koja su nam neophodna za dokazivanje teo-
reme o konvergenciji.

Lema 5.1 Neka važi nejednakost

ρ > 5(n− µ)r. (5.6)

Tada je

(i) S1,i ⊆
{

s1,i;
(n− µi)r

ρ2

}
;

(ii) S2,i ⊂
{

s2,i;
21(n− µi)r

10ρ3

}
;

(iii) S2
1,i ⊂

{
s2
1,i;

21(n− µi)2r
10ρ3

}
.

Dokaz. Za (i): Kako je

|zi − ζj | ≥ |zi − zj | − |zj − ζj | ≥ |zi − zj | − rj ≥ ρ, (5.7)

imamo da je
1

|zi − ζj | ≤
1
ρ

i
1

|zi − zj | ≤
1
ρ
. (5.8)

Na osnovu definicije (1.56), uz korǐsćenje (5.7) i (5.8), dobijamo inkluziju
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{zi − zj ; rj}Ic =
{

1
zi − zj

;
rj

|zi − zj |(|zi − zj | − rj)

}
⊆

{
1

zi − zj
;

r

ρ2

}
(5.9)

Iz inkluzije (5.9) sada nalazimo

S1,i ⊆
∑

j 6=i

µj

{
1

zi − zj
;

r

ρ2

}
⊆

{
s1,i;

(n− µi)r
ρ2

}
.

Za (ii): Na osnovu (5.6) i (5.8), uz korǐsćenje operacija kružne aritmetike sa
centralnom inverzijom (1.56), imamo

{
1

zi − zj
;

r

ρ2

}2

=
{

1
(zi − zj)2

; 2
1

|zi − zj |
r

ρ2
+

r2

ρ4

}
⊂

{
1

(zi − zj)2
;

21r

10ρ3

}
,

odakle dobijamo inkluziju

S2,i ⊂
∑

j 6=i

µj

{
1

(zi − zj)2
;

21r

10ρ3

}
⊆

{
s2,i;

21(n− µi)r
10ρ3

}
.

Za (iii): Korǐsćenjem (5.8) dobiijamo da je

|s1,i| ≤ n− µi

ρ
(5.10)

i na osnovu (1.53), (5.6) i tvrd̄enja (i) nalazimo

S2
1,i ⊆

{
s1,i; (n− µi)

r

ρ2

}2

⊆
{

s2
1,i;

2(n− µi)2r
ρ3

+
(n− µi)2r2

ρ4

}

⊂
{

s2
1,i;

21(n− µi)2r
10ρ3

}
. ¤

Uvedimo disk

Qi = 2(1− uiS1,i)2, midQi = qi = 2(1− uis1,i)2.

Lema 5.2 Neka važi nejednakost (5.6). Tada je

(i) |ui| < 5
4
|εi|
µi

≤ 5
4

ri

µi
;

(ii) |1− uis1,i| < 5
4
;
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(iii) |qi| > 7
8
;

(iv) ηi =
101(n− µi)r2

16ρ2
<

7
50

.

Dokaz. Za (i): Iz (5.1) nalazimo

ui =
P (zi)
P ′(zi)

=
1

µi

εi
+ Σ1,i

=
εi

µi + εiΣ1,i
=

εi

µi

(
1 +

εiΣ1,i

µi

) . (5.11)

S druge strane iz nejednakosti (5.8) dobijamo

|Σ1,i| ≤ n− µi

ρ
, (5.12)

pa korǐsćenjem (5.6), (5.11) i (5.12) ocenjujemo

|ui| = |εi|
µi

∣∣∣1 +
εiΣ1,i

µi

∣∣∣
≤ |εi|

µi

(
1− |εi||Σ1,i|

µi

) ≤
|εi|

µi

(
1− (n− µi)r

µiρ

) <
5
4
|εi|
µi

≤ 5
4

ri

µi
.

Za (ii): Na osnovu (5.6), (5.10) i tvrd̄enja (i) imamo

|1− uis1,i| ≤ 1 + |ui| · |s1,i| < 1 +
5
4

r

µi

n− µi

ρ
<

5
4
.

Za (iii): Slično kao u dokazu tvrd̄enja (i) i (ii) ocenjujemo

|qi| = |2(1− uis1,i)2| = |2(1− 2uis1,i + u2
i s

2
1,i| ≥ 2− 4|ui||s1,i| − 2|u2

i ||s2
1,i|

> 2− 5
(n− µi)r

µiρ
− 25

8
(n− µi)2r2

µ2
i ρ

2
> 2− 1− 1

8
=

7
8
.

Za (iv): Korǐsćenjem (5.6) nalazimo

ηi =
101(n− µi)r2

16ρ2
<

101
400(n− µ)

<
7
50

.

Korǐsćenjem Lema 5.1 i 5.2 sada smo u mogućnosti da dokažemo da je red
konvergencije inkluzivnog metoda (5.5) jednak četiri.

Teorema 5.1 Neka je niz intervala {Z(m)
i } (i ∈ Iν) definisan iterativnom formu-

lom (5.5). Tada, pod uslovom

ρ(0) > 5(n− µ)r(0), (5.13)

za svako i ∈ Iν i m = 0, 1, . . . imamo
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1◦ ζi ∈ Z
(m)
i ;

2◦ r(m+1) <
41n(n− µ)(r(m))4
(
ρ(0) − 7

3
r(0)

)3
.

Dokaz. Tvrd̄enje 1◦ ćemo dokazati indukcijom. Pretpostavimo da je ζi ∈ Z
(k)
i za

svako i ∈ Iν i m ≥ 1. Tada, na osnovu (5.5) sledi

ζi ∈ z
(k)
i − µiu

(k)
i −

µiu
(k)
i

(
1− µi + µiu

(k)
i

P ′′(z(k)
i )

P ′(z(k)
i )

− (u(k)
i )2

(
(S(k)

1,i )2 − µiS
(k)
2,i

))

2(1− u
(k)
i S

(k)
1,i )2

=: Z
(k+1)
i .

Kako je ζi ∈ Z
(0)
i , dobijamo indukcijom da je ζi ∈ Z

(m)
i za svako m = 0, 1, 2, . . . .

Dokažimo sada da intervalni metod (5.5) ima red konvergencije jednak četiri
(tvrd̄enje 2◦). Koristićemo indukciju i počećemo sa m = 0. Zbog kraćeg pisanja svi
iterativni indeksi će biti izostavljeni i sve veličine u prvoj iteraciji će biti označene
sa ̂ .

Posmatrajmo disk u imeniocu. Korǐsćenjem definicije (1.53), nejednakosti (5.6)
i tvrd̄enja (i) Leme 5.1 i (ii) Leme 5.2, dobijamo

Qi = 2(1− uiS1,i)2 ⊂ 2
{

1− uis1,i;
5(n− µi)r2

4µiρ2

}2

⊂
{

qi;
25(n− µi)r2

4µiρ2
+

25(n− µi)2r4

8µ2
i ρ

4

}
⊂

{
qi;

101(n− µi)r2

16ρ2

}
= {qi; ηi}.

Iz poslednje inkluzije i tvrd̄enja (iii) i (iv) Leme 5.2 vidimo da je

|qi| > 7
8

>
7
50

> ηi

što znači da disk Qi ne sadži nulu, tako da je iterativni proces (5.5) dobro definisan.
U nastavku ćemo naći inverz dobijenog diska Qi, korǐsćenjem centralne inverzije

(1.56),

QIc
i = {qi; ηi}Ic =

{
1
qi

;
ηi

|qi|(|qi| − ηi)

}
=: Di.

Na osnovu tvrd̄enja (iii) i (iv) Leme 5.2 nalazimo
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radDi =
ηi

|qi|(|qi| − ηi)
<

101(n− µi)r2

16ρ2

7/8(7/8− 7/50)
<

10(n− µi)r2

ρ2

i
midDi = |di| = 1

|qi| <
8
7
.

Kako je
P ′′(zi)
P ′(zi)

= ui(δ2
1,i − δ2,i),

disk u brojiocu može se izraziti u obliku

Bi = µiui

(
1− µi + µiui

P ′′(zi)
P ′(zi)

− u2
i (S

2
1,i − µiS2,i)

)

= µiui(1− µi) + µ2
i u

3
i (δ

2
1,i − δ2,i)− µiu

3
i ((S

2
1,i − µiS2,i)). (5.14)

U nastavku, nad̄imo gornju granicu poluprečnika diska Bi. Iz (5.14), korǐsćenjem
tvrd̄enja (ii) i (iii) Leme 5.1 i tvrd̄enja (i) Leme 5.2 nalazimo da je

radBi ≤ µi
125
64

r3

µ3
i

(
21(n− µi)2r

10ρ3
+ µi

21(n− µi)r
10ρ3

)
≤ 21

5
n(n− µi)

ρ3
r4.

Kako je

δ1,i =
µi

εi
+ Σ1,i, δ2,i =

µi

ε2
i

+ Σ2,i, ui =
εi

µi + εiΣ1,i
,

imamo

σi = µi(1− µi) + µ2
i u

2
i (δ

2
1,i − δ2,i)

= µi(1− µi) +
µ2

i ε
2
i

(µi + εiΣ1,i)2
[(µi

εi
+ Σ1,i

)2 −
(µi

ε2
i

+ Σ2,i

)]

=
2µ2

i εiΣ1,i + ε2
i µiΣ

2
1,i − µ2

i ε
2
i Σ2,i

(µi + εiΣ1,i)2

i centar diska Bi se može izraziti u obliku

midBi = ui

2µ2
i εiΣ1,i + ε2

i µiΣ
2
1,i − µ2

i ε
2
i Σ2,i

(µi + εiΣ1,i)2
− µiu

3
i ((s

2
1,i − µis2,i)).

Dalje, korǐsćenjem nejednakosti
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|Σ2,i| ≤ n− µi

ρ2
i |s2,i| ≤ n− µi

ρ2

(dobijene iz (5.8)) i nejednakosti (5.6), (5.8) i (5.12) ocenjujemo

|2µ2
i εiΣ1,i + ε2

i µiΣ
2
1,i − µ2

i ε
2
i Σ2,i| ≤ 2µ2

i

(n− µi)r
ρ

+ µir
2 (n− µi)2

ρ2
+ µ2

i r
2 n− µi

ρ2

<
23
10

(n− µi)µ2
i r

ρ
,

|µi + εiΣ1,i| ≥ µi − |εiΣ1,i| ≥ µi

(
1− (n− µi)r

µiρ

)
>

4
5

µi

i

µiu
2
i ((s

2
1,i − µis2,i)) <

25
16

r2

µ2
i

µi

((n− µi)2

ρ2
+ µi

n− µi

ρ2

)
<

15
32

(n− µi)r
ρ

.

Na osnovu ovih nejednakosti i tvrd̄enja (i) Leme 5.2 dobijamo granicu za centar
diska Bi

|midBi| = |bi| < 26(n− µi)r2

5ρ
.

Proizvod diskova Di i Bi, s obzirom na definiciju (1.53) i dobijene granice za
|di| i |bi|, je sadržan u disku

Di ·Bi ⊂
{

di;
10(n− µi)r2

ρ2

}
·
{

bi;
21n(n− µi)r4

5ρ3

}
⊂

{
dibi;

41n(n− µi)r4

ρ3

}
.

Intervalni metod (5.5) se može predstaviti u obliku

Ẑi = zi − µiui −DiBi,

odakle dobijamo

r̂ = rad Ẑi <
41n(n− µ)r4

ρ3
(5.15)

i posle kraćeg računanja

r̂ < 41n(n− µ)
r3

ρ3
r <

41n
125(n− µ)2

r <
1
4

r. (5.16)

Na osnovu geometrijske konstrukcije i činjenice da diskovi Z
(m)
i i Z

(m+1)
i moraju

da imaju bar jednu zajedničku tačku (nulu ζi), može se izvesti sledeća relacija
(videti [41]):

ρ(m+1) ≥ ρ(m) − r(m) − 3r(m+1). (5.17)
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Korǐsćenjem nejednakosti (5.16) i (5.17) (za m = 0), nalazimo

ρ(1) ≥ ρ(0) − r(0) − 3r(1) > 5(n− µ)r(0) − r(0) − 3
4

r(0) > 4 r(1)
(
5(n− µ)− 1− 3

4

)
,

odakle sledi
ρ(1) > 5(n− µ)r(1). (5.18)

Ovo je uslov (5.13) za vrednost indeksa m = 1, što znači da sva tvrd̄enja Lema 5.1
i 5.2 važe za m = 1.

Korǐsćenjem definicije za ρ i (5.18), za proizvoljni par indeksa i, j ∈ Iν (i 6= j),
imamo

|z(1)
i − z

(1)
j | ≥ ρ(1) > 5(n− µ)r(1) > 2r(1) ≥ r

(1)
i + r

(1)
j . (5.19)

Odavde, na osnovu (1.51) zaključujemo da su diskovi Z
(1)
1 , . . . , Z

(1)
ν dobijeni me-

todom (5.5) disjunktni po parovima.
Primenjujući matematičku indukciju sa argumentacijom korǐsćenom pri izvo-

d̄enju relacija (5.15), (5.16), (5.18) i (5.19) (što čini deo dokaza kada je m = 1),
dokazali smo da su, za svako m = 0, 1, . . . , diskovi Z

(m)
1 , . . . , Z

(m)
ν disjunktni po

parovima i da su sledeće nejednakosti tačne:

r(m+1) <
41n(n− µ)(r(m))4

(ρ(m))3
, (5.20)

r(m+1) <
1
4

r(m), (5.21)

ρ(m) > 5(n− µ)r(m). (5.22)

Zapazimo da poslednja nejednakost (5.22) znači da sva tvrd̄enja Lema 5.1 i 5.2
važe za svako m = 0, 1, 2, . . . .

Zbog jednostavnosti, stavimo da je ω = 1/4. Tada je

1 + 4(ω + ω2 + · · ·+ ωm)− ωm < 1 +
4ω

1− ω
=

7
3
. (5.23)

Sukcesivnom primenom relacija (5.17) i (5.21) dobijamo

ρ(m) > ρ(m−1) − r(m−1) − 3ωr(m−1) = ρ(m−1) − r(m−1)(1 + 3ω)
> ρ(m−2) − r(m−2) − 3ωr(m−2) − ωr(m−2)(1 + 3ω)
= ρ(m−2) − r(m−2)(1 + 4ω + 4ω2 − ω2)
...
> ρ(0) − r(0)

(
1 + 4ω + 4ω2 + · · ·+ 4ωm − ωm)

> ρ(0) − 7
3

r(0),
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gde smo koristili (5.23). Na osnovu poslednje nejednakosti i (5.20) imamo da je

r(m+1) <
41n(n− µ)(r(m))4
(
ρ(0) − 7

3
r(0)

)3
.

Dakle, tvrd̄enje 2◦ Teoreme 5.1 važi. Poslednja nejednakost ujedno pokazuje da je
red konvergencije inkluzivnog metoda (5.5) jednak četiri. ¤

5.3 Numerički primeri za osnovni metod

Inkluzivni metod (5.5) smo testirali na vǐse primera, od kojih ćemo ovde dati dva.

Primer 5.1 Metod (5.5) je primenjen na nalaženje simultanih aproksimacija nula
polinoma

P (z) = z18 + (2− 2i)z17 − 14z16 − (18− 26i)z15 + (80− 12i)z14 + (26− 118i)z13

−(238− 136i)z12 + (146 + 182i)z11 + (307− 476i)z10 − (380− 160i)z9

+(236 + 320i)z8 + (32− 712i)z7 − (804− 880i)z6 + (512 + 96i)z5

−(80 + 832i)z4 − (1024− 1152i)z3 − (448− 256i)z2

−(1024− 512i)z + (−768 + 1024i).

Tačne nule polinom su −1, −2, 1 ± i, ±i, 2, −2 + i, vǐsestrukosti 2, 3, 2, 2, 2, 2,

3, 2, respektivno. Početni diskovi su Z
(0)
i = {z(0)

i ; 0.4}, sa centrima

z
(0)
1 = −1.1 + 0.1i, z

(0)
2 = −2.2− 0.1i, z

(0)
3 = 1.1 + 1.2i,

z
(0)
4 = 0.9− 1.1i, z

(0)
5 = −0.1 + 0.8i, z

(0)
6 = 0.1− 1.1i,

z
(0)
7 = 2.2− 0.1i, z

(0)
8 = −2.2 + 0.9i.

Dobijeni poluprečnici inkluzivnih diskova u prve tri iteracije dati su u Tabeli 5.1.

Primer 5.2 U cilju nalaženja nula polinoma

P (z) = z20 + 4z19 − 20z18 − 72z17 + 252z16 + 664z15 − 2092z14 − 3440z13

+12450z12 + 9520z11 − 51476z10 − 1264z9 + 142360z8 − 82488z7

−228612z6 + 279376z5 + 117237z4 − 337300z3 + 77400z2

+135000z − 67500

primenjen je isti metod.
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r(1) r(2) r(3)

z1 = −1 4.04(−2) 4.97(−9) 6.35(−40)
z2 = −2 9.86(−2) 1.30(−7) 6.94(−34)
z3 = 1 + i 1.14(−1) 3.53(−7) 2.91(−34)
z4 = 1− i 1.14(−1) 1.04(−7) 1.49(−34)
z5 = i 6.37(−1) 1.01(−6) 8.11(−33)
z6 = −i 9.52(−2) 4.46(−8) 4.29(−37)
z7 = 2 2.40(−2) 7.33(−9) 6.28(−40)
z8 = −2 + i 5.98(−1) 4.62(−6) 6.14(−29)

Tabela 5.1: Poluprečnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 5.1

r(1) r(2) r(3)

z1 = −1 1.36(−1) 1.66(−9) 3.17(−40)
z2 = −3 8.22(−2) 2.60(−8) 1.02(−35)
z3 = 1 + i 1.68(−1) 1.63(−8) 2.43(−35)
z4 = 1− i 1.45(−1) 1.28(−8) 2.35(−36)
z5 = 1 5.14(−2) 2.55(−9) 2.96(−40)
z6 = −2 + i 1.50(−1) 6.20(−7) 1.23(−33)
z7 = −2− i 1.98(−1) 1.51(−7) 2.55(−34)
z8 = 2 + i 4.07(−1) 5.03(−6) 2.87(−30)
z9 = 2− i 7.76(−2) 8.18(−8) 1.34(−35)

Tabela 5.2: Poluprečnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 5.2

Tačne nule ovog polinoma su −1, −3, 1± i, 1, ±2± i, vǐsestrukosti 2, 3, 2, 2, 3,

2, 2, 2, 2, respektivno. Početni diskovi su Z
(0)
i = {z(0)

i ; 0.4}, sa centrima

z
(0)
1 = −1.1 + 0.2i, z

(0)
2 = −2.8− 0.1i, z

(0)
3 = 1.1 + 1.1i,

z
(0)
4 = 0.9− 1.1i, z

(0)
5 = 0.8− 0.1i, z

(0)
6 = −1.9 + 1.2i,

z
(0)
7 = −1.8− 1.1i, z

(0)
8 = 1.9 + 0.9i, z

(0)
9 = 1.9− 1.1i.

Dobijeni poluprečnici inkluzivnih diskova u prve tri iteracije dati su u Tabeli
6.2.

5.4 Ubrzani inkluzivni metod sa korekcijama

Uvešćemo sledeće vektore:

Z (m) =
(
Z

(m)
1 , . . . , Z(m)

ν

)
(tekuće aproksimacije),
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Z
(m)
N =

(
Z

(m)
N,1 , . . . , Z

(m)
N,ν

)
, Z

(m)
N,i = Z

(m)
i − v(z(m)

i ) (Schröderove aproksimacije),

Z
(m)
H =

(
Z

(m)
H,1 , . . . , Z

(m)
H,ν

)
, Z

(m)
H,i = Z

(m)
i − h(z(m)

i ) (Halleyeve aproksimacije),

gde su

v(zi) = µi
P (zi)
P ′(zi)

i h(zi) =
P (zi)

(1 + 1/µi

2

)
P ′(zi)− P (zi)P ′′(zi)

2P ′(zi)

.

Dalje povećanje brzine konvergencije iterativnih metoda (5.5) može se postići
korǐsćenjem Schröderove ili Halleyeve korekcije, na sličan način kao u slučaju
metoda za proste nule. U njihovoj konstrukciji podrazumevaćemo izbor početnih
diskova da Z

(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν sadrže nule ζ1, . . . , ζν , na takav način da svaki disk

Z
(0)
i − v(mid (Z(0)

i )) ili Z
(0)
i − h(mid (Z(0)

i )) takod̄e sadrži nulu ζi (i ∈ Iν). Ovo
je predmet razmatranja sledećeg tvrd̄enja gde su, zbog jednostavnosti, izostavljeni
iterativni indeksi. Takod̄e, pisaćemo vi = v(zi) i hi = h(zi).

Lema 5.3 Neka su Z1, . . . , Zν inkluzivni diskovi nula ζ1, . . . , ζν , ζi ∈ Zi, i neka
je zi = mid Zi, ri = rad Zi. Ako su inkluzivni diskovi Z1, . . . , Zν tako izabrani da
važi nejednakost

ρ > 5(n− µ)r, (5.24)

tada ze svako (i ∈ Iν) važi

(i) ζi ∈ Zi =⇒ ζi ∈ ZN,i := Zi − vi;
(ii)ζi ∈ Zi =⇒ ζi ∈ ZH,i := Zi − hi.

Dokaz. Za (i): Kao i u slučaju prostih nula, dovoljno je da dokažemo implikaciju

|zi − ζi| ≤ ri =⇒ |zi − vi − ζi| ≤ ri.

Na osnovu nejednakosti trougla

|zi − ζj | ≥ |zi − zj | − |zj − ζj | ≥ |zi − zj | − rj ≥ ρ,

nalazimo

|Σλ,i| =
∣∣∣∣
∑

j 6=i

µj(zi − ζj)−λ

∣∣∣∣ ≤
∑

j 6=i

µj |zi − ζj |−λ ≤ n− µi

ρλ
, (λ = 1, 2). (5.25)

Prema (5.24) i (5.25) (za λ = 1) dobijamo
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ri <
ρ

5(n− µ)
≤ 1

5|Σ1,i| ,

odakle sledi
ri|Σ1,i|

µi − ri|Σ1,i| <
1
4
.

Kako je |εi| = |zi − ζi| ≤ ri, korǐsćenjem poslednje nejednakosti, imamo da je

|zi−vi−ζi| = |εi−vi| = |εi−µi/δ1,i| = |εi|2
∣∣∣∣

Σ1,i

µi + εiΣ1,i

∣∣∣∣ ≤
r2
i |Σ1,i|

µi − ri|Σ1,i| <
1
4

ri < ri.

Za (ii): Treba pokazati implikaciju

|zi − ζi| ≤ ri =⇒ |zi − hi − ζi| ≤ ri.

Pod̄imo od

hi =
2δ1,i

δ2
1,i/µi + δ2,i

=

2
ν∑

j=1

µj

zi − ζj

1
µi

( ν∑

j=1

µj

zi − ζj

)2
+

ν∑

j=1

µj

(zi − ζj)2

=
2(µi/εi + Σ1,i)

(µi/εi + Σ1,i)2/µi + µi/ε2
i + Σ2,i

=
2εi(µi + εiΣ1,i)

2µi + 2εiΣ1,i + ε2
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

. (5.26)

Korǐsćenjem (5.26) dobijamo

zi − hi − ζi = εi − 2εi(µi + εiΣ1,i)
2µi + 2εiΣ1,i + ε2

i (Σ
2
1,i/µi + Σ2,i)

=
ε3
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

2µi + 2εiΣ1,i + ε2
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

,

tako da je

|zi − hi − ζi| =
∣∣∣∣∣

ε3
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

2µi + 2εiΣ1,i + ε2
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

∣∣∣∣∣

<

1
µi

(n− µi

ρ

)2
+

n− µi

ρ2

2µi − 2
n− µi

ρ
ri − 1

µi

(n− µi

ρ

)2
r2
i −

n− µi

ρ2
r2
i

r3
i
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=

(n− µi)n r2
i

µiρ2

8
5
− n(n− µi) r2

i

µiρ2

ri <

n

25µi(n− µi)
8
5
− n

25µi(n− µi)

ri <
3
77

ri < ri. ¤

Polazeći od nula-relacije (5.3) možemo konstruisati total-step inkluzivne metode
sa Schröderovom i Halleyevom korekcijom. Proučavanje konvergencije ovih metoda
ćemo obaviti istovremeno. U tom cilju oba metoda ćemo predstaviti u jedinstvenom
obliku uz korǐsćenje dodatnog indeksa k = 1 (za Schröderovu korekciju) i k = 2 (za
Halleyevu korekciju). Kao i kod prostih nula, odgovarajuće vektore aproksimacija
ćemo označiti sa:

Z (1) = (Z(1)
1 , . . . , Z(1)

ν ) = (ZN,1, . . . , ZN,ν),

Z (2) = (Z(2)
1 , . . . , Z(2)

ν ) = (ZH,1, . . . , ZH,ν).

Obe korekcije vi i hi ćemo takod̄e označiti sa Ck,i. Zbog kraćeg pisanja,
izostavićemo iterativne indekse u m-toj iteraciji i sve veličine u (m+1)-oj iteraciji
ćemo označiti dodatnim simbolom ̂.

Sada možemo da oba metoda prikažemo u istom obliku

Ẑi = zi − µiui −Bi(Z (k))INV2

(
2(1− ui S1,i(Z (k))2

)
(i ∈ Iν), (5.27)

gde smo uveli diskove

Sλ,i(Z (k)) =
ν∑

j=1
j 6=i

(INV1(zi − Zj + Ck,j))
λ (λ = 1, 2),

Bi(Z (k)) = u2
i

(
P ′′(zi)
P ′(zi)

− ui(S2
1,i(Z

(k))− S2,i(Z (k)))
)

.

Vektor Z (k) = (Zk,1, . . . , Zk,ν) (k = 1, 2) je, kao i kod prostih nula, vektor
inkluzivnih diskova.

5.5 Neke ocene

Pre razmatranja osobina konvergencije simultanih intervalnih metoda (5.27) i
početnih uslova za njihovu konvergenciju, dokazaćemo neke neophodne leme. Zbog
preglednosti koristićemo sledeće skraćenice:
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χ
(k)
ij = mid (zi − Zj + Ck,j) = zi − ζj + ξ

(k)
j εk+1

j ,

ξ
(1)
j = − Σ1,j

µj + εjΣ1,j
, ξ

(2)
j = − Σ2

1,j/µj + Σ2,j

2µj + 2εjΣ1,j + ε2
j (Σ

2
1,j/µj + Σ2,j)

,

γ
(k)
ij =

rj

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj)
, g

(k)
ij =

1

χ
(k)
ij

, s
(k)
λ,i =

∑

j 6=i

µj(g
(k)
ij )λ (λ = 1, 2),

q
(k)
i = 2(1− uis

(k)
1,i )

2, d
(k)
i =

1

q
(k)
i

, η
(k)
i =

9(n− µi)|εi|r
ρ2

,

b
(k)
i = µiui

(
1− µi + µiui

P ′′(zi)
P ′(zi)

− u2
i

(
(s(k)

1,i )
2 − µis

(k)
2,i

))
.

Prvo ćemo dokazati sledeća dva tvrd̄enja:

Lema 5.4 Neka važi nejednakost (5.24). Tada je

(i) |ui| < 5
4
|εi|
µi

≤ 5
4

ri

µi
;

(ii) |1− uis
(k)
1,i | <

49
39

;

(iii) |q(k)
i | > 4

5
;

(iv) η
(k)
i <

9
50

;

(v) |b(k)
i | < 26(n− µi)|εi|2

5ρ
;

(vi) |d(k)
i | < 5

4
.

Dokaz. Za (i): Kako je

ui =
P (zi)
P ′(zi)

=
1

µi

εi
+ Σ1,i

=
εi

µi + εiΣ1,i
=

εi

µi

(
1 +

εiΣ1,i

µi

) , (5.28)

ocenjujemo korǐsćenjem nejednakosti |εi| ≤ ri, (5.24) i (5.25) (za λ = 1) da je

|ui| = |εi|
µi

∣∣∣1 +
εiΣ1,i

µi

∣∣∣
≤ |εi|

µi

(
1− |εi||Σ1,i|

µi

) ≤
|εi|

µi

(
1− (n− µi)r

µiρ

) <
5
4
|εi|
µi

≤ 5
4

ri

µi
.

Za (ii): Lako je pokazati da je
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zi − Zj + Ck,j = {zi − ζj + ξ
(k)
j εk+1

j ; rj},

pa na osnovu nejednakosti (5.24) i (5.25) dobijamo

|ξ(1)
j | ≤ |Σ1,j |

µj − |εj ||Σ1,j | ≤
n− µj

ρ

µj − (n− µj)r
ρ

<
5(n− µj)

4ρ

i

|ξ(2)
j | ≤ |Σ1,j |2/µj + |Σ2,j |

2µj − 2|εj ||Σ1,j | − |εj |2(|Σ1,j |2/µj + |Σ2,j |)

≤
(n− µj)n

µjρ2

2µj − 2r
n− µj

ρ
− r2 (n− µj)n

µjρ2

<
50(n− µj)n

77µjρ2
,

za svako j ∈ Iν . Na osnovu toga nalazimo

|χ(1)
ij | = |zi− ζj + ξ

(1)
j ε2

j | ≥ |zi− ζj | − |ξ(1)
j ||εj |2 > ρ− 5(n− µj)r2

4ρ
> ρ− r

4
(5.29)

i

|χ(2)
ij | = |zi−ζj+ξ

(2)
j ε3

j | ≥ |zi−ζj |−|ξ(2)
j ||εj |3 > ρ−50n(n− µj)r3

77µjρ2
> ρ− 3

77
r > ρ−r

4
.

(5.30)
Dakle, na osnovu nejednakosti (5.29) i (5.30), ocenjujemo za obe korekcije

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj) >
(
ρ− r

4

)(
ρ− 5r

4

)
= ρ2

(
1− r

4ρ

)(
1− 5r

4ρ

)
>

3
4
ρ2. (5.31)

Korǐsćenjem (5.31) dobijamo

γ
(k)
ij =

rj

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj)
<

4r

3ρ2
,

odakle je
∑

j 6=i

µjγ
(k)
ij <

4(n− µi)r
3ρ2

. (5.32)

Slično, iz (5.29) i (5.30) nalazimo
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|g(k)
ij | =

1

|χ(k)
ij |

<
1

ρ− r/4
<

40
39ρ

. (5.33)

Korǐsćenjem nejednakosti (5.33) imamo

|s(k)
1,i | ≤

∑

j 6=i

µj |g(k)
ij | <

40(n− µi)
39ρ

(5.34)

i
|s(k)

2,i | ≤
∑

j 6=i

µj |g(k)
ij |2 <

(40
39

)2 (n− µi)
ρ2

. (5.35)

Na osnovu (5.24), (5.34) i tvrd̄enja (i) konačno dobijamo

|1− uis
(k)
1,i | ≤ 1 + |ui| |s(k)

1,i | < 1 +
5
4

r

µi

40(n− µi)
39ρ

<
49
39

.

Za (iii): Slično kao u dokazu tvrd̄enja (i) i (ii) ocenjujemo

|q(k)
i | = |2(1− uis

(k)
1,i )

2| = |2(1− 2uis
(k)
1,i + u2

i (s
(k)
1,i )

2| ≥ 2− 4|ui||s(k)
1,i | − 2|ui|2|s(k)

1,i |2

> 2− 200(n− µi)r
39µiρ

− 25
8

(40
39

)2 (n− µi)2r2

µ2
i ρ

2
> 2− 40

39
− 1

8

(40
39

)2
>

4
5
.

Za (iv): Korǐsćenjem (5.24) nalazimo da je

η
(k)
i =

9(n− µi)|εi|r
ρ2

<
9

25(n− µ)
<

9
50

.

Za (v): Kako je

δ1,i =
µi

εi
+ Σ1,i, δ2,i =

µi

ε2
i

+ Σ2,i, ui =
εi

µi + εiΣ1,i
, (5.36)

dobijamo

σi = µi(1− µi) + µ2
i u

2
i (δ

2
1,i − δ2,i)

= µi(1− µi) +
µ2

i ε
2
i

(µi + εiΣ1,i)2
[(µi

εi
+ Σ1,i

)2 −
(µi

ε2
i

+ Σ2,i

)]

=
2µ2

i εiΣ1,i + ε2
i µiΣ

2
1,i − µ2

i ε
2
i Σ2,i

(µi + εiΣ1,i)2
.

Na osnovu toga i jednakosti
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P ′′(zi)
P ′(zi)

= ui(δ2
1,i − δ2,i),

centar diska B
(k)
i može se prikazati u obliku

b
(k)
i = ui

(
2µ2

i εiΣ1,i + ε2
i µiΣ

2
1,i − µ2

i ε
2
i Σ2,i

(µi + εiΣ1,i)2
− µiu

2
i ((s

(k)
1,i )

2 − µis
(k)
2,i )

)
.

Dalje, korǐsćenjem nejednakosti (5.24) i (5.25) ocenjujemo

|2µ2
i εiΣ1,i+ε2

i µiΣ
2
1,i−µ2

i ε
2
i Σ2,i| ≤ 2µ2

i

(n− µi)|εi|
ρ

+µi|εi|r (n− µi)2

ρ2
+µi|εi|rn− µi

ρ

<
23
10

(n− µi)µ2
i |εi|

ρ
(5.37)

i
|µi + εiΣ1,i| ≥ µi − |εiΣ1,i| ≥ µi

(
1− r(n− µi)

µiρ

)
>

4
5

µi. (5.38)

Koristeći granice

|s(k)
1,i | ≤

n− µi

ρ
i |s(k)

2,i | ≤
n− µi

ρ2

i nejednakosti (5.24), nalazimo

|µiu
2
i ((s

(k)
1,i )

2 − µis
(k)
2,i )| <

25
16

(40
39

)2 |εi|2
µ2

i

µi

((n− µi)2

ρ2
+ µi

n− µi

ρ2

)
<

1
2

(n− µi)|εi|
ρ

.

(5.39)
Na osnovu dobijenih ocena (5.37), (5.38) i (5.39) i tvrd̄enja (i) dobijamo granicu
za centar diska B

(k)
i

|b(k)
i | < 26(n− µi)|εi|2

5ρ
.

Za (vi): Iz tvrd̄enja (iii) direktno dobijamo

|d(k)
i |= 1

|q(k)
i |

<
5
4
. ¤

Lema 5.5 Neka važi nejednakost (5.24). Tada važe sledeće inkluzije:

(i) S1,i(Z (k)) ⊆
{

s
(k)
1,i ;

4(n− µi)r
3ρ2

}
;
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(ii) S2,i(Z (k)) ⊂
{

s
(k)
2,i ;

3(n− µi)r
ρ3

}
;

(iii) S2
1,i(Z

(k)) ⊂
{

(s(k)
1,i )

2;
3(n− µi)2r

ρ3

}
;

(iv) Bi(Z (k)) ⊂
{

b
(k)
i ;

6n(n− µi)|εi|3r
ρ3

}
.

Dokaz. Za (i): Primenjujući centralnu inverziju (1.56) i operacije kružne arit-
metike, dobijamo na osnovu (5.32)

S1,i(Z (k)) =
∑

j 6=i

µj

zi − Zj + Ck,j
=

∑

j 6=i

µj

{χ(k)
ij ; rj}

=
∑

j 6=i

µj{g(k)
ij ; γ(k)

ij } ⊂
{

s
(k)
1,i ;

4(n− µi)r
3ρ2

}
.

Za (ii): Korǐsćenjem nejednakosti (5.24), (5.32) i (5.33) nalazimo inkluziju

S2,i(Z (k)) =
∑

j 6=i

µj

(
1

zi − Zj + Ck,j

)2

=
∑

j 6=i

µj{g(k)
ij ; γ(k)

ij }2

=
∑

j 6=i

µj

{
(g(k)

ij )2; 2|g(k)
ij | γ(k)

ij + (γ(k)
ij )2

}
⊂

{ ∑

j 6=i

µj(g
(k)
ij )2;

3(n− µi)r
ρ3

}
.

Za (iii): Polazeći od tvrd̄enja (i), uz primenu definicije (1.53) i nejednakosti
(5.24) i (5.34), imamo

S2
1,i(Z

(k))⊂
{

(s(k)
1,i )

2; 2|s(k)
1,i |

4(n− µi)r
3ρ2

+
(4(n− µi)r

3ρ2

)2
}
⊂

{
(s(k)

1,i )
2;

3(n− µi)2r
ρ3

}
.

Za (iv): Na osnovu (5.24) i tvrd̄enja (i) Leme 5.4 i tvrd̄enja (ii) i (iii) Leme 5.5
dobijamo

Bi(Z (k)) = µiui

(
1− µi + µiui

P ′′(zi)
P ′(zi)

− u2
i ((S1,i(Z (k)))2 − µiS2,i(Z (k)))

)

⊂
{

b
(k)
i ;

6n(n− µi)|εi|3r
ρ3

}
. ¤
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5.6 Analiza konvergencije pobolǰsanog metoda

Za total-step metod (5.27) važi sledeća teorema.

Teorema 5.2 Pretpostavimo da su početni diskovi Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν tako izabrani da

je ζi ∈ Z
(0)
i (i ∈ Iν) i da važi nejednakost

ρ(0) > 5(n− µ)r(0). (5.40)

Tada je inkluzivni metod (5.27) konvergentan i važe sledeća tvrd̄enja za svako i ∈ Iν
i m = 1, 2, . . . :

1◦ ρ(m) > 5(n− µ)r(m);

2◦ ζi ∈ Z
(m)
i ;

3◦ donja granica R-reda konvergencije intervalnog metoda (5.27) je:

OR(5.27) ≥ k + 4.

Dokaz. Prvo, uočimo da početni uslov (5.40) obezbed̄uje da su početni diskovi
Z

(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν disjunktni po parovima. Zaista, za proizvoljni par i, j ∈ Iν (i 6= j)

imamo
|z(0)

i − z
(0)
j | > ρ(0) > 5(n− µ)r(0) > 2r(0) ≥ r

(0)
i + r

(0)
j ,

što znači da je Z
(0)
i ∩ Z

(0)
j = ∅ (na osnovu (1.51)).

Tvrd̄enja Teoreme 5.2 ćemo izvesti matematičkom indukcijom. U nastavku ćemo
često koristiti nejednakost (5.24) u obliku

r

ρ
<

1
5(n− µ)

≤ 1
10

. (5.41)

Prvo, za m = 0 razmotrimo početni uslov (5.40). Na osnovu Leme 5.3, direktno
dobijamo implikaciju

ζi ∈ Zi =⇒ ζi ∈ Z
(k)
i := Zi − Ck,i (i ∈ Iν , k = 1, 2).

Takod̄e je neophodno da dokažemo da su novi inkluzivni diskovi Z(k), k = 1, 2,
takod̄e disjunktni po parovima. Korǐsćenjem granica iz dokaza Leme 5.3 nalazimo

|vi| =
∣∣∣∣

µiεi

µi + εiΣ1,i

∣∣∣∣ ≤
ri

1− ri|Σ1,i|/µi
<

5
4

ri < 2ri ≤ 2r

i
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|hi| =
∣∣∣∣

2εi(µi + εiΣ1,i)
2µi + 2εiΣ1,i + ε2

i (Σ
2
1,i/µi + Σ2,i)

∣∣∣∣ ≤
1

∣∣∣∣1 +
ε2
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

2(µi + εiΣ1,i)

∣∣∣∣
ri

<
1

1− 3
80

ri =
80
77

ri < 2ri ≤ 2r,

jer je

∣∣∣∣
ε2
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

2(µi + εiΣ1,i)

∣∣∣∣ <

r2

(
1
µi

(n− µi

ρ

)2
+

n− µi

ρ2

)

2
(
µi − r

n− µi

ρ

) =

(n− µi)nr2

µiρ2

2
(
µi − (n− µi)r

ρ

) <
3
80

.

Na osnovu toga dobijamo

|midZ
(k)
i −midZ

(k)
j | = |zi − Ck,i − zj + Ck,j | ≥ |zi − zj | − |Ck,i| − |Ck,j |

> ρ− 4r > 5(n− µ)r − 4r ≥ ri + rj .

Dakle, Z
(k)
i ∩ Z

(k)
j = ∅ (i 6= j) zbog (1.51). Poslednja nejednakost je neophodna

da bi inkluzivni metod (5.27) bio dobro definisan.
Posmatrajmo disk u imeniocu. Pomoću definicije (1.53), nejednakosti (5.24) i

(5.34) i tvrd̄enja (i) i (ii) Leme 5.4 i (i) Leme 5.5, imamo

Qi(Z (k)) = {q(k)
i ; η (k)

i } = 2(1− uiS1,i(Z (k)))2 ⊂ 2
{

1− uis
(k)
1,i ;

5(n− µi)|εi|r
3ρ2

}2

⊂ 2
{

(1− uis
(k)
1,i )

2; 2|1− uis
(k)
1,i |

5(n− µi)|εi|r
3ρ2

+
25(n− µi)2|εi|2r2

9ρ4

}

⊂
{

q
(k)
i ;

9(n− µi)|εi|r
ρ2

}
.

Iz poslednje inkluzije i tvrd̄enja (iii) i (iv) Leme 5.4 nalazimo

|q(k)
i | > 4

5
>

9
50

> η
(k)
i

i zaključujemo da disk Qi ne sadrži nulu, tako da je iterativni proces (5.27) dobro
definisan. U nastavku ćemo naći inverz dobijenog diska Qi korǐsćenjem definicije
(1.56),

Qi(Z (k))Ic = {q(k)
i ; η(k)

i }Ic =

{
d

(k)
i ;

η
(k)
i

|q(k)
i |(|q(k)

i | − η
(k)
i )

}
=: Di(Z (k)).
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Korǐsćenjem tvrd̄enja (iii) i (iv) Leme 5.4 ocenjujemo poluprečnik dobijenog
diska Di(Z (k)),

radDi(Z (k)) =
η

(k)
i

|q(k)
i |(|q(k)

i | − η
(k)
i )

<

9(n− µi)|εi|r
ρ2

4/5(4/5− 9/50)
<

19(n− µi)|εi|r
ρ2

.

Za proizvod diskova Di(Z (k)) i Bi(Z (k)), na osnovu definicije (1.53) i dobijenih
granica za |d(k)

i | i |b(k)
i | (tvrd̄enja (v) i (vi) Leme 5.4), imamo

Di(Z (k)) ·Bi(Z (k)) ⊂
{

d
(k)
i ;

19(n− µi)|εi|r
ρ2

}
·
{

b
(k)
i ;

6n(n− µi)|εi|3r
ρ3

}

⊂
{

d
(k)
i b

(k)
i ;

76n(n− µi)|εi|3r
ρ3

}
.

Intervalni metod (5.27) se može prikazati u obliku

Ẑi = zi − µiui −Di(Z (k)) ·Bi(Z (k)), (5.42)

odakle nalazimo da je
r̂ = O(|ε|3r) (5.43)

i

r̂ <
76n(n− µ)r4

ρ3
. (5.44)

Iz nejednakosti (5.44) sledi

r̂ < 76n(n− µ)
r3

ρ3
r <

76n
125(n− µ)2

r <
1
2

r. (5.45)

Za centar ẑi diska Ẑi dobijamo iz (5.42)

ẑi = mid Ẑi = zi − µiui − d
(k)
i b

(k)
i , (5.46)

pa je
ε̂i = ẑi − ζi = εi − µiui − d

(k)
i b

(k)
i , (5.47)

odakle je

ε̂i = εi − µiui −
ui

2µ2
i εiΣ1,i + ε2

i µiΣ
2
1,i − µ2

i ε
2
i Σ2,i

(µi + εiΣ1,i)2
− µiu

3
i ((s

(k)
1,i )

2 − µis
(k)
2,i )

2(1− uis
(k)
1,i )

2

= εi − µiui −
2µ2

i ε
2
i Σ1,i + µiε

3
i (Σ

2
1,i − (s(k)

1,i )
2)− µ2

i ε
3
i (Σ2,i − s

(k)
2,i )

2(µi + εiΣ1,i)3(1− uis
(k)
1,i )

2
. (5.48)
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Ispitajmo sada razliku

Σ1,i − s
(k)
1,i =

∑

j 6=i

µj

( 1
zi − ζj

− g
(k)
ij

)
=

∑

j 6=i

µjξ
(k)
j εk+1

j

(zi − ζj)χ
(k)
ij

= OM (αεk+1),

gde je α konstanta. Odavde je

Σ2
1,i − (s(k)

1,i )
2 = (Σ1,i − s

(k)
1,i )(Σ1,i + s

(k)
1,i ) = OM (α′εk+1)

i

Σ2,i −
∑

j 6=i

µj(g
(k)
ij )2 =

∑

j 6=i

µj

( 1
(zi − ζj)2

− g
(k)
ij

)2

=
∑

j 6=i

µj

( 1
zi − ζj

− g
(k)
ij

)( 1
zi − ζj

+ g
(k)
ij

)

= OM (α′′εk+1).

Pomoću dobijenih ocena i (5.28) dobijamo iz (5.48)

ε̂ = ε3OM (α
′′′

εk+1). (5.49)

Na osnovu tvrd̄enja (i), (v) i (vi) Leme 5.4 nalazimo iz (5.46), korǐsćenjem
nejednakosti (5.24),

|ẑi − zi| = |µiui − d
(k)
i b

(k)
i | < 5

4
ri +

5
4
· 26(n− µi)|εi|2

5ρ
<

8
3

ri. (5.50)

S obzirom na nejednakosti (5.24), (5.45) i (5.50) imamo

|ẑi − ẑj | ≥ |zi − zj | − |ẑi − zi| − |ẑj − zj | > ρ + rj − 8
3

ri − 8
3

rj > 5(n− µ)r − 13
3

r

> 2r̂
[
5(n− µ)− 13

3

]
.

Na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo za proizvoljni par indeksa i, j ∈ Iν (i 6=
j)

|ẑi − ẑj | > 2r̂ ≥ r̂i + r̂j ,

što ukazuje da su diskovi Ẑ1, . . . , Ẑν disjunktni po parovima. Takod̄e, za proizvoljni
par i, j ∈ Iν (i 6= j) važi

|ẑi − ẑj | − r̂j > 2r̂
[
5(n− µ)− 13

3

]
− r̂ > 5(n− µ)r̂.
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Dakle,
ρ̂ > 5(n− µ)r̂.

Na taj način smo dokazali da početni uslov (5.40) dovodi do nejednakosti istog
oblika samo za vrednost indeksa m = 1. Konkretno, nejednakost (5.45) u obliku
r(1) < r(0)/2 ukazuje na kontrakciju novih kružnih aproksimacija Z

(1)
1 , . . . , Z

(1)
ν .

Ponavljajući gornju proceduru i argumentaciju za proizvoljnu vrednost indeksa
m ≥ 0 možemo da izvedemo sve gornje relacije za vrednost indeksa m + 1. Kako
su ove relacije već dokazane za m = 0, matematičkom indukcijom zaključujemo da
one važe, pod uslovom (5.40), za svako m ≥ 1. Konkretno, imamo

ρ(m) > 5(n− µ)r(m) (5.51)

(tvrd̄enje 1◦) i

r(m+1) <
r(m)

2
. (5.52)

Na osnovu nejednakosti (5.52) zaključujemo da niz poluprečnika {r(m)} teži ka
nuli, što znači da je inkluzivni metod (5.27) konvergentan. Dalje, kako (5.51) važi,
sva tvrd̄enja Lema 5.4 i 5.5 važe za proizvoljno m što znači da je pobolǰsani metod
(5.27) dobro definisan u svakom iterativnom koraku.

Pretpostavimo da je ζi ∈ Z
(m)
i za svako i ∈ Iν . Tada iz (5.3) i (5.27) dobijamo

da ζi ∈ Z
(m+1)
i (na osnovu osobine inkluzivne izotonosti). Kako je ζi ∈ Z

(0)
i (pret-

postavka teoreme) sledi indukcijom da ζi ∈ Z
(m)
i za svako i ∈ Iν i m = 0, 1, . . .

(tvrd̄enje 2◦).
Ostaje da odredimo donju granicu R-reda konvergencije pobolǰsanog metoda

(5.27) (tvrd̄enje 3◦). Nizovi centara {z(m)
i } i poluprečnika {r(m)

i } diskova Z
(m)
i

dobijenih metodom (5.27) su med̄usobno zavisni. Zbog jednostavnosti, kao i u
slučaju jednostrukih nula, usvojićemo da je 1 > |ε(0)| = r(0) > 0. Na osnovu
(5.43) i (5.49) primećujemo da se ovi nizovi ponašaju po sledećim asimptotskim
relacijama

ε(m+1) ∼ (ε(m))k+4, r(m+1) ∼ (ε(m))3r(m).

Iz ovih relacija formiramo R-matricu P2 =

[
k + 4 0

3 1

]
sa spektralnim radijusom

ρ(P2) = k + 4 i odgovarajućim sopstvenim vektorom xρ = ((k + 3)/3, 1) > 0.
Odavde, na osnovu Teoreme 1.7, dobijamo

OR(5.27) ≥ ρ (P2) = k + 4. ¤
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5.7 Numerički primeri za metod sa korekcijama

Da bismo testirali osobine konvergencije predloženog inkluzivnog metoda (5.42)
primenićemo ga na rešavanje polinomskih jednačina uz korǐsćenje centralne inver-
zije (1.56). Da bismo sačuvali sve značajne cifre dobijenih aproksimacija, primenili
smo odgovarajuće algoritme korǐsćenjem programskog paketa Mathematica 7.0 sa
aritmetikom vǐsestruke preciznosti.

Primer 5.3 Intervalne metode za nalaženje vǐsestrukih nula (5.27) smo primenili
na odred̄ivanje nula polinoma

P (z) = z15 − (8− 3i)z14 + (28− 24i)z13 − (58− 86i)z12 + (81− 190i)z11

−(86− 287i)z10 + (82− 278i)z9 − (68− 72i)z8 + (20 + 320i)z7

+(104− 692i)z6 − (312− 760i)z5 + (464− 384i)z4 − (320 + 256i)z3

−(128− 576i)z2 + (384− 384i)z − 256.

Tačne nule polinoma su −1, 2, 1 ± i, i, −2i, vǐsestrukosti 2, 3, 2, 2, 3, 3, respek-
tivno. Početni diskovi su Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.4}, sa centrima

z
(0)
1 = −1.1 + 0.2i, z

(0)
2 = 2.2− 0.1i, z

(0)
3 = 0.9 + 1.1i,

z
(0)
4 = 0.8− 1.1i, z

(0)
5 = 0.1 + 1.2i, z

(0)
6 = 0.2− 1.9i.

Maksimalni poluprečnici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna ko-
raka dati su u Tabeli 5.3.

r(1) r(2) r(3)

(5.27), k = 0 4.24(−1) 3.82(−7) 7.94(−33)
(5.27), k = 1 2.17(−1) 8.97(−9) 4.08(−50)
(5.27), k = 2 2.23(−1) 6.56(−11) 1.43(−72)

Tabela 5.3: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 5.3

Primer 5.4 Iste metode kao u Primeru 5.3 smo primenili na primeru polinoma iz
Primera 5.1 sa početnim diskovima Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.4}, sa centrima

z
(0)
1 = −1.1 + 0.1i, z

(0)
2 = −2.2− 0.1i, z

(0)
3 = 1.1 + 1.2i,

z
(0)
4 = 0.9− 1.1i, z

(0)
5 = −0.1 + 0.9i, z

(0)
6 = 0.1− 1.1i,

z
(0)
7 = 2.2− 0.1i, z

(0)
8 = −2.1 + 0.9i.

Maksimalni poluprečnici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna ko-
raka dati su u Tabeli 5.4.



144 5 Novi intervalni metod za vǐsestruke nule polinoma

r(1) r(2) r(3)

(5.27), k = 0 1.17(−1) 9.99(−8) 1.20(−34)
(5.27), k = 1 2.45(−1) 8.12(−9) 4.11(−50)
(5.27), k = 2 2.23(−1) 7.31(−11) 2.29(−73)

Tabela 5.4: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova dobijenih u Primeru 5.4



Poglavlje 6

Ubrzani metodi Gargantini-Henricijevog tipa

Cilj ovog poglavlja je da predstavi dva metoda vǐseg reda za simultanu inklu-
ziju prostih ili vǐsestrukih nula polinoma. Predloženi algoritmi poseduju primetno
brzu konvergenciju sa samo nekoliko dodatnih numeričkih operacija, što značajno
povećava njihovu računsku efikasnost. Rezultati izloženi u ovom poglavlju pred-
stavljaju originalni doprinos i publikovani su u radu [140] (M. S. Petković, M. R.
Milošević, D. M. Milošević, Numerical Algorithms).

6.1 Algoritam 1: Gargantinijev inkluzivni metod

Prvo ćemo izložiti Gargantini-Henricijev iterativni metod [42] za simultanu inklu-
ziju prostih nula polinoma. Ovaj metod predstavlja osnovu za razvoj nove familije
ubrzanih inkluzivnih metoda koji će ovde biti predloženi.

Razmotrimo monični polinom n-tog stepena (n ≥ 3)

P (z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0 =

n∏

j=1

(z− ζj), (ai ∈ C, i ∈ {0, . . . , n− 1})

sa prostim (realnim ili kompleksnim) nulama ζ1, . . . , ζn, i neka je u(z) = P (z)/P ′(z)
Newtonova korekcija. Korǐsćenjem logaritamskog diferenciranja nalazimo

d

dz
(log P (z)) =

P ′(z)
P (z)

=
1

u(z)
=

1
z − ζi

+
n∑

j=1
j 6=i

1
z − ζj

.

Rešavanjem poslednje jednakosti po ζi dobijamo sledeću nula-relaciju:

145
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ζi = z − 1
1

u(z)
−

n∑
j=1
j 6=i

1
z − ζj

. (6.1)

Neka je In := {1, . . . , n} indeksni skup. Pretpostavimo da imamo n disjunktnih
diskova Z1, . . . , Zn takvih da je ζj ∈ Zj (j ∈ In). Stavimo da je z = zi = midZi

u (6.1). Kako je ζj ∈ Zj (j ∈ In), na osnovu osobine inkluzivne izotonosti iz (6.1)
sledi

ζi ∈ zi − 1
1

u(zi)
−

n∑
j=1
j 6=i

1
z − Zj

(i ∈ In). (6.2)

Neka su Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
n početni disjunktni diskovi koji sadrže nule ζ1, . . . , ζn, to

jest, ζi ∈ Z
(0)
i za svako i ∈ In. Relacija (6.2) sugerǐse sledeći metod za simultanu

inkluziju svih prostih nula polinoma P :

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − 1

1

u
(m)
i

−
n∑

j=1
j 6=i

1

z
(m)
i − Z

(m)
j

(i ∈ In, m = 0, 1, . . .). (6.3)

Ovde su z
(m)
i = midZ

(m)
i centri diskova Z

(m)
i u m-toj iteraciji i u

(m)
j = u(z(m)

i ).
Dobijeni intervalni metod (6.3) je trećeg reda i razmatran je od strane Gargantini-
jeve i Henricija u [42]. Zapazimo da je red konvergencije metoda (6.3) jednak tri,
nezavisno od tipa primenjene inverzije diskova. Ovo neće biti slučaj kod inkluzivnih
metoda sa korekcijama, što će biti pokazano kasnije.

6.2 Algoritam 2: Inkluzivni metod šestog reda

Intervalni iterativni metod (6.3) se može ubrzati korǐsćenjem pristupa izloženog
u [21] i [120] koji se baziraju na primeni pogodnih korekcija koje proizilaze iz
iterativnih metoda za nalaženje prostih nula nelinearnih jednačina. Povećanje
računske efikasnosti bi trebalo da bude postignuto uz korǐsćenje što je manje
moguće dodatnih operacija, na primer, korǐsćenjem već izračunatih vrednosti. Ovaj
pristup je ilustrovan na primeru Gargantini-Henricijevog metoda (6.3).

Intervalni inkluzivni metod (6.3) može se ubrzati korǐsćenjem pogodnih korekcija
C

(m)
i koje se javljaju u iterativnoj formuli

z
(m+1)
i = z

(m)
i − C

(m)
i (m = 0, 1, . . .),
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koja definǐse iterativni metod za nalaženje nule. Tada, ako je

ζj ∈ Z
(m)
j =⇒ ζj ∈ Z

(m)
j − C

(m)
j

za svako j ∈ In u svakom iterativnom koraku m, inkluzivni metod (6.3) postaje

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − 1

1

u
(m)
i

−
n∑

j=1
j 6=i

INV
(
z
(m)
i − Z

(m)
j + C

(m)
j

) (i ∈ In, m = 0, 1, . . .).

(6.4)
Ovde INV ∈ {()−1, ()Ic} označava jednu od inverzija datih sa (1.55) i (1.56).

Na primer, stavljajući C
(m)
j = u

(m)
j u (6.4), dobija se sledeći inkluzivni metod

četvrtog reda sa Newtonovom korekcijom za inkluziju svih prostih nula (pod-
razumevajući korǐsćenje centralne inverzije (1.56))

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − 1

1

u
(m)
i

−
n∑

j=1
j 6=i

1

z
(m)
i − Z

(m)
j + u

(m)
j

(i ∈ In, m = 0, 1, . . .). (6.5)

O prednosti korǐsćenja centralne inverzije nad tačnom videti Primedbu 4.3.
Napomenimo još da korǐsćenje tačne inverzije (1.55) može ubrzati konvergenciju
samo do izvesne granice kada se primenjuju korekcije u (6.4). Kao ilustarciju,
primetimo da primena tačne inverzije u (6.5) daje R-red (3 +

√
17)/2 ≈ 3.562,

videti [21]. Iz tog razloga, u nastavku ćemo raditi samo sa centralnom inverzijom
(1.56), obično bez posebnog naglašavanja.

U ovom odeljku ćemo primeniti korekcije koje se javljaju u dvo-koračnim
metodima za rešavanje nelinearnih jednačina. Prvo ćemo razmotriti široku klasu
dvo-koračnih metoda u obliku

φ(z) = z − C(z), C(z) = u(z) + h(t)
P (z − u(z))

P ′(z)
, t = t(z) =

P (z − u(z))
P (z)

,

(6.6)
gde je h najmanje dva-puta diferencijabilna funkcija koja zadovoljava uslove h(0) =
1, h′(0) = 2 i |h′′(0)| < ∞ [145]. Zapazimo da se gornja iterativna formula zm+1 =
φ(zm) (m = 0, 1, . . .) može primeniti ne samo na algebarske polinome, već na bilo
koju diferencijabilnu funkciju.

Neka je C
(m)
i = C(z(m)

i ) korekcija definisana sa (6.6) u m-tom iterativnom
koraku. Ako je

ζj ∈ Z
(m)
j =⇒ ζj ∈ Z

(m)
j − C

(m)
j ,
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za svako j ∈ In u svakom iterativnom koraku m, tada, na osnovu (6.4), možemo
konstruisati novi inkluzivni metod sa korekcijama

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − 1

1

u
(m)
i

−
n∑

j=1
j 6=i

1

z
(m)
i − Z

(m)
j + u

(m)
j + h(t(m)

j )
P (z(m)

j − u
(m)
j )

P ′(z(m)
j )

, (6.7)

gde je t
(m)
j = P (z(m)

j − u
(m)
j )/P (z(m)

j ), i ∈ In i m = 0, 1, . . . . Kao što je ranije
pomenuto, primenjena je centralna inverzija u (6.7) i svim iterativnim formulama
u nastavku.

Primedba 6.1 Izborom odgovarajuće funkcije h(t) u (6.6) možemo dobiti neke
nove i neke poznate iterativne metode za nalaženje prostih nula polinomskih
jednačina (videti, na primer, metod (6.7) sa funkcijama (6.34) do (6.39) u Odeljku
6.6). U specijalnom slučaju se dobija samo-proverljivi metod koji je proučavan u
[119].

Primedba 6.2 Da bi se smanjilo ukupno vreme izvršavanja programa, u svakom
iterativnom koraku je neophodno prvo izračunati sve korekcije C

(m)
j .

6.3 Analiza konvergencije pobolǰsanih inkluzivnih metoda

U ovom odeljku ćemo izložiti analizu konvergencije intervalnog metoda (6.7). Zbog
jednostavnosti, izostavićemo sve iterativne indekse m i označićemo sve veličine u
(m + 1)-oj iteraciji dodatnim simbolom ̂ . Takod̄e, da bismo ocenili red konver-
gencije iterativnog metoda (6.7), uvešćemo greške

εi = zi − ζi, ε̂i = ẑi − ζi (i ∈ In).

Ovde podrazumevamo da je εi = OM (εj) za svaki par i, j ∈ In. Simbol OM ukazuje
na činjenicu da dva kompleksna broja w1 i w2 imaju module istog reda, to jest da
je, |w1| = O(|w2|).

Prvo ćemo dokazati sledeće dve leme:

Lema 6.1 Iterativni metod

ẑi = zi − ui − h(ti)
P (zi − ui)

P ′(zi)
, (6.8)
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gde je

ti =
P (zi − ui)

P (zi)

i h proizvoljna dva puta diferencijabilna funkcija koja zadovoljava uslove h(0) = 1,
h′(0) = 2 i |h′′(0)| < ∞, ima red konvergencije jednak četiri.

Dokaz. Neka je

Ak,i =
P (k)(ζi)
k!P ′(ζi)

(k ≥ 2).

Korǐsćenjem Taylorovog razvoja oko nule ζi, nalazimo

P (zi) = P ′(ζi) εi +
1
2

P ′′(ζi) ε2
i +

1
6

P ′′′(ζi) ε3
i +

1
24

P (4)(ζi) ε4
i +OM (ε5

i ), (6.9)

P ′(zi) = P ′(ζi) + P ′′(ζi) εi +
1
2

P ′′′(ζi) ε2
i +

1
6

P (4)(ζi) ε3
i +OM (ε4

i ), (6.10)

Na osnovu (6.9) i (6.10) nalazimo

ηi = zi − P (zi)
P ′(zi)

− ζi

= A2,i ε
2
i + (2A3,i − 2A2

2,i) ε3
i + (3A4,i − 7A2,iA3,i + 4A3

2,i) ε4
i +OM (ε5

i ), (6.11)

Primenom Taylorovog razvoja dobijamo

P (zi − ui) = P ′(ζi)(ηi + A2,iη
2
i + A3,iη

3
i + A4,iη

4
i +OM (η5

i )),

odakle, uz korǐsćenje (6.11), posle kraćeg izračunavanja imamo

P (zi−ui) = P ′(ζi)(A2,iε
2
i +(2A3,i−2A2

2,i)ε
3
i +(5A3

2,i−7A2,iA3,i+3A4,i)ε4
i +OM (ε5

i )).
(6.12)

Na osnovu (6.10) i (6.12) nalazimo

P (zi − ui)
P ′(zi)

= A2,iε
2
i +(2A3,i− 4A2

2,i)ε
3
i +(13A3

2,i− 14A2,iA3,i +3A4,i)ε4
i +OM (ε5

i ).

(6.13)
Funkcija h se može aproksimirati svojim Taylorovim polinomom drugog reda u

okolini tačke t = 0 na sledeći način

h(t) ≈ h(0) + h′(0)t +
h′′(0)

2
t2. (6.14)

Korǐsćenjem relacija (6.9) i (6.12) dobijamo
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ti =
P (zi − ui)

P (zi)
= A2,iεi+(2A3,i−3A2

2,i)ε
2
i +(8A3

2,i−10A2,iA3,i+3A4,i)ε3
i +OM (ε4

i ),

tako da je, iz (6.14),

h(ti) = h(0) + A2,ih
′(0)εi + (2A3,ih

′(0) + A2
2,i(h

′′(0)/2− 3h′(0)))ε2
i

+(3A4,ih
′(0) + A3

2,i(8h′(0)− 3h′′(0)) + 2A2,iA3,i(h′′(0)− 5h′(0)))ε3
i

+OM (ε4
i ). (6.15)

Sada iz relacija (6.13) i (6.15), koristeći programski paket Mathematica, dobi-
jamo relaciju greške

ε̂i = ẑi − ζi = zi − ui − h(ti)
P (zi − ui)

P ′(zi)
− ζi = ηi − h(ti)

P (zi − ui)
P ′(zi)

=
[
A2,i(1− h(0))

]
ε2
i +

[
−2A3,i(h(0)− 1) + A2

2,i(4h(0)− h′(0)− 2)
]
ε3
i

+
[
−3A4,i(h(0)− 1) + A2,iA3,i(−7 + 14h(0)− 4h′(0))

+A3
2,i(4− 13h(0) + 7h′(0)− h′′(0)/2)

]
ε4
i +OM (ε5

i ).

Zamenjujući početne uslove leme h(0) = 1 i h′(0) = 2 u poslednjem izrazu za
ε̂i, nalazimo

ε̂i =
[
A3

2,i(5− h′′(0)/2)−A2,iA3,i

]
ε4
i +OM (ε5

i ).

Kako je h′′(0) ograničena veličina, iz poslednje relacije zaključujemo da je red
konvergencije familije dvo-koračnih metoda (6.8) jednak četiri. ¤

U nastavku ćemo koristiti sledeće skraćenice:

ε = max
1≤i≤n

|εi|, r = max
1≤i≤n

ri, vij = zi − zj + Cj ,

Yi =
P ′(zi)
P (zi)

−
n∑

j=1
j 6=i

1
zi − Zj + cj

=: {yi; ρi},

gde je Cj = C(zj) dato sa (6.6).

Lema 6.2 Za inluzivni metod (6.7) važe sledeća tvrd̄enja:

(i) r̂ = OM (ε2r);
(ii) ε̂ = OM (ε6).
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Dokaz. Neka je Zj = {zj ; rj}. Tada je zi−Zj +Cj = {vij ; rj} i korǐsćenjem relacije

P ′(zi)
P (zi)

=
n∑

j=1

1
zi − ζj

i operacija kružne aritmetike (uz primenu centralne inverzije (1.56)), nalazimo

Yi =
n∑

j=1

1
zi − ζj

−
n∑

j=1
j 6=i

{
1
vij

;
rj

|vij |(|vij | − rj)

}

=
1
εi

+
n∑

j=1
j 6=i

{
Cj + ζj − zj

(zi − ζj) vij
;

rj

|vij |(|vij | − rj)

}
.

Kako je Cj + ζj − zj = OM (ε4
j ) (videti Lemu 6.1), vij = OM (1) i zi − ζj = OM (1),

imamo

yi = midYi =
1
εi

+
n∑

j=1
j 6=i

Cj + ζj − zj

(zi − ζj) vij
=

1
εi

+OM (ε4) (6.16)

i

ρi = radYi =
n∑

j=1
j 6=i

rj

|vij |(|vij | − rj)
= OM (r). (6.17)

Korǐsćenjem uvedenih skraćenica, diskovi dobijeni inkluzivnim metodom (6.7)
se mogu prikazati u obliku

Ẑi := {ẑi; r̂i} = zi − 1
{yi; ρi} =

{
zi − 1

yi
;

ρi

|yi|(|yi| − ρi)

}
.

Na osnovu toga uz korǐsćenje (6.14) i (6.15) dobijamo

ε̂i = ẑi − ζi = εi − 1
yi

= εi − 1
1/εi +OM (ε4)

=
ε2
iOM (ε4

i )
1 +OM (ε5)

= OM (ε6)

i

r̂i =
ρi

|yi|(|yi| − ρi)
=

ρi

|1/εi +OM (ε4)|(|1/εi +OM (ε4)| − ρi)
= OM (ε2r). ¤

Za familiju inkluzivnih metoda (6.7) možemo formulisati sledeću teoremu:

Teorema 6.1 Neka su Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
n dovoljno mali početni inkluzivni diskovi takvi

da je ζi ∈ Z
(0)
i (i ∈ In). Tada je donja granica R-reda konvergencije familije

intervalnih metoda (6.7) jednaka šest.
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Dokaz. Zbog jednostavnosti, što je uobičajeno u ovom tipu analize, usvojićemo
da je 1 > |ε(0)| = r(0) > 0, što znači da radimo sa modelom ,,najgoreg slučaja”.
Ova pretpostavka nema uticaja na konačni rezultat graničnog procesa koji prime-
njujemo u cilju dobijanja donje granice R-reda konvergencije. Dalje, pretpostavka
teoreme da su početni diskovi dovoljno mali, ukazuje da su njihovi centri dovoljno
blizu pravim nulama. Dakle, dvo-koračni metod (6.8) ima red četiri.

Na osnovu Leme 6.2 primećujemo da se nizovi centara i poluprečnika ponašaju
po sledećim pravilima:

ε(m+1) ∼ (ε(m))6, r(m+1) ∼ (ε(m))2r(m),

gde oznaka a ∼ b znači a = O(b). Iz ovih relacija i Teoreme 1.7, formiramo R-
matricu

Q2 =

[
6 0
2 1

]
,

sa spektralnim radijusom ρ(Q2) = 6 i odgovarajućim sopstvenim vektorom xρ =
(5/2, 1) > 0. Dakle, na osnovu Teoreme 1.7, dobijamo

OR(6.7) ≥ ρ (Q2) = 6. ¤

6.4 Algoritam 3: Single-step metodi

Konvergencija metoda (6.3), (6.5) i (6.7) se može ubrzati primenom Gauss-
Seidelovog pristupa koji koristi već izračunate kružne aproksimacije u istoj iteraciji.
Na taj način, polazeći od uopštenog metoda (6.4) i korekcija Cj = 0, Cj = uj i Cj

datim sa (6.6), dobijamo sledeće metode u serijskom modu:

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − 1

1

u
(m)
i

−
i−1∑

j=1

1

z
(m)
i − Z

(m+1)
j

−
n∑

j=i+1

1

z
(m)
i − Z

(m)
j

, (6.18)

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − 1

1

u
(m)
i

−
i−1∑

j=1

1

z
(m)
i − Z

(m+1)
j

−
n∑

j=i+1

1

z
(m)
i − Z

(m)
j + u

(m)
j

, (6.19)

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − 1

1

u
(m)
i

−
i−1∑

j=1

1

z
(m)
i − Z

(m+1)
j

−
n∑

j=i+1

1

z
(m)
i − Z

(m)
j + C

(m)
j

, (6.20)
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gde je i ∈ In i m = 0, 1, . . . . Inkluzivni iterativni metodi (6.4) i (6.7) su realizovani
u paralelnom modu i poznati su još kao total-step metodi. Metodi (6.18), (6.19)
i (6.20) sa Gauss-Seidelovim pristupom su single-step metodi. Single-step metod
(6.18) je razmatran u [111], metod (6.19) u [21], dok je metod (6.20) nov.

Da bi se odredio R-red konvergencije single-step metoda (6.19) i (6.20) neop-
hodno je raditi sa 2n med̄usobno zavisnih nizova centara i poluprečnika diskova,
što je veoma težak zadatak. Dodatna otežavajuća okolnost je da se broj nula n
javlja kao parametar. Med̄utim, lako možemo oceniti granice R-reda konvergencije
razmatrajući granične slučajeve n = 2 i veoma veliko n.

Kako red konvergencije single-step metoda postaje gotovo jednak redu konver-
gencije odgovarajućeg total-step metoda kada je stepen polinoma veoma veliki, na
osnovu Teoreme 6.1 i rezultata datim u radovima [42] i [21] za total-step metode,
dobijamo

OR((6.18), n) ≈ OR((6.18),∞) = OR(6.3) ≥ 3,

OR((6.19), n) ≈ OR((6.19),∞) = OR(6.5) ≥ 4,

OR((6.20), n) ≈ OR((6.20),∞) = OR(6.7) ≥ 6. (6.21)

Razmotrimo sada single-step metode (6.18)–(6.20) za n = 2 što, praktično,
predstavlja trivijalni slučaj kvadratnog polinoma sa nulama ζ1 i ζ2. Pretpostavimo
pritom da je |ε(0)

1 | = |ε(0)
2 | = r

(0)
1 = r

(0)
2 < 1 (,,model najgoreg slučaja”). Uvedimo

greške

ε1 = zi − ζ1, ε2 = z2 − ζ2,

w
(1)
2 = z2 − ζ2 = ε2, w

(2)
2 = z2 − u(z2)− ζ2 = OM (ε2

2),

w
(3)
2 = z2 − c(z2)− ζ2 = OM (ε4

2),

koji se tiču metoda (6.18), (6.19) i (6.20), respektivno, i označimo ih indeksima
k = 1, 2, 3. U stvari, veličine w

(1)
2 , w

(2)
2 i w

(3)
2 ocenjuju respektivno blizinu centara

diskova Z2, Z2 − u(z2) i Z2 − C(z2) do nule ζ2.
Posle dosta elementarnog računa izveli smo sledeće ocene:

|ε̂1| ∼ |ε1|2|w(k)
2 |, |ε̂2| ∼ |ε1|2|ε2|2|w(k)

2 |, r̂1 ∼ |ε1|2r2, r̂2 ∼ |ε1|2|ε2|2r2.

Odgovarajuće R-matrice i njihovi spektralni radijusi su:

Q
(1)
4 =




2 1 0 0
2 3 0 0
2 0 0 1
2 2 0 1


 ,

ρ(Q(1)
4 ) = 4,

xρ = (1, 2, 1, 2) > 0,
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Q
(2)
4 =




2 2 0 0
2 4 0 0
2 0 0 1
2 2 0 1


 ,

ρ(Q(2)
4 ) = 5.236,

xρ = (0.809, 1.309, 0.5, 1) > 0,

Q
(3)
4 =




2 4 0 0
2 6 0 0
2 0 0 1
2 2 0 1


 ,

ρ(Q(3)
4 ) = 7.464,

xρ = (1.366, 1.866, 0.5, 1) > 0.

Na osnovu (6.21) i dobijenih R-matrica, možemo formulisati sledeće tvrd̄enje:

Teorema 6.2 Opsezi donjih granica R-redova konvergencije single-step metoda
(6.18), (6.19) i (6.20) su

OR(6.18) ∈ (3, 4), OR(6.19) ∈ (4, 5.236), OR(6.20) ∈ (6, 7.464).

6.5 Algoritam 4: Inkluzija vǐsestrukih nula

Neka su ζ1, . . . , ζν (2 ≤ ν ≤ n) proste ili vǐsestruke nule respektivne vǐsestrukosti
µ1, . . . , µν (µ1 + · · ·+ µν = n) moničnog polinoma

P (z) =
ν∏

j=1

(z − ζj)µj .

Na sličan način kao u Odeljku 6.1, polazeći od logaritamskog izvoda od P , izvodimo
nula-relaciju

ζi = z − µi

1
u(z)

−
ν∑

j=1
j 6=i

µj

z − ζj

(i ∈ Iν := {1, . . . , ν}). (6.22)

Ova relacija sugerǐse sledeći simultani inkluzivni metod za nalaženje svih prostih
ili vǐsestrukih nula polinoma P :

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − µi

1

u
(m)
i

−
ν∑

j=1
j 6=i

µj

z
(m)
i − Z

(m)
j

, (i ∈ Iν , m = 0, 1, . . .), (6.23)
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gde je z
(m)
i = midZ

(m)
i . Ovaj metod je predložen u [41] i ima red konvergencije

tri.
Polazeći od Schröderovog metoda drugog reda

ẑ = z − µ
f(z)
f ′(z)

za dobijanje vǐsestrukih nula vǐsestrukosti µ funkcije f i nula-relacije (6.22), u radu
[21] je dobijen sledeći simultani metod četvrtog reda sa Schröderovom korekcijom
za simultanu inkluziju vǐsestrukih nula polinoma u obliku:

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − µi

1

u
(m)
i

−
ν∑

j=1
j 6=i

µj

z
(m)
i − Z

(m)
j + µju(z(m)

j )

, (i ∈ Iν , m = 0, 1, . . .).

(6.24)
Naš cilj je dalje ubrzanje konvergencije metoda (6.24) korǐsćenjem samo neko-

liko dodatnih numeričkih operacija. Na taj način se povećava računska efikasnost
novog metoda. U Odeljku 2.2 je izveden simultani inkluzivni metod šestog reda
korǐsćenjem optimalnog dvo-koračnog metoda četvrtog reda. U ovom odeljku raz-
motrićemo drugi izazovni zadatak, konstrukciju simultanog metoda istog tipa, ali
za inkluziju vǐsestrukih nula. Do pre par godina izvod̄enje takvog metoda nije bilo
moguće, zato što optimalni metodi za vǐsestruke nule četvrtog reda, slični metodu
(6.8), nisu bili razvijeni. U med̄uvremenu, 2009. godine su Li i njegovi koautori u
[83] razvili sledeći dvo-koračni metod za nalaženje vǐsestrukih nula

ẑ = z − u(z) · β + γs(z)
1 + δs(z)

, s(z) =
f ′(z − τu(z))

f ′(z)
, (6.25)

gde su

τ =
2µ

µ + 2
, β = −µ2

2
, γ =

µ(µ− 2)
2

( µ

µ + 2

)−µ
, δ = −

( µ

µ + 2

)−µ

i µ je vǐsestrukost tačne nule ζ funkcije f (ne neophodno algebarskog polinoma
u opštem slučaju). Red konvergencije iterativnog metoda (6.25) je četiri, to jest,
relacija greške je

ẑ − ζ = OM ((z − ζ)4). (6.26)

(za dokaz, videti [83]).
Sledeći konstrukciju simultanih metoda (6.7) i nula-relacije (6.22), možemo kon-

struisati nov iterativni intervalni metod za simultanu inkluziju vǐsestrukih nula
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polinoma. Disk Zj koji se javlja u (6.23) se sada zamenjuje novim diskom Z̃j

izračunatim na sledeći način:

Z̃j = Zj − uj · βj + γjsj

1 + δjsj
,

gde smo stavili da je zj = mid Zj , uj = u(zj), sj = P ′(zj − τjuj)/P ′(zj) i

τj =
2µj

µj + 2
, βj = −µ2

j

2
, γj =

µj(µj − 2)
2

( µj

µj + 2

)−µj
, δj = −

( µj

µj + 2

)−µj
.

Na taj način dobijamo novi metod za simultanu inkluziju svih vǐsestrukih nula
datog polinoma,

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − µi

1

u
(m)
i

−
ν∑

j=1
j 6=i

µj

z
(m)
i − Z

(m)
j + u

(m)
j · βj+γjs

(m)
j

1+δjs
(m)
j

(i ∈ Iν , m = 0, 1, . . .),

(6.27)
gde je

s
(m)
j =

P ′(z(m)
j − τju

(m)
j )

P ′(z(m)
j )

.

Na sličan način kao u dokazu Teoreme 6.1, korǐsćenjem (6.26), može se dokazati
sledeće tvrd̄enje:

Teorema 6.3 Neka su Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν dovoljno mali početni diskovi takvi da je

ζi ∈ Z
(0)
i (i ∈ Iν). Donja granica R-reda konvergencije familije intervalnih metoda

(6.27) je u tom slučaju jednaka šest.

6.6 Algoritam 5: Single-step metodi za vǐsestruke nule

Kao u Odeljku 6.4 za proste nule, konvergencija metoda (6.23), (6.24) i (6.27)
se može ubrzati primenom Gauss-Seidelovog pristupa korǐsćenjem već izračunatih
kružnih aproksimacija u istoj iteraciji. Na taj način dobijamo sledeće single-step
metode:

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − µi

1

u
(m)
i

−
i−1∑

j=1

µj

z
(m)
i − Z

(m+1)
j

−
ν∑

j=i+1

µj

z
(m)
i − Z

(m)
j

, (6.28)
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Z
(m+1)
i = z

(m)
i − µi

1

u
(m)
i

−
i−1∑

j=1

µj

z
(m)
i − Z

(m+1)
j

−
ν∑

j=i+1

µj

z
(m)
i − Z

(m)
j + µju

(m)
j

,(6.29)

Z
(m+1)
i = z

(m)
i − µi

1

u
(m)
i

−
i−1∑

j=1

µj

z
(m)
i − Z

(m+1)
j

−
ν∑

j=i+1

µj

z
(m)
i − Z

(m)
j + C̃

(m)
j

, (6.30)

gde je

C̃
(m)
j = u

(m)
j · βj + γjs

(m)
j

1 + δjs
(m)
j

(videti (6.25)),

i ∈ Iν i m = 0, 1, . . . .

Kako je z2 − µ2 u(z2)− ζ2 = OM (ε2
2) i z2 − C̃(z2)− ζ2 = OM (ε4

2), kao u dokazu
Teoreme 6.2, direktno dobijamo:

Teorema 6.4 Opsezi donje granice R-reda konvergencije single-step metoda (6.28),
(6.29) i (6.30) su

OR(6.28) ∈ (3, 4), OR(6.29) ∈ (4, 5.236), OR(6.30) ∈ (6, 7.464).

Primedba 6.3 Izloženi metodi (6.23), (6.24) i (6.27)–(6.30) zahtevaju odred̄ivanje
početnih diskova koji sadrže željene nule i poznavanje njihove vǐsestrukosti. Oba
zadatka su veoma važna u teoriji iterativnih intervalnih procesa. Problem dobijanja
početnih diskova koji sadrže željene nule je proučavan, na primer, u [19], [57] i [121],
dok se efikasne procedure za odred̄ivanje reda vǐsestrukosti mogu naći u [75], [76],
[95] i [97].

6.7 Računska efikasnost

U ovom odeljku ćemo uporediti ponašanje konvergencije i računsku efikasnost
simultanih metoda (6.3), (6.5) i (6.7) za proste nule. Odgovarajući rezultati su
veoma slični i za vǐsestruke nule (metodi (6.23), (6.24) i (6.27)) tako da će oni
biti izostavljeni. Poznavanje računske efikasnosti je od praktičnog značaja u dizaj-
niranju paketa za nalaženje nula. Izbor inkluzivnog metoda (6.5) sa Newtonovom
korekcijom u komparativnim procedurama je potpuno opravdan s obzirom da,
do danas, ovaj metod poseduje najveću računsku efikasnost u klasi simultanih
inkluzivnih metoda koji se baziraju na nula-relaciji.
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Kao što je izloženo u [15], [89, Pogl. 1] i [113, Pogl. 6] računska efikasnost itera-
tivnog metoda IM (bilo u običnoj aritmetici bilo u intervalnoj aritmetici) može se
uspešno oceniti korǐsćenjem koeficijenta efikasnosti, koji je dat sa

E(IM) =
log r

θ
, (6.31)

gde r predstavlja R-red konvergencije iterativnog metoda IM, a θ je cena izračuna-
vanja vrednosti funkcije. Merenjem procesorskog vremena na različitim digital-
nim računskim mašinama i personalnim računarima sa različitim procesorima,
potvrd̄eno je da se rang lista metoda koji su dobijeni formulom (6.31) uglavnom
podudara sa realnim CPU vremenom.

Da bi se izvela cena izračunavanja θ, poželjno je koristiti aritmetičke operacije
po iteraciji uzete sa izvesnim težinama koje zavise od vremena izvršenja operacije,
razlikujući pri tom operacije sa realnim i kompleksnim brojevima. Označimo ove
težine sa ws, wm, wd i wk za sabiranje/oduzimanje, množenje, deljenje i traženje
kvadratnog korena, respektivno, za realne operacije, i w∗s , w∗m, w∗d i w∗k za komplek-
sne operacije. Primetimo da se kvadratni koren pojavljuje u izračunavanju modula
kompleksnih brojeva

|a + bi| =
√

a2 + b2.

Neka su, respektivno, S(n), M(n), D(n) i K(n) brojevi realnih operacija sabi-
ranja/oduzimanja, množenja, deljenja i korenovanja po jednoj iteraciji za svih n
nula datog polinoma n-tog stepena. Oznake S∗(n), M∗(n), D∗(n) i K∗(n) se odnose
na kompleksne aritmetičke operacije. U tom slučaju cena izračunavanja θ = θ(n)
se može (aproksimativno) izraziti u obliku

θ(n) = wsS(n) + wmM(n) + wdD(n) + wkK(n) + w∗sS
∗(n) + w∗mM∗(n)

+w∗dD
∗(n) + w∗kK

∗(n). (6.32)

Iz (6.31) i (6.32) sledi

E(IM, n) =
log r

θ(n)
. (6.33)

Primedba 6.4 Poslednja formula (6.33) može se izvesti na prirodni način. Pret-
postavimo da su (kompleksne) nule testiranog polima normalizovane i da leže na
jediničnom disku. Polazeći od početnih aproksimacija z

(0)
1 , . . . , z

(0)
n nula ζ1, . . . , ζn

kriterijum zaustavljanja je dat sa

max
1≤i≤n

|z(m)
i − ζi| < τ = 10−q,
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gde je m indeks iteracije, τ zahtevana tačnost i q broj značajnih decimalnih cifara
aproksimacija z

(m)
1 , . . . , z

(m)
n . Ako je

|z(0)
i − ζi| ≈ 10−1

za svako i ∈ In i r je red konvergencije primenjenog simultanog metoda, tada
se (teorijski) broj iterativnih koraka, neophodan za postizanje tačnosti τ , može
aproksimativno izračunati sa

m ≈ log q

log r
,

što sledi iz relacije 10q = 10−rm
. Kako je računska efikasnost E proporcionalna

recipročnoj vrednosti ukupne cene izračunavanja mθ(n) kompletnog iterativnog
procesa koji se sastoji od m iterativnih koraka, dobija se

E =
1

mθ(n)
=

1
log q

· log r

θ(n)
.

Da bismo ocenili iterativni metod za zadatu tačnost τ = 10−q, dovoljno je uporediti
vrednosti log r/θ(n), što je ekvivalentno sa (6.33).

Primedba 6.5 Primetimo da je korǐsćenje formule (6.33) za ocenu računske efikas-
nosti neophodno. Zaista, nemoguće je meriti vreme izvršenja iterativnog procesa
na modernim računarima, jer oni izvršavaju ogroman broj matematičkih operacija
u sekundi koji se izražava u gigaFLOPSima (109 operacija u pokretnom zarezu po
sekundi).

Broj potrebnih numeričkih aritmetičkih operacija u realizaciji inkluzivnih me-
toda (6.3), (6.5) i (6.7), odvojeno u kompleksnoj i realnoj aritmetici, dat je u
Tabelama 6.1 i 6.2, respektivno. Naime, radeći sa diskovima, neke operacije se
izvode u realnoj aritmetici, što smo iskoristili da smanjimo ukupnu računsku cenu.

Izračunali smo težine (koje se javljaju u (6.32)) na osnovu složenosti osnovnih
operacija u aritmetici vǐsestruke preciznosti koristeći rezultate date u [16] i [17].
Podrazumeva se da je korǐsćena reprezentacija brojeva u pokretnom zarezu u bina-
rnom sistemu od b bitova, to jest, korǐsćena je ,,b preciznost” brojeva (terminologija
korǐsćena u [17]) koja daje rezultat sa relativnom greškom aproksimativno 2−b.
Sledeći rezultate date u [16] i [17], vreme izvršenja tb(S) sabiranja i oduzimanja
je reda O(b). Korǐsćenjem Schönhage-Strassenovog množenja (videti [37] i [178]),
dobija se da je tb(M) = O(b log b log(log b)). Težine koje se javljaju u (6.32) se
tada odred̄uju proporcionalno ovim vremenima izvršenja i normalizovane su na
tb(S) kao što sledi (videti [16] za detalje):
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metodi S(n) M(n) D(n) K(n)
(6.3) 3n2 − n 3n2 n2 n2

(6.5) 3n2 − n 3n2 n2 n2

(6.7) 3n2 − n 3n2 n2 n2

Tabela 6.1: Broj realnih operacija

metodi S∗(n) M∗(n) D∗(n)
(6.3) 4n2 − 2n 2n2 − n n2 + n
(6.5) 4n2 − n 2n2 − n n2 + 2n
(6.7) 5n2 3n2 n2 + 3n

Tabela 6.2: Broj kompleksnih operacija

wm = log b log(log b), w∗m = 3wm, wd = 4wm, w∗d = 10wm, wk = 5.5wm.

Primenjujući (6.33) izračunali smo u procentima odnose za 128-bitnu arhitek-
turu (b = 128)

ρ9,5(n) =
(
E((6.7), n)/E((6.3), n)− 1

)
· 100(u %), (novi/GH%)

ρ9,7(n) =
(
E((6.7), n)/E((6.5), n)− 1

)
· 100(u %), (novi/GN%),

gde GH, GN i novi ukazuju na Gargantini-Henricijev metod (6.3), Gargantinijev
metod sa Newtonovom korekcijom (6.5) i novu familiju (6.7), respektivno. Odnosi
ρ9,5(n) (puna linija) i ρ9,7(n) (isprekidana linija) su grafički prikazani na Slici 6.1
kao funkcije stepena polinoma n. Ovi odnosi pokazuju pobolǰsanje računske efikas-
nosti novog metoda (6.7) u odnosu na metode (6.3) i (6.5), izraženo u procentima.
Gotovo iste krive su dobijene i za 64-bitnu arhitekturu (b = 64). Primetimo da
se samo zanemarljiva promena odnosa javlja sa korǐsćenjem težina proporcional-
nim vremenima izvršenja osnovnih operacija za osmostruku preciznost (mašinska
preciznost 10−67) za Pentium M 2.8 GHz koji radi sa dFedora core 3 i Opteron
64-bitnim procesorom (podaci uzeti iz [38]).

Sa Slike 6.1 primećujemo da je nova familija intervalnih metoda (6.7) mnogo
efikasnija od metoda (6.3) i (6.5). Pobolǰsanje je značajno posebno u odnosu
na Gargantini-Henricijev metod (6.3). Imajući na umu da je metod (6.5) sa
Newtonovom korekcijom rangiran kao najefikasniji inkluzivni metod u posmatra-
noj klasi metoda, zaključujemo da predložena familija (6.7) generǐse najefikasnije
metode za simultanu inkluziju nula polinoma u klasi metoda koji se baziraju na
nula-relaciji i koji su realizovani u kružnoj kompleksnoj aritmetici.
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Slika 6.1

6.8 Numerički primeri

Da bismo demonstrirali ponašanje konvegencije izloženih metoda, daćemo u ovom
odeljku dva numerička primera za proste i vǐsestruke nule.

Inkluzivni metodi (6.3), (6.5) i (6.7) za proste nule i metodi (6.23), (6.24) i
(6.27) za vǐsestruke nule i njihove single-step varijante su testirane za rešavanje
vǐse polinomskih jednačina. Novi metod (6.7) i njegova single-step modifikacija
(6.20) su primenjeni koristešćenjem sledećih šest funkcija h:

h(t) =
1 + a1t

1 + (a1 − 2)t
, (6.34)

h(t) =
(

1 +
2
a2

t

)a2

, (6.35)

h(t) =
1 + a3t

2

1− 2t
, (6.36)

h(t) =
1

1− 2t + a4t2
, (6.37)

h(t) =
t2 + (a5 − 2)t− 1

a5t− 1
, (6.38)
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h(t) =
1
t

(
2

1 +
√

1− 4t
− 1

)
, (6.39)

gde su a1, a3, a4, a5 proizvoljni parametri i a2 6= 0 je proizvoljni racionalni broj.
Navedene funkcije, koje se javljaju u (6.6), su tako izabrane da zadovoljavaju
pomenute uslove h(0) = 1, h′(0) = 2 i |h′′(0)| < ∞, imaju jednostavni oblik i
poseduju promenljivi parametar (izuzev (6.39)). Postoje drugi različiti oblici za h,
ali su oni dati komplikovanijim izrazima.

U cilju obezbed̄ivanja inkluzije nula u drugoj i trećoj iteraciji, koje proizvode
veoma male diskove, koristili smo programski paket Mathematica 7 sa aritmetikom
vǐsestruke preciznosti.

Primer 6.1 U cilju nalaženja kružnih aproksimacija nula polinoma

P (z) = z18 + 12z16 + 268z14 + 2 784z12 + 34 710z10 + 324 696z8

+620 972z6 − 2 270 592z4 − 28 303 951z2 − 25 704 900

primenili smo intervalne metode (6.3), (6.5) i (6.7) i njihove single-step varijante
(6.18), (6.19) i (6.20). Nule polinoma P su ζ1,2 = 1 ± 2i, ζ3,4 = −1 ± 2i, ζ5,6 =
±2, ζ7,8 = ±i, ζ9,10 = 3 ± 2i, ζ11,12 = −3 ± 2i, ζ13,14 = 2 ± 3i, ζ15,16 = −2 ±
3i, ζ17,18 = ±3i. Početni diskovi su Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.5}, sa centrima u tačkama

z
(0)
1 = 1.1 + 2.2i, z

(0)
2 = 1.2− 2.1i, z

(0)
3 = −1.2 + 2.1i,

z
(0)
4 = −1.2− 2.1i, z

(0)
5 = 2.2 + 0.1i, z

(0)
6 = −2.1 + 0.1i,

z
(0)
7 = −0.2 + 0.9i, z

(0)
8 = 0.2− 1.1i, z

(0)
9 = 3.1 + 1.9i,

z
(0)
10 = 3.2− 1.9i, z

(0)
11 = −3.2 + 1.9i, z

(0)
12 = −3.2− 1.9i,

z
(0)
13 = 2.2 + 2.9i, z

(0)
14 = 2.2− 2.9i, z

(0)
15 = −2.2 + 2.9i,

z
(0)
16 = −2.2− 2.9i, z

(0)
17 = 0.2 + 3.1i, z

(0)
18 = −0.2− 2.9i.

Maksimalni poluprečnici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna koraka
dati su u Tabelama 6.3 i 6.4.

Primer 6.2 Total-step metodi (6.23), (6.24) i (6.27) i njihove single-step vari-
jante (6.28), (6.29) i (6.30) su primenjeni na simultanu inkluziju vǐsestrukih nula
polinoma

P (z) = z18 + (2− 2i)z17 − 14z16 − (18− 26i)z15 + (80− 12i)z14 + (26− 118i)z13

−(238− 136i)z12 + (146 + 182i)z11 + (307− 476i)z10 − (380− 160i)z9

+(236 + 320i)z8 + (32− 712i)z7 − (804− 880i)z6 + (512 + 96i)z5

−(80 + 832i)z4 − (1024− 1152i)z3 − (448− 256i)z2

−(1024− 512i)z + (−768 + 1024i).
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metodi r(1) r(2) r(3)

(6.3) 1.70(−1) 6.35(−5) 3.08(−16)
(6.5) 2.20(−1) 1.66(−5) 5.06(−24)
(6.7)–(6.34), a1 = −1 1.92(−1) 3.56(−6) 1.41(−33)
(6.7)–(6.34), a1 = 1 2.26(−1) 5.09(−5) 2.54(−27)
(6.7)–(6.34), a1 = 2 2.61(−1) 4.10(−5) 4.97(−27)
(6.7)–(6.35), a2 = −1 2.00(−1) 3.19(−6) 2.44(−37)
(6.7)–(6.35), a2 = 1 2.61(−1) 4.10(−5) 4.97(−27)
(6.7)–(6.35), a2 = 2 2.52(−2) 5.18(−5) 8.48(−27)
(6.7)–(6.36), a3 = −1 2.07(−1) 2.12(−6) 1.15(−36)
(6.7)–(6.36), a3 = 1 1.93(−1) 1.00(−5) 4.69(−34)
(6.7)–(6.36), a3 = 2 1.92(−1) 2.08(−5) 8.41(−31)
(6.7)–(6.37), a4 = −1 1.92(−1) 1.51(−6) 1.14(−38)
(6.7)–(6.37), a4 = 1 2.18(−1) 4.27(−5) 2.75(−28)
(6.7)–(6.37), a4 = 2 3.62(−1) 9.88(−5) 1.29(−25)
(6.7)–(6.38), a5 = −1 2.69(−1) 2.00(−5) 8.75(−28)
(6.7)–(6.38), a5 = 1 2.31(−1) 4.48(−5) 3.07(−27)
(6.7)–(6.38), a5 = 2 2.07(−1) 2.12(−6) 1.15(−36)
(6.7)–(6.39) 1.97(−1) 6.01(−7) 3.40(−40)

Tabela 6.3: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova – proste nule,

total-step metodi

Nule polinoma su −1, −2, 1 ± i, ±i, 2, −2 + i vǐsestrukosti 2, 3, 2, 2, 2, 2, 3, 2,
respektivno. Početni diskovi su Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.4}, sa centrima

z
(0)
1 = −1.2 + 0.1i, z

(0)
2 = −2.2− 0.1i, z

(0)
3 = 1.1 + 1.2i,

z
(0)
4 = 0.9− 1.1i, z

(0)
5 = −0.1 + 0.8i, z

(0)
6 = 0.1− 1.1i,

z
(0)
7 = 2.2− 0.1i, z

(0)
8 = −2.2 + 0.9i.

Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova, dobijeni u prva tri iterativna ko-
raka, dati su u Tabelama 6.5 i 6.6.

Iz Tabela 6.3 – 6.6 i velikog broja testiranih polinomskih jednačina možemo za-
ključiti da predloženi metodi (6.7) i (6.20) daju primetno manje inkluzivne diskove
u pored̄enju sa postojećim metodima (6.3), (6.5), (6.18) i (6.19). Isto važi i za nove
metode (6.27) i (6.30).

Završimo ovaj odeljak sa nekim komentarima koji se tiču primene iterativnih
metoda veoma visokog reda. Primenjujući metode za nalaženje nula, neophodno
je napraviti kompromis izmed̄u njihove brzine i njihove računske cene. Za većinu
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metodi r(1) r(2) r(3)

(6.18) 1.67(−1) 2.30(−5) 2.12(−18)
(6.19) 2.20(−1) 5.11(−6) 7.94(−25)
(6.20)–(6.34), a1 = −1 1.87(−1) 1.02(−6) 6.90(−37)
(6.20)–(6.34), a1 = 1 2.26(−1) 1.72(−5) 2.55(−29)
(6.20)–(6.34), a1 = 2 2.57(−1) 1.50(−5) 1.29(−29)
(6.20)–(6.35), a2 = −1 2.00(−1) 5.92(−7) 2.03(−39)
(6.20)–(6.35), a2 = 1 2.57(−1) 1.50(−5) 1.29(−29)
(6.20)–(6.35), a2 = 2 2.48(−1) 1.87(−5) 3.68(−29)
(6.20)–(6.36), a3 = −1 2.07(−1) 6.93(−7) 2.11(−40)
(6.20)–(6.36), a3 = 1 1.93(−1) 1.85(−6) 5.12(−36)
(6.20)–(6.36), a3 = 2 1.87(−1) 3.78(−6) 1.59(−32)
(6.20)–(6.37), a4 = −1 1.87(−1) 5.91(−7) 6.23(−40)
(6.20)–(6.37), a4 = 1 2.18(−1) 1.37(−5) 8.05(−30)
(6.20)–(6.37), a4 = 2 3.56(−1) 4.00(−5) 1.06(−27)
(6.20)–(6.38), a5 = −1 2.64(−1) 7.49(−6) 1.98(−30)
(6.20)–(6.38), a5 = 1 2.30(−1) 1.57(−5) 1.55(−29)
(6.20)–(6.38), a5 = 2 2.07(−1) 6.93(−7) 2.11(−40)
(6.20)–(6.39) 1.97(−1) 1.60(−7) 2.52(−43)

Tabela 6.4: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova – proste nule,

single-step metodi

(6.23) (6.24) (6.27)
r(1) 2.41(−1) 3.10(−1) 4.24(−1)
r(2) 1.28(−4) 1.92(−5) 1.26(−6)
r(3) 1.28(−14) 2.20(−22) 9.44(−38)

Tabela 6.5: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova – vǐsestruke nule,

total-step metodi

praktičnih problema, rezultati dobijeni u dvostrukoj preciznosti (tačnost od oko
15 – 16 decimalnih cifara) je savim zadovoljavajuća. Ukoliko se metod vǐseg reda
može primeniti:

(i) sa istom ili (poželjno) nižom računskom cenom,
(ii) bez pooštravanja početnih uslova za konvergenciju u pored̄enju sa metodima

nižeg reda,

tada je njegova primena potpuno opravdana, jer se željena tačnost aproksimacije
nule postiže u manje iterativnih koraka. U takvom slučaju dobitak je očigledan
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(6.28) (6.29) (6.30)
r(1) 2.41(−1) 3.10(−1) 4.24(−1)
r(2) 5.44(−5) 3.87(−6) 3.22(−7)
r(3) 3.27(−17) 4.87(−25) 8.42(−39)

Tabela 6.6: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova – vǐsestruke nule,

single-step metodi

i može se oceniti koeficijentom efikasnosti koji je dat sa (6.33). Pokazali smo da
je koeficijent efikasnosti predloženih inkluzivnih metoda sa korekcijama dovoljno
visok, tako da zadovoljava osobinu (i).

Da bismo proučili osobinu (ii), pretpostavimo da smo pronašli početne inkluzivne
diskove Z1 = {z1; r1}, . . . , Zn = {zn; rn}. Početni uslovi koji garantuju konvergen-
ciju simultanih inkluzivnih metoda se najčešće daju u obliku

ρ := min
1≤i,j≤n

j 6=i

{|zi − zj | − rj} ≤ cn max
1≤i≤n

ri, (6.40)

gde je cn konstanta koja zavisi od stepena polinoma n i karakteristika primenjenog
metoda, videti knjigu [113] i njene reference. Uslov (6.40) je potpuno prirodan zato
što uzima u obzir meru odvojenosti izmed̄u diskova ρ i veličinu samih diskova. Pod-
setimo da se simultani metodi sa korekcijama, izloženi u ovoj disertaciji i drugim
radovima (videti, na primer, [133] i [135]), uvek odnose na neki osnovni metod nižeg
reda konvergencije. Dobra osobina ubrzanih metoda sa korekcijama je da je njihova
konstanta cn u (6.40) veoma blizu konstanti cn osnovnog metoda. Drugim rečima,
početni uslovi ostaju gotovo nepromenjeni kada se red konvergencije ovog tipa
metoda povećava. Zajedno, zaključujemo da je primena predloženih inkluzivnih
metoda visokog reda prikladna.

Napomenimo da postoje metodi visokog reda čije ubrzanje se dobija na račun
sužavanja oblasti konvergencije (zahtevaju manje početne diskove u slučaju inklu-
zivnih metoda).





Poglavlje 7

Ubrzani metod Halleyevog tipa za simultanu
inkluziju vǐsestrukih nula polinoma

U ovom poglavlju predložena je familija inlkuzivnih metoda visokog reda konver-
gencije koja se zasniva na Halleyevom metodu. Dobijeni metodi poseduju visoku
računsku efikasnost, jer se povećanje reda konvergencije osnovnog metoda sa 4
na 7 postiže bez dodatnih izračunavanja funkcije i njenih izvoda. Rezultati ovog
poglavlja deo su rada [138] (M. S. Petković, M. R. Milošević, Reliable Computing).

7.1 Halleyev metod sa korekcijama vǐseg reda – total-step metod

Neka je P monični polinom n-tog stepena (n ≥ 3) sa prostim ili vǐsestrukim
kompleksnim nulama ζ1, . . . , ζν (2 ≤ ν ≤ n), respektivne vǐsestrukosti µ1, . . . , µν

(µ1 + . . . + µν = n) i neka je

∆0,i = 1,

∆k,i(z) =
k∑

ν=1

(−1)k−ν 1
µi

(
1
µi

+ 1
)

. . .

(
1
µi

+ ν − 1
) ∑ k∏

λ=1

1
pλ!

(
f (λ)(z)
λ!f(z)

)pλ

,

gde je k = 1, 2, . . . i druga suma na desnoj strani jednakosti ide preko svih nenega-
tivnih celih brojeva (p1, . . . , pk) koji zadovoljavaju jednakosti

p1 + 2p2 + · · ·+ kpk = k,

p1 + p2 + · · ·+ pk = ν, (1 ≤ ν ≤ k).

Na primer, imamo

∆1,i(z) =
1
µi

f ′(z)
f(z)

, ∆2,i(z) =
1

2µi

(
1
µi

+ 1
)(

f ′(z)
f(z)

)2

− 1
2µi

f ′′(z)
f(z)

.

167
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Primetimo da se funkcija

vi(z) =
∆0,i(z)
∆1,i(z)

= µi
f(z)
f ′(z)

javlja u Schröderovom iterativnom metodu ẑ = z − vi(z) drugog reda, a funkcija

hi(z) =
∆1,i(z)
∆2,i(z)

=

((
1 + 1/µi

2

)
f ′(z)
f(z)

− f ′′(z)
2f ′(z)

)−1

u kubno konvergentnoj Halleyevoj iterativnoj formuli ẑ = z − hi(z).
U našem razmatranju koristićemo skraćenice

Σk,i :=
ν∑

j=1
j 6=i

µj

(z − ζj)k
(k = 1, 2).

Sledeća nula-relacija je izvedena u [198]:

ζi = z − 1

hi(z)−1 − f(z)
2f ′(z)

(
1
µi

Σ2
1,i + Σ2,i

) . (7.1)

Definǐsimo disk

Sλ,i(X,W ) :=
i−1∑

j=1

µj

(
INV1(z −Xj)

)λ
+

ν∑

j=i+1

µj

(
INV1(z −Wj)

)λ
(λ = 1, 2),

gde su X = (X1, . . . , Xν) i W = (W1, . . . , Wν) vektori čije su komponente diskovi i
INV1 ∈ {()−1, ()Ic}. U Primedbi 4.2 je objašnjen razlog zašto se inverzija diskova
vrši pre stepenovanja.

Uzimajući diskove Z1, . . . , Zν koji sadrže nule ζ1, . . . , ζν umesto samih nula i
stavljajući z = zi := mid Zi u (7.1), dobijamo sledeću inkluziju:

ζi ∈ zi − INV2

(
hi(zi)−1 − f(zi)

2f ′(zi)

[ 1
µi

S2
1,i(Z,Z ) + S2,i(Z,Z )

])
, (7.2)

gde je Z = (Z1, . . . , Zν) i INV2 ∈ {()−1, ()Ic}. Zbog jednostavnosti ćemo u nastavku
izostavljati iterativne indekse u m-toj iteraciji i označavaćemo veličine u kasnijoj
(m + 1)-oj iteraciji sa ̂ .

Neka su (Z1, . . . , Zν) := Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν početni inkluzivni diskovi koji sadrže nule

ζ1, . . . , ζν , to jest, ζi ∈ Z
(0)
i za svako i ∈ Iν , i neka je zi = mid Zi. Relacija (7.2)

sugerǐse sledeći total-step metod za simultanu inkluziju svih nula polinoma P :
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Ẑi = zi − INV2

(
hi(zi)−1 − f(zi)

2f ′(zi)

[ 1
µi

S2
1,i(Z,Z ) + S2,i(Z,Z )

])
(i ∈ Iν). (7.3)

Iterativni metod (7.3) ima red konvergencije jednak četiri (videti [113]). U nastavku
ćemo raditi samo sa centralnom inverzijom (1.56), to jest INV1 = INV2 = ()Ic , iz
razloga koji su navedeni u Primedbi 4.3.

Primedba 7.1 Izloženi metodi zahtevaju poznavanje vǐsestrukosti nula. Efikasne
procedure za odred̄ivanje reda vǐsestrukosti mogu se naći, na primer, u [73], [75],
[76], [95] i [97].

Primedba 7.2 Halleyeva korekcija h(z) je sastavni deo iterativne formule (7.3).
Zbog toga ćemo ovaj metod kao i njegove modifikacije koje će biti razmatrane u
nastavku nazivati inkluzivnim metodima Halleyevog tipa.

Ubrzanje konvergencije iterativnog metoda (7.3) korǐsćenjem Schröderove ko-
rekcije v(zi) i Halleyeve korekcije hi(zi) je izvedeno u [137] na sličan način kao
u radovima [21] i [120]. U cilju obeležavanja ovih metoda na jedinstven način,
uvešćemo dodatni simbol k = 1 (za Schröderovu korekciju) i k = 2 (za Halleyevu
korekciju), to jest,

Ẑi = zi − INV2

(
hi(zi)−1 − f(zi)

2f ′(zi)

[ 1
µi

S2
1,i(Z

(k),Z (k)) + S2,i(Z (k),Z (k))
])

(7.4)

za i ∈ Iν . U radu [137] je dokazano da je red konvergencije dobijenog pobolǰsanog
metoda (7.4) jednak k+4. Obe korekcije v(zi) i h(zi) su označene sa Ck,i, (k = 1, 2).

Dalje ubrzanje konvergencije se može dobiti korǐsćenjem korekcija vǐseg reda
za nalaženje vǐsestrukih nula. Ovde ćemo koristiti korekcije koje se dobijaju iz
metoda četvrtog reda za rešavanje nelinearnih jednačina f(z) = 0, koji su nedavno
predložili Zhou, Chen i Song u [206],

ẑ = z − u(z) · ϕ(t(z)), (7.5)

gde su

u(z) =
f(z)
f ′(z)

, t(z) =
f ′(z − θu(z))

f ′(z)
, θ =

2m

m + 2
, η =

( m

2 + m

)m−1

i ϕ je najmanje dva puta diferencijabilna funkcija koja zadovoljava sledeće uslove:

ϕ(η) = m, ϕ′(η) = −1
4
m3−m(2 + m)m, ϕ′′(η) =

1
4

m4
( m

2 + m

)−2m
. (7.6)
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Ovde je m vǐsestrukost tražene nule ζ funkcije f (ne neophodno algebarskog poli-
noma). Metod (7.5) ćemo zvati ZCS-metodom po imenima njegovih autora, a odgo-
varajuću korekciju u(z)ϕ(t(z)) ZCS-korekcijom.

Red konvergencije iterativnog metoda (7.5) je četiri, to jest,

ẑ − ζ = OM ((z − ζ)4), (7.7)

za dokaz videti [206].
U nastavku ćemo zameniti z aproksimacijom zj od ζj i m odgovarajućom

vǐsestrukošću µj od ζj . Aproksimacija Zj se menja sa Z∗j koja se računa kao

Z∗j = Zj − uj · ϕ(tj) = Zj − C3,j ,

gde smo označili uj = u(zj), tj = f ′(zj − θjuj)/f ′(zj), θj = 2µj/(µj + 2) i ϕ je
proizvoljna funkcija koja zadovoljava uslove (7.6). Konkretni primeri funkcije ϕ su
dati u Odeljku 7.4 (metodi 1 – 5)).

Na taj način smo dobili novi metod za simultanu inkluziju svih prostih ili
vǐsestrukih nula datog polinoma u obliku (7.4), za k = 3, to jest, radimo sa
diskovima

Z (3) = (Z(3)
1 , . . . , Z(3)

ν ), Z
(3)
j = Zj − ujϕ(tj) = Zj − C3,j .

Primedba 7.3 Da bi se smanjilo ukupno vreme izvršavanja algoritma neophodno
je u svakoj iteraciji prvo izračunati sve korekcije C3,j .

7.2 Analiza konvergencije

Uvedimo skraćenice

r = max
1≤i≤ν

ri, εi = zi − ζi, ε = max
1≤i≤ν

|εi|,

χij = mid (zi − Zj + C3,j), dij =
rj

|χij |(|χij | − rj)
, gij =

1
χij

, (7.8)

sλ,i =
∑

j 6=i

µjg
λ
ij (λ = 1, 2), ρ1,i =

∑

j 6=i

µjdij , ρ2,i =
∑

j 6=i

µj(2|gij |dij + d2
ij).(7.9)

Prvo ćemo dokazati sledeće tvrd̄enje:

Lema 7.1 Za inkluzivni metod (7.4)k=3 važe sledeća tvrd̄enja:

(i) r̂ = OM (ε3r);
(ii) ε̂ = OM (ε7).
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Dokaz. Neka je Zj = {zj ; rj}. Tada je zi − Zj + C3,j = {χij ; rj}. Korǐsćenjem
operacija kružne aritmetike dobijamo

S1,i =
∑

j 6=i

µj

{χij ; rj} =
∑

j 6=i

µj{gij ; dij} = {s1,i; ρ1,i} (7.10)

i

S2,i =
∑

j 6=i

µj

(
1

{χij ; rj}
)2

=
∑

j 6=i

µj{gij ; dij}2 =
∑

j 6=i

µj{g2
ij ; 2|gij |dij + d2

ij}

= {s2,i; ρ2,i}, (7.11)

pa polazeći od (7.10) nalazimo

S2
1,i = {s1,i; ρ1,i}2 = {s2

1,i; 2|s1,i|ρ1,i + ρ2
1,i}. (7.12)

Uvedimo skraćenice

δ1,i =
f ′(zi)
f(zi)

i δ2,i =
f ′(zi)2 − f(zi)f ′′(zi)

f(zi)2
.

Korǐsćenjem identiteta

hi(zi) =
f(zi)

(1 + 1/µi

2

)
f ′(zi)− f(zi)f ′′(zi)

2f ′(zi)

=
(

δ1,i

2µi
+

δ2,i

2δ1,i

)−1

dobijamo

hi(zi)−1 − f(zi)
2f ′(zi)

[ 1
µi

S2
1,i(Z

(3),Z (3)) + S2,i(Z (3),Z (3))
]

=
f(zi)

2f ′(zi)
{yi; ηi}, (7.13)

gde je

{yi; ηi} =
1
µi

(δ2
1,i − S2

1,i(Z
(3),Z (3))) + (δ2,i − S2,i(Z (3),Z (3))).

Sada se metod (7.4)k=3 se može napisati u obliku

Ẑi = zi − 2f ′(zi)/f(zi)
{yi; ηi} = zi − 2δ1,i

{yi; ηi} = zi − 2δ1,i

{
1
yi

;
ηi

|yi|(|yi| − ηi)

}
. (7.14)

Iz uvedenih skraćenica (7.8) i (7.9) dobijamo ocene

χij = OM (1), gij = OM (1), dij = OM (r),
ρ1,i = OM (r), ρ2,i = OM (r), sk,i = OM (1) (k = 1, 2). (7.15)
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S druge strane, iz razlike

Σ1,i − s1,i =
∑

j 6=i

µj

(
1

zi − ζj
− gij

)
= −

∑

j 6=i

µj
zj − ζj + C(3)(zj)

(zi − ζj)χij
,

korǐsćenjem relacije (7.7) nalazimo

Σ1,i − s1,i = OM (ε4).

Na osnovu toga imamo

Σ2
1,i − s2

1,i = (Σ1,i − s1,i)(Σ1,i + s1,i) = OM (ε4) (7.16)

i

Σ2,i − s2,i =
∑

j 6=i

µj

(
1

(zi − ζj)2
− gij

)2

=
∑

j 6=i

µj

(
1

zi − ζj
− gij

)(
1

zi − ζj
+ gij

)

= OM (ε4). (7.17)

Na osnovu dobijenih ocena (7.15), (7.16) i (7.17) i identiteta

δ1,i =
µi

εi
+ Σ1,i i δ2,i =

µi

ε2
i

+ Σ2,i

dobijamo iz (7.13)

yi =
1
µi

(δ2
1,i − s2

1,i) + (δ2,i − s2,i) =
2µi + 2εiΣ1,i +OM (ε6)

ε2
i

= OM (1/ε2) (7.18)

i
ηi =

1
µi

(2|s1,i|ρ1,i + ρ2
1,i) + ρ2,i = OM (r). (7.19)

Korǐsćenjem (7.18) i (7.19) nalazimo iz (7.14)

ε̂i = εi − 2(µi/εi + Σ1,i)
2µi + 2εiΣ1,i +OM (ε6)

ε2
i

= OM (ε7)

i
r̂i =

2(µi/εi + Σ1,i)ηi

|yi|(|yi| − ηi)
= OM (ε3r). ¤
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Analiza konvergencije inkluzivnog metoda (7.4)k=3 sa ZCS-korekcijama je data
u sledećoj teoremi:

Teorema 7.1 Ako su Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν dovoljno mali početni diskovi takvi da je ζi ∈

Z
(0)
i i da važe implikacije ζi ∈ Z

(0)
i =⇒ ζi ∈ Z

(0)
i − u(z(0)

i )ϕ(t(z(0)
i )), za svako

i ∈ Iν , tada je donja granica R-reda konvergencije familije inkluzivnih metoda
(7.4)k=3 jednaka sedam.

Dokaz. Zbog jednostavnosti, kao i do sada, usvojićemo relaciju 1 > |ε(0)| = r(0) >
0, što znači da ćemo raditi sa modelom ,,najgoreg slučaja”. Na osnovu Leme 7.1
zaključujemo da važe sledeće relacije:

ε̂ ∼ ε7, r̂ ∼ ε3r.

Iz ovih relacija i Teoreme 1.7 formiramo R-matricu

T2 =

[
7 0
3 1

]

sa spektralnim radijusom ρ(T2) = 7 i odgovarajućim sopstvenim vektorom xρ =
(2, 1) > 0. Na osnovu Teoreme 1.7 sledi

OR((7.4)k=3) ≥ ρ (T2) = 7. ¤

7.3 Single-step metodi

Konvergencija metoda (7.3) i (7.4) se može ubrzati korǐsćenjem Gauss-Seidelovog
pristupa, što znači da već izračunate inkluzivne diskove koristimo u istoj iteraciji
čim postanu dostupni. Na taj način, iz (7.3) dobijamo single-step metod

Ẑi = zi − INV2

(
hi(zi)−1 − f(zi)

2f ′(zi)

[ 1
µi

S2
1,i(Ẑ,Z ) + S2,i(Ẑ,Z )

])
(i ∈ Iν) (7.20)

i iz (7.4) single-step metod sa korekcijama

Ẑi = zi − INV2

(
hi(zi)−1 − f(zi)

2f ′(zi)

[ 1
µi

S2
1,i(Ẑ,Z (k)) + S2,i(Ẑ,Z (k))

])
(7.21)

za i ∈ Iν i k = 1, 2, 3. Ovde je Ẑ vektor čije su komponente već izračunati inkluzivni
diskovi u istoj iteraciji, videti definiciju suma Sk,i u Odeljku 7.1.

Inkluzivni metodi (7.20) i (7.21) (za k = 1, 2) su proučavani u [137], gde je
dokazano da je R-red konvergencije single-step metoda (7.20) najmanje jednak
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3 + xν , gde je xν > 1 jedinstven, pozitivni koren jednačine xν − x− 3 = 0 i da je
opseg donje granice R-reda konvergencije metoda (7.21) jednak

Ω(1) = (5, 6.646), Ω(2) = (6, 7.855),

za metod sa Schröderovom (k = 1) i Halleyom korekcijom (k = 2), respektivno.
Razmotrimo sada single-step metod (7.21) (za k = 3). Nalaženje R-reda kon-

vergencije ovog metoda za konkretno ν je veoma težak zadatak zato što su 2ν
nizova centara i poluprečnika i broj nula ν uključeni u analizi konvergencije.
Med̄utim, možemo lako da odredimo opseg granica R-reda konvergencije uzimajući
za granične slučajeve ν = 2 i veoma veliko ν.

Prvo, kako je red konvergencije single-step metoda gotovo jednak redu konver-
gencije odgovarajućeg total-step metoda kada je stepen polinoma veliki, na osnovu
Teoreme 7.1 zaključujemo da je OR((7.21)k=3, ν) ≥ 7 za veoma veliko ν.

Razmotrimo sada single-step metod (7.21)k=3 za ν = 2 i pretpostavimo da je
|ε(0)

1 | = |ε(0)
2 | = r

(0)
1 = r

(0)
2 (model ,,najgoreg slučaja”). Dobijamo sledeće relacije:

|ε̂1| ∼ |ε1|3|ε2|4, |ε̂2| ∼ |ε1|3|ε2|7, r̂1 ∼ |ε1|3r2, r̂2 ∼ |ε1|3|ε2|3r2.

Odgovarajuća R-matrica i njen spektralni radijus i sopstveni vektori su:

T4 =




3 4 0 0
3 7 0 0
3 0 0 1
3 3 0 1


 , ρ(T4) = 9, xρ = (1, 1.5, 0.4375, 0.9375) > 0.

Na osnovu prethodno dobijenih rezultata, možemo da formulǐsemo sledeće
tvrd̄enje:

Teorema 7.2 Opseg donje granice R-reda konvergencije familije single-step metoda
(7.21)k=3 je

Ω(3) = (7, 9).

S obzirom da se povećanje reda konvergencije dobija bez dodatnih izračunavanja
funkcija zaključujemo da inkluzivni metod (7.21) poseduje veliku računsku efikas-
nost.
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7.4 Numerički primeri

Izloženi algoritmi (7.3), (7.4), (7.20) i (7.21) su testirani za rešavanje velikog
broja polinomskih jednačina. Da bismo obezbedili da tačne nule budu okružene
diskovima u drugoj i trećoj iteraciji, koje daju veoma male diskove, koristili smo
programski paket Matematica sa aritmetikom vǐsestruke preciznosti. U primeni
metoda (7.4) i (7.21) za (k = 3) koristili smo različite funkcije ϕ(x) koje zadovo-
ljavaju uslove (7.6). Na taj način smo dobili različite metode definisane različitim
izborima ϕ := ϕj :

Metod 1. ϕ1(x) = Ax2 + Bx + C, gde su

A =
1
8

m4
(m + 2

m

)2m
,

B = −1
4

m3(m + 3)
(m + 2

m

)m
,

C =
1
8

m(m3 + 6m2 + 8m + 8).

Metod 2. ϕ2(x) = Ax +
B

x
+ C, gde su

A =
1
8

m4
(m + 2

m

)m
,

B =
1
8

m(m + 2)3
( m

m + 2

)m
,

C = −1
4

m(m3 + 3m2 + 2m− 4).

Metod 3. ϕ3(x) =
B + Cx

1 + Ax
, gde su

A = −
(m + 2

m

)m
,

B = −m2

2
,

C =
1
2

m(m− 2)
(m + 2

m

)m
.
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Metod 4. ϕ4(x) = A +
B

x
+

C

x2
, gde su

A =
1
8

m(m3 − 4m + 8),

B = −m

4
(m− 1)(m + 2)2

( m

m + 2

)m
,

C =
m

8
(m + 2)3

( m

m + 2

)2m
.

Metod 5. ϕ5(x) =
A

x
+

1
B + Cx

, gde su

A = −1
2

m(m− 2)(m + 2)3
( m

m + 2

)m

m3 − 4m + 8
,

B = − (m3 − 4m + 8)2

m(m2 + 2m− 4)3
,

C =
m2(m3 − 4m + 8)

(m + 2
m

)m

(m2 + 2m− 4)3
.

Primedba 7.4 Dvo-koračni metod (7.5), sa ϕ3(x) (datim gore u Metodu 3), je
proučavan u [83].

U realizaciji svih metoda korǐsćena je isključivo centralna inverzija, to jest,
INV1 = INV2 = ()Ic .

Primer 7.1 U cilju nalaženja kružnih aproksimacija vǐsestrukih nula polinoma

P (z) = z9 − 8z8 + 25z7 − 34z6 + 64z4 − 76z3 + 8z2 + 48z − 32,

primenili smo intervalne metode (7.3), (7.4) (za k = 1, 2, 3), (7.20) i (7.21) (za
k = 1, 2, 3). Tačne nule polinoma P su ζ1 = −1, z2 = 2, ζ3 = 1 + i, ζ4 = 1 − i,
respektivne vǐsestrukosti µ1 = 2, µ2 = 3, µ3 = µ4 = 2. Početni diskovi su Z

(0)
i =

{z(0)
i ; 0.5}, sa centrima

z
(0)
1 = −1.1 + 0.2i, z

(0)
2 = 2.1− 0.2i, z

(0)
3 = 0.8 + 1.2i, z

(0)
4 = 0.9− 1.2i.

Maksimalni poluprečnici dobijenih inkluzivnih diskova u prva tri iterativna koraka
dati su Tabeli 7.1.
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metodi r(1) r(2) r(3)

(7.3) 1.89(−2) 2.48(−9) 9.34(−39)
(7.20) 6.03(−3) 3.38(−12) 7.57(−50)
(7.4)k=1 2.69(−2) 3.18(−11) 1.81(−60)
(7.21)k=1 8.43(−3) 3.27(−14) 1.28(−69)
(7.4)k=2 2.77(−2) 3.41(−14) 1.05(−86)
(7.21)k=2 9.55(−3) 3.48(−16) 4.76(−96)
(7.4)k=3 (Metod 1) 2.77(−2) 2.57(−14) 7.83(−100)
(7.21)k=3 (Metod 1) 9.65(−3) 3.60(−16) 1.28(−108)
(7.4)k=3 (Metod 2) 2.76(−2) 1.60(−14) 6.99(−102)
(7.21)k=3 (Metod 2) 9.67(−3) 2.26(−16) 1.12(−110)
(7.4)k=3 (Metod 3) 2.76(−2) 7.21(−15) 3.96(−105)
(7.21)k=3 (Metod 3) 9.71(−3) 9.72(−17) 4.16(−114)
(7.4)k=3 (Metod 4) 2.76(−2) 1.17(−14) 3.42(−103)
(7.21)k=3 (Metod 4) 9.69(−3) 1.65(−16) 4.89(−112)
(7.4)k=3 (Metod 5) 2.76(−2) 7.46(−15) 5.74(−105)
(7.21)k=3 (Metod 5) 9.71(−3) 9.89(−17) 4.38(−114)

Tabela 7.1: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova

Primer 7.2 Primenili smo iste intervalne metode kao u Primeru 7.1 za nalaženje
inkluzivnih diskova vǐsestrukih nula polinoma

P (z) = z13 − 8z12 + 27z11 − 50z10 + 51z9 − 12z8 − 51z7 + 102z6 − 104z5

+48z4 + 20z3 − 56z2 + 48z − 32.

Njegove tačne nule su ζ1 = −1, z2,3 = 1 ± i, ζ4,5 = ±i, ζ6 = 2, respektivne
vǐsestrukosti µ1 = µ2 = µ3 = µ4 = µ5 = 2, µ6 = 3. Početni inkluzivni diskovi su
Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.5}, sa centrima

z
(0)
1 = −1.1 + 0.2i, z

(0)
2 = 1.1 + 0.9i, z

(0)
3 = 0.9− 1.1i,

z
(0)
4 = 0.1 + 0.9i, z

(0)
5 = 0.1− 1.2i, z

(0)
6 = 2.2− 0.1i.

Maksimalni poluprečnici dobijenih diskova u prve tri iteracije dati su u Tabeli 7.2.

Primer 7.3 Iste intervalne metode smo primenili za nalaženje nula polinoma

P (z) = z18 + (2− 2i)z17 − 14z16 − (18− 26i)z15 + (80− 12i)z14 + (26− 118i)z13

−(238− 136i)z12 + (146 + 182i)z11 + (307− 476i)z10 − (380− 160i)z9

+(236 + 320i)z8 + (32− 712i)z7 − (804− 880i)z6 + (512 + 96i)z5
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metodi r(1) r(2) r(3)

(7.3) 2.53(−1) 1.22(−7) 3.90(−33)
(7.20) 4.29(−2) 5.60(−10) 3.04(−42)
(7.4)k=1 1.44(−1) 1.44(−9) 1.45(−49)
(7.21)k=1 4.14(−2) 1.04(−10) 7.58(−56)
(7.4)k=2 1.21(−1) 8.18(−12) 7.09(−73)
(7.21)k=2 3.55(−2) 7.05(−13) 1.30(−79)
(7.4)k=3 (Metod 1) 1.19(−1) 8.92(−12) 9.13(−81)
(7.21)k=3 (Metod 1) 3.58(−2) 1.30(−12) 4.32(−86)
(7.4)k=3 (Metod 2) 1.20(−1) 4.62(−12) 3.77(−83)
(7.21)k=3 (Metod 2) 3.58(−2) 6.30(−13) 1.22(−88)
(7.4)k=3 (Metod 3) 1.20(−1) 1.59(−12) 2.23(−87)
(7.21)k=3 (Metod 3) 3.58(−2) 2.25(−13) 5.67(−93)
(7.4)k=3 (Metod 4) 1.20(−1) 3.10(−12) 9.02(−85)
(7.21)k=3 (Metod 4) 3.58(−2) 3.99(−13) 2.54(−90)
(7.4)k=3 (Metod 5) 1.20(−1) 1.57(−12) 2.06(−87)
(7.21)k=3 (Metod 5) 3.58(−2) 2.23(−13) 5.38(−93)

Tabela 7.2: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova

−(80 + 832i)z4 − (1024− 1152i)z3 − (448− 256i)z2

−(1024− 512i)z − (768− 1024i).

Tačne nule polinoma su ζ1 = −1, z2 = −2, ζ3,4 = 1 ± i, ζ5,6 = ±i, ζ7 = 2,
ζ8 = −2 + i, vǐsestrukosti µ1 = 2, µ2 = 3, µ3 = µ4 = µ5 = µ6 = 2, µ7 = 3, µ8 = 2.
Početni diskovi su Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.4}, sa centrima

z
(0)
1 = −1.2 + 0.1i, z

(0)
2 = −2.2− 0.1i, z

(0)
3 = 1.1 + 1.2i,

z
(0)
4 = 0.9− 1.1i, z

(0)
5 = −0.1 + 0.8i, z

(0)
6 = 0.1− 1.1i,

z
(0)
7 = 2.2− 0.1i, z

(0)
8 = −2.2 + 0.9i.

Dobijeni maksimalni poluprečnici su dati u Tabeli 7.3.

Iz dobijenih Tabela 7.1 – 7.3 i vǐse drugih numeričkih eksperimenata vidimo
da se brzine konvergencije razmatranih metoda, dobijene u Teoremama 7.1 i 7.2,
uglavnom podudaraju sa brzinama konvergencije metoda u praksi, posebno u kas-
nijim iteracijama. Izuzetno mali diskovi koji su dobijeni u trećoj iteraciji nisu
neophodni u praksi, ali su izloženi da bi se istakla osobina inkluzivnih metoda sa
korekcijama da se dobija velika tačnost disk-aproksimacija.
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metodi r(1) r(2) r(3)

(7.3) 9.47(−2) 3.91(−7) 8.87(−31)
(7.20) 2.55(−2) 4.76(−9) 1.73(−38)
(7.4)k=1 1.64(−1) 8.96(−8) 3.10(−42)
(7.21)k=1 1.45(−1) 6.98(−9) 3.22(−48)
(7.4)k=2 2.32(−1) 8.34(−10) 1.04(−62)
(7.21)k=2 2.32(−1) 2.95(−11) 7.04(−67)
(7.4)k=3 (Metod 1) 2.34(−1) 1.57(−8) 3.10(−61)
(7.21)k=3 (Metod 1) 2.34(−1) 2.65(−9) 7.95(−67)
(7.4)k=3 (Metod 2) 2.38(−1) 2.36(−9) 4.06(−66)
(7.21)k=3 (Metod 2) 2.38(−1) 3.97(−10) 3.14(−71)
(7.4)k=3 (Metod 3) 2.37(−1) 7.57(−10) 5.98(−70)
(7.21)k=3 (Metod 3) 2.37(−1) 1.21(−10) 2.15(−75)
(7.4)k=3 (Metod 4) 2.38(−1) 1.09(−9) 3.17(−68)
(7.21)k=3 (Metod 4) 2.38(−1) 1.79(−10) 3.80(−73)
(7.4)k=3 (Metod 5) 2.36(−1) 7.55(−10) 5.90(−70)
(7.21)k=3 (Metod 5) 2.36(−1) 1.20(−10) 8.31(−75)

Tabela 7.3: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova

Istaknimo, takod̄e, veoma visoku računsku efikasnost predloženih metoda kao
njihovu drugu značajnu prednost. Pobolǰsanje efikasnosti je postignuto korǐsćenjem
pogodnih korekcija koje se dobijaju iz dvo-koračnih metoda za nalaženje nula
četvrtog reda. Kao rezultat ove kombinacije, dobija se povećanje reda konvergencije
sa 4 na 7 bez dodatnih izračunavanja vrednosti polinoma.





Poglavlje 8

Metod kvadratnog korena za simultanu
inkluziju vǐsestrukih nula polinoma

U ovom poglavlju ćemo se koncentrisati na intervalne metode koji se zasnivaju na
nula-relaciji tipa Ostrowskog. Glavni cilj je da izvršimo preciznu analizu konvergen-
cije koja uključuje računski proverljive početne uslove. Korǐsćenjem pristupa koji
uključuje korekcije, predloženog prvi put u [21] i [120], konstruisaćemo modifiko-
vane intervalne metode tipa Ostrowskog sa veoma brzom konvergencijom na račun
samo nekoliko dodatnih numeričkih operacija. Na taj način se dobijaju metodi sa
visokom računskom efikasnošću. Rezultati izloženi u ovom poglavlju publikovani
su u radu [91] (D. M. Milošević, M. S. Petković, -D. D. Herceg, M. R. Milošević,
Novi Sad Journal of Mathematics).

8.1 Nula-relacija i osnovni metod

Neka je P (z) = zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 monični polinom n-tog stepena

(n ≥ 3) sa vǐsestrukim nulama ζ1, . . . , ζν , vǐsestrukosti µ1, . . . , µν , µ1 + . . . + µν =
n (2 ≤ ν ≤ n), to jest,

P (z) =
ν∏

j=1

(z − ζj)µj (8.1)

i neka je

δ1(z) =
P ′(z)
P (z)

, δ2(z) =
P ′(z)2 − P (z)P ′′(z)

P (z)2
.

Iz faktorizacije (8.1) nalazimo

δ1(z) =
d

dz
(log P (z)) =

ν∑

j=1

µj

z − ζj
=

µi

z − ζi
+

ν∑
j=1
j 6=i

µj

z − ζj
,

181
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δ2(z) = − d

dz
(δ1(z)) =

ν∑

j=1

µj

(z − ζj)2
=

µi

(z − ζi)2
+

ν∑
j=1
j 6=i

µj

(z − ζj)2
.

Izdvajanjem z − ζi iz poslednje relacije dobijamo sledeću nula-relaciju:

ζi = z −
√

µi[
δ2(z)−

ν∑
j=1
j 6=i

µj

( 1
z − ζj

)2
]1/2

∗

, (i ∈ Iν), (8.2)

gde je Iν = {1, 2, . . . , ν} indeksni skup. Simbol ∗ ukazuje da samo jedan od dobijena
dva diska treba da bude izabran. Ova vrednost se bira na taj način da se desna
strana jednakosti svede na ζi.

Pretpostavimo da imamo ν disjunktnih diskova Z1, . . . , Zν takvih da je ζj ∈
Zj (j ∈ Iν). Stavimo z = zi = midZi u (8.2). Kako je ζj ∈ Zj (j ∈ Iν), na osnovu
osobine inkluzivne izotonosti nalazimo

ζi ∈ zi −√µi INV2

[
δ2(zi)−

ν∑
j=1
j 6=i

µj

(
INV1(zi − Zj)

)2
]1/2

∗
=: Ẑi (i ∈ Iν), (8.3)

gde je INV1, INV2 ∈ {()−1, ()Ic}. Indeksi 1 i 2 ukazuju na red primene inver-
zije diskova; prvo se primenjuje inverzija INV1 u sumi, a zatim inverzija INV2 u
završnom koraku.

Uvedimo sledeće vektore:

Z (m) = (Z(m)
1 , . . . , Z(m)

ν ) (tekući inkluzivni diskovi),

Z
(m)
N = (Z(m)

N,1 , . . . , Z
(m)
N,ν ), Z

(m)
N,i = Z

(m)
i − v(z(m)

i ) (Schröderovi diskovi),

Z
(m)
H = (Z(m)

H,1 , . . . , Z
(m)
H,ν ), Z

(m)
H,i = Z

(m)
i − h(z(m)

i ) (Halleyevi diskovi),

gde su

v(zi) = µi
P (zi)
P ′(zi)

, h(zi) =
P (zi)(

1 + 1/µi

2

)
P ′(zi)− P (zi)P ′′(zi)

2P ′(zi)

,

i m = 0, 1, . . . je iterativni indeks. Korekcije v(z) i h(z) se javljaju u Schröderovom
iterativnom metodu ẑ = z − v(z) drugog reda i Halleyevom metodu ẑ = z − h(z)
trećeg reda.

U cilju lakšeg čitanja i pisanja, kao što je ranije naglašeno, često ćemo izostav-
ljati iterativne indekse, na primer pisaćemo zi, ri, ẑi, r̂i, Zi, Ẑi, ZN,i, ZH,i umesto
z
(m)
i , r

(m)
i , z

(m+1)
i , r

(m+1)
i , Z

(m)
i , Z

(m+1)
i , Z

(m)
N,i , Z

(m)
H,i .
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Definǐsimo diskove

Sq,i(X,Y ) :=
i−1∑

j=1

µj

(
INV1(xi −Xj)

)q
,

ν∑

j=1+1

µj

(
INV1(xi − Yj)

)q
, (8.4)

gde je q = 1, 2, INV1 ∈ {()−1, ()Ic}, a X = (X1, . . . , Xν) i Y = (Y1, . . . , Yν) su
vektori čije su komponente diskovi.

Pretpostavimo da smo pronašli početne disjunktne diskove Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν koji

sadrže nule ζ1, . . . , ζν , to jest za koje važi da je ζi ∈ Z
(0)
i , za svako i ∈ Iν . Relacija

(8.3) sugerǐse sledeći total-step metod za simultanu inkluziju svih vǐsestrukih nula
polinoma P :

Z
(m+1)
i = z

(m)
i −√µi INV2

([
δ2(z

(m)
i )− S2,i(Z (m),Z (m))

]1/2

∗

)
(i ∈ Iν), (8.5)

gde su INV2 ∈ {()−1, ()Ic} i m = 0, 1, . . . . U realizaciji iterativne formule (8.5) prvo
primenjujemo inverziju INV1 u sumama (8.4), a zatim inverziju INV2 u završnom
koraku. Red konvergencije intervalnog metoda (8.5) je četiri, nezavisno od tipa
primenjene inverzije (videti [40]).

Prema formuli (1.59), kvadratni koren diska u (8.5) daje dva diska; simbol ∗
ukazuje da treba izabrati samo jedan od njih. Kriterijum za izbor ,,pravog” diska
može se naći u [40] i glasi:

Neka je
[
δ2(z

(m)
i ) − S2,i(Z (m),Z (m))

]1/2
= D

(m)
1,i

⋃
D

(m)
2,i . Od diskova D

(m)
1,i i D

(m)
2,i

treba izabrati onaj disk čiji centar minimizira
∣∣∣∣∣

P ′(z(m)
i )

µiP (z(m)
i )

−midD
(m)
q,i

∣∣∣∣∣ (q = 1, 2).

Konvergencija metoda (8.5) se može ubrzati primenom Gauss-Seidelovog pris-
tupa [113]. Koristeći već izračunate kružne aproksimacije u istoj iteraciji. Na taj
način dobijamo single-step metod

Z
(m+1)
i = z

(m)
i −√µi INV2

([
δ2(z

(m)
i )− S2,i(Z (m+1),Z (m))

]1/2

∗

)
(i ∈ Iν). (8.6)

R-red konvergencije single-step metoda (8.6) je najmanje 3 + xν , gde je xν jedin-
stven pozitivni koren jednačine xν − x − 3 = 0, videti [113, Pogl. 4]. Vrednost
R-reda pripada opsegu (4, 5.303) za ν ≥ 2.

Primedba 8.1 Izostavljajući sumu u iterativnim formulama (8.5) i (8.6) dobijamo
iterativnu formulu Ostrowskog [103]
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z(m+1) = zm) −
√

µi[
δ2(z(m))

]1/2

∗

sa kubnom konvergencijom, takod̄e poznatu kao metod kvadratnog korena. Iz tog
razloga ćemo metode (8.5) i (8.6), kao i njihove modifikacije koje će biti razmatrane
u ovom poglavlju, nazivati metodima tipa Ostrowskog ili metodima kvadratnog ko-
rena.

8.2 Inkluzivni metodi sa korekcijama

Uvedimo sledeće skraćenice

r(m) = max
1≤i≤ν

r
(m)
i , ρ(m) = min

1≤i,j≤ν
i6=j

{|z(m)
i − z

(m)
j | − r

(m)
j },

ε
(m)
i = z

(m)
i − ζi, |ε(m)| = max

1≤i≤ν
|ε(m)

i |, µ = min
1≤i≤ν

µi,

Σ
(m)
q,i =

ν∑
j=1
j 6=i

µj

(z(m)
i − ζj)

q
δ
(m)
q,i =

ν∑

j=1

µj

(z(m)
i − ζj)

q
, (q = 1, 2).

Dalje povećanje brzine konvergencije iterativnog metoda (8.5) može se postići
korǐsćenjem Schröderove i Halleyeve korekcije na sličan način kao u radovima [21],
[108] i [120]. U toj konstrukciji podrazumevamo da su početni diskovi Z(0)

1 , . . . , Z
(0)
ν ,

koji sadrže nule ζ1, . . . , ζν , izabrani na takav način da diskovi Z
(0)
i − v(mid (Z(0)

i ))
ili Z

(0)
i −h(mid (Z(0)

i )) takod̄e sadrže nule ζi (i ∈ Iν). Ovo je predmet razmatranja
sledećeg tvrd̄enja. U nastavku ćemo zbog bolje preglednosti pisati vi = v(zi) i
hi = h(zi).

Lema 8.1 Neka su Z1, . . . , Zν inkluzivni diskovi za nule ζ1, . . . , ζν , ζi ∈ Zi (i ∈ Iν)
i neka je zi = mid Zi, ri = rad Zi, r := max{r1, . . . , rν}, εi = zi − ζi. Ako su
inkluzivni diskovi Z1, . . . , Zν tako izabrani da važi nejednakost

ρ > 3(n− µ)r, (8.7)

tada važe sledeća tvrd̄enja za svako i ∈ Iν :

(i) ζi ∈ Zi =⇒ ζi ∈ ZN,i := Zi − vi;
(ii)ζi ∈ Zi =⇒ ζi ∈ ZH,i := Zi − hi.
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Dokaz. Za (i): Na osnovu osobina kružne aritmetike, dovoljno je da dokažemo
implikaciju

|zi − ζi| ≤ ri =⇒ |zi − vi − ζi| ≤ ri.

Korǐsćenjem nejednakosti trougla

|zi − ζj | ≥ |zi − zj | − |zj − ζj | ≥ |zi − zj | − rj ≥ ρ,

nalazimo

|Σq,i| =
∣∣∣∣∣

ν∑
j=1
j 6=i

µj

(zi − ζj)q

∣∣∣∣∣ ≤
ν∑

j=1
j 6=i

µj

|zi − ζj |q ≤
n− µi

ρq
(q = 1, 2). (8.8)

S obzirom na (8.7) i (8.8) (za q = 1) imamo

ri <
ρ

3(n− µi)
≤ 1

3|Σ1,i| ,

odakle je
ri|Σ1,i|

µi − ri|Σ1,i| <
1
2
.

Kako je |εi| = |zi − ζi| ≤ ri, na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo

|zi − vi − ζi| = |εi − vi| = |εi − µi/δ1,i| = |εi|2
∣∣∣∣

Σ1,i

µi + εiΣ1,i

∣∣∣∣

≤ r2
i |Σ1,i|

µi − ri|Σ1,i| <
1
2
· ri < ri.

Za (ii): Slično kao u dokazu tvrd̄enja (i), dokazaćemo implikaciju

|zi − ζi| ≤ ri =⇒ |zi − hi − ζi| ≤ ri.

Korǐsćenjem oznaka

δq,i =
ν∑

j=1

µj

(zi − ζj)q
(q = 1, 2),

nalazimo

hi =
2δ1,i

1
µ i

δ2
1,i + δ2,i

=

2
ν∑

j=1

µj

zi − ζj

1
µi

( ν∑

j=1

µj

zi − ζj

)2

+
ν∑

j=1

µj

(zi − ζj)2
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=
2(µi/εi + Σ1,i)

(µi/εi + Σ1,i)2/µi + µi/ε2
i + Σ2,i

=
2εi(µi + εiΣ1,i)

2µi + 2εiΣ1,i + ε2
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

.

Sada imamo

zi − hi − ζi = εi − 2εi(µi + εiΣ1,i)
2µi + 2εiΣ1,i + ε2

i (Σ
2
1,i/µi + Σ2,i)

=
ε3
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

2µi + 2εiΣ1,i + ε2
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

,

tako da je na osnovu (8.7) i (8.8)

|zi − hi − ζi| =
∣∣∣∣∣

ε3
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

2µi + 2εiΣ1,i + ε2
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

∣∣∣∣∣

<

1
µi

(n− µi

ρ

)2
+

n− µi

ρ2

2µi − 2
n− µi

ρ
ri − 1

µi

(n− µi

ρ

)2
r2
i −

n− µi

ρ2
r2
i

· r3
i

<

(n− µi)nr2
i

µiρ2

4
3
− n(n− µi)r2

i

µiρ2

· ri <

n

9µi(n− µi)
4
3
− n

9µi(n− µi)

· ri

≤ 1
7
· ri < ri. ¤

Polazeći od nula-relacije (8.2) možemo konstruisati inkluzivni total-step metod
tipa Ostrowskog sa Schröderovom i Halleyevom korekcijom za inkluziju svih
vǐsestrukih nula polinoma. Da bismo proučavali konvergencije oba metoda isto-
vremeno, uvešćemo dodatni indeks k = 1 (za Schröderovu korekciju) i k = 2 (za
Halleyevu korekciju). Odgovarajuće vektore aproksimacija diskova ćemo označiti
sa

Z (0) = (Z1, . . . , Zν),

Z (1) = (Z(1)
1 , . . . , Z(1)

ν ) = (ZN,1, . . . , ZN,ν),

Z (2) = (Z(2)
1 , . . . , Z(2)

ν ) = (ZH,1, . . . , ZH,ν),

a korekcije sa vi = C1,i i hi = C2,i. Ako radimo bez korekcija (k = 0), tada ćemo
vektor aproksimacija diskova označavati sa Z (0).
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Kao i ranije, u nastavku ćemo izostavljati iterativne indekse u m-toj iteraciji
i označavati veličine u (m + 1)-oj iteraciji dodatnim simbolom ̂ . Sada smo u
mogućnosti da metode tipa Ostrowskog sa i bez korekcija možemo da predstavimo
u jedinstvenom obliku

Ẑi = zi −√µi INV2

([
δ2,i − S2,i(Z (k),Z (k))

]1/2

∗

)
(i ∈ Iν , k = 0, 1, 2). (8.9)

8.3 Analiza konvergencije

Pre formulisanja teoreme o konvergenciji i početnih uslova za sigurnu konvergen-
ciju intervalnog simultanog metoda (8.9) sa k = 1 i 2, daćemo u Lemi 8.2 neke
neophodne ocene.

Prvo nalazimo

zi − Zj + Ck,j = {zi − ζj + ξ
(k)
j εk+1

j ; rj},

gde su

ξ
(1)
j = − Σ1,j

µj + εjΣ1,j
i ξ

(2)
j = − Σ2

1,j/µj + Σ2,j

2µj + 2εjΣ1,j + ε2
j (Σ

2
1,j/µj + Σ2,j)

.

U cilju bolje preglednosti uvedimo sledeće skraćenice (uzimajući k = 1, 2):

χ
(k)
ij = mid (zi − Zj + ck(zj)) = zi − ζj + ξ

(k)
j εk+1

j ,

d
(k)
ij =

rj

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj)
, g

(k)
ij =

1

χ
(k)
ij

,

s
(k)
i =

ν∑
j=1
j 6=i

1
(zi − zj + Ck,j)

2 , t
(k)
i = δ2,i −

ν∑
j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2,

η
(k)
i =

ν∑
j=1
j 6=i

µj

[
2|g(k)

ij |d(k)
ij + (d(k)

ij )2
]
, ω

(k)
i =

η
(k)
i√

|t(k)
i |+

√
|t(k)

i | − η
(k)
i

.

U dokazu Leme 8.1 našli smo sledeće granice:

|zi − ζj | ≥ ρ i |Σk,j | ≤ n− µj

ρq
(q = 1, 2),

tako da se za ξ
(1)
j i ξ

(2)
j dobijaju sledeće granice:
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|ξ(1)
j | ≤ |Σ1,j |

µj − |εj ||Σ1,j | ≤
n− µj

ρ

µj − (n− µj)r
ρ

<
3(n− µj)

2ρ

i

|ξ(2)
j | ≤

|Σ1,j |2
µj

+ |Σ2,j |

2µj − 2|εj ||Σ1,j | − |εj |2
( |Σ1,j |2

µj
+ |Σ2,j |

)

≤
(n− µj)n

µjρ2

2µj − 2r
n− µj

ρ
− r2 (n− µj)n

µjρ2

<
6
7

(n− µj)n
µjρ2

,

za svako j ∈ Iν . Na osnovu poslednje dve nejednakosti sada ocenjujemo

|χ(1)
ij | = |zi − ζj + ξ

(1)
j ε2

j | ≥ |zi − ζj | − |ξ(1)
j ||εj |2

> ρ− 3(n− µj)r2

2ρ
> ρ− r

2
,

|χ(2)
ij | = |zi − ζj + ξ

(2)
j ε3

j | ≥ |zi − ζj | − |ξ(2)
j ||εj |3

> ρ− 6
7

(n− µj)nr3

µjρ2
> ρ− 1

7
r.

Prema tome, za k = 1, 2, je

|χ(k)
ij | > ρ− r

2
(8.10)

i

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj) >
(
ρ− r

2

)(
ρ− 3r

2

)
= ρ2

(
1− r

2ρ

)(
1− 3r

2ρ

)
>

3
5
ρ2.

Korǐsćenjem nejednakosti (8.7) nalazimo

d
(k)
ij =

rj

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj)
<

5r

3ρ2
. (8.11)

Slično, iz (8.7) i (8.10) dobijamo

|g(k)
ij | =

1

|χ(k)
ij |

<
1

ρ− r

2

<
12
11ρ

. (8.12)
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Lema 8.2 Ako nejednakost (8.7) važi, tada je:

(i) |δ2,i| > 17µi

18|εi|2 ≥
17µi

18r2
i

;

(ii) |t(k)
i | > 4µi

5|εi|2 ≥
4µi

5r2
i

;

(iii) |t(k)
i | > η

(k)
i ;

(iv) ω
(k)
i <

12(n− µi)|εi|r
5ρ3

;

(v) ω
(k)
i |εi| < 1

45
.

Dokaz. Za (i): Sledeća ocena dobijena je korǐsćenjem (8.7):

|δ2,i| =
∣∣∣µi

ε2
i

+ Σ2,i

∣∣∣ ≥ µi

|εi|2 −
ν∑

j=1
j 6=i

µj

|zi − ζj |2 ≥
µi

|εi|2
(

1− (n− µi)r2

ρ2

)

>
µi

|εi|2
(

1− n− µ

(3(n− µ))2

)
=

µi

|εi|2
(

1− 1
9(n− µ)

)
≥ 17µi

18|εi|2 ≥
17µi

18r2
i

.

Za (ii): Na osnovu (8.12) dobijamo

ν∑
j=1
j 6=i

|g(k)
ij |2 ≤

144(n− µi)
121ρ2

,

pa korǐsćenjem ove nejednakosti, (8.7) i tvrd̄enja (i) imamo da je

|t(k)
i | =

∣∣∣δ2,i −
ν∑

j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2

∣∣∣ ≥ |δ2,i| −
ν∑

j=1
j 6=i

µj |g(k)
ij |2

>
17µi

18|εi|2 −
144(n− µi)

121ρ2
≥ µi

|εi|2
(

17
18
− 144(n− µi)

121
· r2

ρ2

)

>
µi

|εi|2
(

17
18
− 144

121 · 9(n− µ)

)
≥ µi

|εi|2
(

17
18
− 8

121

)
>

4µi

5|εi|2 ≥
4µi

5r2
i

.

Za (iii): Imajući u vidu (8.11) i (8.12) nalazimo

η
(k)
i <

ν∑
j=1
j 6=i

µj

[
2

12
11ρ

· 5r

3ρ2
+

( 5r

3ρ2

)2
]

<
41(n− µ)r

10ρ3
=: γnr, (8.13)
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gde je

γn =
41(n− µ)

10ρ3
.

Korǐsćenjem granice (8.13), uslova (8.7) i tvrd̄enja (ii) dobijamo

|t(k)
i | − η

(k)
i > |t(k)

i | − γnr >
4µi

5r2
i

− 41(n− µ)r
10ρ3

>
27
ρ2

,

što znači da je |t(k)
i | > η

(k)
i .

Za (iv) i (v): Na osnovu (8.7), (8.13), tvrd̄enja (ii) i granice

γnr|εi|2 ≤ 41(n− µ)r3

10ρ3
<

41(n− µ)
10

· 1
(3(n− µ))3

=
41

10 · 27(n− µ)2
<

1
25

nalazimo

ω
(k)
i =

η
(k)
i√

|t(k)
i |+

√
|t(k)

i | − η
(k)
i

<
12(n− µi)|εi|r

5ρ3
,

odakle je

ω
(k)
i |εi| < 12(n− µi)|εi|2r

5ρ3
≤ 12(n− µ)r3

5ρ3
<

4
45(n− µ)2

≤ 1
45

. ¤

Pod računski proverljivim početnim uslovima, za total-step metod (8.9) možemo
formulisati sledeću teoremu:

Teorema 8.1 Pretpostavimo da su početni diskovi Z
(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν tako izabrani da

ζi ∈ Z
(0)
i (i ∈ Iν) i da nejednakost

ρ(0) > 3(n− µ)r(0) (8.14)

važi. Tada je intervalni metod (8.9) konvergentan i za svako i ∈ Iν i m = 1, 2, . . .
važe sledeća tvrd̄enja:

1◦ ρ(m) > 3(n− µ)r(m);

2◦ ζi ∈ Z
(m)
i ;

3◦ donja granica R-reda konvergencije intervalnog metoda (8.9) je

OR(8.9) ≥
{

k + 4 (k = 1, 2), ako je INV1 = ()Ic ,

2 +
√

7 ∼= 4.646, ako je INV1 = ()−1.
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Dokaz. Prvo ćemo dokazati da početni uslov (8.14) obezbed̄uje da su početni
diskovi Z

(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν disjunktni po parovima. Zaista, za proizvoljni par i, j ∈

Iν (i 6= j) imamo

|z(0)
i − z

(0)
j | > ρ(0) > 3(n− µ)r(0) > 2r(0) ≥ r

(0)
i + r

(0)
j ,

što znači da Z
(0)
i ∩ Z

(0)
j = ∅ (na osnovu (1.51)).

Tvrd̄enja Teoreme 8.1 ćemo dokazati indukcijom. Često ćemo izostavljati itera-
tivne indekse i podrazumevaćemo da indeksi k ∈ {1, 2} ukazuju na tip primenjene
korekcije. Prvo, neka je m = 0 i uzmimo u obzir početni uslov (8.14). Tada, na
osnovu Leme 8.1, direktno dobijamo implikaciju

ζi ∈ Zi =⇒ ζi ∈ Z
(k)
i := Zi − Ck,i (i ∈ Iν , k = 1, 2),

koja je neophodna da bi se očuvala osobina inkluzivne izotonosti intervalnog
metoda (8.9). Treba još dokazati da su dobijeni inkluzivni diskovi Z

(k)
1 , . . . , Z

(k)
ν

disjunktni po parovima. Korǐsćenjem nekih granica iz dokaza Leme 8.1 nalazimo

|vi| =
∣∣∣∣

µiεi

µi + εiΣ1.i

∣∣∣∣ ≤
ri

1− ri|Σ1.i|/µi
≤ 3

2
ri < 2ri ≤ 2r

i

|hi| =
∣∣∣∣

2εi(µi + εiΣ1,i)
2µi + 2εiΣ1,i + ε2

i (Σ
2
1,i/µi + Σ2,i)

∣∣∣∣

<
1

∣∣∣∣1 +
ε2
i (Σ

2
1,i/µi + Σ2,i)

2(µi + εiΣ1,i)

∣∣∣∣
· ri <

1

1− 1
8

· ri =
8
7

ri < 2ri ≤ 2r,

tako da je

|midZ
(k)
i −midZ

(k)
j | = |zi − Ck,i − zj + Ck,j |

≥ |zi − zj | − |Ck,i| − |Ck,j |
> ρ− 4r > 3(n− µ)r − 4r ≥ ri + rj .

Dakle, Z
(k)
i ∩ Z

(k)
j = ∅ (i 6= j) zbog (1.51). Navedene nejednakosti su neophodne

da bi inkluzivni metod (8.9) bio dobro definisan.
Podsetimo da u iterativnoj formuli (8.9) kombinujemo dva tipa inverzije. Iz tog

razloga, koristićemo indekse ,,e” (exact) i ,,c” (central) da bismo ukazali na tip
korǐsćene inverzije u formuli (8.9).
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1) Slučaj INV1 = ()Ic

Razmotrimo prvo slučaj kada je INV1, INV2 = ()Ic . Primenjujući operacije
kružne aritmetike i centralnu inverziju (1.56), dobijamo

S2,i(Z (k),Z (k)) =
ν∑

j=1
j 6=i

µj

(
1

zi − Zj + Ck,j

)2

=
ν∑

j=1
j 6=i

µj

{
g
(k)
ij ;

rj

|χ(k)
ij |(|χ(k)

ij | − rj)

}2

=
ν∑

j=1
j 6=i

µj

{
g
(k)
ij ; d(k)

ij

}2
=

{
ν∑

j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2; η(k)

i

}
.

Sada se iterativna formula (8.9) može napisati u obliku

Ẑi = zi −
√

µi{
δ2,i −

ν∑
j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2; η(k)

i

}1/2

∗

= zi −
√

µi{
(t(k)

i )1/2; ω(k)
i

} . (8.15)

Primenjujući centralnu inverziju (1.56) još jednom (INV2 = ()Ic), dobijamo iz
(8.15)

Ẑi = zi −√µi

{
1

(t(k)
i )1/2

;
ω

(k)
i

|t(k)
i |1/2(|t(k)

i |1/2 − ωi)

}
. (8.16)

Na osnovu tvrd̄enja (ii), (iv) i (v) Leme 8.1, iz (8.16), nalazimo

r̂i = rad Ẑi =
√

µi ω
(k)
i

|t(k)
i |1/2(|t(k)

i |1/2 − ω
(k)
i )

<

12
√

µi (n− µi)|εi|r
5ρ3

√
4/5
|εi|

(√
4/5
|εi| − ω

(k)
i

)

=
12
√

µi (n− µi)|εi|3r
5ρ3

√
4/5(

√
4/5− |εi|ω(k)

i )
<

7
√

µi (n− µi)|εi|3r
2ρ3

.

Dakle, dobili smo ocene
r̂ = O(ε3r) (8.17)

i
r̂i <

ri

25
. (8.18)

Iz (8.16) imamo
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ẑi = mid Ẑi = zi −
√

µi

(t(k)
i )1/2

= zi −
√

µi[
δ2,i −

ν∑
j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2

]1/2

∗

, (8.19)

i na osnovu tvrd̄enja (ii) Leme 8.1 nalazimo

|ẑi − zi| =
√

µi

|t(k)
i |1/2

<
|εi|√
4/5

<
3
2
ri. (8.20)

Neka je Ai = Σ2,i −
ν∑

j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2, tada je

Ai = Σ2,i −
ν∑

j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2 =

ν∑
j=1
j 6=i

µj

[
1

(zi − ζj)2
− 1

(χ(k)
ij )2

]

=
ν∑

j=1
j 6=i

µj

(
1

zi − ζj
− 1

χ
(k)
ij

)(
1

zi − ζj
+

1

χ
(k)
ij

)

=
ν∑

j=1
j 6=i

µj

(
ζ
(k)
j εk+1

j

(zi − ζj)χ
(k)
ij

)(
1

zi − ζj
+

1

χ
(k)
ij

)
,

odakle sledi
|Ai| = O(εk+1) (k = 1, 2). (8.21)

Kako je

δ2,i −
ν∑

j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2 =

µi

ε2
i

+ Σ2,i −
ν∑

j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2 =

µi

ε2
i

(1 + ε2
i Ai),

iz (8.19) dobijamo

ε̂i = ẑi − ζi = zi − ζi −√µi/(t(k))1/2 = εi −
√

µi εi[
1 + ε2

i Ai

]1/2

∗

. (8.22)

Smatrajući da su aproksimacije dovoljno blizu nula (što je obezbed̄eno sa (8.14))
i uzimajući u obzir da je |ε2

i Ai| = O(|εi|k+3) veoma mala veličina, možemo da
koristimo aproksimaciju

[
1 + ε2

i Ai

]1/2

∗
∼= 1 +

ε2
i Ai

2
.
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Na osnovu prethodne aproksimacije dobijamo iz (8.22)

ε̂i
∼= εi − εi

1 +
ε2
i Ai

2

=
ε3
i Ai

2 + ε2
i Ai

.

Imenilac je očito ograničena veličina i teži 2 kada εi → 0. Na osnovu ove činjenice
i (8.21) dobijamo

|ε̂i| = |εi|3OM (|ε|k+1). (8.23)

Korǐsćenje nejednakosti (8.14), (8.18) i (8.20) daje

|ẑi − ẑj | ≥ |zi − zj | − |ẑi − zi| − |ẑj − zj | > ρ + rj − 3
2

ri − 3
2

rj

> 3(n− µ)r − 2r > 25r̂
[
3(n− µ)− 2

]
.

Na osnovu poslednje nejednakosti dobijamo da je za proizvoljni par i, j ∈ Iν (i 6= j)

|ẑi − ẑj | > 2r̂ ≥ r̂i + r̂j (i 6= j),

što znači da su diskovi Ẑ1, . . . , Ẑν disjunktni po parovima (na osnovu (1.51)). Dalje,
imamo za proizvoljni par i, j ∈ Iν (i 6= j)

|ẑi − ẑj | − r̂j > 25r̂[3(n− µ)− 2]− r̂ > 3(n− µ)r̂.

Odavde sledi
ρ̂ > 3(n− µ)r̂.

Prema tome dokazali smo da početni uslov (8.14) dovodi do nejednakosti istog
oblika, samo za vrednost indeksa m = 1. Pored toga, zapazimo da nejednakost
(8.18) u obliku r(1) < r(0)/25 ukazuje na činjenicu da nove kružne aproksimacije
Z

(1)
1 , . . . , Z

(1)
ν imaju manji poluprečnik.

Ponavljajući gornju analizu i argumentaciju za proizvoljnu vrednost indeksa
m ≥ 0, možemo dokazati sve prethodno dobijene relacije za vrednost indeksa
m + 1. Kako su ove relacije već dokazane za m = 0, matematičkom indukcijom
konstatujemo da, pod pretpostavkom (8.14), one važe za svako m ≥ 1. Izdvajamo
sledeće dve relacije

ρ(m) > 3(n− µ)r(m) (8.24)

(tvrd̄enje 1◦) i

r(m+1) <
r(m)

25
. (8.25)
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Iz nejednakosti (8.25) zaključujemo da niz maksimalnih poluprečnika {r(m)}
teži nuli, što znači da je inkluzivni metod (8.9) konvergentan. Dalje, kako važi
nejednakost (8.24), zaključujemo da implikacije razmatrane u Lemi 8.1 važe za
proizvoljno m. Dakle, metod tipa Ostrowskog (8.9) sa korekcijama je dobro defi-
nisan u svakom iterativnom koraku.

Pretpostavimo da je ζi ∈ Z
(m)
i za svako i ∈ Iν . Tada iz (8.3) i (8.9) dobijamo

da je ζi ∈ Z
(m+1)
i (na osnovu osobine inkluzivne izotonosti). Kako je ζi ∈ Z

(0)
i

(pretpostavka Teoreme 8.2) sledi matematičkom indukcijom da je ζi ∈ Z
(m)
i za

svako i ∈ Iν i m = 0, 1, . . . (tvrd̄enje 2◦).
Ostaje da se odredi donja granica R-reda konvergencije metoda (8.9) (tvrd̄enje

3◦). Iz (8.17) primećujemo da su nizovi {r(m)
i } i {ε(m)

i } poluprečnika i grešaka
med̄usobno zavisni. Zbog jednostavnosti, što je uobičajeno u ovom tipu analize,
usvojićemo da je 1 > |ε(0)| = r(0) > 0 što znači da radimo sa modelom ,,najgoreg
slučaja”. Ova pretpostavka nema uticaja na konačni rezultat s obzirom da se donja
granica R-reda konvergencije dobija u graničnom procesu.

Iz (8.17) i (8.23) primećujemo da se nizovi {ε(m)} i {r(m)} ponašaju po sledećim
relacijama

ε(m+1) ∼ (ε(m))k+4, r(m+1) ∼ (ε(m))3r(m) (k = 1, 2).

Korǐsćenjem ovih relacija formirajmo R-matricu T
(c)
2 =

[
k + 4 0

3 1

]
sa spektralnim

radijusom ρ(T (c)
2 ) = k + 4 i odgovarajućim karakterističnim vektorom xρ = ((k +

3)/3, 1) > 0. Sada, prema Teoremi 1.7, imamo

OR((8.9)c) ≥ ρ (T (c)
2 ) = k + 4 (k = 1, 2).

Ostaje da diskutujemo slučaj kada se tačna inverzija (1.55) primeni u završnom
koraku, to jest, INV2 = ()−1. Primenjujući ovu inverziju dobijamo iz (8.15)

Ẑi = zi −√µi

{
(t̄(k)

i )1/2;ω(k)
i

}

|t(k)
i | − (ω(k)

i )2
, (8.26)

što daje

r̂i = rad Ẑi =
√

µi ω
(k)
i

|t(k)
i | − (ω(k)

i )2
<

12
√

µi (n− µi)|εi|r
5ρ3

4
5|εi|2 − (ω(k)

i )2

<
7
√

µi (n− µi)|εi|3r
2ρ3

,



196 8 Metod kvadratnog korena za simultanu inkluziju vǐsestrukih nula polinoma

odnosno
r̂ = O(ε3r). (8.27)

Iz (8.26) nalazimo

ẑi = mid Ẑi = zi −√µi
(t̄(k)

i )1/2

|t(k)
i | − (ω(k)

i )2

= zi −
√

µi

(t(k)
i )1/2

(
1− (ω(k)

i )2/|t(k)
i |

) . (8.28)

Korǐsćenjem do sada dobijenih ocena, nalazimo |ω(k)
i | = O(r|ε|) i c

(k)
i =

OM (1/|ε|2) tako da je |ω(k)
i |2/|t(k)

i | = O(r2|ε|4). Razvijanjem u geometrijski red u
(8.28) imamo

ẑi = zi −
√

µi

(t(k)
i )1/2

(
1 +

(ω(k)
i )2

|t(k)
i |

+ · · ·
)

= zi −
√

µi

(t(k)
i )1/2

+OM (r2|ε|5).

Dakle,

ε̂i = εi −
√

µi

(t(k)
i )1/2

+OM (r2|ε|5) = ε3
iOM (|ε|k+1) +OM (r2|ε|5)

= ε3
iOM (α|ε|k+1 + βr2|ε|2),

gde su α i β kompleksne konstante takve da je |α| = O(1) i β = O(1). Prema
tome,

ε̂i = ε3
iOM (|ε|k+1) (k = 1, 2), (8.29)

što znači da se relacije (8.27) i (8.29) poklapaju sa (8.17) i (8.23). Dakle, donja
granica R-reda konvergencije inkluzivnog metoda (8.9), u slučaju kada je INV1 =
()Ic , INV2 = ()−1, je ista kao i u slučaju kada je INV1, INV2 = ()Ic .

2) Slučaj INV1 = ()−1

Primenimo tačnu inverziju (1.55) (to jest, INV1 = ()−1) u sumama (8.4) koje
su uključene u iterativnu formulu (8.9). Tada dobijamo

Ai = Σ2,i −
ν∑

j=1
j 6=i

µj(g
(k)
ij )2 =

ν∑
j=1
j 6=i

µj

[
1

(zi − ζj)2
−

(
χ̄

(k)
ij

|χ(k)
ij |2 − r2

j

)2]

=
ν∑

j=1
j 6=i

µj

(
1

zi − ζj
− χ̄

(k)
ij

|χ(k)
ij |2 − r2

j

)(
1

zi − ζj
+

χ̄
(k)
ij

|χ(k)
ij |2 − r2

j

)
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=
ν∑

j=1
j 6=i

µj

(
ξ
(k)
j χ̄

(k)
ij ε2

j − r2
j

(zi − ζj)(|χ(k)
ij |2 − r2

j )

)(
1

zi − ζj
+

χ̄
(k)
ij

|χ(k)
ij |2 − r2

j

)

= OM (α′|ε|2 + β′r2),

gde su α′ i β′ realne konstante. Dakle,

|ε̂i| = |εi|3OM (α′ε2 + β′r2).

Na sličan način kao kod izvod̄enja relacija (8.17) i (8.27), može se pokazati da je
r̂ = O(ε3r). Prema tome, nizovi {ε(m)} i {r(m)} se ponašaju po sledećim pravilima:

ε(m+1) ∼ (ε(m))3(r(m))2, r(m+1) ∼ (ε(m))3r(m)

i odgovarajuća R-matrica je T
(e)
2 =

[
3 2
3 1

]
, nezavisno od tipa korǐsćene korekcije

(Schröderove ili Halleyeve). Spektralni radijus ove matrice je ρ(T (e)
2 ) = 2 +

√
7,

a odgovarajući sopstveni vektor xρ = ((1 +
√

5)/2, 1) ima pozitivne komponente.
Dakle, na osnovu Teoreme 1.7, dobijamo

OR((8.9)e) ≥ ρ (T (e)
2 ) = 2 +

√
7 ≈ 4.646. ¤

Primedba 8.2 Teorema 8.1 i brojni numerički primeri pokazuju da primena tačne
inverzije (1.55) daje manje ubrzanje konvergencije intervalnog metoda (8.9) u
pored̄enju sa centralnom inverzijom (1.56) (uporediti Tabele 8.1 i 8.2). Objašnjenje
ovog paradoksa, imajući u vidu da tačna inverzija daje manje diskove (videti
(1.56)), leži u činjenici da centralna inverzija obezbed̄uje bolju konvergenciju
centara diskova generisanim formulom (8.9), što uslovljava bržu konvergenciju
poluprečnika diskova, videti Primedbu 4.3. Vǐse detalja o ovome može se naći
u [21].

Primedba 8.3 Teorema 8.1 je dokazana pod računski proverljivim početnim
uslovom (formula (8.14))

ρ(0) > 3(n− µ)r(0).

Uslovi ovog oblika su logični i prirodni s obzirom da maksimalni poluprečnik r(0)

daje informaciju o veličini početnih inkluzivnih diskova, dok je veličina ρ(0) mera
razdvojenosti diskova Z

(0)
1 , . . . , Z

(0)
ν jednog od drugog. Gornji uslov (8.14) i uslovi

sličnog oblika su samo dovoljni; u praksi, simultani intervalni metodi mogu konver-
girati iako odgovarajući početni uslovi nisu zadovoljeni. Drugim rečima, u praksi
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odnos r(0)/ρ(0) može biti veći (ili ponekad značajno veći u slučajevima polinoma
vǐseg stepena) od 1/(3(n−µ)r(0)), što se može videti iz Primera 8.1 i 8.2. Praktično,
strožiji uslovi su neophodni u analizi konvergencije zato što mora biti zadovoljen
veliki broj nejednakosti i inkluzija. Teorijski, intervalni metod može biti izvodljiv
u slučaju kada su početni diskovi disjunktni, to jest, ako je ρ(0) > r(0). Med̄utim,
mnogi drugi uslovi (na primer, deljenje diskom koji sadrži nulu se mora izbeći)
zahtevaju mnogo strožije uslove od uslova oblika ρ(0) > αr(0), gde je α > 1 realna
konstanta. Odred̄ivanje vrednosti α je još uvek otvoren problem; možemo samo reći
da dobro razdvojeni diskovi obezbed̄uju manje vrednosti α i obrnuto: veoma bliski
diskovi, slično kao veoma bliske (kompleksne) aproksimacije u kompleksnoj arit-
metici, usporavaju konvergenciju iterativnog metoda. Efikasan pristup u nalaženju
aproksimativne vrednosti za α je dat u [143].

8.4 Single-step metodi sa korekcijama

Primenom Gauss-Seidelovog pristupa na metode (8.9) dobijamo single-step metode

Ẑi = zi −√µi INV2

([
δ2,i − Si(Ẑ,Z (k))

]1/2

∗

)
(i ∈ Iν , k = 0, 1, 2), (8.30)

gde je INV2 ∈ {()−1, ()Ic}. Kao što je već ranije napomenuto, veoma je teško
odrediti R-red konvergencije single-step metoda (8.30) sa korekcijama (k = 1, 2)
kao funkciju broja nula ν. Med̄utim, možemo lako oceniti granice R-reda konver-
gencije uzimajući granične slučajeve ν = 2 i veoma veliko ν.

Korǐsćenjem dobro poznate činjenice da red konvergencije single-step metoda
postaje gotovo jednak redu konvergencije odgovarajućeg total-step metoda kada
je stepen polinoma veoma veliki, na osnovu Teoreme 8.1 imamo za veoma velike
vrednosti ν

OR((8.30, k))∼=OR(8.9)≥
{

2 +
√

7 ∼= 4.646, ako je INV1 = ()−1,
k + 4 (k = 1, 2), ako je INV1 = ()Ic .

Razmotrimo sada single-step metode (8.30) za ν = 2, podrazumevajući da je
|ε(0)

1 | = |ε(0)
2 | = r

(0)
1 = r

(0)
2 < 1 (model ,,najgoreg slučaja”). Posle sred̄ivanja

dobijamo sledeće ocene:

(i) Slučaj kada je INV1 = ()−1:

|ε̂1| ∼ |ε1|3r2
2, |ε̂2| ∼ |ε1|3|ε2|3r2

2,

r̂1 ∼ |ε1|3r2, r̂2 ∼ |ε1|3|ε2|3r2.
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Odgovarajuće R-matrica i njen spektralni radijus i vektor su

T
(e)
4 =




3 0 0 2
3 3 0 2
3 0 0 1
3 3 0 1


 ,

ρ(T (e)
4 ) = 6.29654,

x
(e)
ρ = (1, 1.91, 0.7382, 1.6483) > 0.

(ii)Slučaj kada je INV1 = ()Ic :

|ε̂1| ∼ |ε1|3|ε2|k+1, |ε̂2| ∼ |ε1|3|ε2|k+4,

r̂1 ∼ |ε1|3r2, r̂2 ∼ |ε1|3|ε2|3r2,

sa spektralnim radijusom i vektorom

T
(c)
4 =




3 k 0 0
3 k + 4 0 0
3 0 0 1
3 3 0 1


 , ρ(T (c)

4 ) =

{
6.64575,k = 1,
7.8541, k = 2,

x(c)
ρ =

{
(1, 1.8229, 0.6771, 1.5) > 0, k = 1,
(1, 1.6180, 0.5279, 1.1459) > 0, k = 2.

Indeksi ,,e” (exact) i ,,c” (central) su korǐsćeni da bismo ukazali na tip korǐsćene
inverzije u (8.4).

Na osnovu ovako dobijenih rezultata i opsega R reda kovergencije metoda (8.30)
bez korekcije (k = 0, videti kraj Odeljka 8.1) možemo formulisati sledeće tvrd̄enje:

Teorema 8.2 Opsezi donjih granica R-redova konvergencije single-step metoda
(8.30) su

OR(8.30) ∈ (4, 5.303), (k = 0),
OR(8.30) ∈ (4.646, 6.297), (k = 1, 2), ako je INV1 = ()−1,

OR(8.30) ∈
{

(5, 6.646) (k = 1),
(6, 7.855) (k = 2),

ako je INV1 = ()Ic .

8.5 Numerički primeri

Izloženi inkluzivni metod tipa Ostrowskog je testiran na većem broju polinomskih
jednačina. Zbog pored̄enja, takod̄e smo testirali sledeće intervalne metode [90]:
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Total-step inkluzivni metod Halleyevog tipa:

Ẑi = zi− INV2

(
H(zi)−1− P (zi)

2P ′(zi)

[
1
µi

S2
1,i(Z

(k),Z (k))+S2,i(Z (k),Z (k))

])
. (8.31)

Single-step inkluzivni metod Halleyevog tipa:

Ẑi = zi − INV2

(
H(zi)−1 − P (zi)

2P ′(zi)

[
1
µi

S2
1,i(Ẑ,Z (k)) + S2,i(Ẑ,Z (k))

])
. (8.32)

Total-step inkluzivni metod Laguerreovog tipa:

Ẑi = zi − nINV2

(
δ1 +

[n− µi

µi

(
nδ2 − δ2

1 − nS2,i(Z (k),Z (k))

+
n

n− µi
S2

1,i(Z
(k),Z (k))

)]1/2

∗

)
. (8.33)

Single-step inkluzivni metod Laguerreovog tipa:

Ẑi = zi−nINV2

(
δ1+

[n− µi

µi

(
nδ2−δ2

1−nS2,i(Ẑ,Z (k))+
n

n− µi
S2

1,i(Ẑ,Z (k))
)]1/2

∗

)
.

(8.34)

Total-step inkluzivni metod Eulerovog tipa:

Ẑi = zi − 2µiINV2

(
δ1 +

[
2µiδ2 − δ2

1 − 2(µiS2,i(Z (k),Z (k))− S2
1,i(Z

(k),Z (k)))
]1/2

∗

)
.

(8.35)

Single-step inkluzivni metod Eulerovog tipa:

Ẑi = zi−2µiINV2

(
δ1 +

[
2µiδ2−δ2

1−2(µiS2,i(Ẑ,Z (k))−S2
1,i(Ẑ,Z (k)))

]1/2

∗

)
. (8.36)

U svim metodima (8.31)–(8.36) je i ∈ Iν , INV1, INV2 ∈ {()−1, ()Ic} i korekcije
c(z) su c(z) = 0 (za k = 0), c(z) = v(z) (k = 1) i c(z) = h(z) (k = 2). R-red
konvergencije total-step metoda (8.31), (8.33) i (8.35) je isti kao i R-red metoda
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(8.9), datim u Teoremi 8.2. Opsezi donjih granica R-reda konvergencije single-step
metoda (8.32), (8.34) i (8.36) su isti kao i kod metoda (8.32), datim u Teoremi 8.3.

Primer 8.1 Primenili smo total-step intervalne metode (8.9), (8.31), (8.33) i (8.35)
za k = 0, 1 i 2 za inkluziju vǐsestrukih nula polinoma

P (z) = z20 − 3z19 − 3z18 − z17 − 34z16 + 144z15 + 184z14 + 184z13 + 448z12

−1648z11 − 2992z10 − 5392z9 − 8352z8 − 20864z7 − 33536z6

−52224z5 − 98304z4 − 47104z3 − 73728z2 − 110592z − 221184.

Nule polinoma P su ζ1 = 3, ζ2 = −2, ζ3 = 1+i, ζ4 = 1−i, ζ5 = −1−i, ζ6 = −1+i,
ζ7 = −2i, ζ8 = 2i, vǐsestrukosti µ1 = µ2 = 3, µ3 = µ4 = µ5 = µ6 = 2, µ7 = µ8 = 3.
Početni diskovi su Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.5}, sa centrima

z
(0)
1 = 3.2 + 0.1i, z

(0)
2 = −2.1 + 0.2i, z

(0)
3 = 0.9 + 1.2i,

z
(0)
4 = 0.8− 1.2i, z

(0)
5 = −1.2− 0.9i, z

(0)
6 = −0.9 + 0.8i,

z
(0)
7 = 0.1− 2.2i, z

(0)
8 = 0.2 + 2.1i.

Primenili smo odvojeno tačnu i centralnu inverziju u odgovarajućim sumama u
svim testiranim metodima.

metodi r(1) r(2) r(3)

(8.9) k = 0 2.32(−2) 2.41(−9) 1.69(−38)
(8.9) k = 1 3.31(−2) 7.66(−9) 1.04(−42)
(8.9) k = 2 3.45(−2) 1.01(−8) 1.08(−43)
(8.31) k = 0 1.05(−2) 1.05(−5) 3.25(−25)
(8.31) k = 1 1.43(−1) 2.96(−5) 2.26(−26)
(8.31) k = 2 1.47(−1) 3.07(−5) 3.05(−26)
(8.33) k = 0 2.96(−2) 4.25(−9) 5.66(−39)
(8.33) k = 1 4.34(−2) 2.72(−8) 9.16(−41)
(8.33) k = 2 4.59(−2) 3.75(−8) 1.70(−40)
(8.35) k = 0 7.59(−2) 1.10(−6) 1.47(−28)
(8.35) k = 1 1.42(−1) 5.78(−5) 8.21(−23)
(8.35) k = 2 divergira – –

Tabela 8.1: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova – tačne inverzije
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Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova dobijenih u prva tri iterativna ko-
raka dati su u Tabelama 8.1 i 8.2. Primetimo da metodi Eulerovog tipa (8.35) i
(8.36) divergiraju u ovom primeru.

metodi r(1) r(2) r(3)

(8.9) k = 0 3.15(−2) 1.67(−9) 1.04(−40)
(8.9) k = 1 4.63(−2) 6.61(−11) 1.03(−57)
(8.9) k = 2 4.84(−2) 1.96(−13) 5.41(−82)
(8.31) k = 0 2.09(−1) 5.47(−7) 3.70(−32)
(8.31) k = 1 3.46(−1) 1.57(−8) 3.19(−45)
(8.31) k = 2 3.70(−1) 1.38(−10) 5.85(−73)
(8.33) k = 0 4.25(−2) 2.96(−9) 3.56(−41)
(8.33) k = 1 6.56(−2) 1.03(−10) 1.48(−58)
(8.33) k = 2 6.96(−2) 4.50(−13) 6.32(−82)
(8.35) k = 0 1.96(−1) 2.18(−7) 3.14(−34)
(8.35) k = 1 divergira – –
(8.35) k = 2 divergira – –

Tabela 8.2: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova – centralne inverzije

Upored̄ujući rezultate iz Tabela 8.1 i 8.2 primećujemo da centralna inverzija
obezbed̄uje značajno manje inkluzivne diskove od tačne inverzije, što se poklapa
sa tvrd̄enjima datim u Teoremi 8.2. Rezultati prikazani u Tabelama 8.1 i 8.2 i mnogi
drugi numerički primeri pokazuju da se metodi tipa Ostrowskog bolje ponašaju od
metoda tipa Halleya i Eulera.

Primer 8.2 U cilju nalaženja kružnih aproksiomacija nula polinoma

P (z) = z12 − (2− 3i)z11 + (16− 6i)z10 − (26− 38i)z9

+(101− 58i)z8 − (120− 131i)z7 + (250− 76i)z6

−(72 + 20i)z5 − (84− 432i)z4 + (864− 292i)z3

−504z2 + 432iz + 864,

primenili smo total-step intervalne metode (8.9) (sa k = 0, 1, 2), i single-step
metode (8.32) (sa k = 0, 1, 2). Zbog pored̄enja, takod̄e smo testirali metode
Halleyevog tipa, Laguerreovog tipa i Eulerovog tipa (8.31)–(8.36). Total-step
metodi bez korekcija i sa Newtonovom i Halleyevom korekcijom su dodatno
označeni sa TS, TSN i TSH, respektivno (videti Tabelu 8.3), dok su odgovarajući
single-step metodi označeni sa SS, SSN i SSH. U svim testiranim primerima
je korǐsćena centralna inverzija koja daje značajno bolje inkluzivne diskove u
pored̄enju sa tačnom inverzijom, kao što se tvrdi u Teoremama 8.1 i 8.2.
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Nule polinoma P su ζ1 = −1, ζ2 = 2i, ζ3 = 1 + i, ζ4 = 1 − i, ζ5 = −3i
vǐsestrukosti µ1 = 2, µ2 = 3, µ3 = 2, µ4 = 2, µ5 = 3, respektivno. Za početne
diskove smo izabrali diskove Z

(0)
i = {z(0)

i ; 0.6}, sa centrima:

z
(0)
1 = −1.1 + 0.2i, z

(0)
2 = −0.1 + 2.3i, z

(0)
3 = 0.9 + 1.1i,

z
(0)
4 = 0.8− 1.2i, z

(0)
5 = 0.2− 2.8i.

Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova dobijeni u prve tri iteracije dati su u
Tabeli 8.3.

metodi r(1) r(2) r(3)

(8.9) k = 0 1.29(−2) 6.31(−12) 5.95(−50)
TS (8.31) k = 0 4.33(−2) 1.50(−9) 2.18(−41)

(8.33) k = 0 1.81(−2) 1.54(−11) 1.91(−50)
(8.35) k = 0 5.20(−2) 7.77(−10) 6.19(−45)
(8.30) k = 0 8.42(−3) 5.85(−13) 3.36(−54)

SS (8.32) k = 0 2.24(−2) 7.16(−11) 1.21(−45)
(8.34) k = 0 1.39(−2) 5.12(−13) 3.88(−56)
(8.36) k = 0 3.60(−2) 8.81(−12) 1.15(−50)
(8.9) k = 1 1.01(−2) 2.60(−14) 6.07(−71)

TSN (8.31) k = 1 3.74(−2) 3.80(−12) 9.32(−62)
(8.33) k = 1 1.51(−2) 1.45(−13) 6.10(−72)
(8.35) k = 1 3.79(−2) 9.23(−12) 1.45(−64)
(8.30) k = 1 5.60(−3) 3.57(−15) 7.46(−75)

SSN (8.32) k = 1 1.53(−2) 7.13(−13) 3.41(−64)
(8.34) k = 1 1.01(−2) 2.78(−15) 5.36(−77)
(8.36) k = 1 2.59(−2) 2.02(−13) 7.04(−68)
(8.9) k = 2 1.03(−2) 5.39(−16) 7.69(−99)

TSN (8.31) k = 2 3.76(−2) 3.18(−14) 4.45(−89)
(8.33) k = 2 1.52(−2) 2.09(−15) 1.29(−98)
(8.35) k = 2 3.74(−2) 5.83(−14) 1.90(−89)
(8.30) k = 2 5.75(−3) 8.72(−18) 4.59(−104)

SSH (8.32) k = 2 1.52(−2) 1.74(−15) 8.94(−93)
(8.34) k = 2 1.03(−2) 6.82(−17) 1.85(−102)
(8.36) k = 2 2.64(−2) 9.66(−15) 4.00(−92)

Tabela 8.3 Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova – centralne inverzije
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Primećujemo da predloženi metodi sa korekcijama daju veoma male diskove.
Ovo se posebno vidi kada se primenjuje centralna inverzija (uporediti Tabele 8.1
i 8.2). U nekim slučajevima predloženi metodi sa korekcijama daju u prvom ite-
rativnom koraku diskove koji nisu manji u pored̄enju sa onim koji su dobijeni
odgovarajućim inkluzivnim metodima bez korekcija. Objašnjenje leži u činjenici
da Schröderov i Halleyev metod ne popravljaju obavezno početnu aproksimaciju
na početku iterativnog procesa. U kasnijim iteracijama red konvergencije inklu-
zivnih metoda sa korekcijama raste i približava se teorijskom koji je dobijen u
izloženoj analizi konvergencije.

Na osnovu rezultata datim u Tabelama 8.1, 8.2 i 8.3 i velikog broja drugih testi-
ranih polinoma, možemo da zaključimo da su predloženi iterativni metodi tipa Os-
trowskog za simultanu inkluziju nula polinoma bolji ili bar jednaki u pored̄enju sa
postojećim metodima istog reda. Jednostavna analiza računske efikasnosti pokazuje
da su, u opštem slučaju, inkluzivni metodi sa korekcijama uz primenu centralne
inverzije, mnogo efikasniji od odgovarajućih metoda bez korekcija. Ova prednost
je direktna posledica značajnog povećanja brzine konvergencije koja je postignuta
bez dodatnih izračunavanja funkcija.

Na kraju poglavlja dajemo komentar koji se odnosi na pitanje uporedivih karak-
teristika simultanih intervalnih metoda i odgovarajućih ,,tačkastih” verzija (reali-
zovanih u običnoj kompleksnoj aritmetici). Istaknemo da su ovi metodi različitih
struktura i da su u suštini neuporedivi. Obe klase imaju svoje prednosti i ne-
dostatke. Značajna prednost intervalnih metoda je što daju rezultate koji uključuju
i grešku. S druge strane metodi koji su implementirani u običnoj (realnoj ili kom-
pleksnoj) aritmetici imaju manju računsku cenu. Štavǐse, izbor najprikladnijeg
metoda od ovih dveju klasa zavisi od prirode problema koji se rešava i specifičnih
zahteva (na primer, da li se traži informacija o grešci izračunavanja, kontrola
grešaka zaokruživanja, da li se obrad̄uju nesigurni podaci i tako dalje).
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Inkluzija izolovane kompleksne nule polinoma

U ovom poglavlju razmatrane su varijante inkluzivnih metoda za simultanu inklu-
ziju svih prostih ili vǐsestrukih nula polinoma koje su izložene u Poglavljima 5 i 8.
Ideja je bila da se razviju originalni intervalni metodi za odred̄ivanje samo jedne
proste ili vǐsestruke nule datog polinoma.

R. E. Moore je u svojoj knjizi Interval Analysis [93] iz 1966., koja je imala
odlučujući uticaj na dalji razvoj intervalne matematike, definisao Newtonov inter-
valni operator

N(X) = m(X)− f(m(X))
F ′(X)

, m(X) = midX,

gde je F ′(X) realno intervalno proširenje funkcije f ′(x) nad intervalom X, koje
sadrži realnu prostu nulu ζ funkcije f , a midX je sredina intervala X. Za ovako
definisan operator N(X) važi osobina

ζ ∈ X =⇒ ζ ∈ N(X).

Na osnovu toga, Moore je konstruisao intervalnu verziju Newtonovog metoda

Xk+1 = N(Xk) ∩Xk (k = 0, 1, . . .),

koja startuje od početnog intervala X0 koji sadrži nulu ζ. Pod odred̄enim uslovima
ovaj metod ima kvadratnu konvergenciju. Ovako dobijeni intervalni metod se često
naziva Mooreov metod. Modifikacije i pobolǰsanja ovog metoda kasnije su dali
Alefeld [2], Hansen [49], [50], Hanson [54], Herzberger [59] i M. Petković [111].

Mooreov intervalni metod se može koristiti isključivo za nalaženje prostih real-
nih nula, što je ozbiljan nedostatak. Pobolǰsanja ovog metoda mogu se naći u
radovima Arthura [8], Granta i Hitchinsa [45], Hansena [48] i Krawczyka [77]. U
njima je problem nalaženja kompleksnih nula rešen primenom intervalnih metoda

205
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na rešavanje sistema nelinearnih jednačina. Postupak nalaženja kompleksne nule
funkcije

f(z) = f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y)

se svodi na rešavanje sistema jednačina u(x, y) = 0, v(x, y) = 0. Red konvergencije
tako dobijenih metoda je veći od jedan, u najboljem slučaju je jednak dva. Efikasne
algoritme sa kvadratnom konvergencijom za inkluziju kompleksne nule polinoma
poznate vǐsestrukosti dao je M. Petković u radovima [122] i [129]. Takozvani metodi
nagiba sa redom konvergencije bar dva, takod̄e se mogu primeniti za inkluziju jedne
proste nule, videti Moore [93, Pogl. 7], Alefeld [3], Hansen [51], [52], Krawczyk [73],
Krawczyk i Neumaier [78], Neumaier [96], Lj. Petković, Tričković i Živković [110].

U našem razmatranju interesuje nas samo jedna nula polinoma P , za koju ćemo
pretpostaviti da leži unutar inkluzivnog diska

{a; R} = {z : |z − a| ≤ R},

a da sve ostale nule leže van tog diska u otvorenoj oblasti W = {z : |z − a| > R}.
Korǐsćenjem osobine inkluzivne izotonosti imamo za svako z ∈ {a; R}

(z − ζj)−λ ∈
( 1
z −W

)λ
(j = 1, . . . , i− 1, i + 1, . . . , n, λ ∈ N). (9.1)

Ako z 6∈ W , to jest |z − a| < R, inverzija oblasti

z −W = {w : w − (z − a) > R}

je zatvorena unutrašnjost kruga

V = (z −W )−1 =
{

w :
∣∣∣∣w +

z̄ − ā

R2 − |z − a|2
∣∣∣∣ ≤

R

R2 − |z − a|2
}

=: {h; d}, (9.2)

gde su

h = midV =
ā− z̄

R2 − |z − a|2 (9.3)

i
d = radV =

R

R2 − |z − a|2 (9.4)

(videti [41]).
Petković i njegovi koautori su u knjizi [127] konstruisali kvadratno konvergentni

modifikovani Gargantini-Henricijev metod za inkluziju samo jedne kompleksne nule
polinoma P (videti takod̄e i [155])
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Z(m+1) = z(m) − µ

P ′(z(m))
P (z(m))

− (N − µ){h(m); d(m)}
(m = 0, 1, . . .), (9.5)

gde se h(m) i d(m) izračunavaju pomoću formula (9.3) i (9.4), stavljajući da je
z = z(m).

9.1 Metod Ostrowskog

Neka je P monični polinom N -tog stepena (N ≥ 3)

P (z) =
n∏

j=1

(z − ζj)µj (9.6)

sa n (2 ≤ n ≤ N) različitih realnih ili kompleksnih nula ζ1, . . . , ζn, respektivne
vǐsestrukosti µ1, . . . , µn, gde je µ1 + . . . + µn = N i neka je

δ2(z) =
P ′(z)2 − P (z)P ′′(z)

P (z)2

i

s2,i(z) =
n∑

j=1
j 6=i

µj

(z − ζj)2
. (9.7)

Iz faktorizacije (9.6) nalazimo

δ2(z) = − d2

dz2
(log P (z)) =

n∑

j=1

µj

(z − ζj)2
=

µi

(z − ζi)2
+ s2,i(z).

Rešavajući poslednju jednačinu po ζi dobijamo sledeću nula-relaciju:

ζi = z −
√

µi[
δ2(z)− s2,i(z)

]1/2

∗

. (9.8)

Podrazumeva se da je uzeta samo jedna kompleksna vrednost (od dve) kvadratnog
korena u poslednjoj formuli, što je označeno sa ∗. Ova vrednost se bira na takav
način da se desna strana jednakosti svede na ζi.

Pretpostavimo da smo pronašli inkluzivni disk {z : |z − a| ≤ R} sa centrom a
i poluprečnikom R koji sadrži samo jednu nulu ζi polinoma P . Sve ostale nule se
nalaze u oblasti W = {z : |z − a| > R}.



208 9 Inkluzija izolovane kompleksne nule polinoma

Na osnovu osobine inkluzivne izotonosti, (9.1), (9.2) i (9.7) imamo

s2,i(z) ∈
n∑

j=1
j 6=i

(z −W )−2 = (N − µi)V (z)2 =: S2,i(z) (i ∈ In := {1, 2, . . .}).

Na osnovu toga, iz nula-relacije (9.8) dobijamo za z = zi

ζi ∈ zi −
√

µi[
δ2(zi)− S2,i(zi)

]1/2

∗

=: Ẑi. (9.9)

Ẑi je nova kružna aproksimacija nule ζi.
U našem razmatranju se zahteva nalaženje samo jedne nule tako da, bez gubitka

opštosti možemo tu nulu da označimo sa ζ1, a sve ostale nule koje leže van oblasti
{a; R} sa ζ2, . . . , ζn. Štavǐse, zbog bolje preglednosti, pisaćemo u nastavku ζ umesto
ζ1, i takod̄e s2 i S2 umesto s2,1 i S2,1.

Neka je Z(m) = {z(m); r(m)} disk sa centrom u z(m) = midZ(m) i poluprečnikom
r(m) = radZ(m) za svako m = 0, 1, . . . . Za početni inkluzivni disk Z(0) imamo
Z(0) = {a; R}, to jest, z(0) = a, r(0) = R. Dalje, uvešćemo skraćenice

V (m)(z) = (z(m) −W )−1 = {h(z(m)); d(z(m))}
i

S
(m)
2 (z) = (N − µ)(V (m)(z))2.

Polazeći od izolovanog inkluzivnog diska Z(0) = {a;R}, relacija (9.9) sugerǐse
sledeći iterativni metod za odred̄ivanje jedne vǐsestruke nule polinoma P (z):

Z(m+1) = z(m) −
√

µ
[
δ2(z(m))− (N − µ){h(z(m)); d(z(m))}2

]1/2

∗

(m = 1, 2, . . .).

(9.10)
Na osnovu (1.59), kvadratni koren diska u (9.10) daje dva diska; simbol ∗ ukazuje

da jedan od ta dva diska treba da bude izabran. Kriterijum za izbor ,,pravog” diska
je razmatran u [40] (videti takod̄e [111]) i glasi:

Neka je
[
δ2(z(m))− (N−µ){h(z(m)); d(z(m))}2

]1/2
= D

(m)
1

⋃
D

(m)
2 . Izmed̄u diskova

D
(m)
1 i D

(m)
2 treba izabrati onaj disk čiji centar minimizira

∣∣∣∣∣
P ′(z(m))
µP (z(m))

−midD(m)
p

∣∣∣∣∣ (p = 1, 2).



9.1 Metod Ostrowskog 209

Analiza konvergencije

U nastavku ćemo dati analizu konvergencije iterativnog metoda (9.10). On se
može izraziti u obliku

Z(m+1) =z(m)−
√

µ
{
c(z(m)); η(z(m))

}1/2

∗

= z(m)−
√

µ{√
c(z(m));u(z(m))

} (m = 1, 2, . . .),

(9.11)
gde su

c(z) = δ2(z)− (N − µ)h(z)2 = δ2(z)− (N − µ)
(ā− z̄)2

(R2 − |z − a|2)2 ,

η(z) = (N − µ)(2|h(z)|d(z) + d(z)2) = (N − µ)
2|a− z|R + R2

(R2 − |z − a|2)2 ,

u(z) =
η(z)

|c(z)|+ √|c(z)| − η(z)
.

Pretpostavimo da smo pronašli početni disk Z(0) = {a;R} tako da je zadovoljen
uslov

|δ2(a)| > 5(N − µ)2µ
2R2

. (9.12)

Takod̄e, za m = 1, 2, . . . uvedimo

ρ(m) = R− |z(m) − a|.

Na početku razmotrimo prvu iteraciju (m = 0). Korǐsćenjem inverzije (9.2)
dobijamo

{c(a); η(a)} = δ2(a)− (N − µ){h(a); d(a)}2 = δ2(a)− (N − µ)
{

0;
1
R

}2

=
{

δ2(a);
N − µ

R2

}
. (9.13)

Kako je (N − µ)µ ≥ 2, iz (9.13) ocenjujemo

η(a) =
N − µ

R2
≤ (N − µ)2µ

2R2
. (9.14)

Na osnovu nejednakosti (9.12) i (9.14) i jednakosti c(a) = δ2(a) (videti (9.13))
dobijamo da je

|c(a)| > 5(N − µ)2µ
2R2

>
(N − µ)2µ

2R2
≥ η(a),
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što znači da disk {c(a); η(a)} ne sadrži nulu kad je m = 0 i da možemo da
izračunamo kvadratni koren

{c(a); η(a)}1/2
∗ =

{√
c(a);u(a)

}
.

Korǐsćenjem formule (1.59) i ocena (9.12) i (9.14) imamo

u(a) =
η(a)√|c(a)|+ √|c(a)| − η(a)

<

(N − µ)2µ
2R2√

5(N − µ)2µ
2R2

+

√
2(N − µ)2µ

R2

<
17
100

· (N − µ)
√

µ

R
. (9.15)

Primenjujući (1.55) i (9.11), nalazimo gornju granicu za r(1) na osnovu nejed-
nakosti (9.12) i (9.15),

r(1) = radZ(1) = rad
√

µ{√
c(a);u(a)

} =
√

µ
u(a)

|c(a)| − u(a)2

<
√

µ

17(N − µ)
√

µ

100R
5(N − µ)2µ

2R2
− 172(N − µ)2µ

104R2

,

odakle je

r(1) <
7

100
· R

N − µ
. (9.16)

Slično, iz ocene

|z(1) − a| = √
µ

|√c(a)|
|c(a)| − u(a)2

<
√

µ

√
5(N − µ)2µ

2R2

5(N − µ)2µ
2R2

− 172(N − µ)2µ
104R2

dobijamo

|z(1) − a| < 16
25
· R

N − µ
. (9.17)

Sada ćemo dokazati da (9.12) dovodi do nejednakosti

ρ(1) > 5(N − µ)r(1). (9.18)
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Korǐsćenjem nejednakosti (9.17) imamo da je

ρ(1) = R− |z(1) − a| > R− 16R

25(N − µ)
= R

[
1− 16

25(N − µ)

]
,

tako da je, na osnovu (9.16) i (9.18), dovoljno pokazati da je

R

[
1− 16

25(N − µ)

]
> 5(N − µ)

7R

100(N − µ)

ili
1− 16

25(N − µ)
>

35
100

.

Poslednja nejednakost je očigledna zbog

min
1≤µ<N

(
1− 16

25(N − µ)

)
=

9
25

=
36
100

.

Analiza prvog iterativnog koraka pokazuje da je:

(i)nova aproksimacija diska Z(1) sadži nulu ζ;
(ii)novi disk Z(1) je manjeg poluprečnika od diska Z(0), jer je

r(1) <
7R

100
. (9.19)

Pored toga, početni uslov (9.12) indukuje uslov (9.18).
Sada ćemo analizirati iterativni proces (9.11) počevši sa m ≥ 1 i startujući od

inkluzivnog diska Z(1) uz pretpostavku da je uslov (9.18) zadovoljen. Zbog jed-
nostavnosti, u daljoj analizi ćemo izostaviti iterativne indekse uvek kad ne postoji
mogućnost zabune.

Lema 9.1 Ako važi nejednakost

ρ > 5(N − µ)r, (9.20)

tada 0 6∈ {c(z); η(z)} i
√

µ

√|c(z)|
|c(z)| − u(z)2

<
13
10

r. (9.21)

Dokaz. Prvo, kako je |z − ζj | > ρ, za svako j = 2, . . . , n pod uslovom (9.20)
ocenjujemo



212 9 Inkluzija izolovane kompleksne nule polinoma

∣∣∣∣
P (z)
P ′(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

n∑

j=1

µj

z − ζj

∣∣∣∣
−1

≤
(

µ

|z − ζ| −
n∑

j=2

µj

|z − ζj |
)−1

<

(
µ

r
− N − µ

ρ

)−1

=
r

µ− (N − µ)
r

ρ

<
r

µ− 1
5

=
5r

5µ− 1
(µ1 = µ)

i |a− z|
R2 − |z − a|2 =

R− ρ

R2 − (R− ρ)2
<

1
ρ
.

Prema tome,

(N − µ)
( |a− z|

R2 − |z − a|2
)2

<
N − µ

ρ2
.

Dalje, imamo da je
∣∣∣∣
P ′(z)
P (z)

− P ′′(z)
P ′(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
(

P ′(z)2 − P ′′(z)P (z)
P (z)2

)/(
P ′(z)
P (z)

)∣∣∣∣

=
∣∣∣∣
( n∑

j=1

µj

(z − ζj)2

)/( n∑

j=1

µj

z − ζj

)∣∣∣∣

=
∣∣∣∣

1
z − ζ

· 1 + β(z)
1 + γ(z)

∣∣∣∣,

gde su

β(z) =
(z − ζ)2

µ

n∑

j=2

µj

(z − ζj)2
i γ(z) =

z − ζ

µ

n∑

j=2

µj

z − ζj
.

Korǐsćenjem nejednakosti (9.20) nalazimo

|β(z)| < r2

µ

n∑

j=2

µj

|z − ζj |2 <
r2

µ
· N − µ

ρ2
<

1
25µ(N − µ)

≤ 1
50

i

|γ(z)| < r

µ

n∑

j=2

µj

|z − ζj | <
r

µ
· N − µ

ρ
<

1
5
,

tako da je ∣∣∣∣
1 + β(z)
1 + γ(z)

∣∣∣∣ >
1− 1

50

1 + 1
5

=
49
60

.

Na osnovu poslednje ocene i nejednakosti |z − ζ| ≤ r dobijamo
∣∣∣∣
P ′(z)
P (z)

− P ′′(z)
P ′(z)

∣∣∣∣ >
1

|z − ζ|
∣∣∣∣
1 + β(z)
1 + γ(z)

∣∣∣∣ >
49
60r

.
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Uzimajući u obzir prethodne ocene nalazimo

|c(z)| =
∣∣∣∣
P ′(z)
P (z)

(
P ′(z)
P (z)

− P ′′(z)
P ′(z)

)
− (N − µ)

( |a− z|
R2 − |z − a|2

)2∣∣∣∣

>
5µ− 1

5r
· 49
60r

− N − µ

ρ2
,

odakle je

|c(z)| > 49
60

(
µ− 1

4

) 1
r2

>
3

5r2
. (9.22)

Nad̄imo sada gornju granicu za η(z),

η(z) = (N − µ)
2|a− z|R + R2

(R2 − |z − a|2)2 <
N − µ

ρ2
<

1
25r2

. (9.23)

Iz nejednakosti (9.22) i (9.23) dobijamo

|c(z)| > 3
5r2

>
1

25r2
> η(z)

i da 0 6∈ {c(z); η(z)}, što dokazuje prvi deo leme.
Sada ćemo dokazati nejednakost (9.21). Korǐsćenjem (9.20), (9.22) i (9.23) oce-

njujemo

u(z) =
η(z)√|c(z)|+ √|c(z)| − η(z)

<

N − µ

ρ2
√

3
5r2

+
√

3
5r2

− 1
25r2

<
2
3

(N − µ)r
ρ2

<
2

75r

(9.24)
i konačno

√
µ

√|c(z)|
|c(z)| − u(z)2

<

√
49
60

µ
(
µ− 1

4

)

49
60

(
µ− 1

4

)
− 4

752

r <
13
10

r. ¤

Uz pomoć Leme 9.1 u mogućnosti smo da dokažemo da je red konvergencije
inkluzivnog metoda (9.10) jednak tri.

Teorema 9.1 Neka je niz kružnih intervala {Z(m)}m=1,2,... definisan iterativnom
formulom (9.10) i neka je početni disk Z(0) = {a; R} tako izabran da je uslov (9.12)
zadovoljen. Tada su, u svakom iterativnom koraku, sledeća tvrd̄enja tačna:
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(i) ζ ∈ Z(m);

(ii)r(m+1) <
17(N − µ)

R2
(r(m))3.

Dokaz. Tvrd̄enje (i) sledi iz nula-relacije (9.8), osobine inkluzivne izotonosti i
činjenice da je z(m) ∈ {a; R} za svako m = 0, 1, . . . , što je očigledno zbog toga što
je

R− |z(m) − a| = ρ(m) > 5(N − µ)r(m) > 0.

Dokažimo da je red konvergencije iterativnog metoda (9.10) jednak tri (tvrd̄enje
(ii)). Korǐsćenjem nejednakosti (9.18), koja sledi iz uslova (9.12) i granica (9.22) i
(9.24), dobijamo

r(2) = radZ(2) =
u(1)

|c(1)| − (u(1))2
<

2(N − µ)r(1)

3(ρ(1))2

3
5(r(1))2

−
[

2
75r(1)

]2 <
28
25
· (N − µ)(r(1))3

(ρ(1))2
,

odakle je

r(2) <
1
20

r(1). (9.25)

Korǐsćenjem nejednakosti (9.17) ocenjujemo

ρ(1) = R− |z(1) − a| > R− 16
25

R =
9
25

R (9.26)

i

ρ(2) = R− |z(2) − a| = R−
∣∣∣∣z(1) − a−√µ

√
c̄(1)

|c(1)| − (u(1))2

∣∣∣∣

> R− |z(1) − a| − √µ
|
√

c(1)|
|c(1)| − (u(1))2

= ρ(1) −√µ
|
√

c(1)|
|c(1)| − (u(1))2

,

Na osnovu ovih granica i (9.21) nalazimo da je

ρ(2) > ρ(1) − 13
10

r(1).

Primenjujući nejednakosti (9.18) i (9.25) imamo

ρ(2) > ρ(1) − 13
10

r(1) > 5(N − µ)r(1) − 13
10

r(1) =
[
5(N − µ)− 13

10

]
r(1)

> 20
[
5(N − µ)− 13

10

]
r(2) > 5(N − µ)r(2).
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Korǐsćenjem istog postupka kao za m = 2 indukcijom dokazujemo da za svako
m ≥ 2 važe sledeće relacije (koje su već dokazane za m = 2):

r(m+1) <
28(N − µ)
25(ρ(m))2

(r(m))3, (9.27)

r(m+1) <
r(m)

20
, (9.28)

ρ(m) > 5(N − µ)r(m) (9.29)

i
ρ(m+1) > ρ(m) − 13

10
r(m). (9.30)

Sukcesivnom primenom nejednakosti (9.28) i (9.30), uz korǐsćenje nejednakosti
(9.19) i (9.26), nalazimo

ρ(m) > ρ(m−1) − 13
10

r(m−1) > · · · > ρ(1) − 13
10

r(1)
(
1 +

1
20

+
1

202
+ . . .

)

≥ ρ(1) − 26
19

r(1) >
9
25

R− 26
19
· 7
100

R >
13
50

R.

Na osnovu toga iz nejednakosti (9.27) sledi

r(m+1) <
17(N − µ)

R2
(r(m))3.

Završićemo dokaz Teoreme 9.1 dokazom da je iterativni metod (9.10) dobro
definisan u svakom iterativnom koraku pod početnim uslovom (9.12), to jest, 0 6∈
{c(m); r(m)} za svako m = 1, 2, . . . . Zaista, iz uslova (9.12) sledi nejednakost (9.29)
za svako m = 1, 2, . . . tako da, za svako m, važe sva tvrd̄enja Leme 9.1. ¤

Primedba 9.1 U slučaju prostih nula Teorema 9.1 se može dokazati pod oslablje-
nim uslovom

|δ2(a)| > 3(N − 1)2

2R2
. (9.31)

Na taj način dobijamo nejednakost

r(m+1) <
15(N − 1)

R2
(r(m))3.

Numerički primeri

Predloženi algoritam (9.10) je testiran na rešavanju velikog broja polinomskih
jednačina. Pored̄enja radi, testirali smo i metod trećeg reda Halleyevog tipa za
inkluziju jedne vǐsestruke nule polinoma [127]
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Z(m+1) = z(m) − 1

f(z(m))− P (z(m))
2P ′(z(m))

N(N − µ)
µ

{h(m); d(m)}2

, (9.32)

gde je

f(z) =
(
1 +

1
µ

) P ′(z)
2P (z)

− P ′′(z)
2P ′(z)

,

metod Eulerovog tipa trećeg reda [134] (videti takod̄e i [132], [141] i [160])

Z(m+1) = z(m) − 2µ

δ1(z(m)) + [E(z(m))]1/2
∗

, (9.33)

gde je

E(z(m)) = 2µδ2(z(m))− δ1(z(m))2 + 2N(N − µ){h(z(m)); d(z(m))}2

i metod trećeg reda [132], [134]

Z(m+1) = z(m) − 3µ

δ1(z(m)) + [F (z(m))]1/2
∗

, (9.34)

gde je

F (z(m)) = 6δ2(z(m))− 2δ1(z(m))2 + 3(N − µ)(N − 3µ){h(z(m)); d(z(m))}2.

Primer 9.1 Za nalaženje kružne aproksimacije proste nule polinoma

P (z) = (z − 1)(z − (6 + 7i))(z − (6− 7i))(z − (−6 + 8i))(z − (−6− 8i))
(z − (7 + 6i))(z − (7− 6i))(z − (−7 + 7i))(z − (−7− 7i))(z − 9)(z + 9)
(z − 9i)(z + 9i)(z − 8)(z + 8)(z − 8i)(z + 8i)

primenili smo intervalne metode (9.10), (9.32), (9.33) i (9.34). Izolovana prosta
nula polinoma P je ζ1 = 1. Za početni disk je izabran disk Z

(0)
1 = {0.9 + 0.1i; 6}.

Poluprečnici inkluzivnih diskova dobijeni u prva tri iterativna koraka su dati u
Tabeli 9.1, gde oznaka A(−q) znači A × 10−q. U ovom slučaju je početni uslov
(9.31) zadovoljen, jer je

|δ2(a)| ≈ 50 >
3(N − 1)2

2R2
≈ 10.67.

Ispitajmo sada šta se dešava kada početni uslov (9.31) nije ispunjen. Konkretno,
pomeraćemo centar početnog inkluzivnog diska z(0) dalje od tačne nule z = 1. Kada
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r(1) r(2) r(3)

(9.10) 6.30(−4) 6.69(−17) 4.45(−56)
(9.32) 1.08(−2) 2.07(−9) 8.75(−36)
(9.33) 4.85(−2) 3.66(−9) 1.12(−34)
(9.34) 1.33(−2) 2.98(−11) 9.50(−41)

Tabela 9.1: Poluprečnici inkluzivnih diskova - Primer 9.1

je centar diska u tački z
(0)
1 = {0.8 + 0.3i} početni uslov (9.31) nije zadovoljen, jer

je

|δ2(a)| ≈ 7.69 <
3(N − 1)2

2R2
≈ 10.67.

Pored toga, metod (9.10) konvergira. Dobijeni poluprečnici inkluzivnih diskova u
prva tri iterativna koraka dati su u Tabeli 9.2.

r(1) r(2) r(3)

(9.10) 1.06(−2) 4.77(−12) 1.09(−41)
(9.32) 2.31(−1) 6.32(−3) 2.47(−10)
(9.33) divergira – –
(9.34) 4.09(−1) 3.32(−4) 2.03(−18)

Tabela 9.2: Poluprečnici inkluzivnih diskova - Primer 9.1

Iz dobijenih rezultata može se uočiti dominantnost predloženog metoda u odnosu
na ostale, koja je u drugom slučaju još uočljivija. Kada nastavimo sa pomeranjem
centra početnog inkluzivnog diska z(0) dalje od tačne nule, konvergencija metoda
(9.10) se održava najduže. Konkretno, kada je centar u tački z

(0)
1 = {1.8 + 1.1i},

metod (9.10) i dalje konvergira, dok svi ostali upored̄ivani metodi divergiraju. Ovde
je

|δ2(a)| ≈ 0.53 ¿ 3(N − 1)2

2R2
≈ 10.67.

Primer 9.2 Za nalaženje kružnih aproksimacija prostih nula polinoma

P (z) = (z − (4 + 3i))(z − (9 + 10i))(z − (9− 4i))(z − (−3 + 11i))(z − (−3− 5i))
(z − (10 + 9i))(z − (10− 3i))(z − (−4 + 10i))(z − (−4− 4i))
(z − (12 + 3i))(z − (6 + 11i))(z − (3 + 12i))(z − (3− 6i))(z − (11 + 3i))
(z − (5− 5i))(z − (1− 5i))(z − (1 + 10i))
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primenili smo iste metode kao u Primeru 9.1. Izolovana prosta nula polinoma P je
ζ1 = 4 + 3i. Za početni disk je izabran disk Z

(0)
1 = {3.8 + 2.7i; 7}. Nule polinoma i

početni disk su prikazani na Slici 9.1. Poluprečnici inkluzivnih diskova dobijeni u
prva tri iterativna koraka dati su u Tabeli 9.3.

5 10

-5

5

10

Slika 9.1 Distribucija nula polinoma u Primeru 9.2

r(1) r(2) r(3)

(9.10) 7.71(−3) 2.28(−10) 4.47(−33)
(9.32) 1.41(−1) 3.62(−4) 1.71(−16)
(9.33) divergira – –
(9.34) 2.31(−1) 1.44(−5) 5.73(−20)

Tabela 9.3: Poluprečnici inkluzivnih diskova - Primer 9.2

Primer 9.3 Za nalaženje kružnih aproksimacija vǐsestruke nule polinoma

P (z) = (z − 1)3(z − 6)3(z + 6)2(z − 6i)3(z + 6i)3

primenili smo iste metode kao u Primeru 9.1. Izolovana vǐsestruka nula polinoma
P je u ovom slučaju ζ1 = 1 (vǐsestrukosti µ1 = 3). Početni inkluzivni disk je
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Z
(0)
1 = {0.9 + 0.1i; 2}. I u ovom slučaju početni uslov (9.12) nije ispunjen

|δ2(a)| ≈ 150 <
5(N − µ)2µ

2R2
≈ 227.

Poluprečnici inkluzivnih diskova dobijeni u prva tri iterativna koraka dati su u
Tabeli 9.4.

r(1) r(2) r(3)

(9.10) 1.31(−3) 4.34(−16) 5.27(−54)
(9.32) 6.03(−3) 4.05(−11) 1.50(−38)
(9.33) 2.60(−2) 5.70(−11) 7.21(−39)
(9.34) 8.51(−3) 1.38(−12) 9.60(−45)

Tabela 9.4: Poluprečnici inkluzivnih diskova - Primer 9.3

Iz Tabela 9.1 – 9.4 primećujemo da se teorijski rezultati, koji se tiču reda kon-
vergencije razmatranog metoda, uglavnom podudaraju sa ponašanjem metoda u
praksi. Istaknimo da je treća iteracija prikazana samo da bismo demonstrirali ve-
liku preciznost predloženog metoda, koja se inače retko zahteva u praksi. Takod̄e
istaknimo da su uslovi (9.12) i (9.31) samo dovoljni. To znači da će intervalni metod
(9.10) konvergirati uvek kada su uslovi (9.12) i (9.31) zadovoljeni, ali da može da
konvergira i u slučajevima kada nisu, kao što se može videti iz navedenih primera.

9.2 Intervalni metod za inkluziju jedne nule – novi metod

Neka je P (z) = zN + aN−1z
N−1 + · · · + a1z + a0 monični polinom sa prostim ili

vǐsestrukim nulama ζ1, . . . , ζn (2 ≤ n ≤ N), vǐsestrukosti µ1, . . . , µn (µ1+· · ·+µn =
N) respektivno, i neka je

sk,i =
n∑

j=1
j 6=i

µj

(zi − ζj)k
(k = 1, 2), u(z) =

P (z)
P ′(z)

. (9.35)

U [123] je dobijena sledeća nula-relacija:

ζi = zi−µiu(zi)−
µiu(zi)

(
1− µi + µiu(zi)

P ′′(zi)
P ′(zi)

− u(zi)2(s2
1,i − µis2,i)

)

2(1− u(zi) s1,i)
2 , (9.36)

za i ∈ In := {1, 2, . . .}.
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Pretpostavimo da smo pronašli inkluzivni disk {z : |z − a| ≤ R}, sa centrom u
a i poluprečnikom R koji sadrži samo jednu nulu ζi polinoma P . Sve ostale nule
leže u oblasti W = {z : |z − a| > R}.

Na osnovu osobine inkluzivne izotonosti i formula (9.1), (9.2) i (9.35) imamo

sk,i ∈
n∑

j=1
j 6=i

(z −W )−k = (N − µi) V (z)k =: Sk,i (k = 1, 2, i ∈ In).

Na osnovu toga, iz nula-relacije (9.36), nalazimo za z = zi

ζi ∈ zi − µiu(zi)−
µiu(zi)

(
1− µi + µiu(zi)

P ′′(zi)
P ′(zi)

− u(zi)2(S2
1,i − µiS2,i)

)

2(1− u(zi) S1,i)
2 =: Ẑi,

(9.37)
za i ∈ In. S obzirom da je ideja da razvijemo algoritam za odred̄ivanje samo
jedne nule, kao u prethodnom odeljku pretpostavićemo da je to nula ζ1 i da ostale
nule ζ2, . . . , ζn leže u oblasti izvan kruga {a;R}. Zbog jednostavnosti, pisaćemo ζ
umesto ζ1 i s1, s2, S1 i S2 umesto s1,1, s2,1, S1,1 i S2,1, respektivno.

Neka je Z(m) = {z(m); r(m)} disk sa centrom u z(m) = midZ(m) i poluprečnikom
r(m) = radZ(m) za m = 0, 1, . . . . Za početni inkluzivni disk Z(0) uzimamo Z(0) =
{a; R}, to jest, z(0) = a, r(0) = R. Dalje, uvedimo skraćenice

V (m) = (z(m) −W )−1 = {h(m); d(m)}
i

S
(m)
k = (N − µ)(V (m))k (k = 1, 2).

Polazeći od izolovanog inkluzivnog diska Z(0) = {a;R}, relacija (9.37) sugerǐse
sledeći iterativni metod za nalaženje proste ili vǐsestruke kompleksne nule polinoma
P (z):

Z(m+1) = z(m) − µu(z(m))− 1
2
· {b(z

(m)); η(z(m))}
{c(z(m)); γ(z(m))}2

(m = 1, 2, . . .), (9.38)

gde su

b(z) = µu(z)

(
1− µ + µu(z)

P ′′(z)
P ′(z)

− u(z)2(N − µ)(N − 2µ)
(

ā− z̄

R2 − |z − a|2
)2

)
,

η(z) = µ|u(z)|3(N − µ)(N − 2µ)
2|a− z|R + R2

(R2 − |z − a|)2 ,

γ(z) = |u(z)|(N − µ)
R

R2 − |z − a|2 ,

c(z) = 1− u(z)(N − µ)
ā− z̄

R2 − |z − a|2 .



9.2 Intervalni metod za inkluziju jedne nule – novi metod 221

Analiza konvergencije

U ovom delu ćemo analizirati iterativni metod (9.38) sa stanovǐsta brzine kon-
vergencije. Pretpostavimo da smo pronašli početni inkluzivni disk Z(0) = {a; R}
tako da su zadovoljeni početni uslovi

|u(a)| =
∣∣∣∣
P (a)
P ′(a)

∣∣∣∣ <
R

8(N − µ)µ2
i

∣∣∣∣
P ′′(a)
P ′(a)

∣∣∣∣ <
8(N − µ)

R
. (9.39)

Takod̄e, za m = 1, 2, . . . , uvedimo skraćenicu

ρ(m) = R− |z(m) − a|.

Razmotrimo, najpre, prvu iteraciju (m = 0). Na osnovu (9.35), (9.39) i nejed-
nakosti (N − 2µ)/(N − µ) < 1, dobijamo

η(a) = µ|u(a)|3(N − µ)(N − 2µ)
1

R2
<

R

83(N − µ)µ5

i

|b(a)| ≤ µ|u(a)|
(

1 + µ + µ|u(a)|
∣∣∣P

′′(a)
P ′(a)

∣∣∣
)

<
µ2 + µ + 1

µ2

R

8(N − µ)
≤ 3R

8(N − µ)
.

Slično,
c(a) = 1

i
γ(a) < |u(a)|(N − µ)

1
R

<
1

8µ2
≤ 1

8
.

Za disk u imeniocu u prvoj iteraciji koristimo formule (1.53) i dobijene granice
za γ(a) i ocenjujemo

{1; γ(a)}2 = {1; 2γ(a) + γ(a)2} ⊂
{
1;

17
64

}
.

Dobijeni disk ne sadrži koordinatni početak, jer je 1 > 17/64 i možemo da nad̄emo
inverziju korǐsćenjem formule (1.55),

{
1;

17
64

}−1
=

{
1; 17

64

}

1−
(

17
64

)2 <
6
5

{
1;

17
64

}
.

Dalje, korǐsćenjem formula (1.53), (9.38) i dobijenih granica za |b(a)| i η(a),
nalazimo gornju granicu za r(1),
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r(1) = rad Z(1) =
3
5

(
|b(a)|17

64
+ η(a) + η(a)

17
64

)
,

odakle je

r(1) <
2
25
· R

N − µ
. (9.40)

Pod uslovima (9.39) i na osnovu dobijene granice za |b(a)| ocenjujemo

|z(1) − a| ≤ µ|u(a)|+ 3
5
|b(a)| < R

8(N − µ)µ
+

3
5
· 3R

8(N − µ)

i nalazimo
|z(1) − a| < 7

20
· R

N − µ
. (9.41)

Dokažimo sada da (9.39) implicira nejednakost

ρ(1) > 8(N − µ)r(1). (9.42)

Korǐsćenjem nejednakosti (9.41) dobijamo

ρ(1) = R− |z(1) − a| > R− 7R

20(N − µ)
= R

[
1− 7

20(N − µ)

]
,

tako da je, na osnovu (9.40) i (9.42), dovoljno dokazati

R

[
1− 7

20(N − µ)

]
> 8(N − µ)

2R

25(N − µ)
.

Poslednja nejednakost sledi direktno iz nejednakosti

1− 7
20(N − µ)

≥ 13
20

=
65
100

>
64
100

=
16
25

.

Analiza prvog iterativnog koraka pokazuje da

(i) nova aproksimacija diska Z(1) sadrži nulu ζ;
(ii)poluprečnik diska Z(1) je manji od poluprečnika diska Z(0), jer je

r(1) <
2R

25
. (9.43)

Pored toga, početni uslovi (9.39) obezbed̄uju da uslov (9.42) važi.
Analizirajmo sada iterativni proces (9.38) polazeći sa m ≥ 1 i od inkluzivnog

diska Z(1) uz pretpostavku da uslov (9.42) važi. Zbog jednostavnosti, u daljoj
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analizi izostavljamo iterativne indekse uvek kad ne postoji mogućnost zabune i
koristimo skraćenice

{c2(z); γ2(z)} = {c1(z); γ1(z)}−1 = ({c(z); γ(z)}2)−1, ε = z − ζ.

Lema 9.2 Ako nejednakost
ρ > 8(N − µ)r (9.44)

važi, tada je

(i) |u(z)| =
∣∣∣ ε

µ + εs1

∣∣∣ <
8r

7µ
;

(ii)
8
7

> |c(z)| > 6
7
;

(iii) |γ(z)| < 8(N − µ)r
7µρ

<
1
7µ

;

(iv) |c2(z)| < 9
5
;

(v) γ2(z) <
7(N − µ)r

µρ
<

7
8µ

;

(vi) |b(z)| < 18(N − µ)r2

5ρ
;

(vii)η(z) <
3(N − µ)(N − 2µ)r3

2µ2ρ2
.

Dokaz. Za (i): Kako je

|sk| < N − µ

ρk
(k = 1, 2),

pod uslovom (9.44) ocenjujemo

|u(z)| =
∣∣∣∣
P (z)
P ′(z)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

n∑

j=1

µj

z − ζj

∣∣∣∣
−1

=
∣∣∣µ
ε

+ s1

∣∣∣
−1

=
∣∣∣∣

ε

µ + εs1

∣∣∣∣ ≤
|ε|

µ
(
1− |εs1|

µ

)

<
r

µ
(
1− 1

8µ

) <
8r

7µ
.

Za (ii): Korǐsćenjem ocene

|a− z|
R2 − |z − a|2 =

R− ρ

R2 − (R− ρ)2
<

1
ρ

(9.45)
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i tvrd̄enja (i) iz jednakosti

c(z) = 1− u(z)(N − µ)
ā− z̄

R2 − |z − a|2

dobijamo

|c(z)| > 1− 8r

7µ

N − µ

ρ
>

6
7

i
|c(z)| < 1 +

8r

7µ

N − µ

ρ
<

8
7
.

Za (iii): Polazeći od jednakosti

γ(z) = u(z)(N − µ)
R

R2 − |z − a|2

korǐsćenjem tvrd̄enja (i) i nejednakosti

R

R2 − |z − a|2 <
1
ρ
,

dobijamo da je

γ(z) <
8(N − µ)r

7µρ
<

1
7µ

.

Za (iv) i (v): Na osnovu formule (1.53) imamo da je

{c1(z); γ1(z)} = {c(z); γ(z)}2 = {c(z)2; 2|c(z)|γ(z) + γ(z)2}.

S obzirom na tvrd̄enje (ii) ocenjujemo iz poslednje jednakosti da je

|c1(z)| > 36
49

(9.46)

i slično, na osnovu tvrd̄enja (ii) i (iii), da važi

γ1(z) < 2
8
7

8r

7µ

N − µ

ρ
+

(
8r

7µ

N − µ

ρ

)2

<
14r(N − µ)

5µρ
<

7
20

. (9.47)

Kako je |c1(z)| > 36/49 > 7/20 > γ1(z), zaključujemo da 0 6∈ {c1; γ1} i nalazimo
inverziju diska {c1(z); γ1(z)},

{c2(z); γ2(z)} = {c1(z); γ1(z)}−1 =
{c̄1(z); γ1(z)}
|c1(z)|2 − γ1(z)2

.
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Iz poslednje jednakosti i (9.46) i (9.47) imamo da je

|c2(z)| = 1
|c1(z)| − γ1(z)2/|c1(z)| <

1
36
49
− 49/400

36/49

<
9
5

i

γ2(z) =
γ1(z)

|c1(z)|2 − γ1(z)2
<

14r(N − µ)
5µρ(36

49

)2 −
( 7
20

)2
<

7r(N − µ)
µρ

<
7
8µ

.

Za (vi) i (vii): Ocenimo sada |b(z)| i η(z). Korǐsćenjem identiteta

δ1(z) =
P ′(z)
P (z)

i δ2(z) =
P ′(z)2 − P (z)P ′′(z)

P (z)2

dobijamo
P ′′(z)
P ′(z)

= u(z)(δ2
1(z)− δ2(z)). (9.48)

Kako je

δ1(z) =
d

dz
(log P (z)) =

n∑

j=1

µj

z − ζj
=

µ

ε
+ s1

i

δ2(z) = − d2

dz2
(log P (z)) =

n∑

j=1

µj

(z − ζj)2
=

µ

ε2
+ s2,

nalazimo na osnovu (9.48) da je

1− µ + µu(z)
P ′′(z)
P ′(z)

= 1− µ + µ
ε2

(µ + εs1)2
((µ

ε
+ s1

)2 − µ

ε2
− s2

)

=
2µεs1 + ε2s2

1 − µε2s2

(µ + εs1)2
. (9.49)

S obzirom na granice

|ε| ≤ r i sk ≤ N − µ

ρk
(k = 1, 2),

ocenjujemo

|2µεs1 + ε2s2
1 − µε2s2| ≤ 2µ

(N − µ)r
ρ

+ r2 (N − µ)2

ρ2
+ µr2 N − µ

ρ2
<

9rµ(N − µ)
4ρ

(9.50)
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i
|µ + εs1| ≥ µ− (N − µ)r

ρ
= µ

(
1− (N − µ)r

µρ

)
≥ 7µ

8
. (9.51)

Korǐsćenjem nejednakosti (9.50) i (9.51) dobijamo iz (9.49)
∣∣∣∣1− µ + µu(z)

P ′′(z)
P ′(z)

∣∣∣∣ <
144(N − µ)r

49µρ
. (9.52)

Na osnovu tvrd̄enja (i) i nejednakosti (9.45) i (9.52) odredimo gornju granicu
za |b(z)|,

|b(z)| ≤ 8r

7

(
144r(N − µ)

49µρ
+

64r2(N − µ)(N − 2µ)
49µ2ρ2

)
<

18(N − µ)r2

5ρ
.

Slično, iz jednakosti

η(z) = µu(z)3(N − µ)(N − 2µ)
2|a− z|R + R2

(R2 − |z − a|)2 ,

na osnovu (9.45) i tvrd̄enja (i), nalazimo

η(z) <
3(N − µ)(N − 2µ)r3

2µ2ρ2
. ¤

Sada smo u mogućnosti da dokažemo da je red konvergencije intervalnog metoda
(9.38) jednak tri.

Teorema 9.2 Neka je niz kružnih intervala {Z(m)}m=1,2,... definisan iterativnom
formulom (9.38). Pretpostavimo da je početni disk Z(0) = {a; R} izabran na taj
način da su uslovi (9.39) zadovoljeni. Tada u svakom iterativnom koraku važi:

(i) ζ ∈ Z(m);

(ii)r(m+1) <
68(N − µ)

R2
(r(m))3.

Dokaz. Tvrd̄enje (i) sledi direktno iz nula-relacije (9.36), na osnovu osobine
inkluzivne izotonosti i činjenice da je z(m) ∈ {a; R} za svako m = 0, 1, . . . , što
je očigledno zbog

R− |z(m) − a| = ρ(m) > 8(N − µ)r(m) > 0.
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Dokažimo sada da je red konvergencije iterativnog metoda (9.38) jednak tri
(tvrd̄enje (ii)). Korǐsćenjem nejednakosti (9.42) i granica dobijenih u Lemi 9.2,
nalazimo

r(2) = radZ(2) =
1
2
(|b(z)|γ2(z) + |c2(z)|η(z) + η(z)γ2(z))

<
1
2

(
18(N − µ)(r(1))2

5ρ(1)
· 7(N − µ)r(1)

µρ(1)
+

9
5
· 3(N − µ)(N − 2µ)(r(1))3

2µ2(ρ(1))2

+
3(N − µ)(N − 2µ)(r(1))3

2µ2(ρ(1))2
· 7(N − µ)r(1)

µρ(1)

)

<
15(N − µ)2(r(1))3

(ρ(1))2

i
r(2) <

1
4
r(1). (9.53)

Korǐsćenjem nejednakosti (9.41) ocenjujemo

ρ(1) = R− |z(1) − a| > R− 7
20

R =
13
20

R. (9.54)

Dalje, polazeći od nejednakosti

ρ(2) = R− |z(2) − a| = R−
∣∣∣z(1) − a− µu(z)− 1

2
c2(z)b(z)

∣∣∣

> R− |z(1) − a| −
∣∣∣µu(z) +

1
2

c2(z)b(z)
∣∣∣,

nalazimo

∣∣∣µu(z) +
1
2

c2(z)b(z)
∣∣∣ <

8
7

r(1) +
1
2
· 9
5
· 18(N − µ)(r(1))2

5µρ(1)
<

8
5

r(1)

i zaključujemo da je

ρ(2) > ρ(1) − 8
5

r(1).

Primenjujući nejednakosti (9.42) i (9.53), imamo

ρ(2) > ρ(1) − 8
5

r(1) > 8(N − µ)r(1) − 8
5

r(1) =
[
8(N − µ)− 8

5

]
r(1)

> 4
[
8(N − µ)− 8

5

]
r(2) > 8(N − µ)r(2).
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Korǐsćenjem iste tehnike za m = 2 indukcijom možemo dokazati da za m ≥ 2
važe sledeće nejednakosti (koje su već dokazane za m = 2):

r(m+1) <
15(N − µ)2

(ρ(m))2
(r(m))3, (9.55)

r(m+1) <
r(m)

4
, (9.56)

ρ(m) > 8(N − µ)r(m) (9.57)

i
ρ(m+1) > ρ(m) − 8

5
r(m). (9.58)

Sukcesivnom primenom nejednakosti (9.56) i (9.58) i korǐsćenjem granica (9.43)
i (9.54), dobijamo

ρ(m) > ρ(m−1) − 8
5

r(m−1) > · · · > ρ(1) − 8
5

r(1)
(
1 +

1
4

+
(1
4

)2
+ . . .

)

> ρ(1) − 32
15

r(1) >
13
20

R− 32
15
· 2
25

R >
47
100

R.

Na osnovu toga iz nejednakosti (9.55) sledi

r(m+1) <
68(N − µ)2

R2
(r(m))3.

Pokažimo još da je iterativni metod (9.38) definisan u svakom iterativnom
koraku pod početnim uslovima (9.39), to jest, da 0 6∈ {c(m); r(m)} za svako
m = 1, 2, . . . . Zaista, iz uslova (9.39) sledi nejednakost (9.57) za svako m = 1, 2, . . .
tako da tvrd̄enja Leme 9.2 važe u svakom iterativnom koraku. ¤

Numerički primeri

Izloženi algoritam (9.38) je primenjen za rešavanje polinomskih jednačina. Da
bi se obezbedila inkluzija nula u drugoj i trećoj iteraciji, koje daju veoma male
diskove, koristili smo programski paket Mathematica 7.0 sa aritmetikom vǐsestruke
preciznosti. Pored̄enja radi, testirali smo i metod trećeg reda Halleyevog tipa za
inkluziju jedne nule polinoma (9.32) i metod trećeg reda Eulerovog tipa (9.33).

Primer 9.4 Za nalaženje kružne inkluzivne aproksimacije proste nule polinoma

P (z) = z17 − z16 + 28z15 − 390z14 + 6.002z13 − 10.762z12 − 29.484z11

+846.040z10 − 76.809.707z9 + 130.583.427z8 − 2.113.327.216z7

+24.795.890.990z6 − 339.342.802.696z5 + 178.957.763.336z4

+7.226.702.364.672z3 − 88.957.569.392.640z2

+1.984.671.888.998.400z − 1.902.803.374.080.000
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primenili smo intervalne metode (9.32), (9.33) i (9.38). Izolovana tačna nula poli-
noma P je ζ1 = 1. Početni disk je Z

(0)
1 = {0.9 + 0.1i; 6}. Poluprečnici dobijenih

inkluzivnih diskova u prva tri iterativna koraka dati su u Tabeli 9.5.

r(1) r(2) r(3)

(9.32) 1.08(−2) 2.07(−9) 8.75(−36)
(9.33) 4.85(−2) 3.66(−9) 1.12(−34)
(9.38) 9.01(−2) 1.01(−7) 3.58(−30)

Tabela 9.5: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova - Primer 9.4

Primer 9.5 Za nalaženje vǐsestruke nule polinoma

P (z) = z14 − 9z13 + 57z12 − 343z11 − 1830z10 + 22 644z9 − 147.528z8 + 889.056z7

−295.488z6 − 13.343.616 + 95.178.240z4 − 576.108.288z3

+1.279.867.392z2 − 1.148.857.344z + 362.797.056

primenili smo iste intervalne metode kao u Primeru 9.4. Izlovana tačna vǐsestruka
nula polinoma P je u ovom slučaju ζ1 = 1 (vǐsestrukosti µ1 = 3). Početni disk je
Z

(0)
1 = {0.9 + 0.1i; 2}. Poluprečnici inkluzivnih diskova u prve tri iteracije dati su

u Tabeli 9.6.

r(1) r(2) r(3)

(9.32) 6.03(−3) 4.05(−11) 1.50(−38)
(9.33) 2.60(−2) 5.70(−11) 7.21(−39)
(9.38) 9.04(−3) 2.01(−10) 4.29(−37)

Tabela 9.6: Maksimalni poluprečnici inkluzivnih diskova - Primer 9.5

Iz Tabela 9.5 i 9.6 primećujemo da se teorijski rezultati, koji se tiču reda konver-
gencije razmatranih metoda, dobro podudaraju sa ponašanjem metoda u praksi.
Uz to primetimo i da su diskovi dobijeni metodom (9.38) i diskovi dobijeni sa (9.32)
i (9.33) uporedivi po svojoj veličini.
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63. S. Ilić, L. Rančić, On the fourth order zero-finding methods for polynomials, Filomat 17 (2003),

35–46.
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inclusion of multiple zeros of polynomials, Novi Sad J. Math. Vol. 40, No. 1, (2010), 77–101.
92. R. E. Moore, Automatic error analysis in digital computation, LMSD-48421, Lockeed Missiles and

Space Co., Palo Alto, California 1959.
93. R. E. Moore, Interval Analysis, Prentice-Hall, New Jersey 1966.
94. R. E. Moore, C. T. Yang, Interval analysis, LMSD-285875, Lockeed Missiles and Spaces Co., Palo

Alto, California 1959.
95. A. Neumaier, An existence test for root clusters i multiple roots, Z. Angew. Math. Mech. 68 (1988),

256–257.
96. A. Neumaier, Interval Methods for Systems of Equations, Cambridge University Press, Cambridge,

1990.
97. X. M. Niu, T. Sakurai, A metod for finding the zeros of polynomials using a companion matrix,

Japan J. Indust. Appl. Math. 20 (2003), 239-256.
98. A. W. M. Nourein, An iteration formula for the simultaneous determination of the zeroes of a

polynomial, J. Comput. Appl. Math. 4 (1975), 251–254.
99. A. W. M. Nourein, An improvement on two iteration metods for simultaneous determination of the

zeros of a polynomial, J. Comput. Math. 6 (1977), 241–252.
100. A. W. M. Nourein, An improvement on Nourein’s method for the simultaneous determination of the

zeros of a polynomial (an algorithm), J. Comput. Appl. Math. 3 (1977), 109 – 110.
101. J. M. Ortega, W. C. Rheiboldt, Iterative Solution of Nonlinear Equations u Several Variables, Aca-

demic Press, New York, 1970.
102. A. Ostrowski, Solution of Equations and Systems of Equations, Academic Press, New York, 1966.
103. A. M. Ostrowski, Solution of Equations u Euclidean and Banach Space, Academic Press, New York

1973.
104. V. Y. Pan, Solving a polynomial equation: some history and recent progress, SIAM Rev. 39 (1997),

187–220.
105. B. Parlett, Laguerre’s method applied to the matrix eigenvalue problem, Math. Comput. 18 (1964),

464–485.
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arithmetic, Freiburger Intervall-Bèrichte 8 (1981), 37–42.
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121. M. S. Petković, C. Carstensen, M. Trajković, Weierstrass’ formula i zero-finding metods, Numer.

Math. 69 (1995), 353–372.
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144. M. S. Petković, Lj. D. Petković, A one parameter square root family of two-step root-finders, Appl.
Math. Comput. 188 (2007), 339–344.
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158. M. S. Petković, L. V. Stefanović, On some improvements of square root iteration for polynomial
complex zeros, J. Comput. Appl. Math. 15 (1986), 13–25.
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Abstract, AB: Solving polynomial equations is one of the most important 
areas of numerical analysis since, beside in applied 
mathematics, it also appears in  mathematical models   of 
engineering disciplines, physics, computer science, eco-
nomics, socio-humanistic  sciences,  etc. Main theme and 
aim of dissertation is construction of new  iterative 
methods of high computational efficiency for solving 
polynomial equations. Research  is directed to 
construction of new  methods  for  simultaneous 
determination of zeros of algebraic polynomials in the 
complex arithmetic, and in complex circular interval 
arithmetic  (arithmetic of discs). Interval  methods  have 
great significance, because the disks obtained in the 
iterative process contain the required  zeros, which 
provides  the upper error bound  of the obtained 
approximations - the center of  discs. High computational 
efficiency  is obtained by using  convenient corrections 
which are an integral part of the algorithm of great 
efficiency  for  finding a simple  or multiple zeros of a 
given function. All  methods are  tested  on numerical 
examples and compared with known methods. 
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