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Predgovor

Predmet ove disertacije je konstrukcija i analiza efikasnih numerickih metoda iterativnog
tipa za reSavanje nelinearnih jednacina oblika f(x) = 0, gde je f skalarna funkcija realne
ili kompleksne promenljive. ReSavanje nelinearnih jednacina je jedan od najstarijih i, isto-
vremeno, najvaznijih matematickih problema jer se, osim primenjene matematike, javlja
u matematickim modelima inzenjerskih disciplina, fizike, astronomije, ekonomije, pa ¢ak
i u drustveno-humanistickim naukama. Knjige Ostrovskog, Trauba, Ortege i Rajnbolta
Sezdesetih i sedamdesetih godina dvadesetog veka u dobroj meri su sistematizovale znanja
iz ove oblasti, bar kada se radi o jednokora¢nim metodima za reSavanje jednacina. Jos
1964. godine Traub je pokazao da jednokorac¢na iterativna funkcija koja eksplicitno zavisi
od p — 1 izvoda funkcije ¢ija se nula trazi, ne moze imati red konvergencije vec¢i od p. Zbog
toga se racunska efikasnost ne moze poveéati iznad odredene granice (u funkciji od p), $to
je za posledicu imalo visedecenijsku stagnaciju u ovoj oblasti.

Interesovanje za iterativne metode za nalazenje nula funkcija naglo je poraslo poc¢etkom
21. veka. Umesto jednokora¢nih metoda paznja je posvecena tzv. visekora¢nim metodima
koji prevazilaze pomenuta ogranicenja jednokora¢nih metoda u pogledu racunske efikasno-
sti. Konstrukcija i analiza visekora¢nih metoda postala je moguéa zahvaljujuc¢i znacajnom
napretku kompjuterskog hardvera (brzi procesori), a naro¢ito razvoju specificnog softvera
kao $to je simbolicki rac¢un i aritmetika viSestruke preciznosti. U praksi je pokazano da je
najvedi red konvergencije n-kora¢nog metoda bez memorije (tj. bez podataka iz prethodnih
iteracija), sa fiksiranim brojem od n + 1 funkcijskih izra¢unavanja, jednak 2". Metodi koji
ispunjavaju ovaj uslov nazivaju se optimalnim, a granica reda konvergencije 2" optima-
Intm redom. Teorijska pretpostavka o ovoj gornjoj granici poznata je kao Kung-Traubova
hipoteza. Tako datira iz 1974. godine, ova hipoteza jos nije dokazana, ali nije ni opovrgnuta
konstrukcijom nekog metoda.

Ova disertacija se bavi konstrukcijom, analizom i numerickim testiranjem iskljucivo
optimalnih viSekora¢nih metoda. U disertaciji je dat originalan pristup koji red ko-
nvergencije optimalnih metoda bez memorije znatno ubrzava bez dodatnih funkcijskih
izracunavanja. Ubrzanje se postize koris¢éenjem vrednosti iz tekuce iteracije i ve¢ izra¢unatih
podataka iz prethodne iteracije. Ovi rezultati se po prvi put javljaju u literaturi i, s obzirom
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na stepen poboljSanja racunske efikasnosti u odnosu na postojeée metode, predstavljaju
znacajan napredak u Teoriji iterativnih procesa.

U disertaciji je predlozeno vise originalnih familija dvokorac¢nih i trokora¢nih metoda
bez memorije koje generisu veliki broj kako novih tako i ve¢ poznatih metoda. Ovi metodi
posluzili su kao osnova za konstrukciju novih, veoma brzih metoda sa memorijom visoke
racunske efikasnosti. Vec¢ina metoda je testirana na velikom broju numerickih primera
koriste¢i programski paket Mathematica i aritmetiku visestruke preciznosti.

Sva poglavlja, osim delimi¢no prvog, sastoje se od originalnih rezultata koji su nauénoj
javnosti prezentovani u dvanaest radova, objavljenih ili prihvaéenih za objavljivanje u
renomiranim ¢asopisima za primenjenu matematiku i racunarske nauke sa Thomsonove
SCI liste: Applied Mathematics and Computation, Journal of Computational and Applied
Mathematics, Computer Mathematics with Applications, Applied Mathematical Letters,
Applicable Analysis and Discrete Mathematics, J. Appl. Math.

Disertacija se sastoji od slede¢ih poglavlja:

. Osnovni koncepti

. Dvokoracni metodi optimalnog reda konvergencije

. Trokora¢ni metodi optimalnog reda

. Trokora¢ni metodi konstruisani inverznom interpolacijom

. Familije visekora¢nih metoda sa i bez memorije

S Ut e W N

. Simultani metodi za nalazenje nula polinoma

Literatura

Numerisanje svih teorema, lema, definicija, tabela, napomena, primera i slika izvrSeno
je prema rednom broju poglavlja u kome se javljaju i redosledu javljanja u okviru samog
poglavlja.

Prvo poglavlje je preglednog karaktera i sastoji se od Sest odeljaka. Osim napomena
o vaznosti iterativnih metoda za reSavanje nelinearnih jednacina, na pocetku je ukazano
na nedostatak u pogledu racunske efikasnosti klasi¢nih jednokora¢nih metoda kao $to su,
na primer, Njutnov, Halejev, Lagerov metod, metodi Cebiseva i Ostrovskog, itd. Pre-
vazilazenje ovih nedostataka resava se konstrukcijom visetackastih metoda, sto je i glavna
tema disertacije. U prvom poglavlju su uvedeni osnovni pojmovi i koncepti koji se koriste
u Teoriji iterativnih procesa, kao $to su red konvergencije i racunska efikasnosti. Zbog
potreba pri analizi konvergencije visekoracnih metoda u kasnijim poglavljima, dato je vise
teorema koje se odnose na konvergenciju iterativnih metoda i interpolacione polinome. U
5. odeljku data je lista jednokora¢nih metoda koji su koris¢eni u disertaciji. Slican pregled
dvokorag¢nih i trokora¢nih metoda koji su koriscéeni ili citirani u kasnijim poglavljima dat
je u 6. odeljku.

U delu 5. odeljka prvog poglavlja dati su originalni rezultati publikovani u radovima
[78] i [67] koji se odnose na generisanje iterativnih metoda. Ovi generatori metoda imaju
oblik rekurzivne relacije diferencijalno-diferencnog tipa
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mu(x)

Fry1(x,m)=F.(x,m) — Fl(x,m), (r>2),

gde je sa F;. oznacena proizvoljna iterativna funkcija reda r, m je viSestrukost trazene nule i
u(z) = f(x)/f'(z). Ovaj generator predstavlja uopstenje Traubovih generatora opisanih u
knjizi [88] kod kojih se striktno zahteva da gornja rekurzivna relacija startuje sa metodom
Fy(z,m) = 2 — mu(z) Njutnovog tipa, odredujuéi na taj nacin jedan isti niz iterativnih
funkcija.

U drugom poglavlju razmatrani su dvokora¢ni metodi sa i bez memorije. Najpre je
konstruisan metod bez izvoda

o = g — L)
flk, wi] (k=0,1,...), (1)
Thy1 = Yi — h(tk S}JM
+ , f[xkvwk]

gde jet = f(y)/f(x), s = f(y)/f(w), w=2x—~f(x) i~ proizvoljan realan parametar.
Dokazano je da ovaj metod ima red ¢etiri ako tezinska funkcija h zadovoljava uslove

h(0,0) = ht(0,0) = hs(0,0) =1 1 |h(0,0)], |hes(0,0)],|hss(0,0)] < co.

Uz nesto strozi dodatni uslov hgs(0,0) = 2, relacija greske ovog metoda je oblika
Tpr1 —a ~ Al —vf'(a)*(zr, — a)?, sto daje ideju za ubrzanjem metoda (1) birajuéi
parametar 7 tako da bude blizak vrednosti 1/f/(«). S obzirom da f’(«) nije poznato, u
disertaciji je predlozen metod za izracunavanje dovoljno dobre aproksimacije za f’(«) ko-
risteé¢i Njutnov interpolacioni polinom N, (¢; 60,01, ..., 60,,) stepena m > 1 sa podeljenim
razlikama. Glavna ideja, koris¢ena i u drugim poglavljima disertacije, sastoji se u tome da
su interpolacioni ¢vorovi ; i vrednosti funkcije f(6;) dostupni podaci iz tekuce i prethodne
iteracije. Na ovaj nacin racunska cena algoritma se ne povecava jer se ne zahtevaju nova
funkcijska izrac¢unavanja. S druge strane, konvergencija modifikovanog metoda, u oznaci
(1M), se znatno povecava koristeé¢i promenljivi parametar v, = 1 /Ny, (x) = 1/ f/ ().

Metod konstruisan na opisani nacin se naziva metod sa memorijom s obzirom da koristi
informacije i iz prethodne iteracije. Dokazano je da je donja granica R-reda konvergencije
metoda (1M) sa samoubrzavajuéim parametrom -y jednaka 5, %(5 + \/ﬁ) ~ 5.3716 za
stepene Njutnovog interpolacionog polinoma m = 1, 2 i 3, redom. Drugim re¢ima, Sto
je vedi stepen interpolacionog polinoma, veéi je i red konvergencije, sto je i ocekivano.
Ubrzanje konvergencije ide ¢ak do 50% bez novih funkcijskih izra¢unavanja i uz samo
nekoliko dodatnih osnovnih aritmetickih operacija, Sto svrstava opisani metod (1M) sa
memorijom medu najefikasnije metode dosad razvijene u Teoriji iterativnih procesa za
resavanje nelinearnih jednac¢ina. Opisani rezultati su objavljeni u radu [68]. Napomenimo
jos jednu prednost predlozenih familija, koja se sastoji u tome da se pogodnim izborom
tezinske funkcije h moze dobiti veliki broj novih metoda, a takode i neki veé postojeci
metodi kao specijalni slucajevi.

U drugom delu drugog poglavlja konstruisana je familija dvokora¢nih metoda Dzeretovog
tipa koja koristi izvode i ima optimalan red cetiri. Ova familija je rezultat koautorskog
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rada [12] i data je iterativnom formulom

{yk =z — Fu(T),

k=0,1,..), 2
Tp1 = 2 — q(te)u(zy), ( : .

gde je t = f'(y)/f'(x) i ¢ tezinska funkcija koja zadovoljava uslove
w=q1)=1, a=4d1)=-3 @=¢0)=5 " 1)<occ

Ova familija takode daje veliki broj novih metoda kao specijalne slucajeve, kao i neke
poznate metode, na primer DzZeretovu familiju dvokora¢nih metoda [36]. Metodi predlozeni
u ovom poglavlju testirani su na velikom broju numerickih primera i uporedeni sa veé
postoje¢im dvokora¢nim metodima sa optimalnim redom cetiri.

Trece poglavlje je najobimnije i posveceno je originalnim trokora¢nim metodima velike

efikasnosti za reSavanje nelinearnih jednacina. U odeljku 3.1 koriS¢ena je interpolacija
racionalnom funkcijom

a; +az(t —x) + az(t — x)?

w(t) = 1+ as(t — )

(a2 —araq #0)

za konstrukciju trokora¢nog metoda

I (C)
f(an)’
Zk :spf(‘rkayk)u (kzoula)u
Tip+1 = Rk — j’((i:kk))’

gde ¢ definiSe proizvoljnu dvokora¢nu familiju reda 4 koja u prvom koraku koristi Njutnov
metod. Ova familija metoda, detaljno opisana u radu [77], koristi 4 funkcijska izra¢unavanja
i dostize optimalan red 8. Data je analiza konvergencije pomoc¢u simbolickog rac¢una i veéi
broj numerickih primera.

U odeljku 3.2 konstruisana je trokoracna familija koja koristi dve tezinske funkcije p i

" fan)
= 1. — Lk
Y = Tk f/(xk)v
2k = Yk — p(tk) f,(yk) )
f' (k)
Try1 = 2k — q(tk, Sk)f,((zz)),
gde je
w1
f(z)’ fly)

Pokazano je da ako tezinske funkcije p i ¢ imaju Tejlorove razvoje oblika
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b
p(t):1+2t—|—gt2+6t3+~-~,

2 6a+b—24
q(t,s) = 1—|—2t+s+¥t?+4t$+gs2+%t3+~-~ ,
tada familja trokora¢nih metoda (3.10) ima red konvergencije osam. Velika prednost ove
familije sastoji se u tome da je raznovrsnim izborom funkcija p i ¢ moguce dobiti veliki
broj novih metoda, a takodje i ve¢ postojeée metode kao specijalne slucajeve.

U nastavku treceg poglavlja konstruisana je nova familija trokora¢nih metoda

Yk = Tk — %, wy = o — 7f(7r),
ot == bl )72 (k=0.1,..) 3)
Thit = 2 — f(zk) 7

N3 (2k)

zasnovana na dvokoracnoj familiji (1) sat = f(y)/f(x)is = f(y)/f(w), pri ¢emu tezinska
funkcija h zadovoljava uslove

h(OaO) = ht(0,0) = h’S(Ovo) = 15 hSS(Ovo) = 25 i |htt(070)|7 |ht5(070)| < 0.

Relacija greske ove familije ima oblik zx+1 — a ~ B(1 — v f'(a))*(zx — a)®, §to znadi da
i ona ima red 8. Oblik relacije greske daje moguénost ubrzanja metoda ako parametar -y
racunamo tako da je v =~ 1/f/(«). Kao i ranije, f/'(«) aproksimiramo Njutnovim inter-
polacionim polinomom Nj(xg;7k) ili No(2k;2k—1,yk—1). Prema tome, samoubrzavajuéi
parametar v, modifikuje metod (3) bez memorije u metod sa memorijom (3M). U sluc¢aju
Yk = 1/Ni(ap; 1) posmatrali smo tri razlicita évora (pored ay) 7% = Zp—1, Tk = Yp—1 1
T, = 2i—1 1 dobili odgovarajuée R-redove konvergencije 2(2+\/5) ~ 8.47, 91 10. Ocekivano,
preciznije izra¢unavanje v, = 1/Ny(xg; 2k—1, Yk—1, Tp—1, Wp—1) daje veéi R-red jednak 12,
Sto znagi ubrzanje od impozantnih 50% bez dodatnih funkcijskih izracunavanja.

U ¢etvrtom poglavlju opisani su visekoracni metodi za reSavanje nelinearnih jednacina,
konstruisani inverznom interpolacijom. Red konvergencije ovih metoda odreden je kori-
S¢enjem Hercbergerovog matriénog metoda. U prvom odeljku ovog poglavlja opisan je
dvokorac¢ni metod sa memorijom koriséenjem inverznog interpolacionog polinoma drugog
reda, publikovan u radu [69]. Red konvergencije ovog metoda je (5 4+ v/17)/2 ~ 4.561 a
iterativna formula glasi

f(xr)
[ (@)

Tpp1 = Tp — + f(2)*®(yx) = N(zx) + f(2k)*P(yr). (4)

Funkcija @ je definisana sa
1 t— T _ 1
@) = flae) LI = flow) ()]

a prediktor yj, se izratunava po formuli yi = N (z) + f(zx)*P(yx—1).

(t) = (5)
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Trokora¢ni metod konstruisan u odeljku 4.2 pomoc¢u inverznog interpolacionog polinoma
treéeg reda ima slican oblik

B - flar)?
Yo = N(Ik) + [f(ykfl)@(zkfl) f(Zkfl)q)(ykfl)} f(yk—l) — f(zk_1)’
T 2
2, = N(xx) + {f(yk)ﬁp(@c—l) - f(z’f—l)@(y’“)} %
flay)?
s = Nan) + [J00)0(0) = )] L8

pri ¢emu je funkcija & definisana sa (5). Njegov red konvergencije iznosi priblizno
10.815. Numericki primeri su dati u odeljku 4.5 radi ilustracije ponaSanja konvergencije
visekora¢nih metoda. Pri tom je predlozen i jedan specijalan izbor pocetnih aproksimacija
koji omogucéuje znatno povecanje tacnosti aproksimacija, a takode smanjuje racunsku cenu
metoda, $to numericki primeri potvrduju u praksi.

U petom poglavlju izlozeni su originalni rezultati koji se odnose na konstrukciju
visekora¢nih metoda sa memorijom, zadatak koji osim Traubovih jednostavnih ilustra-
tivnih primera iz njegove knjige [88] nije razmatran u literaturi. Na izvestan nacin ovo je
svojevrsni paradoks jer ovi metodi imaju ubedljivo najvisu racunsku efikasnost. U ovom
poglavlju mi pokazujemo da metodi sa memorijom mogu postici znatno brzu konvergenciju
u odnosu na odgovarajuée metode bez memorije, bez dodatnih funkcijskih izracunavanja.
Na ovaj nacin racunska efikasnost se bitno povecava. Ubrzanje konvergencije se postize
odgovaraju¢om varijacijom slobodnog parametra u svakom iterativnom koraku, kao $to je
to objasnjeno u drugom i tre¢em poglavlju. Ovaj varirajuéi (ili samoubrzavajuéi) para-
metar se aproksimira reciproc¢nom vrednoséu Njutnovog interpolacionog polinoma nizeg
stepena (u praksi, najvise 4. stepena) koriste¢i ve¢ izracunate podatke. Rezultati ovog
poglavlja objavljeni su u radu [66].

U disertaciji smo ograni¢ili nase razmatranje na Kung-Traubovu n-kora¢nu familiju [44]
i Ceng-Li-Huangovu n-kora¢nu familiju [98] iz sledeéih razloga:
1) obe familije su optimalne u smislu Kung-Traubove hipoteze;

2) red konvergencije moze biti proizvoljno veliki (oblika 2™);

3) obe ove familije ne koriste izvod funkcije, $to je pogodno u svim situacijama kada je
racunanje izvoda funkcije f komplikovano.

U odeljku 5.1. kratko su izlozene Kung-Traubova familija [44] i Ceng-Li-Huangova fa-
milija [98] visekoracnih metoda bez memorije. Ideja i motivacija za ubrzanje konvergencije
proizlaze iz oblika izraza za asimptotsku konstantu greske

n

Trs1 —a~ C(L+7f () (z, — ),

o ¢emu je bilo ranije rec¢i. Familije visekora¢nih metoda sa memorijom, zasnovane na
Kung-Traubovoj i Ceng-Li-Huangovoj familiji, izvedene su samoubrzavajué¢im parametrom
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vk ~ —1/f(a), koji se ratuna u svakoj iteraciji koristeéi veé poznate informacije iz
prethodne i aktuelne iteracije. U odeljku 5.3 odredena je donja granica R-reda konver-
gencije predlozenih familija sa memorijom. Klasi¢ni metod secice, razmatran u Traubovoj
knjizi [88, str. 185-187] i prosiren u radu [72], daje red 3 (2" + 1/2%(2 + 2") ). Poboljsani
metod secice daje vedi red 2" +27~1 (j € {1,...,n — 1}). Primena Njutnovog interpola-
cionog polinoma viSeg reda daje jos bolje rezultate: najveé¢i postignut R-red je ne manji
od 2" 4+ 2"~ Numeri¢ki primeri su izlozeni u odeljku 5.4.

Rezultati izlozeni u petom poglavlju po prvi put se javljaju u literaturi i uvode veoma
efikasne algoritme i to u najops$tijem obliku. PredloZeni princip za ubrzanja konverge-
ncije bez dodatnih racunskih ulaganja je ne samo originalan ve¢ daje i opste principe za
konstrukciju vrlo efikasnih numerickih algoritama za reSavanje nelinearnih jednacina. I
kod ovih generalisanih visekoraénih metoda proizvoljnog reda konvergencije (oblika 2™)
postignuto je izuzetno ubrzanje konvergencije koje ide i do 50%.

U Sestom poglavlju bavili smo se istovremenim odredivanjem svih prostih ili viSestrukih
(realnih ili kompleksnih) nula polinoma. U ovoj oblasti dugo vremena nije bilo napretka
u pogledu poboljsanja racunske efikasnosti. Tek uvodenjem postupka sa korekcijama za
ubzanje konvergencije bez dodatnih izracunavanje od strane Nurina [57] (1977) u obi¢noj
kompleksnoj aritmetici i M. Petkoviéa i Karstensena [65] (1993) u kompleksnoj kruznoj
intervalnoj aritmetici (aritmetici diskova) postignut je zavidan napredak.

Sesto poglavlje iskljucivo je posveéeno simultanim metodima za odredivanje korena
polinoma i uglavnom su razmatrani metodi sa korekcijama. Bitan napredak je postignut
kombinovanjem visekoraénih metoda (ne veéeg reda od Cetiri) za odredivanje jednog ko-
rena i simultanih iterativnih metoda, §to povecava brzinu konvergencije koriste¢i veoma
mali broj dodatnih funkcijskih izracunavanja. Na taj nacin racunska efikasnost je bitno
poboljsana.

U odeljku 6.1 razmatran je simultani metod Vajerstrasovog tipa sa kubnom konver-
gencijom zasnovan na interpolaciji, koji ne koristi izvode. Zbog svoje jednostavnosti, ovaj
metod poseduje ne samo zavidnu racunsku efikasnost veé¢ i dobre konvergentne karakter-
istike.

U odeljcima 6.2, 6.3 i 6.4 koriS¢ena je relacija fiksne tacke Erlih-Abertovog tipa

i .
C=2z — i ZZ 0 (tel, :={1,...,v}), (7)
jel \{i}
gde su (i,...,(, nule polinoma f stepena n (> v) viSestrukosti pi1,...,0y a 21,...,2,
njihove aproksimacije. Zamenjuju¢i nule na desnoj strani poslednje relacije aproksimaci-
jama z1,...,2, 1 wzimajuéi pg = --- = p, = 1 (sve nule su proste), dobija se klasican

Erlih-Abertov metod reda tri.

U odeljku 6.2 konstruisan je metod za istovremeno odredivanje svih prostih (realnih ili
kompleksnih) nula polinoma f zamenjujuéi nule na desnoj strani relacije (7) aproksimaci-
jama



xiv Predgovor

o _f(zj_uj)
R = Zj g(tj)if’(zj)

koje se dobijaju pomoéu dvotackastog metoda reda 4 predlozenog u [74]. Dobijeni simultani
metod ima red konvergencije 6 uz dodatnih n izracunavanja polinoma po iteraciji. Anali-
za racunske efikasnosti ovog metoda i klasi¢nog Erlih-Abetovog metoda reda 3 pokazuje
dominaciju ubrzanog metoda. Na slican nac¢in u odeljku 6.3 dobijen je metod reda 6, pri
¢emu su nule zamenjene aproksimacijama koje se dobijaju iz metoda (2) Dzeretovog tipa.
Isti princip primenjen je u odeljku 6.4 za konstrukciju metoda reda 6 za viSestruke nule
polinoma koristeéi aproksimacije dobijene dvokoraénim metodom reda 4 iz rada [46].

Spisak direktno koriséene ili citirane literature, koji se sastoji od 99 referenci, dat je na
kraju disertacije.

* ok

Disertacije je nastala kao rezultat divne saradnje, sjajnog prijateljstva, velike posveéenosti
1 meprocenjive pomoci mentora, profesora dr Miodraga S. Petkoviéa, kome i ovom prilikom
Zelim da se zahvalim.

Dobrim delom disertacija je i plod saradnje sa profesorom dr Ljiljanom Petkovié, kojoj
zahvaljujem na dragocenim sugestijama. Zahvalnost dugujem profesorima dr Beni Neti
(Monterej, SAD) i dr Snezana Ili¢, i dr Mimici MiloSevi¢ na saradnji prilikom izrade
zajednickih radova.

U NiSu, januara 2012. Jovana Dzunié¢



1

Osnovni koncepti

1.1 Uvod

Resavanje nelinearnih jednacina je jedan od najstarijih i, istovremeno, najvaznijih mate-
matickih problema jer se javlja u matematickim modelima inzenjerskih disciplina, fizike,
astronomije, ekonomije, pa ¢ak i u drustveno-humanistickim naukama. Zbog toga je ovom
problemu oduvek pridavana velika paznja, od starih Vavilonaca koji su znali da izracunaju
kvadratni koren iterativnim putem, preko formula za kubne jednacine u Srednjem veku, pa
sve do danasnjih dana. Iako su knjige Ostrovskog', Trauba, Ortege i RajnboltaZ sezdesetih
i sedamdesetih godina dvadesetog veka u dobroj meri sistematizovale znanja iz ove oblasti,
na pocetku 21. veka doslo je do nagle ekspanzije iterativnih metoda za resavanje nelinearnih
jednacina, a posebno polinomskih jednacina. Razlog za to je pojava modernih ra¢unara i
aritmetike visestruke preciznosti koji su omoguéili razvoj novih, brzih i efikasnijih algori-
tama za numericko resavanje nelinearnih jednacina.

U fundamentalnoj knjizi iz oblasti nelinearnih jednacina ,Iterative Methods for the
Solution of Equations” iz 1964., Traub je pokazao da iterativna funkcija koja eksplicitno
zavisi od p — 1 izvoda funkcije ¢ija se nula trazi, ne moze imati red konvergencije veéi od
p. Na primer, Njutnov® metod koristi f i f’ i ima red dva, Halejev* i Cebisevljev metod
koji koriste f, f' i f” imaju red tri, itd. Pri ovome se misli na izra¢unavanje u jednoj
tacki (aproksimaciji nule), $to podrazumeva jedan korak izra¢unavanja. S obzirom da se
racunska efikasnost iterativnih metoda izrazava preko indeksa efikasnosti F = /%, gde
je r red konvergencije, a € broj funkcijskih izra¢unavanja po iteraciji, ra¢unska efikasnost
jednokoraénih metoda ne moze biti veéa od /" ~ 1.4448, koja se (teorijski) dobija za
r = e. Vecu racunsku efikasnost nije moguce dobiti ¢ak i uvodenjem dodatnih izvoda
viseg reda. Zbog toga se uvode visekoraéni metodi (zvani, ponekad, i visetackasti). Iz ovih

1 A.M. Ostrowski

2 W. C. Rheinboldt

3 Isaac Newton (1943-1727)

4 Edmond Halley (1656-1742)
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razloga, konstrukcija novih visekora¢nih metoda $to vece racunske efikasnosti, kao osnovni
cilj ove disertacije, je sasvim opravdan i istovremeno izazovan.

Jo§ 1974. godine Kung i Traub u radu Optimal order of one-point and multipoint ite-
ration [44] postavili su hipotezu da visekoraéni metodi bez memorije koji koriste n + 1
funkcijskih izra¢unavanja po iteraciji (funkcije f i njenih izvoda, ako se zahtevaju) ne mogu
imati red konvergencije veé¢i od 2™. Mada hipoteza jos nije dokazana, vrlo je verovatno da
granica reda konvergencije ne moze biti prevazidena jer svi do sada razvijeni metodi su
potvrdili ovu hipotezu. Prema njoj, indeks efikasnosti ne moze biti veéi od E,(ZO) = 2n/(nt1),
Metodi koji dostizu efikasnost E,(lo) u literaturi se obi¢no nazivaju optimalnim metodima
ili metodima sa optimalnim redom konvergencije (= 2", n > 1).

1.2 Klasifikacija iterativnih procesa

U disertaciji ¢emo razmatrati funkcije realne promenljive definisanesa f: [y C R — R.
Broj «a za koji je f(«) = 0 zovemo nula funkcije f, ili koren jednacine f(x) = 0. U sluc¢aju
polinomske jednacine u literaturi se skoro ravnopravno koriste termini nula polinoma i
koren polinoma, mada je ispravnije re¢i koren polinomske jednacine. Nula « ima red ili
viestrukost m ako je mogucéa faktorizacija

f(@) = (z = a)"g(2),

gde je g(a) # 0. Ako je m = 1, kaze se da je nula « prosta.
Iterativni metodi zasnovani su na sukcesivnom izra¢unavanju aproksimacija trazene

nule xpy1, Trt2,. .. primenjujuci neki algoritam iterativne prirode
Thy1 = Q(Thy Th—1, -+, Th—)) (1.1)
i polazeci od pocetnih aproksimacija xo, ...,z nule a date funkcije f : Iy — R . Funkcija

¢ naziva se iterativnom funkcijom. Ukoliko niz {xy }, generisan iterativnim procesom (1.1),
konvergira ka resenju «, tj.

lim zx = a,

k—o0
tada kazemo da je iterativni proces (1.1) konvergentan.

Klasifikacija iterativnih metoda koju je nacinio Traub [88] jos sezdesetih godina proslog
veka opste je prihvadena u literaturi. Ako je A = 0, (1.1) predstavlja jednokoracni metod,
a ako je A > 1, u pitanju je jednokoracni metod sa memorijom. Iterativni metod moze
biti konstruisan koristeé¢i nove informacije wq (zk), . . . ,wn (x) u tacki zy pri izracunavanju
nove aproksimacije xy41,

Tp1 = Plxk, w1 (Tk), - .-, wn(zk)]. (1.2)

Tada kazemo da ¢ definise visetackasti ili visekoracni iterativni metod.
Konaéno, neka z; predstavljaju k + 1 veli¢ina z;, wi(z;), ..., wi(z;), k > 1. Tada itera-
tivni metod
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Tit1 = ¢(Zl, Zi—1y ey zi—n) (13)
nazivamo visetackasti metod sa memorijom. Znak ; u (1.3) odvaja tacku z; u kojoj se
koriste nove informacije od tacaka u kojima se stare informacije nanovo upotrebljavaju
(Zifl, ey Zifn)-

Klase visekoracnih metoda sa i bez memorije (1.2) i (1.3) biée glavna tema ove diser-
tacije. Osnovni cilj i motivacija prilikom konstrukcije iterativnih metoda za reSavanje ne-
linearnih jednacina jeste ostvarivanje sto veéeg reda konvergencije uz minimalnu ra¢unsku
cenu. Najefikasniji postojeéi metodi zasnovani su na visekora¢nim iteracijama, prvi put is-
trazivanim u Traubovoj knjizi [88] i radovima i knjigama publikovanim u drugoj polovini
dvadesetog veka (videti npr. [36], [37], [40], [60], [79] [52]). Visekoracni iterativni metodi
ponovo postaju interesantan i izazovan zadatak na pocetku dvadeset prvog veka iz dva
razloga: 1) ovi metodi prevazilaze teorijske granice jednokora¢nih metoda u vezi reda ko-
nvergencije i racunske efikasnosti i 2) njihova analiza i realizacija bila je omoguéena tek
sa razvojem vrlo moénog hardvera (brzih procesora) i softvera (aritmetike vigestruke pre-
ciznosti i simbolickog izra¢unavanja).

1.3 Red konvergencije

Neka je zg,21,...,Tn,... niz aproksimacija nule « funkcije f, generisan iterativnom
funkcijom ¢ i koji konvergira ka nuli «. Uslovi konvergencije zavise od oblika i osobina
iterativne funkcije kao i izabrane pocetne aproksimacije.

U disertaciji ¢emo koristiti simbole —, O, o, Op; i ~ prema slede¢im pravilima:

e Ako je klim g(zr) = C pisa¢emo g(z) — Cili g — C.

e Ako i — C, gde je C konstanta razli¢ita od nule, pisaéemo f = O(g) ili f ~ Cg.
g

e Za nizove {pr} 1 {tx} koji teze ka 0 kada k — oo pisaéemo ¢ = o(¢y) ako vazi

lim — = 0; drugim re¢ima, ¢ je beskonac¢no mala viSeg reda u odnosu na .

e Za dva realna ili kompleksna broja z i w pisaéemo z = Ops(w) ako je |z] = O(|w|) (isti
red modula).

Ovaj pristup veoma uproscuje kako analizu tako i prezentaciju.

Brzina konvergencije iterativnog metoda je od velikog znacaja u teoriji i praksi, kao i
samo pitanje konvergencije. Brzina konvergencije iterativnog metoda

Thi1 = o) (1.4)
definiSe se redom konvergencije.

Definicija 1.1 Za niz {z1}, generisan iterativnom formulom (1.4), koji konvergira ka «
kaze se da ima red konvergencije r ako je
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[Ze+1 — o = O(lze — af"), (1.5)

tj. ako postoji konstanta C. takva da je za dovoljno veliko k

|21 — | < Crlzk — af”. (1.6)
U literaturi se cesto srece sledeca ekvivalentna definicija:

Definicija 1.2 Ako postoje realan broj r i konstanta C. razli¢ita od nule takvi da

lp(z1) — af

Tk — ol

— C, kada k — o0 (1.7)

tada se r naziva red konvergencije niza, a C, faktor konvergencije ili asimptotska konstanta
greske.

Napomena 1.1 Podrazumeva se da je iterativna funkcija ¢ takode reda r ako definise
iterativni metod reda r. Skup svih iterativnih funkcija reda r oznacavacemo sa K.

Teorema 1.1 (Sreder®-Traub [82], [88]) Neka niz {x1} dat pomocu (1.4) definise konver-

gentan iterativni metod i neka funkcija ¢ ima neprekidne izvode &', ..., &) u okolini tacke

a= klim x. Tada dati iterativni metod ima red konvergencije v ako i samo ako su ispu-
—00

njent uslovi:
1) ¢(a) = a,
2) ¢(a) =---=0¢0"D(a) =0, (1.8)
3) ¢ () #0.

Osim toga, asimptotska konstanta greske data je sa

C, = lim |p(zr) — af _

k—oo |{I,']C — a|T o

9"()|

- (1.9)

Teorema 1.2 (Traub [88]) Neka je ¢(x) iterativna funkcija reda r. Tada je kompozitna
iterativna funkcija
f(9(x))

f'(x)

U(x) = d(x) — (1.10)
reda r + 1.
Teorema 1.3 (Traub [88]) Neka su ¢1,02,...,¢s iterativne funkcije reda r1,72,...,7s,
redom. Tada kompozicija

p(x) = ¢1(d2(. .- (¢5(2)) - ..))

definise iterativni metod reda r17ra ... 75.

U nekim sluc¢ajevima red konvergencije ne moze biti odreden na osnovu Definicije 1.1 ili
1.2. Da bi prevazisli ovaj problem, Ortega i Rajnbolt su u knjizi [58] uveli opstiji koncept
konvergencije i reda konvergencije u R™.

5 E. Schréder (1941-1902)
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Definicija 1.3 Neka je IM iterativni metod koji konvergira ka grani¢noj tacki « i neka je
{z(®} proizvoljan niz u R™ koji konvergira ka a. Tada se brojevi

limsup ||z®*) — a||'/* | ako je m =1,
R (k)Y — k—o0
(=) limsup [|z® — o V/™" | ako je m > 1,

nazivaju korenski faktori konvergencije ili, krace, R-faktori niza {x(®}. Ako je S(IM, «)
skup svih nizova generisanih pomoc¢u IM koji konvergiraju ka «, tada se veli¢ina

R (IM, @) = sup{ R, (™) : {z®M} € S(IM, )} (1 < m < +00)
zove R-faktor konvergencije iterativhog metoda u tacki a.

Definicija 1.4 R-red konvergencije iterativnog metoda IM u tacki a odreden je veli¢inom

+00, ako je Ry, (IM, ) = 0 za svako m € [1,400),
inf{m € [1,400) : Ry (IM, @) = 1}, u ostalim sluc¢ajevima.

Or(IM, a) = {

Brzina konvergencije iterativnih metoda IM; i IMs moze se uporediti prema slede¢oj pro-
ceduri:

1) Prvo poredimo R-redove, tj. veli¢ine Og(IM1, @) i Or(IM2, o). Metod sa veéim R-redom je brzi.

2) U slucaju jednakih R-redova, odnosno Og(IM1,a) = Ogr(IM2, ), porede se R-faktori. Brzi je
metod sa manjim R-faktorom.

R-red konvergencije je jako pogodan za odredivanje brzine konvergencije iterativnih
metoda sa memorijom. Definisimo gresku aproksimacije xj kao razliku €, = xx — «, gde
je a nula funkcije f. Sledeéi rezultati su veoma bitni u teoriji iterativnih procesa.

Teorema 1.4 Neka je IM iterativni metod sa memorijom koji generise niz {xy}, i neka
ovaj niz konvergira ka nuli a.. Ako postoji nenegativna konstanta ~y i nenegativni celi brojevi
t;,0 < i < m, takvi da vaZi

ti
)

m
ler] <] len—s
1=0

tada R-red konvergencije iterativnog metoda IM zadovoljava nejednakost

OR(IM7 a) > S*a

gde je s* jedinstven poztivni koren jednacine

m
s E t;is™ " =0.
i=0

U nastavku su data tvrdenja koja ¢emo koristiti u analizi konvergencije iterativnih
procesa.
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Teorema 1.5 Neka je f€C™(I),I C R i Hyl(t ): m(t;to t1, ..., t;) Ermitod® interpo-

lacioni polinom stepena m kroz cvorove to,t1,...,t; € I. Tada postogi ¢ € I tako da vazi
Fm©Q) :

t)— Hp(t) = &——=* t—1t;)°%, 1.11

70~ Hu(t) = T g< ) (111)

gde je s; broj informacija u cvoru t;, i vaZi 51 + S+ -+ s; =m+ 1.

Napomena 1.2 Kada koristimo samo vrednosti funkcije f(x;),1 <i <m+1, tj. kada je
broj informacija s; u svakom od ¢vorova t; jednak 1, Ermitova interpolacija H,, (t) se svodi
na Njutnov interpolacioni polinom N,,(t). Odgovarajuca relacija greske (1.11) takode vazi.

Lema 1.1 Neka je N,,(t) Njutnov interpolacioni polinom stepena m koji interpolira
funkciju f uwm+1 razli¢itih interpolacionih ¢vorova yi 0, Yk—1,1; - - -, Ye—1,m koJji su sadrZani
u okolini nule o funkcije f u intervalu Ir. Neka je izvod F D peprekidan u 1. Definisimo
razlike ep—1j = y—1,;, — o (j € {1,...,m}) , ex = Yr,0 — @ 7 pretpostavimo

1) svi Gvorovi Y0, Yk—1,n—15 - - - s Yke1,n—m SU dovoljno blizu nule «;

2) vaZi e = o(sk,lyl . '€k71,m), kada k — oo.

Tada je

f(j)(a)

T (1.12)

N(uea) ~ 5@ (14 0™ e [T ). o =

J=1

Dokaz. Tejlorovi’ razvoji izvoda funkcije f u tacki Yk,0 € Iy kaoim+1-og izvoda u tacki
¢ € Iy u okolini nule «, glase

f (ko) = f'(@) (14 2c2er,0 + 3cagho+ ... ), (1.13)
2
FO0) = F@)((m+1D)lemir + wcmﬂsg +-0), (1.14)
gde je e¢ = ¢ — a, i € je tacka koja se javlja u formuli (1.11) iz Teoreme 1.5:
- f(m+1)(< m
F(0) = Nun(t) = Ty (6= ko ]];[1 (t—wye-1;) (Ce€Iy). (1.15)

Posle diferenciranja (1.15) u tacki ¢ = yg 0, dobijamo

f(m+1) K

Ny (ur0) = f'(yko0) — H (Yr,0 = Yr—1,5)- (1.16)
Jj=1

Zamenom (1.13) i (1.14) u (1.16), imajuéi u vidu uslove Leme 1.1, posle elementarnih
transformacija dolazimo do relacije (1.12). O

6 Charls Hermite (1822-1901)
7 Brook Taylor (1685-1731)
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Na kraju ovog odeljka pomenimo da je od interesa proveriti koliki je red konverge-
ncije pri prakti¢noj primeni nekog iterativnog metoda i koliko odstupa od reda dobijenog
teorijskom analizom. Pretpostavimo da nam je poznata tac¢na nula « i neka su xp_1,xk
i xpy1 tri sukcesivne aproksimacije ove nule dobijene u iterativnom procesu reda r. Tada
se racunski red konvergencije iterativnog metoda ra¢una po formuli

log(|zk11 — o /|zk — af)
log(|zy — af/|zr—1 — af)

7R

(1.17)

Ova priblizna vrednost uglavnom dobro aproksimira teorijski red konvergencije r.

Kako nam tacna nula o u praksi najcesée nije poznata, racunski red konvergencije moze
se ra¢unati i po pribliznoj formuli
L loalf(rn)/fn)
c ™~ .
log [ f(xr)/ f(xr-1)|

U praksi, racunski redovi dobijeni formulama (1.17) i (1.18) se neznatno razlikuju od
teorijskog reda ako je pocCetna aproksimacija zy dobro izabrana.

(1.18)

U vezi sa efikasnim izborom pocetnih aproksimacija napomenimo da ovo nije nimalo lak
problem. To se narocCito ogleda u primerima oscilatornih funkcija ili funkcija koje imaju
ekstreman nagib u okolini trazene nule - izrazito ravan ili izrazito strm. Vaznost izbora
dobrih pocetnih vrednosti postaje jos ociglednija u slu¢aju iterativnih metoda visokog reda
konvergencije. Naime, kod ovog tipa metoda lo§ izbor startne vrednosti obi¢no prouzrokuje
pocetnu sporu konvergenciju metoda. Time se bitno umanjuje efikasnost upotrebljenog
metoda.

Pronalazenje dobre pocetne aproksimacije x¢ koja bi garantovala konvergenciju itera-
tivnog niza ka nuli funkcije f je koliko bitan toliko i tezak zadatak. U mnogim situacijama
dobre poéetne aproksimacije dobijaju se primenom rezultata Juna ® i Petkoviéa izlozenim
u radovima [96] i [80]. Glavne prednosti ovog efikasnog neiterativnog algoritma, zasnovanog
na numerickoj integraciji i pogodnim transformacijama date funkcije f, su:

1) za razliku od mnogih metoda, primenjeni postupak ne zahteva dovoljno blisku
pocetnu aproksimaciju ve¢ samo interval u kojem je sadrzan koren,

2) metod se moze upotrebiti i kada kriva funkcije f nije dovoljno glatka i

3) nije potrebno izracunavanje izvoda funkcije ¢ija se nula trazi.

1.4 Efikasnost iterativnih metoda

Iz prakticnih razloga, od velikog je znacaja poznavati racunsku efikasnost bilo kog iterati-
vnog metoda za odredivanje korena nelinearnih jednacina. Numericki algoritam je utoliko

8 B.I. Yun
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efikasniji ukoliko se postavljeni zadatak izvrsi za kracée racunarsko vreme. To je u uskoj
vezi sa osobinama kao $to su broj neophodnih rac¢unskih operacija upotrebljenih prilikom
ra¢unanja u iterativnom procesu do zahtevane tacnosti, brzina konvergencije, procesorsko
vreme itd.

Racunska efikasnost nekog iterativnog metoda IM definise se uvodeéi koeficijent efi-
kasnosti E(IM) (ili kracée efikasnost). Efikasnost se moze uvesti na vise nacina ali uvek
tako da je racunska cena algoritma proporcionalna redu konvergencije iterativnog metoda
i obrnuto proporcionalna obavljenom radu, recimo broju izracunavanja funkcija ili broju
aritmetickih operacija po iteraciji.

Neka je r red konvergencije iterativhog metoda IM i 6 ukupan broj funkcijskih
izracunavanja po iteraciji. Traub [88] je definisao informacijsku efikasnost ili koeficijent
efikasnosti iterativnog metoda IM koli¢nikom

r

IE(IM) = 2.

Ostrovski [60] je uveo indeks efikasnosti koji se odreduje prema formuli
E(IM) = /9, (1.19)

Sledeéa alternativna formula data u radu [5]

logr

E(IM) = (1.20)
sustinski se ne razlikuje od (1.19).

Svaka iterativna funkcija ¢ konstruisana za reSavanje nelinearne jednacine f(xz) = 0
zavisi od broja funkcijskih izrac¢unavanja po iteraciji 8,. Veza izmedu reda konvergencije
iterativne funkcije ¢ i njene informacijske efikasnosti data je osnovnom teoremom za jed-
nokorag¢ne iterativne funkcije [88]:

Teorema 1.6 (Traub ([88]) Neka je ¢ proizvoljna jednokoracna iterativna funkcija reda
r i neka je 0y broj novih funkcijskih izracunavanja po iteraciji. Tada za svako r postoji
iterativna funkcija ¢ takva da je IE(¢) = r/84s = 1. Takode, za sve iterativne funkcije ¢
vazi

IE($) =1/ < 1.

Sta vise, iterativna funkcija ¢ mora eksplicitno da zavisi od prvih v — 1 izvoda funkcije f.

Dakle, jednokoracne iterativne funkcije sa dovoljno glatkom funkcijom f ne mogu imati
informacijsku efikasnost veéu od 1. To znaci da iterativne metode sa informacijskom
efikasnoséu veéom od jedinice treba traziti u klasi visekoracnih metoda.

Glavni cilj pri razvoju novih metoda usmeren je ka dobijanju sto vece efikasnosti. Na
osnovu definicija (1.19) i (1.20), to znaci da je poZeljno ostvariti $to veéi red konvergencije
uz fiksiran broj funkcijskih izra¢unavanja po iteraciji. U slu¢aju visekora¢nih metoda bez
memorije ovaj zahtev je u bliskoj vezi sa optimalnim redom konvergencije razmatranim u
Kung-Traubovoj hipotezi [44] iz 1974. godine.
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Kung-Traubova hipoteza. Visekoracni iterativni metodi bez memorije, koji zahtevaju
n+ 1 funkcijskih izracunavanja po iteraciji, imaju red ne veci od 2™.

Visekora¢ni metodi koji zadovoljavaju hipotezu Kunga i Trauba (jo$ uvek nije dokazana)
se obi¢no nazivaju optimalni metodi. Dakle, optimalni red konvergencije iznosi r = 2.
Optimalna ra¢unska efikasnost je tada

E7(10) — 2n/(n+1) )

Upravo takvi metodi su najve¢im delom tema ove disertacije. Klasa n-kora¢nih optimalnih
metoda biée oznacavana sa Won.

Posmatrajuéiiterativne metode za odredivanje proste nule date realne funkcije, racunska
cena se obi¢no izrazava brojem izra¢unavanja te funkcije (u razlic¢itim tackama) kao i njenih
izvoda. Situacija je dosta drugacija kada se primenjuje iterativni metod za istovremeno
odredivanje svih nula polinoma. Pri koriséenju iterativnih metoda za istovremeno nalazenje
nula polinoma javljaju se sume i proizvodi, tako da se i cena njihovog izrac¢unavanja mora
uzeti u obzir. Na taj nacin se i stepen polinoma prirodno javlja kao parametar u formuli
za izracunavanje koeficijenta efikasnosti.

Najdirektniji pristup je svodenje svih izracunavanja na osnovne operacije: sabiranje,
oduzimanje, mnozenje i deljenje. Neki algoritmi koriste i korenovanje, koje u tim slucajevima
treba uzeti u obzir. Svaka od navedenih operacija zahteva odredeno vreme izvrsenja. Ova
vremena zavise od preciznosti primenjene aritmetike i arhitekture racunara. Jedan od
metoda za odredivanje cene izra¢unavanja po iteraciji je uvodenje teZina, normalizovanih u
odnosu na operaciju sabiranja i proprcionalnih vremenu izvrsenja operacija. Oznacimo ove
tezine sa wg (za sabiranje), wo (za oduzimanje), wys (za mnozenje), wp (za deljenje), pri
¢emu je wg = wo = 1 zbog normalizacije. Dalje, ozna¢imo sa Bg(n), Bg(n), B (n), Bg(n)
broj sabiranja, oduzimanja, mnozenja i deljenja (redom) po jednoj iteraciji u funkciji od
stepena polinoma n. Cena izraCunavanja data je sa

6(n) = wsBg(n) + woBg(n) + wy Bg(n) + wpBg(n). (1.21)

Napomenimo da je upotreba gore navedenih formula za ocenu racunske efikasnosti
neophodna jer je nemoguce izmeriti vreme izvrsenja iterativnog procesa primenjenog na
nekom od savremenih racunara koji izvrsavaju ogroman broj matematickih operacija u
jedinici vremena.

1.5 Jednokorac¢ni metodi

U ovom odeljku dajemo kratak pregled jednokora¢nih metoda na koje se pozivamo u
ovoj disertaciji. Koristi¢emo sledece oznake: Neka je f dovoljan broj puta diferencijabilna
funkcija sa prostom nulom « u intervalu Iy. Pretpostavka je i da je f'(«) # 0 zasve x € Iy.
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1.5.1 Lista jednokorac¢nih metoda

Jednokoraéni metodi za odredivanje proste nule

14+5
2

e Metod secice, r =

~ 1.618,

Lk — Tk—1

Ton) = ey @) (E=01). (1.22)

Te4+1 = Tk —

e Metod Stefensena® [86], r = 2,

o flay)? _
Th+1 = Tk f(xk-‘rf(xk)) —f(xk) (k_O,l,...). (1.23)
o Halejev metod, r = 3,
I A7) 1 _
T+1 = Tk f’(:vk) L f(Ik)f”(iZ?k) (k:_(),l,...). (124)
2]”(17@)2
o Cebisevljev metod, r = 3,
Thgr = Tp — J{/((iz)) (1 + f(;}“,)g;()i’“)) (k=0,1,...). (1.25)
e Lagerovt® metod [45], r = 3,
Tp1 = Ly(zp;v) = x5 — vfa) . (1.26)

flaw) £ /(v = 1)2f (@r)? —v(v — 1) f (k) [ (1)

gde je v realan parametar razli¢it od 0 i 1. Za v # 0,1 Lagerov metod daje sledeée
partikularne slucajeve:

— Ojlerov'-Kosijev 2 metod se dobija za v = 2,

2f (zx)

Tpy1 = Lg(wr;2) = 25 — . (1.27)
Fr(ar) £/ f (@e)? = 2f (@x) f (xr)
— Metod Ostrovskog [60] dobija se kao graniéni sluéaj kada v — oo u (1.26),
Tpy1 = Ly(wn;00) = 2 — flos) (1.28)

VI @r)? = flaw) [ (an)

9 Johan Frederik Steffensen (1873-1961)
10 Edmond Nicolas Laguerre (1834-1886)
I Leonhard Euler (1707-1783)

12 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857)
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— Zamenjujuéi v = 1/8+ 1, 8 # 0 u (1.26) dolazimo do Hansen-Patrikovog!® metoda
poznatog iz rada [33]

(B+1)f(zx)
=L 1/8+1)=x4 — . 1.29
Th+1 flog; 1/8 ) =% B (2r) + \/f’(xk)Q — B D @) (n) ( )
U specijalnim slucajevima, za v = 1 dobija se Njutnov metod, r = 2,
Tht1 = Tp — J{/((i’;)) (k=0,1,...), (1.30)

a za v = —1 Halejev metod (1.24).

Jednokoraéni metodi za odredivanje visestrukog korena

Neka je m > 1 viSestrukost nule a funkcije f(z) = (z — a)™g(z) (g(a) # 0), i neka je
ta nula izolovana na intervalu /.

e Modifikovani Njutnov metod [82], r = 2,

Tpi1l = Tk — f('rk)f/(xk)
i fl(xk)2 — f(l‘k)f”(xk)

=0,1,..., (1.31)

e Srederov metod [82], r = 2, takode poznat kao modifikovan Njutnov metod sa pozna-
tom viSestrukoscu,

Thy1 = T —mJ{/((Zi)) (k=0,1,...). (1.32)
e Osadin metod [59], r = 3,
1 fl@) 1 f'(x)
Thp1 =T — gm(m+ 1)f,(x) + 5(m - 1)2f”($) (k=0,1,...). (1.33)
e Metod Ostrovskog [60] za visestruke nule, r = 3,
Thp1 =T — vinj(z) —=0,1,... (1.34)

VI (@2 = f@)f"(z)

1.5.2 Generatori jednokora¢nih metoda

Generatori jednokoracnih metoda (skra¢eno GM) su uopstene iterativne formule koje
generisu metode proizvoljnog reda konvergencije. U ovom odeljku predstavljamo dva takva

13 M. Patrick
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metoda Traubovog tipa koji predstavljaju originalni doprinos publikovan u radovima [78]
i[67].

Neka je a nula funkcije f reda m i neka je ¢ iterativna funkcija reda 7, tj. definise
iterativni metod reda r. U radu [78] dokazana je sledeca teorema kao osnova za generisanje
iterativnih metoda visokog reda konvergencije.

Teorema 1.7 Neka je p, iterativna funkcija reda v za nalaZenje proste ili visestruke nule
date funkcije f (dovoljan broj puta diferencijabilne). Tada iterativni metod definisan sa

(r>2k=0,1,...), (1.35)

ima red konvergencije r + 1.

Napomena 1.3 Iterativna formula (1.35) moze se izvesti na vige razli¢itih na¢ina. Navo-
dimo jedan jednostavan naéin: izostavljajuéi élan O (e} ") u relaciji ¢, (21)— 2! (2 ) (21—
or(z1)) = a+ O (e ™), izvedenoj u [78], i zamenjujuéi koren a novom aproksimacijom
ZTk+1, dolazimo do

Ty = op(zg) — %<P;($k)(xk — or(zk)), (1.36)

pretpostavljajuéi da je xx41 bolja aproksimacija od xj korena «. Zamenom ¢,.(x) = Tg41
u drugom ¢lanu relacije (1.36) i resavanjem jednacine

1
Try1 = @r(Tr) — ;wi(ivk)(ivk — Tpt1)

PO Zp4+1, dolazimo do iterativne formule (1.35).

Napomena 1.4 Moguénost formule (1.35) da produkuje iterativne metode proizvoljnog
reda konvergencije je glavna njena prednost. Stavise, ova formula generise kako metode za
proste tako i za viSestruke nule bez promene same strukture; dovoljno je krenuti od neke
iterativne funkcije @, (x) (r > 2).

Primetimo da se neke od relacija koris¢enih u dokazu Teoreme 1.7 koriste u litera-
turi koja se bavi normiranim vektorskim prostorima (videti na primer [38]). U radu [78]
bavili smo se prostorom kompleksnih brojeva C' i demonstrirali kako se formula (1.35)
moze uspesSno primeniti za generisanje ubrzanih metoda za nalazenje nula. Na primer,
polazeéi od Njutnovog metoda (1.30) i primenjujuéi (1.35), dolazimo do Halejevog metoda
tre¢eg reda (1.24) podrazumevajuéi da se ovi metodi primenjuju za nalazenje prostih nula.
Ipak, glavna paznja u radu [78] usmerena je na ubrzanje iterativnih metoda za nalazenje
viSestrukih nula, s obzirom da je taj problem rede posmatran u literaturi.

U dokazu Teoreme 1.7 nijedna pretpostavka o visestrukosti nule @ funkcije f nije uve-
dena. Dakle, mozemo primeniti generator metoda (1.35), bez izmena, i za generisanje
iterativnog metoda proizvoljnog reda konvergencije za nalazenje ne samo prostih nula,
ve¢ takode i za nalazenje viSestrukih nula nelinearnih funkcija. To je znacajna prednost
generatora (1.35) u odnosu na ostale postojeée generatorske formule.
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U nastavku su razmatrane dve klase metoda za odredivanje viSestrukih nula, kate-
gorisane na sledeéi nacin:

(I) metodi koji koriste poznatu visestrukost,

(IT) metodi gde je visestrukost nepoznata.

(I) Poznata visestrukost

Neka je m red visestrukosti trazene nule o date funkcije f i uvedimo notaciju

f(x) fO)
u=ulr)=++=%, C;,=Ci(x)=——= (1=12,...).
Polazeéi od modifikovanog Njutnovog metoda (1.32) reda dva, uz pomoé generatora
metoda (1.35) dolazimo do metoda reda tri Halejevog tipa za viSestruke nule

o) =g x — pa(x) . mu(x)
3(x) 1, %%(x) T 5 m) = mCa@)u(e) (1.37)

Nastavljajuéi postupak ubrzanja reda konvergencije uz pomoé¢ generatora metoda (1.35),
dolazimo do (izostavljajuéi argument x zbog kratkoce):

mu[%(l +m) — mCau]
%(1 +m)(1 +2m) — m(1 + m)Cou + m2Czu2’

pa(z)=z—

mu[(1+m)(1+2m)/3! — m(1 + m)Cau + m?Czu?]
%(1 +m)(1 4 2m)(1 4 3m) — %(1 +m)(1+2m)Cou+ (14 m)[Cs + %Cg]mQuQ — m3Cyud’

ps(z)==z
itd.

Napomena 1.5 Navedene formule ¢4 i @5 su od ranije poznate. Izvedene su prvi put u
radu [23], drugacijim pristupom.

Napomena 1.6 U radu [70], autori su dokazali da u slu¢aju prostih nula, generator
metoda (1.35) je ekvivalentan Srederovom nizu druge vrste [82] (videti [87] za engleski
prevod ovog fundamentalnog rada Sredera), koji se ponekad naziva i Sreder-Konigov'4
metod (videti npr. [7], [91])

Sy (z) = — u(x)M (r>2), (1.38)

Qr—l (x) ’

gde su @ odredeni rekurentnom relacijom

k
Qo(@) = 1. Qula) = S (LM u(@ ' Cr@)Quoa(@), Cila) =1, (k> 1),

A=1

14 J. Kénig
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Modifikacija Sreder-Konigovog metoda (1.38) za visestruke nule data je u [88, Lemma
8.1] slede¢om formulom

Fri1(z,m) = Fp.(x,m) — mu(z)

Fl(z,m), Fy(z,m)=1z—mu(z), r>2. (1.39)
Za r = 2 formula (1.39) daje metod Cebisevljevog tipa reda tri
o3(z) =z — mu(x) [(3 —m)/2 4+ mCs(z)u(z)|, (1.40)

itd. U slucaju m = 1 (proste nule) generatorska formula (1.39) generise iste iterativne
metode kao i (1.38).

Napomena 1.7 Prirodno je posmatrati i formulu (1.36) kao generator metoda visokog
reda konvergencije. To vazi za prvi generisani metod reda tri (Cebiéevljevog tipa) @3 datog
u (1.40) (uzimajuéi o = x — mu(z) u (1.36)). U nastavku, generatorska formula (1.36)
zaista daje iterativne metode reda r + 1; ipak, zbog previse ,parazitskih” ¢lanova dobijene
formule viseg reda su preglomazne. Pod uslovom da obe formule (1.36) i (1.39) polaze od
w2 = & —mu(x), pozeljno je pre koristiti Traubovu formulu (1.39) nego (1.36). Ova tema
je razmatrana u radu [70].

Generator metoda (1.35) i neki postojeéi metodi reda tri za visestruke nule mogu biti
kombinovani za dobijanje novih metoda, kao $to pokazuju slede¢i primeri. Polaze¢i od
metoda Cebisevljevog tipa (1.40) reda tri, primenom GM (1.35) dolazimo do metoda
cetvrtog reda

3mu(xz)[3 —m + 2mCa(z)u(x)]
4+ 3m —m? + 6m(m — 1)Ca(z)u(z) + 6m?[Cs(z) — 2C2(x)?|u(x)?

oi(x) =x— . (1.41)

Jos jedan niz iterativnih metoda za nalazenje visestrukih nula moze biti izveden polazeci
od Osadinog metoda (1.33) treceg reda [59], koristeéi GM (1.35) dobijamo metod ¢etvrtog
reda

B 3Ca(x)[(m — 1)% — 2m(m + 1)u(z)Cs(x)]
M) =T = e @) @ — 6m £ 1)Ca@)? — 3(m — 120 42

Pretpostavka je da je m # 1 u (1.33), inace se (1.33) svodi na Njutnov metod (1.30).
Kombinujuéi metod Ostrovskog (1.34) reda tri i GM (1.35), dolazimo do metoda
cetvrtog reda
3vmu(z) |1 — 2u(z)Cs(x)]
2[1 - 2u(:v)Cg(:v)]3/2 + vm[l = 3u(z)Cs(z)] + 3\/ﬁu(x)203(:v).

wa(x) =o —

(1.43)

Prema saznanju autora, iterativni metodi (1.41), (1.42) i (1.43) su novi.
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Koristeéi nedavno izvedene metode treceg reda za visestruke nule (videti na primer
radove [11], [13], [14], [25], [54], [55] i [59], kao i navedene reference), moze se nastaviti
konstrukcija novih iterativnih metoda viseg reda. Medutim metodi visokog reda konver-
gencije izrazeni su glomaznim formulama, tako ih ne¢emo ovde navoditi.

(II) ViSestrukost nije poznata

Razmotrimo sada generator metoda (1.35) u sluc¢aju kada red visestrukosti nije poznat.
Nake je « vigestruka nula funkcije f(z), tada je « prosta nula funkcije f(z)/f'(z). Pri-
menjujuéi Njutnov metod (1.30) na funkciju u(z) = f(z)/f'(z), dolazimo do iterativnog
metoda (1.31)

f(@) [ () u(z)
=T ———— 1.44
@R — @@ T 20w .
sa kvadratnom, konvergencijom. Birajuéi ps(x) = ¥2(z) u (1.35) dobijamo ubrzani metod

B u(x)[1 — 2Cs(x)u(z)]
1 —3C(x)u(z) + 3C3(x)u(x)?

Yo(z) = —

Y3(z) =z (1.45)

sa kubnom konvergencijom. Metod Getvrtog reda koji sledi dobija se zamenom 3 u (1.35),

B u(x)[1 = 3Cs(z)u(z) + 3C3(x)u(z)?]
1 —4Cs(z)u(x) + 4[2C5(x) + Ca(2)?|u(x)? — 4C (z)u(x)?

Ya(z) =2 (1.46)

Postupak generisanja formula veéeg reda konvergencije mozemo nastaviti uz pomoé
(1.35), medutim dobijene formule su sve komplikovanije i nisu od praktiénog znacaja.

Primetimo da polazna iterativna funkcija

f (@) [ ()
fr(@)? = f) " (x)

data sa (1.44), pruza moguénost zapisa GM (1.35) u obliku

brlo) =+ (= DI TS (2 2)

Yo(r) =7 —

gde je T, definisano rekurentnom relacijom

Tra(x) =T 5(@)f(2) = (r = DTr—a(2)f'(2), To(x) = f'(2).

1.5.3 Generatori metoda Traubovog tipa

Tako su fundamentalni rezultati Trauba [88] iz opSte teorije iterativnih algoritama za nu-
mericko resavanje nelinearnih jednacina razvijeni pre skoro pola veka, veliki broj rezultata
iz njegove knjige [88] i dalje inspiriSe mnoge autore. U ovom delu ograni¢iéemo se na ge-
neratore iterativnih metoda za nalazenje prostih ili viSestrukih nula nelinearne jednacine
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f(z) = 0 Traubovog tipa. Kao poseban slu¢aj, u radu [67] konstruisani su iterativni metodi
za simultano odredivanje nula polinoma u obi¢noj i intervalnoj aritmetici. Ovi metodi su
rezultat primene odgovarajuéeg generatora metoda iterativnih funkcija. Iterativni metod
reda konvergencije  + 1 dobija se iz prethodnog metoda reda r koriste¢i posebnu trans-
formaciju zasnovanu na Traubovoj rekurentnoj relaciji [88].

Neka je a nula funkcije f viSestrukosti m. Za generisanje osnovnog niza iterativnih
metoda, Traub [88] je izveo sledecu diferencijalno-diferencnu jednacéinu

prile) = prla) = Tula)eh @), ule) = L, (1.47)

gde je ¢,(x) iterativna funkcija koja definiSe iterativni metod reda konvergencije r.
Rekurentna relacija (1.47) pocinje Njutnovim metodom ¢3(z) = N(z) =z — f(z)/f'(z)
(za proste nule) ili o (z) = N(z) = z—mf(x)/f'(z) (za visestruke nule). U slu¢aju prostih
nula, generisani niz

Ey=N(z) =2 —u(x), F3=FEy— Cy(x)u(x)?, FE;=FE3—(205(z)* — C3(z))u(z)?, ...

predstavlja poznatu Srederovu familiju prve viste E = {Ey, F3, E4,...}, videti [7], gde
koristimo oznaku .
f(])(x)

~ (@)

Prirodno se namedée sledede pitanje: Da li je mogude izabrati iterativnu funkciju oy ¢ E
i opet dobiti iterativni metod reda k + 12 Rad [67] je posveéen ovoj temi. U njemu je
pokazano da se relacija (1.47) moze koristiti za generisanje iterativnih formula pocevsi ne
samo od Njutnovog metoda ps(z) veé od bilo kog iterativnog metoda proizvoljnog reda r.
Na taj nacin mogude je konstruisati razlicite iterativne formule visokog reda konvergencije
za nalazenje prostog ili viSestrukog korena nelinearne jednacine, kao i svih prostih ili
vigestrukih nula algebarskog polinoma. U radu [67] izvedena je relacija zgodna za konstru-
keciju iterativnog metoda za simultanu inkluziju prostih ili visestrukih nula algebarskih
polinoma.

Cj(z)

Teorema 1.8 Neka je p.(z) € K, iterativna funkcija koja definise metod xy11 = pr(xk),
(k=0,1,...) reda r za nalaZenje proste ili visestruke nule date funkcije f dovoljan broj
puta diferencijabilne. Tada iterativni metod

m
i1 = pra (@) = r(en) — —ul@)er (@), (rz2k=01,...), (1.48)
gde je m visestrukost trazZene nule, ima red konvergencije r + 1.

U nastavku ¢emo demonstrirati GM (1.48) Traubovog tipa za izvodenje nekih novih
iterativnih formula.

Metod Halejevog tipa reda tri za nalazenje viSestruke nule a visestrukosti m realne ili
kompleksne funkcije f je definisan sa
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2u(x)
(m+1)/m —2u(x)Ca(z)’

H(z)=x—

Napomenimo da H ¢ E. Primenom Traubove formule (1.47) u obliku

gde je r = 3, dobijamo iterativni metod reda Cetiri (izostavljajuéi argument z u u, Cs i

C3)
mu (7 +6m —m? — 12mucy + 12m2u?(C3 — Cg))

Halw) =z = 3(m + 1 —2muCs)?

U slucaju proste nule (m = 1), gornja iterativna formula se svodi na

u(l —uCy + u?(C3 — C3))

Hafw) =@ = (1 —uCy)?

Mozemo nastaviti generisanje metoda viseg reda koriste¢i Hy u (1.47), itd., ali ove
iterativne formule su priliéno komplikovane.

Napomena 1.8 Metodi viseg reda izvedeni u radu [67] su strukture

_bo—bif(@) —baf(x)? — - = bpf(@)”
l—cif(x) —caf(x)? = —cof(x)?
Kada su aproksimacije = dovoljno bliske nuli «, tada je |f(z)| dovoljno mala veli¢ina.

Gornja polinomialna forma (po f(x)) brojioca i imenioca sprecava negativan efekat usled
greske zaokruzivanja.

=

1.6 Visekorac¢ni metodi za reSavanje nelinearnih
jednacina

Tako su veé detaljno analizirani u Traubovoj knjizi [88] kao i u radovima Kinga [40],
Dzeretal® [36], [37], Kunga i Trauba [44] i knjizi [60] Ostrovskog, visekora¢ni iterativni
metodi za reSavanje nelinearnih jednac¢ina f(z) = 0 su privukli zna¢ajnu paznju u prvoj
dekadi 21-og veka, $to je dovelo do konstrukcije velikog broja metoda ovog tipa. Visekoracni
metodi se, pre svega, uvode u cilju postizanja vece racunske efikasnosti. Naime, kao Sto je
Traub dokazao u [88], jednokoraé¢ni iterativni metod moze imati red konvergencije najvise p
ukoliko eksplicitno zavisi od prvih p—1 izvoda funkcije f, §to je veliko ogranic¢enje u pogledu

15 p. Jarratt
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efikasnosti. Stavise, viSekora¢ni metodi ne koriste izvode visokog reda i prevazilaze teorijska
ogranicenja jednokoracnih metoda u vezi reda konvergencije i racunske efikasnosti.

Mada su u literaturi konstruisani metodi sa proizvoljnim redom konvergencije (videti
[44], [63], [98]), optimalni metodi koji se realizuju u m > 4 koraka sa redom konvergencije
2™ nisu od velikog prakti¢nog znacaja. Zvuci paradoksalno, ali oni daju aproksimacije
nula veoma visoke preciznosti koje se, medutim, ne zahtevaju u praksi. S druge strane, da
bi se obezbedila tako velika brzina konvergencije, potrebno je startovati iterativni proces
sa pocetnom aproksimacijom dovoljno velike tacnosti.

Neka je f realna dovoljno glatka analiticka funkcija, definisana na intervalu Iy C R
koji sadrzi prostu nulu « funkcije f. U ovom odeljku ¢esto ¢emo koristiti sledece velic¢ine
i skracenice:

f(z) fI) fly) = f(x)
Py 07 9O qipay USRS Tl =Ty
Jednostavnosti radi, povremeno ¢emo izostavljati indeks iteracije u iterativnoj formuli i
pisati & = ¢(x) umesto Try1 = P(xg).

u(z) =

Teorema 1.2 odnosi se na generalisani Njutnov metod i daje jednostavan nacin za ko-
nstrukciju visekora¢nih metoda.

Primer 1.1 Neka je ¢(x) Njutnova iteracija ¢(z) = z — u(x). Tada, prema (1.10), itera-
tivna funkcija
f(@ —u(x))

vla) = —ule) — =g

definiSe metod treceg reda.

Primer 1.2 Razmotrimo iterativnu funkciju dobijenu kombinovanjem Njutnovog metoda
(1.30) i metoda secice (1.22) na sledeéi nacin:

Ovde je izvod f'(y) zamenjen odgovaraju¢om podeljenom razlikom f[y,x] =
Tako dobijamo dvokoracni metod treéeg reda

u@f@—u@) _ @@
Fa—u@) - f@) - u@) - @)

Ovaj dvokora¢ni metod mozemo geometrijski interpretirati kao presek sa x-osom secice u
tackama (z, f(2)) i (y, f(y)), ¥y =  — u(z), §to je na Slici 1.1 predstavljeno isprekidanom

linijom, gde je ' = %.

t=x—u(x)+

Oba razmatrana dvokora¢na metoda imaju kubnu konvergenciju i zahtevaju tri izracu-
navanja funkcija, §to znaci da nisu optimalni u smislu Kung-Traubove pretpostavke. Prvi
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optimalni dvokoraéni metod je konstruisao Ostrovski [60], nekoliko godina pre Traubovog
detaljnog istrazivanja u ovoj oblasti.

SLIKA 1.1

Ostrovski je izveo svoj metod zamenjujuéi f'(zx) linearnom kombinacijom f(zx—1) i
f(zx) u svakom drugom koraku na sledeéi nacin,

fg) e TR — 2k
Fllae) 7 2f (y) — flax)

Tacnije, ovaj dvokora¢ni metod je izveden koriste¢i interpolaciju bilinearnom funkcijom
w(z) = (x +b)/(cx +d) (d—bc# 0) koja zadovoljava uslove

w(zy) = flor), wlye) = flyr), w'(zx) = f'(zr),

videti [60, Pog. 11].

Metod Ostrovskog moze se dobiti i geometrijskim pristupom koristeé¢i Sliku 1.1. Neka
tacka P(3(y + x), 3 f(x)) polovi segment odreden tackama (y,0) i (z, f(z)), gde je y =
x — f(x)/f'(x) Njutnova aproksimacija. Ustvari, ovaj segment je deo tangente u tacki
(z, f(z)). Nova aproksimacija 2’ je presek secice u tackama P i (y, f(y)) (predstavlje-
na isprekidanom linijom na Slici 1.1) sa z-osom. Iz sli¢nosti pravouglih trouglova (sa
hipotenuzama PX i XY), sa Slike 1.1 nalazimo

@ f)

:v”—%(y—i—ac) x//_y.

Resavajuéi poslednju jednac¢inu po z”, dolazimo do metoda Ostrovskog (1.49) zamenjujuéi
redom 2" = xp 41, Y = Yk, © = x). Traub [88, str. 184] je dao sledeéu relaciju greske (bez

dokaza) . N
k1 —
B ol -,
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ukazujuéi na cetvrti red metoda. Generalizaciju metoda Ostrovskog predlozio je King
(1.50), videti [40].

Interesovanje za visekoracne metode je ponovo poraslo poslednjih godina iz dva glavna
razloga:

1) metodi zasnovani na visekoracénim iteracijama prevazilaze teorijska ogranicenja jed-
nokora¢nih metoda u vezi reda konvergencije i racunske efikasnosti,

2) primena visekora¢nih metoda sa osobinom da generisu aproksimacije veoma velike
tacnosti je postala moguca znacajnim napretkom u kompjuterskom hardveru (moéni pro-
cesori) i softveru (aritmetika visestruke preciznosti i simboli¢ko ra¢unanje).

U nastavku dajemo listu postoje¢ih optimalnih visekora¢nih metoda na koje ¢emo se
pozivati u analizi ili numeri¢kim primerima.

Optimalni dvokoraéni metodi reda cetiri za proste nule

e Kingova familija optimalnih metoda data u radu [40]

I €70
Y = Tk f,(xk)v

BeR, (1.50)
ey = yp — L) f(@) + 57 )
f'(ak) fze) + (8 —2)f (yx)
kao partikularne slucajeve daje slede¢e metode:
— Metod Ostrovskog [60] za 3 =0,
f(zr)
Yk = Tk — 7 B
f(@i) (1.51)
s g ) fa)
f'(xe) fxr) =21 (y)
— Cunov'® metod [10] za ( = 2,
f(zr)
Yk = Tk — 7 B
f'(@k) (152)

Tyl = Yk — ) Flax) + 2f(yk)'

— Izborom 3 = 1 dobijamo metod Kou-Li-Vanga'” [42],

16 C. Chun
17 X. Wang
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Yk = Tk — }f((xk))
l xk I
Thy1 = Yk — Flyr) flxk) + fyk) BER,
TR Pla) floe) — fuk)
e Cunove familije
— . — flxy)
T fr) + fyk) 2f (1)’
=7 Tr) + T Wk _ (2
Trr1 =z + (14 6) I (k) (@) [f(zr) — flyr)) BeR,
— f(l'k) f/(xk)f(yk)
P * f(l,k)z”,(w}
i f(xy)
Yk = T — ,
f'(xr)
= - k f(‘rk)Q f(yk) 6 c R,
Tk+1 = Yk

F@r)® = 2f (z) f(yr) + 28f (ye)? f' (k)
date u radovima [8] i [9] redom.

o Kung-Traubov dvokoracni metod sa izvodom, dobijen iz opste familije [44]
f (k)

Y = Tk — F(zx)
flxr)?f (ur)

P (Fle) — Flan))®

Th4+1 = Yk —

e Kung-Traubov dvokoracni metod bez izvoda, dobijen iz opste familije [44]
vf(w)?
flae +f(zx) — flzx)’

Thit = e — fyi) f(@r + 7 f (@) (@ — yr) '
* [f @k +7f (k) = Fyr)] [f(@r) = fyr)]

Yk = Tk — vy€ R,

e Familija metoda Cun-Petkoviéa (videti radove [10] i [74])

I 7))

Y = Tk f,(xk)a
o f (k) ~ flyk)
T = g(tk)f’(f%) f(ox)’

7tk_

21

(1.53)

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)

(1.58)

gde funkcija g zadovoljava uslove g(0) = 1, ¢’(0) = 21 |¢"(0)] < oo. Razli¢itim izborom

funkcije g dobijaju se veé navedeni metodi (1.50)—(1.56), kao i
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— Metod Mahesvarija® [48)]

Yk = Tk — foe) )
fax) , (1.59)
ey — o — flaw) [fye)™  flaw) '
k) Lf(ze)? flye) — flaw)
— Metod Petkovida 73]
f(zr)
Yk = Tk — )
f(zx)
Th1 = Th — S/ F (@) : o0
L+ /1 —4f(yr)/f(xr)
— Ren-Vu-Bi*® metod [81]
Yk = Tk — f(@r) , 2k =Tk + faw),
Flow, 2] (1.61)
et = yp — f (k) '
i flew, yel + flyes 2] — flow, z1] + alyr — 20) (ye — 21)°
e DZeretova familija iz [36]
f(@k)
Yk = T — %,—a
f' (k)
= ey L) San) o) 1o
i (@) F'lye)  bu(0) (k) + b2(0) f' (yi)”
gde je
1 3 3 1
ay(0) = 1(1 + %), az(0) = 7 (1- 200 - 1))=
b0) = =20 -02, baio) = (0 -1).

Specijalno, najcitiraniji i najjednostavniji metod iz ove familije dobija se za 6 = 3,
2 f(@k)
Yk = Tk Sf/(xk),
3 (yk) + (k) flaw)
6 (yn) — 2" (xx) (k)

(1.63)

Tk41 = Tk

18 A K. Maheshwari
19 Q Wu
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e Basuov metod [2],

£ ) () (1.64)

2 e)? + X () [ (k) — 5/ (2n)?

Tkl = Tk —

Optimalni trokoraéni metodi za proste nule

o Kung-Traubov trokoracni metod bez izvoda, dobijen iz opste familije [44] za n = 3

v (wx)?

=y — fCy) f (@ + v f (@r)) (@ — yr)
[f (@ + 7 f(e) = fullf () = f(yn)] (1.65)

P f @+ @) (e = an+ M) £ (y)

flzk, 2k

T = 2R T T ) — fen [ @r 7 f@R) — f(z0)] " Flye, 2]

o Kung-Traubov trokoracni metod sa izvodom, dobijen iz opste familije [44] za n = 3

I (C7)
Yk = Tk f,(xk),
R (Vi (O -
[ )(f(yk)—f(xk))2 (1.66)
trny = 2 TR ) () L (o u) (f () = S ()] San)
(F(mn) = Fn))" (F(zr) = F(20) )Q(f(m— () T
e Trokoracni metodi Petkovica
N (C7)
I )
_ f(yk) f(xr)
Zp =Yk — Fler) T@r) =27 (o) (1.67)
. . f(zk)
SR HENE
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o J(w)
eI )
_ fuk) flak) +2f(yk)
T ) faw) (168)
I (D)
k41 = %k (o)

dobijeni su birajuéi n = 3, Kingov metod (1.50) za ¢; i parametre 5 =01 § = 1, iz opste
familije zasnovane na Ermitovoj interpolaciji [63]

Y1,k = Tk — }f/((:;;;))’
Yo = 0 (Th,y1,),  @r € Y,
Y3,k = Y2,k — RIC IR
" T Hi(yan) (1.69)
_ . f(yn—2,k)
Yn—1,k = Yn—2.k H»,/l_l (ynflk) B
= _ Snrn)
Tk4+1 = Yn—1,k Hyll(yn—l,k).
o Bi-Vu-Ren familija [4],
o fl=m)
R IEY
o S (yx) ~ flyk)
2k = Yk h(tk)f’(xk)’ bk = Flan) (1.70)
o fxk) + B (=) f(zr)
TS T + (B2 (a0 T + T eman e — g’ DS

gde tezinska funkcija h ispunjava uslove

h(0)

1, '(0) =2, h"(0) = 10, |h"(0)| < co.

U numerickim primerima testirali smo sledece specijalne slucajeve:

4t

D A(t) = 14 5.

) h(t) =1+ 2t + 5t% + t°.
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e Bi-Ren-Vuova familija [3],

I (C7)
ST )
L 2f@) = f) f)
E TR T 5 (k) — 5 () )’ (1.71)

J(2x) ~ J(z)
Flzs yk] + Flzr, or, wr] (2 — y)

Th1 = 2k — P(sk)

pri éemu p zadovoljava uslove p(0) =1, p’'(0) =2, [p"(0)] < cc.
o Sarma-Sarmin®® metod [84],
_ f(ag)
e )
f (k) ()

WU F ) Tlm) — 27 ) (172)
L F(ze)\  fQz) fln, yi)
T = 2k (1+ f(xk))f[:vk,%]f[yk,zk]'
e Vang-Liuov metod, [92]
U AC7D))
IR T )
oy, — L) f@) — flye)
f'(xk) fon) —2f(yx)’ , (1.73)
PR (G [1+ 4f ) H f(xx)
f'(xr) (@) +af(ze) I Lf(xr)? = 2f (@r) f(y) — fyx)?
f(Zk
f(yk)

Optimalni dvokoraéni metodi za visestruke nule

Prvi optimalni dvokora¢ni metod reda cetiri za viSestruke nule razvili su Li, Liao i
Ceng?! u radu [46]

Yo = 7 — 2m  f(xk)
m+2 f(xg)’
m? f(m)—“%( =) ) f’ yk> (1.74)
Th+1 = Tk + 7 Fr) — (L) .
m—+2

20 J.R. Sharma i R. Sharma
21 1,. Cheng



26 1 Osnovni koncepti

Cu, Sen i Song?? su u radu [99] dali uopstenu familiju optimalnih metoda za vigestruke
nule, koja ukljucuje i metod (1.74)
f (k)
HCON (1.75)

I (C R
o =0 IO g T )

Yp =Tk — 0

pri cemu je 6 = 12—’]:2, A= (mlw)m_l i tezinska funkcija g zadovoljava uslove

— / f_l 3—m m " 7} 4 m —2m
9N =m, g =—m” " 2+m)", g"(N) = gm (—m+2) .

22 X. Zhou, X. Chen, Y. Song
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Dvotackasti metodi optimalnog reda
konvergencije

U ovom poglavlju predstaviéemo optimalne dvokora¢ne metode reda cetiri bez i sa me-
morijom. Prvi od njih predstavlja familiju dvokora¢nih metoda bez izvoda predlozenu
u radu [72], gde je postignuto povedanje reda konvergencije sa 4 (osnovnog metoda bez
memorije) na 4 + /5 i u nekim specijalnim slu¢ajevima 4 + /6 (metoda sa memorijom)
bez dodatnih funkcijskih izracunavanja. Uveéanje reda konvergencije izvedeno je koristeci
ideju Trauba [88]. Dalje ubrzanje familije metoda bez izvoda i do 50% predstavljeno u
[68] ostvareno je novim tehnikama ubrzanja koje se oslanjaju iskljucivo na veé postojece
informacije. Sve tehnike ubrzanja date su u odeljku 2.2. U odeljku 2.3 dato je izvodenje i
analiza konvergencije dvokora¢nih metoda Dzeretovog tipa koja potice iz [12].

2.1 Familija dvotackastih metoda zasnovana na
tezinskoj funkciji

Neka je v proizvoljna realna konstanta. Posmatrajmo funkciju

fx) = f(z —vf(=))
vf(x) ’

koja je zapravo jednacina secice grafika funkcije f postavljena kroz tacke (z, f(x)) i
(w, f(w)), gde je w=z—~f(x). Razvo] f(x — vf(x)) u Tejlorov red u okolini = daje

pi(e) = ['(2) = 21(@)f"(@) + O(f(@)%).
Na ovaj nacin dobili smo aproksimaciju izvoda f/(z) u obliku

) o () F@) = S =7 @)
1'() ~ 01(2) i

Napomenimo da je ovu aproksimaciju koristio Traub [88, str. 178] jos 1964.

p1(z) =

(2.1)

27
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Nas cilj je konstrukcija optimalnog dvokorac¢nog metoda koji ne koristi izracunavanje
izvoda funkcije f. Standardni postupak pri ovoj konstrukciji je koriséenje dvostrukog Nju-
tnovog metoda kao osnove dvokoracne Seme

Yk = Tk — f(xk) 5
P o). (2.2)
Tk+1 = Yk — S ()
f' (k)

Ova iterativha Sema ima red 4 ali koristi 4 funkcijska izracunavanja tako da je njena
racunska efikasnost E(2.2) = 4/* = 1.314, dakle ista kao i kod Njutnovog metoda. Da
bismo dobili efikasni iterativni dvokora¢ni metod moramo da izvr§imo zamenu izvoda
f'(zx) 1 f(yx) pogodnim aproksimacijama koje ¢e smanjiti broj funkcijskih izrac¢unavanja
sa 4 na 3 i pritom zadrzati red konvergencije ¢etiri. Ovaj zahtev moze se ostvariti ako
aproksimiramo f’(zj) u prvom koraku seme (2.2) pomocu (2.1). Izvod f'(yx) u drugom
koraku zameni¢emo izrazom pq(x) = 1(x)/h(t,s), gde je h(t, s) diferencijabilna funkcija

od dve promenljive t = % is= % Dakle,

/ ~ o (2 ~ flxe) = flap —vf(or) e w
f(zr) = g1 (ar) = ~ f@r) = flak, wil, (2.3)

pr(ak) , _ Fyk) f(yk) (2.4)

W)’ F fn) T Flwn)

Na osnovu iterativne Seme (2.2), koristeéi (2.3) i (2.4) konstruiSemo sledeéu familiju
dvokoracnih metoda

f(yr) = pa(ay) =

flxk)

i) (k=0,1,...). (2.5)
Tr1 = Yk — h(ty, Sk)M
e1(xK)

Yk = Tk

Funkciju h treba odrediti tako da red konvergencije dvokoracnih metoda (2.5) bude Cetiri.

Zbog jednostavnosti ¢esto ¢emo izostavljati indeks iteracije k. Tako novu aproksimaciju
Tr+1 nule o krac¢e oznacavamo sa . Greske ¢emo oznacavati sa

E=T—Q, gg=Y—Q, gy =W—0qQ, E=F—a.

Tejlorovim razvojem funkcije f u okolini nule «, vrednosti f(z), f(w) i f(y) mogu se
predstaviti u obliku redova po €. To nam omogucuje preglednu analizu koja ukljucuje vise
tipova greski (konkretno, €y, €y, €).

Pretpostavimo da je « dovoljno blizu nule a funkcije f, tada su i veli¢ine ¢ i s dovoljno
male po apsolutnoj vrednosti. Predstavimo funkciju h iz (2.5) Tejlorovim redom u okolini
(0,0), L, o 1 2
h(t,s) = ho + hyt + hgs + §httt + 5hsss +hests + ..., (2.6)

gde indeks oznacava odgovarajuéi parcijalni izvod funkcije h po t i s u tacki (0,0).
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Pri odredivanju Tejlorovog razvoja (po €) funkcija koje se koriste u (2.5) javljaju
se vrlo komplikovani izrazi ¢ije izvodenje je prilicno tesko, ponekad i nemoguée bez
kori§éenja racunara. Zbog toga ¢emo koristiti simbolicko izracunavanje u programskom
paketu Mathematica. Ukoliko je neophodno, medurezultati se uvek mogu prikazati tokom
izracunavanja koriste¢i program dat u nastavku, mada je njihovo prikazivanje najcesce
samo od akademskog znacaja.

Da bismo odredili pogodnog kandidata za funkciju h, analizira¢emo koeficijente razvoja
(2.6) ho, hi, hs... jednostavnim programom u Mathematica paketu i interaktivnim pri-
stupom objasnjenim komentarima C1, C2 i C3. Najpre dajemo skracenice koriSéene u
programu.

ck= f®) (@) /(k!['(a)), £1a= ['(@), &=,
e=r—q,el=é=%—a,ey=y—q, ew=w —a =¢c — yf(zx),

tx= f(z), fu= f(w), fy= f(y), fi= [f(2) — f(z — [ (@))]/ (v [ (),
ho= h(0,0), ht= h:(0,0), hs= h,(0,0),

htt= htt(O, O), hts= hts(O, O), hss= I’Lss (O, O)

Program (napisan u Mathematica)

fx=fla(e+c2*e?+c3*e3+ciaxe?); ew=e-g*fx;
fu=f1la(ew+c2*ew+c3*ew +cdkew?) ;
fi=Series[(fx-fw)/(g*fx),{e,0,4}];
ey=Series[e-fx/fi,{e,0,4}]; fy=fla(ey+c2*ey?);
t=Series[fy/fx,{e,0,4}]; s=Series([fy/fw,{e,0,4}];
h=hO+ht*t+hs*s+htt*t?/2+hts*t*s+hssxs?/2;
el=Series[ey-h*fy/fi,{e,0,4}];
a2=Coefficient[el,e,2]//Simplify

C1:| Out[a2]= c2(g fla-1) (hO-1)

hO=1; a3=Coefficient[el,e,3]//Simplify

C2:| Out[a3]= c2?(g fla-1) ( 2-ht-hs+g fla(ht-1) )

ht=1; hs=1; ad4=Coefficient[el,e,4]//Simplify

Out [a4]= %cQ(g f1a—1)(2c3(1—g fla)+c2?(htt+2hts+hss-10

C3:| +g fla(g fla(htt-2)-2(htt+hts-5))))
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Komentar C1: Na osnovu izraza za gresku el= ¢ = & — a vidimo da je € oblika
=10 —a=ax + a3 +ase* + O(°). (2.7)

Tterativni dvokora¢ni metodi (2.5) imace red konvergencije ¢etiri ukoliko odredimo koefici-
jente razvoja funkcije h, koji se javljaju u (2.6), tako da as i as (u (2.7)) budu jednaki nuli.
Te koeficijente nalazimo kada izjednac¢imo sa nulom zasencene izraze u uokvirenim formu-
lama datog programa. Prvo, iz Out [a2] nalazimo hy = h(0,0) = 1, pa onda prelazimo na
odredivanje koeficijenta as.

Komentar C2: Na osnovu Out [a3] vidimo da se ¢lan g f£1a, odnosno v f’(a), eliminise
jedino izborom ht = h; = h;(0,0) = 1. Takvim izborom koeficijent a3 se anulira ako je i
hs= h, = hs(0,0) = 1.

Komentar C3: Zamenom h(0,0) = ht(0,0) = hs(0,0) = 1 u izraz za el= &, dolazimo do

E=F—a= %CQ('Yf/(O[) —1)(2c3(1 = vf' (@) + c3(het + 2hes + hgs — 10
7 (@) (v f () (hee = 2) = 2(hee + hes = 5))))e* + O(e”),

odnosno,

c2(vf' (@) = 1)(2e3(1 = v f'(a)) + 3 (hat + 2hys + hgs — 10
a)(htt — 2) — 2(htt + hts — 5))))8% + O(EZ) (28)

Ek+1 = Thy1 — X =

+yf'(e)(vf

—~ DN =

Iz (2.8) zakljucujemo da se red Cetiri iterativnih dvokora¢nih metoda (2.5) moze postiéi
ako funkcija h od dve promenljive ima slede¢e vrednosti parcijalnih izvoda

h(0,0) = ht(0,0) = hs(0,0) = 11 |huel, |hesl, |hss| < 0. (2.9)

Iz (2.8) takode vidimo da izvodi viseg reda nemaju uticaja na red konvergencije, mada
su sastavni deo asimptotske konstante greske. Na osnovu date analize mozemo formulisati
teoremu o konvergenciji.

Teorema 2.1 Neka je h(t, s) diferencijabilna funkcija od dve promenljive koja zadovoljava
uslove (2.9). Za dovoljno blisku pocetnu vrednost xg nule o funkcije f, red konvergencije
familije dvokoraénih metoda (2.5) jednak je cetiri.

Napomena 2.1 U iterativnoj Semi (2.2) aproksimacije izvoda f’(x) i f’(y) mogu se
izvrsiti i na sledece nacine:

e U prvom koraku iterativne seme (2.2) izvod f’(z) ponovo aproksimiramo se¢icom kroz
tacke (x, f(x)) 1 (w, f(w)), tj. funkcijom ¢1(z) = flz, w].

e U drugom koraku izvod f/(y) aproksimiramo ,poboljsanom” secicom: ili kroz tacke

(z, f(x)) i (y, f(v) (f'(y) = fly,x]), ili seCicom postavljenom kroz (w, f(w)) i (y, f(y)),
sto daje f'(y) =~ fly, w],
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Treba reé¢i da ni ovakve ,,poboljSane” secice nisu dovoljne da obezbede optimalan red
konvergencije ¢etiri novog metoda. Zbog toga aproksimaciju izvoda popravljamo tezinskom
funkcijom, ovaj put od jedne promenljive. Iterativna Sema tada glasi

I ()
fle, w]’
&=y—g(s) f) .
fly, @]’
odnosno i)
y==z- :
fle, w]
o ol ) | (2.11)
fly, w]

Oba dvokora¢na metoda rade sa tezinskim funkcijama u drugom koraku. Nije tesko
dokazati kori¢enjem neznatno modifikovanog programa sa prethodnih strana da ¢ée oba
metoda imati red Cetiri ako tezinske funkcije g1 i g2 budu odabrane tako da ispunjavaju
iste uslove:

91(0) =1, g1(0) =1, |g7(0)] < oo,

92(0) =1, g5(0) =1, |g5(0)] < 0.
U ovom slu¢aju asimptotske konstante gresaka (AKG) metoda (2.10) i (2.11) imaju oblike
AKG(2.10) = —%Cz(l — /" (@)[2e5(1 = 7f'(a)) + 3(91(0) — 6 + 4y f'(a))],
AKG(2.11) = —ea(1 —7f(@))*[2e5 — (6 — g5(0) +7F (@) (g5 (0) — 2))]

Lako se utvrduje da su obe iterativne Seme (2.10) i (2.11) specijalni slucajevi opstijeg
metoda (2.5).

Razmotrimo u nastavku problem izbora funkcije h u iterativnoj semi (2.5). Na osnovu
uslova (2.9), najprostiji oblik funkcije h otigledno glasi

h(t,s) =1+t+s. (2.12)

Primetimo da svaka funkcija oblika h(t,s) =1+t + s + g(t, s), gde je g diferencijabilna

funkcija sa osobinom ¢(0,0) = g+(0,0) = gs(0,0) = 0, zadovoljava uslove (2.9). Na primer,
izbor

g(t, s) = Bts (B je parametar),
g(t,s) = s(pit + -+ pmt™) ili g(t,5) = t(qrs + -+ + gns"), itd.

Ipak, iz prakti¢nih razloga, trebalo bi birati oblik koji ima $to manju ra¢unsku cenu.
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Sledeéi primer tezinske funkcije je

1+t
h(t, s) = 1J_FS. (2.13)

Opstiji (ali komplikovaniji) primer dvoparametarske funkcije

1+t +at?
h(t,s) = ——— 2.14
(t3) 1— s+ bs? (2.14)
takode zadovoljava trazene uslove. Nesto bolji izbor predstavljaju funkcije
1
h(t,s) = 1-:—% i h(t,s)=(14+1t)(1+s). (2.15)
—t—s
Birajuéi
1
h(t,s) = (2.16)

T=00-»
u (2.5) dobijamo Kung-Traubov metod (1.57).

Napomena 2.2 Familija dvokora¢nih metoda (2.5) zahteva tri funkcijska izra¢unavanja
i reda je Cetiri. Prema tome, ova familija je optimalna u smislu hipoteze Kunga i Trauba
i poseduje racunsku efikasnost E(2.5) = 41/3 ~ 1.587.

Napomena 2.3 Primetimo da je
gy, = c2(1 —vf'(a))e? + O(?), (2.17)

kao i da asimptotska konstanta greske (2.8) uvek sadrzi faktor 1 — v f’(a). Ovo je veoma
bitan podatak prilikom konstrukcije odgovarajuc¢ih dvokora¢nih metoda sa memorijom,
§to je tema sledeéeg odeljka.

Napomena 2.4 Iterativna Sema (2.5) pominje se u kontekstu familije iterativnih me-
toda s obzirom da izbor razli¢itih oblika funkcije h koji zadovoljavaju uslove (2.9) kao
i parametra v, daje veliki broj razlicitih partikularnih dvokora¢nih metoda. To se moze
videti i na gore navedenim jednostavnim primerima funkeije h (2.12)—(2.16)

2.2 Ubrzani metod sa memorijom

Na osnovu relacije greske (2.8) mozemo zakljuciti da je red konvergencije familije (2.5)
jednak cetiri kada je v # 1/f'(«). Vrednost parametra v = 1/f’(«), obezbedila bi red
konvergencije familije (2.5) veéi od ¢etiri. Problem ovog ubrzanja jeste $to vrednost f’(«a)
u praksi nije dostupna, te takvo poveéanje konvergencije nije moguce. Umesto taéne vre-
dnosti f’(«), mozemo koristiti neku aproksimaciju f’(a) =~ f’(«), odredenu na osnovu
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postojeéih informacija. Na taj naci, uzimajudi v = 1/]7’(04) u (2.5), mozemo postiéi da red
konvergencije modifikovanih metoda bude veéi od 4 bez novih funkcijskih izracunavanja.
Ovaj postupak je, zapravo, minimizacija greske dobijene aproksimacije umanjivanjem fa-
ktora 1 — v f'(«). Videéemo da metodi predlozeni u ovom odeljku za odredivanje f'(«) se
zasnivaju na informacijama iz tekuce i prethodne iteracije, drugim rec¢ima, JT’(a) zavisi od
iterativnog indeksa k. Ipak, f’(a) piSemo bez indeksa iteracije zbog jednostavnosti.

Da bismo povecali sveukupnu racunsku efikasnost metoda (2.5), osim Sto tacnije
aproksimacije f’(a) nameéemo dodatni uslov h.(0,0) = 2 tezinskoj funkciji h (uporediti
sa (2.9)). Cilj ovog dodatnog uslova je da u relaciji greske (2.8) dobijemo kvadrirani faktor
1—vf'(a) (kao u sluéaju familije (2.11)) da bi efekat minimizacije ¢itavog izraza bio veéi.
Time se postize veée ubrzanje konvergencije korigovanog metoda u odnosu na osnovni
metod.

Teorema 2.2 Za dovoljno dobru pocetnu aproksimaciju xo nule o funkcije f i teZinsku
funkeiju h iz iterativne Seme (2.5) koja zadovoljava uslove

h(O, O) = h’t(ov O) = hs(oa O) =1, hss(07 O) =2,

2.18
h1(0,0)| < 00, |his(0,0)] < o0, 219

iterativni metod ima red konvergencije cetiri. Relacija greske (2.8) familije dvokoraénih
metoda (2.5) pod ovim uslovima glasi

Ehtl = Tha1 — Q = %Cg(l —~f'(a))? [05(8 — ht(0,0) — 2h45(0,0)
+7.f () (R (0,0) — 2)) — 203}% +O(e}). (2.19)

Dokaz. Sledi direktno na osnovu (2.8).

Aproksimaciju izvoda f’(«) vrsi¢emo na sledeée nacine:

flxx) = f(wg-1)

ey Fa) = P— (metod secice).
(IT) f'(a) = L;;(yk_l) (poboljsani metod secice).
T — Yk—1

(I1IT) f'(a) = Nj(zx) (Njutnovom interpolacijom drugog reda), gde je
Na(7) = No(7; Tk, Yr—1, Th—1)
Njutnov interpolacioni polinom drugog stepena, ¢iji ¢vorovi predstavljaju tri najbolje
dostupne aproksimacije nule a: z, yg—1 1 Tp—1.
av)  fl(a) = Ni(zg) (Njutnovom interpolacijom reda tri), gde je

N3(1) = N3(T; Zp, Yr—1, Th1, We—1)
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Njutnov interpolacioni polinom stepena tri, kroz ¢etiri najbolje dostupne aproksimacije

Thy Yk—1, Th—1 1 Wg_1.

Parametar v = v, rac¢unamo rekurzivno u svakoj iteraciji odgovaraju¢im formulama

Tk — Tk—1

e = ffga) = ey (metod (1) (2.20)
e = f/ga) . f(xi’; :%;ﬂ (metod (IT)), (2.21)
e = f/ga) _ Nz’(lxk) (metod (ITT)), (2.22)
e = f/ga) _ 3,(1%) (metod (IV)). (2.23)

Za izracunavanje samokorigujuéeg parametra -y prema predlozenim metodima (2.22) i
(2.23), potrebni su nam eksplicitni izrazi za Nj i Ni. S obzirom da su Na(7) i N3(7) dati
formulama

No(7) = f(xr) + flog, ye—1 (T — 2k) + flzr, ye—1, To—1[(T — 26) (T — yr—1)

N3(1) = f(xr) + flzr, ye—1](7 — 2) + flon, yp—1, 2o ] (7 — 21)(T — Y1)
+ flek, Ye—1, Th—1, We—1](7 — ) (T — Y1) (T — Tp—1),

trazeni izvodi u tacki 7 = xj, glase

Ny(ow) = [220a0)] = Jlowspi] + Sl ool —ne) (220)
Ni(ar) = L%N?,(T)L:w = flok, y—1] + flzw, Ye—1, To—1] (@6 — Yr—1)
+ flh, Yo—1, To—1, We—1](Th — Yr—1) (T — Tpp—1). (2.25)

Podeljene razlike viseg reda efikasno se racunaju rekurzivhom procedurom na osnovu
podeljenih razlika nizeg reda

f[7077-17---77n+1] = f[Tolev"'an] — f[TlaTQ---anJrl]’ n>1
ToO — Tn+1

Napomena 2.5 Metodi secice (I) i (II) zapravo su izvodi Nj(zx) Njutnovih interpola-
cionih polinoma prvog reda kroz ¢vorove xy, rp—1 1 T, Yr—1, redom.
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Napomena 2.6 Metod ubrzanja (2.20) prvi put je dat u Traubovoj knjizi [88] iz 1964.
godine. Upotrebljen je u radu [77] za povecéanje reda konvergencije sa 4 na 2 + V5 &~ 4.236
pod uslovima (2.9). Metodi ubrzavanja (2.21), (2.22) i (2.23), zajedno sa dodatnim uslovom
hss(0,0) = 2, su novi, jednostavni i vrlo efikasni jer obezbeduju znacajno povecanje brzine
konvergencije bez dodatnih funkcijskih izracunavanja, videti radove [68], [21] i [66].

Izracunavajudi v u svakom iterativnom koraku nekim od metoda (2.20), (2.21), (2.22)
ili (2.23), dolazimo do novog dvokoraénog metoda sa memorijom, koji ne koristi izvode i
koji odgovara metodu (2.5),

ykzwk—M, wi = 2 — W f (k)
Pl wil (k=0,1,...). (2.26)
Trt1 = Yk — h(tg Sk)M
" P Fla, wi]

Koristimo termin metodi sa memorijom usvajajuéi Traubovu klasifikaciju [88, str. 8] zbog
¢injenice da se parametar 7 izracunava na osnovu podataka iz trenutne i prethodne ite-
racije. Poc¢etnu vrednost -y treba izabrati pre pocetka iterativnog procesa, na primer,
koristeéi neki od nac¢ina navedenih u [88, str. 186].

2.2.1 Teoreme o konvergenciji

Da bismo odredili brzinu konvergencije familije dvokora¢nih metoda (2.26), upotrebi¢emo
koncept R-reda konvergencije koji su uveli Ortega i Rajnbolt [58], videti Definicije 1.3 i
1.4.

Teorema 2.3 Neka se parametar vy u iterativnoj Semi (2.26) izracunava prema izrazima
datim u (2.20)—(2.23). Ako je pocetna aproksimacija xo dovoljno blizu nule « funkcije f,
tada R-red konvergencije dvokoracnih metoda (2.26)A(2.20), (2.26)A(2.21), (2.26)A(2.22)
i (2.26)A(2.23) sa memorijom je bar 2 + V6 ~ 4.45, 5, (54 v/33) ~ 5.37 i 6, redom.

Dokaz. Neka je {zj} niz aproksimacija generisan iterativnim metodom (IM). Ako ovaj
niz konvergira ka nuli « funkcije f sa R-redom Og((IM),«) > r, pisaéemo

Ek4+1 ™~ ka{:‘};, Ek = T — O (2.27)

gde Dy, tezi asimptotskoj konstanti greske D, metoda (IM) kada k — co. Dakle,
2
€k+1 ~ Dip(Di—1,r€_1)" = Dk,TDZ—l,r‘SZ—l' (2.28)

Relacija greske (2.19) moze se krace zapisati u obliku
epi1 ~ apa(l — v f'(@))?es, (2.29)

gde smo oznacili



36 2 Dvotaékasti metodi optimalnog reda konvergencije

a4 = %CQ(C%(S — h4(0,0) — 2h45(0,0) 4+ v f () (h(0,0) — 2)) — 2¢3).

Metod (1), i se izracunava na osnovu (2.20):

Na osnovu Leme 1.1 za m = 1 (videti Napomenu 2.5) imamo
N{(Ik) ~ fl(Oé)(l + CQEkfl).

Dakle

7 R | 1 —cogp—1
T @) — foe) | N | fla)
odnosno 1= yef' (@) ~ caeh1. (2.30)

Zamenjujudi (2.30) u (2.29) i imajuéi u vidu (2.28), dolazimo do
€k+1 ™ CgakAEiEifl ~ CgakADifl,rEiilgifl' (2.31)

Izjednacavanjem eksponenata greske e;_1 u paru relacija (2.28) i (2.31) postavljamo
kvadratnu jednacinu r? — 4r — 2 = 0, koja definise donju granicu R-reda konvergencije r
metoda (2.26)A(2.20) kao svoje pozitivno resenje r = 2 + /6.

Metod (II),  se izracunava na osnovu (2.21):

Ponovo, na osnovu Leme 1.1 za m = 1 dolazimo do sledece relacije
1 — i f(a) ~ cogp—1,y. (2.32)

Pretpostavimo da je niz aproksimacija {yx} konvergentan sa R-redom p. Tada mozemo
pisati

Eky ~ Dk,pEZ (2<p<3). (2.33)
Na osnovu (2.28) i (2.33), dobijamo

p T
Eky ~ Dip (Dk—l,rEZ_l) = Dy p D161 (2.34)

S druge strane, kombinujuéi (2.17), (2.28), (2.32) i (2.33) nalazimo ocenu

2
/ 2 2 2 2 p
€y ~ C2(1 = f'(@))ey ~ caer—14E% ~ 3 (Dk—lﬁﬂgkfl) (Dk—lﬂ“ngl) )

dakle, 2 2 27+
Ehy ~ Dr—1pDj_y 6571 (2.35)

Na osnovu relacija (2.28)—(2.33) ocena za ej11 glasi

2 4
2 4 2 D r
k1 ~ ana(C2er—1y) € ~ Caaks (Dk—l,pak_l Dy—1,re,-1

_ 2 2 4 4r+2p
= C2akv4Dk—l,pDkZ—1,TEk—l . (236)
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Poredeéi eksponente ;1 u parovima relacija (2.34) i (2.35), kao i (2.36) i (2.28), formi-
ramo sistem jednacina

rp—2r—p=20,
r2 —4r —2p =0,

sa netrivijalnim resenjem p = 5/2, r = 5. Time potvrdujemo da je donja granica R-reda
metoda (2.26)A(2.21) jednaka pet.

Metod (III), v se izracunava na osnovu (2.22):

Lema 1.1 za m = 2 daje relaciju
Né(xk) ~ f/(a)(l - 035k715k71,y)a
na osnovu koje sledi ocena
1— e f' (@) ~ csep—18k—1,4- (2.37)
Kombinovanjem (2.17), (2.28), (2.33) i (2.37), nalazimo
ehy ~ c2(L = f'(@)ek ~ cacaen—ren—1,e}
~ caczen—1(Dr-1pe} 1) (Di-1,r65_1)°

g CgCng,LpDifLTEiT_JEerl. (238)
Na slican nacin, na osnovu (2.28), (2.29), (2.33) i (2.37), ocenjujemo

1 ~ apa(l =y f'(a)’eh ~ apalcacr_1er—1,4)%eh

~ aracier 1 (Di-1peh_1)*(De-1,65_1)"

_ 2 2 4 4r42p+2
= ak,ac3Dp_q pDi_q p€5_ . (2.39)

Porededi eksponente greske €1 u parovima relacija (2.34)A(2.38) i (2.28)A(2.39), dolazi-
mo do sistema jednac¢ina po nepoznatim p i r

rp—2r—p—1=0,
r2 —4r —2p—2=0.

Pozitivna reSenja ovog sistema su
1 — 1 —
odakle zaklju¢ujemo da je donja granica R-reda metoda sa memorijom (2.26)A(2.22) bar

1
r= 5(5+x/§) ~ 5.372.
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Metod (IV),  se izracunava na osnovu (2.23):

Adekvatnom zamenom gresaka ¢vorova u (1.12), na osnovu Leme 1.1 nalazimo

Né(xk) ~ f’(a)(l + C45k715k71,y5k71,w)7

odakle sledi ,
1=y f'(@) ~ cacp_16k—1,yEk—10- (2.40)

Kao i u prethodnoj analizi, na osnovu (2.34) i (2.28) vazi

2

Ek+1 ™~ D]g)’,«E}; ~ Dk;T‘DZ—l,T‘EZ—D (241)
q T rq

€y ~ Digey ~ DrgDi1 06,71, (2.42)
IS

Ehw ~ Dy pe? ~ Dy pyDii_y i . (2.43)

Dalje, (2.17) i (2.29) daju

b1 ~ apa(l =y f'(a)?et, (2.44)
€y ~ C2(1 — e f' (a))ez, (2.45)
Ek,w ~ (1 — 'ykf’(oz))ak. (246)

Kombinujuéi izraze (2.40)—(2.46) nalazimo sledede relacije gresaka

Ery1 ~ apa(l — ’ka/(a))zai
~ k4 (CaEL1Ek—1,yEk—1w) El
dr+42p+2g+2
~ ak,‘lciDéfl,rsz1,p‘Dz71,q€kT;’i et ’ (247)

ehy ~ C2(1 = f'(@))e}
~ 02(C4Ek715k71,y5k71,w)5i

2 2r+p+q+1
~ CQC4Dk7LTDk,17pDk,17qu_1p a y (248)

ek ~ (L =S (a))ek
~ (C4EKL—1Ek—1,yEk—1,w )Ek
~ C4Dk_1)TDk_lka_l)qEthl)Jrq-’_l. (2.49)
Izjednacavanjem eksponenata greske ;1 u parovima relacija (2.41)A(2.47), (2.42)A(2.48)
kao i (2.43)A(2.49), dolazimo do sistema jednagcina po p, ¢ i r,
r2—dr—2p—2¢—2=0,
rq—2r—p—q—1=0,
rp—r—p—q—1=0,

sa pozitivnim reSenjima p = 2, ¢ = 3 i r = 6. Time potvrdujemo da je donja granica
R-reda metoda sa memorijom (2.26)A(2.23) ne manja od Sest. O
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Prethodna teorema daje donju granicu R-reda konvergencije familije (2.26) u slucaju
tehnika ubrzanja (I)—(IV). Metodi (2.26) sa memorijom imaju priliéno ubrzanje konver-
gencije (i do 50%) u odnosu na polaznu familiju metoda (2.5) bez memorije. Osnovna
prednost predlozenih metoda sa memorijom jeste njihova visoka racunska efikasnost, dosta
bolja od efikasnosti postojeé¢ih dvokoraénih metoda i ¢ak veca i od efikasnosti trokora¢nih
metoda optimalnog reda osam.

2.2.2 Numericki primeri

Uporedili smo familiju dvokoraénih metoda (2.26) sa memorijom sa nekoliko optimalnih
dvokoraénih iterativnih metoda (IM) reda Cetiri koji takode zahtevaju éetiri funkcijska
izracunavanja po iteraciji. Najpre dajemo listu ovih metoda.

e Kingova familija (1.50) iz koje smo testirali konkretne metode:

— metod Ostrovskog (1.51),
— metod Kou-Li-Vanga (1.53),
— Cunov metod (1.52).

e Dzeretov metod (1.63),

e metod Mahesvarija (1.59),

e Ren-Vu-Bi metod (1.61),

e Kung-Traubov dvokora¢ni metod sa izvodima KT1 (1.56).

Ove metode kao i novu familiju metoda (2.26) sa memorijom smo primenili na sledeée
test funkcije:

Primer Funkcija Koren «a o
1 et _cos(z+ 1)+ 2% + 1 -1 -0.5
2 e®sinbr —2 1.3639731802... 1.2
3 log(z?+z+2)—z+1 4.1525907367... 3.2
4 e®sinx + log(z? 4+ 1) 0 0.3

Koristili smo programski paket Mathematica sa aritmetikom viSestruke preciznosti.
Greske |x), — af prve cetiri iteracije date su u Tabelama 2.1-2.4, gde A(—h) znaci A x 10~"
i KT2 (-) je skradenica za Kung-Traubov dvokora¢ni metod bez izvoda (1.57).

Ocigledno je da su aproksimacije nula prikazane u Tabelama 2.1-2.4 velike tacnosti.
Rezultati cetvrte iteracije dati su samo zbog demonstracije brzine konvergencije testiranih
metoda i nisu potrebni u prakti¢nim primenama.
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Metodi |21 —af |lz2 —al ||lzs —qf |za — «f
Ostrovski (1.51) 1.26(—4) |2.12(—15)|1.31(—60) |1.93(—241)
Kou (1.53) 2.57(—3) |2.44(—12)[1.99(—48) |8.80(—193)
Cun (1.52) 4.79(—3) |2.42(—11)|1.58(—44) |2.91(—177)
Dizeret (1.63) 2.27(—3) |2.04(—12)|1.34(—48) |2.50(—193)
Mahesvari (1.59) 3.68(—3) [9.35(—12)[3.90(—46) |1.18(—183)
Ren-Vu-Bi (1.61) 1.50(—3) [1.63(—11)|2.26(—43) |8.23(—171)
KT1 (1.56) 1.30(—3) |1.73(—13)|5.37(=53) |5.02(~211)
KT2 (1.57), & = 0.01|1.68(—3) [5.39(—13)|5.73(=51) |7.28(—203)
KT2A(2.20) 1.68(—3) |9.36(—15)|3.70(—65) |2.76(—289)
KT2A(2.21) 1.68(—3) [1.17(—16)|1.68(—83) |1.03(—417)
KT2A(2.22) 1.68(—3) |6.27(—17)|1.33(=89) |7.75(—480)
KT2A(2.23) 1.68(—3) |1.81(—17)|4.71(—103) |1.48(—616)
h(t,s) =1 +1t)/(1—s)
(2.26)/(2.20) 3.18(—3) [1.20(—13)[3.51(—60) [3.63(—267)
(2.26)A(2.21) 3.18(—=3) |1.51(~15)[6.05(—78) [6.26(—390)
(2.26)A(2.22) 3.18(—3) |7.31(~16)[1.02(—83) |2.86(—448)
(2.26)A(2.23) 3.18(—3) [2.02(~16)[9.31(—97) |8.80(—579)
h(t,s)=14+t+s+s
(2.26)A(2.20) 4.51(—3) [4.48(—13)[1.29(—57) |8.68(—256)
(2.26)A(2.21) 4.51(—3) [5.64(—15)[4.52(—75) |1.46(—375)
(2.26)A(2.22) 4.51(—3) [2.51(—15)[9.85(—81) |2.82(—432)
(2.26)A(2.23) 4.51(—3) [6.71(—16)[1.23(—93) |4.93(—560)
h(t,s) =1+t+ s+ (t+s)*
(2.26)A(2.20) 1.31(—3) [3.72(—15)]5.90(—67) |3.01(—297)
(2.26)A(2.21) 1.31(=3) |4.61(—17)|1.61(—85) |8.39(—428)
(2.26)A(2.22) 1.31(=3) |2.54(—17)|8.83(—92) |1.68(—490)
(2.26)A(2.23) 1.31(—3) |7.40(—18)|2.12(~105)|1.23(—630)
h(t,s)=t+1/(1—5)
(2.26)A(2.20) 4.37(—3) [3.95(—13)|7.30(—58) |6.83(—257)
(2.26)A(2.21) 4.37(—3) [4.99(—15)[2.43(—75) |6.48(—377)
(2.26)A(2.22) 4.37(—3) [2.22(—15)|5.02(—81) |7.54(—433)
(2.26)A(2.23) 5.92(—16)(6.09(—94) [7.11(—81) |7.54(—562)

TABELA 2.1 fi(z) =e @ +o+2 _cos(z+ 1)+ 23 +1, a=-1, z9=-05
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Metodi |21 — af ||z —a| ||lzs —«a| ||za—qf
Ostrovski (1.51) 3.53(—3)|3.22(—10)|1.95(—38)|2.62(—151)
Kou (1.53) 5.34(—3)[1.82(—9) [2.10(—35)|3.74(—139)
Cun (1.52) 7.80(—3)|9.59(—9) [1.72(—32)[1.78(—127)
Dieret (1.63) 3.25(—3)[2.37(—10) |6.24(—39)|2.98(—153)
Mahesvari (1.59) 6.57(—3)|4.48(—9) |7.98(—34)|8.04(—133)
Ren-Vu-Bi (1.61) divergira|— — —
Ren-Vu-Bi @ zo = 1.4|1.85(—2)(3.31(—4) |9.35(—12)5.42(—42)
KT1 (1.56) 4.31(—3)|7.23(~10)|5.11(—37)|1.27(—145)
KT2 (1.57), & = 0.01 |7.28(—3)[9.15(—9) |1.85(—32)|3.08(~127)
KT2A(2.20) 7.28(—3)[1.33(—11) |5.41(—49)|4.13(-216)
KT2A(2.21) 7.28(—3) [4.17(—12) |2.89(—59) | 4.29(—295)
KT2A(2.22) 7.28(—3) [5.34(—12) | 7.66(—61)|2.31(—323)
KT2A(2.23) 7.28(—3) [2.62(—13) |2.75(—76)|3.74(—454)
h(t,s) =1 +1t)/(1—s)
(2.26)A(2.20) 9.78(—3)[4.12(—11)]9.44(—47)|3.68(—206)
(2.26)A(2.21) 9.78(—3)|1.45(—11)|1.53(—56)|1.81(—281)
(2.26)A(2.22) 9.78(—3)|1.78(~11)|5.85(—58) | 6.68(—308)
(2.26)A(2.23) 9.78(—3) [1.22(—12) |2.76(—72) | 3.86(—430)
h(t,s)=1+t+s+s
(2.26)A(2.20) 1.20(—2)19.26(—11)|3.91(—45)|5.65(—199)
(2.26)A(2.21) 1.20(—2)|3.65(—11)|1.54(—54)|1.84(—271)
(2.26)A(2.22) 1.20(—2)|4.31(—11)|7.34(—56)|1.22(—296)
(2.26)A(2.23) 1.20(—2)|2.94(—12)|3.07(—69)|7.37(—412)
h(t,s) =1+t+s+ (t+s)?
(2.26)A(2.20) 1.26(—3)|1.29(—14)|1.20(—62)|9.17(—277)
(2.26)A(2.21) 1.26(—3)|3.05(—15)|5.69(—75)|1.27(—373)
(2.26)A(2.22) 1.26(—3)|4.44(—15)|8.55(—78)|2.77(—414)
(2.26)A(2.23) 1.26(—3)|8.69(—17)|3.77(—97)|2.49(—579)
h(t,s)=t+1/(1—s)
(2.26)A(2.20) 1.25(—2)|1.10(—10)|8.52(—45)|1.78(—197)
(2.26)A(2.21) 1.25(—2)|4.43(—11)|4.10(—54)|2.49(—269)
(2.26)A(2.22) 1.25(—2)]5.19(—11)|2.06(—55)|3.07(—294)
(2.26)A(2.23) 1.25(—2)|5.00(—12)|1.28(—68)|3.77(—408)

a) Metod (1.61) divergira za pocetnu aproksimaciju zg = 1.2, ali konvergira za o = 1.4.

TABELA 2.2 fo(x) = e®sinbr — 2, o =1.36397318026..., xo=1.2
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Metodi 21— af [|z2 —a] ||lzz — ] |za — «f
Ostrovski (1.51) 1.01(—3)]6.13(—16)[9.81(—65) |5.73(—260)
Kou (1.53) 2.12(—3)(2.14(—14) |2.25(-58) |2.69(—234)
Cun (1.52) 3.44(—3)|2.00(~13) [2.85(—54) [9.87(—218)
Dieret (1.63) 1.08(—3)[9.57(—16)|5.82(~64) |7.94(—257)
Mahesvari (1.59) 2.78(—3)|7.62(—14) |4.32(—56) [4.46(—225)
Ren-Vu-Bi (1.61) 1.57(—4)[5.98(—20) [1.25(—81) [2.37(—328)
KT1 (1.56) 1.52(—3)[4.46(—15)|3.30(~61) [9.95(—246)
KT2 (1.57), v, = 0.01|1.50(—3) |4.17(—15) [2.50(—61) |3.21(—246)
KT2A(2.20) 1.50(—3)[1.98(—17) [1.05(—78) |1.44(—351)
KT2A(2.21) 1.50(—3){9.12(—20)|8.36(~101) [5.41(~506)
KT2A(2.22) 1.50(—3)|8.05(—22)|1.20(~118) |[2.60(—639)
KT2A(2.23) 1.50(—3) [8.45(—23) |3.63(—138) [2.30(—830)
h(t,s)=(14+1t)/(1—s)
(2.26)A(2.20) 2.09(—3)[7.36(—17)[3.91(—76) |3.86(—340)
(2.26)A(2.21) 2.09(—3)|3.46(~19) [6.56(—98) [1.61(—491)
(2.26)A(2.22) 2.09(—3) |2.52(—21) |7.08(—116) | 1.80(—624)
(2.26)A(2.23) 2.09(—3) |5.00(—22) |1.56(—133) [1.47(—802)
h(t,s) =1+t +s+ s>
(2.26)A(2.20) 2.68(—3)[2.52(—16) [ L.11(—73) |3.76(—328)
(2.26)A(2.21) 2.68(—3)[1.19(~18) [3.11(—95) [3.89(—478)
(2.26)A(2.22) 2.68(—3)(6.33(—21)|1.28(—113) |2.15(—612)
(2.26)A(2.23) 2.68(—3)|2.84(—21) |5.57(—129) [3.20(—775)
h(t,s) =1+t+ s+ (t+s)?
(2.26)/(2.20) 5.69(—4)[3.04(—19)[6.26(—87) [6.18(—371)
(2.26)A(2.21) 5.69(—4) |1.41(—21) |7.20(—110) |2.73(—551)
(2.26)A(2.22) 5.69(—4) |1.58(—23) [5.13(—128) [1.30(—689)
(2.26)A(2.23) 5.69(—4) |5.49(—25) [2.78(—151) [4.59(—909)
h(t,s)=t+1/(1—5)
(2.26)A(2.20) 2.73(—3)[2.74(—16) [1.64(—73) |2.07(—328)
(2.26)A(2.21) 2.73(—3)[1.28(—18)[4.63(—95) |2.82(—477)
(2.26)A(2.22) 2.73(—3)|7.44(—21)(2.71(—113)|1.29(—610)
(2.26)A(2.23) 2.73(—3)[2.76(—21) [4.58(—129) |9.58(—776)
TABELA 2.3 f3(z) =log(a® +z+2) —z+ 1, o=4.1525907367..., z0=3.2
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Metodi lz1 —af ||lz2 —af |lzs —a| ||lza — «f
Ostrovski (1.51) 1.06(—2)[8.74(—8) |4.28(—28)[2.46(—109)
Kou (1.53) 1.80(—2)[2.00(=6) [3.78(—22)[4.78(—85)
Cun (1.52) 2.24(—2)|7.37(=6) [1.16(—19)|7.15(—75)
Dieret (1.63) 1.05(—2)|8.32(~8) |3.49(—28)[1.08(~109)
Mahesvari (1.59) 2.02(—2)|4.06(—6) |8.52(—21)|1.65(~79)
Ren-Vu-Bi (1.61) 2.92(—2)|1.67(=5) |2.29(—18)|8.12(~70)
KT1 (1.56) 1.52(—2)|7.20(=7) [4.12(—24)[4.43(—93)
KT2 (1.57), v = 0.01|1.55(—2)|7.91(=7) [6.11(—24)|2.18(—92)
KT2A(2.20) 1.55(—2)[1.14(—=7) |2.32(—30)[2.33(—131)
KT2A(2.21) 1.55(—2)|1.66(—8) |2.08(—38)[6.25(—188)
KT2A(2.22) 1.55(—2)|6.04(—10) |8.01(~51) |5.33(—272)
KT2A(2.23) 1.55(—2)|6.13(—10) |3.03(~54) | 4.46(—320)
h(t,s) =1 +1t)/(1—s)
(2.26)1(2.20) 1.84(—2)[2.57(—7) |8.49(—29)[2.09(—124)
(2.26)A(2.21) 1.84(—2)|3.41(—8) |6.99(—37)|2.68(—180)
(2.26)A(2.22) 1.84(—2)|1.69(~9) |1.87(—48)|2.89(—257)
(2.26)A(2.23) 1.84(—2)|1.71(=9) |1.43(=51)|4.97(—304)
h(t,s)=14+t+s+s
(2.26)A(2.20) 2.10(—2)[6.20(—7) |5.72(—27)[3.82(—116)
(2.26)A(2.21) 2.10(—2)[9.06(—8) [8.97(—35)[9.28(—170)
(2.26)A(2.22) 2.10(—2)[7.67(—9) [3.08(—45)[7.49(—240)
(2.26)A(2.23) 2.10(—2)[7.72(—9) |2.58(—47)[3.57(—278)
h(t,s) =1+t+ s+ (t+s)*
(2.26)1(2.20) 1.57(—2)]6.92(—8) |1.56(—31)8.34(—137)
(2.26)A(2.21) 1.57(—2)|1.11(=8) |2.03(=39)|5.57(~193)
(2.26)A(2.22) 1.57(—2)|7.01(=10) |7.22(~51) |4.40(—279)
(2.26)A(2.23) 1.57(—2)|7.09(~10) | 7.43(~54) [9.83(—318)
h(t,s)=t+1/(1—5)
(2.26)A(2.20) 2.06(—2)[5.56(—7) [3.55(—27)[4.56(—117)
(2.26)A(2.21) 2.06(—2)[7.67(—8) [4.25(—35)[2.21(—171)
(2.26)A(2.22) 2.06(—2)[4.96(—9) [4.91(—46)[3.13(—243)
(2.26)A(2.23) 2.06(—2)[5.00(—9) [1.39(—48)[6.37(—286)

TABELA 2.4 f4(z) = €®sinz + log(z?2 +1), a=0, z¢=0.3

Na osnovu rezultata datih u Tabelama 2.1-2.4 kao i velikog broja uradenih nu-
merickih primera, mozemo zakljuciti da je brzina konvergencije dvokora¢nih metoda (2.26)
sa memorijom (uklju¢ujuéi i modifikovani Kung-Traubov metod (1.57)), zasnovanih na
samokoriguju¢em parametru 7, koji se ra¢una po nekoj od formula (2.20)—(2.23), izraz-
ito veca u odnosu na postoje¢e dvokoracne metode. 1z tabela se takode moze potvrditi da
izraCunavanje parametra v, Njutnovim interpolacionim polinomom reda 3 (2.23) daje naj-
bolje rezultate. Imajuéi u vidu da su svi testirani metodi iste racunske cene, zaklju¢ujemo
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da je familija metoda (2.26) sa memorijom najefikasnija. Preciznije, odredivanjem rac¢unske
efikasnosti Ostrovski-Traubovom formulom (1.19), nalazimo

E(1.50) = E(1.63) = E(1.59) = E(1.61) = E(1.56) = E(1.57) = 4'/3 ~ 1.587

1/3

E((2.26) A (2.20)) = (2+v6) 77 = 1.645, E((2.26) A (2.21)) = 5'/% ~ 1.71,

E((2.26) A (2.22)) = (%(5 n \/ﬁ))l/3 ~ 175, E((2.26) A (2.23)) = 61/3 ~ 1.817.

Poslednje cetiri vrednosti indeksa efikasnosti ne opovrgavaju hipotezu Kunga i Trauba jer
se odnose na metode sa memorijom (2.26) koji nisu obuhvaéeni hipotezom Kunga i Trauba.
Napomenimo da su indeksi efikasnosti F((2.26)A(2.21)) ~ 1.71, E((2.26)A(2.22)) ~ 1.75 1
E((2.26) A (2.23)) & 1.817 veéi ¢ak i od indeksa efikasnosti optimalnih trokoraénih metoda
reda osam (8'/* ~ 1.68).

2.3 Familija Dzeretovog tipa

U ovom odeljku opisacemo jednu novu familiju dvokoracnih metoda Dzeretovog tipa
za reSavanje nelinearnih jednac¢ina f(z) = 0 realne funkcije jedne realne promenljive
predlozene u [12]. Ova familija generiSe neke nove i neke postojeée metode kao specijalne
slucajeve, uklju¢ujuéi i Dzeretovu familiju datu u [36].

2.3.1 Dzeretova familija optimalnih metoda

Neka je f : D — R dovoljan broj puta diferencijabilna realna funkcija na intervalu Iy C D
u kome je izolovana prosta realna nula « funkcije f. Pretpostavljajuéi da je 6 # 0, 1 realan
parametar, 1966. godine [36] Dzeret je konstruisao familiju dvokoraénih metoda (1.62)
reda cetiri,

Y = Tk — 2u(zy),

g1 = x — a1 (0)u(zr) — a2(0) f(xr) _ f(z) ( )

Flue)  01(0)f' () + b2(0).f (yn)”

gde je u(x) = f(x)/f'(x) i

103 3 1 R » . 862
a/l—Z(l‘F%), G/Q—Z(l—m), bl———(l—e), bQ——(e—l)
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Ova familija koristi jedno izracunavanje funkcije f i dva izracunavanja izvoda f’ po
jednoj iteraciji. Dakle, Dzeretova familija metoda (2.50) je optimalna u smislu Kung-
Traubove hipoteze.

Parametar 6 u (2.50) treba izabrati tako da iterativna formula (2.50) bude §to jednosta-
vnija. Najprostiji i najcitiraniji partikularni metod (1.63) iz familije metoda (2.50) dobija

se za 0 = % i glasi
Yk = Tk — %u(xk), (2 51)
Th+1 = Tk — Jf(d?k)u(ilfk),
gde Jo 3" (i) + £ ()
Jj(xk) = / ’ .
6./ (yr) — 2" (k)
Uz oznake .
eh=an—a, ¢ = f,m,(a) (rj =2,3,...),
itf'(a)
Dzeret [36] je izveo sledeéu relaciju greske metoda (2.51)
ert1 = (c3 — cac3 +ca/9)ey + O(£). (2.52)

Primetimo da prvi korak iterativne Seme (2.50) ne predstavlja Njutnov metod, koji
se najcesce koristi u prvom koraku pri konstrukciji visekoracnih metoda sa izvodom.
Specifican korak oblika y = = — nu(z) (n # 1) zvaéemo DZeretov korak. U nastavku
¢emo dokazati da se red 4 metoda Dzeretovog tipa dobija jedino za izbor n = 2/3.

2.3.2 Familija optimalnih dvokora¢nih metoda

f'a—nu(x)) _ f'(y)
f'(x) f'(x)
dvokora¢énu Semu, koja pocinje Dzeretovim korakom, oblika

{yk =z — nu(xr),

Try1 = Tk — q(te)u(xy),

Neka je y = ¢ —nu(z), t=t(z) = ity = t(xy). Posmatra¢emo

(2.53)

gde je q(t) dovoljan broj puta diferencijabilna tezinska funkcija koju treba odrediti tako
da metod (2.53) bude reda konvergencije cetiri. Kako je

P ) P - A e
T 7o) —rodto.

aproksimirajmo funkciju ¢(t) njenim Tejlorovim polinomom stepena dva u okolini tacke 1.

at)~q+at—1)+3et-12% ¢=¢"1) (r=01,2).
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Koriséenjem simbolickog racuna u programskom paketu Mathematica dobijamo sledece
Tejlorove razvoje

F(@i) = 1'(@) (n + cac} + eoeh + casi + O(e]) ),

I'(ww) = /(@) (14 2ea2 + Begef + deac] + O(e)),

~ o~

u(zy) = ) =€ — czsi + (2c§ — 2@,)5% + (—4c§ + Teocg — 304)aﬁ + O(az),
k) = f'(@) (1 + 2098k y + Beseq, + dcag] , + O(Eﬁ,y)>7 Ehy = Yk —
)

ty = =1-—2ncoey + 317(20% +cs(n — 2))5%

—4n(4cs + cac3(3n —7) + ca(3 +n(n — 3)))es
+1(40¢3 + ¢3(30 — 21n) + c3¢3(39n — 100) + 5es(n — 2)(2 +n(n — 2))
+2c9¢4(25 + 2n(5n — 12)))e} + O(e}).

Na osnovu navedenih razvoja izvodimo relaciju greske metoda (2.53)

ehr1=(1—qo)ex +02(qO+277Q1)€i+(03 (2q0—3(n—2)q1n) —2¢3 (g0 +n(4q1 +nq2)))ei +0(e}).

Dakle, familija dvokora¢nih metoda (2.53) bide reda cetiri ako se koeficijenti uz ¢lanove

£k, €3 i €2 anuliraju. To je moguée izborom 1 = 2/3 i funkcije ¢(¢) u (2.53) sa osobinama
w=q¢1)=1 a=d1)=-3 @=¢01)=3 I¢"1)<cx (2.54)
U tom slucaju relacija greske postaje
Eht1 = (%c;l —cacz+c3(5+ %q’”(l)))sﬁ + O(e}). (2.55)
Na osnovu (2.54) i (2.55) mozemo formulisati sledeéu teoremu.

Teorema 2.4 Neka je f : D — R dovoljan broj puta diferencijabilna funkcija sa prostom
nulom « u intervaly Iy C D. Ako je xo dovoljno bliska pocetna vrednost traZenoj nuli o i
vaze uslovi (2.54), tada familija metoda

{yk = o = (o) (k=0,1,...) (2.56)
Trr1 = o — q(tr)u(er), T '

ima red konvergencije cetiri.
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Veliki broj metoda Dzeretovog tipa moze se konstruisati razli¢itim izborom funkcije
q(t). Jedna opsta dvo-parametarska familija dobija se za

16(1 — a — b+ bt + at?)

t) = 2.57
1) = S I =5+ (30 — 180 —8h)t + (=9 T W0a T 120)" (257)

gde su a,b € R. Na primer, izborom ¢(t) = 241 (a = 0,b = 2) u (2.57), dobijamo

Dzeretov metod (2.51) (koji je kasnije ponovo izveo Basu [ ]). Basuov metod [2] (1.64)

yr =z — Su(zy),

Thtl = Tk — I e (@) (259
= f'(yk)? + %fl(yk)f/(xk) — 15/ (x1)?
sledi iz familije (2.53) za izbor q(t) = t/(£t* + &t — Z) (a = 0,b = 1). Predstavi¢emo
jos neke primere metoda koji slede iz (2.57):
(a=0, b= %) = qt) = %; (2.59)
(@=0,b=0) = q(t) 16 (2.60)
a = = == .
’ 7 912 —30t+ 5
16t2
(a=1b=0) = 4= 5155 (2.61)
9 9t? + 31
(a=15:0=0) = at) = 5 (2.62)
3 31 31 -3t
-2 p=2Z )= — “""¢. 2.63
(a=-330=3) = 1W=15"73 (2:63)
Jos opstije, birajuci
t2(3+20) +4t(0 — 1) + 9 — 60 az(0) 1
t) = = 0 0#£0,1
alt) 8t(1+ (t—1)0) wl)+ == @ e 07OV
20 0—1
(za a = 3t b= u (2.57)), iz (2.56) dobijamo Dzeretovu familiju (2.50).

Na kraju dajemo i jedan metod DzZeretovog tipa sa tezinskom funkcijom ¢(¢) polino-
mskog oblika koja zadovoljava uslove (2.54), tj

qt)=1- Z(t 1)+ %(t —1)2 4 y(t —1)%, (2.64)

gde je v proizvoljan realan parametar.
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Koristeé¢i sasvim drugaciji pristup, nedavno je u radu [12] izvedena opsta familija
Dzeretovog tipa, koja je sustinski sliéna familiji (2.26). Ta familija ima oblik
2
Yk = Tk — §U($k)7
{ (2.65)
Tpp1 = xp — H(sp)u(zy),

gde je
o = 30 ) = 1)
2 f'ak)
U ovom radu je pokazano da familija (2.65) dostize red Cetiri ako za tezinsku funkciju H
vaze uslovi

= %(1 —tk).

H(0)=1, H'(0)=4%, H"(0)=1.
Lako se pokazuje da su ovi uslovi ekvivalentni uslovima (2.54) s obzirom da je

o) = g(1 - =) = H(s).
Napomena 2.7 Napomenimo da veéina viSekora¢nih metoda razmatranih u literaturi
ne koriste vise od jednog izracunavanja izvoda funkcije. Nasuprot tome, metodi predsta-
vljeni u ovom odeljku koriste dva izracunavanja vrednosti prvog izvoda, sto je racunski
atraktivno u problemima gde je izratunavanje vrednosti f’(z) jednostavnije u poredenju
sa izratunavanjem vrednosti f(z). Kao to je primetio i sam Dzeret [36], primer takvih
slucajeva jeste kada je funkcija f definisana integralom.

2.3.3 Numericki rezultati

Testirali smo dvokora¢ne metode izvedene iz nove familije metoda (2.56), koje ¢emo citirati
kao metode (2.59)—(2.64). Novi metodi su poredeni sa metodima koji su veé pomenuti u
odeljku 2.2 pri razmatranju numerickih rezultata.

Testirali smo razli¢ite metode familije (2.56) koje smo dobili razli¢itim izborom tezinske
funkcije g. Pri ovim numeri¢kim eksperimentima nije pronadena posebna tezinska funkcija
q koja bi asimptotski bila najbolja za sve testirane nelinearne jednacine. Radi ilu-
stracije ponaSanja konvergencije testiranih metoda, dajemo rezultate dobijene prilikom
odredivanja izolovane proste nule funkcija

fz) = Zemt A _ g2 sin(x — 2) — 27! — T

3, 2o=171, a=2
T x

f(z) = (6(1_3)@72_1) —1)(x—=5), z0=2, a=3.

Greske aproksimacija |z — a date su Tabelama 2.5 i 2.6, gde A(—h) oznacava A x 107",
Ove tabele sadrze i vrednost racunskog reda konvergencije r. odredenog formulom (1.18).
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Metodi |1 —af ||z2 —a] |lzs —a| |lza—a] |re (1.18)
(2.56)(2.59) 9.05(—2)[2.88(—4) |L.25(—13)|4.42(—51) |4.0002
(2.56)(2.60) 4.30(—3)[2.56(—9) |3.20(—34)[9.05(—134)[4.0000
(2.56)(2.61) 7.02(—3)[2.48(—8) |3.62(—30)|1.64(—117)|3.9999
(2.56)(2.62) 3.22(—3)[8.48(—10)|4.19(—36)[2.49(— 141) 3.9999
(2.56)(2.63) 2.26(—2)[3.52(=6) |1.62(—21)|7.28(—83) [3.9999
(2.56)—(2.64) v 2.89(—2)|2.69(—6) |7.79(—23)[5.46(—89) |4.0000
(2.56)(2.64) v = —2|8.44(—3)[5.02(~8) |7.19(—29)|3.01(—112)[3.9999
Dieret (2.51) 1.20(—2)[2.28(—7) |2.64(—26)|4.71(— 102) 3.9999
Basu (2.58) 2.16(—2)[2.89(—6) |7.25(—22)[2.88(—84) [3.9999
King (1.50) 8 = —1 |1.59(—1)|5.04(—2) [2.08(—5) [2.85(~1 ) 3.8216
Ostrovski (1.51) 1.10(—2)|1.80(—7) |1.16(—26)|2.01(—103)|3.9999
Kou (1.53) 1.73(~2)[6.12(=7) [9.70(—25)6.11(—96) [4.0000
Cun (1.52) 2.93(—2)|3.73(—6) |5.33(—22)(2.23(—85) |4.0000
Mahesvari (1.59)  |2.33(—2)|1.71(—6) |4.15(—23)|1.43(—89) |4.0000
T (1.56) 8.85(—3)|5.23(—8) |6.68(—29)|1.79(—112)|4.0000

TABELA 2.5 f(z) = 3612’4 —2?sin(z — 2) — 2@+ — wlS, 20 =171, a=2

Metodi |1 — o ||z2 — o] ||lzs —a] ||za — a| re (1.18)
(2.56)—(2.59) 5.81(—2)|2.39(—5)|6.78(—19)[4.40(—73) |4.0000
(2.56)—(2.60) 4.90(—2)|5.33(—6)(8.92(—22)|7.00(—85) |3.9999
(2.56)(2.61) 4.47(—2)[1.94(—6)|7.56(—24)|1.75(—93) {3.9999
(2.56)(2.62) 4.83(—2)[4.56(—6)[4.21(—22)(3.06(—86) |3.9999
(2.56)(2.63) 4.14(—2)[6.27(~7)|3.42(—26)|3.01(~103)|3.9999
(2.56)-(2.64) y=10 [6.07(—2)|3.06(—5)|2.65(—18)|1.49(—70) |3.9999
(2.56)—(2.64) v = —2|4.69(—2)|1.08(—6)|1.23(—26)|2.06(— 106) 3.9999
Dzeret (2.51) 4.38(—2)|1.55(—6)|2.70(—24)|2.48(—95) |3.9999
Basu (2.58) 4.16(—2)[7.19(~7)[6.72(—26)|5.11(—102)|3.9999
King (1.50) 8 = —1 |6.43(~2)|1.09(—7)9.66(—31)|6.00(—123)|4.0000
Ostrovski (1.51) 1.81(—1)[1.10(—5)|1.42(—22)|3.88(—90) [3.9999
Kou (1.53) 3.87(—1)|4.33(—4)|4.36(—16)|4.46(—64) |3.9999
Cun (1.52) 8.41(—1)[2.67(~2)|7.23(—9) |4.13(—35) |3.9953
Mahesvari (1.59)  |6.14(—1)|4.57(—3)[5.96(—12)|1.73(—46) |3.9994
T (1.56) 2.45(—1)|4.84(—5)|6.06(—20)|1.49(—79) {3.9999

TABELA 2.6 f(z) = (=)@ *=D) _ 1)z —5), z0=2, a=3

Na osnovu rezultata prikazanih u Tabelama 2.5 i 2.6 kao i mnogih drugih numerickih
primera, moze se zakljuciti da je konvergencija testiranih metoda (2.56) izuzetno brza
i uporediva sa drugim postoje¢im metodima. Svi testirani metodi su pokazali sli¢no
ponaSanje za dobro izabrane pocetne aproksimacije. Iz Tabela 2.5 i 2.6 primec¢ujemo da
racunski red konvergencije . potvrduje teorijske rezultate izvrsnim poklapanjem vredno-
sti.
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Trokora¢éni metodi optimalnog reda

Klase trokora¢nih metoda sa optimalnim redom osam koji zahtevaju cetiri funkcijska
izraCunavanja su tema ovog poglavlja. Prva od ovih klasa, predstavljena u radu [77], zasno-
vana je na proizvoljnim optimalnim dvokorac¢nim metodima iz klase ¥,. Neki dvokoracni
metodi iz klase ¥, dati su u prethodnom odeljku. U drugom odeljku razmatrana je
dvoparametarska familija ¢iji su partikularni sluc¢ajevi predstavljeni u [20] i [19]. Fami-
lija trokora¢nih metoda iz rada [21] razmatrana je u tre¢em odeljku. U nastavku je dato
ubrzanje ove familije metoda ostvareno bez upotrebe novih funkcijskih izracunavanja.
Cetvrti odeljak posveéen je komentaru sli¢nosti nekih postojeé¢ih metoda.

3.1 Metod zasnovan na interpolaciji racionalnom
funkcijom

U ovom odeljku opisa¢emo novu familiju trokora¢nih iterativnih metoda sa optimalnim
redom konvergencije osam, konstruisanu u radu [77]. Jednostavnosti radi, ponekad ¢emo
izostavljati indeks iteracije, a novu aproksimaciju xj4; oznacava¢emo sa . Neka ¢y € ¥y
oznacava iterativnu funkciju iz klase optimalnih dvokora¢nih iterativnih metoda. Tada
se poboljsana aproksimacija £ nule a moze odrediti sledeéom trokoracnom iterativnom
Semom:

N

f(z)’
z = </7f('r7y)v S Uy, (31)
T=2z- 7o)

Primetimo da prva dva koraka definisu optimalni dvokora¢ni metod iz klase ¥4 reda r; = 4
sa Njutnovim metodom u prvom koraku reda ro = 2, dok je treéi korak ponovo Njutnov
metod. Iterativna Sema (3.1) je jednostavna i red konvergencije je jednak osam, $to je
posledica Teoreme 1.3.

51
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Nedostatak trotackastog metoda (3.1) sastoji se u tome to zahteva pet funkcijskih
izracunavanja po iteraciji tako da nije optimalan u smislu Kung-Traubove hipoteze. Da
bismo smanjili broj izracunavanja i tako povecali racunsku efikasnost, aproksimira¢emo
f'(#) koristeéi postojeée podatke. Kako imamo Cetiri vrednosti f(z), f'(x), f(y) 1 f(2),
jedan od nacina je da aproksimiramo f Ermitovim interpolacionim polinomom Hj3 stepena
3 u &vorovima z, y, z i koristimo aproksimaciju f’(z) ~ H%(z) u treem koraku iterativne
geme (3.1), videti [63] i [64].

U radu [77] koris¢en je drugi prilaz za aproksimaciju f’(z) zasnovan na interpolaciji
funkcije f racionalnom funkcijom

a; +az (T — x) + az(t — x)?

1+ as(r —x)

w(T) =

(ag — a1aq 75 O) (32)

1z (3.2) dobijamo

as — arag + az(7 — ) (2 + as(7 — x))
(1+as(r — 2))? '

w' (1) =

Iz uslova

(i) w(z) = f(z), (i) wly) = fy),
(iil) w(z) = f(2), (iv) w'(z) = f'(z),

odredujemo nepoznate koeficijente aj,...,asq. Smenom 7 = z u (3.2) i (3.3), koristeéi
(3.4)-(i) i (3.4)-(iv), nalazimo

(3.4)

a1 = f(z), a2 = f'(z)+ asas.

Preostala dva uslova (3.4)-(ii) i (3.4)-(iii), zamenom y i z u (3.2), daju sistem od dve
linearne jednacine. Tako dolazimo do nepoznatih koeficijenata as i aq4,

J @) = 1) = Syl oA = 2)
=2+ W) =)+ @)= —)
@, fley)= 1@
el f@) =1

gde flz,y] = (f(y) — f(2))/(y — x) oznatava podeljenu razliku. Konatno, dobijamo

az =

(3.5)

ay =

az = f'(z) + asar = f'(2) + as f(2). (3.6)

Zamenom nadenih koeficijenata u (3.3) i smenom 7 = z, dolazimo do eksplicitne formule
za w'(z) koja koristi jedino ve¢ izracunate velicine f(z), f'(x), f(y), 1 f(z). Na taj nacin,
nelinearna racionalna funkcija w i njen izvod w’ su u potpunosti odredeni relacijama
(3.2)—(3.6).

Zamenom f’(z) u tre¢em koraku iterativne Seme (3.1) sa w’(z) dobijamo novu famili-
ju trokorac¢nih metoda: Polazeéi od aproksimacije g, u svakom iterativhom koraku nove
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poboljsane aproksimacije zy (k =1,2,...) ra¢unaju se trokorac¢nom procedurom

Y = Tk — f($k)
fxr)’
2K = gof(:vk,yk), (kZO,l,...). (3.7)
T (CT)
k+1 — <k w/(zk)v

Familija (3.7) zahteva samo cetiri funkcijska izrac¢unavanja. Videéemo kasnije da je njen
red konvergencije osam, tj. familija trokoraénih metoda (3.7) je optimalna.

Mnogi autori odreduju red konvergencije koristeci standardnu tehniku koja se uglavnom
oslanja na Tejlorov razvoj. U slucaju visekoracnih metoda, takav prilaz daje prilicno
sloZene izraze te je za rad sa njima neophodno koristiti ra¢unar i odgovarajuce programe.
Za odredivanje reda konvergencije i asimptotske konstante greske metoda (3.7) koristi¢emo
simbolicko izracunavanje u programskom paketu Mathematica. Sledece skracenice su
koriSéene u programu koji sledi.

ck= fF(a)/(k!f'(q)), e=z—a, el=i—a,

fx= f('r)v fy= f(y)v fz= f(Z), fix= f/(I), fla= f/(o‘)a
wlz=w'(z) (sledi iz (3.3)—(3.6)).

Program (napisan u paketu Mathematica):

fx=fla(e+c2*e?+c3xe3+caxet+chred+cBxeb+cT*e+c8%e8); f1x=D[fx,e];
ey=e-Series[fx/f1x,{e,0,8}]; fy=fla(ey+c2*ey?+c3*ey>+cd*ey?);
ez=q*e4+q5*e5; fz=fla(ez+c2*ez?) ;

fxy=(fx-fy)/(e-ey); fxz=(fx-fz)/(e-ez); fyz=(fy-fz)/(ey-ez);

al=fx; a3=((fix(fy-fz)-fxy*fxz(ey-ez)))/((fz(ey-e)+fy(e-ez)+fx(ez-ey));
ad=a3/fxy+(fxy-f1x)/(fx-fy); a2=flx+fxxas;

wiz=(a2-al*ad+a3(ez-e) (2+ad(ez-e)))/(1+ad(ez-e))?;
el=Series[ez-fz/wlz,{e,0,8}]1//Simplify

Outfel] = q(ca(ca + q) — c3)e® + Ole?] (3.8)

Izlaz (3.8) datog programa, gde je ¢ asimptotska konstanta greske (AKG) dvokora¢nog
metoda definisanog pomoc¢u ¢y, ukazuje da je red konvergencije familije trokora¢nih
metoda (3.7) jednak osam. Tejlorov razvoj koriséen u programu podrazumeva dovoljno
malo € = ¢ — «, $to znaci da pocetna aproksimacija treba da bude dovoljno blizu nule a.
Na osnovu svega izlozenog mozemo da formulisemo slede¢u teoremu.
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Teorema 3.1 Ukoliko je pocetna aproksimacija xo dovoljno blizu nule o funkcije f, onda
je red konvergencije familije trokoracnih metoda (3.7) jednak osam.

Napomena 3.1 S obzirom da je za posmatranu familiju trokoraénih metoda (3.7) broj
upotrebljenih funkcijskih izra¢unavanja po iteraciji #(3.7) = 4, a red konvergencije 23 = 8,

zakjucujemo da je Kung-Traubova hipoteza podrzana.

Programski izlaz (3.8) daje asimptotsku konstantu greske nove familije metoda (3.7)

AKG(3.7) = Jim 81;1 = q[ea(cs +q) — 3.

Kao sto je ve¢ pomenuto, konstanta ¢ je asimptotska konstanta greske dvokora¢nog metoda
¢ primenjenog konkretno u iterativnoj semi (3.7). Na primer,

q = AKG(1.50) = c3(1 + 283) — cac3

za Kingov dvokora¢ni metod (1.50) tako da je AKG za trokoraéni metod (3.7)A(1.50) u
ovom specijalnom slucaju

AKG((3.7)A(1.50)) = [c3(1 +28) — cacs] [e2(ca + 3(1 + 2B) — cac3) — c3].

Ponasanje konvergencije predlozene klase trokora¢nih metoda (3.7) ilustrova¢emo nu-
meri¢kim rezultatima dobijenim za razli¢ite dvokora¢ne metode iz klase ¥;. Odabrali smo
metode Kingove familije dobijene za partikularne vrednosti parametra: 8 = 0 (metod
Ostrovskog (1.51)), # = 1 (Kou-Li-Vangov metod (1.53)) i 8 = 2 (Cunov metod (1.52)),
metod Mahegvarija (1.59), i metod (1.60) predlozen u radu [73].

Zbog poredenja, testirali smo i dva metoda iz familije reda osam (1.70) koji su Bi, Vu
i Ren predlozili u radu [4], i koje ¢emo oznaciti sa BWR1 i BWR2. Takode smo testirali
partikularne metode iz opste klase n-korac¢nih metoda za n = 3 koju je predlozio M.
Petkovié¢ u radu [63], birajuéi u Kingovom metodu 8 =01 3 = 1. Metode (1.67) i (1.68)
oznatiéemo sa P—1 i P—-2. Testirani su i partikularni slucajevi za n = 3 (1.65) i (1.66) iz
familija Kunga i Trauba [44] oznacene sa KT1 (familija bez izvoda) i KT2 (familija sa
prvim izvodom).

Izmedu vise numerickih primera izabrali smo dva zbog demonstracije. Programi su reali-
zovani u programskom paketu Mathematica uz koriséenje aritmetike visestruke preciznosti.
Tabele rezultata takode sadrze i ra¢unski red konvergencije, izrac¢unavan po formuli (1.17).

Primer 3.1 Primenili smo gore pomenute metode na test funkciju
f(z) = e~ et cos(z + 1)+ +1

za priblizno odredivanje korena koji je u blizini zyp = —0.7. Vrednost ove nule funkcije je
«a = —1. Apsolutne vrednosti gresaka aproksimacija xj, iz prve tri iteracije prikazane su u
Tabeli 3.1.
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Primer 3.2 Trokora¢ni metodi upotrebljeni u Primeru 3.1 takode su primenjeni na
funkciju

fxy=In(z*+z+2) —z+1
za aproksimaciju nule a = 4.15259073675715827499 . . . polazed¢i od startne vrednosti xg =
3. Dobijeni rezultati predstavljeni su u Tabeli 3.2.

Metodi |lz1 —af | |z2 —a] | |x3 —a| |7 (1.17)
BAL51)  [5.64(—7)[1.35(—52)|1.42(—417)|8.00023
(3.7)A(1.53) |2.85(—9)|8.32(—72)|2.57(~571)|7.98773
(3.7)A(1.52) [3.96(—7)|5.57(—54) |8.54(—429)|7.99999
(3.7)A(1.59) [2.04(=7)|3.11(—56)|8.92(—447)|8.00015
(3.7)A(1.60) [9.97(—7)|1.38(—50) |1.86(—401)|8.00000
KT1 (1.65) |2.82(—7)|2.18(~55) [2.81(—440) | 7.99990
KT2 (1.66) |2.45(—7)|5.73(~56) [5.07(—445) |8.00010
BWR 1 (1.70)|7.87(—7)|4.47(—52) |4.86(—414) | 7.99996
BWR 2 (1.70)[1.19(—6)|1.69(—50) |2.92(~401) | 7.99957
P-1 (1.67)  |2.92(—7)|1.02(—55)|2.16(—443) |8.00041
P-2 (1.68)  |1.11(—9)|3.67(=75)|5.05(—599) |8.00025

TABELA 3.1 f(z) = e—o e +2 _ cos(z+ 1)+ 23 +1, a=-1, z9g=-0.7

Metodi |lz1 —af | |z2 —a] | |3 —«af |7 (1.17)
3TAL5L) |3.29(—7)[2.92(—60)|1.12(—484)]| 8.00003
(3.7)A(1.53) |1.80(—6)|7.10(—54) |4.16(—433)|8.00000
(3.7)A(1.52) |5.24(—6)|7.52(=50)|1.35(~400)|8.00002
(3.7)A(1.59) |3.30(—6)|1.33(=51)|9.29(—415)|7.99997
(3.7)A(1.60) |8.20(—8)|1.74(—65)|7.06(—527)|8.00001
KT1 (1.65) |4.27(—6)|2.04(—50)|5.63(—405)|7.99984
KT2 (1.66) |4.39(—6)|2.62(—50)|4.20(—404)|7.99983
BWRI (1.70)[9.18(—8) [9.85(—65) |1.73(—520) | 8.00000
BWR2 (1.70)|4.72(—6) |2.51(—50) | 1.63(—404) | 7.99985
P-1(1.67) |6.85(—7)|2.34(—57)|4.39(—461)|7.99999
P-2 (1.68) |2.58(—6)|2.18(=52)[5.66(—421)|7.99999
TaBELA 3.2 f(z) =In(22 4+ 2 +2) —z+ 1, o =4.1525907367 ... , ©p =3

3.2 Dvoparametarska familija

U radu [20] definisana je opsta familija trokora¢nih optimalnih metoda, koju ¢emo ovde
predstaviti. Krenimo od trokorac¢ne Seme

)
T
()
TV Py (3.9
)
I'(2)
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koja je, ustvari, trostruka uzastopna primena Njutnovog metoda i ne moze se smatrati
pravim visekora¢nim metodom u Traubovom smislu. Prema Traubovoj teoremi (1.3), ovaj
metod ima red konvergencije 2 - 2 - 2 = 8, ali zahteva Sest funkcijskih izracunavanja po
iteraciji. Indeks efikasnosti takvog metoda iznosi F(3.9) = 81/6 = 21/2 5to je, ocekivano,
jednako indeksu efikasnosti Njutnovog metoda. Da bismo poboljsali efikasnost metoda
(3.9), modifikova¢emo iterativnu emu tako da smanjimo broj funkcijskih izracunavanja
po iteraciji i pritom zadrzimo red osam.

Nas pristup zasniva se na zameni izvoda f/(y) i f’(z) u drugom i treéem koraku seme
(3.9) koristeéi aproksimacije

o F@ W)
Ovde su argumenti tezinskih funkcija p i ¢ dati pomocéu
@
f@)’ fy)

a p i ¢ su neke funkcije od jedne i dve promenljive, redom. Primetimo da veli¢ine ¢ i s ne za-
htevaju nova funkcijska izra¢unavanja Sto je povoljnost sa aspekta racunske i informacijske
efikasnosti.

Odredic¢emo uslove koje treba da ispunjavaju funkcije p i ¢ da bi sledeca iterativna Sema
bila optimalna:

flz
—p(t) ;((Z)) ; (3.10)
. z
T =2z—q(t,s) ]{I((,T)) .
Tejlorovi razvoji funkeije p(¢) u okolini 0 i funkcije ¢(¢, s) u okolini (0,0) glase,
p(t) =1+ 2t + p”2('0) 2+ p/;('o) £+ pil('o) . (3.11)

q(s,t) = q(0,0) + ¢:(0,0)t + ¢5(0,0)s
1
+§ [qtt (0, 0)t2 + 2q4s (O, O)ts + Qss (0, 0)82]

1
+§[qm(0, 0)t% 4 3¢115(0,0)t%s + 3155 (0, 0)ts% + qs55(0,0)s] + ..., (3.12)

Indeksi oznacavaju odgovarajudi parcijalni izvod , tj.

_9%HDg(t, s)

0,0) = .
qt...ts...s( ’ ) 81%’“851 (t,5)=(0,0)
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Metod neodredenih koeficijenata se pokazao kao zgodan nacin za odredivanje potre-
bnih koeficijenata Tejlorovih razvoja. Kako ovi razvoji daju vrlo komplikovane izraze po
€ = x — «, iskoristili smo simbolicko izra¢unavanje u programskom paketu Mathematica
i interaktivni pristup objasnjen komentarima C1-C5 datim u nastavku. Naglasavamo da
se svi izrazi mogu jednostavno prikazati koristeéi dati program.

Za potrebe programa realizovanog u programskom paketu Mathematica, koristi¢emo
skracenice

ck= f®)(a)/(k!f'(a)), e=z —a, el=¢ —q.
fx= f('r)v fy= f(y)v fz= f(Z), fix= f/('r)v fla= f’(a),
p2=p"(0), p3=p"(0), pa=p"(0),

q0=¢(0,0), qt...ts...s=q;  +s...5(0,0).

k l K !

Program

fx=fla(e+c2*e?+c3*e3+caxet+chre+c6xeb+cTre’+c8xeB) ;
f1x=D[fx,el; u=Series[fx/f1x,{e,0,8}]; ey=e-u;
fy=fla(ey+c2xey>+c3*ey +cakey?) ;

t=Series[fy/fx,{e,0,8}];f1y=f1x/ (1+2t+p2xt2/2+p3*t3/6+paxt?/24);
ez=Series[ey-fy/fly,{e,0,8}]; fz=fla(ez+c2xez?);
s=Series[fz/fy,{e,0,8}1;
flz=f1x/(qO+qt*t+qs*s+qtt*t?/2+qts*kt*ks+qss*s?/2

+1/6 (qttt*t3+3qtts*t2s+3qtsskt*rs+qsss*s) +qtttt*t?/24) ;

el=Series[ez-fz/f1z,{e,0,8}]; ad4=Coefficient[el,e,4]//Simplify

C1{ 0ut [ad4]=1c2(2¢3 + 2%(p2 — 10)) (¢0 — 1)

q0=1|; ab=Coefficient[el,e,5]//Simplify

C2:| Out[a5]=4c2?(2c3 + c22(p2 — 10)) (gt — 2)

qt=2|; a6=Coefficient[el,e,6]//Simplify

C3: | Out [a6]=—21¢2(2c3+¢22(p2—10)) (2¢3 (gs — 1) +c22 (12 — gtt + (p2 — 10)gs))
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‘ gs=1; qtt=2+p2|; a7=Coefficient[el,e,7]//Simplify

Out [a7]=—15¢22(2c3 4 ¢22(p2 — 10))
C4:| (c2% (96 + p3 — gttt — 30qts + 3p2(qts — 2)) +6¢3 (qts — 4))

‘qts=4; qttt=6p2+p3-24

; a8=Coefficient[el,e,8]//Simplify

Out [a8]=75c2(2¢3 + 2%(p2 — 10)) (12¢3%(gss — 2) — 24c2c4
+c24(qtttt — 8p3 — p4 + 60(qtts + 5gss — 18)) + 3p2(36 — 2qtts + (p2 — 20)gss)
C5: | +12c2%¢3(38 — 10gss — qtts + p2(gss — 1)))

Iz izraza za gresku el=é =3 — a = p(x) — a vidimo da je € oblika
€= () — a = ase + ase® + age® + are” + age® + O(e?). (3.13)

Trokoracni iterativni metod zx11 = (k) imace red konvergencije jednak osam ukoliko
odredimo koeficijente u razvojima (3.11) i (3.12) tako da se a4, as, ag i a7y (u (3.13))
anuliraju. Trazeni koeficijenti dobijaju se izjednacavanjem sa nulom izraza u zasencéenim
delovima formula.

Komentar C1: Najpre, da bismo anulirali koeficijent ay4, iz Out [a4] dobijamo g0 —1 =0
(dato u zasencenom pravougaoniku) tako da biramo ¢0 = 1.

Komentar C2: Izlaz Out [a5] daje jednacinu gt — 2 = 0, te izbor gt = 2 uklanja as.

Nastavljamo na slican nacin i na osnovu C3—C5 odredujemo preostale koeficijente
razvoja (3.11) i (3.12):

q0=1, qt=2, gs=1, qts =4, qit =2+ p2, qttt = 6p2+ p3 — 24,
p2, p3,...qss, qtts... proizvoljni.

Napomena 3.2 U radu [20] kod relacija C4 napravljen je izbor p3 = 0 i gttt = 0 da bi
se eliminisao ¢lan #3 u (3.11) i (3.12), zbog jednostavnosti. Clanovi s2, ts? i s® i tako su
visokog reda i nemaju uticaj na red konvergencije (ne veéi od 8).

Na ovaj nacin dokazali smo tvrdenje.

Teorema 3.2 Ako su p i q proizvoljne realne funkcije sa Tejlorovim razvojima oblika

b
p(t) = 1+2t+§t2+6t3+---, (3.14)
2 6a +b— 24
q(t,s):1+2t+8+%tz—i-élts—i-ng—i—%ﬁ—i—---, (3.15)
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tada familja trokoracnih metoda (3.10) ima red konvergencije osam. Podrazumeva se da
¢lanovi viseg reda u (3.14) i (3.15), koji slede posle navedenih, mogu uzeti proizvoljne
vrednosti.

Napomena 3.3 Velicine ¢ i s u iterativnom metodu (3.10) racunaju se na osnovu veé¢ poz-
natih vrednosti funkcije f(x), f(y) i f(2). Tako je ukupan broj funkeijskih izra¢unavanja
po iteraciji metoda (3.10) jednak cetiri. Na osnovu toga i Teoreme 3.2, zaklju¢ujemo da
iterativni metod (3.10) jeste optimalan u smislu Kunga i Trauba i ima indeks efikasnosti
E(3.10) = 8Y/4 ~ 1.682.

Funkcije p i ¢ u (3.10) mogu uzeti mnogo razli¢itih oblika koji zadovoljavaju uslove
(3.14) i (3.15). U praksi, funkcije p i ¢ se biraju da budu $to jednostavnije, na primer,
racionalne funkcije kao $to su sledece:

14+ Q2= Bt +1)

t) = 3.16
R (3.16)
2+ (6 t2+2 t(4+2
a(t.s) = + (6 +71)t" +2(s +72) + 1(4 + 271 + 135) , (3.17)
2+ 271t — 371t% + 25 + (=8 = 271 — 272 + y3)ts
gde su 8, 71, Y2, 73 proizvoljne konstante. Predlazemo sledece konkretne oblike:
1 14+t+1¢2
t) =1+2t+2t2 )= — )= — 3.18
pl() + + ) p2() 1—92t+ 22’ P3() 1—t+¢2 ( )

)2, (3.19)

5
t,8) =142t +s+32 +4ts, gt :(2t+— b
q1(t, s) s s, qa(t, s) 2 1+t—|—%s

1 1—4t+s

ts) = ts)=— 5
st =T prwm s Y= g

(3.20)

Sve funkcije osim ¢ i g3 slede iz (3.16) i (3.17).

Familija trokoraénih metoda (3.10) testirana je na brojnim nelinearnim jednacinama.
Programski paket Mathematica sa aritmetikom viestruke preciznosti (500 znacajnih ci-
fara) je koris¢en da obezebedi veliku preciznost dobijenih rezultata. Nova familija (3.10)
poredena je sa nekoliko postojecéih trokoraénih metoda (navedenih u nastavku) koji imaju
isti red konvergencije (osam) i takode koriste etiri funkcijska izrac¢unavanja po iteraciji.

Poredenje sa metodima nizeg indeksa efikasnosti od 8'/4 nije potrebno jer takvi metodi
ocigledno nisu konkurentni. Zbog toga smo poredili metode sa istim indeksom efikasnosti
E = 81/4, Napomenimo da trokora¢ni metodi, izabrani za testiranje, su samo predstavnici
klase optimalnih metoda reda osam; ostali metodi iz klase Wg daju aproksimacije priblizno
iste tacnosti.

1) Kung-Traubov trokoraéni metod (1.65) - verzija bez izvoda KT1

2) Kung-Traubov trokoraéni metod (1.66) - verzija sa izvodima KT?2
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3) Trokoracéni metodi Bi, Vu i Rena (1.70) -Testirali smo dva metoda koja pripadaju
familiji (1.70), dobijena izborom dva konkretna oblika funkcije h kao $to je uradeno u
radu [4] (videti (1.70) I) i II)) - BWR1 i BWR2.

4) Trokoraéni metodi Vanga i Liua (1.73) WL - Optimalna familija iterativnih
metoda reda osam predlozena u radu [92] daje veliki broj partikularnih metoda medu
kojima smo odabrali (1.73). Primetimo da prva dva koraka ¢ine dvokoracni metod Os-
trovskog (1.51).

5) Svi gore navedeni metodi, osim KT1, predstavljaju podfamilije ili partikularne metode
familije (3.10), ali nisu svi i partikularni slu¢ajevi restrikovane familije iz rada [20]. Tako
je 1 familija, u nastavku oznacena sa OF [19],

S A C7))
Yk = Tk f/(xk),
f(y) f(xy)

S ) T — 20 21
L f(zk) _ S fl) o f(E)
T et eeetw)” T ) T ) T f)
sa uslovima za optimalan red konvergencije
(0)=1, ¢'(0)=2, ¢"(0)=-2, ¢"(0)=0,
P(0)=1, ¢'(0)=-1, R"(0)] < oo, (3:22)
w(0)=1, «'(0)=-2,

specijalan slucaj (3.10). Specijalno, testiran metod iz familije OF (3.21) je dobijen za
izbor funkcija

p(t) =1—2t —t* —5t* P(s)=1-s+5> ww)=1/1+w)?

Pored gore navedenih metoda testirali smo i razli¢ite metode nove familije (3.10) birajuéi
razne kombinacije parametarskih funkcija p; i g; datih u (3.18). Od mnogih izvedenih
numerickih eksperimenata odabrali smo dva za demonstraciju.

Primenili smo devet konkretnih metoda iz predlozene familije (3.10) kombinujuéi para-
metarske funkcije p; i ¢; date u (3.18), kao i trokoraéne metode 1)-5) na funkcije

filz) = e T T2 _ cos(z + 1) + 23 + 1,

folz) =22 — (1 —2)®
Za odredivanje nule a = —1 funkcije f1 koristili smo pocetnu aproksimaciju zo = —0.3.
Apsolutne greske |z — «| u prve tri iteracije date su u Tabeli 3.3. Za odredivanje nule

a = 0.1437392592... funkcije fo vrednost zg = 0.4 je koriSéena kao pocetna aproksimacija.
Apsolutne vrednosti gresaka |z — | u prve tri iteracije date su u Tabeli 3.4.
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Kao sto se i ocekivalo, brzina testiranih metoda je izuzetna, videti Tabele 3.3 i 3.4.
Nakon mnogih izvrSenih testova nismo mogli da pronademo metod koji bi asimptotski
bio najbolji za sve testirane nelinearne jednacine. Racunski red konvergencije, racunat
po formuli (1.18), bio je veoma blizu 8 (do na tre¢u decimalu) za testirane metode u
svim testiranim primerima. Predlozena familija (3.10) daje trokora¢ne metode koji su
konkurentni sa postoje¢im optimalnim trokora¢nim metodima.

Metodi |21 — o ||z2 — a| |xs — af

(3.10) p1-q1 6.32(—5)[2.97(—37)[7.00(—296)
(3.10) p1-g2 2.64(—5)[2.37(—39)[9.94(—312)
(3.10) p1-g3 2.18(—4)[8.63(—33)|5.27(—260)
(3.10) p2—q1 4.92(—5)|4.61(—38)[2.70(—302)
(3.10) p2-g2 4.39(—5)|1.40(—37)[1.51(—297)
(3.10) p2-g3 2.42(—4)|2.24(—32)|1.18(—256)
(3.10) p3-—q1 5.72(—5)[1.43(—37)[2.22(—298)
(3.10) p3—q2 3.39(—5)|1.77(—38)[9.74(—305)
(3.10) p3—g3 2.28(—4)[1.32(—32)|1.71(—258)
OF (3.21) 8.98(—5)|2.30(—35)[4.24(—280)
KT1 (1.65), v = 0.01|1.32(—4)|4.97(—34)|2.06(—269)
KT2 (1.66) 1.11(—4)[9.99(—35) |4.34(—275)
BWRI1 (1.70)I) 6.26(—5)|7.19(—37)|2.19(—292)
BWR2(1.70)1I) 1.87(—4)(6.46(—33)|1.30(—260)
WL (1.73),a =0  |7.16(—5)|3.47(—36)|1.06(—286)

TABELA 3.3 f(z) = e—itet2 _ cos(x+1)+234+1, a=-1, z=-0.3.

Metodi |1 —al ||lze — a| |Jzs — «f

(3.10) ;1@ 1.12(—3)[1.06(—16)[7.19(— 121)
(3.10) p1q2 5.00(—3)[5.71(—12)[2.48(—83)
(3.10) p1-g3 1.03(—3)(8.21(—18)[1.36(—130)
(3.10) p2-q1 1.70(—3)[1.55(—15) 7.99(— 112)
(3.10) p2-g2 4.94(—3)[1.33(—12)|1.41(—89)
(3.10) p2-g3 1.11(—3)[6.16(—17)|5.64(—123)
(3.10) p3—q1 1.36(—3)|3.79(—16)|1.48(— 116)
(3.10) p3—gqo 4.98(—3)|1.89(—12)|1.92(—87)
(3.10) p3—g3 1.06(—3)[2.72(—17)[5.10(— 126)
OF (3.21) 6.22(—3)|7.08(—12)|2.67(—83)
KT1 (1.65), v = 0.01|3.98(—3)|3.44(—14)|6.30(—103)
KT?2 (1.66) 3.92(—3)|2.90(—14)|1.54(— 103)
BWRI1(1.70) ) 8.94(—3)|7.78(—10)|2.11(—66)
BWR2 (1.70) II)  |4.80(—4)|2.59(—19)|1.95(— 141)
WL (1.73),a =0  [1.59(—2)|1.52(—9) |3.71(—65)

TABELA 3.4 f(z) =22 — (1 — 2)?°, «a = 0.14373925929975369826..., x0 = 0.4.
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3.3 Familija trotackastih metoda bez i sa memorijom

U ovom odeljku razmatraéemo familiju trotackastih metoda predlozenu u radu [21]. Nova
familija reda osam koristi ¢etiri funkcijska izracunavanja po iteracji, Sto znaci da podrzava
Kung-Traubovu hipotezu. Osim toga, nova familija metoda ne zahteva izracunavanje
izvoda funkcije f sto je u mnogim prakti¢nim situacijama pozeljno izbedi.

Imajuéi u vidu da su visekoracni metodi viseg reda konvergencije veé predlozeni u vise
radova, videti, na primer, [3], [4], [14] ,[15], [29]-[31], [43], [47], [85], [92], [93] i opste familije
[44] i [98], predlozena familija trokoracnih metoda moze se posmatrati kao doprinos raz-
matranoj oblasti, ali bez posebnih prednosti. Tako je na$ osnovni cilj bio da, koriste¢i ovu
optimalnu familiju bez memorije kao osnovu, konstruiS§emo vrlo brze trotackaste metode
sa memorijom velike rac¢unske efikasnosti. Polazeéi od jedne stare Traubove ideje [88],
ponovo upotrebljene u radu [72] i znatno unapredene u radovima [68] i [66], postigli smo
veliko poboljsanje efikasnosti i konstruisali odgovarajué¢u familiju trokorac¢nih metoda sa
memorijom. Pokaza¢emo da je red konvergencije nove familije znac¢ajno poveéan variran-
jem vrednosti slobodnog parametra u svakom iterativnom koraku, bez dodatnih funkcij-
skih izra¢unavanja. Ovo znaci da predlozeni metodi sa memorijom poseduju veoma viso-
ku racunsku efikasnost, $to je glavna prednost ovih metoda u poredenju sa postojeéim
viSekora¢nim metodima.

3.3.1 Trokorac¢ni metodi bez izvoda

Neka je « prosta realna nula realne funkcije f : D € R — R i neka je zyp pocetna
aproksimacija nule a. Uvodimo oznake

D) .
E=T—Q, Cj=*= =2,3,...).
1= P Y :
Polazimo od familije dvokora¢nih metoda bez izvoda (2.5), izostavljajuéi indeks iteracije
flx
Yy=x— ()a ’LU:.I—’Yf(I),
flz, w] (3.23)
T =y—h(t,s) /W) ,
flz,w]
fly)  _ f)

gdesut="—"=< i h je funkcija od dve promenljive koja zadovoljava uslove

f@) 7 fw)
h(0,0) = hy(0,0) = hy(0,0) = 1,

(3.24)
hss(0,0) =2, |htt(070)| < 00, |hts(070)| < 00.

Indeksi oznacavaju odgovarajuce parcijalne izvode funkcije h.
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Ako je xp dovoljno bliska pocetna vrednost nuli « funkcije f, familija dvokora¢nih
metoda (3.23) ima red konvergencije ¢etiri (videti odeljak 2.3) i relaciju greske

k1 =Th4+1 — &
= 5e2(1=7f(0))* (¢3(8 a0, 0)~ 2145 (0,0) 44 7'(0) (e (0,0) ~2)) ~2e5)e. (3.25)

Nadalje, razmatra¢emo funkcije h = h(t,s) koje zadovoljavaju uslove (3.24) bez
posebnog naglasavanja. Nekoliko jednostavnih oblika funkcije h dato je u odeljku 2.1:

1) bl s) = 1o
2) h = ! ;
N ()

3) h(t,s)=1+t+s+s%
4) h(t,s)=14+t+s+ (t+s)%

1
5) hlts) = t+1—.

1
(1-t)(1-s)
Sada ¢emo dati konstrukciju familije trokora¢nih metoda koja se zasniva na dvokorac¢noj
familiji (3.23).

Polazimo od trokoracne seme gde su prva dva koraka data sa (3.23), a tre¢i korak je
Njutnov metod, tj.,

Primetimo da funkcija h(t, s) = daje Kung-Traubov metod (1.57).

N (G
Yk = Tk f[xk,wk]’
2k =y — h(tx, Sk)%7 (3.26)
Tk41 = 2k — ;’((Zzl;))’

gde je, kao i u poglavlju 2, wy, = x — v f (zk). Iterativna Sema (3.26) je neefikasna buduéi
da zahteva pet funkcijskih izrac¢unavanja. Iz tog razloga, izvod f’(zx) u tretem koraku
(3.26) zamenjujemo pogodnom aproksimacijom na takav nacin da

1) koristimo iskljucivo postojece podatke,
2) izvodi nisu ukljuceni i

3) red konvergencije nove iterativne trokoracne Seme je najmanje osam uz ¢etiri funkcijska
izraCunavanja.
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Da bismo ispunili ove zahteve, primenjujemo Njutnov interpolacioni polinom stepena tri
sa ¢vorovima wy = x — vf(zk), Tk, Yk 1 2k, dakle,

N3(7) = f(zx) + flze, ye)(T — 2&) + fl28; Yrs 2] (T — 20) (T — yr)
+ flzk, Yk, T, wi| (T — 2) (7 — yi) (7 — zk)- (3.27)

Ocigledno vazi N3(z) = f(zr). Diferenciranjem (3.27) u tacki 7 = zj, dobijamo
N3 (26) = fl2r Yl + fl2h v o) (21— y) + flzrs yrs 2, wi) (2 — yi) (21 — 21). - (3.28)

Uzimajuéi f'(zx) = Nj(zx) u (3.26), konstruisemo novu familiju trokora¢nih metoda bez
izvoda,

R €79
Y = Tk f[l'k,wk],
2k = Yk — h(tk S]JM (k =0,1 ) (3 29)
, f[:vk,wk]’ s 1. .
Tk+1 = 2k — f(zx)
i Nj(zk)’

gde je h tezinska funkcija od dve promenljive koja zadovoljava uslove (3.24). N3 dato je
izrazom (3.28) i moze se jednostavno izra¢unati prema sledeéem algoritmu u pet koraka:

1° Ry =flzy] = 7"0(2 — i(y);
2° Ry = fly,2] = 7“’6@2 — i(x);
S L B ()
£ Ri= flaya) =2,

5° Ni(z) = Ri+ Ra(z —y) + (Lfyﬁ —RQW_

w — w—z
Sledi teorema o konvergenciji familije trotackastih metoda (3.29).

Teorema 3.3 Ukoliko je pocetna aproksimacija xo dovoljno bliska nuli o funkcije f i
tezinska funkcija h zadovoljava uslove (3.24), tada red konvergencije familije trokoracnih
metoda (3.29) iznosi osam.

Dokaz. Neka je N, Njutnov interpolacioni polinom stepena m koji interpolira funkciju
f um+ 1 razlicitih évorova 79, 71,. .., Ty sadrzanih u intervalu Iy i neka je izvod fmtD)
neprekidan u Iy. Tada je greska Njutnove interpolacije data formulom (1.11)

f(erl m
J(T) = Na(r) = Ty, H T—1) (Eely). (3.30)
J=0
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Za m = 3 na osnovu (3.30) dobijamo

(4)
£ = Nolr) = T 7 ) — )7 - ) - ),

uzimajuéi 79 = wg, T = T, T2 = Yk, T3 = 2. Prema tome

ARG

T=Zk 4!

F'(z) = Ny() = [ £/(7) = Ni(7)

Greske aproksimacija iz prva dva koraka (3.29) date su sa

by = Yr — a = ca(l —yf'(a))er + O(e}) (videti (2.17)),

k=2 —a = Ag(a)er + O(e}) (videti (3.25)),

gde je A4 asimptotska konstanta greske familije reda cetiri (3.23) data sa

(2 — wi)(zk — ox) (2K — Yk)-
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(3.31)

(3.32)

(3.33)

Ayla) = 1cQ(1 — v f'(@)*(c3(8 = he(0,0) — 2h45(0,0) 4+ v f (@) (het (0,0) — 2)) — 2¢3)

2
za fiksiranu konstantu v (# f'(«)). Iz (3.32) i (3.33) nalazimo
2 —wp = O(eg), 2x —x, = O(ex), 21—y = O(eR).
Zamenjujudi ocene razlika gresaka (3.34) u (3.31), dobijamo
F'(zk) = N3 (21) = Olep)-

Prema tome
Ny(zk) = f'(z1) (14 O(eR))-

Koristeéi (3.35) u treéem koraku iterativne Sseme (3.29), imamo

Th4+1 = 2k — —f(Zk) = Zk — f(Zk)
! Ni(z) () (1 + O(e}))
=2 — f,(Zk) + f(21)O(e).
f'(zk)

Za Njutnov metod vazi

o f (=)
f'(zk)

Primetimo da je

—a=cy(zk — ) +0((zr — a)?) = 025i,z + O(Ez,z)-

flz) = (2 — a)g(2n) = ex,29(21), g(a) # 0.
Uzimajuéi u obzir (3.37) i (3.38), na osnovu (3.36) vazi

€kl = Thy1 — & = cogp, + O(} ) + €,29(26)O(e}) = O(e}),

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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s obzirom da je gx,, = O(e}). Iz poslednje relacije greske zakljuéujemo da je red konver-
gencije familije (3.29) osam, ¢ime zavrsavamo dokaz teoreme. [J

Napomena 3.4 Dokaz prethodne teoreme moze biti izveden i uz pomoé¢ Tejlorovog
razvoja i simbolickog rac¢una u programskom paketu (npr., Mathematica ili Maple). Na
ovaj nacin dolazimo do relacije greske

Skt = 70— (0))* [ ~2¢5 + A8+ 7 (@) (e (0,0) — 2) ~ hu(0,0) — 200, 0))
X (201 = 26a¢3 + 38 + 1/ (0) (R (0,0) = 2) = hua(0,0) = 211 (0, 0)) |
+O@E). (3.39)

Relacije greske trokora¢nih metoda (3.29) za partikularne slucajeve 1)-5) oblika funkcije
h, gore navedenih, mogu biti dobijene iz relacije (3.39). Odgovarajuéi izrazi su navedeni u
nastavku:

h(t,s) =1+t+s+s i h(t,s)=t+1/(1—s),
ert1 = (1 - Wf/(a))%% [03 + C%(Wf/(a) —4)(cac3 —ca + C%(Wf/(a) - 4))} 52 + O(EZ)-

ht,s) =(14+1)/(1—s),
et = (1= 7f"(@) S es + B0 (@) = B)(eacs — e + (7' (@) = 3)) | ek + O(eD).

h(t,s) = 1/((1 =1)(1 = s)),

ept1 = (1 — 7f’(04))4c§(20§ — 03)(203 — coc3 + 04)5i + O(az).

h(t,s) =1+t+s+ (t+ )2,
epr1 = (1 — ’yf’(oz))%%(c% - 03)(03 — cacy + 64)52 + O(EZ).

3.3.2 Nove familije trokoracnih metoda sa memorijom

Na osnovu relacije greske (3.39) mozemo zakljuciti da je red konvergencije familije (3.29)
jednak osam kada je v # 1/f'(a). Kada bismo postigli v = 1/f’(a), moze se dokazati da
bi red konvergencije familije (3.29) bio 12, medutim, vrednost f’(«) u praksi nije poznata.
Umesto tacne vrednosti f'(a), mozemo koristiti aproksimaciju f'(a) &~ f'(a), izracunatu
na osnovu postojedih informacija. Tada, uzimajudi v = 1/f(a) u (3.29), mozemo postici
da red konvergencije modifikovanih metoda bude veci od 8, bez koris¢enja novih funkcijskih
izracunavanja. Vide¢emo kasnije da se f’(«) ra¢una na osnovu informacija iz prethodne i

tekude iteracije, drugim rec¢ima, f’(a) zavisi od iterativnog indeksa k.

U ovom odeljku posmatra¢emo sledeca ¢etiri metoda za aproksimaciju f’(«) :
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= flxk) = f@p—1)

(I) f(a) = (osnovni metod secice).
Tk — Tk—1
@ fl(a) = o) = ) (poboljsani metod secice).
Lk = Yk—1
M) f'(a) = o) = 1) (najbolji metod secice).
Tk — Zp—1
IV)  f'(a) = Nj(ax) (Njutnov interpolacioni metod).
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Nao(7) = Na(7; 2k, 2k—1,Yk—1) je Njutnov interpolacioni polinom stepena dva, postavljen

kroz tri najbolje dostupne aproksimacije (¢vorove) xg, zk—1 1 Yr—1-

Formula v, = 1/f'(a) za k = 1,2,... za izracunavanje parametra y = 7% u toku
svakog iterativnog ciklusa predstavlja glavnu ideju pri konstrukeiji metoda sa memorijom.
Podrazumeva se da pocetnu ocenu g treba izabrati pre pocetka iterativnog procesa, na
primer, kori§éenjem nekog od nacina predlozenih u [88, str. 186]. Na osnovu metoda (I)—

(IV), dajemo sledece ¢etiri formule za ra¢unanje samokorigujuceg parametra ~y :

T — T
Vi = —f(xk) TP (metod (T)),
- Tk — Yk—1 m
™= T = fy et )
Tk — Rk—1

Ve = m (metod (II1)),

(metod (IV)),

~

2 (T
gde je,
, d
Nj(ax) = [ = Na(7)]
= flag, zb—1] + flor, 2b—1, Ye—1](@r — 2k—1)

= flzw, 2b—1) + fler, Yo—1] — fl2p—1, Yp—1]-

T=Tk

(3.40)
(3.41)
(3.42)

(3.43)

(3.44)

S obzirom da se 7, ratuna tokom iterativnog procesa koristeéi (I)—(IV), zamenom -
umesto v u (3.29), konstruisemo slede¢u familiju trokora¢nih metoda sa memorijom koja

ne koristi izvode

f(zk)

TS T NG
3

Yk =T — %7 wy = xk — Y f (Tk),
zkzyk—h(tk,sk)%, (k:(),l,...

(3.45)
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gde je h tezinska funkcija od dve promenljive koja zadovoljava uslove (3.24). Koristimo
termin metod sa memorijom sledeéi Traubovu klasifikaciju [88, str. 8] kao i ¢injenicu da
se izraCunavanje parametra 7y, vrsi na osnovu podataka dostupnih iz trenutne i prethodne
iteracije. Ubrzani metodi dobijeni uz pomo¢ varijabilnog parametra mogu se jos i zvati
samo-ubrzavajuci metodi.

3.3.3 Teorema o konvergenciji

Da bismo odredili brzinu konvergencije familije trokora¢nih metoda sa memorijom (3.45),
gde se v racuna prema jednoj od formula (3.40)—(3.43), koristi¢emo koncept R-reda ko-
nvergencije koji su predlozili Ortega i Rajnbolt [58] i pozivademo se na Teoremu 1.4.

Teorema 3.4 Neka se parametar vy, u iterativnoj Semi (3.45) izracunava prema formu-
lama (3.40)—(3.43). Ako je pocetna aproksimacija xo dovoljno blizu nule o funkcije f,
tada R-red konvergencije trokoracnih metoda (3.45)A(3.40), (3.45)A(3.41), (3.45)A(3.42) i
(3.45)A(3.43) sa memorijom je bar 2(2 + \/5) ~ 8.47, 9, 10 i 11, respektivno.

Dokaz. Neka je {z} niz aproksimacija generisan iterativnim metodom (IM). Ako ovaj
niz konvergira ka nuli « funkcije f sa R-redom Og((IM),«) > r, pisaéemo

€pt1 ~ Dy rer, en =2 — q, (3.46)
gde Dy, tezi asimptotskoj konstanti greske D, metoda (IM) kada k — oco. Dakle,

r s T T2
€k+1 ~ Dip(Di—1,r€_1)" = Dk,er—l,rgk—l' (3.47)

Na osnovu relacija gresaka (3.32), (3.25) i (3.39) dobijamo odgovarajudée relacije gresaka
za metode (3.45) sa memorijom, izostavljajuéi ¢lanove viseg reda

Ehy =Yk —a~ca(l — ”ykf'(a))si, (3.48)
2
Ene =2 — a ~apa(l — e f' (@) e, (3.49)
4
1 = Tpp1 —a ~ aps(l — 7 f'(a)) €} (3.50)

Izrazi za ay 4 1 ag,g su oCigledni na osnovu (3.25) i (3.39) i zavise od iterativnog indeksa s
obzirom da se 7j izra¢unava u svakom iterativnom koraku.

Neka je € = x — a. Koristec¢i Tejlorov razvoj u okolini nule a, dobijamo
flz) = f’(a)(€+6282+C3s3+C454+...). (3.51)

Ova relacija bice korisc¢ena za razlic¢ite vrednosti x. Odredi¢emo R-red konvergencije fami-
lije (3.45) za sve pristupe (3.40)—(3.43) primenjene za izracunavanje ;.
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Metod (1), i se izracunava na osnovu (3.40):

Koristeéi (3.51) za ¢ = x i © = xk_1, imamo

flar) = flor) (o) (ex +eocf +esef+..) — (w1t eaef  +esef y +--)
Tk — Tho ek — Ek-1

= f'(a)(1 + co(er +en—1) + cs(ef + encho1 +og) ... )
= f’(oz)(l + CQ(E‘k + Ekfl) + O(Ei,ﬁ).
Na osnovu ovog ratunamo 7, pomoéu (3.40) i dobijamo
1=y f (@) = caler +ep_1) + O(e2_,) ~ cach1. (3.52)

Zamena (3.52) u (3.50) daje
Ehi1 ~ Gk gCaEL_1E%. (3.53)

Iz (3.53) zakljutujemo da postoji konstanta 7 takva da vazi nejednakost
ekl < mlekl®ler—1]". (3.54)
Polazeéi od (3.54) i imajuéi u vidu Teoremu 1.4 formiramo kvadratnu jednacinu
r? —8r—4=0.

Pozitivno resenje r* = 2(2 + v/5) ~ 8.47 ove jednagine daje donju granicu R-reda konver-
gencije metoda (3.45)A(3.40).

Metod (II), 7 se izracunava prema (3.41):

Sli¢no izvodenju (3.52), odredujemo 7 na osnovu poboljsanjog metoda secice (3.41) i
dobijamo

1=y f'(@) = calern +er—1,y) + O(eh_1,) ~ c2r-1,y- (3.55)

Pretpostavimo da iterativni niz {yx} ima R-red p, tada, imajuéi u vidu (3.46),
€y ~ Dipel ~ Diop(Di—1,r€5-1)" = Dkvai_l,TEZp_y (3.56)
Kombinujuéi (3.46), (3.48), (3.55) i (3.56), nalazimo

Eky ~ c2(1 = f'(a))eq ~ calcachot,y)er
~ ¢5(Dg-1peh_ 1) (Di-1.,65_1)°
= 3Di1pDi 1 e (3.57)

Na osnovu (3.46), (3.53) i (3.56) sledi
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4_4 8 4 P 4 8
Ek+1 ™~ Ak,8CoEL 1 yEk ™ ak7802(Dk—1;P8k71,y) (Di—1,r€5—1)

_ 4 M4 8 8r+4-4p
= ak,8Co Dy pDiq yE5 1 - (3.58)

Uporedujuéi eksponente €1 na desnoj strani izraza (3.56) i (3.57), kao i na desnoj
strani (3.47) i (3.58), formiramo sledeéi sistem jednacina

rp—2r—p=20,
r2 —8r —4p =0,

sa netrivijalnim resenjima p = 9/4 1 r = 9. Zakljuéujemo da je R-red konvergencije metoda
sa memorijom (3.45)A(3.41) ne manji od devet.

Metod (III), vy izracunavamo prema formuli (3.42):

Razmatrajuéi metod secice (3.42) pretpostavimo da je iterativni niz {z,} R-reda s, tj.,

€k,z ~ D sef, ~ D s(D—1,r€5_1)° = Dk,sDZ—l,rgzs—l' (3.59)

Nastavljajudi na slican nacin kao kod prethodnih metoda (I) i (IT), kreéemo od relacije
(3.42) i dobijamo ocenu

1—yf'(a) = caler + er—1,2) + O(eh_1 ) ~ C2k1,,
Sto daje relacije gresaka

Ehz ~ apa(l — WS (@)eh ~ apacaDy_y Dy ef (3.60)

ekt ~ aks(l = f'(@)'ef ~ arscaDi_y DRy ep i (3.61)

Porede¢i eksponente greske ex—1 koji se javljaju u parovima relacija (3.59)A(3.60) i
(3.47)A(3.61), dolazimo do sistema jednacina

rs —4r —2s =0,
r2 —8r —4s =0.

Kako je netrivijalno resenje ovog sistema dato sa s = 5 i r = 10, zaklju¢ujemo da je R-red
metoda sa memorijom (3.45)A(3.42) ne manji od deset.

Metod (IV), i odredujemo prema (3.43):

Prema ranijim zakljuccima iskazanim formulama (3.44) i (3.51) vazi
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No(wx) = flar, ye—1] + flor, ze—1] — flzr—1, yr—1]
flaw) = flye—1) | flaw) = flzr—1)  flar—1) — flyn—1)

= +
T — Yk—1 Ty — Zk—1 Zk—1 — Yk—1

_ Sln) = flyw—r) | Flon) = flaey) - flae) = fgn-1)
€k — E€k—1,y €k —E€k—1,z2 €k—1,2 — €k—1,y

en—eh-1y tca(eh —eh_y,) teslel —el_y )+

= f'(a)

€k —Ek—-1,y

ek —en-1zFea(ef — i) Fes(ER — i)+

€k — Ek—1,z

k12— Eh-1y + C2(€5_ 1, — Ei*l,y) +es(ep . — 5%4,7;) +...

€k—1,z — €k—1yy
(a)(l + 2¢o0e) + Cg({:‘kflyy{:‘k,lyz + EkEr—1,y T EkEL—1,2 T+ 25%) + .. )
(a)(1 + csep—1,yEx—1,2 + O(er)),

f/
f/
Na osnovu toga i (3.43) dobijamo ocenu

L= f'(a) ~ cagh—1yEh-1,2- (3.62)

Koristeéi (3.62) i ranije izvedene relacije, dolazimo do relacija gresaka meduaproksimacija

Ehy ~ C2(1 — W' (Q))eh ~ cac3Er—1,yEk—1,254
~ €2¢3(Dy—1,peh_ ) (Dr—1,56% 1) (Dk-1,rE5_1)

2 2r+4-s+
= cac3Dy—1pDk—1,sDi_1 6,17, (3.63)

/ 2.4 2.4
Ehz ~ apa(l — W f' () ek ~ apa(cser—1,ye-1,2)"cx
2 2 2 4
~ ak,45(Dr—1,p8}_1)" (Dr—1,5€% 1) (Dr—1,r6 1)
_ 212 2 4 4r+2s+2p
= agac3Dy_q ,Di_q ¢Di_1 0611 . (3.64)
Na slican na¢in nalazimo i relaciju greske krajnje aproksimacije u okviru posmatrane
iteracije
' 4_8 4.8
rr1 ~ ars(l — e f'(a)) ex ~ aks(cser—1,yer-1.2)"ck
4 4 4 8
~ ap,8¢3(Di—1,p€_1)" (Di-1,565_1)" (Dr—1,r€k_1)

_ 44 4 8 8rdds+dp
= ak,8¢3 D1, Di_1 sDi—1,€5_1 . (3.65)

Poredeéi eksponente greske €,_; u parovima relacija (3.56)A(3.63), (3.59)A(3.64) i
(3.47)A(3.65), formiramo sistem od tri jednacine po nepoznatim p, sir
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rp—2r—(p+s) =0,
rs—4r—2(p+s)=0,
r? —8r—4(p+s)=0.
Netrivijalno reSenje ovog sistema je
p=11/4, s=11/2, r=11

i zakljucujemo da je donja granica R-reda metoda sa memorijom (3.45)A(3.43) jedanaest.

Ovim zavrsavamo analizu svih ubrzanih metoda (3.40)—(3.43) ¢ime je dokaz Teoreme
3.4 kompletiran. O

3.3.4 Numericki primeri

Testirali smo familiju trokoraénih metoda (3.29) koristeéi programski paket Mathematica
sa aritmetikom viSestruke preciznosti. Pored ove familije, testirano je i nekoliko trokora¢nih
iterativnih metoda (IM) optimalnog reda osam predstavljenih u radovima [3], [4], [14] ,[15],
[29]-[31], [43], [47], [85], [92], [93] koji takode koriste ¢etiri funkcijska izracunavanja. Medu
njima izabrali smo sledeca Cetiri zbog demonstarcije osobina konvergencije:

Trokoraéni metodi Bi, Vu i Rena (1.70) 1) i IT) , oznaceni sa BWR1 i BWR2,
Trokoraéni Kung-Traubov metod bez izvoda (1.65), krace KT1,
Trokoraéni Kung-Traubov metod sa izvodima (1.66), krace KT2,

Sarma—Sarmin metod (1.72), krace SS.

Greske aproksimacija |z — |, dobijene metodima (3.29), (1.70), (1.65), (1.66) i (1.72),
date su u Tabelama 3.5 1 3.6. Ove tabele sadrze i vrednosti ra¢unskog reda konvergencije r.
koji se racuna po formuli (1.18) uzimajuéi u obzir poslednje tri aproksimacije u iterativnom
procesu. Odabrali smo sledece test funkcije:

f(x) — em2+mcosm_1 sinmz + zlog(rsinxz + 1), a =0, zo = 0.6,
f(z) = log(1 4 %) + et 32 sinz, =0, zo = 0.35.

Na osnovu rezultata datih u Tabelama 3.5 i 3.6, kao i mnogih testiranih primera,
mozemo zakljuciti da svi primenjeni metodi konvergiraju veoma brzo. Iako trokorac¢ni
metodi familije (3.29) u posmatranim primerima daju najbolje aproksimacije, ne mozemo
tvrditi, u opstem slucaju, da su bolji od ostalih trokora¢nih metoda optimalnog reda osam:;
brojni testovi su pokazali da razmatrani metodi daju rezultate priblizno iste ta¢nosti. Iz
poslednje kolone Tabela 3.5 i 3.6 mozemo zakljuciti da je racunski red konvergencije r.
vrlo blizak teorijskom redu.
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Metodi |21 —a] ||z2 —«f lxs — af re (1.18)
(3.29) h(t,5) = (L+ 0)/(1 —5), v = —0.1]0.649(—4)]0.497(—33) |0.586(—266)|8.000
(3.29) h(t,s) =1+t + s+ 52 0.645(—4)0.127(—32) [0.290(—262) |8.000
(3.29) h(t,s) =1+t +s+ (t+s)? 0.658(—4)|0.421(—34) [0.117(~275) |7.999
(3.29) h(t,s) = t+1/(1 — s) 0.645(—4)[0.127(—32) |0.284(—262) [8.000
BWRI1 (1.70) 0.166(—2)|0.221(—21) [0.221(~172)|7.999
BWR2 (1.70) 0.241(—2)0.221(—19) [0.118(—155) | 7.998
KT1 (1.65), v = 0.01 0.126(—2)0.370(—23) [0.198(~187) |8.000
KT?2 (1.66) 0.114(—2)0.152(—23) [0.154(—190) |8.000
SS (1.72) 0.136(—2)|0.279(—23)|0.876(—189) | 7.999

TABELA 3.5 Trokora¢ni metodi bez memorije
flz)= e e cos w1 gin g zlog(zsinz + 1), a =0, 2o = 0.6, v =—0.1

Metodi lx1 —a] ||z2 — af |zs — «f re (1.18)
(329) h(t,s) = A1+ 0)/(1—s) _ |0.288(—5)|0.156(—41)]0.117(—331)|8.000
(3.29) h(t,s) =1+t + s+ s2 0.479(—5) |0.208(—39) [0.262(—314) [8.000
(3.29) h(t,s) = 1+t + s+ (t + 5)2[0.272(~5)|0.504(—43) [0.701(—345) | 7.999
(3.29) h(t,s) = t+1/(1 —s) 0.499(—5)|0.291(~39) |0.385(—313) [8.000
BWRI1 (1.70) 0.570(—4)|0.898(—31){0.341(—245)|7.999
BWR2 (1.70) 0.622(—4) |0.106(—29) [0.772(~236) |7.999
KT1 (1.65), v = 0.01 0.877(—4)|0.218(—30) [0.314(—243) |7.999
KT?2 (1.66) 0.845(—4)|0.169(—30)|0.426(—244) |7.999
SS (1.72) 0.782(—4) |0.832(—31) [0.136(—246) |7.999

TABELA 3.6 Trokora¢ni metodi bez memorije
f(x) = log(2? — 2z +2) + ev?—bu+d sin(z — 1), a=1, z9=135 vy=-0.1

Numericki eksperimenti takode su izvrSeni primenjujuéi familiju (3.45) trokoraénih
metoda sa memorijom na iste, gore navedene funkcije, sa istim pocetnim vrednostima (z i
v0). Apsolutne vrednosti |z, — | prikazane su u Tabelama 3.7 i 3.8. Porededi rezultate date
u Tabelama 3.7 i 3.8 (metodi sa memorijom) sa odgovarajuéim rezultatima predstavlje-
nim u Tabelama 3.5 i 3.6 (metodi bez memorije), primeéujemo bitno poboljsanje ta¢nosti
aproksimacija kod metoda sa memorijom.

Kvalitet metoda za izra¢unavanje 7 (3.40)—(3.43) moze se takode uociti iz Tabela 3.7
i 3.8: Njutnova interpolacija daje najbolje rezultate, sto je i bilo ocekivano budué¢i da
daje najvedi red 11. Sto su bolje aproksimacije (iz skupa xk_1,yk—1, 2xk—1) primenjene kod
metoda secice (I), (II) ili (IIT), to se dobija brzi metod. Rac¢unski red konvergencije, dat
u poslednjoj koloni Tabela 3.7 i 3.8, nije toliko blizak teorijskim vrednostima kao §to je
bilo u slu¢aju metoda bez memorije (videti Tabele 3.5 i 3.6), ali je i dalje prihvatljiva
ocena brzine konvergencije imajuéi u vidu da metodi sa memorijom imaju kompleksniju
strukturu s obzirom da koriste informacije iz dve sukcesivne iteracije.
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Metodi [ler —of Jlza —of [lzs —of [re (1.18)
h(t,s) =1 +1t)/(1—s)
0.649(—4)[0.264(—35)[0.161(—301
0.649(—4) [0.117(—39) [0.460(—359
0.649(—4)|0.177(—41)|0.222(—416
0.649(—4) [0.150(—47) [0.433(~525

h(t,s) = /[ —0(1L—9)]
0.653(—4)]0.111(—35)]0.157(—304
0.653(—4)|0.140(—39)|0.208(—358
0.653(—4)|0.192(—41)|0.468(—416
0.653(—4)|0.157(—47)|0.680(~525

h(t,s)=1+t+s+s2
0.645(—4)]0.108(—34)]0.965(—296
0.645(—4)|0.943(—39){0.615(—351
0.645(—4)|0.136(—40)|0.199(—407
0.645(—4)|0.138(—46)|0.198(~515

h(t,s) =1+t +s+ (t+s)?
0.596(—36)[0.585(—307
0.759(—40)|0.833(—361
0.103(—41) |0.455(—421
0.103(—47)|0.275(~528
h(t,s)=t+1/(1—s)
A(3.40)[0.645(—4)[0.108(—34)]0.944(—296
A(3.41) [0.645(—4) |0.939(—39) |0.588(—351
A(3.42) [0.645(—4) |0.135(—40) |0.182(—407
A(3.43)[0.645(—4) |0.110(—46) |0.240(—516

8.481
8.936
9.980
10.944

(3.45)A(3.40
(3.45)A(3.41
(3.45)A(3.42
)

)
)
)
(3.45)A(3.43)

NN AN N

8.462
8.939
9.981
10.944

(3.45)A(3.40
(3.45)A(3.41
(3.45)A(3.42
)

)
)
)
(3.45)A(3.43)

NN AN INY

8.482
8.962
10.002
10.987

(3.45)A(3.40
(3.45)A(3.41
(3.45)A(3.42
)

)
)
)
(3.45)A(3.43)

NN NI N

(3.45
(3.45
(3.45
(3.45

A(3.40
A(3.41
A(3.42
A(3.43

8.458
8.931
10.035
10.971

=

) )
) )
) )
) )

N ZNIPENIPEND

(3.45
(3.45
(3.45
(3.45

8.482
8.962
10.002
10.982

NN NI N

)
)
)
)

NSNS NSNS

TABELA 3.7 Familije trokora¢nih metoda sa memorijom

flz) = e e cos w1 gin g 4 zlog(zsinz +1), =0, 29=0.6, v =-0.1

R-red konvergencije familije (3.45) sa memorijom je poveéan sa 8 redom na 2(2++/5) ~
8.472,9, 10 i 11, zavisno od kvaliteta primenjenog metoda ubrzanja definisanih pomocéu
(3.40), (3.41), (3.42) i (3.43). Naglagavamo da postignuto ubrzanje konvergencije je ost-
vareno bez dodatnih funkcijskih izracunavanja, Sto ukazuje na visoku racunsku efikasnost
predlozenih metoda sa memorijom. Na kraju, napomenimo da je red metoda (3.45) sa
memorijom veéi od osam, ali ovo ne opovrgava Kung-Traubovu hipotezu jer se ona odnosi
isklju¢ivo na metode bez memorije kao $to su (3.29).

Napomena 3.5 Iz Tabela 3.7 i 3.8 primecujemo da su aproksimacije dobijene familijom
(3.45) koja koristi tezinske funkcije

h(t,s) =1+t+s+s> i h(t,s)=t+1/(1—2s)

dosta blizu jedne drugih. Ova sli¢nost postaje jasnija posle razvoja

1
t—|—1—:(1—|—t—|—s—|—52)—|—53—|—~-~ .
— S
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Metodi [ler —of Jlza —of [lzs —of [re (1.18)
h(t,s) =1 +1t)/(1—s)
0.288(—5)0.481(—44)[0.433(—373
0.288(—5) 0.240(—47) [0.621(—426
0.288(—5)|0.135(—49) [0.181(—496
0.288(—5) [0.150(—54) [0.489(— 600
h(t,s) =1/[1 —t)(1 —s)]
0.922(—6)]0.172(—47)]0.119(—402
0.922(—6) |0.243(—51) [0.744(— 462
0.922(—6) |0.175(—53) [0.255(~535
0.922(—6) [0.194(—58) [0.836(—643
h(t,s)=1+t+s+s2
0.479(—5)0.237(—41)[0.469(—350
0.479(—5) [0.539(—45) [0.944(— 405
0.479(—5)|0.277(—47) [0.242(— 472
0.479(—5)|0.293(—52) |0.180(—574
h(t,s) =1+t +s+ (t+s)?
0.272(—5)[0.184(—44) [0.294(—377
0.272(—5)|0.260(—48) [0.138(—434
0.272(—5) [0.234(~50) [0.157(—504
0.272(—5) |0.268(—55) [0.473(—608
h(t,s)=t+1/(1—3s)
0.499(—5)]0.332(—41)[0.815(—349
0.499(—5) [0.754(—45) [0.194(—403
0.499(—5) |0.381(—47) [0.580(—471
0.499(—5)|0.407(—52)|0.673(—573

~

8.486
8.997
10.081
11.069

(3.45)A(3.40
(3.45)A(3.41
)
)

= =

(3.45)A(3.42

)
)
)
(3.45)A(3.43)

)
)
)
)

8.511
9.006
10.097
11.094

(3.45)A(3.40
(3.45)A(3.41
(3.45)A(3.42
)

)
)
)
(3.45)A(3.43)

) )
) )
) )
) )

8.503
9.006
10.064
11.061

(3.45)A(3.40
(3.45)A(3.41
(3.45)A(3.42
)

)
)
)
(3.45)A(3.43)

)
)
)
)

— — O —

)
)
)
)

(3.45
(3.45
(3.45
(3.45

A(3.40
A(3.41
A(3.42
A(3.43

8.496
8.979
10.078
11.054

= =

=
=

)
)
)
)

NN NN

)
)
)
)

=

»

(3.45
(3.45
(3.45
(3.45

A(3.40
A(3.41
A(3.42
A(3.43

8.503
9.005
10.063
11.060

NSNS NS
— — — —
NONIP NN

)
)
)
)

NSNS NSNS

TABELA 3.8 Familije trokora¢nih metoda sa memorijom

f(x) =log(x? — 2z +2) + v —ba+d sin(zx — 1), a=1, xzo=1.35 ~ =-0.1

3.4 Primedba o sli¢cnosti metoda

Ovde ¢emo ukratko ukazati na odredene slicnosti izmedu pojedinih trokora¢nih metoda za
resavanje nelinearnih jednacina optimalnog reda osam [18]. Specijalno, pokaza¢emo da je
metod objavljen u [89] direktno specijalan slucaj familije trokoraénih metoda predlozenih
ranije u [90]. Takode dajemo komentar o sli¢nosti metoda predlozenih u [47] sa metodima
prethodno izloZenim u veé¢ pomenutom radu [90]. Ovde nije re¢ o metodima koji se dobijaju
iz postojecih familija slozenim transformacijama, ve¢ o o¢iglednim specijalnim slucajevima.

Tokom poslednjih par godina razvijeno je nekoliko optimalnih trokora¢nih metoda koji
koriste samo ¢etiri funkcijska izra¢unavanja, videti [90], [89], [3], [4], [14] ,[15], [29]-[31],
[43], [47], [85], [92], [93]. Jedan od njih je familija metoda reda osam predlozena u radu
[90] oblika:
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Yk = Tk — Jlzi)
o o + b )
= Ik a —
=G IZ)J;( i ((b) o, (yk),f( )( bER, kf( o),1,...) (3.66)
— S (2 2k w 2k
T T T >M< >)+ Fln) —afGn) T (f@,c))}

gde su @ i w proizvoljne realne funkcije koje zadovoljavaju uslove

0) =2, ¢"(0) =10 — 4b, ¢""(0) = 12b% — 72b + 72,
¢'(0) =2, ¢"(0) ©"(0) (3.67)
w

1,
w(0) =0, w'(0) =4,
a a i b su realni parametri. Primetimo da prva dva koraka ¢ine Kingovu familiju metoda
cetvrtog reda (1.50). Familija metoda (3.66) definise veliki broj razli¢itih trokoracnih
metoda s obzirom da, pored parametara a i b, i parametarske funkcije ¢ i w koje za-
dovoljavaju uslove (3.67) mogu biti birane na razne nacine.

Odmah posle publikovanja familije (3.66) u radu [90], prvi autor pomenute familije
objavio je u [89] trokora¢ni metod nazvan ,novi metod Njutnovog tipa (N™)” birajudi
m =15, 6, 718. Svi ovi metodi koriste Cetiri funkcijska izra¢unavanja po iteraciji i imaju
red m. Ocigledno, prema Kung-Traubovoj hipotezi [44], metodi tipa (N®), (N%),i (N7)
nisu optimalni i nisu od prakti¢nog interesa. 1z tog razloga, koncentrisa¢emo se na jedini
optimalni metod, nazvan ,novi metod reda osam Njutnovog tipa (N®),” koji je oblika

I €70
Yk = Tk f/(xk)v

fler)? + fyr)?
f(@r) (f (xr) — flyr))’

BN e s fl) | fa) ] fe)
Th4+1 = 2k [(1—%) 2ty 6tk+f(yk)+4f(xk) Flar)’

2k = Tk — (k = 0, 1, . ) (3.68)

gde je tx = f(yr)/f(xk)-
Jednostavno se pokazuje da izbor b = 1 u drugom koraku (3.66) daje

f(@r)® + f(yr)?
S'(@e) (f(xn) — flg)’

§to je ekvivalentno drugom koraku u (3.68). Primetimo da prva dva koraka u (3.68) definisu
dvokora¢ni metod koji su ponovo otkrili Kou, Li i Vang (1.53) [42].

2k = T —

Neka su funkcije ¢ i w koje se javljaju u (3.66) oblika

1+4t2\2
1“1 - ) — 212 — 613, w(t') =4t', (3.69)

o(t) = (

gdesut= f(y)/f(z)it = f(2)/f(x). Na osnovu (3.69) nalazimo
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0(0) =1, ¢'(0) =2, ¢"(0) =6, ¢"(0) =12, w(0) =0, &'(0) =4,

§to se poklapa sa uslovima (3.67) za b = 1, veé¢ izabranim u drugom koraku (3.66).
Napomenimo da je funkcija ¢ iz (3.69) ubacena u (3.68) bez jasne motivacije, izvodenja
ili citiranja izvora (videti [89)]).

Prema prethodnom razmatranju, mozemo zakljuciti da je metod (3.68) specijalan slucaj
familije (3.66) za b =1, i ¢ i w datim sa (3.69). Formalno, mozemo izabrati a = 0 u (3.66)
ali ovaj izbor je irelevantan.

Govoredi o opstem metodu (3.66) 1 njegovim specijalnim slu¢ajevima, mozemo posma-
trati jo§ jedan trokoracéni metod sliéne strukture publikovan u [47]

I (CT)
T
R (€ (=) (@eR, k=0,1,...), (3.70)

() flae) —2f(yr)’
)

_, I (zk (wr) — flyr) \? f(zr) .
Thtl = 2 = f()K(a%ﬂﬂ%Q*J@w—wuw+“k*

gde je sk, = f(zr)/f(z) 1 G je proizvoljna realna funkcija koja zbog postizanja optimalnog
reda konvergencije zadovoljava uslove G(0) = 0, G'(0) = 4. U radu [47] za metod (3.70) i
njegovu varijantu dobijenu specijalnim izborom G(s) = 4s/(1 4+ a2s) (a2 € R) naglaseno
je da se radi o novim metodima.

Primetimo da je drugi korak u (3.70) dobijen iz drugog koraka (3.66) izborom b = 0
(8to daje metod Ostrovskog (1.51)). Parametarska funkcija ¢ u tre¢em koraku (3.66) daje
veliki broj razli¢itih metoda. StavisSe, imajuci u vidu da je b = 0 i birajuéi funkciju

1—t\2
o) = (=) =Fw)/f@) (3.71)
u (3.66), vidimo da su uslovi (3.67) zadovoljeni (za b = 0). Medutim izbor za ¢ definisan
u (3.71) daje prva dva ¢lana izraza unutar uglastih zagrada u treéem koraku (3.70). S
obzirom da funkcije G (u (3.70)) i w (u (3.66)) zadovoljavaju iste uslove, jasno je da je
trokora¢ni metod (3.70) specijalan slucaj familije (3.66).

Metod (3.70) je uopsten u radu [47] na sledeci nacin

SN A7)
T
o flyk) o fy)
= v = o (Fa) (3.72)
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gde su H, U, V i W realne funkcije. Lako je zakljuéiti da je iterativni metod (3.72) u
osnovi kombinacija Cun-Petkoviéevog dvokoraénog metoda (1.58)

o fw)
Yk = Tk f’(:ck)7
s =~ L (L]

i tredeg koraka metoda (3.66).

Na kraju, napomenimo da rad [90] nije citiran u radovima [89] i [47]. Cunov metod
(1.58) je formalno ukljucen u listu referenci rada [47], ali nije naveden nigde u radu.
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Trokoracni metodi konstruisani
inverznom interpolacijom

U ovom poglavlju opisani su viSekora¢ni metodi za resavanje nelinearnih jednacina, kon-
struisani inverznom interpolacijom, nazvani interpolacioni iterativni metodi. Osnovna
ideja potice od Nete, jednog od autora rada [69] koji je izveo veoma brz trokoraéni
metod R-reda konvergencije 10.815 osamdesetih godina proslog veka, videti [53]. U pr-
vom odeljku ovog poglavlja opisan je dvokora¢ni metod sa memorijom reda konvergencije
(54 V/17)/2 ~ 4.561. Visekoraéni metodi sa memorijom viseg reda, takode zasnovani na
inverznoj interpolaciji, izlozeni su u odeljku 4.2. U cilju poredenja trokora¢nih metoda
konstruisanih pomoéu inverzne interpolacije, u odeljku 4.3 ukratko je opisan metod ne-
davno predlozen u radu [56], koji u prva dva koraka koristi optimalnu familiju dvokoraénih
metoda. Poredenje racunske efikasnosti visekora¢nih metoda sa i bez memorije je tema
odeljka 4.4. Numericki primeri su dati u odeljku 4.5. Pri tom je predlozen i jedan specijalan
izbor pocetnih aproksimacija koji omogucéuje znatno povecanje tacnosti aproksimacija i
smanjuje racunsku cenu metoda, Sto numericki primeri potvrduju u praksi.

4.1 Dvokoracni interpolacioni iterativni metodi

U ovom odeljku konstruisacemo dvokoracni metod za resavanje nelinearnih jednacina ko-
risteéi inverznu interpolaciju, na slican nac¢in na koji je Neta izveo trokora¢ni metod u
radu [53]. Neka su 29 i y_1 dve pocetne aproksimacije trazene nule « date realne funkeije
f. Konstruisa¢emo dvokora¢ni metod odredujuéi prvo y; na osnovu vrednosti funkcije f
u tackama xg, yr—1 1 vrednosti f u xx. Tada se nova aproksimacija x4 izracunava na
osnovu vrednosti funkcije f u tatkama xy, yi i vrednosti f/ u zy. Koristi¢emo inverznu
interpolaciju za nalazenje y. Neka je

R(f(2)) = a+b(f(x) — flzx)) + c(f(2) = flzx))® (4.1)

polinom stepena dva za koji vazi

79
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zp = R(f(wr)), (4.2)
1 /
f/(xk) =R (f(xk))v (43)
Ye-1 = R(f(yr-1))- (4.4)
Iz (4.2) i (4.3) dobijamo .
a=uxz, b= ) (4.5)
Uvedimo oznaku
- 1 t— T 1
YO = Fo = Fan) [FO = Fn) P ) 0
i neka je @
_ ., J
N == )

Njutnova iterativna funkcija. S obzirom na (4.1) i (4.4) imamo ¢ = @(yx_1) te zajedno sa
(4.5) iz (4.1) sledi

f(xK)

et f(@1)?P(ye—1) = N(zx) + f(22)*P(yk—1).  (4.7)
f'(xx)

yr = R(0) = 2 —

U slede¢em koraku odredujemo x4 vrsedi ista izracunavanja osim Sto koristimo yy
umesto yx—1. Konstanta ¢ koja se javlja u (4.1) sada glasi ¢ = &(yx) i na osnovu (4.1)
nalazimo

f(@r)

Tp+1 = Tk — fl(xk)

gde je yi odredeno sa (4.7).

+ f(xr)*P(yr) = N(zx) + f(z)*P(yr), (4.8)

Napomena 4.1 Da bismo otpoceli iterativni proces neophodne su nam dve startne apro-
ksimacije zg i y—1. Ipak, primetimo da y_; moze uzeti vrednost N(z() u prvoj iteraciji bez
ikakvog dodatnog izracunavanja. Zaista, N (x¢) se ionako koristi u (4.7)1 (4.8) za k = 0. Da
bismo izbegli nepotrebno izra¢unavanje u poslednjem koraku iterativnog procesa, N ()
se racuna jedino pod uslovom da kriterijum za zaustavljanje nije ispunjen. U tom slucaju
ra¢unamo N (xy), uveéamo k na k + 1 i primenimo sledeéu iteraciju. Prakti¢ni primeri
pokazuju da takav izbor y_; u (4.9) i (4.14) (videti odeljak 4.3) bitno poveéava tacnost
dobijenih aproksimacija, videti Tabele 4.4—4.11.

Relacije (4.7) i (4.8) definisu dvokora¢ni metod sa memorijom:

Dato je zg, y—1 = N(xp),

{yk = N(zx) + f(2)*P(yr—1),

Trar = N(zx) + flan)2B(ye), (k=0,1,...), (4.9)

gde je @ dato formulom (4.6). Red konvergencije metoda (4.9) razmatran je u sledeéoj
teoremi.
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Teorema 4.1 Duvokoracni metod (4.9) ima R-red konvergencije ne mangi od
p(M®) = (5+V17)/2 ~ 4.561,

gde je p(M(2)) spektralni radijus matrice

(2) _ 34
M _[12]

Dokaz. Koristi¢emo Herzbergerov! matriéni metod [35] za odredivanje reda jednokoracnog
metoda koji koristi vrednosti u s tacaka xy = G(xg—1,Tk—2,...,Tk—s). Matrica pridruzena
ovom metodu M) = (m;;), ima slede¢e elemente

my,; = koli¢ina informacija zahtevanih u tacki zx—;, (j =1,2,...,s),
Mmii—1 = 1 (Z = 2,3,...78),
m;; = 0, u ostalim slucajevima.

Red konvergencije s-kora¢nog metoda G = G o Gy o --- o G je spektralni radijus
proizvoda matrica M () = M - M, - - - M. Na osnovu relacija (4.7)—(4.8) formiramo odgo-

varajuce matrice, 51 19
= [lo] 2= 1]

@ _ ap oap_ [21]]12] _[34
M™ =M MZ_[lo} [10 T2

Prema tome,

Karakteristi¢ni polinom matrice M je
Py(\) = A% =5\ + 2.

Njegovi koreni su (5 £ v/17)/2; dakle spektralni radijus matrice M® je p(M®P) = (5 +
V17)/2 ~4.5612, sto daje donju granicu R-reda konvergencije metoda (4.9). O

Napomena 4.2 Neka je yr, = x — f(xr)/f/ () unapred sra¢unato i izrazimo uslov (4.4)
u obliku yx = R(f(yx)). Odredujuéi koeficijente a, b i ¢ inverzne interpolacije (4.1) iz
uslova (4.2)—(4.4) dolazimo do dvokora¢nog metoda

Yk = T — J{,((xk)),
’ f(.%‘k)Qf(yk) (k:(),l,...).

P (Flr) = Flan)®

Ovaj optimalni metod reda cetiri je specijalan slucaj familije Kunga i Trauba proizvoljnog
reda konvergencije predstavljene u [44].

Th4+1 = Yk —

L J. Herzberger
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4.2 Visekoracni interpolacioni iterativni metodi

Ukratko ¢emo predstaviti trokora¢ni metod sa memorijom koji je Neta dao u [53]. Ovaj
metod je u istom radu [53] prikazan bez numerickih primera i poredenja sa postojeéim
metodima i namera nam je da prikazemo numericke rezultate sa jednom novom idejom
pri izboru pocetnih aproksimacija koja dovodi do znatnog povecanja tac¢nosti iterativnih
aproksimacija. Za Netin metod neophodne su tri poc¢etne aproksimacije g, y_1, z—1. Sam
metod je konstruisan koriséenjem inverznog interpolacionog polinoma

R(f(z)) = a+b(f(z) = flzx)) +c(f (@) = fzr))?* + d(f(2) — f(ar))®

stepena tri, koji zadovoljava uslove

T = R(f(xk)), (4.10)
1 /
Fe = R U@) (411)
Ye—1 = R(f(yr-1)), (4.12)
zk—1 = R(f(zK-1)). (4.13)
Iskoristimo funkciju definisanu u (4.6)
- t— Tl _ 1
YOS G T@IP T W - e
Na osnovu uslova (4.10)—(4.13), Neta je izveo sledeéi trokora¢ni metod
2
= NG+ [Fe)0eno0) = Fla)@lnn)] oD
)2
1= V(@) + [FPe) = )l 72—, (114)
2
D = NG + [0 - o)) 75—
zak =0,1,... . Pozeljno je da y_; uzme vrednost N (zg) u prvoj iteraciji, videti Napomene

4.114.2.

Odgovarajuée matrice pridruzene svakom od koraka trokora¢nog metoda (4.14) su

211 121 112
My =|100|, My=|100|, My=|100
010 010 010

Na osnovu ovog dokazana je sledeéa teorema u [53].



4.3 Trokoraéni metod Nete i M. Petkovi¢a 83

Teorema 4.2 R-red trokoracnog metoda (4.14) je bar p(M®)) =~ 10.815, gde je p(M®))
spektralni radijus matrice

856
M® =M, - My M= |322
112

Na slican nac¢in mogli bismo da nastavimo sa konstrukcijom ¢etvorokora¢nog metoda
koriste¢i inverznu interpolaciju polinomom stepena Cetiri

R(f(2)) = ao+a1(f(2) = f(zx)) +az(f(2) = f(zx))* +as(f () = f2x))* +aa(f (@) = f(zn))".

Odgovarajuée 4 x 4 matrice M1, My, Ms, My, kao i rezultujuéa matrica MY, date su sa

(2111 1211 1121 1112
1000 1000 1000 1000
0100 0100 0100 0100
10010 0010 0010 0010

[14 16 11 16
56 4 6
2 32 2
111 2

MW = My - My - Ms - M,y

Spektralni radijus p(M®) finalne matrice je p(M*) ~ 22.704 i definise donju granicu
R-reda konvergencije Cetvorokoracnog metoda sa memorijom, konstruisanog inverznim
interpolacionim polinomom stepena cetiri. Kako brzina konvergencije opisanog metoda
prevazilazi prakti¢ne potrebe, da su potrebne ¢ak Cetiri pocetne aproksimacije i dodatni
broj izracunavanja u prvoj iteraciji, u nastavku se ne¢emo baviti ovim metodom.

Racunska efikasnost metoda (4.9) i (4.14), konstruisanih inverznom interpolacijom i
njihovo poredenje sa postoje¢im metodima reda Cetiri i osam su teme sledeceg odeljka.
Rezultati numerickih eksperimenata dati su u Tabelama 4.4-4.11 u odeljku 4.5.

4.3 Trokoracni metod Nete i M. Petkovica

U ovom poglavlju, osim metoda zasnovanih na Netinoj ideji i inverznoj interpolaciji
(opisanih u odeljcima 4.1 i 4.2), testiraéemo uporedo i familiju trokora¢nih metoda razvi-
jenu u radu [56] koristeéi inverzni interpolacioni polinom treé¢eg reda. Ova familija koristi
proizvoljan dvokora¢ni metod optimalnog reda cetiri u prva dva koraka i inverzni interpo-
lacioni polinom u tre¢em koraku. Opsti oblik dvotackaste familije reda cetiri sa izvodom
glasi

_ o S
Yk =k T ) (k=0,1,...), (4.15)
Ti+1 = Qf (Ths Y)s
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gde iterativna funkcija ¢ € ¥y

1) zahteva ve¢ izracunate vrednosti f(zx), f'(xr), f(yr);

4.16
2) obezbeduje da niz aproksimacija{zy} ima red Cetiri. (4.16)
Tezinska Dvotackasti metod Autor(i)
j funkcija g;(t)
1+t _ fy) o f@+Bf(y) ;
L Ve For-ofw  King [40)
=0 ¥ — % Ostrovski [60]
- _ _J@rfw)® ;
p=1 i yOlroRIo) Kou i dr. [4]
. f(0N2 .
A NP
2 (1+3%1) v-H5(1+3- 44 M. Petkovié, L. Petkovié [74]
) 1 :
A=—2 — L Kung 1 Traub [44
YTE (i ryf@) & 44
14+t° f () f(@) 4+ f(y)? 4 Y
3 T y— f/(m)yf(m) : f(m)—gf(z) M. Petkovié, L. Petkovié [74]
_ 1 _ f . 1 =
4 1—2i+ai? Yy f/(m) 1_2;52; +a(;gz; )2 CUH [8]
24+ (c=2)t—1 £( S (f(y)=2f(z ¥ ié
5 LHemed - SN ST LR M. Petkovic, L. Petkovid[T4]
2 T . .
e=1 & — u(x) {% - %] Mahegvari [48]
1 2 _ - — 2u(x) .z .,
6 2 (71 . 1) PR M. Petkovié, L. Petkovié [73]
TABELA 4.1 Lista optimalnih dvokora¢nih metoda
U ovom odeljku posmatra¢emo optimalnu familiju (1.58) oblika
Yk = Tk — fzx)
| Sl (k=0,1,...), (4.17)

o J(yx) ~ Jyr)
B e (F)

predlozenu u radu [74]. Funkcija g ima ulogu teZinske funcije i obi¢no zahteva samo nekoliko
osnovnih racunskih operacija. Nekoliko oblika tezinske funkcije g datao je u Tabeli 4.1, u
kojoj je sa y oznacena Njutnova aproksimacija y =« — f(z)/f'(x).
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Neka je

o f(yk)

u drugom koraku iterativne Seme (4.17) i neka je treéi korak zadat Njutnovim metodom

f(z)

TR = A f'(z)

Da bismo dobili trokora¢nu familiju reda osam, potrebno je aproksimirati f’(zj) u tre¢em
koraku koristec¢i veé¢ izrac¢unate vrednosti. Ovo ¢emo ostvariti koristeéi inverznu interpo-
laciju kubnim polinomom

o =R(f(2)) = a+b(f(x) = fzx)) + c(f(2) = flzx))® +d(f(z) = f2r))®.  (4.18)
Zamenom x = x}, direktno sledi
xr = R(f(zr)) = a. (4.19)
Diferencirajuéi (4.18) nalazimo
1=R(f2)f'(x) = (b+2¢(f(x) — flzx)) +3d(f(x) - f(2x))?) f'(@).

Prema tome,

b=R'(f(zx)) =

. 4.20
Fan) (4:20)
Da bismo odredili parametre ¢ i d, stavljamo x = yi i © = 2 u (4.18), gde je zx rezultat

primene proizvoljnog optimalnog metoda reda cetiri (4.15). Koristeéi vrednosti a i b date
sa (4.19) i (4.20), dobijamo

Ay (yr, x1)
f'(wx)
Ay 2k, 1)

2k = Tk + W + C(Af(zk,xk))2 + d(Af(Zk,:Ek))g,

gde smo oznalili Ay(yk,zk) = f(yx) — f(2z). Ovaj sistem moze da se napiSe u obliku

1 1
e Al T = A e flunad] P A on)
1 1
¢+ dAg(an, 1k) = Ap(zr i) flzmson] ' (@r) Ap(2ks 2x)” 2

Yk = Tk + + c(Ap(y, or))* + d(Ag (yn, 7)),

Oduzimajuéi drugu jednacinu sistema (4.21) od prve, nalazimo

1 1
dAs (yw, 2) = Ap(yrs o) flywson] — Ay (zrswr) flzws i

1 1
T A o) T an) Ay an)
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Odavde je
. 1 - 1
Ay (y, i) Ap (ks 20) flye, o] Af(zk, 2) A (Yks 21) f 28, 2]
1 1
+ - . (422
F () Ap (2o o) A (Yn, 21) (k) Ap (i, o) A g (Yis 21) (4.22)
1 1

Cc = — — dAf(yk, ,Tk). (4.23)

Ap(yr, o) flyes o) f(2k) Af (Yr, T1)

Na ovaj nac¢in odredili smo ¢ i d tako da mozemo formirati zavrsni korak trokoracnog
metoda
flar)

Tep1 = R(0) = 2, — =—=% +c[f(z)]” — d[f(zx)]’ . (4.24)
f'(w)

Iterativni trokora¢ni metod (4.24) ima red osam ako je pocetna aproksimacija izabrana
dovoljno blizu trazene nule a. Dokaz se moze naéi u radu [56).

4.4 Analiza racunske efikasnosti

Razmatra¢emo dvokoracne i trokora¢ne metode sa i bez memorije sa aspekta racunske
efikasnosti. Radi poredenja, koristicemo Kung-Traubove n-kora¢ne metode sa i bez memo-

rije koji slede iz Kung-Traubove familije, ¢iji je red konvergencije ne manji od 2" (n > 2),
videti [44]. Za n = 2 dobija se sledeéi dvokora¢ni metod,

. e f (x1)*
fer + e far)) — flan)’

o — Sye) f (@ + v f(xr))
(f(@e + S (xx) — Flur) Flae, ue]’

gde je f[z,y] = [f(z) — f(y)]/(z — y) podeljena razlika i ) je nenula konstanta ili samo-
korigujuéi promenljivi parametar, videti [88, str. 185-187] kao i [72] za vise detalja.

Y =2
(k=0,1,...), (4.25)

Te4+1 =

Sleded¢i trokoracni metod se dobija kao specijalan slucaj Kung-Traubove familije za
n =23,

Yo = 1 — Vi f ()
flar +vef(@e) — f(z)
2k = Yk — S ) S+ e (@) , (k=0,1,...).

(f r + e (@n) = f () Flans vl (4.26)

f(zr)
Fyk) fan + %f(ka))(yk Tk f[Tkzk]) i)

Tht1 = 2k — (f(yk) — f(Zk))(f(Ik + 'ka(xk)) - f(Zk)) * f[ykv Zk]7
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Ukoliko parametar v, u (4.25) i (4.26) ima konstantnu vrednost tokom iterativnog
procesa, tada je red konvergencije dvokora¢nog metoda (4.25) ¢etiri, a trokoraénog metoda
(4.26) osam. Ovi metodi pripadaju klasi metoda bez memorije. Brzina konvergencije ovih
metoda moze biti povecana izracunavanjem vrednosti parametra 7y, tokom iteriranja. U
tom slucaju ima¢emo odgovarajucée samoubrzavajuée metode sa memorijom.

Na primer, parametar 7y, se moze izracunati tokom iterativnog procesa pomocu formule

= - 1 _ Ye—1f (1) "
T T F@ S @) — f (@) (metod (I)) (4.27)
ili X
= — _ Tk T Tk
Y = f’(a) Tn) — f @) (metod (II)) (4.28)
ko , gde je sa f’(a) oznacena aproksimacija od f’(a). Tada korigovani

1,2,
metodi (4.25)A(4.27)/(4.28) 1 (4.26)A(4.27)/(4.28) sa memorijom imaju uveéan R-red
24 V6 ~ 4.45 i 4 + 25 ~ 8.472, respektivno. Dalja ubrzanja ove familije bi¢e tema
sledeceg poglavlja.

Pre odredivanja racunske efikasnosti posmatranih metoda sa i bez memorije, u Tabeli
4.2 dajemo pregled R-reda i broj neophodnih funkcijskih izra¢unavanja.

metodi broj funkcijskih | R-red | broj pocetnih
izrac¢unavanja aproksimacija

(4.25), v fiksno 3 4 1

(4.9) 3+ a) 4.56 (2 9

(4.25)A(4.27/4.28), vy, prema (4.27) ili (4.28)|3 445 |1

(4.26), 7 fiksno 4 8 1

(4.14) 4+ @) 10.815(3 ®)

(4.26)N\(4.27/4.28), v, prema (4.27) ili (4.28)|4 8.472 |1

a) Broj funkcijskih evaluacija u metodima (4.9) i (4.14) je oznacen sa 31 i 41 da ukaze na to da je broj
funkcijskih izracunavanja redom 4 i 6 u prvoj iteraciji.
b) Uzimajuéi y—1 = N(zo) (videti Primedbe 4.1 i 4.3), ovaj broj se smanjuje za jedan.

TABELA 4.2 Karakteristike visekora¢nih metoda sa memorijom

Iz Tabele 4.2 kao i odgovarajuéih iterativnih formula, vidimo da se metodi (4.9) i (4.14)
realizuju sa razli¢itim brojem funkcijskih izra¢unavanja zavisno od ukupnog broja izvrsenih
iterativnih koraka neophodnih da se ispuni izabrani kriterijjum za zaustavljanje (npr.
trazena preciznost aproksimacija korena). Iz ovog razloga nije moguée porediti metode
predstavljene u Tabeli 4.2 bez uzimanja u obzir ukupnog broja iteracija kao parametra.
Pogodno je racunati indeks efikasnosti iterativnog metoda (IM) prema formuli

Ey(IM) = ¢/ (014402),
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gde je s ukupan broj iteracija do ispunjenja zaustavnog kriterijuma, r je R-red konvergen-
cije i 6; je broj funkcijskih izracunavanja u j-toj iteraciji. Oc¢igledno, u slucaju 6; = --- =
6, = 6, gornja formula se svodi na dobro poznatu formulu E(IM) = /¢, Ovo je slucaj sa
metodima (4.25) i (4.26).

metodi Ey, |E3 |E4

(4.25), i, fiksirano 1.587(1.587|1.587
(4.9) 1.543(1.5761.595
(4.25)A(4.27/4.28), v, prema (4.27) ili (4.28)[1.645(1.645|1.645
(4.26), ~y fiksirano 1.682(1.682|1.682
(4.14) 1.61 |1.666[1.697
(4.26)A(4.27/4.28), i, prema (4.27) ili (4.28)|1.706|1.706|1.706

TABELA 4.3 Indeks efikasnosti u funkciji ukupnog broja iteracija

Iz Tabela 4.5-4.12 primeéujemo da interpolacioni iterativni metod (4.9) daje dosta
tacnije aproksimacije u svim primerima u odnosu na metod (4.25)A(4.27)/(4.28) kao i u
odnosu na sve testirane metode ¢etvrtog reda. Metod (4.14), dobijen inverznom interpo-
lacijom stepena tri, takode pokazuje dominaciju u poredenju sa trokora¢nim metodom
(4.26)A(4.27)/(4.28) kao i sa svim testiranim metodima reda osam, kada se radi o
preciznosti dobijenih aproksimacija, videti Tabele 4.9-4.12. Ipak, treba napomenuti da
metod (4.9) koristi jedno funkcijsko izra¢unavanje vise, a metod (4.14) ¢ak dva funkci-
jska izracunavanja vise u prvoj iteraciji. Ova dodatna izracunavanja umanjuju njihovu
racunsku efikasnost, sto je ocigledno iz Tabele 4.3. Jasno je da se njihovi indeksi efikas-
nosti priblizavaju indeksima efikasnosti metoda (4.25)A(4.27)/(4.28) 1 (4.26)A(4.27)/(4.28)
sa porastom ukupnog broja iteracija, jer je negativni efekat skupe prve iteracije umanjen.

Napomena 4.3 Na prvi pogled, neophodnost tri poc¢etne aproksimacije da bi se zapoceo
metod (4.14) je veliki nedostatak. To bi zaista bilo tako ukoliko bismo za nalazenje do-
datnih pocetnih aproksimacija y_1 i z_; koristili neki iterativni metod, trose¢i dodatna
funkcijska izracunavanja. Medutim, kao sto je objasnjeno u Napomeni 4.1, pod pret-
postavkom da smo odredili jednu poc¢etnu aproksimaciju o (neophodnu za bilo koji itera-
tivni metod), sledeéu pocetnu aproksimaciju y_; mozemo odrediti kao y_1 = N(x¢), §to
ne zahteva dodatna izracunavanja funkeije f s obzirom da se N(xq) svakako koristi u pr-
voj iteraciji. Mnogi eksperimenti u praksi su pokazali da tre¢u aproksimaciju z_; mozemo
uzeti dovoljno blizu ve¢ nadenom y_1, na primer

z =y 1%+6, gdeje &~ |f(xo)/(f (o) + f(z0)l.

Primetimo da metodi (4.9) i (4.14) mogu konvergirati sporije na pocéetku iterativnog
procesa ukoliko poéetna vrednost zp (pa samim tim i y_; i z_1) nije dovoljno blizu
trazene nule a, ali to je slucaj sa svim iterativnim metodima sa lokalnom konvergencijom.
Ova eventualna smetnja moze biti otklonjena u veéini ,nepatoloskih” slu¢ajeva primenom
efikasnog algoritma za nalazenje dovoljno dobrih pocetnih aproksimacija koji je u skorije
vreme predlozio Jun [96] i kasnije razradili autori rada [80].
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4.5 Numericki primeri

U ovom odeljku poredi¢emo
1) dvokora¢ni metod (4.9) sa nekim postojeéim dvokraénim metodima reda ¢etiri i
2) trokoracni metod (4.14) sa nekim postojeéim trokora¢nim metodima reda osam.

Kung-Traubovi metodi sa samokorigujué¢im parametrom dvokora¢ni (4.25)A(4.27)/(4.28)
i trokoraé¢ni (4.26)A(4.27)/(4.28) su takode testirani. Test funkcije f, trazene nule a kao
i pocetne aproksimacije xg, dati su u Tabeli 4.4. Dvokora¢ni metodi su primenjeni u Pri-
merima 4.1-4.4, a trokora¢ni metodi u Primerima 4.5-4.8, uz napomenu da su druga i
cetvrta test funkcija iz Tabele 4.4 testirane kod oba tipa metoda.

Primer |Funkcija Koren « 0
41 |(z—2)(@" +x+1)e ™ 2 1.7

4.245|e 2 _cos(z + 1) + 23 +1|—1 —0.5 (Pr. 4.2), —0.2 (Pr. 4.5)
4.3 |log(z®* +x+2)—xz+1 4.1525907367 . ..|5

4.4,4.6|e” sinz + log(z? + 1) 0 0.25 (Pr. 4.4), 0.3 (Pr. 4.6)
4.7 |e®*1sinz 4 cos 2z — 2 1.4477948574 .. .|1.3
4.8 |(x—1)(2' + 2% + 1)sinx 1 1.1

TABELA 4.4 Test funkcije

Testirani su sledec¢i metodi

e Kingova familija (1.50)

e Dzeretov metod (1.63),

e Mahesvarijev metod (1.59),

e Ren-Wu-Bi (1.61),

e Kung-Traubov metod (1.57) bez izvoda (verzija 1), reda 4 i 8,
e Kung-Traubov metod (1.56) sa izvodima (verzija 2), reda 4 i 8,

Zbog kratkoce, u Tabelama 4.5-4.12 Kung-Traubove metode, verzije 1 i 2, oznacene su sa
KT1 i KT2, redom. Podsetimo se da Kung-Traubove familije n-koraénih metoda (n > 2)
imaju red konvergencije 2"; bavili smo se slu¢ajevima n = 2 u Primerima 4.1-4.4,in =3
u Primerima 4.5-4.8.

Koristili smo programski paket Mathematica sa aritmetikom visestruke preciznosti koja
se oslanja na GNU paket visestruke preciznosti GMP razvijen u Granlundu [32]. Greske
|z, — | prvih nekoliko iteracija date su u Tabelama 4.5-4.12, gde oznaka A(—h) predstavlja
Ax 107,
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1) Dvokoraéni metodi: numeric¢ki primeri

Metodi lz1 —af ||lz2 —af |lzs —a| ||za — «f

King (1.50), 3 =0 1.30(—2)|2.14(—9) |3.45(—37)|2.35(—148)
King (1.50), 8 =1 2.92(—2)|7.46(—8) |5.12(—31)[1.14(—123)
King (1.50), 8 = 2 5.55(—2)|1.77(—6) |1.61(—25)[1.12(—101)
Dieret (1.63) 1.37(—2)|4.57(~10) |1.05(~39) |2.97(~158)
Mahesvari (1.59) 4.24(—2)|4.58(=7) |7.26(—28)|4.60(—111)
Ren-Vu-Bi (1.61) 1.58(—2) [4.30(~9) |6.21(—36)|2.69(—143)
KT1 (1.57), v = 0.01 1.96(—2)|1.09(—=8) |2.31(—34)|4.68(—137)
KT1 (1.57)A(4.27) v0 = 0.01]1.96(—2)|1.07(=9) |5.17(~45)|2.51(—201)
KT1 (1.57)A(4.28) 70 = 0.01|1.96(—2) |7.85(—11) |3.36(—49) | 2.42(—220)
KT?2 (1.56) 1.96(—2)|1.08(—=8) |2.23(—34)|4.12(~137)
Dvokoracni IM (4.9) 4.50(—3)|1.18(—11)|1.37(—50) |4.20(—228)

TABELA 4.5 Rezultati Primera 4.1 - dvokora¢ni metodi

Metodi |z1 — af [|z2 —a] ||z3 —«af |za — «f

King (1.50), 3 =0 4.26(—4)[2.12(—15) | 1.31(—60) |1.93(—241)
King (1.50), 8 = 1 2.57(—3)|2.44(~12) [1.99(—48) [8.80(—193)
King (1.50), 8 = 2 4.79(—3)|2.42(~11) | 1.58(—44) [2.91(—177)
Dizeretov (1.63) 2.27(—3)[2.04(—12) | 1.34(—48) [2.50(—193)
Mahesvari (1.59) 3.68(—3)[9.35(~12) [3.90(—46) [1.18(—183)
Ren-Vu-Bi IM (1.61) 1.50(—3)[1.63(—11) |2.26(—43) [8.23(—171)
KT1 (1.57), v = 0.01 1.68(—3)[5.30(—13) |5.73(—51) |7.28(—203)
KT1 (1.57)A(4.27), 70 = 0.01|1.68(—3) |3.66(—14) [1.39(—62) [8.20(—278)
KT1 (1.57)A(4.28), 7o = 0.01|1.68(—3){9.39(~15)|3.70(=65) |2.76(—289)
KT2 (1.56) 1.30(—3) [1.73(~13)|5.37(=53) |5.02(=211)
Dvokoracni IM (4.9) 1.38(—5)]6.18(—24)| 1.71(—107) |1.37(—488)

TABELA 4.6 Rezultati Primera 4.2 - dvokora¢ni metodi

Metodi |lz1 — af [|z2 —a] ||z3 —«af |za — «f

King (1.50), 3=0 1.86(—4)|7.48(—19) [1.94(—76) |8.70(—307)
King (1.50), =1 2.84(—4)|6.86(—18)|2.35(=72) [3.21(—290)
King (1.50), 8 = 2 3.74(—4)|2.92(~17) [1.09(—69) [2.13(—279)
Dért (1.63) 2.16(—4)|1.51(—18)|3.61(—=75) |1.18(—301)
Mahesvari (1.59) 3.29(—4)|1.49(—17)]6.35(—71) |2.08(—284)
Ren-Vu-Bi IM (1.61) 3.00(—5)|7.97(~23) [3.93(—93) [6.18(—371)
KT1 (1.57), v = 0.01 2.34(—4)|2.50(—18)|3.25(—74) [9.26(—298)
KT1 (1.57)A(4.27), 7o = 0.01|2.34(—4)|1.70(—20) | 1.66(—92) [6.71(—413)
KT1 (1.57)A(4.28), 70 = 0.01|2.34(—4) |5.06(—21) [1.10(—94) [1.16(—422)
KT?2, (1.56) 2.37(—4)|2.65(—18)[4.11(—74) |2.39(—297)
Dvokoracni IM (4.9) 1.70(—6) |3.81(—31) |3.88(—143) |8.36(—654)

TABELA 4.7 Rezultati Primera 4.3 - dvokora¢ni metodi
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Metodi lz1 —af ||lz2 —af |lzs —a| ||za — «f

King (1.50), 3 =0 6.54(—3)|1.28(—8) |1.96(—31)|1.08(—122)
King (1.50), 3 = 1 1.17(—2)|3.82(=7) |4.99(—25)|1.45(—96)
King (1.50), 8 = 2 1.49(—2)[1.58(—6) |2.45(—22)|1.43(—85)
Dieret (1.63) 6.47(—3)[1.21(=8) |1.50(—31)|4.66(—123)
Mahesvari (1.59) 1.33(—2)|8.26(=7) |1.46(—23)|1.42(—90)
Ren-Vu-Bi IM (1.61) 1.89(—2)[3.16(—6) [2.93(—21)[2.16(—81)
KT1 (1.57), v = 0.01 9.90(—3)[1.37(=7) |5.59(—27)|1.53(~104)
KT1 (1.57)A(4.27), 70 = 0.01]9.90(—3)|3.45(—8) [1.81(—32)|8.28(—141)
KT1 (1.57)A(4.28), 70 = 0.01]9.90(—3)|1.56(~8) [3.42(—34)[2.03(—148)
KT?2 (1.56) 9.71(~=3)[1.25(=7) |3.76(—27)|3.05(~105)
Dvokoracni IM (4.9) 1.63(—3)|3.82(—12)|2.37(—51) | 3.94(—230)

TABELA 4.8 Rezultati Primera 4.4 - Dvokora¢ni metodi

Iz Tabela 4.5-4.8 primecujemo da dvokoracni metodi (4.9) i (4.25)A(4.27)/(4.28) sa
memorijom daju aproksimacije veée tacnosti u odnosu na dvokoracne metode reda cetiri.
Sto se tice ova dva metoda, vise nego jasno je da novi metod (4.9) daje aproksimacije jos
bolje tacnosti u svim testiranim primerima. Ova dominantnost je naroc¢ita u Primerima
4.2-4.4. Osim toga, iz Tabele 4.2 vidimo da R-red konvergencije (~ 4.56) novog metoda
(4.9) je nesto vedi nego R-red Kung-Traubovog metoda (4.25)A(4.27/4.28) sa memorijom
(= 4.45). S druge strane, metod (4.9) koristi jedno funkcijsko izrac¢unavanje vise u prvoj
iteraciji (u poredenju sa (4.25)A(4.27/4.28) i drugim dvokora¢nim metodima optimalnog
reda Cetiri), Sto umanjuje njegovu racunsku efikasnost do odredene mere, videti Tabelu 4.3.
Iz ovog razloga, tesko je reéi koji od metoda (4.9) i (4.25)A(4.27/4.28) je bolji. Jedino je
jasno da negativni efekat pomenutog dodatnog funkcijskog izra¢unavanja u prvoj iteraciji
se smanjuje sa porastom ukupnog broja iteracija, ¢ime se povecava efikasnost novog metoda
(4.9), videti Tabelu 4.3.

2) Trokoraéni metodi: numericki primeri

Pored Netinog metoda (4.14) i ve¢ pomenutih Kung-Traubovih metoda (reda 8 u ovom
delu), takode smo testirali sledece trokora¢ne metode:

e Bi-Vu-Ren metod; izabrali smo dve varijante (1.70) oznacene sa BWR 11 BWR 2,
kao §to je to uradeno u [4],

e Petkovié-King metod, (1.69) [63], [64] i [74]. Primetimo da opstiji metod, zasnovan
na Ermitovom interpolacionom polinomu stepena 3, moze koristiti proizvoljan dvokoracni
metod optimalnog reda Cetiri u prva dva koraka. Izabrali smo Kingov metod, zbog cega
ga navodimo u imenu testiranog metoda.

e Neta-Petkovié metod (4.24), [56].

Napominjemo da se nekoliko trokorac¢nih metoda optimalnog reda osam pojavilo u
skorije vreme, npr. [3], [4], [14] ,[15], [29]-[31], [43], [47], [85], [92], [93]. Svi ovi metodi
pokazuju slicno ponasanje kao i testirani trokorac¢ni metodi i zbog toga ih nismo uvrstili
u tabele.
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4 Trokoraéni metodi konstruisani inverznom interpolacijom

Metodi lz1 —al| |z2 —a] | |z — o

KT1 (1.65), 7 = 2.05(—4)|1.73(—32) |[4.37(—257)
KT1 (1.65)A(4.2 ) ~o = 0.01[2.05(—4)|1.59(—34) | 7.75(—291)
KT1 (1.65)A(4.28), 70 = 0.012.05(—4) |2.88(—35) | 2.80(—297)
KT2 (1.66) 1.90(—4) |7.41(—33)|3.97(—260)
BWRI (1.70) 2.14(—4)|1.34(~32) |3.22(—258)
BWR2 (1.70) 3.14(—4) [4.08(—31)|3.28(—246)
Petkovié-King (1.67), 8= 0 |2.84(—4)[8.01(~32)|3.22(—252)
Petkovié-King (1.68), 8 =1 |3.44(—4)|3.03(—31)|1.09(—247)
Neta-Petkovié¢ (4.24) 1.62(—4)|2.26(—33)|3.17(—264)
Neta (4.14) 5.51(—8)|7.76(~77) |6.94(—775)

TABELA 4.9 Rezultati Primera 4.5 — trokora¢ni metodi

Metodi 1 —al| |z2 —a| | |z —«f

KT1 (1.65), v = 8.13(—4)[2.16(—22) [5.45(—171)
KT1 (1.65)A(4.27 ) Y0 = 0.01(8.13(—4)[1.97(—23) |1.02(—189)
KT1 (1.65)A(4.28), v0 = 0.01|8.13(—4) [4.40(—24) |1.08(—195)
KT?2 (1.66) 7.84(—4)|1.56(—22) |3.96(—172)
BWRI (1.70) 6.53(—5)|1.14(—32)|9.57(—255)
BWR2 (1.70) 4.08(—4) [2.44(—25)|3.53(—195)
Petkovié-King (1.67), =0 |1.92(—4)|1.85(—28)|1.39(—220)
Petkovié¢-King (1.68), 8 =1 |5.71(—4)|1.18(—23)|4.08(—181)
Neta-Petkovié (4.24) 5.54(—4)[4.66(—24) [1.17(—184)
Neta (4.14) 1.62(—6)[1.38(—55) |3.56(—552)

TABELA 4.10 Rezultati Primera 4.6 — trokora¢ni metodi

Metodi 1 —al| |z2 —a| | |z — «f

KTI (1.65), 7 = 6.23(—4)|1.45(—23) | 1.22(—180)
KT1 (1.65)A(4.2 ) Y0 = 0.01]6.23(—4) |7.85(—24) |4.01(—199)
KT1 (1.65)A(4.28), 70 = 0.016.23(—4)|1.38(—25)|1.49(—208)
KT?2 (1.66) 4.67(—4) [1.04(—24) |6.59(—190)
BWRI (1.70) 3.68(—4)|8.88(—26)|1.03(—198)
BWR2 (1.70) 0.16 | 1.30(—4) | 1.56(—28)
Petkovié¢-King (1.67), 8 =0 |2.20(—5)|2.21(—36)|2.31(—284)
Petkovié-King (1.68), 8 =1 |1.73(—3)|6.73(=20) [3.53(~151)
Neta-Petkovié¢ (4.24) 1.20(—4)]6.37(—30)|3.92(—232)
Neta (4.14) 1.70(—6)|2.28(—56) | 1.59(—458)

TABELA 4.11 Rezultati Primera 4.7 — trokora¢ni metodi

Metodi 1 —al| |z2 —a| | |z — «f

KT1 (1.65), 7 = 3.89(—4)]9.36(—23) [1.05(—171)
KT1 (1.65)A(4.2 ) ~o = 0.01|3.89(—4)|1.50(—23) |4.30(—188)
KT1 (1.65)A(4.28), o = 0.01|3.89(—4)|2.76(—24) | 7.60(—195)
KT2 (1.66) 3.41(—4)|2.94(—23) [9.00(~176)
BWRI (1.70) 9.21(—4)|1.17(—19) | 7.76(—147)
BWR2 (1.70) 1.35(—3)|1.94(—17) |3.09(—128)
Petkovié-King (1.67), 8= 0 |1.11(—4)|3.05(=28)|9.75(—217)
Petkovié-King (1.68), B =1 |5.79(—4)|5.68(—21)|4.93(—157)
Neta-Petkovié (4.24) 1.38(—4) |4.47(—27)|5.30(—207)
Neta (4.14) 1.26(—6)|3.08(—54) |4.04(—536)

TABELA 4.12 Rezultati Primera 4.8 — trokora¢ni metodi
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Iz Tabela 4.9-4.12 vidimo da metod (4.14), konstruisan inverznom interpolacijom, pro-
dukuje aproksimacije najveée tacnosti. Takode, njegov R-red (= 10.815) je veéi od R-
reda preostalih testiranih metoda. S druge strane, metod (4.14) koristi dva funkcijska
izracunavanja vise u prvoj iteraciji, sto umanjuje njegovu racunsku efikasnost (videti
Tabelu 4.3.). Zbog toga, komentari i zakljucci dati gore za dvokoracne metode takode
vaze i za trokoracne metode.






5

Familije visekoracnih metoda sa i bez
memorije

Tema ovog poglavlja je konstrukcija visekora¢nih metoda sa memorijom, zadatak koji je
retko razmatran u literaturi. Nas cilj je da pokazemo da metodi sa memorijom mogu postici
znatno brzu konvergenciju u odnosu na odgovarajuc¢e metode bez memorije, bez dodatnih
funkcijskih izra¢unavanja. Na ovaj nacin racunska efikasnost se bitno povecava. Ubrzanje
konvergencije se postize odgovarajucom varijacijom slobodnog parametra u svakom ite-
rativnom koraku. Ovaj samokorigujué¢i parametar se izracunava na osnovu informacija
iz tekuce i prethodne iteracije primenom Njutnovog interpolacionog polinoma. Rezultati
ovog poglavlja objavljeni su u radu [66].

Ograni¢iéemo razmatranje na Kung-Traubovu n-kora¢nu familiju [44] i Ceng!-Li-
Huangovu n-kora¢nu familiju [98] iz sledeéih razloga:

1) obe familije su optimalne u smislu Kung-Traubove hipoteze;
2) red konvergencije moze biti proizvoljno veliki (oblika 2™);

3) obe ove familije ne koriste izvod funkcije, $to je pogodno u svim situacijama kada je
racunanje izvoda funkcije f komplikovano.

Poglavlje je organizovano na sledeé nacin. Kung-Traubova familija [44] i Ceng-Li-
Huangova familija [98] visekora¢nih metoda bez memorije su ukratko izlozene u odeljku
5.1. Ideja i motivacija za ubrzanje konvergencije, koje proisti¢u iz oblika izraza za asimptot-
sku konstantu greske, date su u odeljku 5.2. Ovaj izraz sadrzi faktor (1 +f'(a))?" (m =
0,1,...,n—1). Ako se umesto konstantnog parametra -y, kao sto je to slu¢aj kod metoda bez
memorije, radi sa promenljivim (samokorigujué¢im) parametrom ~ vrlo bliskim vrednosti
—1/f'(«), pokazuje se da se red konvergencije ovako ubrzanog metoda bitno poveéava.
Pristup koji éemo opisati, pri izracunavanju promenljivog parametra v koristi jedino veé
izracunate podatke tako da se ne povecava racunska cena iterativnog procesa. Na ovaj
na¢in postize se visoka racunska efikasnost, $to je predmet ovog poglavlja. U odeljku
5.3 odredujemo donju granicu R-reda konvergencije predlozenih familija sa memori-
jom. Klasi¢ni metod secice, razmatran u Traubovo] knjizi [88, str. 185-187] i prosiren

1 Q. Zheng
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u radu [72], daje red 3(2" 4+ /2"(2+2") ). Poboljsani metod setice daje ve¢i red
2" + 297 (j € {1,...,n — 1}). Primena Njutnovog interpolacionog polinoma viseg reda
daje jos bolje rezultate: najveéi postignut R-red je ne manji od 2" + 2"~1. Numericki
primeri su izlozeni u odeljku 5.4.

5.1 Familije bez izvoda proizvoljnog reda bez memorije

Neka je a prosta nula realne funkcije f : D C R — R i neka je xg pocetna aproksimacija
nule a. U ovom odeljku predstavicemo dve familije n-kora¢nih metoda bez izvoda i bez
memorije za reSavanje nelinearnih jednacina. Obe ove familije imaju slicnu strukturu, red
konvergencije 2" i koriste n + 1 funkcijskih izracunavanja po iteraciji, to znac¢i da daju
optimalne metode u smislu hipoteze Kung-Trauba [44]. Ove familije éemo modifikovati
primenom specijalne tehnike za ubrzanje konvergencije u veoma efikasne uopstene metode
sa memorijom.

Kao i ranije, koristi¢emo normalizovane koeficijente Tejlorovog razvoja funkcije f,

. 9 (a)
T (@)

(Gj=2,3,...).

Kung-Traubova familija

Jos 1974. godine Kung i Traub [44] su razvili slede¢u familiju iterativnih metoda bez
memorije koja ne koristi izvode funkcije (kraée K-T familija):

K-T familija: Za pocetnu aproksimaciju zp, proizvoljno n € N i k = 0,1,...,
definisemo iterativnu funkeiju ¢;(f) (j = —1,0,...,n) kao sto sledi:

Yk,0 = Yo(f) (k) = v,
Yr,—1 = ¥_1(f)(@r) = zx +vf(21), 7€ R\ {0}, (5.1)
Y = Vi(f)xr) =R;(0), j=1,...,n, zan >0,

gde R;(7) predstavlja inverzni interpolacioni polinom stepena ne veéeg od j takav da
Ri(f(ykm)) = Ykm, m=—=1,0,....5—1.

Kung-Traubov iterativni metod je definisan sa zx41 = Yr.n = ¥n(f)(xx) polazeéi od
pocetne aproksimacije zg. U radu [44] dokazano je da je red konvergencije familije (5.1)
jednak 2™ (n > 1).

Aproksimacijuyg,; (j < n) u j-tom koraku u okviru k-te iteracije zva¢emo meduaproksimacijom
sa odgovaraju¢om medu-greskom e ; = yr,; — o. Prema ovakvoj terminologiji, yx n—1 je
pretposlednja aproksimacija i yx . (= xr+1) je kragnja aproksimacija k-te iteracije.
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Sledeéa relacija greske za familiju (5.1) izvedena je u [44]
ert1 = Thi1— o~ (L+7f(@)* Ba(f)el, (5.2)
gde je

nt i —1)i+1FG+D
BN =T [ 1007, 1= ET O (5.3)
=1

(J + DUF(0)7+

i F je inverzna funkcija funkcije f. Na osnovu (5.1) i (5.2), jasno je da je medurelacija
greske ekvivalentna izrazu datom u (5.2), tako da

i-1 j
ek = Yk —a~ (L+yf(a)*  Bj(f)ex (5.4)
vazizasve 1 <j<n—1.
Ceng-Li- Huangova familija
U nedavnom radu [98] Ceng, Li i Huang predlozili su familiju bez izvoda (krace Z-L-

H familija) n-kora¢nih metoda proizvoljnog reda konvergencije 2" (n > 1). Osnovu za
konstrukciju familije predstavlja Njutnov interpolacioni polinom sa podeljenim razlikama.

Z-L-H familija: Za pocetnu aproksimaciju xg, proizvoljno n € N i indeks iteracije

k=0,1,..., n-kora¢ni metod definisan je sa
Ye,0=Tks Yk,—1=Yko+7f(Yr0), 7€ R \{0},
_ f(r,0)
Ye1=Yk0 — 77 7»
flyk,0Yr,~1]
= e f (Y1)
’ T flyks yeol + Yk Yo, Yk -1 Uk — Yro) (5.5)
. J(Yrn-1)
yk,n —yk,nfl_ 1 j
flyrkn-1, yk,n—2]+z.f[yk,n—lu A yk,n—2—j]H(yk,n—1 —Yk,n—1-3)
j=1 i=1
Veli¢ine yi. 1, . .., Yk,n—1 su meduaproksimacije Z-L-H familije, dok je z+1 = yi,» finalna

k-ta aproksimacija. f[z,y] = (f(z) — f(y))/(z — y) oznacava podeljenu razliku. Podeljene
razlike viSeg reda definisu se rekurzivno pomocéu formule

f[xla--wzi]_f[an--waifl]
T; — X0

(e >1).

f[xo,Il,. ,IZ] =

Sledeca teorema je dokazana u radu [98].
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Teorema 5.1 Neka je f: D C R — R dovoljan broj puta diferencijabilna funkcija sa
prostom nulom « unutar otvorenog intervala Iy C D. Ako je xo dovoljno blizu nule «,
onda n-koracna familija (5.5) konvergira sa redom bar 2" i zadovoljava relaciju greske

n

€kt 1 :$k+1—a:yk7n—a~Dn£% (k=0,1,...), (5.6)
gde je

Dy =1+7f'(a), Do=1, Di=(1+n~f"(a))ea, (5.7)
Dy =Dy 1|caDp1 4+ (=1)" " Yepi1Dpn--- D—l}, (m=2,...,n). (5.8)

Kao i u slucaju familije Kung-Trauba (5.1), medurelacije greske date su sa
Er = Yhg —a~Diet (j=1,...,n), (5.9)

pri ¢emu se konstante D; rekurzivno racunaju na osnovu relacija (5.7) i (5.8). Finalna
(k-ta) relacija greske je takode data formulom (5.9) za j = n.

Pokaza¢emo da su konstante D, u relaciji greske (5.6) oblika

2m71

Dy =1+ 79f(a)) dm, (m=1,...,n), (5.10)

pri ¢emu se d,, izracunava rekurzivno pomocu relacija

d_1 = D_1 = 1, do = DO = 1, dl = C2, (511)
dy = doo s [czdm_l (=)™ Lepprdmes - d_l} (m=2,...,n). (5.12)

Za m = 1 tvrdenje (5.10) je ocigledno. Pretpostavimo da (5.10) i (5.12) vaze za sve
m < n. Na osnovu (5.8) nalazimo

D, =D, [Can—l +(=1)"tepi1Dpg - 'D—l}
= (@) oo ea(+7f (@) s

=) g1 (L7 (@) dna - (147 () drdo(1+ 7 f ())d—y

2

= (1+7f(@)*" “du :02(1 + 1 (@) dp

+(_1)n—1cn+1(1 i ”yf'(04))2”73+2n72+'"+1+1dn72 o d,l}

2

= (4@ dua [ea(1 7/ (@) du

dn—2"'d—l}

277.72

(=D enp1 (T + 71 (@)

1

=1 +7f(a)? du _C2dn—1 + (=) tepqady_s - d—1}-
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Dakle, indukcijom, zaklju¢ujemo da se medurelacije greske mogu napisati u obliku
J=1 o .
€k,j ™~ d47'(1+’7f/(a))2 Ei (] = 17"'7n)7 (513)

gde je d; definisano relacijama (5.11) i (5.12). Primetimo da (5.13) ukljucuje i krajnu
relaciju greske za j = n, tj.

Ektl = Ekn = Ykn — @ ~ dp(1 + ”yf/(a))znflazn. (5.14)

Napomena 5.1 Obe familije (5.1) i (5.5) n-kora¢nih metoda imaju isti red konvergencije
2™ i zahtevaju n + 1 funkcijskih izracunavanja po iteraciji, Sto znaci da podrzavaju Kung-
Traubovu hipotezu o gornjoj granici reda konvergencije metoda bez memorije. Obe familije
takode ne koriste izvode funkcije, imaju sliénu strukturu i relacije greske istog tipa. To
nam pomaze da narednu analizu za obe familije vrsimo istovremeno.

5.2 Familije bez izvoda sa memorijom

U ovom odeljku pokazaéemo da se red konvergencije Kung-Traubove familije (5.1) i Ceng-
Li-Huangove familije (5.5) moze ubrzati bez dodatnih funkcijskih izra¢unavanja. Kon-
strukcija novih familija n-kora¢nih metoda bez izvoda zasnovana je na varijaciji slobodnog
parametra v u svakom iterativnom koraku. Ovaj parametar se izracunava na osnovu in-
formacija iz trenutne i prethodne iteracije tako da se razmatrani metodi mogu ubrojati u
metode sa memorijom.

Kao sto je ve¢ napomenuto u odeljku 2.2, faktor 1 + v f/(«) u relacijama greske (5.2) i
(5.4) (za K-T familiju), i (5.13) 1 (5.14) (za Z-L-H familiju) ima klju¢nu ulogu u konstrukciji
familije sa memorijom. Obe relacije greske (5.4) i (5.13) mogu se predstaviti u istom obliku

erj~ap (L7 (@) eF (G=1,...,n), (5.15)

gdejeer =ypo—a=ap —aiceg; =yr; —a (j =1,...,n). Konstante ax ; zavise od
posmatrane familije i mogu biti rekurzivno odredene iz relacija (5.4) i (5.12). Ipak, ovde
¢emo se koncentrisati na donju granicu R-reda konvergencije metoda sa memorijom, tako
da konkretni izrazi za d,, i asimptotsku konstantu greske nisu u domenu naseg intereso-
vanja. Upotreba jedinstvene relacije (5.15) omoguéava nam da analiziramo istovremeno
obe familije sa memorijom zasnovane na familijama (5.1) i (5.5).

Na osnovu (5.15), zakljuéujemo da je red konvergencije familija (5.1) i (5.5) jednak
2", pod uslovom v # —1/f'(«). Moze se pokazati da, kada bismo mogli da izaberemo
v = —1/f'(), red konvergencije familija (5.1) i (5.5) bi iznosio 2" + 2"~ 1. Ipak, vrednost
/() nije dostupna u praksi i mozemo koristiti jedino aproksimaciju f'(a) ~ f'(a), zasno-
vanu na dostupnim informacijama. Tada, uzimajuéi v, = —1/ f'(a), postizemo da brzina
konvergencije modifikovanih metoda prevazilazi 2" bez ikakvog dodatnog izracunavanja
funkcije f.
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Aproksimacija v = —1/f'(«a) koja daje najbolje rezultate jeste ona koja koristi jedino
postojece informacije, drugim recima, zelimo da pove¢amo red konvergencije bez dodatnog
racunskog utroska. U ovom poglavlju predstavljamo slede¢i model za aproksimaciju izvoda

fa):
F(@) = N/, (yx.0) (Njutnova interpolacija), gde

N (T) = Non (T3 Uk,0, YUk —1n—j1s -+ > Yk—1n—jm )y 1 <1 <J2 <+ < jJm <n+1

predstavlja Njutnov interpolacioni polinom stepena 1 < m < n + 1, postavljen kroz
m + 1 dostupnih aproksimacija (€vorova) yr,0, Yk—1,n—j1s - - - » Yk—1,n—jm - Tada formula za
izracunavanje parametra 7 glasi:
1 N 1
Ni(yro) — f'(a)

Ve = (5.16)

Zamenjujuéi parametar v konstantne vrednosti u iterativnim formulama (5.1) i (5.5)
promenljivim parametrom 7, koji se ra¢una po formuli (5.16), dobijamo sledeée familije
visekora¢nih metoda sa memorijom:

K-T familija sa memorijom: Za pocetnu aproksimaciju xg, proizvoljno n € N, i
odredeno izrazom (5.16) i k = 0,1,..., definiemo ponovo iterativnu funkciju ;(f) za
7 =-—1,0,...,n na sledeé¢i nacin:

Y0 = Yo(f) (k) = x4,
Yk,—1 = V_1(f)(@r) = v + W f(xk),
ye; =i (f)x) =R;(0), j=1,...,n, zan>0,

Tht1 = Yk = Un(f) (k).

(5.17)

Z-L-H familija sa memorijom: Za pocetnu aproksimaciju xg, proizvoljnon € N, v
odredeno izrazom (5.16) i k = 0,1,..., n-kora¢ni metodi su definisani sa

Yk 0=Tk, Yk—1=Yk,0+ V&S (Yr0),

_ )
Ye1=Ye,0— 77— 7>
flyr,0, yr,—1]
Yk,2 =Yk,1— Jor)
’ T flyk kol + F Yk Yr0s Yk —1] (Y1 — ko) (5.18)
_ f(yk,nfl)
Yen =Ykn—1—

flYkn—1,Yr,n—2] +Zf[yk,nfl;' - yk,n72fj]H(yk,n71_yk,nflfi)

1

n—1 7

j=1 i
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Koristimo termin metod sa memorijom prema Traubovoj klasifikaciji [88, str. 8] zbog
¢injenice da vrednost 7 zavisi od podataka dostupnih iz trenutne i prethodne iteracije.

Napomena 5.2 Primetimo da metod secice iz odeljka 2.2, predstavlja Njutnov interpo-
lacioni polinom stepena 1.

Napomena 5.3 Ceng-Li-Huangova familija (5.18) je izuzetno pogodna za primenu aproksi-
macije f’(a) zasnovane na Njutnovoj interpolaciji, s obzirom da se podeljene razlike veé
izraCunavaju prilikom implementacije iterativne Seme (5.18).

5.3 R-red konvergencije familija sa memorijom

Da bismo ocenili brzinu konvergencije familija (5.17) i (5.18), upotrebi¢emo koncept R-reda
konvergencije [58]. Razdvajamo analizu metoda primenjenog za izracunavanje promenlji-
vog parametra 7, datog formulom (5.16), prema tome da li se za interpolacione évorove
koriste aproksimacije yx—1,0 1 Yr—1,—1.

Metod I j,, < n: Pretpostavimo prvo da aproksimacije yx—1,0 1 yx—1,—1 nisu medu
¢vorovima interpolacije. Tada na osnovu formule (1.12) date u Lemi 1.1 vazi

N o) ~ £@) (14 (-1 e [T encrms ).
i=1
odnosno .
Lty (@) ~ (1™ e [ ] -1 (5.19)
i=1
Kao i u odeljku 2.2, imamo sledece relacije
2
Ekt1 ~ Ak el ~ Ak,rA};—l,rE};—la (5.20)
Ek;n_js ~ Ak,n—jsgzs ~ Ak;n_js AZiLT&-;El, 1 S s S m. 521)

Kombinujuéi relacije (5.15) i (5.19)—(5.21) izvodimo relacije gresaka u opstem obliku

m gn—1t .
on—1  9gn 2" r42" T (P44 rm)
Ekt1 ™ Ok Crp1 Aj—1,y <H Ak—l,n—ji> €r1 e (5.22)
=1
m gn—ds 1 . .
on—js—1  on—ijs 2" Is g 27 I T (g g,
€kn—js ~ Okn—jsCmi1  Ar_1r (H Ak—lm—ji) €h—1 ", (5.23)
1=1

za 1 < s < m. Izjednacavajuéi eksponente greske €;_1 u parovima relacija (5.20)A(5.22),
kao i (5.21)A(5.23) za svako 1 < s < m, dolazimo do sistema od m + 1 jednacina
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T2 —9np 2"71(1"1 + .- +Tm) — 0,
) _ (5.24)
rry — 20 sy — 20T (py 4o ) =0, 1< 5 <m,
po nepoznatim r,r1,...,7r,. ReSavanjem ovog sistema dobijamo da su vrednosti medu-

redova r; = 27 7ir, i da je trazeni R-red konvergencije pozitivno resenje kvadratne jednacine

r? — r(2” + Z 2"‘ji_1) =0,

i=1
odakle je m
r=2"4 ) it (5.25)
i=1

Na osnovu (5.25) vidimo da se maksimum reda konvergencije, za dati stepen m polinoma
N, postize za minimalne j;, odnosno kada se informacije o funkciji f koriste u najboljim
dostupnim aproksimacijama Y. 0, Yk—1,n—1; - - - » Yk—1,n—m- U tom slucaju red konvergencije

iznosi
2n 4 on—l _gn—m=1 > 1

r=2m4 ) 2Tl = { (5.26)
i=1

o4 on—iml =1, 0<i<n-—2.

Najveéi red konvergencije metodom I, na osnovu (5.26), postiZe se za najveéi stepen poli-
noma mogué u ovom slu¢aju m = n — 1. Tada R-red iznosi r = 27 4+ 2"~ — 1.

Napomena 5.4 Poboljsani metod secice sa ,kliznim” aproksimacijama, pomenut veé u
odeljku 2.2, je specijalan slucaj koji se dobija za m = 1. U tom slucaju, kada se secica
postavlja kroz tacke (yi.o0, f(Yk0)) 1 (Yk—1.n—i» f (Yk—1,n—:)), red konvergencije jednak je
r = 2" +2"~=1 Najveée ubrzanje se¢icom, od 25% u odnosu na familiju bez memorije,
dobija se za najbolje dve dostupne aproksimacije yr,0 i Yx—1,n—1, kada se postize red
r =27 +2772, Ako koristimo Njutnov interpolacioni polinom stepena m = 2 kroz najbolje
tri dostupne aproksimacije, postize se red r = 2" + 271 — 273 = 11.2773 (p > 3),
n-koratnog metoda sa memorijom $to predstavlja ubrzanje od 37.5%. Zam =3, n > 41
najbolje éetiri aproksimacije, R-red konvergencije iznosi r = 23-2"~* i predstavlja ubrzanje
od 43.75% u odnosu na odgovarajuéi metod bez memorije.

Metod II j,, = n: U ovom slu¢aju, na osnovu (1.12), vazi

m—1
N (go) ~ /(@) (1 )™ ez [ k)
=1

odnosno —

L4 f'(a) ~ (1) ek [ a1 (5.27)
i=1

Relacija (5.20) vazi, dok (5.21) ima jednu relaciju manje (r,,, = 1 nije viSe nepoznata) i

glasi
Ehin—je ~ Akm—j. 6} ~ Ak, (Ap-10) €, 1<s<m—1. (5.28)
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Kombinujuéi (5.15), (5.20), (5.27) i (5.28) dobijamo relacije gresaka

m on—1 L
2"7‘+2" (ri4--+r 141)
Eni1 ~ arnch AR r( H Ak—l,n—ji) €r1 T (5:29)

277.7;1'3—1

2” Js—1 2” Js
€kn—js ™~ Okn—jsCm+41 k 1r<HA/€ 1,n— JZ)

2" s 2n I T (e, 1+1)
XEL_1q (5.30)

za 1 < s < m —1, kojima je definisan sistem jednacina

r2—2np — 2" Yy 4y, 1+ 1) =0,
2 o ) (5.31)
rry — 20 e =2 T (g 41+ 1) =0, 1<s<m-—1,
po nepoznatim 7,71,...,7m—1. Eliminacijom nepoznatih ry = 277, 1 < s < m — 1,
dobijamo kvadratnu jednacinu po r
r —T< 2277, J11>_ nfl:()7
sa jedinstvenim pozitivnim reSenjem
m—1 ) m—1 2
r=2rmtg Yy oniit g (2n1 + 2na‘i2) + 201, (5.32)
i=1 i=1

Napomena 5.5 Primetimo da se Traubov osnovni metod ubrzanja se¢icom dobija za
m = 1. Tada R-red konvergencije metoda sa memorijom iznosi r = 27~ 144/22(n-1) 4 on—1
Specijalno za n = 1 i m = 1 dobijamo poznato Traubovo ubrzanje Stefensenovog metoda
sa R-redom 1+ /2 ~ 2.41.

Napomena 5.6 Slucaj m = n daje maksimalno ubrzanje pri koris¢enju Metoda II. Tada
red konvergencije iznosi r = £ (2" + 2771 — 1 4+/9. 22001 — 27 4 1),

Metod III j,, =n+1: U zavisnosti od toga da li je j,,_1 = n ili ne, na osnovu
(1.12), razlikujemo dva slucaja:

a) 1+yf(a) ~ (=1 epirenten—t1,—1 [0 Ehmtnmiis

(5.33)
b) 1+ akf'(e) ~ (=)™ emper1, 1 [T extngi
Dakle, pored ocena (5.15), potrebna je i ocena
e ~ (14 f (@) (5.34)
Polazimo ponovo od (5.20) i uzimamo u obzir da je
Ehy—1 ~ Ap_16)" ~ Ay 1A 1 FERT (5.35)

Ako je jm—1 = n, potrebne su nam jo§ m — 2 ocene
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5k7"—j3 ~ Ak,n—jsgzs ~ Ak},’ﬂ—js (Ak;_l)r)’f‘sgzrj‘l’ 1 S S S m — 27 (5.36)
te kombinujuéi (5.33 a), (5.20), (5.34)—(5.36), dolazimo do sistema
r2 —2”7"—2”71(7"1 +"'+Tm72+1+7ﬂm) =0,
rre — 2 dep — 20 I T (pp b o+ 14 1y) =0, 1<s<m-—2, (5.37)
" =7 —(r1 4+ Tme2+1+7r,)=0.

Eliminacijom ry = 27Fsrzal<s<m-—2ir, = 9—(n=1)p. _ 1, dobijamo kvadratnu

jednacinu L
r? — r(2" +1+ ) 2"—%—1)
i=1

koja daje pozitivno resenje )
me—

r=2"4 14y 2nicl (5.38)
i=1
Najvecée ubrzanje konvergencije dobija se za m = m + 1, odnosno kada se koriste sve
aproksimacije prethodne iteracije. Red u tom slu¢aju iznosi r = 2™ 4+ 2"~!. Na primer,
Stefensenov metod (n = 1) za m = 2 daje ubrzani metod reda 3.

U slucaju kada je jm—1 < n , relacije (5.15), (5.20), (5.28) i (5.33 b)) analognim pos-
tupkom dovode do sistema
r?2 —2np — 2" Yy 4o y,) =0,
rry — 20 dep — 20 s (pp ) =0, 1<s<m— 1, (5.39)
rm—1— (1 4+ +7m) =0,

koji eliminacijom kao u prethodnom slu¢aju (rs = 27757 za 1 < s < m—1) daje kvadratnu

jednacinu
m—1

T2 _ ,,,,(271 4 1 4 Z 2nj7_1> 4 277,71 — O

i=1

R-red konvergencije je odreden pozitivnim reSenjem

m—1 m—1 2
) 1 ) 1
r= 27171 + § 271*]1‘*2 4 5 4 (2n1 + § 271731-72 + §> _ 27171' (540)

i=1 =1

Napomena 5.7 Primetimo da za isti stepen interpolacionog polinoma m, kojim se
definiSe samokorigujuéi parametar g, i broj koraka iterativnhog metoda n > 2, inter-
polacioni évor ;1 = yr—1,0 U istoj situaciji daje vec¢e ubrzanje od aproksimacije yr—1,-1.
Prilikom ubrzavanja Stefensenovog metoda (n = 11 m = 1) aproksimacija yx_1,_1 daje
bolji R-red konvergencije (3 4+ V/5) ~ 2.618.

Napomena 5.8 Visekoracni metodi za n > 3 su jedino od teorijskog znacaja; zaista, takvi
metodi poseduju veoma veliku brzinu konvergencije i daju aproksimacije korena izuzetne
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tacnosti koja nije potrebna u veéini prakti¢nih problema. Ipak, generalizovani metodi
koje smo formulisali u ovom odeljku predstavljaju doprinos Teoriji iterativnih procesa, sa
naglaskom na znacaj partikularnih slucajevan =2in = 3.

Iterativne formule pogodne za prakticnu primenu izvedene iz K-T i Z-L-H familija, jesu
one dobijene za n = 2 i n = 3. Tako i ubrzani metodi (5.17) i (5.18) imaju smisla za
metod secice ili interpolacione polinome drugog i tre¢eg reda, da bismo izbegli glomazne i
komplikovane izraze. Analizu R-reda konvergencije zavrsavamo tabelom donjih granica R-
redova. Tabela je sacinjena uzimajuci u obzir upotrebljene metode i meduaproksimacije. Za
metod ubrzanja zasnovan na Njutnovoj interpolaciji reda 2 i 3 dali smo najbolje postignute
rezultate.

n— 1 2 3 4

m =

j= 2.414 (20.7%)|4.449 (11.2%)|8.472 (6%) |16.485 (3%)
j= 5 (25%) 9 (12.5%) 17 (6.25%)
ji=2 10 (25%) 18 (12.5%)
j= 20 (25%)
m=2 3 (50%) 5.372 (34%) |11 (37.5%) 22 (37.5%)
m=3 6 (50%) 11.35 (41.9%)(23 (43.7%)
bez memorije|2 4 8 16

TABELA 5.1 Donje granice R-redova

Iz Tabele 5.1. vidimo da R-red konvergencije familija (5.17) i (5.18) sa memorijom je
bitno poveéan u odnosu na odgovarajuée osnovne familije (5.1) i (5.5) bez memorije (vre-
dnosti iz poslednje vrste). Prikazan je i porast u procentima. Jasno je da Sto je veéi ste-
pen kori§¢enog interpolacionog polinoma, to je vece ubrzanje konvergencije. Napomenimo
ponovo da je poboljsanje reda konvergencije u svim slucajevima postignuto bez dodatnih
funkcijskih izrac¢unavanja, sto ukazuje na izuzetnu racunsku efikasnost predlozenih metoda
sa memorijom. Nekoliko vrednosti indeksa efikasnosti izracunate prema formuli (1.19)

E(IM) = r'/?,
gde r predstavlja R-red posmatranog iterativnog metoda (IM) i € je broj funkcijskih

izraC¢unavanja po iteraciji, dato je u Tabeli 5.2. Numericki primeri u potpunosti potvrduju
teorijske rezultate date u ovom poglavlju formulama (5.26), (5.32), (5.38) i (5.40).

metod secice Ny | N3
nlj=0j=17=2[j=3 bez memorije
1(1.554 1.732 1.414
211.645|1.710 1.751|1.817(1.587
311.706{1.732|1.778 1.821]1.836(1.682
411.759|1.762|1.783(1.820(|1.856|1.872(1.741

TABELA 5.2 Indeksi efikasnosti visekora¢nih metoda sa/bez memorije



106 5 Familije viSekora&nih metoda sa i bez memorije

Napomena 5.9 Jasno je da koriséenje Njutnovog interpolacionog polinoma veceg stepena
od 3 daje jos veli porast reda konvergencije n-kora¢nih metoda za n > 3. Recimo, nije
tesko dokazati, da R-red trokorac¢nih familija (n = 3) (5.17) i (5.18) sa memorijom iznosi
12 ako se koristi formula 1

Nian) o4
(videti i numericke rezultate u Tabelama 5.3 1 5.4). Ipak, iz razloga datih u Napomeni 5.8,
iterativni metodi izuzetno visokog reda konvergencije nisu od prakti¢nog interesa.

5.4 Numericki primeri

Testirali smo familije (5.1) i (5.5) bez memorije i odgovarajuce familije (5.17) i (5.18) sa
memorijom koriste¢i programski paket Mathematica sa aritmetikom visestruke preciznosti.
Pravi izazov u dizajniranju metoda jeste razvoj iterativnih metoda sto vece racunske
efikasnosti pre nego li veoma brzih ali skupih metoda. Ipak, zbog demonstracije osobina
konvergencije predlozenih metoda kao i zbog poredenja, u Tabelama 5.3. i 5.4. dali smo
i aproksimacije velike tacnosti ali samo za dvokorac¢ne i trokora¢ne metode. Visekoracni
metodi sa n > 3 su veoma retko potrebni prilikom resavanja prakti¢nih problema.

Greske aproksimacija nule |z, — a date su u Tabelama 5.3. 1 5.4., gde A(—h) oznacava
A x 10~". Ove tabele sadrze i vrednosti ra¢unskog reda konvergencije r. koje se ra¢unaju
po formuli (1.18). Izabrali smo sledece test funkcije:

f(i[]) = 6_12(;5 — 2)(1 +(E3 +£C6), a = 2, Ty = ]_87
F(@) = cos2z + e Vsing — 2, = 1.447794857468 ..., wo = 1.33.

Zbog lakseg pracenja, u ovom odeljku eksplicitno dajemo pet formula za izracunavanje
promenljivog parametra 7, i skracenice koriséene u Tabelama 5.3 1 5.4:

Ni(t g, op—1) 0 e = —%,
Ni(tzk, yr—11) 0 Yk = _f(xil; : ?@:11)’
Ni(t 2k, yr—12) © Tk = _f(xil; : ?2;2512)’

No: vy = _Né(lxk)’
Ny: v = —m
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U svim numerickim primerima koriSéena je pocetna vrednost vy = 0.01. Nekoliko
metoda za izbor poéetne vrednosti vy dato je u Traubovoj knjizi [88], mada nijedan od
ovih metoda nije dovoljno dobar tako da se problemu izbora ~y mora posvetiti posebna
paznja u daljim istrazivanjima.

Iz Tabela 5.3 i 5.4 kao i na osnovu mnogih testiranih primera, mozemo zakljuciti da svi
testirani metodi daju aproksimacije izuzetne ta¢nosti. Dobre pocetne vrednosti dobijene
su korigéenjem Junovog algoritma [96]. Primetimo da metodi sa memorijom znacajno
poboljsavaju ta¢nost dobijenih rezultata.

Zavrsavamo poglavlje zaklju¢kom da izuzetno ubrzanje R-reda konvergencije (¢ak do
50%, videti Tabelu 5.1) familija (5.17) i (5.18) sa memorijom se ostvaruje bez dodatnih
funkcijskih izracunavanja po iteraciji, Sto rezultira veoma visokom racunskom efikasnoséu
predlozenih metoda sa memorijom. Primetimo i to da je red konvergencije n-kora¢nih
metoda (5.17) i (5.18) sa memorijom veéi od 2™ (n > 2), ali ovo nije u kontradikciji sa
Kung-Traubovom hipotezom s obzirom da se ona odnosi isklju¢ivo na metode bez memorije
kao §to su (5.1) 1 (5.5).

fl@)=e* (x—2)1+a®+2%) ,20=18,a=2

metodi |1 — | ||za —a| |Jzs — a| re (1.18)
KT n=2 (5.17) |1.59(—3)[2.89(—11)|3.20(—42) |3.998
N1 zman1)  |1.59(—3)|7.57(—13)|5.36(—54) |4.414
Ny (t2pyro11)  |1.59(—3)|1.69(—14)|2.90(—69) |4.990
N, 1.59(—3)|1.14(~15)[4.60(—81) |5.384
Ny 1.59(—3)|1.85(~17)[1.05(~100)|5.973
Z-LHn =2 (5.18)|1.34(—3)[3.42(—12)|1.34(—44) |3.999
Ni(6oman1)  |1.34(—3)|2.33(—13)2.07(—56) |4.411
Ni(t2pyro11)  |1.34(—3)|5.04(—15)|6.85(—72) |4.978
N 1.34(—3)[3.16(—16)|5.36(—84) |5.367
Ny 1.34(—3)|2.52(~18)[1.68(~106)|5.988
K-Tn=3 (5.17) ]6.43(_6)[2.01(—40)]1.80(_316)|8.000
Ni(t o an1)  |6.43(—6)|1.38(—43)|3.13(—362)[8.459
Ny (t 20 yro11)  |6.43(—6)[6.86(—47)|1.50(—415)8.998
Ni(t 2k, ye12)  |6.43(—6)[2.53(~51)|1.39(—505)|10.004
Ny 6.43(—6)[3.20(—58)|3.11(—634)[11.013
Ny 6.43(—6)|7.82(—63)|3.12(—704)[11.274
Ny 6.43(—6)|4.27(—61)|4.82(—723)11.996
Z-L-H n =3 (5.18)[7.20(—7)[2.50(—49)|5.23(—389)|7.999
Ni(t o an1)  [7.20(—7)|1.91(—52)|3.73(—438)[S.463
Nyt ye11)  |7.20(—7)8.96(—56)|1.66(—495)[8.992
Ni(t 2, ye10)  |7.20(=7)|1.76(—60)|9.34(—597)|10.003
Ny 7.20(—7)(9.20(—68)|1.69(—737){10.999
N 7.20(—7)[9.26(—70)|7.11(~783)|11.339
Ny 7.20(—7)[2.29(~76)|1.08(—907)|11.962
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f(x) = cos2z + e® Lsing — 2 , xo = 1.33 , a = 1.44779...
metodi |1 — o ||lze —a| |lzs — a| re (1.18)
K-Tn=2(517) |4.56(—3)|5.76(—9) |1.50(—32) |3.996
Ni(Gam, 1) |4.56(—3)[3.38(—10)|1.25(—41) |4.406
Ni(t2pyro11)  |4.56(—3)[2.67(—11)[2.16(—52) |4.989
N 4.56(—3)[1.46(—12)[2.66(—63) |5.342
Ns 4.56(—3)[4.85(—13)|8.32(—73) [5.991
Z-LHn =2 (5.18)8.84(—4)|1.84(—12)|3.48(—47) |3.999
Ni(Gaoman1)  |8.84(—4)[1.52(—13)[5.04(—57) |4.444
Ni(t;p,yro11)  |8.84(—4)|8.89(—15)|8.83(=70) |5.001
(5.40) 8.84(—4)[1.93(—~16)[3.95(—84) |5.346
(5.41) 8.84(—4)[1.34(—~17)[2.03(~100)|5.993
K-Tn=3(517) |7.71(—5)[8.06(_31)|1.14(—233)[7.999
Ni(Gamny)  [7.71(—5)[2.77(—33)[9.03(—274)[8.454
Ny (t; 20 yro11)  |7.71(=5)|1.73(—35)|3.46(—311)|8.995
Ny(t; g, y—12) |7.71(=5)|3.93(—39)|5.44(—382)(9.998
N 7.71(=5)|1.73(—45)|1.27(—491)|10.975
N 7.71(—5)|1.07(—46)|1.55(~521)|11.344
N, 7.71(—5)|2.98(—46)|3.13(—543) [12.001
7L n =3 (5.18)|2.18(—6)|1.46(—44)|5.78(—350)|7.999
Ni(tam, o) |2.18(—6)[9.83(—47)|1.33(—388)[8.474
Ni(t2pyro11)  [2.18(—6)|3.40(—49)|1.53(—434)|9.002
Ny(t; g, y—12) |2.18(—6)]2.01(—55)|7.29(—546)(10.002
N 2.18(—6)[2.81(—61)|3.21(—665)(11.003
Ny 2.18(—6)[2.99(—67)|9.74(~754)[11.279
N, 2.18(—6)|4.44(—66)|2.01(—782)[12.001

TABELA 5.4



6

Simultani metodi za nalazenje nula
polinoma

Problem odredivanja nula polinoma, iako jedan od najstarijih problema u matematici, i
dalje je od interesa s obzirom da se javlja u mnogim oblastima matematike i tehnickih
nauka, fizici, raCunarstvu, teoriji automatske kontrole, obradi signala, ¢ak i u ekonomiji i
drustvenim naukama. Vise detalja moze se naéi u knjizi Meknamija! ,, Numerical Methods
for Roots of Polynomials” [49]. Bibliografija koja je dodatak ove knjige sadrzi oko 8000
referenci. Uprkos ¢injenici da je razvijen veliki broj numerickih algoritama za resavanje
polinomskih jednacina, savrSen algoritam jos uvek nije konstruisan. I pored toga §to se
na polinomske jednac¢ine moze primeniti proizvoljan metod za odredivanje jedne nule,
metod deflacije nije dobar izbor kada je potrebno odrediti sve nule jer sukcesivno odredene
aproksimacije imaju sve manju tac¢nost. Mnogo je bolje primeniti iterativni metod koji ¢e
odrediti sve nule polinoma istovremeno sa priblizno istom ta¢noséu. Pregled metoda za
simultano odredivanje nula polinoma u kompleksnoj aritmetici kao i u intervalnoj aritme-
tici dat je u knjizi ,Iterative Methods for Simultaneous Inclusion of Polynomial Zeros”
[61].

Ovo poglavlje posveceno je simultanim metodima za odredivanje korena polinoma i
uglavnom su razmatrani metodi sa korekcijama. Naime, kako je red konvergencije osnovnih
metoda ograni¢en, njihova racunska efikasnost se ne moze poboljsati. Bitan napredak je
postignut kombinovanjem visekora¢nih metoda za odredivanje jednog korena (ne vedeg
reda od Cetiri) i simultanih iterativnih metoda, $to poveéava brzinu konvergencije koristeéi
veoma mali broj dodatnih funkcijskih izracunavanja. Na taj nacin racunska efikasnost se
bitno poboljsava. Ovaj pristup su prvi upotrebili Nurin? [57] 1977. godine u kompleksnoj
aritmetici i M. Petkovi¢ i Karstensen® [65] 1993. godine u kruznoj kompleksnoj aritmetici
(aritmetika diskova).

Poglavlje je organizovano na sledec¢i nacin. U odeljku 6.1 razmatran je simultani metod
bez izvoda dvokorac¢nog tipa sa kubnom konvergencijom zasnovan na interpolaciji. U
odeljcima 6.2, 6.3 i 6.4 koris¢ena je relacija fiksne tacke Erlih-Abertovog tipa data for-

1 J. M. McNamee
2 A. W. M. Nourein

3 C. Carstensen
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mulom (7) u Predgovoru. U odeljku 6.2 konstruisan je metod za istovremeno odredivanje
svih prostih (realnih ili kompleksnih) nula polinoma zamenjujuéi u (7) nule polinoma nji-
hovim aproksimacijama. Na slican nac¢in u odeljku 6.3 dobijen je metod reda 6, pri ¢emu
su nule zamenjene aproksimacijama koje se dobijaju iz metoda Dzeretovog tipa. Isti prin-
cip primenjen je u odeljku 6.4 za konstrukciju metoda reda 6 za viSestruke nule polinoma
koristeéi aproksimacije dobijene dvokora¢nim metodom reda 4 iz rada [46].

6.1 Simultani metod interpolacionog tipa

U ovom odeljku predstavljamo dva tipa iterativnih metoda velike rac¢unske efikasnosti za
istovremeno nalazenje svih (realnih ili kompleksnih) nula polinoma. Prvi metod je kon-
struisan upotrebom visekoracne interpolacione tehnike i ima lokalnu kubnu konvergenciju,

videti [71].

Neka je x aproksimacija proste nule ¢ funkcije f, koja je bar dva puta diferencijabilna
u okolini ¢. Konstruisimo interpolacionu funkciju ¢ drugog reda funkcije f takvu da je

(@) = fO @) (r=0,1,2).
Lako je dokazati da funkcija ¢ oblika
p(1) = f() + (1 —2)f' (z + 5(1 — 2)) (6.1)

ispunjava ove uslove.

Neka je 7 = z* tacka koja zadovoljava uslov ¢(z*) = 0. Tada iz (6.1) sledi

0= f(z)+ (" — o) (o + 1" — 2). (6.2
Resavanjem jednacine (6.2) po z*, dobijamo
¥ =x— /() . (6.3)

f’(:v + %(,T* - x))

Ovo je implicitna relacija po x*, tako da se 2* na desnoj strani jednakosti (6.3) moze
proceniti nekom aproksimacijom nule (.

Ograni¢imo razmatranje na algebarske (moni¢ne) polinome oblika
fR)=2"+az"" 4 a1z tan

stepena n sa prostim nulama (1, ..., (, pretpostavljajuéi da su pronadene dovoljno bliske
aproksimacije 21, ..., 2, ovih nula. Jedan od najceS¢e upotrebljavanih iterativnih metoda
za simultanu aproksimaciju nula polinoma je kvadratno konvergentan Vajerstrasov* metod

4 Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897)
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(ili Diran-Docev-Kernerov® metod, videti [17], [16], [39]),

éizzi_L (ig[n)7
II Gi-2)
jel \{i}
gde 2%1,...,%, predstavljaju nove aproksimacije i I,, = {1,...,n} je indeksni skup.
Definisemo Vajerstrasovu funkciju z — W;(z) kao
Wiz) = —J1 e,
II G-2)
jel . \{i}

gde indeks j uvek uzima sve vrednosti (osim eksplicitno navedene) iz skupa I, u
proizvodima i sumama koje se javljaju u nastavku. Za z = z; pisa¢emo W;(z;) = W; i
zvati W; Vajerstrasova korekcija.

Vratimo se na (6.3) i zamenimo x = z; i 2* = z; — W; na desnoj strani jednakosti (6.3).
Na ovaj na¢in dobijen je slede¢i metod [71],

. f=)
Zi = % f/(ZZ — %WZ)

Iterativna formula (6.4) daje nove aproksimacije 1, . .., 2, nula polinoma f. Slican metod
konstruisan je u skorije vreme u radu [75]. Uvodenjem iterativnog indeksa k simultani
metod (6.4) mozemo predstaviti u obliku

(i € I,). (6.4)

(k)
zi(k+1) — Zi(k) — f/( (I{;('Zz 1;{/(“ (tel,, k=0,1,...), (6.5)
i T
gde je
k
W _ £
% k k
[T &Y==
jel \{:}

Metod (6.5) je dvokoraénog tipa; najpre se izracunavaju prediktori y; = z; — %Wi, a
zatim se izracunavaju korektori 2; = z; — f(z;)/f (y:) (i = 1,...,n). U radu [75] dokazana
je sledeca teorema.

Teorema 6.1 Ako su z1,...,z, dovoljno bliske aproksimacije nula (y, ..., (, polinoma f,
tada je red konvergencije iterativnog metoda (6.4) jednak tri.

Primer 6.1 Slede¢i primer demonstrira veoma dobru konvergenciju predlozenog metoda
(6.5) u globalnom smislu pri upotrebi dosta grubih pocetnih aproksimacija. Pocetne

5 E. Durand, K. Dochev, I. O. Kerner
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aproksimacije izabrane su koriste¢i Abertov® pristup [1]
A0 = —% + Rexp(i%(% - 3/2)), (k=1,...,n, i=+/—1), (6.6)

gde je a; koeficijent polinoma f(z) = 2" + a12" ' +---+a,_12 +ay, i R je polupreénik
kruznice na kojoj su rasporedene pocetne aproksimacije. Startne vrednosti generisane sa
(6.6) su ekvidistantno rasporedene po kruznici polupreénika R, videti Sliku 6.1. U praksi,
R se ¢esto racuna po formuli

A
R =2 max |a,\‘l/ .
1<A<n
obezbedujuéi da disk {z : |z| < R}, sa centrom u koordinatnom poéetku, sadrzi sve nule

polinoma f, videti [34, str. 457].

Metod (6.5) je primenjen za odredivanje svih nula polinoma

15
f(z)= [ (z=m) = 2" —1202" 4 --- + 4339163001 600z + 1 307 674 368 000

m=1

Vilkinsonovog” tipa [97] sa realnim nulama 1,2,...,15 i a3 = —120. Poznato je da je
ova klasa polinoma slabo uslovljena, naime, male perturbacije koeficijenata polinoma daju
velike varijacije vrednosti nula polinoma. Napomenimo da mnogi iterativni metodi rade
sa ozbiljnim teskoc¢ama prilikom odredivanja nula Vilkinsonovih polinoma.

SLIKA 6.1 Primer 6.1 — trajektorije aproksimacija

6 O. Aberth
7 J. H. Wilkinson
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Polazimo od Abertovih pocetnih aproksimacija (6.6) birajuéi a; = —120, n = 15 i
R = 20. Iterativni proces se primenjuje sve do ispunjenja zaustavnog kriterijuma

(k) —15
max |f(z7)] <1077

Ponasanje simultanog metoda (6.5) graficki je prikazano na Slici 6.1. Metod (6.5) konver-
gira linearno na pocetku iterativnog procesa i u srednjoj fazi, ali gotovo direktno ka nulama,
sa radijalno distribuiranim aproksimacijama. Metod demonstrira kubnu konvergenciju u
nekoliko poslednjih iteracija.

6.2 Erlih-Abertov metod sa korekcijama za proste nule

Racunska efikasnost iterativnih metoda moze se znacajno povecati izborom pogodnih ko-
rekcija. U ovom odeljku predstaviéemo familiju iterativnih metoda sa korekcijama za si-
multano odredivanje prostih nula polinoma. Metodi sa korekcijama se rangiraju kao najefi-
kasniji medu postoje¢im metodima u klasi simultanih metoda zasnovanih na relaciji fiksne
tacke. Iterativna formula koju ¢emo predstaviti oslanja se na relaciju fiksne tacke Gargan-
tinijevog tipa [28]. Veoma visoka racunska efikasnost je ostvarena upotrebom pogodnih
korekeija koje slede iz klase dvokoraénih metoda reda ¢etiri (1.58) (videti poglavlje 4.4)
minimalne rac¢unske cene.

Neka je
flz)=z"+ar2" '+ tanaztan = [[(z-§)
j=1
moni¢ni polinom stepena n sa prostim realnim ili kompleksnim nulama (i, ..., {, i neka je
f(z) [ d ! ~ 1\
= =[£ | =( ) 6.7
ue) = 55 = e )] = (X = (6.7)

Jj=1

Njutnova korekcija iz kvadratno konvergentnog Njutnovog metoda. Prilikom konstrukcije
iterativnog metoda za simultanu inkluziju nula polinoma, Gargantini i Henrici [28] koristili
su identitet (6.7) 1 izveli sledecu nula-relaciju

1 .
G=z——7 T (i € I,). (6.8)
u(z) 2 =G
jel\{i}
U literaturi, relacije ovog tipa obi¢no se nazivaju relacijama fiksne tacke u Sirem smislu,
tako da ¢emo i mi koristiti ovaj termin. Za dato n, razli¢ite aproksimacije 21, ..., z, nula
1y, Cn, stavimo z = 2; 1 zamenimo nule ¢; nekim drugim aproksimacijama z; na desnoj

strani jednakosti (6.8). Na ovaj nacin, dobijamo sledeé¢i uopsteni iterativni metod
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1
u(z; B 2i — 2
(=) jel\{i} !

za simultano odredivanje svih prostih nula polinoma f.

Zamena z¥ = z; u (6.9) daje dobro poznati Erlih®-Abertov metod

1
2 =z — (Z S In), (610)

1 1
u(z) Z C_

Zi — %
jel\{i} !

razmatran u radovima Erliha [22] i Aberta [1]. Drugi od ovih radova sadrzi dokaz kubne
konvergencije simultanog metoda (6.10).

Uporedujuéi (6.8) i (6.9) jasno je da bolje aproksimacije 27 daju tacnije aproksimacije
Z;; zaista, kada z; — (j, tada i 2; — (;. Ovu ideju primenio je Nurin u radu [57] za
konstrukciju metoda reda Cetiri; upotrebio je Njutnove aproksimacije z; = z; — u(z;) u
(6.9) za dobijanje ubrzanog metoda

1 Z 1
u(z; zi — 2i +ulz;
(), o w el

Iskoristi¢emo ovaj pristup za dobijanje familije metoda Sestog reda.

Neka je g realna ili kompleksna funkcija takva da je g neprekidna zajedno sa svojim
izvodima ¢’ i ¢"” u okolini 0, i neka su

ue) =i w0 = L e, g =) - L2
Aproksimacije 2 u (6.9) odredi¢emo na sledec¢i nacin:
zj =25 —uj — g(tj)if(?(;;j)- (6.12)

Naime, relacija (6.12) definige familiju dvokoraénih metoda reda ¢etiri predlozenih u radu
[75] i predstavljenih u odeljku 4.3 formulom (4.17).

Uvodeéi aproksimacije (6.12) u (6.9), konstruisimo simultani metod oblika

1
Zi =z — 3 (Z S In) (613)

= - Z (zi —zj +uj +9(fj)w
" sel\{i} e

8 L.W. Ehrlich
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Kao §to je ve¢ receno u odeljku 4.3, funkcija g moze uzeti razlicite oblike (videti Tabelu
4.1) koji zadovoljavaju (ne mnogo zahtevne) uslove g(0) = 1, ¢’(0) = 2 i |¢”(0)| < occ.
Zbog toga, iterativna formula (6.13) definise familiju simultanih metoda.

Ako su z§0), ceey 27(10) pocetne aproksimacije nula polinoma (i, ..., (,, tada je familija
simultanih metoda definisana na sledeéi naéin:

k k 1 .
D _ () PR —, (i€ I,) (6.14)
1 k) (k) (k) ONAY
DY (Zi —z; g gty )W
i el \{i} j
gde su

(), () _ I (= )

’ (=)

Napomena 6.1 Da bi se smanjio ukupan broj izracunavanja, pre izvrsenja iterativnog
koraka treba prvo izra¢unati sve aproksimacije

(k=0,1,...).

) _,®
Z; —U;
S0y PG Ml A0

Na ovaj nacin izbegavamo ponavljanje izrac¢unavanja pod sumama u izrazu (6.14).

Sada ¢emo formulisati teoremu o konvergenciji simultanog metoda (6.14) koja definise
potrebne i dovoljne uslove za funkciju g kojima se obezbeduje $to veéi red konvergencije
simultanog metoda (6.14).

Teorema 6.2 Neka je g dovoljan broj puta diferencijabilna funkcija koja zadovoljava
uslove g(0) =1, ¢'(0) = 2 i |¢"(0)] < co. Ako su 250), ., 2 dovoljno bliske medusobno
razlic¢ite pocetne aproksimacije korena (i, ...,C,, tada je red konvergencije familije simu-

ltanih metoda (6.14) jednak Sest.

Dokaz. Zbog jednostavnosti, izostaviéemo indeks iteracije k, a sve veli¢ine (k + 1)-ve
iteracije naznacava¢emo simbolom ~. Neka je ¢, ; = f((¢;)/(r!f'(¢;)) (r =2,3,...) kao i
u prethodnim poglavljima, i uvedimo greske ¢; = z; — ¢;, €; = 2; — (;. Takode, uvedimo
i skracenice

" fz = u) " 5 =G
2i =z —uj —g(tj) ————", My =z— 2, U= —
J J J ( J) f/(zj) J J - Z - (Zz _ Cj)nij
jel.\{i}
Tada, polazeéi od (6.13) i koristeéi (6.7), nalazimo
1 €

1 1 1 _1—81"1%
-t X T X o

jel \ (i} G jelngy ™
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odakle je
£ —e2y;
S =5 — G =€ — = L 6.16
< . C ¢ 1-— EiU; 1-— EiV; ( )

Sledeca relacija greske familije (6.12) data je u [74],
2= G = ey (5 - "(0)/2) = ea4e3,5] €} + Oui(%) = Owa(e?) (6.17)

pod uslovima ¢(0) = 1, ¢’(0) = 2, i da je |¢"’(0)| ograni¢eno. Na osnovu uslova Teoreme
6.2 mozemo pretpostaviti e, = Op(e;) za svaki par i,j € I, i neka je € € {e1,...,&,}
greska maksimalnog modula. Tada, na osnovu (6.17) i izraza za v;, vazi v; = Opr(e*) tako
da iz (6.15) dobijamo

E=0pm (66),

Sto znaci da je red konvergencije familije simultanih metoda (6.13) Sest. O

Familija simultanih metoda (6.13) ukljuc¢uje neke specijalne slucajeve koji se mogu
dobiti izborom razlicitih partikularnih oblika funkcije g, pretpostavljajué¢i da argument
funkcije g moze biti realna ili kompleksna veli¢ina. Specijalni slucajevi funkcije g dati su u
odeljku 4.3 Tabelom 4.1 za dobijanje nekih veé postojecih i novih metoda, tako ih neéemo
ovde ponovo navoditi. Birajuéi specijalne funkeije g, iz (6.14) dobijamo partikularne si-
multane metode.

Iz prakticnih razloga, veoma je bitno dati ocene relevantnih karakteristika metoda za
nalazenje nula kao Sto su:

e broj obavljenih numerickih operacija neophodnih za odredivanje korena do zahtevane
tacnosti,

e brzina konvergencije,

e ukupno vreme izvrSenja celokupnog iterativnog procesa na racunaru, itd.

Ova svojstva su u bliskoj vezi sa racunskom efikasnoséu. Poznavanje racunske efikasnosti
je od posebnog znacaja prilikom dizajniranja softverskih paketa za nalazenje nula funkcija.
Vise detalja o ovoj temi moze se nadi u [51], [61, Pog. 6].

Uporedi¢emo racunsku efikasnost Erlih-Abertovog metoda (6.10), Nurinovog metoda
(6.11) i nove familije simultanih metoda (6.13). Procedura poredenja je u potpunosti oprav-
dana jer je analiza efikasnosti data u [61, Pog. 6] pokazala da Nurinov metod (6.11) ima
najvecéu rac¢unsku efikasnost u klasi simultanih metoda zasnovanih na relaciji fiksne tacke
(tj. nula-relaciji).

Kao sto je veé pokazano u [49, Pog. 1] i [61, Pog. 6], efikasnost iterativnog metoda (I M)
moze se uspesno oceniti indeksom efikasnosti

E(IM) = logr, (6.18)
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gde r predstavlja R-red konvergencije iterativnog metoda (IM), a 6 je racunska cena
po iteraciji. Rang-lista metoda dobijena ovom formulom uglavnom se poklapa sa realno
utrosenim CPU (central processor unit) vremenom, videti [51]. Isto rangiranje se dobija i
na osnovu formule E(IM) = r'/? esto koriséene u prethodnim poglavljima.

Da bismo odredili racunsku cenu 6 pozeljno je uzeti u obzir broj aritmetickih opera-
cija po iteraciji sa odredenim tezZinama, koje zavise od vremena izvrSenja tih operacija.
Oznacimo ove tezine sa wg,, Wy, 1 Wy za sabiraje/oduzimanje, mnozZenje i deljenje, redom.
Neka SO,,, M, i D,, predstavljaju ukupan broj sabiranja-+oduzimanja, mnozenja i delje-
nja po jednoj iteraciji za svih n nula datog polinoma stepena n. Tada se racunska cena 6
moze (priblizno) izraziti formulom

0 =0(n) = wsoSON) + wmn My, + wgDy, (6.19)
tako da na osnovu (6.18) i (6.19) imamo

logr

E(IM = .
(IM,n) WsoSO(N) + Wi My, + wa Dy,

(6.20)

Razmatra¢emo realne polinome sa realnim nulama, zbog jednostavnosti. Analiza kom-
pleksnih polinoma sa realnim ili kompleksnim nulama u sustini je sli¢na, iako komplikova-
nija jer moramo da svedemo izra¢unavanja na realnu aritmetiku. Broj osnovnih operacija
u realnoj aritmetici dat je u Tabeli 6.1 kao funkcija stepena polinoma n.

metodi SO, M, D,
Erlih-Abertov metod (6.10)[4n? — 2n|2n? n?+n
Nurinov metod (6.11) 4n? —n [2n? n?+n
Novi metod (6.13) 5n2 +n [3n? + 2n[n? + 2n

TABELA 6.1 Broj osnovnih operacija (u realnoj aritmetici)

Zbog poredenja simultanih metoda (6.10), (6.11) i (6.13), upotrebili smo tezine (koje
se javljaju u (6.20)) odredene na osnovu procenjene kompleksnosti osnovnih operacija u
aritmetici visestruke preciznosti. Bez smanjivanja opstosti, mozemo pretpostaviti da se
koristi predstavljanje brojeva u aritmetici sa pokretnom tackom, sa binarnom mantisom
od b bitova. Drugim re¢ima, radimo sa brojevima ,preciznosti b”, $to daje rezultate sa
relativnom greskom priblizno 27°. Na osnovu rezultata datih u [6], vremena izvrienja
t,(S) i t,(O) sabiranja i oduzimanja su reda O(b). Koriste¢i Senhage-Strasenov® algori-
tam za mnoZzenje (videti [24], [83]), koji se ¢esto implementira u bibliotekama visestruke
preciznosti (npr. kod softvera Mathematica, Maple, Magma, itd.), imamo

ty(M) = O(blogbloglogb) i t,(D) = 3.5t,(M).

Izabrali smo tezine ws,, Wy, 1 wy proporcionalne vremenima t,(.S), tp(M) i tp(D), redom,
za, 64-bitnu arhitekturu.

9 A. Schénhage, V. Strassen
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407 FIEA %
35+
30 +
25 1
20 +
15 +
10 1 FIN %
e
e n
' 1:0 2:O 3:0 4:0 5:0 6:O 7:0
SLIKA 6.2 Odnosi indeksa efikasnosti
Primenjujuéi (6.20) odredili smo procentualne odnose
pr/pa(n) = (B(6.13), 1)/ E((6.10),0) — 1)-100 (u %), (F/EA%)
pr/n(n) = (E((6.13),n)/E((6.11),n) — 1) - 100 (u %), (F/N%)

gde EA, N i F su skréenice upotrebljene za Erlih-Abertov metod (6.10), Nurinov metod
(6.11) i novu familiju (6.13), redom. Ovi odnosi su graficki predstavljeni na Slici 6.2 kao
funkcije stepena polinoma n i pokazuju (procentualno) poboljsanje racunske efikasnosti
novog metoda (6.13) u odnosu na metode (6.10) i (6.11). Na Slici 6.2 grafik pp/pa(n)
je predstavljen punom linijom i pp,n(n) isprekidanom. Napomenimo da su slicne krive
dobijene i na osnovu tezina proporcionalnih vremenima izvrsenja osnovnih operacija za
oktalnu preciznost (maginska greska ~ 107%7) za Pentium M 2.8 GHz sa Fedora core 3 i
Opteron 64-bitnim procesorom (podatak uzet iz [26]).

Na osnovu Slike 6.2 jasno je da je novi metod (6.13) efikasniji od metoda (6.10) i
(6.11), naro¢ito u odnosu na Erlih-Abertov metod (6.10) (F/EA% — puna linija). Imajuéi
u vidu pomenutu osobinu Nurinovog metoda (6.11) dominantne efikasnosti, zaklju¢ujemo
da predlozena familija simultanih metoda (6.13) generiSe najefikasnije metode za simultano
odredivanje nula polinoma u klasi metoda zasnovanih na relaciji fiksne tacke.

Da bismo demonstrirali brzinu konvergencije metoda (6.10), (6.11) i (6.13), testirali smo
veliki broj polinomskih jednacina. Medu testiranim algebarskim polinomima izabrali smo
dva primera, realizovana u programskom paketu Mathematica sa aritmetikom visSestruke
preciznosti koja se oslanja na GMP paket za viestruku preciznost (za detalje videti [32]).

Kao meru ta¢nosti dobijenih aproksimacija, racunali smo Euklidovu normu

n 1/2
2
e® =[]z — ¢l = <§ 12" = ) (k=0,1,..), (6.21)

=1
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gde je zF) = {z§k), ey zr(f)} i¢={¢,...,¢} Tabele 6.2 i 6.3 takode sadrze i racunski
red konvergencije 7, izracunat na osnovu formule (videti [94])
log |e(k+1)/e(k)|

log |e(k)/e(k—1)| )

= (6.22)

Tako je ova formula izvedena za metode za odredivanje jedne nule, ona daje prihvatljive
rezultate za simultane metode.

Primer 6.2 Primenili smo iterativne metode (6.10), (6.11) i (6.13) za simultanu aproksi-
maciju nula —1, +2, +4, 424, +4i, +v/2 + /24, £2/2 + 24/21 polinoma

fir(z) = (z — 1)(2 — 256) (2% — 65536)
=217 — 216 _657922% 4 6579228 + 167772162 — 16777216.

U sluéaju familije (6.13) koristili smo Sest dvokora¢nih metoda (metod 1)-metod 6)) datih
u odeljku 4.3, dobijenih na osnovu funkcija ¢, ..., gs definisanih u Tabeli 4.1. Pocetne
aproksimacije daju normu greske e(®) ~ 1.11. Norme gresaka e(*), ra¢unate su na osnovu
(6.21), i racunski red konvergencije racunat po formuli (6.22), dati su u Tabeli 6.2, gde
A(—h) oznacava A x 107",

Primer 6.3 Isti metodi (6.10), (6.11) i (6.13) (sa g1,...,gs) primenjeni su za simultano
nalazenje nula polinoma stepena 21:

fo1(2) = (2 = 4) (22 = 1)(2* = 16)(22 + 9) (22 + 16) (2 + 22 + 5)
x (22 4+ 224 2)(2% — 22 + 2)(2% — 42 + 5)(2* — 22 + 10)
= 221 — 8220 4 56219 — 29028 + 1076217 — 3618216 + 866621°
—17870z' + 26591213 — 13598212 — 434342 + 2148002°
—6685642" + 10858322% — 146410427 + 20859202 — 1072704 2°
4202739224 — 462118423 4 383744022 + 7833600z — 9216000.

Izabrane pocetne aproksimacije daju normu greske e(®) ~ 1.025. Norme gresaka e®)
(odredene sa (6.21)) kao i racunski red konvergencije (6.22) dati su u Tabeli 6.3.

metodi e e e® 7 (6.22)
Erlih-Abertov metod (6.10)[6.04(—2)[2.37(=5) [1.28(—15)(3.0139
Nurinov metod (6.11) 2.69(—2)[4.19(—8) |7.31(—32)|4.0910
(6.13)-g1, 3=0 5.17(—3)|3.98(—16)|3.55(—96)|6.1047
(6.13)-g2, A =2 4.56(—2)]9.82(—10)|3.73(—55)|5.9245
(6.13)-g3, v =1 1.42(—2)[1.23(—13)|9.69(—80)[5.9752
(6.13)-g4, a = —1 4.55(—3)[1.92(—16)|1.36(—95)|5.9184
(6.13)-gs, c = 1.19(—2)[3.21(—14)|2.87(—83)|5.9674
(6.13)-gs 1.27(—2)[8.27(—14)|1.92(—84)|6.3147

TABELA 6.2 Euklidova norma gresaka — polinom stepena 17
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metodi e e® e® 7 (6.22)
Erlih-Abertov metod (6.10)[8.76(—2)[1.03(—4) [2.16(—13)[2.9622
Nurinov metod (6.11) 4.61(—2)|5.74(=7) [1.26(—26)|4.0080
(6.13)-g1, 6 =0 1.40(—2)[3.14(—12)|4.20(—70)[5.9978
(6.13)-g2, A =2 2.61(—2)[5.72(—10)|4.85(—56)[6.0152
(6.13)-g3, v =1 1.27(—2)[1.94(—12)|3.31(—71)[5.9869
(6.13)-g4, a = —1 6.36(—3)|2.59(—14)|3.10(—83)|6.0510
(6.13)-gs5, c =1 2.54(—2)|5.06(—10)|2.26(—56)|6.0189
(6.13)—g, 2.44(—2)|1.14(—=11)|1.54(—67)|5.9878

TABELA 6.3 Euklidova norma gresaka — polinom stepena 21

Iz Tabela 6.2 i 6.3 i brojnih testiranih polinomskih jednac¢ina mozemo zakljuciti da
predlozena familija (6.13) daje aproksimacije znacajno bolje ta¢nosti; dva iterativna ko-
raka su obi¢no dovoljna prilikom reSavanja vec¢ine prakti¢nih problema kada su pocetne
aproksimacije dovoljno dobre i polinomi dobro uslovljeni. Analiza ra¢unske efikasnosti po-
kazuje da je familija (6.13) efikasnija od svih postojeéih metoda zasnovanih na relaciji
fiksne tacke. Na kraju, napomenimo da racunski red konvergencije dat formulom (6.22)
(poslednja kolona u Tabelama 6.2 i 6.3) uglavnom dobro ocenjuje teorijski red konverge-
ncije razmatranih metoda.

6.3 Simultani metodi sa Dzeretovim korekcijama

U ovom odeljku primenjujemo predlozenu familiju (2.56) dvokora¢nih metoda za konstruk-
ciju veoma efikasnog metoda za simultano odredivanje svih prostih nula polinoma.

Primenjujemo ideju iz odeljka 6.2 i uvodimo tac¢nije aproksimacije odredene iterativhom
formulom (2.56) Dzeretovog tipa, tj.

_ G- Fu(z))

=), = A (6.23)
gde tezinska funkcija g zadovoljava uslove (2.54)
w=q)=1 a=¢d1)=-3 @=¢10)=7 I¢"1)<cx (6.24)
Odgovarajuéi simultani metod ima oblik
. 1 ;
2=z — — (ieI,). (6.25)

jeIn\{i}
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Ako su z§0), . 727(10) pocetne aproksimacije nula polinoma (1, . . ., (,, familija iterativnih
metoda je definisana na sledeéi nacin:

1
A0 () . T h T (ieI,), (6.26)
i jel\{i}

gde je
k k
w _ 'Y = 5u?)

J

LrEY)

Napomena 6.2 Da bi se smanjila ukupna racunska cena, pre izvrSenja bilo kog itera-

tivnog koraka treba najpre izracunati sve aproksimacije zj(k) — q(t‘gk))ug»k) (j=1,...,n).

Na taj nacin se izbegava ponavljanje istih izrac¢unavanja pod sumom u formuli (6.26).

(k=0,1,...).

Sada ¢emo dati teoremu o konvergenciji familije simultanih metoda (6.26).

Teorema 6.3 Neka je q realna ili kompleksna funkcija koja zadovoljava uslove (6.24).

Ako su z%o), ceey 27(10) pocetne aproksimacije dovoljno bliske razlicitim nulama (i, ..., Cn,

tada red konvergencije simultanih metoda (6.26) iznosi Sest.

Dokaz. Zbog jednostavnosti, izostavljamo indeks iteracije k, a sve veli¢ine u (k 4+ 1)-voj
iteraciji oznacava¢emo simbolom ~. Na osnovu uslova Teoreme 6.3, mozemo pretposta-
viti da je &; = Own(gj) za svaki par i,j € I,. Dalje, neka je ¢ € {e1,...,e,} greska
maksimalnog modula.

Zbog kraceg pisanja uvedimo skracenice

. Zj =G

Nig = 2i — 25, Ui = E N

’ ! _ (= = G
jel\{i}

i 2} je dato sa (6.23). Tada, polazeci od (6.25), (6.7) i koriste¢i gornje skracenice, dobijamo

R 1 Ei
Zi = Z; — = Z; — .
¢ g 1 1 1 ¢ 1-— EiV;
oA R
jel\{i} jel\ {3}
Odavde je
. 2.
Ei=%2—(G=¢ LR (6.27)

1-— ;U4 1-— E;V; '
Kao i u dokazu teoreme 6.2, na osnovu Teoreme 2.4 sledi

Z;k — <j = O]u(&';l») 1 v; = O]u(&A)
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tako da iz (6.27) nalazimo
£ = O]w (56),

Sto ukazuje da je red konvergencije familije (6.26) jednak Sest. O

Primetimo da familija (6.23) koristi f(z;), f/(z;), f'(zj—2%u(z;)). S obzirom da se f(z;)
i f'(#;) ve¢ koriste prilikom implementacije simultanog metoda (6.26), jedino n dodatnih
izracunavanja vrednosti izvoda f’ (u tackama z; — 2u(z;) (j = 1,...,n)) je potrebno
obaviti. Racunska cena suma u (6.10) i (6.26) je ista za oba metoda. Na ra¢un pomenutih
dodatnih izrac¢unavanja, red konvergencije novog simultanog metoda (6.26) je poveéan sa 3
(za (6.10)) na 6 (za (6.26)). Ovo ukazuje na visoku racunsku efikasnost simultanog metoda
(6.26). Lako je proveriti da metod (6.26) ima isti red konvergencije kao i metod (6.14).

Primer 6.4 Da bismo demonstrirali svojstva familije simultanih metoda (6.26), testirali
smo veliki broj polinomskih jedna¢ina. Medu mnogim testiranim algebarskim polinomima
odabrali smo slede¢i stepena 24,

f(z) = (2" = 1)(2* = 81)(2% — 82+ 17)(2% — 62 4 13)(2% — 42 + 5)(2? — 42 + 13)
x (22 =224+ 5) (2% + 22+ 5)(2* + 42+ 5)(2% + 42 + 13).

Za meru tacnosti dobijenih aproksimacija, koristili smo Euklidovu normu gresaka (6.21)

datih u Tabeli 6.4. Ova tabela sadrzi i ra¢unski red konvergencije 7., izra¢unat po formuli
(6.22).

Diskutujuéi racunsku efikasnost simultanih metoda, napomenimo da FErlih-Abertov
metod (6.10) reda tri zahteva n izratunavanja funkcije f, m izracunavanja izvoda f’ i
n izracunavanja suma (u imeniocu (6.10)) po iteraciji za polinom stepena n. Familija
metoda (6.26) zahteva jo§ samo n izracunavanja f’ vise u tackama

zj —q(zj)u(z), j=1,...,n.
S druge strane, metodi (6.26) poseduju red konvergencije Sest, $to ukazuje na znatno
poboljsanu konvergenciju metoda (6.26) a time i njihovu ra¢unsku efikasnost.

Iz Tabele 6.4 vidimo da familija (6.26) daje aproksimacije nula izuzetne ta¢nosti u
poredenju sa Erlih-Abertovim metodom (6.10).

metodi e e e e (6.22)
E-A metod (6.10)[5.06(—2)[6.42(—6) |L57(—17)|2.0801
IM (6.26)(2.59) |4.51(—2)|1.53(—9) |2.06(—53)|5.8772
IM (6.26)(2.60) |4.48(—2)[9.52(—10)|3.70(~55)|5.9189
IM (6.26)(2.61) |6.66(—2)[8.19(—8) [6.56(—43)|5.9382
IM (6.26)(2.62) |3.93(—2)|4.37(—10)|1.78(—56)|5.8322
IM (6.26)(2.63) |4.18(—2)|3.60(—10)|6.60(—58)|5.9184

TABELA 6.4 Euklidova norma greske — polinom stepena 24
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6.4 Simultani metodi za viSestruke nule

U prethodnom odeljku pokazali smo kako se visekora¢ni metodi mogu uspesno primeniti za
konstrukciju iterativnih metoda za simultano odredivanje prostih nula polinoma. Polazeéi
od relacije fiksne tacke (6.8), namede se sledece pitanje: Da li je mogudée konstruisati simul-
tani metod Sestog reda za odredivanje visestrukih nula? Izvodenje takvog metoda bilo je
nemoguce do skora, jer optimalni metod za viSestruke nule ¢etvrtog reda koji zahteva samo
tri funkcijska izracunavanja, slican metodu (6.25), nije bio izveden. Ipak, 2009 godine Li,
Liao i Ceng!? [46] predlozili su dvokoraéni metod za odredivanje vigestruke nule optimalnog
reda cetiri, Sto je omoguéilo konstrukciju simultanog metoda velike racunske efikasnosti
za aproksimaciju visestrukih nula polinoma. Primenjujudi taj dvokoracni metod, u ovom
odeljku predlazemo simultani metod reda Sest.

Napomena 6.3 Metod Li-Liao-Cenga [46] su nedavno uopstili Zou, Cen i Song!', videti
[99]. Medutim, partikularni metodi ove familije su jednake efikasnosti tako da smo iza-
brali Li-Liao-Cengov metod, koji je takode ¢lan familije Zou, Cen i Songa, zbog njegovog
jednostavnog oblika.

Neka je f(z) = [I_,(z — ¢;)* monié¢ni polinom stepena n sa visestrukim realnim ili

j=1
kompleksnim Korenima (1, ..., ¢, odgovarajuéih visestrukosti 1, ..., 4, (¥ < n). Tada je
f(z) [ d AN T
_ _[4, } _ ( : ) : 6.28
ue) = H = [Frase)] = (3 2 (6.25)

Jj=1

Izdvajamo ¢lan z — ¢ iz (6.28) i izvodimo sledeé¢u nula-relaciju

G=2—— Hi — (el ={l,... v}, (6.29)
_ Z K
W) el © T

koja ¢e sluziti kao osnova za konstrukciju simultanih metoda za odredivanje visestrukih
nula polinoma. Ova relacija je takode upotrebljena u radu [27] za konstrukciju iterativnih
metoda za simultanu inkluziju viSestrukih nula polinoma u kompleksnoj kruznoj aritmetici.

Neka su z1, . . ., 2, razli¢ite aproksimacije korena (1, . . ., (.. Stavljajuéi z = z; i zamenom
(; nekom aproksimacijom z; na desnoj strani jednakosti (6.29), dobijamo slededi iterativni

metod _
5=z — s (iel,) (6.30)

1 _ M
u(z;) Z ;i — 2%

Z
jelL\{i} J

za simultano nalazenje svih viSestrukih nula polinoma f. Ovde 2; oznacava novu aproksi-
maciju korena ¢;. Izbor z7 = z; u (6.30) daje metod treéeg reda Erlih-Abertovog tipa za

10 1. Cheng
11 X. Zhou, X. Chen, Y. Song
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viSestruke korene "
~ (2

Z; ;
jeL\{i} !

(iel). (6.31)

Interesantno je pomenuti da je metod (6.31) u obi¢noj kompleksnoj aritmetici izveden
nakon sloZenijeg metoda istog tipa u kruznoj kompleksnoj aritmetici, videti [27].

Dalje, koristeéi Srederove aproksimacije (1.32) 25 = zj — pju(z;) u (6.30), u radu [50]
izveden je slede¢i ubrzan metod cetvrtog reda

s Mg

u(z) Z ; 7

Zi — 25 + piulz;
jel i) i+ miu(z;)

(i € L). (6.32)

Tterativni metod (6.32) svodi se na Nurinov metod [57] u slué¢aju prostih korena.

Kao §to je receno u prethodnom odeljku, iz relacija (6.29)—(6.32) jasno je da bolje
aproksimacije z; daju tacnije aproksimacije Z;. Primenili smo ovu ideju za konstrukeiju
metoda viSeg reda.

Tterativni metod cetvrtog reda (6.32) dobija se upotrebom Srederovog metoda (1.32)
reda dva 27 = z; — pju(z;). Dalje ubrzanje konvergencije moze se ostvariti upotrebom
metoda viseg reda za odredivanje visestrukih korena. Ovde ¢emo koristiti dvokoracéni
metod za nalazenje visestrukih korena koji su predlozili Li, Liao i Ceng u radu [46]

Brat) S )

Z2=z—u(z) T 0t()” 70 , (6.33)
gde je
_ 2m om? - m(m—=2) m \~™ B mo \~m
Sy T 1T (m+2) ’ 6__(m—|—2) ’

i m je viSestrukost trazenog korena ¢ funkcije f (ne obavezno algebarski polinom). Red
konvergencije iterativnog metoda (6.33) je cetiri, dakle vazi

2= (=0u((z— )" (6.34)
(za dokaz, videti [46]).

U cilju konstrukcije novog metoda, zameni¢éemo z aproksimacijom z; nule ¢; i m
odgovarajucom visestrukoséu p; korena (;. Aproksimacije z; koje se javljaju u (6.30)
se racunaju prema (6.33), tj.

gde je uj = u(zj), t; = f'(z; — Oju;)/ f'(z5) i
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H uj(uj—2)( 1 )*“J‘ 6}__( 1 )*“J‘
2 o '

21 _ _
fi = 2’ L i+ 2 Hy + 2

wi+2

' =

Nakon ovih zamena u (6.30), dobijamo metod za simultanu aproksimaciju svih prostih ili
viSestrukih nula datog polinoma f

A0 ) Hi ,(iel, k=0,1,...) (6.35)

) 1 Mj
Tk Z )
ui jEIu\{i} ka) (k)+ (k) M

146,

sa gore naqvedenim oznakama.

Konvergencija novog metoda (6.35) tema je sledeée teoreme.

Teorema 6.4 Ako su pocetne aproksimacije z( ), . ( ) dovoljno bliske razlicitim kore-

nima (1, . ..,(, datog polinoma, onda je red konvergencz]e sitmultanog metoda (6.35) Sest.

Dokaz. Dokaz se izvodi analogno dokazu Teoreme 6.2. Na osnovu uslova Teoreme 6.4
mozemo pretpostaviti e; = Op(e;) za svaki par i,j € I,. Neka je ¢ € {e1,...,e,} greska
maksimalnog modula i £; = Op(€) (5 € 1) Zbog kratkoée uvodimo

Bitti , _ 1z = G)
1+6jtj ’ N Z (Zz_CJ)(Zz_Z;)

* . — ..
Zj—ZJ Uy

jel \{i}
Tada, polazedi od (6.35) i koristeéi (6.28), dobijamo

A Mz‘ _ Hi&i
Zi = 2 — - =Z; —

Ty By B e

jeL\{i} jelagy 0

odakle je
2
. — &2y,
ST Y L —" e (6.36)
i — &y M — &V

7 (6.34) sledi v; = Opr(e?), a iz (6.36) dalje sledi

g = O]w(&'ﬁ),

buduéi da imenilac u (6.36) tezi u; kada e; — 0. Zbog toga, red konvergencije simultanih
metoda (6.35) je Sest. O

U nastavku éemo analizirati rac¢unsku efikasnost metoda (6.31), (6.32) i novog simulta-
nog metoda (6.35). Kao sto je ve¢ pomenuto u odeljku 6.2, pokazuje se da metod (6.32)
ima najvecu racunsku efikasnost u klasi simultanih metoda baziranih na relaciji fiksne
tacke. Poredenje novog metoda (6.35) sa drugim metodima Sestog reda nije svrsishodno
iz dva razloga:
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1) U ovom momentu, nema drugih simultanih metoda Sestog reda oblika (6.30), osim
metoda (6.35) sa Li-Liao-Cengovim dvokoraénim metodom (6.33) ili nekim drugim par-
tikularnim metodima iste familije.

2) Postoje¢i metodi Sestog reda za visestruke nule, kao $to su metodi Halejevog tipa
[62], [95], su manje efikasni od pomenutih metoda (6.32), videti [61, Po.6].

Poredeéi iterativne formule (6.32) i (6.35) mozZemo primetiti da nova formula (6.35)
zahteva v novih vrednosti polinoma po iteraciji u odnosu na (6.32). Odavde zaklju¢ujemo
da se minimalna ra¢unska efikasnost iterativnog metoda (6.35) dobija kada je v = n, tj.,
kada su svi koreni prosti. Ovaj ,najgori slucaj” u nasoj racunskoj analizi ve¢ je razmatran
u odeljku 6.2 sa zaklju¢kom da metod (6.35) (koji je za slucaj prostih nula, ekvivalentan
metodu (6.35)) poseduje najveéu racunsku efikasnost.

Ponaganje konvergencije metoda (6.31), (6.32) i novog simultanog metoda (6.35) ilu-
strovano je u sledeca tri primera.

Primer 6.5 Metodi (6.31), (6.32) i (6.35) primenjeni su za simultanu aproksimaciju ko-
rena polinoma

fi5(2) = 2 — (8 = 3i)2M + (28 — 24i)2"3 — (58 — 864)2'2 + (81 — 1904) 2! — (86 — 2874)2'°
+(82 — 278i) 2 — (68 — 72i)2% + (20 + 3204)2" + (104 — 6924)2° — (312 — 7604)2°
+(464 — 3847) 2" — (320 + 256i)2> — (128 — 576i)2? + (384 — 384i)z — 256.

Koreni ovog polinoma su —1, 2, 1 + 14, i, —24, sa viSestrukostima 2, 3, 2, 2, 3, redom.
Pocetne aproksimacije su

AV = 13402, AV =22-04i, 2 =07+1.2i,
2V =08-13i, Y =03+12i, 2" =03-17.

Norme gresaka dobijene u prve tri iteracije date su u Tabeli 6.5. Norma greske pocetnih
aproksimacija je e(® ~ 1.52.

metodi]e( e e® 7 (6.22)
(6.31) [3.12(—1)[6.23(=3) [2.76(—8) [3.15
(6.32) |2.60(—1)|1.66(—4) [1.20(—16)|4.17
(6.35) |2.48(—1)|7.94(—18)|1.58(—37)|5.81

TABELA 6.5. Euklidova norma gresaka — Primer 6.5
Primer 6.6 Isti metodi (6.31), (6.32) i (6.35) testirani su na primeru polinoma
fis(z) = 28 + (2 = 2i)2'7 — 14216 — (18 — 26i)2® + (80 — 12i)2' + (26 — 118i)2"3
—(238 — 1367)2'% + (146 + 1824)2" + (307 — 476i)2"* — (380 — 160i)z"

+(236 + 320i)2% 4 (32 — 712i)27 — (804 — 880i)2° + (512 + 964)2° — (80 + 832i)2*
—(1024 — 11524) 2% — (448 — 2564)2% — (1024 — 512i)z + (—768 4 10247).
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Koreni ovih polinoma su —1 —2, 1 +14, +4, 2, —2 + ¢ sa odgovarajué¢im viSestrukostima
2,3,2,2,2,2, 3, 2. Slede¢e nulte aproksimacije su izabrane (e(o) ~ 1.50)

AV = 13402, 2V =-22-03i, 2V =13+12i, 2" =07-12i
AV = —02+08i, Y =02-13i, 2”=22-03;, 2Y=-22+07i

Maksimalne greske dobijene u prve tri iteracije date su u Tabeli 6.6.

metodi|el) e e® 7 (6.22)
(6.31) [2.81(—1)[2.61(—3)[2.93(—9) [2.92
(6.32) {1.62(—1)|6.00(—5)|1.92(—18)|3.93
(6.35) [1.80(—1){9.03(—7)|1.21(—39)[6.20

TABELA 6.6. Euklidova norma gresaka — Primer 6.6

Primer 6.7 Da bismo odredili korene polinoma

20(2) = 220 + 4219 — 20218 — 72217 + 252216 4 664215 — 209221* — 3440213 + 12450212
f20(2)

49520211 — 51476210 — 12642° + 1423602 — 8248827 — 2286122°

427937625 4+ 1172372* — 33730022 + 7740022 4 135000z — 67500

primenili smo iste metode. Koreni ovog polinoma su —1, —3, 1 +4, 1, 2 44, sa viSestru-
kostima 2, 3, 2, 2, 3, 2, 2, 2, 2, redom. Pocetne aproksimacije su (e(?) ~ 1.43)

AV = 13402, 2V =-28-02i, 2" =12+13
AV =08-12i, 2Y=08-03i, 2¥=-18+12i

AV = —18-12i, 2V =18+08, 2" =18-12.
Norme gresSaka u prve tri iteracije date su u Tabeli 6.7.
metodi]e( e e® 7 (6.22)

(6.31) [1.10(—1)[7.24(—5) |1.64(—14)[3.02
(6.32) |5.57(—2)[2.38(—7) [3.24(—29)|4.07
(6.35) |2.18(—2)|7.44(—13)(3.65(—75)|5.99

TABELA 6.7 Euklidova norma gresaka — Primer 6.7.

Iz Tabela 6.5-6.7 kao i brojnih testiranih polinomskih jednacina, mozemo zakljuciti da
predloZena familija (6.35) daje aproksimacije izuzetne tacnosti; dva iterativna koraka su
obi¢no dovoljna pri reSavanju vecine prakti¢nih problema ako su pocetne aproksimacije do-
voljno bliske korenima. Opisana analiza racunske efikasnosti pokazuje da je familija (6.35)
efikasnija od postojeé¢ih metoda za odredivanje visestrukih nula zasnovanih na relaciji fik-
sne tacke.
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Mpwunor 4/1

NMPUPOAOHO - MATEMATUYKUN ®AKYNTET

HUL

KibYYHA JOKYMEHTAUUJCKA UH®OPMALIMJA

PenHu 6poj, PBP:

WneHTndmkaumoxm 6poj, UBP:

Twn gokymeHTauuje, TO:

MOHorpadcka

Twn 3anuca, T3:

TEeKCTyaliHn

Bpcrta paga, BP:

JOKTOpcKa aucepTauuja

AyTop, AY:

JosaHa LlyHuh

MenTop, MH:

Mwuogpar C. lNeTtkoeuh, CHexxaHa Unuh

Hacnos paga, HP:

BuwekopayHu meToam 3a peluaBame
HenuHeapHMUX jeaHa4YuHa

Jeswuk nybnuvkauuje, JIM:

CpncKu
Jeswuk nssopa, JU: EeHIMecKu
B3emrba nybnukosatsa, 3M: Cp6y|ja
Yxe reorpadcko nogpydje, YI: Cp6VIja
FoawHa, IMO: 2012.
WN3pasay, U3:

ayTOPCKN PErnpuHT

MecTo u agpeca, MA:

Huw, Buwerpagcka 33.

duanykm onuc paga, ®O: 132 CcTp.
(normaerva/cTpaHa/
Hay4yHa obnact, HO: mMmaTtemMmaTtumka

Hay4yHa gucumnnuHa, HA:

HyMepun4yka matemMatunyka

MpeometHa oppeaHyua/KrbyuHe peyn,
no:

pelwaBake HeNUHeapHWX jedHauyuHa,  BULLe-
KOpa4YHW MeToaMu,  Hyre nonuHoma, ybpsane
KOHBepreHuuje, padyHcka euKkacHoOCT

yoK

519.6

Yysa ce, YY:

oubnuoTteka

BaxHa HanomeHa, BH:




M3Boa, U3:

JedaH og HajcTapmjux 1 HajBaxkHUjUX Npobnema y
HYMEpPWYKOj MaTemMaTuun je pellaBake HenuHe-
apHux jegHauymnHa. [lpumerneHa MaremaTuka,
dusmKa, NHxXerepcKe AUCUMNIINHE, acTPOHOMMU]a,
eKoHOMMja na 4Yak U ApYLUTBEHO-XYMaHUCTUYKe
Hayke Cy camMO HeKke Of Hay4YHuUX AuCUMNnHa y
Kojuma ce jaBrba noTpeba 3a pellaBareM
npobnema osor Tnna. OBa guceptauunja 6asu ce
KOHCTPYKLMjOM, aHanuM3oM KOHBepreHuuje u
HYMEPUYKMM TecTupawemM ONTUMArHUX BULLEe-
KopayHux metoda. MpeanoxeHo je BuLe opuru-
HanHUX [OBOKOPAYHUX M TPOKOpaYyHUX MeToaa
BUCOKe paudyHcke edmkacHocTu. Mo npsu nyT y
nuTepaTypu AaT je NpUCTYn KOju pen KOHBep-
reHumnje onTMmanHux Metoga 3HaTHo ybp3aBa 6e3
JooatHUX  (PyHKUMjckMX — u3padvyHaBawa. C
063MpOM Ha MOCTUrHYTM cTeneH noborblama
payyHcKke eduMKacHOCTM y ogHOCy Ha noctojehe
MeTode, OBU pe3ynTtatu npencraBibajy 3HadajaH
Hanpedak y Teopuju wuTepaTMBHUX npoLeca.
MocebHO nornaBrbe nocBeheHo je CUMynTaHOM
ogpehuBary Hyna anrebapckux nonvHoma
npyMMeHOM MeToda ca Kopekuujama. [loborblia-
e e(uKacHOCTU CUMYyNTaHMX MeToga MnoCTu-
FHyTO je KopuwheweMm [OBOKpayHUX MeToda 3a
Hanaxewe nNPOCTUX W BULLECTPYKUX KOpeHa
HenvHeapHuX jeaHaunHa. Csun wmeTOaM cy
TECTMpPaHM Ha HYMEPUYKMM NpuMepuma U
ynopefeHn ca no3HaTum metoguma.
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Abstract, AB: Solving nonlinear equations is one of the oldest
and most important problems in numerical
mathematics. Applied mathematics, physics,
engineering disciplines, astronomy, economics
and even social sciences and humanities are just
some of the scientific disciplines where there is a
need for solving problems of this type. This thesis
deals with the construction, convergence analysis
and numerical testing of optimal multipoint
methods. Several original two-step and three-step
methods of high computational efficiency are
proposed. For the first time in the literature, an
approach is given for significant acceleration of
convergence rate not requiring any additional
function evaluations. Considering achieved
improvement of computational efficiency, com-
pared to the existing methods, these results
represent significant progress in the theory of
iterative processes. One chapter is devoted to
the simultaneous determination of zeros of
algebraic polynomials using the method of
corrections. Improved efficiency is attained using
two-step methods for finding simple and multiple
roots of nonlinear equations. All methods were
tested on numerical examples and compared to
the known methods.
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