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Predgovor

Kros-momenti vektorske slu¢ajne promenljive predstavljaju bazi¢ne statisticke veli¢ine koje
opisuju raspodelu promenljive. DefiniSu se kao o¢ekivana vrednost proizvoda celobrojnih
stepena koordinata vektorske sluc¢ajne promenljive. Izra¢unavanje kros-momenata moze
postati zahtevno ukoliko je broj mogucih realizacija slu¢ajne promenljive veliki, a prakti¢no
neizvodljiv u slu¢aju kada je beskonacan. Medjutim, za specificnu strukturu raspodele
slucajne promenljive i strukturu slucajne promenljive ovaj problem moZe biti reSen na
efikasan nacin, $to predstavlja temu ove disertacije.
U disertaciji razmatramo tri tipa probabilistickih modela:

e Markovljevi lanci (skriveni Markovljevi modeli i uslovna slu¢ajna polja),
e Probabilisticki graficki modeli,

e Probabilisticke kontekstno-nezavisne gramatike.

Glavni doprinos ove disertacije nalazi se u novim algoritmima za izrac¢unavanje kros-
momenata pomenutih probabilistickih modela. Algoritmi su bazirani na dinami¢kom pro-
gramiranju nad komutativnim poluprstenom. Pri tome se za kros-momente probabilisti¢kih
kontekstno-nezavisnih gramatika koriste algoritam za izrac¢unavanje particione funkcije [66]
i inside-outside algoritma [26], [53], a za probabilisticke graficke modele je koriS¢en algoritam
slanja poruka [1], [15], [49], [68].

Disertacija je organizovana na sledeci nacin.

U glavi 1 opisana je notacija koris¢ena u disertaciji, date su teorijske osnove iz algebarskih
struktura i teorija verovatnoce, a zatim je na jednostavnom primeru objasnjena klju¢na
ideja pomocu koje je moguce izvrsiti efikasno izratunavanje kros-momenata. U disertaciji
je koriS¢ena multi-indeks notacija. Umesto standardnog indeksiranja nenegativnim celim
brojevima, simboli su indeksirani uredjenim n-torkama nenegativnih celih brojeva nazvanih
multi-indeksi. Pokazano je kako se multinomna i generalisana Lajbnicova formula mogu
zapisati u multi-indeks notaciji. Zatim, dat je pregled osnovnih algebarskih pojmova, kao $to
su algebarske strukture i elementarne definicije iz teorije grafova. Takodje, dati su osnovni
pojmovi verovatnoce sa posebnim akcentom na statisticke veli¢ine kao $to su: matematicko
ocekivanje, entropija i kros-momenti. Na kraju glave na jednostavnom primeru objasnjena je
klju¢na ideja pomocu koje je moguce izvrsiti efikasno izrac¢unavanje kros-momenata u slucaju
kada funkcije imaju jednostavnu strukturu. Pokazujemo kako se izra¢unavanje momenata
moZe izvrsiti primenom distributivnog zakona u poluprstenu, koji se sastoji od uredjenih
n-torki indeksiranih multi-indeksima i operacijama definisanim na odgovarajuci na¢in.

U glavi 2 razmatramo izra¢unavanje ocekivanja vektorske slucajne promenljive nad
grafickim modelima kao $to su: Bajesovske mreZze, Markovljeva slucajna polja i junction



ii

stabla, pri ¢emu je poseban akcenat stavljen na faktor-grafove. Algoritmi iz ove glave
mogu se predstaviti procesom slanja poruka kroz graf, pri ¢emu poruke nose informaciju o
matematickom ocekivanju slucajne promenljive. Razvijen je novi algoritam koji funkcionise
kao algoritam slanja poruka nad poluprstenom ocekivanja [22], koji se naziva EMP algoritam
(entropy message passing) [38]. Algoritmi iz ove glave su uskoj vezi sa prethodno razvijenim
algoritmima za izra¢unavanje o¢ekivanja nad junction stablima [43], [67], [59], [54] i faktor
grafovima u [21], [18], [16], [17]. Ove veze su objasnjene i izvrsena poredjenja kompleksnosti
sa pomenutim algoritmima. Glava 2 bazirana je na radu:

e V.M. IL1¢, M. S. Stankovié, B. T. Toporovi¢, Entropy message passing, IEEE Transactions
on Information Theory, 57 (2011), pp. 219-242.

U glavi 3 razmatramo izrac¢unavanje entropije skrivenog Markovljevog modela uz pomo¢
forward-backward algoritma [3], [4], [5], [9], [83], nad entropijskim poluprstenom [13]. Razvi-
jeni algoritam predstavlja numericki stabilnu verziju EMP algoritma primenjenogna skrivene
Markovljeve modele, i ima znatno manju memorijsku kompleksnost nego algoritam koji su
dali Mann i McCallum [60]. Takodje, pokazano je kako razvijeni algoritam moZe biti trans-
formisan u algoritam koji su dali Hernando i saradnici [31]. Glava 3 bazirana je u na radu:

e V.M.IL1¢, M. S. Stankovi¢, B. T. Toporovi¢, Entropy semiiring forward-backward algorithm
for HMM entropy computation, Transactions on Advanced Research, 8 (2012), pp. 8-15.

U glavi 4 razmatramo izracunavanje gradijenta uslovnih slucajnih polja. Sli¢no kao u
glavi 3 izvodimo algoritam koji je baziran na forward-backward algoritmu [3], [4], [5], [9],
[83], nad log-domen poluprstenom ocekivanja. Razvijeni algoritam predstavlja numericki
stabilnu verziju EMP algoritma primenjenog na uslovna slu¢ajna polja. Razvijeni algoritam
ima znatno manju memorijsku kompleksnost i nesto ve¢u vremensku kompleksnost nego
algoritam koji su dali Lafferty i saradnici [51]. Glava 4 bazirana je na radu:

e V. M. ILi¢, D. I. MancCey, B. T. Toporovi¢, M. S. Stankovi¢, Gradient computation in
linear-chain conditional random fields using the entropy message passing algorithm, Pattern
Recognition Letters, 33 (2012), pp. 1776 — 1784.

U glavi 5 uopsteni su algoritmi iz glava 2, 3 i 4 na generalni slucaj kros-momenata
proizvoljnog reda. Razvijena su dva generalna algoritma: 1) algoritam slanja poruka nad
poluprstenom polinoma (polynomial semiring message passing, PSMP) i 2) algoritam slanja bi-
nomnih poruka (binomial semiring message passing, BSMP). U ovim algoritmima, poruke pred-
stavljaju uredjene n-torke, i one prenose informaciju o svim kros-momentima, zaklju¢no sa
kros-momentom najviSeg reda koji je od interesa. BSMP i PSMP se poklapaju kada se koriste
za izratunavanje kros-momenata reda (1) i (1,1) i mogu se shvatiti kao generalizacija EMP
algoritma u slucaju reda (1), i kao generalizacija algoritma koji su razvili Kulesza i Taskar [50]
u slucaju reda (1,1). Takodje, PSMP predstavlja generalizaciju algoritma za izra¢unavanje
skalarnih momenata koji su razvili Cowell i saradnici [15], dok je BSMP generalizacija algo-
ritma koji su razvili Heim i saradnici [30] za modele sa strukturom lanca. Glava 5 bazirana je
u na radu:

e V.M. IL1¢, M. S. Stankovié, B. T. Toporovi¢, Computation of cross-moments using message
passing over factor-graphs, vol. 6, American Institute of MAthematical Sciences.
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U glavi 6 razmatrani su kros momenti probabilistickih kontekstno-nezavisnih gramatika.
Na polju probabilistickih kontekstno-nezavisnih gramatika problem izracunavanja kros-
momenata je u velikoj meri ve¢ obradjivan, ali za specijalne slucajeve kros-momenata reda
ne veceg od dva i uglavnom za skalarne promenljive. Razmatraju se dva slucaja: 1) skup
elementarnih dogadjaja je skup svih izvodjenja gramatike (naziv kros-moment se obi¢no
odnosi na ovaj slucaj) i 2) skup elementarnih dogadjaja je skup svih izvodjenja za datu re¢
generisanu gramatikom (u ovom slucaju govorimo o uslovnim kros-momentima). Kros-
momente skalarnih promenljivih prvog reda (ili, krace, momente prvog reda), kao sto su
ocekivana duZzina izvodjenja i ofekivana duZina izvedene re¢i razmatrao je Wetherell [87].
Izracunavanje entropije probabilisticke kontekstno-nezavisne gramatike razmatrali su Neder-
hof i Satta [65]. Postupak za izra¢unavanje momenta duZine izvedene re¢i dala je Hutchins
[33], koja je izvela formule za momente prvog i drugog reda. Algoritam za izratunavanje
uslovne entropije dala je Hwa [34]. Algoritam za izracunavanje uslovnih kros-momenata
vektorske promenljive reda dva dali su Li i Eisner [56]. Glava 6 je bazirana na radu:

e V.M.IL1¢, M. D. Ciri¢, M. S. Stankovié, Cross-moments computation for stochastic context-
free grammars, CoRR, abs/1108.0353 (2011).
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Glaval
Osnovni pojmoviiideje

U ovoj glavi opisana je notacija koriS¢ena u disertaciji, date su teorijske osnove iz algebarskih
struktura i teorija verovatnoce, a zatim je na jednostavnom primeru objasnjena klju¢na ideja
pomocu koje je moguce izvrsiti efikasno izracunavanje kros-momenata. U disertaciji je
koris¢ena multi-indeks notacija, koja je opisana u poglavlju 1.1. Umesto standardnog indek-
siranja nenegativnim celim brojevima, simboli su indeksirani uredjenim n-torkama nenega-
tivnih celih brojeva nazvanih multi-indeksi. Pokazano je kako se multinomna i generalisana
Lajbnicova formula mogu zapisati u multi-indeks notaciji. U poglavlju 1.2, dat je pregled
osnovnih algebarskih pojmova kao $to su algebarske strukture i elementarne definicije iz
teorije grafova. U poglavlju 1.3 dati su osnovni pojmovi verovatnoce sa posebnim akcen-
tom na statisticke veli¢ine kao Sto su: matematicko ocekivanje, entropija i kros-momenti. U
poglavlju 1.4 je na jednostavnom primeru objasnjena klju¢na ideja pomocu koje je moguce
izvrsiti efikasno izra¢unavanje kros-momenata za funkcije sa jednostavnom strukturom.
Pokazujemo kako se izracunavanje momenata moZe izvrsiti primenom distributivnog za-
kona u poluprstenu koji se sastoji od uredjenih n-torki indeksiranih multi-indeksima i op-
eracijama definisanim na odgovarajuci nacin.

1.1 Osnovna notacija

1.1.1 Skupovi i sekvence

Skup prirodnih brojeva ozna¢avamo sa N, a prosireni skup prirodnih brojeva sa INy. Skup
realnih brojeva ozna¢avamosa R, a prosireni skup realnih brojeva, Ru{—o0, +00 } 0zna¢avamo
sa R*. Broj elemenata kona¢nog skupa V oznac¢avamo sa |V|. Ako se skup sastoji od jednog
elementa {n}, ne¢emo pisati zagrade ukoliko to ne dovodi do zabune. Tako éemo, na primer,
razliku izmedju skupa M i skupa n oznacavati sa M \ n. Konac¢an podskup skupa prirodnih
brojeva V = {iy,---, iy} ¢ INy nazivamo indeksni skup, a njegove elemente indeksi. Skupove
indeksa éemo oznacavati velikim slovima abecede (M, K, itd.), a indekse malim (1, k, itd.).

Pod sekvencom duZzine n podrazumevamo ured]enu n-torku. Neka j ]e (le, ., X, ) proi-
zvoljna sekvenca simbola indeksiranih sa i;---7y;. Ukoliko je i1 < i, < -+ < iy za sekvencu
(Xiy, ..., X, ) koristicemo zapis Xy. Skup indeksa {I,I+1,...,r} ce skraceno biti oznacen sa
l:r,a skup O:/-1ur+1:Tsa-Il:r. Shodno tome, sekvenca simbola (X, X},1,...X;) se
obelezava sa X, a sekvenca (Xo, X1, ..., X1, X441, .-, X1) sa X ;.



2 Glava 1. Osnovni pojmovi i ideje

Simbol },.x oznacava sumiranje po skupu X. Ukoliko nema opasnosti od konfuzije
izostavlja¢emo simbol Xi pisati },.

1.1.2 Multi-indeks notacija

Multi-indeks se definiSe kao uredjena n-torka nenegativnih celih brojeva a = (ay,...,a,) € IN‘é .
Definisemo dimenziju multi-indeksa, d(a) = d; faktorijel multi-indeksa, a! = a;!---a,! i nula
multi-indeks, 0 = (0,...,0).

Zaf=(Pi,---,Pa) € lNg, sa f < @ oznacavamo da je f8; < a; za svako i = Ld. Sap<a
oznacavamo da je §; < a; za svako i = .,d. Za multi-indeks & kaZemo da ]e nenegatlvan
ako je 0 < a. Zbir i razlika multi- 1ndeksa aipfdefiniSusekaoa+f = (a1 +p1,...,as+Pq). Za
dva multi-indeksa a i 8, binomni koeficijenti se definiSu kao

(3) -7 o 1)

Za multi-indekse iste dimenzije 8,, n =1,..., Tia vaZif, +---+B; = &, definiSemo multinomne
koeficiente sa
al

/ﬁr) [

(;):(ﬁ,;—ﬁ)' (13)

Za vektor z = (z1,...,z4) € R? i multi-indeks B = (B1,...,B4) € IN‘S stepen vektora definisan je
kao

(44

(,31,... (1.2)

Primetimo da vazi

2=, (1.4)

1.1.3 Multinomna i Lajbnicova formula

Multinomna teorema [73] moZe da se izrazi pomoc¢u multi-indeksa na slede¢i na¢in

(), 5 (5,50 T .

i=1 i=

za vektor z = (zy,...,z4) € R? i multi-indeks & = (a3, ..., aq) € N4
Neka je a = (a1, ..., a4), i neka C, oznacava skup svih funkcija u : RY - R koje imaju a-ti
parcijalni izvod u nuli. Za svako u € C, definiemo preslikavanje D*) : C, - R sa

Primetimo da je D@ {u(t)} = u(0). Prema generalisanoj Lajbnicovoj formuli [75] vaZi sledeca
jednakost
D@IFG) = T ( ; )p(ﬁ){F} PG}, (1.7)

0<p<a
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zasve F,G € C,. Izvodi proizvoda vise od dve funkcije mogu se izra¢unati pomocu [82]

D[R} - T ( * )IZ[D(ﬁi){Fi(x)}, (1.8)

i=1 B+ +Br=v ﬁl’ ce ’ﬁT i=1

zasvakoF;eC,;i=1,...,T.

1.1.4 Indeksiranje uredjenih n-torki

U ovoj disertaciji bavimo se poluprstenima definisanim nad skupovima uredjenih n-torki,
koje suindeksirane multi-indeksima. Skup svih multi-indeksa manjihili jednakih v oznacava
sesa A,,

A, ={ae NS |a <y}, (1.9)

a sa |A,| se oznac¢ava njegova kardinalnost.
Zaa=(ay,...,aq)if = (pi1,...,Pa) definiSemo relaciju leksikografskog poretka <, tako da
je &« < p akoje
241 :51/---/an:,3nian+l <ﬁn+1- (110)

Nekajev = (vi,...,v4) € lNg multi-indeks i neka su a, ..., &4, multi-indeksi iz A, takvi
da0=a;<ay<-<a, =v. Nekajez = (z1,...,24,)) € R inekajez: A, - R funkcija koja
svakom a; iz A, dodeljuje realni broj z(#), tako da je z(#) = z;. Koristimo slede¢u notaciju za
vektor z

2= (20)

e, = (@90, @),

1.2 Algebarske strukture

1.2.1 Monoidi i poluprsteni

Monoid je uredjena trojka (K, ®,0), gde je ® asocijativna binarna operacija na skupu K, a 0
je neutralni element za @, tj. a® 0 = 0@ a = g, za svako a € K. Monoid je komutativan ako je
operacija ® komutativna.

Poluprsten je petorka (K, @, ®,0,1) takva da

1. (K, ®,0) je komutativni monoid, a 0 je neutralni element za &,
2. (K,®,1) je monoid, a 1 je neutralni element za ®,

3. ® distribuiranad &, tj. (1@ b)®c=(a®c)@ (b®c)andc® (a@b)=(c®a)® (c®Db), za
svako svako a,b,ciz K,

4. zasvakoaizK,vazia®0=0®a =0.

Poluprsten je komutativan, ako je operacija ® komutativna. Operacije @ i ® se redom zovu
sabiranje i mnoZenje u K. Za topologiju 7 definiemo topoloski poluprsten kao par (K, ).

Definicija 1 Sum-product poluprsten je petorka (R, +-,1,0), gde je R skup realnih brojeva, operacije
+ 1 - su definisane na standardni nacin.
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1.2.2 Grafovi

Graf je uredjeni par G = (V,€), gde je V konacan skup ¢vorova, a £ ¢ V x V skup grana. Za
¢vorove a i f kazemo da su susedi, ukoliko je (a, ) € £. Skup svih suseda ¢vora n obelezava
se sa ne(n). Kardinalnost skupa ne(n) naziva se stepen ¢vora n i oznacava se sa d(n) = |ne(n)|.
Za granu (a, ) € £ kazemo da je usmerena ukoliko (B,a) ¢ £. U ovom slucaju, a je roditelj
od 8, a f je potomak od a. Graf se naziva usmeren ukoliko su sve njegove grane usmerene, a
neusmeren ukoliko su sve njegove grane neusmerene.

Put je niz ¢vorova, takav da za svaka dva uzastopna ¢vora u nizu a i  vazi (a, ) € £. Put
se naziva prost ukoliko u njemu nema ponovljenih ¢vorova, u suprotnom naziva se ciklus.
Graf bez ciklusa naziva se stablo. Stablo je usmereno ako su sve njegove grane usmerene,
a neusmereno ukoliko su sve njegove grane neusmerene. Cvorovi stabla koji imaju samo
jednog suseda nazivaju se listovi. Stablo G’ = (V’,£") je podstablo stabla G = (V,€£), akoje V ¢V
i &’ c €. Klika je skup ¢vorova od kojih su svaka dva susedi.

1.3 Osnovi teorije verovatnoce

1.3.1 Diskretni prostor verovatnoca

Neka je Q prebrojivi skup elementarnih dogadjaja. Komplementarni dogadjaj od A oznaca-
vamo kao AC. Presek dogadjaja A n B oznatavamo kao AB ili A,B. Klasa F dogadjaja ¢ini
o-polje ako

1. Qe F;
2. ako A € F tada A€ ¢ F;
3. ako A, e F,n=1,2,... tadaU;2; A, € F.

Verovatnoca P definisana nad sigma-poljem dogadaja F je funkcija iz Q u R, koja ima sledece
osobine:

1. nenegativnost: za svako A € F vazi P(A) > 0;
2. normiranost: P(Q) =1;

3. o-aditivnost: ako su A, € F,n =1,2,..., uzajamno disjunktni dogadjaji (tj. A;nA; za
i+ ])tadaje
P2 A) =

n=1 n

P(Ay). (1.11)

NgK

Il
—_

Prostor verovatnoca je uredjena trojka (Q, F, P). Lako se pokazuje da je partitivni skup prebro-
jivog skupa o-polje i u daljem tekstu za F podrazumevamo partitivni skup od € (u zapisu
29).

Neka su A,B € Qi P(A) > 0. Uslovna verovatnoéa dogadjaja B u odnosu na dogadjaj A je
funkcija P : % - R, koja se definise kao

P(AnB)

P(BIA) = =5

(1.12)
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Na osnovu definicije, lako se pokazuje da uslovna verovatnoca zadovoljava aksiome vero-
vatnoce i vazi pravilo lanca

P(Ay,...,Ay) = P(Ay) - P(AyA1)--P(A,lA1, Ay, ..., Aur), (1.13)
ukoliko je P(A1,As,...,A;) >0zasvakoi=1,...,n.

1.3.2 Diskretne slu¢ajne promenljive

Diskretna jednodimenziona (skalarna) sluc¢ajna promenljiva X definisana nad (€2, 2%, P) je funkcija
koja slika Qu X c R, tj. X:Q - X. U daljem tekstu slucajne promenljive oznacavacemo
velikim slovima abecede X, Y, Zi O, sa indeksima ili bez njih, a vrednosti koje one mogu da
uzmu malim x, y, z, 0. Takodje, za inverznu sliku od x € X, X~1(x), upotrebljava¢emo oznaku
X=x.

Lako se pokazuje da slucajna promenljiva definisana nad (Q,2%,p) definise prostor
verovatnoce (X, 2X, px) na slededi nacin

VxeX, px(x)=P(X=x). (1.14)

Funkcija px naziva se raspodela verovatnoéa slucajne promenljive X. Prema tome, kada se
posmatra samo slucajna promenljiva X, apstraktni polazni prostor verovatnoda (€,2%,p) se
moZze zameniti konkretnim prostorom vrednosti slu¢ajne promenljive X, (X, 2X, px). Nadalje
podrazumevamo da jednodimenzione slucajne promenljive uzimaju vrednosti iz X.
Ukoliko su Xj, ..., X, jednodimenzione slucajne promenljive, X = (Xj, ..., X,) se naziva
visedimenziona (vektorska) slucajna promenljiva. ZdruZena raspodela verovatnoca za X definiSe se
kao
le;n(xlzn) :P(Xl :xlm“'mxn:xn)- (115)

Primetimo da se u slucaju n = 1 viSedimenziona slucajna promenljiva redukuje na jednodi-
menzionu slu¢ajnu promenljivu.

Neka je (X,Y) sluCajna promenljiva diskretnog tipa sa raspodelom pxy. Marginalna
raspodela za X je definisana sa

px(x) =P(X =x) = P(Lyj (X=xnY-= y)) =Y pxy(%,y). (1.16)
y

Marginalna raspodela za Y se definiSe analogno. Takodje, u slucaju viSe dimenzionih
promenljivih Xy, i Y1.,, marginalna raspodela raspodele px,, v,,, za promenljivu Y7, definiSe
se kao

pyl:m (ylim) = Z le:qul:m (xl:ﬂ/ ylim)' (1'17)

X1in
Uslovna raspodela za X pri uslovu Y = y (py(y) > 0) dobija se neposredno iz definicije
uslovne verovatnoce
P(X=xnY=y) pxy(xy)
P(Y =y) pr(y)

Uslovna raspodelu za Y pri uslovu X = x (px(x) > 0) definiSe se analogno. Takodje, u slu¢aju
visedimenzionih promenljivih (Xj.,, Y1) imamo

(1.18)

px(x[Y=y)=P(X=x]Y =y) =

le:Vllyl:m (xltVll yl:m)
o X Y1 = Y1om) = : 1.19
le‘n ( l | l yl ) le:m (ylim) ( )
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Na osnovu definicije, uslovna raspodela za Xy, pri uslovu Yi., = y1., predstavlja raspodelu
slu¢ajne promenljive Xi.,. Takodje, direktno iz definicije sledi pravilo lanca za proizvoljnu
viSedimenzionu slucajnu promenljivu

PXpn (X10) = HpXi(xi|X1:i—l = X1:-1)- (1.20)

i=1
U daljem tekstu ¢emo izostavljati slucajne promenljive iz zapisa onda kada nema opasnosti
od konfuzije. Tako ¢emo umesto px(x), px,, (¥1:n) 1 px.,, (X1:|Y1:0 = Y1:0), pisati redom p(x),

p(xlzn) 1 p(x1:n|y1:n)-

1.3.3 Matematicko oc¢ekivanje

Neka je X diskretna slucajna promenljiva sa raspodelom px. Matematicko ocekivanje E[X]
slu¢ajne promenljive X definiSe se sa

E[X] =) px(x)-x, (1.21)

pri ¢emu se, u slucaju prebrojivog skupa vrednosti, koje moZe da uzme slucajna promenljiva,
zahteva [E[X] < oo, §to je ispunjeno ako red apsolutno konvergira, odnosno ako je ¥, px(x) -
x| < oo. Funkcija g : X - R definiSe diskretnu slu¢ajnu promenljivu Y = g(X), sa raspodelom
py(Y) = Yfx)-y Px(x). Ako E[Y] postoji, imamo

EYI=Ymv(y)-y=2( > px(®)-y)=> > px(x)-g(x))=>px(x)-g(x), (1.22)
Y X

7 xf(0=y v xf @)=y

pri ¢emu je promena redosleda sumiranja dozvoljena, jer red ¥, py(y) - y apsolutno kon-
vergira. Analogno, neka je Xj, viSedimenziona slu¢ajna promenljiva, i neka funkcija
g =1[91,...,9u] :+ X* > R™ definiSe m-dimenzionu slu¢ajnu promenljivu Yi.,, = g(X1.,) =
[91(X1:n), - -+, gm(X1:n) ] Matematicko olekivanje slu¢ajne promenljive Y7., definiSe se kao

E[Y1m] = E[g(Xi:n)] = ZPXM (x1:0) - g(x1:0), (1.23)

X1

i naziva¢emo ga matematicko ocekivanje funkcije g u odnosu na px,,. Ukoliko ne postoji
opasnost od zabune, pored zapisa [E[g(X1.,)], koristicemo i skraceni zapis E[g].

1.3.4 Entropija

Koncept Senonove entropije ima centralnu ulogu u teoriji informacija [14], [77]. Entropija
slucajne promenljive X sa raspodelom p definiSe se kao

H(X) = =) px(x) - Inpx(x), (1.24)

pri ¢emu je logaritam sa osnovom 2, a entropija se meri u bitovima. Entropija se naziva
i mera neizvesnosti, s obzirom na to da predstavlja dobru meru za neodredjenost slucajne
promenljive. Primetimo da entropija moZe biti predstavljena kao o¢ekivana vrednost slucajne
promenljive 1/Inpx nazvane koli¢ina informacija

H(X) =E[1/Inpx(x)]. (1.25)
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ZdruZena entropija H(X,Y') para slucajnih promenljivih sa zdruzenom raspodelom pxy defi-
nise se sa

H(X,Y) = Zx: > pxy(x,y) Inpxy(x,y), (1.26)
a usloona entropija H(Y|X) sa y
H(Y|X) = ijpx(X) H(Y|X =x), (1.27)
gdeje
H(Y|X=x) = ;py(mX = x) - Inpy(y|X = x). (1.28)

Koris¢enjem pravila lanca za uslovne verovatno¢e dokazuje se pravilo lanca za zdruZenu
entropiju

H(X,Y) =H(X) + H(Y|X). (1.29)
Analogno, u slucaju viSedimenzione slucajne promenljve X;., sa raspodelom px,,, imamo
H(Xl:n) == Z pX]:n (xl:n) ’ lan]:n (xlzn)- (1'30)

X1

Za proizvoljne visedimenzione promenljive definiSe se uslovna entropija H(Xj.,|Y1.,) pomo-
éu
H(X1:n|Y1:m) = Z le:n (-xlzn) . H(Y1:m|Xl:n = xl;n), (131)
X1:n
gde je

H(Y1:m|X1:n = xl:n) = ZpYLn(ylzm|X1:n = xl:n) : lan]:n(y1:m|X1:n = xl:n)- (132)
Yim

Primenom pravila lanca na zdruZenu raspodelu py,,, dobija se pravilo lanca za visedimenzi-
oni slucaj

H(X1.) = zn:H(Xi|X1:i—1)- (1.33)

i=1

1.3.5 Kros-momenti slucajne promenljive

Neka je Y = Y34 viSedimenziona slu¢ajna promenljiva sa raspodelom py. Kros-moment reda
a = (a,...,a4) sluajne promenljive Y, u oznaci yg,“), definiSe se kao

u$y =Y py(y) - y*. (1.34)
Yy

Dalje, nekaje g = [g4,...,94] : XT - R? funkcija slu¢ajne promenljive X;.r. Tada ona definige
d-dimenzionu slucajnu promenljivu Y = Y14 = g(Xi.1) = [91(X1:7), ..., 94(X0:r)]. MozZe se

pokazati (videti [41]) da je kros-moment reda a slucajne promenljive Y, u oznaci y,gf)‘;, jednak

ity = Yp(xar) - g(xir)®. (1.35)

X1:T
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Funkcija generatrise momenta (moment generating function, MGF) funkcije g, u odnosu na f, je
realna funkcija M, , : R? - R definisana sa [57]

M, 4(t) = 3 p(xir) - € 7007, (1.36)

za svako t € R?. Ukoliko funkcionalni red u izrazu (1.36) uniformno konvergira u nekoj
okolini nule, kros-moment reda & moZe se izra¢unati kao parcijalni izvod MGF [29]

upty =DO{M,, (1) }, - (1.37)
Ekvivalentno, MGF se moze izraziti preko Tejlorovog reda
iy
M,4(t) = 3, 2L -4, (1.38)
. o
acNj
Kros-momente jednodimenzionih slu¢ajnih promenljivih nazivamo momenti. U specijalnom

slu¢aju, moment prvog reda skalarne funkcije g : X” - R? sluajne promenljive X;.r svodi se
na matematicko o¢ekivanje od g(Xi.r).

1.4 Izracunavanje kros-momenata za funkcije jednostavne
strukture

U ovom poglavljuna primeru funkcija jednostavne strukture pokazujemo kako se na efikasan
nacin mogu izracunati kros-momenti primenom distributivnog zakona. Pristup izloZen u
ovom poglavlju bic¢e koriS¢en u narednim glavama.

1.4.1 Kros-momenati funkcije jednostavne strukture

Direktno izra¢unavanje kros-momenata

M,4(t) = 3 p(xir) - e 70007, (1.39)
X1.T
enumeracijom svih vrednosti iz XT zahteva O(|X|T) operacija, zapisano u Landau O-notaciji
[12]. Ovakav postupak moZe biti izuzetno zahtevan ukoliko je [X| veliko. Medjutim, za
specifi¢nu strukturu raspodele p i funkcije g, ovaj problem moZe biti reSen primenom dis-
tributivnog zakona u odgovaraju¢em poluprstenu. Na primer, neka za raspodelu p i funkciju
g vazi

T T
P(x1:T) = HCPt(xt), g(xir) = th(xt)/ (1.40)
t=1 t=1
gdesu¢: X ->Rig,:X->R?zat=1,...,T. Tada odgovarajuci kros-momenti imaju oblik
@ T T p
Hp g = ZH@(%%(Z%(%)) . (1.41)
xir t=1 =1

U ovom poglavlju, na primeru funkcija jednostavne strukture (1.40) pokazujemo kako se dis-
tributivni zakon u poluprstenu polinoma mozZe iskoristiti za izra¢unavanje kros-momenata
(1.41). U narednim glavama disertacije razmatra¢emo sloZenije funkcije i druge poluprsten-
ove.
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1.4.2 Generalisani distributivni zakon

Neka promenljiva x;.r uzima vrednosti iz skupa X7, i neka se funkcija w : XT — K faktorise
u komutativhom poluprstenu (K, @, ®,0,1) kao

w(x1r) = é) wi(x), (1.42)
t=1

gde su w; : X - K. Direktno izra¢unavanje sume @,,, w(x1.r) enumerisanjem svih mogucih
vrednosti za xy.7 (brute-force izratunavanje), zahteva O(|X|") operacija. S druge strane, posle
primene distirbutivnog zakona

Pw(xir) = @é)wt(xt) = é@wt(xt), (1.43)

X1:T X1T t=1 t=1 Xt

broj operacija se redukuje na O(|X|-T). Na ovaj na¢in dobili smo “brzi algoritam” za
izracunavanje sume (1.42) koji nazivamo generalisani distributioni zakon. U odeljku 1.4.4
pokazujemo kako se primenom ovog algoritma mogu izra¢unati kros-momenti za funkcije
sa jednostavnom strukturom.

1.4.3 Poluprsten polinoma

Poluprsten polinoma reda v je petorka (R, ®,®,0,1), gde su operacije @ i ® definisane sa

uUdv= (u(“) + v("‘))

acAy

u®v=( S u® .o )
ﬁ+)/=0é acAy
za svako u,v € R, Neutralni elementi za @ i ® su dati sa

0

(0,0,...,0), (1.44)
|Ay| times

1=(1,0,...,0 ). (1.45)
—_———
[Ay|-1 times

Sledeca lema se jednostavno dokazuje indukcijom.
Lema 1.4.1 Nekajew; e R t=1,...,T. Tada vaZi sledeca jednakost
T

(@wt)(a) _ iwf"‘), (1.46)
t=1

t=1

(@w)”= Y [l (147)
t=1

Byt +Pr=a t=1
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1.4.4 Izra¢unavanje kros-momenata u poluprstenu polinoma

Neka je (K, ®, ®,0,1) poluprsten polinoma, i neka je

_( Pe(x) - g, (x0)
- ( a! )CEEA,,/ (14:8)
zat=1,...,T. Naosnovu leme 1.4.1, vazi
L a X x
(Qui(x))”= ¥ Hw(ﬁ')(xt) > Hq)t( ) g,
t=1 B+ +Pr=a t=1 pi++Pr=a t=1 ﬁt
1 T
- . (x;) - ( ) m(x)ﬁ,:
a! E(Pt : ﬂ1+--Z:ﬁT—a ﬁl/ "/ﬁ Hg !
1 L P
= i o) (Lax) (1.49)
=1
a posle sumiranja u poluprstenu polinoma dobijamo
‘u(“)
EB@l)wt(xt) () (1.50)
X1.T t= ey

Na ovaj nacin dobili smo algoritam za izracunavanje svih kros-momenata, zaklju¢no sa
redom a, u slucaju funkcija sa jednostavnom strukturom (1.40), primenom generalisanog
distributivnog zakona u poluprstenu polinoma. Ova ideja ¢e u narednim glavama biti pri-
menjivana za funkcije koje imaju komplikovaniju strukturu. Najpre razmatramo funkcije
¢ija se struktura opisuje faktor-grafovima, a umesto generalisanog distributivnog zakona
koristimo algoritam slanja poruka nad faktor-grafom [1], [15], [49], [68]. Nakon toga raz-
matramo funkcije koje su opisane probabilistickim kontekstno-nezavisnim gramatikama, uz
pomoc inside algoritma [26], [53], i algoritma za izra¢unavanje particione konstante [66].



Glava 2

Izracunavanje matematickog oc¢ekivanja
vektorske slucajne promenljive

Grafi¢ki modeli [15], su tip probabilistickih mreZa koji vuku korene iz razli¢itih nau¢nih
disciplina kao $to su: vestacka inteligencija [69], statistika [55] i obrada signala [88]. Graficki
modeli koriste graf za reprezentaciju strukture zdruzene raspodele visedimenzione slucajne
promenljive, pri ¢emu se pod strukturom podrazumeva njeno dekompoziciono svojstvo.
Odgovarajuci graf moZe biti usmeren, kao sto je slu¢aj kod Bajesovskih mreZa, ili neusmeren,
kao sto je slucaj kod Markovljevih slu¢ajnih polja, junction stabala i faktor-grafova. Pomenuti
tipovi grafickih modela opisani su u poglavlju 2.1.

Algoritam slanja poruka (message passing algorithm, MP) je najpoznatiji algoritam nad
grafickim modelima. MP algoritam na efikasan nacin izra¢unava marginalne vrednosti
funkcije koja uzima vrednosti iz komutativnog poluprstena i moZe biti opisan kao postupak
slanja poruka kros graf pridruZen funkciji. Prvu verziju algoritma koja je operisala nad
Bajesovskim mrezama dao je Pearl [68] i poznata je kao belief propagation algoritam. Nesto
kasnije , Lauritzen i Spiegelhalter daju verziju algoritma koji funkcioniSe nad junction stablima
[55], [54], [43]. Vezu izmedju belief propagation algoritma i algoritama koji se koriste za
dekodovanje zasitinih kodova [88] dao je McEliece sa saradnicima u poznatom radu [61].

U poglavlju 2.2 razmatramo MP algoritam u slucaju funkcija koje su opisane faktor-
grafom, ali je princip funkcionisanja algoritma isti za sve tipove grafickih modela [1], [15],
[49], [68]. U slucaju faktor-grafa bez ciklusa, MP algoritam daje tacan rezultat, ali u odred-
jenim poluprstenima i za odredjene strukture faktor-grafa, MP algoritam moZe biti primenjen
i za grafove sa ciklusima, pri ¢emu se dobija aproksimativno reSenje [64], [86], [89]. U ovoj
glavi razmatramo faktor-grafove bez ciklusa.

Glavna tema ove glave je primena algoritma slanja poruka za izra¢unavanje o¢ekivanja
vektorske slucajne promenljive kojoj odgovara graf bez ciklusa. U principu, moguca su
dva nacina za izratunavanje kros-momenata. Prvi, u kome se uz pomo¢ MP algoritma
izra¢unavaju marginalne vrednosti, a zatim u posebnom prolazu, uz pomo¢ izracunatih
marginalnih vrednosti, izra¢unavaju se kros-momenti. Ovakav pristup razmatran je u
radovima [16], [17], [18], [21], za faktor-grafove, i u radu [67], za junction stabla. Iako
naizgled najjednostavniji, ovaj metod zahteva paméenje svih marginalnih vrednosti, zbog
¢ega algoritam ima memorijsku kompleksnost proporcionalnu broju marginalnih vrednosti,
odnosno veli¢ini grafa nad kojim se izvrsava algoritam. Drugu moguénost, predstavlja
izracunavanje ocekivanja u jedinstvenom prolazu primenom MP algoritma koji operiSe nad

11
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poluprstenom ocekivanja (EMP algoritam, poglavlje 2.3). EMP algoritam ima znatno manji
utroSak memorije u odnosu na prvi pristup, uz istu vremensku kompleksnost kao u prvom
slucaju. Ovakav pristup koriS¢en je za izracunavanje momenata nad junction stablima u [59],
a u poglavlju 2.3 pokazaéemo kako se mogu izra¢unati kros-momenti nad faktor-grafovima.

2.1 Grafi¢ki modeli

Kao $to smo pomenuli, graficki modeli koriste graf za reprezentaciju strukture zdruZene
raspodele viSedimenzione slucajne promenljive, pri ¢emu se pod strukturom podrazumeva
njeno dekompoziciono svojstvo. U zavisnosti od toga da li je graf usmeren ili neusmeren,
govorimo o usmerenom, odnosno neusmerenom grafickom modelu. U ovom poglavlju
opisujemo jedan usmeren graficki model, Bajesovske mreZe, i tri neusmerena grafi¢cka mod-
ela: Markovljeva polja, junction stabla i faktor-grafove.

2.1.1 Bajesovske mreZe

Bajesovske mreze [15], [69] su graficki modeli bazirani na usmerenom grafu. U kombinaciji
sa belief propagation algoritmom koji je razvio Pearl [69], postale su bitan alat u ekspertskim
sistemima. Neka je G = (V,€) usmereni graf sa skupom ¢vorova V = {1,2,...,T} i skupom
grana £ ¢ V x V. Svaki ¢vor v € V odgovara slu¢ajnoj promenljivoj X,. Neka je skup roditelja
¢vora v

P(v) = {ueV|(u0)e€}, (2.1)

i neka je moguce predstaviti raspodelu px,., kao proizvod

T
PXLT(xl/xZ/-- -sz) = Hp(xi|x73(i) )/ (22)
i=1

pri ¢emu za ¢vorove bez roditelja usvajamo p(x,|xy) = p(x,). Tada se par (G, px,,) naziva
Bajesovska mreza. Primer Bajesovske mreZe koja odgovara raspodeli

p(x1, X2, %3, %4,%5) = p(x1)p(x2)p(x3]x1, X2)p(xa]21)p (x5]x2), (2.3)

data je na slici 2.1.

4 3 5

Slika 2.1: Bajesovska mreZa koja odgovara raspodeli
p(x1)p(x2)p(xalx1, X2)p (xalx1) p(x5]x2)
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2.1.2 Markovljeva slu¢ajna polja

Markovljeva slu¢ajna polja (Markov random fields, MRF) su Siroko primenjivani probabilisticki
graficki modeli [40], [46], [69]. Definidu se na sledeéi na¢in. Neka je G = (V,£) neusmereni
graf sa skupom ¢vorova V = {1,2,...,N} i skupom grana £ ¢ V x V. Neka je px,,, raspodela
vektorske slucajne promenljive Xy.7. Za uredjeni par (G, px,,) kazemo da je MRF, ukoliko je
za svaki ¢vor v € V zadovoljeno lokalno Markovljevo svojstvo

P(Xo|Xvio) = P(Xo|Xnr0)), (2.4)

gde je N (v) skup suseda ¢vora v. Drugim re¢ima, (G,px,,) je MRF, ako je svaka slucajna
promenljiva sa indeksom v nezavisna od slucajnih promenljivih sa indeksima koji nisu susedi
od v, pod uslovom da su X, date.

Pod relativno slabom pretpostavkom (kao Sto je pozitivnost raspodele verovatnoce),
zdruZena raspodela MRF-a moZe se izraziti kao proizvod faktora skupa Gibsovih potencijala,
definisan na skupu klika u G, ozna¢enog sa C,

le;T(xliT) =71 H fC(XC)/ (25)

CeC

gde je Z normalizaciona konstanta i svako C € C je klika. Na primer, u slucaju raspodele
(2.3), imamo sledec¢u faktorizaciju

P(X1, X2,X3,X4, xs) = f123 (x1, X2, xs)f14(x1, x4)f25(3€2, Xs), (2.6)

i odgovarajuci graf na slici 2.2.

4 3 5

Slika 2.2: Markovljevo slu¢ajno polje koje odgovara raspodeli
p(x1)p(x2)p(xalxr, X2)p(xalx1) p(x5]x2)

2.1.3 Junction stabla

Neka je M kolekcija podskupova skupa {0, ..., T} i neka je G = (M, £) neusmereno stablo sa
skupom ¢vorova M iskupom grana £ ¢ M x M. Stablo G naziva se junction stablo ako se svaki
presek A n B proizvoljnog para A, B skupova iz M sadrzi u svim ¢vorovima na jedinstvenom
putu izmedju A i B. Ekvivalentno, za svako k € {0,..., T}, skup svih podskupova u M, koji
sadrZze k, indukuje povezano podstablo od G.

Da bismo predstavili izraze (2.2) i (2.5) junction stablom, predstavimo ih najpre u gen-
eralnijem obliku. Neka promenljiva x;.r uzima vrednosti iz skupa X7, i neka se funkcija
f: X" - K faktorise u komutativnom poluprstenu (K, @, ®,0,1) kao

far) = @ fulxm), (2.7)
MeM
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D e Tl e
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Slika 2.3: Moguca junction stabla koja odgovaraju faktorizaciji
fA(xl) ®fB(x2) ®fc(xl,x2,x3) ®fD(X1,X4) ®fE(x2/x5)-

gde je M kolekcija podskupova skupa {0,...,T}. Na primer, faktorizacija (2.3) se u sum-
product poluprstenu moze zapisati kao

f(xl,xZ,x3,x4,x5) = fA(xl) ®f3(x2) ®fc(X1,X2,X3) ® fD(xl,x4) ®fE(x2,x5), (28)

gdejeA={1},B={2},C={1,2,3},D={1,4}iE={2,5}.

Faktorizacija se predstavlja junction stablom, tako $to se svakom od skupova M dodeli
po jedan ¢vor. U slucaju da za datu faktorizaciju skup M ne moze biti organizovan u
junction stablo, moguce je prosiriti domene faktora i funkciju prtetstaviti ekvivalentnom
faktorizacijom za koju junction stablo postoji. S druge strane, moguce je da za odredjenu
taktorizaciju postoji vise razli¢itih junction stabala. Na ovom mestu ne¢emo ulaziti u detalje
u vezi sa izborom najprihvatljivijeg junction stabla, kao ni u pitanja konstrukcije stabla, a
¢italac se upucuje na [42], [44], [55] i [1].

Primeri junction stabala za faktorizaciju (2.8) dati su na slici 2.3.

2.1.4 Faktor-grafovi

Faktor-graf je uredjena trojka (M, N, £) skupa faktor-cvorova M, skupa ¢vorova promenljivih N
i skupa grana &, takva da:

e MnN =g,
e (V, &) je neusmereni graf, gdeje V= MUN,
o (a,p)e& akoisamoakojeac N, e Miliae M,feN.

Prilikom graficke reprezentacije, faktor-¢vorovi se predstavljaju kvadratrima, ¢vorovi
promenljivih krugovima, a grane vezama izmedju ¢vorova (slika 2.4). Primetimo da za
stepen faktor-¢vora vazi jednakost d(M) = |xp|. Za sume stepena faktor-¢vorova i ¢vorova
promenljivih vaZi sledeca jednakost

Y d(M) = ZNd(n). (2.9)

MeM

Poslednja jednakost sledi iz ¢injenice da obe strane u izrazu (2.9) izra¢unavaju broj grana
u faktor-grafu, s obzirom na to da se grane nalaze isklju¢ivo izmedju faktor-¢vorovaicvorova
promenljivih.

Faktorizacija (2.7) se moZe vizuelizovati uz pomo¢ faktor-grafa u kome svakoj promenljivoj
x, odgovara ¢vor promenljive n, fakoru fj odgovara faktor-¢vor M, a grana izmedju ¢vora
promenljive 7 i faktor-¢vora M, oznacava da faktor fy; zavisi od promenljive n [6], [49], [58].
Primer faktor-grafa koji odgovara faktorizaciji (2.8) dat je na slici 2.4.
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4 3 5
Slika 2.4: Faktor-graf za fa(x1) ® fz(x2) ® fo(x1,%2,x3) ® fp(x1,%4) ® fe(x2,x5).

2.2 Algoritam slanja poruka nad faktor-grafom

Algoritam slanja poruka (message passing algorithm, MP) na efikasan nac¢in izra¢unava mar-
ginalne vrednosti funkcije i moZe biti opisan kao postupak slanja poruka nad grafom
pridruZzenom funkciji. U ovom poglavlju razmatramo MP algoritam u slucaju funkcija
koje su opisane faktor-grafom, ali je princip funkcionisanja algoritama isti za sve tipove
grafickih modela [1], [15], [49], [68]. U slucaju faktor-grafa bez ciklusa, MP algoritam daje
tacan rezultat, ali u odredjenim poluprstenima i za odredjene strukture faktor-grafa, MP
algoritam moZe biti primenjen i za grafove sa ciklusima, pri ¢emu se dobija aproksimativno
reSenje [64], [86], [89]. U ovom radu razmatramo faktor-grafove bez ciklusa.

221 MP algoritam

MP algoritam moZe da se koristi za reS8avanje sledec¢ih problema:

e Marginalizacija u ¢vorovima promenljivih: Izrac¢unati marginale u cvorovima promenljvih

Zy(xn) =B &Q fulxm), (2.10)

X—n MeM

za sve ¢vorove promenljivih u faktor-grafu, pri ¢emu @, .., , 0znacava sumiranje po
svim promenljavama iz x;.7 osim po x;,.

e Marginalizacija u faktor-¢vorovima: Izrac¢unati marginale u faktor-cvorovima
Zm(xm) = D f(xur), (2.11)
X-M
za sve faktor-¢vorove u grafu, pri ¢emu @, ,, oznacava sumiranje po svim promenlji-
vama iz xy.7 osim po x,,n € M.

e Normalizacioni problem: Izra¢unati normalizacionu konstantu

X1.1 MeM

Algoritam se moZe opisati kao proces slanja poruka kroz grane i procesiranje poruka u
¢vorovima faktor-grafa. Postoje dva tipa poruka:
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1. poruke gu_.p(xn) : X = K, iz ¢vorova promenljivih u faktor-¢vorove i

2. poruke rp-n(x,) : X > K, iz faktor-¢vorova u ¢vor promenljive,

pri ¢emu su ¢vorovi promenljivih i faktor-¢vorovi koji uc¢estvuju u procesu slanja poruka
oznaceni sa n i M, respektivno.

Poruke su funkcije promenljive koja odgovara ¢voru promenljive koja ucestvuje u procesu
slanja, i nose informaciju o podstablu iz koga su poslate. Uklanjanjem grane izmedju faktor-
¢vora M i ¢vora promenljive n, faktor-graf se razbija na dva podstabla. Neka je M (M, n)
skup svih faktor-¢vorova u podstablu koje sadrzi M, a M(n, M) skup svih faktor-¢vorova u
podstablu koje sadrzi n. Tada je poruka iz ¢vora promenljive n u faktor-¢vor M

G-m()= B &K frlxx), (2.13)

XM (nM)~n KeM (n,M)

dok je poruka iz faktor-¢vora M u ¢vor promenljive n data sa

neam) = @ ® filxw). (2.14)

XM (Mn)sn KeM(Mn)

Algoritam se sastoji iz kolekcione i distribucione faze.

Kolekciona faza algoritma zapocinje po izboru jednog od listova za koren stabla i usmera-
vanjem grana od ostalih listova prema korenu. Poruke iz ¢vora promenljive se inicijalizuju na
jedini¢ini element u poluprstenu, g,m(x,) = 1, a poruka iz faktor-¢vora u ¢vor promenljive
na odgovarajuéi faktor 7y, (x,) = fm(x,), pri éemu smo uzeli u obzir da faktor kome odgo-
vara list zavisi od jedne promenljive, M = {n}. Inicijalnizaija se obavalja za sve ¢vorove
promenljivih 7 i faktor-¢vorove M u listovima faktor-grafa, za sve moguce vrednosti x,.
Poruka iz ¢vora ka njegovom roditelju se izra¢unava po prijemu svih poruka od potomaka
na sledeci nacin

qﬂﬁM(xn) = ® rM’—m(xn)/ (215)
M'ene(n)~M

"on(Xn) = B fulam) ®  Q  Gwom(xw). (2.16)
XM~n n’ene(M)\n

Kolekciona faza algoritma se okoncava posto koren stabla n primi poruku od jedinog po-
tomka M. U ovom trenutku, normalizaciona konstanta se na osnovu (2.14) moze izracunati
kao

Z =P raon(xn). (2.17)

Xn

Distribuciona faza algoritma sluZi za izrac¢unavanje svih marginala u faktor-¢vorovima i
¢vorovima promenljivih. IzvrSava se po okonc¢anoj kolekcionoj fazi u kojoj su sve poslate
poruke zapaméene. U distribucionoj fazi poruke se 8alju od korena ka listovima. Posto primi
poruku od roditelja, ¢vor Salje poruke svim potomcima, pri ¢emu se poruke izra¢unavaju sa-
glasnoizrazima (2.15)-(2.16). Onog trenutka kada ¢vor primi poruku od roditelja, marginalna
vrednost za taj ¢vor moZe se izracunati kao

Zﬂ(xn)= ® 7’M—>n(xn)/ (218)

Mene(n)
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u slucaju ¢vora promenljive, odnosno kao

Zy(xm) = fam) © Q@ Guom(Xn), (2.19)

nene(M)

u slucaju faktor-¢vora. Distribuciona faza se okoncava kada svi listovi prime poruke od
roditelja, i u tom trenutku svi marginali su izracunati.

2.2.2 Vremenska i memorijska kompleksnost MP algoritma

U ovom odeljku razmatramo asimptotsku vremensku (T) i memorijsku (M) kompleksnost MP
algoritma kada |V, M|, i [X| teZe beskona¢nosti. Vremenska kompleksnost algoritma defin-
isana je kao asimptotski broj operacija u poluprstenu (sabiranja i mnoZenja) potrebnih za
izvrSenje algoritma. Memorijska kompleksnost definiSe se kao maksimalni memorijski pros-
tor koji mora biti alociran za reprezentaciju poruka, meren u broju elemenata odgovarajuceg
poluprstena. Prilikom analize koristi¢cemo Landau O-notaciju [12].

Normalizacioni problem

Vremenska kompleksnost algoritma za reSavanje normalizacionog problema dobija se kao
asimptotski broj operacija potrebnih za izvrSenje kolekcione faze, saglasno formulama (2.15)-
(2.17). MnoZenje se obavljaja u koracima (2.15) i (2.16). Za izracunavanje (2.15) potrebno je
d(n) - 2 mnoZenja za svako x, iz X i za svaki ¢vor promenljive iz N, §to nam daje gornju
granicu

o ZNd(n) -X])- (2.20)

Za izratunavanje (2.16) potrebno je d(n) - 1 mnoZenja za sve moguce vrednosti za X, za
svako x,, i za sve faktor-¢vorove iz M, $to nam daje gornju granicu

O Y d(M)- [X[0). (2.21)

MeM

Sabiranjem prethodna dva izraza dobijamo asimptotski broj mnozenja potreban za reSavanje
normalizacionog problema

T5=0( Y dM)-[X|D). (2.22)
MeM

Sabiranja se obavljaju u koracima (2.16)i(2.17). Zaizratunavanje (2.16), potrebnoje X/ ®)-1—
1 sabiranja za svako x, i svaki faktor-¢vor iz M, odnosno

O( M% |X|d<M>) (2.23)

sabiranja. U terminacionoj fazi imamo O(|X|) sabiranja, pa je

T5=0( 3 X, (2.24)
MeM

Totalna vremenska kompleksnost se dobija kao zbir Ty = T% + T%, pa je

TZ = 0( S d(M) - |X|d<M>). (2.25)
MeM
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Memorijska kompleksnost je maksimalni memorijski prostor, koji mora biti alociran za
reprezentaciju poruka, meren u broju elemenata u poluprstenu kojim su poruke predstavl-
jene. Zajednu poruku potrebno je cuvanje | X| elemenata. Ukoliko bi sve poruke bile paméene
za vreme izvr$enja algoritma, memorijska kompleksnost bi bila O(|€] - [X]|). Medjutim, kada
¢vor posalje poruku, sve poruke od svih potomaka mogu biti izbrisane, a novoizrac¢unata
poruka mozZe biti upisana na mesto jedne od izbrisanih. Posto se algoritam inicijalizuje
porukama iz listova, maksimalan broj poruka ne prelazi broj listova V|, pa se memorijska
kompleksnost redukuje na

Mg" = O([v] - X)), (2.26)

elemenata poluprstena K.

Izracunavanje svih marginala

Vremenska kompleksnost: Za izratunavanje svih marginala, pored kolekcione faze koja
zahteva

o Y, dm)- X1 (2.27)

MeM
operacija, potrebna je i distribuciona faza. Analiza vremenske kompleksnosti za distribu-
cionu fazu moze se izvr$iti na slican nacin kao i za kolekcionu. Najpre primetimo da domi-
nantni ¢lan u izrazu (2.27) za kompleksnost kolekcionog algoritma potice od izra¢unavanja

poruke iz faktor-¢vorova, pri ¢emu je za svaku od ovih poruka potrebno O(d(M) : \X\d(M))

operacija. U distribucionoj fazi se iz svakog faktor-¢vora Salje d(M) — 1 poruka, tako da je
ukupna vremenska kompleksnost za izra¢unavanje marginala

0( M% d(M)?- |X|d<M>). (2.28)

Vremenska kompleksnost moZe biti smanjena primenom metode predloZene u [1]. Neka

je {a1,...,a4} skup od d realnih brojeva. Tada se proizvod svih ¢lanova a; moZze naéisa 3(d-2)

mnoZenja, umesto sa o¢iglednih d(d - 2), uz pomo¢ dinami¢kog izra¢unavanja pomoénih
promenljivih b; i ¢;, na osnovu

bl =day, bi = bi_1 -a;, = 2, d, (229)

Cd=bd, Ci = Ci+1 - aj, i=1,"'d—1, (230)

Sto se moZe obaviti uz pomo¢ 2(d — 2) mnozenja. Sada se proizvodi

d
dj:Hai; j=1,...,d (231)
=
mogu izracunati pomocu
ﬁl =Cy, ﬁd = bd—ll ﬁl’ = bi,lciﬂ; 1= 2, .. .,d - 1, (232)

sa dodatnih d - 2 mnoZenja, $to daje ukupno 3(d - 2) mnoZenja.
Ova ideja se moZe primeniti i na izra¢unavanje svih poruka iz faktor-¢vora ka njegovim
potomcima

"Mon(Xn) = @ fu(xm) ® ® G- (Xur), (2.33)

XM~n n’ene(M)~\n
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za svako n € ne(M). Za konfiguraciju xas.,, svi prozivodi

&R guom(xw);, nene(M) (2.34)

n’ene(M)~n

mogu se izracunati sa 3(d(M) -2) mnozenja. Svaki od ovih d(M) proizvoda treba pomnoziti
jednom sa fy(xnm), tako da kompleksnost izratunavanja svih proizvoda u (2.33), za sve kon-

figuracijeiz x) € X¢4M) ostaje O(d (M)-|X|d(M)) kao u kolekcionoj fazi. Brojsabiranja ujednom
faktor-¢voru je u odnosu na kolekcionu fazu povecan sa O(|X[4M)) na O(d(M)[X|* M), ali i
dalje ne uti¢e na ukupnu kompleksnost, tako da kompleksnost algoritma za izra¢unavanje

marginala u faktor-évorovima T5 i évorovima promenljivih ostaje ista kao i za izra¢unavanje
normalizacione konstante i iznosi

T4 =T = O(Mz;w d(M) - |X|d(M)). (2.35)

Memorijska kompleksnost: Da bi se izrac¢unali svi marginali, sve poruke od potomaka
ka roditeljima iz kolekcione faze moraju biti sacuvane. U distribucionoj fazi, poruke teku ka
potomcima, i posto ¢vor i primi poruku od svog roditelja j moZze se izracunati marginalna
vrednost za cvor i, kao i vrednosti poruka koje i Salje potomcima. Tada nam poruke iz
kolekcione faze viSe nisu potrebne i mogu biti izbrisane, a na njihovo mesto mogu se upisati
poruke iz distribucione faze. Na ovaj na¢in memorijsko zauzeée ne prelazi |£|-|X| elemenata
poluprstena.

Ukoliko Zelimo da ubrzamo algoritam izrac¢unavanjem svih proizvoda (2.34) uz pomo¢
veli¢ina b; i ¢; kao $to smo opisali u prethodnim paragrafima, potrebno je zapamtiti 2 -
d(M) vrednosti za svaku konfiguraciju xy € XM, u svakom faktor-&voru M € M. Dakle,
potrebno je ukupno 2 - d(M)X4M)| M| elemenata poluprstena, tako da ukupna memorijska
kompleksnost algoritma za izratunavanje marginala u faktor-évorovima My, i &vorovima

promenljivih M} iznosi
n

M = Mg = O(J€]- IXT+ 3 d(M)-[X1") (236)
MeM

elemenata poluprstena K.

2.2.3 Primer algoritma

Posmatrajmo problem marginalizacije funkcije

Zi(x1) = Y f(x1,X0,%3,X4,X5),

X2,X3,X4,X5

gde je x; € X, a funkcija se faktorise kao

f(x1/x2/x3/x4/x5) = fA(xl)fB(xz)fC(xllx2;x3)fD(x1/x4)fE(x2/x5)~ (2.37)

Za brute-force izratunavanje izraza

Zl(xl): Z fA(xl)fB(xz)fc(X1,X2,xs)fD(x1,x4)fE(X2,x5)/

X2,X3,X4,X5
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potrebno je O(|X|°) sabiranja i O(]X|*) mnoZenja. Posle primene distributivnog zakona, ovaj
izraz transformiSe se u

Zl(xl) :fA(xl)‘ZfD(x1/x4)' Z fB(xz)fc(x1,xz,xs)fE(x2,x5),
N~—— X4 X2,X3,X5
ra-1(x1) ~
rpo1(x1) res1(x1)

imoze se izra¢unati sa O(|X|*) sabiranja i O(|X|) mnoZenja. Posle uvodjenja poruka r,_1(x1),
tc-1(x1) 1 7poi1(x1), kao na slici 2.5a, marginalna vrednost se moZe dobiti kao proizvod

Z1(x1) = ras1(x1) - res1(x1) - rpoa(x1).

Sli¢no, za brute-force izra¢unavanje poruke iz faktor-¢vora

rC»l(xl): Z fB(xz)fc(X1,x2,x3)fE(x2,x5),

X2,X3,X5

potrebno je O(|X|*) sabiranja i O(|X|*) mnoZenja, dok se posle primene distributivnog zakona
ovaj broj redukuje na O(|XJ*) sabiranja i O(|X]*) mnoZenja

res1(x1) = Z fC(x1/x2/x3)'ZfB(x2) “fe(x2,x5) - 1(x3) -
0 ° g3-c(x3)

q2-c(x2)

Clanovi go-.c(x2), g3-c(x3) mogu se shvatiti kao poruke iz ¢vorova 2 i 3 u ¢vor C, a poruka
iz faktor-¢vora C u ¢vor promenljive 1 moZe da se izrac¢una kao proizvod primljenih poruka
sa faktor-¢vorom f¢, koji je marginalizovan po svim promenljivama, osim po x;

rC»l(xl) = Z fc(xllxz,xs)l]pc(xz) 'Q%C(Xs)-

X2,X3

Ponovo, za brute-force izra¢unavanje poruke iz ¢vora promenljive 2 u faktor-¢vor C

G2-c(x2) = Y fo(x2) fe(x2, %5),

potrebno je O(]X]?) sabiranja i O(|X|?) mnoZenja, $to se moze redukovati na O(|X[?) sabiranja
i O([X|) mnozejna, posle koris¢enja distributivnog zakona

f2-c(x2) = fo(x2) - ) fe(x2,X5) .
o2 (x2)

rEs2(X2)

Poruke iz ¢vora promenljive mogu se izraziti kao proizvod poruka primljenih iz susednog
faktor-¢vora

Jo—c(x2) = 1po2(x2) - TES2(2X2).
Na ovaj nacin problem efikasnog izra¢unavanja marginalne vrednosti moZze biti reSen

slanjem poruka kroz faktor-graf i procesiranjem poruka u ¢vorovima, kao na slici 2.5a, po
slede¢em algoritmu.
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(a) Z4 (b) Z,

Slika 2.5: Seme izra¢unavanja marginala

Inicijalizacija:
‘14»D(x4) = Elsac(x3) = QS%E(X5) =1,
rA—»l(xl) = fA(xl)/ rB—>2(x2) = fB(xZ)-
Indukcija:
D1 (Xl) = ZfD(Xzf x4)¢l4—>D(x4)/
T’E—>2(X2) = ZfE(XZr X5)‘75—>E(x5),
lh—»(:(xz) = 7’3—»2(952)7’E—>2(x2),
Tc—>1(x1) = Z fc(xl,xz,x3) '072»c(x2) 'Q3+C(X3)~
Terminacija:
Z1(x1) = QD—>1(XD) A1 (x4) 'Clcel(xc) (2.38)

Sli¢na propagaciona Sema moZe se izvesti za izracunavanje marginala Z,, sa jedinom
razlikom u tome $to se Salju porukeiz1u C,iiz Cu 2, umesto porukaiz2uC,iizCul, kao
na slici 2.5b. Poruke mogu da se izra¢unaju kao

q1-C (Xl) =TA»1 (xl )VD—>1 (xl)

Vcaz(x2) = Z fC(x1;x2/x3) 'Ql»c(ﬁﬁ) 'Q3»C(X3)-

X2,X3

Konac¢no, posto su sve poruke u faktor-grafu izra¢unate po propagacionoj Semi sa slike
2.6, problem izra¢unavanja marginala u svim ¢vorovima promenljivih

Zu(xn) =) flx17), n=1,...,5
moZe biti reSen pomoéu

Z1(x1) =rcoa1(x1) - rasi(xa) - resa(x1),
Z5(x2) =rcoa(x2) - 1B2(x2) - TE2(X2),
Z3(x3) =1po3(x3)  Za(xs) =rcoa(Xs)  Zs(xs) = rp-s5(xs),
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Slika 2.6: Sema izratunavanja svih marginala.

a marginali u faktor-¢vorovima

ZM(XM) = Zf(xl;]"), m =A,...,D

mogu se izracunati kao

ZJA(xl) = q1-4(x1) fa(x1)

Z5(x2) = Ga-p(22) f3(x2)
ZD(xl,sz) :fD(x1/x4) '7’1—>D(XD) '7’4—>D(XD)
Zi(x2,%5) =fp (%2, X5) - 1ap (XE) - 5 (XE)

Zc(xlflex:s) = fc(x1,x2,x3) 'q1—>C(x1) '112ec(x2) '013—>c(x3)-

2.24 FB algoritam nad komutativnhim poluprstenom

Forward-backward (FB) algoritam nad komutativnim poluprstenom [83] je ¢esto koriS¢eni alat
u zakljucivanju.Pojavio se u dve nezavisne publikacije [5], [9], ali je poznatiji po radovima [3],
[4]. Koristi dinami¢ko programiranje, ima vremensku kompleksnost O(N2T) i memorijsku
kompleksnost O(NT), gde je T duzina sekvence, a N broj stanja koja se klasifikuju. Uprkos
vremenskoj efikasnosti, on postaje prostorno zahtevan kad je duzina sekvence velika [45].

Neka slu¢ajna promenljiva Xo.r uzima vrednosti iz skupa X'*!, i neka se funkcija f :
XT*! - K faktorise u komutativnom poluprstenu (K, ®, ®,0,1) uz pomoc¢ faktora f,, : X - K
ifa, :X?—-Kkao

f(xor) = fa,(x0) ® éf fa(xeo1,x4). (2.39)

U ovom sluc¢aju, faktor-graf ima strukturu lanca kao na slici (2.7), a marginalizacioni i
normalizacioni problemi svode se na:
Marginalizacioni problem: Izracunati sumu

Zap(Xap) = P u(xor). (2.40)

X_a:b

Normalizacioni problem: Izra¢unati sumu

Z = @M(XQ;T). (241)

Xo.T
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a(xo) a(x1) ar-1(xr-1) ar(xr)
Ap Aq At
Bo(x0) Bi(x1) Br-1(xr-1) Br(xr)

Slika 2.7: Faktor-graf i poruke u slu¢aju lanca f,(xo) ® ®L, fa,(Xe21,x¢).

Resavanje ova dva problema primenom brute force algoritma podrazumeva enumerisanje
svih sekvenci xor € XT*1, za $ta potrebno je T - [X|T*! sabiranja i mnoZenja. Ovo postaje
prakti¢no neizvodljivo, ¢ak i u slu¢aju malih vrednosti za [X|i T (za |[X| =101 T = 20, ukupan
broj operacija je reda veli¢ine 10?2). U daljem tekstu pokazujemo kako se ovi problemi mogu
resiti primenom MP algoritma uz pomo¢ O(T - |X[?) operacija.

Kao $to smo smo objasnili u odeljku (2.2.1), MP algoritam sastoji se iz dve faze: kolekciona
faza, u kojoj se poruke 3alju od listova ka unapred definisanom korenu, i distribuciona faza,
u kojoj se poruke $alju od korena ka listovima.

U slucaju lanca, za koren stabla biramo ¢vor T, tako da se poruke u kolekcionoj fazi salju
od ¢vora Ay ka ¢voru T, a u distribucionoj fazi od ¢vora T ka ¢voru Ay. Poruka od ¢vora ka
njegovom susedu izracunava se na osnovu poruke primljene od drugog suseda. S obzirom
na to da se poruka iz ¢vora promenljive dobija kao proizvod pristiglih poruka, poruka koju
¢vor promenljive Salje, ista je kao i poruka koju je primio, tako da u ovom slucaju moZzemo
govoriti o slanju poruka izmedju faktor-¢vorova sa zajednickim susedom.

Kolekciona faza algoritma naziva se forward algoritam, a poruke ra,-; = i-a,,, forward
poruke i oznacavaju se sa a;, kao na slici 2.7. Na osnovu izlaganja iz odeljka 2.2.1 forward
poruke imaju vrednost

i

ai(x;) = D fay(x0) ® @fm(xt—lfxt)/ (2.42)
inicijalizuju se na
ao(x0) = fa,(x0), (2.43)

i rekurzivno izra¢unavaju pomocu

ozi(xi) = e;f,qii1 (xi_l,xi) ® i1 (xl-_l). (244)

Xi-1

Sli¢éno, distribuciona faza se naziva backward algoritam, a poruke 74, , .+ = qi-.4, Nazivaju se
backward poruke i oznacavaju se sa ;. Backward poruke imaju vrednost

T
Bi(xi) = @ t®1fA,(xt—1/xt), (2.45)

i inicijalizuju se na
Br(xr) =1, (2.46)

i rekurzivno se izra¢unavaju pomocu

Be(xt) = D fa, (Xt Xe:1) ® Bror (Xes1)- (2.47)

Xt1
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ZareSavanje normalizacionog problema dovoljan je forward algoriam, po ¢ijem okoncanju
normalizacionu konstantu nalazimo pomoc¢u

@ f(xor) = D ar(xr). (2.48)

X0:T Xt

Za reSenje marginalizacionog problema, potrebno je izvrsiti i backward algoritam, a
marginali se mogu izracunati kao

Zir(x1r) = Dulxor) = u(x1) ® (é) fa, (X1, xi) ® Br(xy). (2.49)

X_py i=l+1

Vremenska kompleksnost forward algoritma iznosi O(T - [X|?), s obzirom na to da se u
svakom od T koraka izvrsava O(]X[?) mnoZenja i sabiranja u poluprstenu. Sli¢no vaZi i za
backward algoritam, tako da su vremenske kompleksnosti za FA i FBA, iste i iznose O(T-|X[?)
operacija u poluprstenu.

Memorijska kompleksnost za FA iznosi O(1), s obzirom na to da forward poruka a;
moZe biti izbrisana po izra¢unavanju poruke a;,1. U slu¢aju FBA, forward poruke moraju biti
satuvane tokom izvr$avanja algoritma, tako da je memorijska kompleksnost za FA O(T-|X]|)
elemenata poluprstena.

Smanjenje memorijske kompleksnosti moguce je posti¢i modifikacijom FB algoritma,
nazvanom checkpointing algoritam [27], [80]. Checkpointing algoritam deli ulazni niz u /T
podsekvenci i tokom forward algoritma ¢uva samo prvu forward poruku u svakoj podsekvenci
(kontrolne poruke). U backward algoritmu, forward poruke se za svaku podsekvencu ponovo
redom izra¢unavaju, poc¢evsi od kontrolne poruke za tu podsekvencu. Na taj na¢in kom-
pleksnost izracunavanja forward poruka, potrebnih za izvrSavanje FBA, povecana je na
O(2T - N2\/T), &to dovodi do veée ukupne vremenske kompleksnosti. S druge strane,
memorijska kompleksnost, iako svedena na O(N+/T), i dalje zavisi od duZine sekvence.

Druga moguénost je upotreba forward-only algoritma [11], [63], [78], za koji matrice mogu
biti izratunavane u runtime-u. Algoritam se izvrSava uz konstantu memorijsku komplek-
snost, ali je neefikasan sa stanovista vremenske kompleksnosti, koja iznosi O(N*T).

Za specijalni tip lanca, skriveni Markovljev model, koji razmatramo u glavi 3, moguce
je primeniti algoritam koji su razvili Khreich i saradnici [45]. U njihovom radu predloZen
je algoritam za izra¢unavanje marginala forward filtering backward smoothing (EFFBS), koji
se izvrSava uz vremensku kompleksnost O(N?T), i sa memorijom nezavisnom od duZzine
sekvence O(N). Medjutim, algoritam zahteva da matrica f;, koja odgovara faktorima, ne
zavisi od t, $to je slucaj kod skrivenog Markovljevog modela, ali postavlja i dodatni uslov -
da ova matrica bude regularna, Sto u opStem slucaju ne vazi.

2.3 Izrac¢unavanje matematickog ocekivanja vektorske slu-
¢ajne promenljive
U ovom poglavlju razmatramo izracunavanje matematickog ocekivanja visedimenzione

slucajne promenljive primenom MP algoritma. Neka je X;.7 viSedimenziona slu¢ajna pro-
menljiva sa raspodelom px,,, i neka je g : XT - R? funkcija promenljive X;.r. Neka se jo$
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Px,, 1 g mogu predstaviti faktor-grafom bez ciklusa kao proizvod, odnosno kao zbir faktora
¢dum : XM - Rig,, : RIM - RY kao

pxr (i) = TT o), glxar) = ) gy (am)- (2.50)

MeM MeM

U ovom slu¢aju matemati¢ko o¢ekivanje funkcije g, u odnosu na py,,,, ima oblik

E[g] =Y p(xur) -g(air) = ). TT dmlam) - 3 gy (am). (2.51)
X1.T X1.1 MeM MeM

U narednom odeljku pokazujemo kako se oc¢ekivanje moze izracunati primenom MP
algoritma nad sum-product poluprstenom, poznatijim kao sum-product algoritam (SPA). SPA
se koristi za nalaZenje svih marginala u faktor-¢vorovima faktor-grafa za px, ., koji se kas-
nije koriste za izracunavanje ocekivanja. Kao sto smo pomenuli, nalaZenje svih marginala
izvrSava se uz memorijsku kompleksnost proporcionalnu broju faktor-¢vorova u grafu, Stou
slucaju velikih grafova predstavlja nedostatak. Za prevazilazenje ovog problema, u odeljku
2.3.2 izvodimo algoritam za izra¢unavanje normalizacione konstante, koji funkcionise kao
MP algoritam nad poluprstenom ocekivanja (EMP algoritam). Pokazujemo da EMP ima istu
vremensku kompleksnost izra¢unavnja o¢ekivanja kao i SPA. S druge strane, memorijska
kompleksnost EMP-a je proporcionalna broju listova u faktor-grafu, za razliku od SPA, kod
koga je, kao §to smo pomenuli, proporcionalna broju faktor-¢vorova u grafu.

2.3.1 Izra¢unavanje matematickog ocekivanja primenom MP algoritma
nad sum-product poluprstenom

Da bismo preveli problem izra¢unavanja o¢ekivanja u problem nalaZenja svih marginala u
faktor-¢vorovima, izvr$imo najpre transformaciju izraza (2.51)

Elg]= Y [T omlen)- Y gc) = 3 2 (2 TT dmlxn)) - g(x). (252)

X1.1 MeM ke M ke M xpm  X-pm MeM

Sada, posto su marginalne vrednosti u faktor-¢vorovima date sa

ZK(JCK) = Z H (Z)M(xM)/

X_p MeM

dobijamo
Elgl= Y Y Zum(xm) - gpy(xm)- (2.53)
MeM xm
Maginalne vrednosti ZM(xM) mogu se izracunati primenom SPA, a zatim se izracunava
vrednost o¢ekivanja (2.53).
Vremenska kompleksnost ovog algoritma ng !, merena u odnosu na realne operacije,

predstvlja zbir vremenske kompleksnosti algoritma za izra¢unavanje svih marginala (2.35),
O( Lrters d(M)-[X[4M)) i kompleksnosti izratunavanja izraza (2.53) O( ¥y nq d(M)-[X[7M) . 4)

TR =0( Y d(M) - X[ .q). (2.54)
MeM

Memorijska kompleksnost ovog algoritma, merena u broju realnih brojeva potreb-
nom za skladiStenje medjurezultata, jednaka je memorijskoj kompleksnosti algoritma za
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izratunavanje svih marginala, posto se izra¢unavanje (2.53) mozZe izvr$iti u fiksnom memo-
rijskom prostoru, tako da je saglasno izrazu (2.36)

Mg = O(I€]-[X|+ Y d(M)-X1®D). (2.55)
MeM
2.3.2 Izrac¢unavanje matematickog ocekivanja primenom EMP algoritma
Poluprsten ocekivanja
Neka je R? vektorski prostor dimenzije d € IN nad poljem realnih brojeva RR.

Definicija 2 [22], [23] Poluprsten ocekivanja reda d definisan je kao petorka
(RxR% &, ®, (0, 0),(1, 0) ), (2.56)
pri éemu je 0 nula vektor u IR, a operacije & i ® su definisane sa

(p1,h1) ® (P2, h2) = (1 + p2, 1 + h2), (2.57)
(p1,h1) ® (p2, h2) = (p1p2, prhz + p2hy), (2.58)

za sve parove (p1,h1), (p2, h2) € R x R%.

Prva komponenta uredjenog para naziva se p-komponenta i ozna¢ava se sa w(®) , a druga se
naziva h-komponenta i oznatava se sa w(". Poluprsten o¢ekivanja reda 1 naziva se entropijski
poluprsten. VaZi slede¢a lema.

Lema 2.3.1 Neka je M konacan skup indeksa i (p, hwm) € Rx R, m € M. Tada vaZe sledece
jednakosti

Q (Pwh) = (Y P Y ), (2.59)
meM mem meM

® o) = ([T pwr X T pj-hu). (2.60)
meM meM meM jeM~m

Dokaz. Lemu dokazujemo matemati¢ckom indukcijom po kardinalnosti skupa M. Jed-
nakost (2.59) o¢igledno sledi iz definicije. U daljem tekstu dokazujemo jednakost (2.60). Bez
gubitka ops$tosti moZzemo pretpostaviti da je M = {1, 2, ..., k}, gdeje k e N. Akojek =2,
jednakost (2.60) se svodi na definiciju mnoZenja u poluprstenu oc¢ekivanja

(El1, bl) ® (az, b2) = (alﬂlz, Ellbz +a2b1).
Neka sada jednakost (2.60) vazi za k-elementni skup M; = {1, 2, ..., k},
R (am, bm):( [T an > bw [] aj).
meMy meMy meMy jeEMsm

Koriséenjem jednakosti za slucaj k, i koris¢enjem My,1 = My u {k + 1}, lako se dokazuje
da jednakost (2.60) vazii za k + 1-elementni skup My,; = {1, 2, ..., k+1},

® (le, bm) = ® (am/ bm) ® (am+1/ bm+1) =

meMy,q meMy
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meMp,q meMy meMy jEM1 m

:( H A, bist H Ap + Z b H LZ]')

meMy.q meMyyr  jeMggm

(o5 o 11 )

¢ime je lema dokazana.

EMP algoritam

Neka je, kao na pocetku ovog poglavlja, X;.7 viSedimenziona slu¢ajna promenljiva sa
raspodelom py,,, i neka je g : X - R? funkcija promenljive X;.7. Neka se px,, i g mogu
predstaviti faktor-grafom bez ciklusa kao proizvod, odnosno zbir faktora ¢ : XM - R i
gy, - RIM — R4, kao

Pxir () = [T dmlem),  glxir) = Y, gy (xm). (2.61)

MeM MeM

Dalje, neka je (K, &, ®,(0,0),(1,0)) poluprsten ocekivanja reda d, i neka se funkcija w :
XM - K faktorise kao

w(xwr) = MG}?A Wy (Xm), (2.62)

gde su faktori wy, : X4M) - R x RY dati sa

w () = (Pua(xm), Py (a1 g3 (1)), (2.63)
za xp € XM, Koristedi se lemom o mnozenju u poluprstenu ocekivanja (2.60), lako se dobija
wxir) = @ wuxn) = ( TT omxn), TT dulan) Y 9,(xc), (2.64)
MeM MeM MeM KeM
odnosno
PDw(xir) =P (XA)AWM(XM) =(Z E[g] ). (2.65)
xL.T Y17 Me

Na ovaj nacin, uz pomo¢ MP algoritma nad poluprstenom ocekivanja, u jedinstvenom pro-
lazu, dobijamo normalizacionu konstantu u sum-product poluprstenu i o¢ekivanje funkcije g.
Primetimo da, s obzirom na to da je px,,, raspodela, normalizaciona konstanta ima vrednost
Z= lezr le:T(xltT) =1.

Originalna verzija ovog algoritma razvijena je u [38] za skalarne slu¢ajne promenljive.
Algoritam iz [38] funkcioniSe kao MP algoritam nad entropijskim poluprstenom, koji je, kao
Sto smo pomenuli, poluprsten ocekivanja reda 1 i naziva se algoritam slanja entropijskih
poruka (entropy message passing, EMP). U daljem tekstu ovaj naziv koristicemo i za MP
algoritam nad poluprstenom ocekivanja. EMP algoritam sledi.

Inicijalizacija: Izabrati proizvoljan list za koren stabla. Postaviti poruke iz ¢vorova
promenljivih i faktor-¢vorova u ostalim listovima na

Gnm(Xn) = (1,0), (2.66)
rM—m(xn) = (¢M(xn)/ ¢M(xn)gM(xn))- (267)
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Indukcija: Kada ¢vor primi poruke od svih potomaka, $alje poruku roditelju, saglasno
slede¢im formulama

q”*M(xn) = ® VM >n (xn)/ (268)
M'ene(n)~M
rMﬁn(xn)Zx@ (paa(xan), dm(xm)gps (xmr) ) , E(?/I) Gt (). (2.69)

Terminacija: Proces se zavrSava u listu 7, koji je izabran za koren stabla po prijemu
poruke iz jedinog susednog ¢vora M. Ovde je

(Zy Ep(9) ) = D riton()- (2.70)

Vremenska kompleksnost: U odeljku 2.2.2 razmatrali smo vremensku kompleksnost MP

algoritma, T™P* kao asimptotski broj operacija u poluprstenu, T'q " + T'g, gdesu Tq i Ty

vremenske kompleksnosti, u odnosu na operacije u poluprstenu, definisane kao asimptotski

broj sabiranja i oduzimanja, potrebnih za izvr$avanje algoritma kada |[NV|, |[M] i [X] teZe
beskonacnosti. Pokazano je da vazi

TE=0( Y XI), (2.71)
MeM
TE =0( 3 d(M)-[XFO)). (2.72)
MeM

U ovom odeljku razmatramo vremensku kompleksnost kao asimptotski broj realnih operacija
(sabiranja, oduzimanja i mnoZenja), potrebnih za izvrsenje algoritma, T™"* sa dodatnim
zahtevom da |A,| teZi beskonacnosti. Vremenska kompleksnost data je sa

TmPa _ NP2 TP (2.73)
gde su T% i T}, asimptotski brojevi realnih sabiranja i mnozenja, koji su dati sa

TP - TP LT 4 TV T, (2.74)
5] ®
T™P? = TP T® 4 TP . T2, (2.75)

gde su T¢ i T brojevi realnih sabiranja, a Ty i T; brojevi realnih mnoZenja, potrebnih za
izvrSenje odgovarajuce operacije u poluprstenu.

Za sabiranje u poluprstenu o¢ekivanja potrebno je d + 1 realnih sabiranja i nisu potrebna
mnoZenja, paje T{ = O(d) i T = 0, dok je za mnoZenje u poluprstenu ofekivanja potrebno
d sabiranja i 2d + 1 mnoZenja, tako da se za vremensku kompleksnost operacija u EMP
algoritmu dobija

T =0 3 [XFOD-K), (2.76)
MeM

TemP :(9( S d(M) - XA -d), (2.77)
MeM

pa je totalna vremenska kompleksnost ista kao i kod SPA

TP =0 Y d(M)- XM .d). (2.78)
MeM



29 Glava 2. Izratunavanje matematickog ocekivanja vektorske slucajne promenljive

Memorijska kompleksnost: Memorijska kompleksnost data je maksimalnim brojem
realnih brojeva, potrebnih za izvrSenje algoritma, kada [V| i |A,| teZe beskona¢nosti, i moze
se izracunati kao

MR = Mgh® - M5y (2.79)

gde je M™ memorija potrebna za izvrSenje algoritma, kada je osnovna memorijska jedinica
element poluprstena, koja je po formuli (2.26) jednaka O(|V)| - [X|). M8, je broj realnih bro-
jeva potrebnih za predstavljanje jednog elementa poluprstena, koji je u slucaju poluprstena
ocekivanja jednak d + 1. Na osnovu ovoga, memorijska kompleksnost algoritma je

M = O(Vil- X[ -d). (2.80)

Dakle, za razliku od SPA, koji zahteva memoriju proporcionalnu broju ¢vorova u stablu,
memorijska kompleksnost EMP-a je proporcionalna broju listova. Ova razlika narocito
dolazi do izrazaja u slucaju grafova sa strukturom lanca, koji imaju samo dva lista, dok
ukupan broj njihovih ¢vorova moze biti veliki. Ovaj slucaj ¢e detaljno biti razmatran u
glavama 31 4.



Glava 3

Izra¢unavanje entropije skrivenog
Markovljevog modela

Skriveni Markovljev model (hidden Markov model, HMM) [8], [24] je probabilisticki koji,
na jednostavan nac¢in modeluje sekvence parova stanje-opservacija. Estimacija parametara
HMM-a se najcesc¢e obavlja kombinacijom FB algoritma i EM (expectation-maximization) algo-
ritma [19]. Ova kombinacija je poznata kao BaumWelch (BW) algoritam [4], [5]. FB algoritam
je i poznat po radu koji su objavili Baum i Welch i kome je uveden kao algoritam koji se pri-
menjuje za HMM, a kasnije je generalisan kao algoritam nad komutativnim poluprstenom,
kao 3to je objaSnjeno u odeljku 2.2.4.

Prilikom procesiranja sekvenci, dva glavna problema kod HMM-a su odredjivanje vero-
vatnoce sekvence i odredjivanje verovatnoce stanja u odredjenom trenutku u sekvenci. Prvi
od ova dva problema reSava se primenom ¢uvenog Viterbijevog algoritma, a FB algoritam
se koristi za drugi problem. Ova dva algoritma daju moguénost za efikasno dekodovanje
sekvenci. Ukoliko se koriste dugacke sekvence, narocito je vazno voditi ra¢una kako o
numerickoj stabilnosti, tako i o0 memorijskim zahtevima za izvrSenje algoritma. Ovakav
slucaj se javlja u bezbedosti ra¢unara [52], [85], bioinformatici [48], [62] i robotici [47].

Entropija sekvence stanja za zadatu sekvencu opservacija HMM-a predstavlja meru nje-
gove neizvesnosti i mozZe biti koris¢ena kao pokazatelj HMM performansi [31]. U ovoj
glavi izveden je numericki stabilan algoritam za izracunavanje entropije HMM-a [39], koji
je primenjiv kako za kratke, tako i za dugacke sekvence. U poglavlju 3.1 data je rekapit-
ulacija FB algoritma nad komutativnim poluprstenom. U poglavlju 3.2 dajemo definiciju
HMM-a i pokazujemo kako se FB algoritam moZe primeniti na njega. U poglavlju 3.3 raz-
matramo problem izra¢unavanja entropije skrivenog Markovljevog modela. Najpre dajemo
pregled dva algoritma koji se mogu primeniti u ovu svrhu: algoritam koji su dali Mann i
McCallum [60] i algoritam koji su dali Hernando i saradnici [20], [31]. Zatim izvodimo novi
algoritam za izracunavanje entropije, koji funkcionise kao forward algoritam nad entropi-
jskim poluprstenom i moZe se smatrati numericki stabilnom verzijom EMP algoritma iz
odeljka 2.3.2 primenjenog na HMM. Za razliku od algoritma koji su dali Mann i McCallum
[60], EMP ne izra¢unava svaki marginal posebno, ve¢ izra¢unava gradijent u jedinstvenom
forward prolazu koristeci se dvostrukom rekurzijom. Zahvaljuju¢i ovome, EMP ima znatno
manju memorijsku kompleksnost nego algoritam koji su dali Mann i McCallum. Takodje,
EMP moZe biti transformisan u algoritam koji su dali Hernando i saradnici [31], pri ¢emu, za
razliku od njega, moZe da izracuna i podsekvencom ograni¢enu entropiju. Izra¢unavanje

30
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podsekvencom ogranicene entropije razmatramo u poglavlju 3.4.

Pomenimo jo$, da iako se diskusija iz ove glave odnosi na tradicionalni HMM [8], [24],
[72], ona lako moZe biti uopstena i za kompleksnije modele, kao Sto su takozvani pairwise i
triplet Markovljevi lanci [70], [71].

3.1 FB algoritam- rekapitulacija

Preglednosti radi, ponovo dajemo FB algoritam opisan u odeljku 2.2.4. Dakle, neka promen-
ljiva xo.r = (xo, -+, Xr) uzima vrednosti iz skupa X"*!, i neka se funkcija u : X - K faktorise
u komutativnom poluprstenu (K, ®,®,0,1) uz pomo¢ faktora u,, : X - Kiuy, : X? - K kao

u(xor) = tay(xo) ® é) up, (Xe-1, Xt). 3.1)
=1

FB algoritam se koristi za reSavanje slede¢a dva problema:
Marginalizacioni problem: Izra¢unati sumu

Zu:b(xa:b) = @ u(XO:T)- (32)

X_a:b

Normalizacioni problem: Izra¢unati sumu

Z = %u(xoq). (3.3)
Forward poruke definisane su sa
ai(x;) = X@I fa,(x0) ® (tél)fAt(xt_l,xt), (3.4)
a backward poruke sa
B = @ @ s ©5)

Xiv1T t=i+1
Algoritam je slededi.
Forward inicijalizacija: Za xp € X

ao(xo) = MAO(X()). (36)
Forward rekurzija: Zal<i</ix;eX
ai(x;) = Pua,, (xi1, %) ® i1 (xi1). (3.7)
Xi-1

Backward inicijalizacija: Za x7 € X

ﬁT(xT) =1. (38)
Backward rekurzija: Za T >i>rix; e X
ﬁt(xt) = @UA,+1(xt/xt+l) ® et (xt+1)- (3.9)

Xt41
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Izratunavanje svih marginala: Za x;,, ¢ X'-/*1

Z1r(x1) = D ut(xor) = () ® & ua,(xi1, %) ® Bi(x,). (3.10)

X_Lr i=l+1

Ukoliko se reSava normalizacioni problem, izvrSava se samo forward prolaz za1 <i<T,
a zatim se izvrSava
Normalizacija:

Z = @OCT(XT). (311)

3.2 Skriveni Markovljev model i FB algoritam

3.2.1 Skriveni Markovljev model
Skriveni Markovljev model (hidden Markov model, HMM) definiSemo kao petorku
(X,0,A,B,m), (3.12)

gde je

¢ X konacan skup stanja modela,

e O konacan skup opservacija,

e 7t: X - Riniciajlni vektor stanja,

e A:X? - R matrica tranzicija, gde sa a;; ozna¢avamo A(i, j) iza svako x;_; € X vazi

Y 0y =1, (3.13)

xreX

B : X x O - R je matrica emisija, gde sa b,,(0;) oznacavamo B(x;,0;) i za svako x; € X
vazi

S by (0r) = 1. (3.14)

Neka su Xy, ..., X7 i Oy,...,Or nizovi sluc¢ajnih promenljivih koje uzimaju vrednosti iz
skupa stanja X i opservacija O, respektivno, i neka je

T
p(Xo, 00:1) = Ty by (00) [ ] Ay b, (00)- (3.15)
t=1
Tada se, na osnovu (3.13)-(3.15), lako pokazuju sledeée jednakosti
n; = P(Xo = 1), ajj = P(X; = j|Xt—l =1), bi(o:) = P(Or = 04| X; = 1), (3.16)
kao i
p(xO:i/ 00:1') = T[XOon (00) H aJCt,lxth[(Ot)/ (317)
t=1
T
P(xi+1:T,0i+1:T|xt) = H axt_1xtbxt(ot)~ (3.18)

t=i+1
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U primenama je od interesa uslovna verovatnoca sekvence X,.r za datu sekvencu opser-
Vacija OO:T

P(XO:T/ OO:T)
Xo.r|00T) = —————. 3.19
p(xo-r|oo) p(00r) (3.19)
Ukoliko uvedemo oznake
co=p(00), ¢ =p(0:|oos-1), (3.20)

za opservacionu verovatno¢u imamo p(0o.r) = ¢o- M-, c, pa se uslovna verovatnoca p(xo.r|0or)
moZe predstaviti u obliku

Tcxobxo(oo) L axt—lxtbxt(ot)
, (3.21)
[l

P(xO:T|00:T) = e

Co

koji ¢emo Kkoristiti u daljem tekstu. Takodje, koristi¢emo normalizovani oblik jednakosti
(3.22) i (3.23)

nxobxo (00) ILI axf_lxtbxt(ot) (322)

0 t=1 Ct

p(xo:i|004) =

T a b 0
p(xi+12T|0i+1:T|xt) = H Lx’(t)

t=i+1 Ct

(3.23)

3.2.2 HMM forward-backward algoritam

Jedan od glavnih problema kod HMM-a je efikasno izra¢unavanje verovatnoce

p(xirdoor) = ) p(xorloor). (3.24)

X_Lr

Ovaj problem moze biti reSen uz pomo¢ FBA nad sum-product poluprstenom, s obzirom
na to da HMM verovatnoca p(xo.r|oo.r) moZe biti predstavljena faktorizacijom (3.1)

p(x0il00:) = zo(x0) - [ [ ze(xe-1, x1), (3.25)
t=1
gde su
7Zx bx 0 . axf_wctbxt 0
Z()(X()) = %(O), 1 Zt(xt_l,xt) = C—(t) (326)
t

Na osnovu jednacine (3.22), uslovna verovatnoéa moZe se predstaviti kao
p(x0il004) = zo(X0) - ta(xt—lr Xt), (3.27)
a forward poruka (3.4) ima oblik
ai(x;) = > zo(xo) - Ijzt(xt_l,xt) = p(xiloo.;). (3.28)

X0:i-1
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Na osnovu (3.6), forward poruka se inicijalizuje na

ap(xo) = zo(x0) = %;(00) (3.29)

a rekurzivna jednacina (3.7) se, u slucaju FA, svodi na

X, xt—lxtbxt - -
a(xy) = Zzt(xtfl/xt) a1 (xp-1) = z ki (0)aes (x: 1)- (3.30)

Xi—1 Ct

Normalizacioni faktori c; nisu dati u specifikaciji modela, ali se mogu izracunati koris¢enjem

uslova
> ai(x) = Y plxioos) = 1, (3.31)
Sto nam daje
N . NN
co=y.mibj(o0) 1 c=Y > a7 ()aibi(or). (3.32)
=1 j=1 i=1
Takodje, saglasno jednacini (3.23)
T
p(xisr, Oivvrlxe) = [ ze(xeer, xe), (3.33)
t=i+1
backward poruka je
T
p(ossrrlxe)
i(xi) = zi(Xp_1,Xp) = —————=, 3.34
i) XHXI;T tgl (1. 2) p(0s1:7|00:+) (3:34)
a njena rekurzivna jednacina
ﬁT(xT) = 1, (335)
A,y b, (08) o1 (X4
Bz = DD (81) (3.:36)
Cr+1
Konaéno, na sli¢an nacin, jednacina (3.10) svodi se na
L Ay, x by (0
p(xl:r|OO:T) = al(xl) : H 1—(t) ) ,Br(xr)/ (337)

t=1+1 Ct

¢ime je reSen marginalizacioni problem u HMM-u. U daljem tekstu, FBA primenjen za HMM
naziva¢emo HMMFBA.

Napominjemo da se osnovna verzija FBA za HMM izvodi marginalizacijom zdruZene
raspodele p(xo.r,00r) umesto p(xo.r|op.r), kao $to smo ¢inili u prethodnim paragrafima. U
ovom slucaju forward poruke imaju oblik a;(x;) = p(x¢, 00+), @ backward poruke oblik S;(x;) =
p(0n1:7]x¢). Usluéaju dugackih sekvenci, vrednosti za poruke postaju male, tako da algoritam
postaje numericki nestabilan (videti [6], [45], [74]), $to nije slucaj kod algoritma izvedenog u
ovom odeljku, u kome se propagiraju poruke normalizovane faktorima c;.

Forward inicijalizacija: Za1<j<N

N

co =, m;bj(0o), (3.38)
j=1

() = 22, (3.39)

Co
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Forward rekurzija: Za0O<t<T,1<j<N

N N
= Z a1 (i)aibj(or), (3.40)
j=1i=
~oay_1(1)a;bi(o
o (j) = 22 1(Dab;(or) (3.41)
Ct
Backward inicijalizacija: Za1<i<N
Br(i) =1. (3.42)
Backward rekurzija: ZaT-1>t>0,1<i<N
a;;:b:(o
B(i) = 1 i0j(01:1)Bra1 (j ) (3.43)
Cts1
Izra¢unavanje marginala: Za sve vrednosti x,, izracunati marginalne vrednosti
L Ay, by (0
pCalon) = () - [T 2220 g () (3.44)

t=l+1 Ct

Dva naj¢esée izra¢unavana marginala p(x;_1, X¢|oor) 1 p(x¢oo.r) mogu se dobiti pomocu
formula
-1 (%X4-1)ax,_ b, (01) Bi (0r)

p(xt-1, xtloor) = ; , (3.45)
t

p(xiloor) = ar(xr) - Br(x:). (3.46)

Najveéi deo izracunavanja se izvodi se u forward i backward algoritmu, Sto rezultuje
vremenskom kompleksnoséu O(N?T). Cuvanje svih forward i backward promenljivih zajedno
sa normalizacionim konstantama zahteva O(NT) memorije.

3.3 Izracunavanje entropije skrivenog Markovljevog modela

3.3.1 Entropija skrivenog Markovljevog modela
Uslovna entropija HMM-a je data sa

H(Xor | 00r) =~ ZP(XO:T | 0o.7) Inp(x0r | 00:1), (3.47)

X0.T

a podsekvencna entropija sa

H(X i|xir, 00:7) = = Y p(X_tir|Xtir, 00:7) - Inp(X_p|X1r, 00:7). (3.48)

X_Lr

Ukoliko uvedemo

H(X 1y, Xprlo0:T) = = Z p(xorloor) - Inp(xor|oor), (3.49)

X_Iy
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moZemo izvesti slede¢u jednakost

H(X 1y, xpr]o0.7) + Inp(xp,]0o.r)
p(xir|0o.T) '

H(X—l:r|xl:r/ OO:T) = (350)

U narednom izlaganju razmatramo algoritme za efikasno izra¢unavanje entropije. U
naredna dva odeljka, izvodimo dva algoritma bazirana na dekompozicionim pravilima za
entropiju [14]

H(X,Y) = H(X) + H(Y|X), (3.51)
H(Y|X) = ¥ p(x) - H(Y|X = x). (3.52)

Nakon toga, izvodimo algoritme za izra¢unavanje entropije i podsekvencnom ogranicene
entropije bazirane na FBA nad entropijskim poluprstenom.

3.3.2 Mann-McCallum algoritam

Mann i McCallum su dali algoritam za izra¢unavanje gradijenta entropije uslovnih slucajnih
polja [60], koji takodje moZe da se koristi za HMM. Algoritam koristi uslovne verovatnoce

) - p(xt, Xt1/00T)
- P(Xt+1|00:T) ’
) = p(xi-1,%¢|00.1)
~ p(xealoor)

e (i) = p(xe|xea1, 001 (3.53)

pre-1(ilf) = p(xe|xi-1, 00 (3.54)

koje se izracunavaju primenom HMMFBA, i forward i backward entropije, koje se izratunavaju
rekurzivnim postupkom baziranim na formulama dekompozicije entropije (3.51). Forward
entropija H' (x;) u trenutku t definisana je kao entropija sekvence stanja Xo._ koja se zavrsava
u stanju x;, za datu sekvencu opservacija 0.1

H{ (x:) = H(Xos-1]xt, 00.1), (3.55)
dok je backward entropija Htﬁ (x¢), entropija sekvence stanja X;,1.r, koja startuje u x;
Htﬁ (x¢) = H(Xts17lx1, 00:7).- (3.56)

Koristeti se forward i backward entropijom, podsekvencom ograni¢ena HMM entropija moZze
se izracunati slede¢im algoritmom:

Forward-backward algoritam: Izracunati i sac¢uvati forward i backward poruke uz pomoc
FBA.

Forward entropijska inicijalizacija: Za1<j<N

H2(j) = 0. (3.57)

Forward entropijska indukcija: Za0<t<T-1,1<j<N

N
Hi () = 35 purea i) (HE () = Inpuea i), (3.58)
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gde se py11(i]j) izra¢unava pomocu (3.45), (3.46) i (3.53).
Backward entropijska inicijalizacija: Za1l<j<N

Hi(j) = 0. (3.59)

Backward entropijska rekurzija: Za0<t<T-1,1<j<N

T
HEL () = 2 paa G (HE () = Inpya(il)), (3.60)
i=1
gde se py11(i]j) izra¢unava pomocu (3.45), (3.46) i (3.54).
Terminacija:
H(X-t, Xtl0or) = p(xaloor) (H (x1) + HP (x,) + Inp(xzJo0.r)), (3.61)
H(X_p,, x1.l00.7) + Inp(x14|00.
H(X—l:r|xl:r/ OO:T) = ( - l | OT) p( l | OT) . (362)
p(xt|0or)

Vremenska kompleksnost algoritma je O(N?T + N'), gde je O(N?T) za izratunavanje
forward i backward entropija i O(N"") za terminacionu fazu. Memorijska kompleksnost zavisi
od duzine sekvence, posto su sve forward i backward poruke dostupne u fazama izra¢unavanja
forward i backward entropija, a s obzirom na O(N'™') prostora potrebnog za skladistenje
rezultata u terminacionoj fazi, ukupna memorijska kompleksnost je O(NT + N').

Algoritam takodje moZe biti iskoriS¢en za izrac¢unavanje entropije koriS¢enjem

H(XO:T|OO:T) = H(XT|00;T) + Z P(xT|OO:T) . H(Ta) (JCT), (363)

X0:T-1

Sto sledi iz entropijskih dekompozicionih formula i definicije forward entropije. U ovom
slucaju, backward prolaz za izratunavanje entropije nije potreban, ali se vremenska i mem-
orijska kompleksnost ne smanjuje, posto je jos uvek potrebno izra¢unati forward i backward
poruke. U narednom odeljku dajemo pregled algoritma za izra¢unavanje entropije uz mem-
orijsku kompleksnost nezavisnom od duZzine sekvence koji su izveli Hernando i njegovi
saradnici u [31] .

3.3.3 Algoritam Hernanda i saradnika

Hernando i saradnici su razvili rekurzivni algoritam za izra¢unavanje HMM entropije [31].
Algoritam koristi: HMM forward verovatnocu

a(x;) = p(xifor), (3.64)
uslovnu verovatnoéu
Prie-1(Xelxi-1) = p(xe|xe, 014), (3.65)
i uslovnu entropiju
Hi(x;) = H(Xos-1]x1,01:4)- (3.66)

Algoritam sledi.
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Inicijalizacija: Zal<j<N

Hy(j) =0, (3.67)
o T(]'b]'(Oo)
() = o (3.68)

Indukcija: Za1<t<Til<ij<N

>y a1 (i)aiibi(or)

t ) = 7 3.69
M) S S e (Daubilo) 0%
| a1 (1)ajj
t-1t = p 3.70
P (l|]) Zszl Zf\il at—l(k)akj ( )
N
Hi(j) = ;Pt—ut(iU) (Ht—l(i) - 1nPt—1\t(i|j))- (3.71)
Terminacija:

N
H(Xor | 0or) = 3 ar(j) (Hr(j) - Inar(j)). (3.72)

=1

Algoritam se izvrSava uz linearnu vremensku kompleksnost O(N?T) i u fiksnom memo-
rijskom prostoru nezavisnom od duZzine sekvence O(N?), posto se vektori a;_1, H;_1 i matrica
pi-1r koriste samo u t - 1-0j iteraciji i, poSto se iskoriste za izracunavanje H;, mogu biti
izbrisani.

3.4 Izracunavanje HMM entropijeipodsekvencom ogranicene
entropije primenom EMP algoritma

U ovom poglavlju razmatramo FB algoritam nad entropijskim poluprstenom i njegovu
primenu za izratunavanje HMM entropije. Algoritam predstavlja instancu EMP algoritma
iz odeljka 2.3.2 primenjenog za izra¢unavanje HMM entropije.

U odeljku 2.3.2 pomenuli smo da se poluprsten ocekivanja prvog reda svodi na entropijski
poluprsten. Radi preglednosti ponavljamo definiciju entropijskog poluprstena.

Definicija 3 Entropijski poluprsten definisan je kao petorka
(R? o, ®, (0,0),(1,0)), (3.73)
gde su operacije ® i ® definisane sa

(z1,h1) ® (22, h2) = (21 + 22,21 + 22), (3.74)
(Zl,]’ll) ® (Zz,hz) = (2122, Zlhz +Zzl’l1), (375)

za sve parove (z1,h1), (z2,hy) € R2.

Kao $to smo pomenuli, prva komponenta uredjenog para w € R? naziva se z-komponenta i
oznacava se sa w(®) , a druga komponenta naziva se h-komponenta i ozna¢ava se sa w). U
slucaju lanca, lema se svodi na slede¢u lemu.
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Lema 3.4.1 Neka su (z;,zih;) € R? za 0 <i < T. Tada vaZi sledeca jednakost

é(zizzihi) = ( ﬁzi ’

T
i=0 i=0

=0

]

Neka promenljiva xo.r = (xo, -+, Xr) uzima vrednosti iz skupa, X'*! i neka se funkcija u :
XT - R? faktoriSe u entropijskom poluprstenu (IR?, &, ®,0,1) uz pomoc¢ faktora u,, : X - R?
iuy, : X% > R? kao

T
u(xor) = uay(x0) ® @ 1a, (xi1, X;). (3.77)
i=1

pri ¢emu faktori imaju oblik
Uay(xo) = (Zo(xo)/zo(xo)ho(xo)), (3.78)
ua,(xic1, %i) = (zi(xic1, %), zi(xic1, X)hi(xic1, 1)), (3.79)

gde je
zo(xo) = —nxObXO(OO), i z(x1,x) = a—xt_]xtbxt(()t), (3.80)
Co Ct

sa co = p(0o), ¢ = p(0t0p:-1) 1

ho(x0) =Inzo(xo), 1 he(xio1,x0) = Inzp(x-1, x4). (3.81)

Iz leme 3.4.1 sledi da su z i h-komponente izraza

T
u(xor) = 1, (x0) ® @ ui(xio1,x;), (3.82)
i-1
date sa
T
u(xor)® =zo(x0) [ ] zi(xi-1, %), (3.83)
i1
T T
u(xor)™ = zo(x0) [ ] zi(xi-1, x1) - (ho(x0) + Y hj(xj-1, %)) (3.84)
i1 -1
Primetimo da . .
ho(xo) + Y hj(xj-1,%;) =In (20 [ 2j(xj-1, %)), (3.85)
i1 -1

i na osnovu faktorizacije (3.21) za HMM uslovnu verovatnocu
T
P(XO:T|00:T) =Zp- H zi(Xi-1, Xi), (3.86)
i-1

dobija se
u(xor) = ( p(xarloor) , p(xorloor) Inp(xorloor) ). (3.87)
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Sada se entropije H(Xo.r|oo.r) i H(X 1, X1|00:7) mogu dobiti sumiranjem (3.87) u entropijskom
poluprstenu kao h-komponente suma

(h)
(@ “(xl:T)) = -H(Xorloo), (3.88)
( @ u(xO:T))(h) = _H(Xl:r/ xl:r|00:T)- (389)

Dvarazli¢ita nacina za sumiranje, koja odgovaraju normalizacionom i marginalizacionom
problemu mogu biti izvrSena FB algoritmom nad entropijskim poluprstenom, pri ¢emu z i
h-komponente forward i backward poruka mogu biti izvedene uz pomoc¢ leme 3.4.1.

Za forward poruku

t
ap(x) = EB Upy(x0) ® ®uAi(xi—1/xi)r (3.90)
X0:t-1 i=1
imamo
t
“fz)(xt) = Z zo(x0) - [ [ zi(xi-1, %), (3.91)
X0:t-1 i=1
t t
o () = 3 zo(x0) - [Tz, %) - (Bo(xo) + D hi(xj1, x))), (3.92)
X0:t-1 i=1 j:l
i koriséenjem jednakosti
t
p(xot|oo:s) = zo(x0) [ [ zi(xiz1, xi), (3.93)
i=1
dobijamo
a® () = 3 p(x04l00s) = p(xiloos), (3.94)
afh) (%) = Zp(xo:t|00zt) In p(x0:¢|00: ). (3.95)

Xo:t

Z-komponenta ESR forward poruke je HMM forward promenljiva, definisana u odeljku 3.2.2,
dok se informacija o podsekvencnim entropijama prenosi kroz h-komponentu, tako da u
svakom koraku imamo

H(Xodloor) = > al” (x1). (3.96)

Forward poruka se inicijalizuje na fa,(xo) i, s obzirom na (3.78), dobija se

2 Ty, by, (0
al? (x0) = z0(x0) = %, (3.97)

Tiy bxa 0 nxobxo 0
“(()h)(yo) = 20(X0)ho(x0) = — Co( 0) In CO( O)- (3.98)

Z i h-komponente forward jednacine

ai(x;) = Puia(xio1, %) ® g (xio1), (3.99)

Xi-1
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mogu se odrediti na osnovu definicije entropijskog poluprstena kao

aP(x) = Y zi(xig, x)a) (xi1),

Xi-1

afh)(xi) = Z Zi(xz'—bxi)(ag?(xi—l) + hi(xi—lfxi)ai(fi (xz'—l))/

Xi-1

ili, ekvivalentno
AV, Nﬂi'b'(o) z) /.
a?(j) = Y =3 (i),

i=1 Ct
) &
a; " (j) = Z

i=1 Ct

a;ib;(or)

() + a2} 1n 1),

Faktori ¢; se mogu naéi normalizacijom z-komponente kao u odeljku (3.2.2)
N
Co = Z mjbj(00),
j=1
NN
ZZO( (Z)Dli]'b]'(Ot).
j=1i=1

Backward poruka

Bi(xi) = B é) fa (xXe-1,xt),

Xiy1:7 =i+l
ima z i h-komponente
(2) L
t (Xt) = Z H Zi(xi—llxi)/
Xpp1:T i=t+1
0 L L
ﬁt (xt) = Z H Zi(xi—llxi)' Z h]'(x]'_l,x]').
Xp1:T i=t+1 j=t+1
Jednakost (3.23) implicira
I Xt41:T, Ot+1:T|X
I zi(xi,x:) = p(Xte1.1, 0r1.7|Xt)
i=t+1 P(0t+1:T|00:t)

i dobijamo

0t11-T|X
@) (xy) = PLo2T)
p(0t1.7[00:+)
() (x ) = Z p(le:T’Ot*l:ﬂxt) p(xt+1:T/0t+1:T|xt)
X417 p(0f+1:T|00:t) P(0t+1:T|00:t)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)

(3.109)

(3.110)

(3.111)

iz ¢ega zaklu¢ujemo da je z-komponenta ESR backward poruke ista kao HMM backward

promenljiva iz odeljka 3.2.2.
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Backward poruka se inicijalizuje na fr(xr) = 1, paje

Brxr)® =1, (3.112)
Br(xr)™ =0, (3.113)
dok se rekurzivna jednacina
Br(x:) = EB Ups1 (X, Xe1) ® Broa (Xei1), (3.114)
svodi na
B () = X2k xie) B3 (), (3.115)
BPx) =Y z(xi,xp: (B (xia) + h (i, xi01) ) (xi1) ), (3.116)
ili ekvivalentno
B (i) = Z a” Ot) R0 (3.117)
00 = 2o (Of) ( fi%) g ) .118)

gde se normalizacione konstante ¢; izracunavaju u forward prolazu.

3.4.1 Izra¢unavanje HMM entropije primenom EMP algoritma

Ako je sumacija faktorizacije (3.87) izvrSena nad celom sekvencom

Du(xor) =D (P(XO:T|00:T) , p(xorl0o:T) In p(x0.7|00.T) ), (3.119)

X0:T X0:T

z i h-komponente sume svode se na

(EBu(xlzT))(Z) = ). p(xorloor) =1, (3.120)
(@u(xltT))(h) = ZP(XO:TIOO:T) In p(xo.r|oo:r) = —H(Xo:r|0o:T)- (3.121)

H-komponenta sume odgovara HMM entropiji i moZe se naci kao reSenje normalizacionog
problema

(@u(m))(k) = Y af(xr), (3.122)

kori$éenjem samo forward prolaza, na osnovu jednacina (3.97)-(3.98), (3.102)-(3.105). Algori-
tam sledi.
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Inicijalizacija: Zal<j<N

N
Co = Z m;bi(0o), (3.123)
=1
o(j) = ), (3.124)
Co
o (j) = T2 1 i) (3.125)
Co Co
Indukcija: Za1<t<T,1<j<N
N N
= 2> ) (Daibi(or), (3.126)
j=1i=1
. a;:bi(o N
a(j) = %(t) a9 (i), (3.127)
i=1
N z‘b‘
7y = 52 B0 (40 1 o) 1y 1n B2 3.128)
i=1 Ct t
Terminacija:
()
H(Xorloor) = =) ar” (j)- (3.129)

j=1

EMP algoritam ima vremensku kompleksnost O(N2T) i memorijsku kompleksnost O(N),
kao i algoritam koji su dali Hernando i saradnici. Dva algoritma su uskoj vezi, kao $to je
opisano u slede¢em tekstu.

EMP i algoritam Hernanda i saradnika

Oba algoritma izracunavaju forward verovatnocu

a® (x:) = p(xiloos)- (3.130)

Razlika izmedju ova dva algoritma je u drugoj veli¢ini koja se izra¢unava. U algoritmu koji
su dali Hernando i saradnici to je uslovna entropija

Ht(xt) = H(Xo:t—1|xt/ Ol:t) =- Z P(xo:t—1|xt/ Ol:t) lnP(XO:t—1|xt, 01:t), (3.131)

X0:t-1

dok je u EMP algoritmu to h-komponenta forward poruke:

(h) (xt) = Z p(xo:l00:+) In p(x0.1/00:t)- (3.132)
Veza izmedju ovih veli¢ina
a®™ = a@H,(x) +a® Inal?, (3.133)

moZe se izvesti jednostavno koriS¢enjem elementarnih transformacija verovatnoce.
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Pored toga, na osnovu faktorizacije za HMM zdruZenu raspodelu verovatnoée (3.15),
moZemo izvesti Markovljeva svojstva

p(olxe, xi1,0001) = plodxe),  p(xelxio1,004-1) = p(xilxia), (3.134)
koja impliciraju jednakosti

Ay, by (0r)  p(alx1)p(odx:) _

Ct ~ plofoosr)
) p(0r, X¢|X¢-1,00:-1) _ pr-ap (X fxe) 'at(Z)(xt), (3.135)
P(0t|00:t—1) at(ﬁ (x1-1)

gde je prap(xi-1lx:) = p(xi-1|xt,004) kao Sto su definisali Hernando i saradnika. Na osnovu
ovoga, rekurzivna jednacina za H;(x;), koju su izveli Hernando i saradnici, moze da se dobije
iz EMP algoritma zamenom izraza (3.135) i (3.133) u jednacinu za at(h) u EMP algoritmu,

¢ime je uspostavljena veza izmedju dva algoritma.

3.4.2 Izracunavanje HMM podsekvencom ogranicene entropije primenom

EMP algoritma
Ako se sumacija faktorizacije (3.77) izvrsi nad podsekvencom x_;,
@D u(xor) = @ (p(xorloor) , p(xorloor) Inp(xerloer) ), (3.136)
XLy XL

z i h-komponente suma su

( D ”(XO:T))(Z) = p(xer), (3.137)
( GB u(xo:T))(h) = _H(Xl:rr xl:r|00:T)- (3138)

H-komponenta sume odgovara HMM podsekvencom ograni¢enoj entropiji i moZe se dobiti
kao reSenje marginalizacionog problema

Z1r (1) = () ® & i(Xi1, %) ® Br(%,)- (3.139)

i=l+1

Zih-komponente mogu se izra¢unati uz pomoc¢ definicije operacija u entropijskom poluprstenu:

(@”(XO:T))(Z) = &fz)(xl)ﬁgz) (%) IL[ zi(Xi-1, Xi), (3.140)
X_J.p i=l+1
(O
(@“(XO:T)) = [T zi(xii1, xi)-
Xy i=l+1

(af? (DB () + o C)ps? () + a2 ()2 () 3 yCopa,x)  (3141)

j=l+1
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Da bismo izra¢unali h-komponentu marginala, potrebne su I-ta forward i r-ta backward poruke.
I-ta forward poruka moZe se izracunati uz pomo¢ ESR forward algoritma datog jednac¢inama
(3.123)-(3.128). Medjutim, induktivni koraci (3.126)-(3.128) za normalizacione konstante c; i z-
komponente forward poruka moraju biti izvrSeni za svako t, poSto normalizacione konstante
¢, v < t < T moraju biti dostupne u backward prolazu. Posto su normalizacione konstate
izratunate, backward prolaz moze da se izvr$i pomocu jednacina (3.112)-(3.113), (3.117)-
(3.118), i posle toga moZemo izracunati podsekvencom ograni¢enu entropiju, koristeci se
jednakostima (3.140)-(3.141) i (3.50). Algoritam sled.i.
Forward inicijalizacija: Za1<j<N,

N
Co = Zﬂjbj(oo), (3.142)
s (j) = n]b () (3.143)
a"(j) = nijSOO) " nibés%)' (3.144)

Potpuna forward rekurzija: Za1<t<I,1<j<N,

N N
e =Y Y (Daghi(o), (3.145)
j=1i=1
. Noaibi(or) (n,.
a?(j) = % -al) (i), (3.146)
i=1
N ; b.
a®(j) =32 ) (@ (i) +a®) (i) In 22 (Ot)) (3.147)
i-1
Forward rekurzija za izra¢unavanje z-komponente: Zal+1<t<T,1<j<N,
N N
Zl Zl al) (D)aijbj(or), (3.148)
j=1i=
N a;bi(
() =2~ 20 ) (3.149)
Backward inicijalizacija: Za1<i<N,
D=1, (3.150)
@) =o. (3.151)
Backward rekurzija: ZaT-1>t>r,1<j<N,
2. a;ibi(0r) 2y, .
D) = Z L(lt)ﬁfﬁ(f), (3.152)
a;b 0) . 2, . aibj(or)
B = =0 (B - B (D=7 ). (3.153)

Ct+1
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Terminacija: Zal<t<r,1<x <N,izracunati podsekvencom ograni¢enu entopiju

Z V4 ! ax, 1xthf 0
p(a) = o (0)B (x) 1 5 @), (3.154)
t=1+1
Ly, xby (0
— H(Xpy, xirloor) = T 1—(0
t=1+1 Ct

(a® (P (@) + a® ()P (@) + 2@ ()2 () 3 iy, x))), (3.155)

j=l+1

H(X_1y, Xpr|00:7) + Inp(x;|00:
H(X—l:r|xl:r100:T) = ( - l | OT) p( ! | OT). (3156)

p(xrloor)

Vremenska kompleksnost algoritma je O(N?T + N'!), gde je O(N?T) za forward i backward
rekurzije, i O(N') za terminacionu fazu, $to je ista kompleksnost kao i u algoritmu koji su
dali Mann i MacCallum.

S druge strane, potpuna forward faza moZze biti realizovana u O(N?[) vremenu i memoriji
fiksne veli¢ine O(N), s obzirom na to da a'), &) i
izracunavanje at(z), at(h) ic. Sli¢no, za forward 1ndukc1]u za z-komponenta ii backward rekurziju
potrebno je O(N) prostora. Jedini dodatni prostor koji zavisi od duzine sekvence O(T - )
potreban je za normalizacione konstante koje se izra¢unavaju u forward rekurzionoj fazi za
z-komponente, posto one moraju biti dostupne u backward i terminacionoj fazi. Kona¢no, s
obzirom na O(N'!) prostora potrebnog za uvanje rezultata u terminacionoj fazi, ukupna
memorijska kompleksnostje O(T -1+ N'!), §to se sporije uvecava sa T u odnosu na O(NT +
N1, 8to je slucaj kod algoritma koji su dali Mann i McCallum.

1 icg mogu biti obrisani, posto se iskoriste za



Glava 4

Izracunavanje gradijenta uslovnih
slucajnih polja

Uslovna slucajna polja (conditional random fields, CRF) [51] su probabilisticki model koji
predstavlja alternativu skrivenom Markovljevom modelu za labeliranje sekvenci. Prednost
CRF-a u odnosu na HMM ogleda se u tome Sto se kod CRF-a ne pretpostavlja nezavisnost
tekuéeg stanja od prethodnih opservacija, kao $to je to slu¢aj kod HMM-a. Medjutim, ovo
unapredjenje je praéeno uvecanjem potrebnog vremena i prostora za estimaciju parametara
modela, posebno u slu¢ajevima kada se koristi za jako dugacke sekvence, koje se mogu javiti
u bezbednosti rac¢unara [52], [85], bioinformatici [48], [62] i robotici [47].

Estimacija CRF parametara obi¢no se izvodi nekim od gradijentnih metoda, kao $to su:
iterative scaling, konjugovani gradijent ili memorijom ogranicene kvazi-Njutnove metode
[28], [51], [76], [79], [84]. Sve ovi metode zahtevaju izra¢unavanje gradijenta verodosto-
jnosti, Sto postaje zahtevno sa porastom duZine sekvence i broja klasa. Standardni metod
za izrac¢unavanje gradijenta [51] baziran je na internim izra¢unavanjima marginalnih CRF
verovatnoca uz pomo¢ FB algoritma.

U ovoj glavi dajemo algoritam za egzaktno izracunavanje CRF gradijenta. Algoritam je
izveden kao forward algoritam nad log-domen poluprstenom ocekivanja, i moZe se smatrati
numericki stabilnom verzijom EMP algoritma iz odeljka 2.3.2 primenjenog na CRF. Posto
se izvrSava sa jednim forward prolazom, EMP se moZe implementirati uz memorijsku kom-
pleksnost nezavisnu od duZine sekvence i na taj nacin ostvaruje prednost u odnosu na FB u
slucaju dugackih sekvenci.

Glava je organizovana na sledeci nac¢in. U poglavlju 4.1 dajemo rekapitulaciju FB algo-
ritma. CRF model razmatramo u poglavlju 4.2, u kome su objasnjeni i standardni algoritmi
za izracunavanje gradijenta, bazirani na FB algoritmu nad sum — product i log-domen sum-
product poluprstenom. Algoritme bazirane na EMP algoritmu razmatramo u poglavlju 4.3.

4.1 FB algoritam - rekapitulacija
Kao i u poglavlju 3.1, najpre dajemo rekapitulaciju FB algoritma, za nesto drugaciju faktor-

izaciju u odnosu na onu u odeljku 2.2.4. Neka promenljiva xo.r uzima vrednosti iz skupa
XT*1 i neka se funkcija u : X! - K faktorie u komutativhom poluprstenu (K, @, ®,0,1) uz

47
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pomo¢ faktora uyu, : X? - K kao

T
u(xor) = ®uAf(xt—1/xt)-
=1

FB algoritam se koristi za reSavanje sledec¢a dva problema:
Marginalizacioni problem: Izracunati sumu

Zi1i(xii1, %) = @ u(xor).

X—i-1:i

Normalizacioni problem: Izracunati sumu

/= @u(xoq).

X0:T
Forward poruke definisane su sa
a;i(x;) = {B ®uA,(Xt-1,xt),
Xg:i-1 t=1
zai=1,...,Tiap(xp) =1, a backward poruke definisane su sa
T
IBi(xi) = @ ® uAt(xt—llxt)/
Xit1T t=i+l
zai=0,...,T-11ipBr(xr) =1. Algoritam je slede¢i.
Forward inicijalizacija: Za x; € X
CY()(X()) =1.

Forward indukcija: Za1<i<Tix;eX

ai(x;) = @uAi,l(xi—llxi) ® ajq(xiz1).

Xi-1
Backward inicijalizacija: Za x7 € X
ﬁT(xT) =1.

Backward indukcija: ZaT>i>1ix; € X

Bi(x:) = @ ua,,, (xt, Xt41) ® Bra1 (Xps1)-

Xt+1

Izracunavanje svih marginala: Za1<i<Tix;1,x€X

Zi1i(Xic1,Xi) = @ u(xo.r) = aic1(xi1) ® UA,-(xi—l,Xi) ® ﬁz‘(xi)-

X_i-1:i

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Ukoliko se resava normalizacioni problem, izvrsava se samo forward prolaz za1<i<Ti

normalizacioni korak.
Normalizacija: Za xr € X

Z = @O(T(XT).

(4.11)
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4.2 Problemizracunavanjagradijentauslovnih slucajnih polja

Neka su Xy i Oq.r viSedimenzione sluc¢ajne promenljive koje uzimaju vrednosti iz skupova
X O, respektivno. Promenljivu Xo.r ¢emo zvati sekvenca stanja, a promenljivu Oy.r sekvenca
opservacija. Uslovna slucajna polja (conditional random fieldsm CRF) modeluju uslovnu ve-
rovatnoéu p promenljive X, pri uslovu da sekvenca Opr uzima vrednost op.r na sledeci
nacin

1

9) He (0, f(xi_1,xi, DOTZ)) (4.12)

Xo.1|00:T; O
p(xorloor; €) = Z(oor

pri ¢emu simbol (-, -) oznacava skalarni proizvod izmedju d-dimenzionalnog vektora param-
etara

0=[01,...,64] eR?, (4.13)
i i-te feature-funkcije, f: X?xOT x {1,..., T} - R4
f(xi1,xi,001,1) = [fl(xi—l,xi, 001,1), -+, fa(Xic1, Xi, 00:T,i)]- (4.14)
Normalizacioni faktor .
Z(091;0) =Y. [ !0 faioori)) (4.15)
Xo.r i=1

naziva se particiona funkcija.
Cilj CRF treninga je pravljenje modela (4.12) na osnovu skupa podataka { (o(()l)T, x(()l)T 1

Standardna metoda je maksimiziranje logaritma verodostojnosti raspodele (4.12)
£(0) = Z Inp(xol); 6), (4.16)

po vektoru parametara 6 za dat skup feature-funkcija f(x;_1,x;,00.1,i). Maksimum se moze
na¢i uz pomo¢ neke od gradijentnih metoda [28] [51], [76], [79], [84], koje zahtevaju
izrac¢unavanje gradijenta VoL£(0). Gradijent se, na osnovu (4.12) i (4.16), mozZe izraziti
kao

L. voZ(007; 0
VoL(0) = ZZf(xf”l, 0,08 i) - ZVZ(O(;:,TB)) 4.17)

=1 i=1 I=1

gde T oznatava duzinu I-te opservacione sekvence. Dva glavna problema u izra¢unavanju
izraza(4.17) su izrac¢unavanje particione funkcije date sa (4.15) i njenog gradijenta

VGZ(OO:T; 6) = [Velz(OO:T; 6)/ ey VQdZ(OO:T; 6)]/ (418)

gde Vo, Z(0o.1; 0) oznacava m-ti parcijalni izvod. Gradijent se moZe dobiti iz (4.15), posle
koris¢enja Lajbnicovog pravila za izvod proizvoda

VoZ(001;0) = ZHe (0, f(xi-1,%i,001,)) Zf(xk 1, X, 001, k). (4.19)
xo.T 1=1

Standardna metoda za izratunavanje particione funkcije i njenog gradijenta [51] bazira se na
FB algoritmu, koji razmatramo u narednom odeljku.
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4.2.1 Izracunavanje particione funkcije i njenog gradijenta primenom FB
algoritma nad sum-product poluprstenom

Particiona funkcija (4.15) moze se dobiti kao reSenje normalizacionog problema (4.11) za
faktorizaciju

T
elf f(xi—lrxirOO:Tri», (4.20)
i=1
kao T
Z(007;0) = 3 [ @ SCmmeori), #.21)
Xor i=1

Gradijent se moZe izra¢unati reSavanjem marginalizacionog problema (4.10) u sum-
product poluprstenu. Najpre, promenom redosleda u (4.19) razbijamo sumu nad xp.r, na
sume Xi_14 1 X_x_14, transformisudi (4.19) u

T T .
VoZ(0or;0)=> > ( > J1e f(x"*l’x""’OZT'l») - f (Xk-1, Xk, 00.7, k). (4.22)

k=1Xk-1:% ~ X-k-1 i=1
Problem izra¢unavanja izraza

{0, f(xic1xi001.)) (4.23)

2

T
X_g-1:k =1

moZe se resiti kao marginalizacioni problem nad sum-product poluprstenom.

FB algoritam nad sum-product poluprstenom je numericki nestabilan posto eksponen-
cijalni ¢lanovi mogu da ispadnu izvan opsega racunarske preciznosti, pa se umesto njega
obi¢no koristi njegova stabilna varijanta koja, funkcionise kao FB algoritam nad log-domen
sum-product poluprstenom.

4.2.2 Izracunavanje particione funkcije i njenog gradijenta primenom FB
algoritma nad log-domen sum-product poluprstenom

Definicija 4 Log-domen sum-product poluprsten je petorka (R*,®,®,-00,0) gde je R* prosireni
skup realnih brojeva a operacije (log-sabiranje, ®, i log-mnoZenje, ®) su definisane sa

a®b =In(e" + "), (4.24)
a®b=a+b, (4.25)

za svako a,b € R.

Sledece leme mogu se dokazati indukcijom direktno iz definicije log-domen sum-product
poluprstena.

Lema 4.2.1 Neka su a; € R za svako 1 <i < T. Tada, u log-domen sum-product poluprstenu vaze
sledece jednakosti

a;) = é)lnai. (4.26)

i=1

T
[11') ZEBII’UZZ', 11’1(

i=1 i

ln(

T
i=1

T
=1
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U log-domenu, faktori imaju oblik
ui(xifll xi) = (6/ f(xifl/xi/ 00:T, l))/ (427)

zai=1,...,T. Saglasno lemi 4.2.1 i izrazu (4.4), forward vektor u log-domenu je logaritam
forward vektora u sum-product poluprstenu:

i
() = @ @ (¥, x11) = In( 3 [Jel@ frmsam), (4.28)
X0:i-1 t=1 X0:i-1 t=1

Forward promenljiva «y inicijalizovana je na 0 $to predstavlja jedini¢ni element za ®
ag(x) =0, (4.29)
1izra¢unava se na osnovu

ai(xi) = @ (ui(xi,l,xi) + O(i,l(x,‘,l)). (430)

Xi-1

Sli¢no, na osnovu leme 4.2.1 i izraza (4.5), backward promenljiva u log-domenu je logaritam
backward promenljive u sum-product poluprstenu

T T
ﬁi(xi) = @ ® e (0 f(xiaxoort)) — In Z H eld f(xt—lfxt/OO:Trt))’ (4.31)
Xip1.T t=i+1 Xiy1:T t=i+1

inicijalizovana je na
Br(xr) =0, (4.32)

1izracunava se pomocu

Bi(xi) = P (Mi+1(xi,xi+1) + ﬁi+1(xi+1))- (4.33)

Xit1

Ukoliko se sabiranje u log-domenu izvr$ava na osnovu definicije, 2 ® b = In(e” + e*), gubi se
numeri¢ka preciznost prilikom izra¢unavanja e i e’. Medjutim, kao $to je napomenuto u
([79]), ® se moze izvrsiti na numericki stabilan nac¢in

aob=a+In(1+e™)=b+In(1+e"?), (4.34)

pri ¢emu se za izra¢unavanje bira izraz sa manjim eksponentom.
Logaritam normalizacione funkcije (4.21) je na osnovu leme 4.2.1

T ) T
an(OO:T; 6) =1In Z H e (0, f(xi1xi00rid)) = @ ® ui(xi/ xi—l)/ (435)

Xo.7 i=1 xor i=1

i moZe se izracunati uz pomo¢ reSenja za normalizacioni problem u log-domenu pomocu
forward algoritma, saglasno formulama (4.11)

In Z(OO:T; 6) = @ CKT(XT). (436)
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Na osnovu leme 4.2.1, marginalne vrednosti (4.23) u log-domenu imaju oblik

T ‘ T
Ur(Xk-1, %) = In Z Hew’ fGi-vzioord)) - P Q) ui(xi, xi1). (4.37)

X_g-1:k i=1 X -1k i=1
Marginalne vrednosti mogu biti efikasno izra¢unate na osnovu reSenja za marginalizacioni
problem (4.10)

Uk(Xk-1, Xk) = a1 (k1) © Upe(Xi1, Xi) ® Pre(xx), (4.38)
pri ¢emu se ap_1(xx-1) i Pr(xx) izrac¢unavaju uz pomo¢ FB algoritma nad log-domen sum-
product poluprstenom na osnovu jednakosti (4.29)-(4.33). Logaritmovanjem m-te kompo-
nente gradijenta u izrazu (4.22), dobijamo

T
InVg,Z(001;0) =P B vr(xk-1,Xx) ® In fo (x4-1, Xk, 00:7, k), (4.39)

k=1 X{k-1k}

zam=1,...,d. Kona¢no, koli¢nik izmedju gradijenta i particione funkcije moZe se izra¢unati
na osnovu

V;fo((ffé)@) — eInV0Z(001:8)~In Z(0018) (4.40)
Algoritam sledi.
Inicijalizacija matrica: Za1<i<T, xiq,x € X
ui(xiz1, %) = (0, f(xi-1,xi,007,1)), (4.41)
zai=1,---,T.
Forward inicijalizacija: Za xp € X
ap(xo) = 0. (4.42)
Forward indukcija: Za1<i<T, x; e X
a;(x;) = P (ui(xii1, x1) + @ia (xi21) ) (4.43)
Xi1
Backward inicijalizacija: Za x7 € X
Br(xr) = 0. (4.44)
Backward indukcija: ZaT-1>i>0,x; ¢ X
Bi(xi) =D (”z‘+1(xi, Xis1) + ﬁi+1(xi+1))- (4.45)

Xit1

Izra¢unavanje logaritma particione funkcije: Zal<m<d
In Z(OO:T; 6) = @ aT(xT). (446)
xr

Izracunavanje svih marginala: Za1<i<Tix; 1, x€X

vk(xk_l,xk) = Xg-1 (xk_l) ® uk(xk_l, xk) ® ,Bk(xk). (447)
Izra¢unavanje logaritma particione funkcije: Zal<m<d

T
InVg,Z(001;0) =P B vr(xk-1,x) ® In fo (xk-1, Xk, 00:7, k) (4.48)

k=1 X{k-1k}
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Vremenska i memorijska kompleksnost FB algoritma nad log-domen sum-product polu-
prstenom

Kaoido sada, vremenska kompleksnost definiSe se kao asimptotski broj operacija potrebnih
za izvrSavanje algoritma. U analizi uzimamo samo najzahtevniju operaciju, log-sabiranje,
koja zahteva izra¢unavanje logaritma i eksponenta. Memorijska kompleksnost definiSe se
kao broj realnih brojeva potrebnih za ¢uvanje promenljivih tokom izvrSenja algoritma.

U primenama, feature-funkcije preslikavaju ulazni prostor u skup retko popunjenih vek-
tora, koji imaju nenula vrednosti jedino na pozicijama

A (xx-1, %) = { m akoje fu(Xk-1, Xk, 007, k) #0 }, (4.49)

tako da je moguce smanjiti kompleksnost izracunavanja obavljanjem operacija samo za
elemente razli¢ite od nule. U naSoj analizi koristié¢emo prosec¢an broj elemenata razli¢it od
nule, definisan kao
 Vket Doy AR (i1, %))
) XPPT
Najzahtevniji deo za izra¢unavanje u algoritmu je poslednja faza, izra¢unavanje logaritma
particione funkcije, u kojoj se izvrsava O(|X|*TA) log-sabiranja. Memorijska kompleksnost
algoritma je O(|X[*T +d), i odredjena je memorijskim prostorom potrebnim za izra¢unavanje
matrica u;. Zavisnost memorijske kompleksnosti od duZine sekvence moZe znacajno smanjiti
racunarske performanse, ukoliko se algoritam koristi za dugacke sekvence, jer onda dolazido
prepisivanja sa interne memorije na hard disk, to potvrdjuju eksperimenti sprovedeni uradu
[35]. U narednom poglavlju pokaza¢emo kako se gradijent moZe izra¢unati primenom EMP
algoritma uz nesto ve¢u vremensku kompleksnost, O(|X|?(d+A)T), zadrZavajuc¢i memorijsku
kompleksnost nezavisnu od duZine sekvence.

A (4.50)

4.3 Izrac¢unavanje particione funkcijeinjenog gradijenta pri-
menom EMP algoritma
U ovom poglavlju ¢emo razviti memorijski efikasan algoritam za ra¢unanje CRF gradijenta,

koji predstavlja numericki stabilnu verzijju EMP algoritma za izracunavanje CRF gradijenta,
a funkcioniSe kao forward algoritam nad log-domen poluprstenom ocekivanja.

4.3.1 Izracunavanje particione funkcije i njenog gradijenta primenom
standardnog EMP algoritma

Sledeca lema predstavlja specijalan slucaj leme 2.3.1 za lance.

Lema 4.3.1 Neka je (zi,hi) e RxR? za 1 <i < T. Tada, vaZi slede¢a jednakost u poluprstenu
ocekivanja

T T T
(D(zi,zihi) = ( ZZZ‘ , Zhl ) (451)
i=1 i=1

i=1
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Ukoliko parovi imaju formu (z,zh), mnoZenje se izvrsava kao
(Zl, hl) O] (Zz, hz) = (2122, 2122(h1 + hz), (4:52)
Sto se generalizuje slede¢om lemom.

Lema 4.3.2 Neka je (z;,zih;) e Rx R za 1 <i < T. Tada, vaZi sledeéa jednakost

T T T T
@(ZZ‘,ZZ‘I/IZ‘) = ( HZZ‘ , zZj - Zh] ) (453)
i1 i=1 i=1 j=1
Saglasno izrazu 4.3.2, ukoliko faktori imaju oblik
U; (xi—ll xl.) - (e <6r f(xi—lrxirOO:Tri)),
e (6, fxivxioord)) . f(xi—ll Xi, 00:T, l))/ (454)
zai=1,---, T, njihov proizvod je, saglasno lemi 4.3.2
T .
® ui(xi—ll xi) — ( eld f(xi—lfxi/UO:Trl»’ (4.55)
i=1

e e B

1l
=

T
e (0, f(xioyxi001)) Z f(xj—lzsz 00T, ]))

i j=1

Primenom 4.3.1, i izraza (4.55), moZemo dobiti particionu funkciju (4.15)

T
Z(001;0) = 3 [Te!® ftrasevr) (4.56)
Xo.7 i=1
i njen gradient (4.19)
T T
VQmZ(OO:T; 6) = Z H e(G, f(@iaxioord)) . Zf(xjfl/xj/ 0o:T, ])/ (457)
Xo.r i=1 j=1
kao z i h-komponente sume
T
P R ui(xi1,x:) = ( Z(001;0), VoZ(00.1; 9)) (4.58)
Xo.T i=1

Izraz (4.58) se moZe izra¢unati kao normalizacioni problem (4.11) primenom forward algo-
ritma nad poluprstenom ocekivanja. Kao §to smo pomenuli, z-komponente zbira i proizvoda
u poluprstenu ocekivanja su realno mnoZenje i sabiranje z-komponenata. Shodno tome, z-
komponente forward vektora bice iste kao forward vektori u sum — product poluprstenu, a
njihovo izra¢unavanje je numericki nestabilno. U narednom odeljku razvijamo numericki
stabilan forward algoritam koji se izvrSava u log-domen poluprstenu ocekivanja.
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4.3.2 Izracunavanje particione funkcije i njenog gradijenta primenom
log-domen EMP algoritma

Log-domen poluprsten ocekivanja je kombinacija log-domen sum-product poluprstena i
poluprstena ocekivanja. MozZe se dobiti ako se realno sabiranje i mnoZenje u definiciji
poluprstena ocekivanja zamene sabiranjem i mnoZenjem u log-domenu. Pre nego $to
definiSemo log-domen poluprsten ocekivanja, uvodimo slede¢u notaciju. Prvo, setimo se da
je log-domen sabiranje i mnoZenje definisano sa

a®b=In(e"+e"), (4.59)
a®@b=a+Db. (4.60)

Log-proizvod izmedju skalara z € R i vektora h = (h[1],...,h[d]) € R? definiSe se kao vektor
z®h
z@h=z® (h[1],...,h[d]) = (z®h[1],...,z® h[d]). (4.61)

Logaritam vektora [y, ..., 1] € R? definisan je kao
In[hy, ..., hy] = [Inhy, ..., Inh,]. (4.62)
Vektor —oo definiSe se kao vektor ¢ije su sve koordinate —oo.
Definicija 5 Log-domen poluprsten ocekivanja reda d je petorka
( RxRY, ©, ®, (00, —00), (0, —o0) ),
pri Cemu su operacije © i © definisane sa

(Zl,hl) 0) (Zz,hQ) = ( Z1 D Zp, h1 @ hz ), (463)
(z1, 1) © (22, h2) = ( 2192, (10 h) & (22 ® hl))/ (4.64)

za svako (z1,h1), (z2,h) iz R x RY. Sli¢no kao i kod poluprstena ofekivanja, prva komponenta
uredjenog para naziva se z-komponenta, dok se druga naziva h-komponenta.

Sledeca lema je log-domen verzija leme 4.3.1.

Lema 4.3.3 Neka je (zi,zihi) € R x RY za svako 1 < i < T. VaZi sledeéa jednakost u log-domen
poluprstenu ocekivanja

T T T
G_?(Zi, hi) = ( Dz @hi ), (4.65)
gde je
T T
@ai=In(> ). (4.66)
i=1 i=1

Sli¢no kao u poluprstenu o¢ekivanja, ako parovi imaju oblik (z, z® h), mnoZenje se svodi na
(Z1,Z1 ® hl) ® (Zz,Zz ® hz) = ( Z1®Zy, Z1®Z7 ® (h1 ® hz)) (4:67)

Sledeca lema je log-domen verzija leme 4.3.2.
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Lema 4.3.4 Nekaje (z;, zi®h;) €e RxR? za svako 1 < i < T. Tada vaZi sledeca jednakost u log-domen
poluprstenu ocekivanja
T T
®(Zi, zZ; ® hl) = (
i=1

i=1 i

T
zi, Rz ®

T
i=1 j=1

hi), (4.68)

gde je
T T
® a; = Z aj. (469)
i=1 j

Nekajezai=1,...,T

Yi(xi,xi.1) = (0, f(xi1,xi,007,1)). (4.70)
Tada se logaritam particione funkcije (4.15) moze predstaviti kao
T
an(Oo;T;e) = @ ®1/Ji(xi,xi_1). (471)
Yor i=1

Logaritam m-tog parcijalnog izvoda moZe se zapisati kao

T T
In VQ,,,Z(OO:T; 6) =In ( Z H e (0, f(xiaxi001i)) Z fm(xk&, Xk, 00T, k)), (4.72)
k=1

xo.7 1=1

ili koriSéenjem operacija u log-domen sum-product poluprstenu

T T
InVoZ(001;0) = P Q) Yi(xi, xi-1) ® P In f(x4-1, Xk, 00:1, k). (4.73)
Xo.r i=1 k=1
Ako faktori imaju oblik
ui(xi1, %) = (l,bi(xi, Xi-1), Yi(xi,xi21) ® In f(xi_1,x;, 00.1, i)), (4.74)

zai=1,---, T, njihov proizvod je, saglasno lemi 4.3.4

T T T T
Qui(xi—lrxi) = ((Xl) ¢i(xi,xi—1),(%)¢i(xi,xi—1) ® G?lnf(xj—lzsz 00T, J))- (4.75)
1= 1= 1= ]:

Na osnovu leme (4.3.3) za sabiranje u log-domen poluprstenu ocekivanja, suma uredejnih
parova je uredjeni par suma, tako da se particiona funkcija i njen gradijent mogu dobiti kao
z i h-komponenta

T
(D@ui(xi_l,xi) = ( an(OO:T} 9), In V@Z(Oo;T} 6)) (4.76)
Xor i=1

Izraz (4.76) mozZe se izrac¢unati kao normalizacioni problem (4.11) uz pomo¢ forward al-
goritma nad log-domen poluprstenom ocekivanja (log-domen EMP algoritam). Forward algo-
ritam se inicijalizuje na jedini¢ni element za mnoZenje u log-domen poluprstenu ocekivanja

ao(xp) = (0, —00), (4.77)
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za svako xy € X. Nakon toga, izra¢unavamo forward promenljive pomocu formule

ai(x;) = Qui(xic1, %) © aiz1 (xic1), (4.78)
Xi-1
gde je su faktori dati sa (4.74).
Na osnovu pravila za sabiranje i mnoZenje u poluprstenu ocekivanja z i h-komponente
izraza (4.78) su

a® (x) =D i, xi1) ® ) (xi1), (4.79)
Xi-1

" (x;) = EByl) X, %) @ &) (xi1)e
GByb i, %i1) ® ) (xi1) ® In f(xi-1, X3, 007, 1), (4.80)

zasvakox; € X,i=1,...,T. Kona¢no, normalizacioni problem moZe se resiti sumiranjem

O @u (Xic1, ;) = @ar(xT) (4.81)

Xo.r i=1

¢ija je z-komponenta logaritam particione funkcije, a h-komponenta logaritam gradijenta
InZ(007;0) = @ al? (xr), InVeZ(0pr;0) = @ ol (x (4.82)

Dakle, algoritam se sastojiiz dve faze: 1) forward algoritam, ukome se forward promenljiva
inicijalizuje na osnovu (4.77) i induktivno izra¢unavaju pomocu (4.79)-(4.80), pri ¢emu se ma-
trice u; izratunavaju u svakom koraku i 2) terminacija, u kojoj se izvrsava finalno sumiranje
forward vektora na osnovu (4.82) i izrac¢unavaju se logaritmi particione funkcije i gradijenta.

Forward inicijalizacija: Za x; € X

al? (x0) =0, (4.83)
al” (xp) = 0. (4.84)
Forward indukcija: Za1<i<T, xi1,x;€X

ui(xi—ll xi) = (6/ f(xi—llxi/OO:T/ Z))/ zZa X; € X/ (485)
a? (x) =@ Pi(x;, xi1) ® al) (xi1), (4.86)

Xi-1

(h)(xl) P vi(xi, xi 1)®a (xl 1)@

Xi-1
@I,D Xi, Xi— l) ® 0( (xz 1) ® lnf(x, 1, Xi, 00: T/Z)- (487)

Xi-1

Izracunavanje logaritma particione funkcije i njenog gradijenta
InZ(0oT;0) = EBO((Z)

InVoZ (007 0) = @ o (xp). (4.88)
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FB algoritam zahteva izra¢unavanje i ¢uvanje svih forward i backward promenljivih, sve
do izratunavanja particione funkcije i njenog gradijenta u terminacionom koraku. Kod
EMP algoritma, izrac¢unavanje se zavrsava kada se izra¢una poslednja forward promenljiva
koris¢enjem formula (4.79) 1 (4.80). Ovo se moZe realizovati u fiksnom memorijskom prostoru
veli¢ine nezavisne od duZine sekvence, posto promenljive ag, aﬁ? i matrice u; treba da se
izra¢unaju samo jednom u i - 1-voj iteraciji, a posto se iskoriste za izra¢unavanje promenljivih
o i a™ u i-toj iteraciji, mogu biti izbrisani.

U odnosu na FB algoritam, kome je potrebno O(|X|*T +d) memorije, EMP ima memorijsku
kompleksnost O(|X[?>+|X]-d, nezavisnu od duZine sekvence T, sto nije slu¢aj kod FB algoritma.
S druge strane, najzahtevniji deo izra¢unavanja kod EMP algoritma obavlja se prilikom for-
ward indukcije za h-komponentu, pri ¢emu se izvrsava O(|X|*T(A +d)) log-sabiranja. Dakle,
u odnosu na FB algoritam koji zahteva O(|X|?*T'A) log-sabiranja, imamo uvecanje vremenske
kompleksnosti za O(|X[|?*TA), sto predstavlja cenu smanjenja memorijskih zahteva.

Setimo se da A u izrazu za vremensku slozenost FB algoritma, O(|X|?TA), predstavlja
prosean broj nenultih elemenata u vektorima f(xx_1, Xx, 0.1, k), za koji je obi¢no A << d. Med-
jutim, ovo nije slu¢aj kod uslovno obu¢avanog skrivenog Markovljevog modela [25]. U ovom
slucaju, vremenska kompleksnost EMP-a postaje bliza FB algoritmu. Sa praktic¢ne strane,
EMP ima prednost kada se koriste dugacke sekvence, posto u tom slucaju FB algoritam mora
da koristi eksternu memoriju, kao $to je ekserimentalno pokazano u [35].



Glava s

Izracunavanje kros-momenata na
faktor-grafovima

U ovoj glavi algoritmi za izrac¢unavanje momenata prvog reda uopsteni su za generalni
slu¢aj kros-momenata proizvoljnog reda, u sluc¢aju kada MGF moZe biti predstavljena faktor-
grafom bez ciklusa [37]. Algoritmi iz ove glave u osnovi predstavljaju MP algoritam nad
poluprstenom stepenih redova, a kros-momenti se mogu dobiti kao parcijalni izvodi MGF-a
odgovarajuceg reda, ili, ekvivalentno, kao umnosci koeficijenata u Tejlorovom razvoju za
MGF. Kada se MP algoritam kombinuje sa poluprstenom stepenih redova, poruke su stepeni
redovi, i mogu se predstaviti kao beskona¢no-dimenzione n-torke Tejlorovih koeficijenta, ili,
ekvivalentno, kao beskona¢no-dimenzione n-torke parcijalnih izvoda u nuli. Ovakva propa-
gaciona Sema naziva se MGFMP (moment generating function message passing) i obradjena je u
poglavlju 5.1.

U praksi nas interesuju kros-momenti zaklju¢no sa odredjenim redom (v, ...,v,), tako
da je dovoljno ¢uvati informaciju o Tejlorovim koeficijentima (parcijalnim izvodima), za-
klju¢no sa redom (vy,...,v4); dakle, koeficijenti uz ¢lanove ¢{* ---tgd, gde je a; <v;, za svako i.
Razmatramo dve moguénosti:

1. Prva mogu¢nost - u kojoj su poruke predstavljene n-torkama Tejlorovih koeficijenata
zaklju¢no sa redom (vy,...,v4). Ova moguénost moZze se realizovati kao MP algoritam
nad poluprstenom polinoma (polynomial semiring message passing, PSMP). PSMP algoritam
razmatran je u poglavlju 5.2 i predstavlja generalizaciju algoritma za izra¢unavanje skalarnih
momenata nad faktor-grafom bez ciklusa, koji su razvili Cowell i saradnici [15].

2. Druga mogucnost - u kojoj su poruke predstavljene n-torkama parcijalnih izvoda
zaklju¢no sa redom (vy,...,v4). Ova moguénost moze se realizovati kao MP algoritam
nad binomnim poluprstenom (binomial semiring message passing, BSMP). BSMP algoritam
razmatran je u poglavlju 5.3 i predstavlja generalizaciju algoritma za izra¢unavanje skalarnih
momenata nad faktor-grafom sa strukturom lanca koji su razvili Heim i saradnici [30] (videti
odeljak 5.5.2).

PSMP i BSMP se poklapaju kada se koriste za izra¢unavanje kros-momenata reda (1) i
(1,1), i mogu se shvatiti kao generalizacija EMP algoritma iz odeljka 2.3.2, u slu¢aju reda
(1), i kao generalizacija MP algoritma drugog reda, koji su razvili Kulesza i Taskar [50], u
slu¢aju reda (1,1) (odeljak 5.5.1). Kao $to ¢emo videti u poglavlju 5.4, za kros-momente
viSeg reda oba algoritma imaju istu vremensku kompleksnost, ali za razliku od PSMP-a,
BSMP ne zahteva deljenje. S druge strane, za BSMP se plac¢a dodatna cena u nesto uvecanoj
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memorijskoj kompleksnosti.

5.1 Izrac¢unavanje funkcije generatrise momenta uz pomo¢
MP algoritma

5.1.1 Kros-momenti i funkcija generatrise

Neka je, kao i do sada, Xj.r viSedimenziona sluc¢ajna promenljiva sa raspodelom px, ., i neka
je g : XT —» R funkcija promenljive X;.7. Neka se jos px,, i g mogu predstaviti faktor-grafom
bez ciklusa kao proizvod, odnosno zbir faktora ¢y : X4 - R i g,, : R/ ™ — R4, kao
Uy = Yop(ar) - glaur)®. (5.1)
MGF funkcije g, u odnosu na f, je realna funkcija M, , : R? - R definisana sa
M,4(t) = 3 p(xir) - e 70007, (5.2)

za svako t. Kros-moment reda & moZe se izracunati kao parcijalni izvod MGF-a

Uty = DO M,y () }, - (5.3)
Ekvivalentno, MGF se moZze izraziti preko Tejlorovog reda

(a)
Myy(t) = 3 B2 4o, (5.4

aeNd

Poluprsten stepenih redova

Formalni stepeni red dimenzije d definiSe se kao preslikavanje s : N4 - R i mozZe se predstaviti
beskona¢nom n-torkom

S = ( s(@) )aeNg. (5.5)

Neka je sa IR[]NS] oznacen skup svih formalnih stepenih redova dimenzije 4
R[NG] = {s: N§ - R}. (5.6)

Da bismo kreirali strukturu poluprstena, zapisa¢emo elemente od R[IN¢| kao
s(t)= > s, (5.7)
aeNd

gde je t € RY, i koristicemo standardna pravila za mnozenje stepenih redova

(s1+s2)(8) = 3 (s + 55t (5.8)
aeNd
CESGEDS ( D sgﬂ>sgw) (5.9)
aeNg ~ pry=a

Komutativni poluprsten stepenih redova vise promenljivih moZemo sada da definiS§emo
kao petorku (R[Ng],+, . 0,1), pri ¢emu su sabiranje i mnoZenje definisani sa (5.8)-(5.9), i
neutralni elementi 0i 1 suiz R.
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5.1.2 MP algoritam nad poluprstenom stepenih redova

Direktno izracunavanje prethodnog izraza enumerisanjem svih moguc¢ih vrednosti za x;.r
zahteva O(|X|T) operacija. U ovom odeljku razmatramo problem efikasnog izra¢unavanja
kros-momenata za funkcije

p(xir) = [T omlem), glar) = ) gy(xm), (5.10)

MeM MeM

kojima odgovara faktor-graf bez ciklusa. U ovom slucaju, kros-momenti imaju oblik

s =3 T omCan) - (Y gulan)) (5.11)
X1.7 MeM MeM
dok MGF ima oblik
Mpy(t) =" 1 pm(xrr) - e It (5.12)
X1.7 meM

Na ovaj nac¢in, MGF moZe da se predstavi kao particiona funkcija u poluprstenu stepenih
redova viSe promenljivih, pri ¢emu su faktori dati sa

X))o (¥m)*
a!

P (xm) . eIm(m)t Z Pm(

d
aceINO

£, (5.13)

pa MGF moZe da se izra¢una primenom MP algoritma. Poruka iz faktor-¢vora M ka ¢voru
promenljive 7 je

"Mon (xn) (xn, t) = Z (PM(M/”) (xM(M,n)) . egM(M,n)(xM(M,n))i, (514)

XM(Mn)~n

dok je poruka iz ¢vora promenljive n u faktor-¢vor M

Groni (X, 1) = Z O rinn) Ermnan)) - eIMemn Fmemamn)t (5.15)

XM(nM)sn
gde je

Oy Xmi) =TT o) Gpupmai) = D gx(xx).
ke M (i, j) keM (i)

Parcijalni izvodi

(00, 0) = DO () Y 3830, 0) = DO o, £) 3, (5.16)

imaju vrednost

(8 0) = Y Do ) paovn Eatanm)*, (5.17)
X M(Mn)n

I 0) = 2 Datonmny (Fana)) T pguaty CEmonan)*, (5.18)
xM(n,M)\n

a kros-momenti se mogu izracunati kao

(@) _ (@) (a) _ (@)
‘u(i)M(M,n)/ gM(M,n) = ; qun(xn/ 0)/ ‘ugM(n/M)' I MnM) = ; qn_)M(xn, 0) (519)
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MP algoritam za izra¢unavanje MGF-a oznac¢avacemo sa MGFMP (moment generating function
message passing). Algoritam sledi.

Inicijalizacija: Postaviti poruke iz ¢vorova promenljivih i faktor-¢vorova u listovima na

qnam(xn/ t) = 1/ (520)
rM—m(xn/ t) _ Z ¢M(XM)g’M(xM)a e (521)
acelNg a:

Indukcija: Kada ¢vor primi poruke od svih potomaka, Salje poruku roditelju, saglasno
slede¢im formulama

qnﬁM(xn, t) = H erﬁn(xn, t), (522)
m'eN (n)\m
X Xm)“
(i t) = Y (2 il M)g,M( m) ) 1 qum(nt). (5.23)
XMsn - aeNg a n’'eN (M)\n

Terminacija: Proces se zavrSava u listu koji je izabran za koren stabla. MGF seizracunava
kao

Mp,g(t) = Z "Mon (X, T). (5.24)

Poruke su predstavljene beskonaiim redovima

(a)
r x,,0
rM—>n(xr1/ t) = E M_’ﬂ( ‘ ) * tﬂt

|
ae]Ng &:

, (5.25)

(a)
qn—> (xn,O) o
qnem(xnrt) = Z InoMA 72 3

|
ae]Ng Q.

(5.26)

Ukoliko nas interesuju samo kros-momenti do odredjenog reda, recimo v, dovoljno je da
¢uvamo samo ¢lanove reda manjeg ili jednakog v u izrazima za poruke i faktore. Ovo moze
biti realizovano ukoliko ¢uvamo informaciju, bilo o Tejlorovim koeficijentima, bilo o MGF
izvodima u nuli. Na primer, za poruku ry..,( -, t) imamo dve moguénosti:

1. Propagacija |A,|-torki
( Mion( +0) )
a! aedy
Sto je ekvivalentno MP algoritmu nad poluprstenom polinoma reda v, i
2. Propagacija |A,|-torki
(h..0)

acAy

Sto je ekvivalentno MP algoritmu nad binomnim poluprstenom reda v.

U narednom poglavlju detaljnije se bavimo diskusijom na ovu temu.
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5.2 MP algoritam nad poluprstenom polinoma

Definicija 6 Poluprsten polinoma reda v je petorka (R, ®,®,0,1) gde su i ® definisani sa

USU= (u("‘) + U(‘")>
acA,
URD = ( S u® ) )
B+y=a

acA,

za svako u,v € R, Neutralni elementi za ® i ® su dati sa

0=(0,0,...,0), (5.27)
N——
| Ay| times

1=(1,0,...,0). (5.28)
[
| Ay|-1 times

Primetimo da se poluprsten polinoma reda 1 svodi na entropijski poluprsten, koji je
definisan u poglavlju 3.4. Sledeca lema daje formule za izracunavanje zbira i proizvoda
proizvoljnog broja elemenata poluprstena polinoma i jednostavno se dokazuje indukcijom.

Lema 5.2.1 Neka jew, e R4 n=1,...,N. Tada vaZi sledeca jednakost

(éwn)(a) -3 w®, (5.29)
n=1 n=1

(@u)®- ¥ [Tw?. (5.30)
n=1

Bi++By=an=1

5.2.1 PSMP algoritam

Neka je w(x1.r) funkcija vise promenljivih y ciji je kodomen poluprsten polinoma reda v, i
neka faktorizacija

w(xwr) = M(XL Wt (X)) (5.31)

vazi za indeksni skup M, pri ¢emu svaki faktor wy(xar) zavisi od xa ¢ x1.7, i podskupovi xu
pokrivaju x3.7. Dalje, neka faktori imaju oblik

wlar) = (wn(x)®@) (5.32)
gde je
o ()@ = (PM("MZM(’“M)“. (5.33)

Koriste¢i se izrazom (5.30) i multinomnom teoremom, lako se dobija

w(x7)@ = - I QZ)M(XM)'(ME;MgM(xM))a’ (5.34)

a! MeM
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a koriséenjem (5.11), dobija se kros-moment reda

(a)
Bt S (i) @. (5.35)
al o
Prema tome, svi kros-momenti do reda v mogu se izracunati kao suma u poluprstenu
polinoma (5.31)

(a)
_ (a) _( Hpg
wlxq.7) = w(x. = =2 ) 5.36
@ (x1:7) ( g; (x1:7) )aGAV ( Y )aeAv ( )
Sumiranje se moZe obaviti uz pomo¢ MP algoritma nad poluprstenom polinoma (polynomial
semiring message passing, PSMP) reda v, koji sledi.

Inicijalizacija: Postaviti poruke iz ¢vorova promenljivih i faktor-¢vorova u listovima na

Groma(x2)=(1,0,...,0), (5.37)
|Ay|-1 times
T’M—>n(xn) = ( (PM(xM)(Xg!M(XM)a )aeA,,. (538)

Indukcija: Kada ¢vor primi poruke od svih potomaka, Salje poruku roditelju, saglasno
slede¢im formulama

Guom(Xn) = Q) Tawron(Xn), (5.39)
m'eN (n)\m
X Xp )&
rM—»n(xn) = @ (QZ)M( M)LZM( M) ) ) ® ® qn,_)M(xn,), (540)
XM\ Xn . Q€AY nIEN’(M)\n

Terminacija: Proces se zavrsava u listu koji je izabran za koren stabla. Uredjena n-torka
normalizovanih kros-momenata se izra¢unava kao

( t )M = D meon (). (5.41)

a!

5.2.2 PSMP kao P-slika od MGFMP

U odeljku 5.1.2 smo pomenuli da se kros-momenti mogu izra¢unati primenom MP algoritma,
u kome se Salju samo prvih v koeficijenata poruka

P (X, ) = S A @), (5.42)

d
acNj

gde se P (X)) = "von (X4, 0) (@) /a!, Salju kao |A,|-torke

(#0,) (5.43)

acA,

iz poluprstena polinoma. Da bismo opravdali ovo, uvodimo preslikavanje P : R(t) —

R4vl, tako da,
PO T 2@ @) = (@)

d
aeINO

(5.44)

acA,’
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Preslikavanje P slika neutralni element iz poluprstena stepenih redova, u jedini¢ni element
iz poluprstena polinoma
PO{1}=(1,0,...,0) (5.45)
[ —

|Ay|-1times

i za bilo koja dva reda

z1(t) = Z 7:{"‘).t(0f)’ z,(t) = Z zg"‘).t(a)

d d
acNj acNj

preslikava operacije u odgovarajuce operacije u poluprstenu polinoma

PO{z1(t) +22() } = (7)), @ (27),.,, (5.46)
PO{z1(t) 2a(t) } = (7). ® (27 )00 (5.47)

Sto sledi direktno iz definicije. Uzimaju¢i u obzir razvoj u red za ¢ar(xam) g, (xam), "vi—n (X0, t)
igum(x,,t), moZzemo izraunati

. (a!)
73("){ O (xpr) - @TuCan)t } = ( Py Gu

" ) arens (5.48)
PO raon () } = (A0 ) pon (5.49)
PO Guaa (1) } = (85501 )y (5.50)

Primenom preslikavanja P na MGFMP jednacine dobijamo PSMP algoritam.

5.3 MP algoritam nad binomnim poluprstenom

Definicija 7 Binomni poluprsten reda v je petorka (R, @, ®,0,1), gde su & i ® definisani sa

= (@) 4 (a)
USv (u +U )%AV, (5.51)
a
UV = u® .o , 5.52
( ﬁJrzy;a ( By ) )"‘EAV ( )

za svako u,v € RA. Neutralni elementi za ® i ® su redom

0=(0,0,...,0), (5.53)
N—— ——
| Ay| times

1=(1,0,...,0). (5.54)
[
| Ay|-1 times

Kao i u slu¢aju poluprstena polinoma, binomni poluprsten reda 1 svodi se na entropijski
poluprsten definisan u poglavlju 3.4. Sledeca lema daje formule za izra¢unavanje zbira i
proizvoda proizvoljnog broja elemenata binomnog poluprstena.
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Lema 5.3.1 Neka suw, e R*l; n=1,...,N. Tada vaZe sledece jednakosti

(&n)”

n=1

N
- Z w® (5.55)

(gwn)(a)= > (ﬁy ﬁN)Hw(ﬁ”. (5.56)

B+ hy=a

Dokaz. Lemu dokazujemo indukcijom. Jednakost za sabiranje (5.55) sledi direktno iz
definicije sabiranja u binomnom poluprstenu. Jednakost za mnoZenje se za slucaj N = 2
svodi na definiciju mnoZenja u binomnom poluprstenu

(a) @
(wiew,) "= ( )wiﬁl) wP?.
B, fa=a \ B1/ B

Neka sada jednakost (5.56) vazi za neko N. Tada

N+l (@) , N (a) @ ) NoY e
w = W, ® W = : w Wy =
( g n) (g n N+1) y+ﬁ%}]_a( )/,,BN+1 (g H) N+1
_ (41 ) ( ) w(ﬁ ) w(ﬁNH) —
y+ﬁ%:1—a( y'ﬁN+1 B+ Z—:ﬁN =y ﬁl’ ﬁN H R
N+1
. > ( a ) H wPo
Y+Bns1=¢ Bi++BN=Y ﬁl’ ﬁNH
o )N” (6,
= w 4
ﬁ1+~-~+zﬁ:N+1=a ( ﬁl’ : ﬁN+1 H

Sto dokazuje lemu. O

5.3.1 BSMP algoritam

Sli¢no kao i u prethodno obradjenom slu¢aju poluprstena polinoma, neka je w(x;.r) funkcija

viSe promenljivih, ¢iji je kodomen binomni poluprsten reda v, i neka faktorizacija

w(xir) = M@v{ wm(xm) (5.57)

vazi za indeksni skup M, pri ¢emu svaki faktor wy(xp) zavisi od xu ¢ x1.r i podskupovi xy
pokrivaju x1.7. Dalje, neka faktori imaju oblik

w(xyr) = (wM(XM)(“)) , (5.58)

acAy
gde je
W ()@ = Paa (Xm) g (Xm1)*. (5.59)
Koristedi se izrazom (5.56) i multinomnom teoremom, dobija se

w(xir)® = T] qu(xM)‘(MZj:MgM(XM))a, (5.60)

MeM
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a koriséenjem (5.11), dobija se kros-moment reda

ey = Y w(xr)®. (5.61)

X1.T

Prema tome, svi kros-momenti do reda v mogu se izra¢unati kao suma u binomnom
poluprstenu (5.57)
P w(xyr) = ( > w(xyr) ) = ( ) ) : (5.62)
x1T x1T aeAy acAy
Sumiranje se moZe obaviti uz pomoé MP algoritma nad binomnim poluprstenom (binomial
semiring message passing, BSMP) reda v, koji sledi.
Inicijalizacija: Postaviti poruke iz ¢vorova promenljivih i faktor-¢vorova u listovima na

Gnom(x0)=(1,0,...,0), (5.63)
|Ay|-1 times
"Mon(Xn) = ((PM(XM)QM(XM)a)%AV- (5.64)

Indukcija: Kada ¢vor primi poruke od svih potomaka, Salje poruku roditelju, saglasno
slede¢im formulama

qn*M(xﬂ) = ® rM’—»n(xn)/ (565)
m'eN (n)~m
von(Xn) = P (QDM(XM)QM(XM)a) ., ® @  qu-m(xw). (5.66)
XMNXn @€y e N (M)\n

Terminacija: Proces se zavrsava u listu koji je izabran za koren stabla. Uredjena n-torka
kros-momenata se izra¢unava kao

(1 )%A = D s (x). (5.67)

v Xn

5.3.2 BSMP kao B-slika od MGFMP

Alternativna mogucnost za predstavljanje MGF poruka

(e)
oty 1) = 3 S g (5.68)
aeNd a:
je preko |A,|-torke
(i) ) (5.69)

iz binomnog poluprstena. Neka je B : R(t) - R, tako da,

Z(Dé)

B(V){ Z R 1(:)) } = ( (@) )aeA,,’ (5.70)

|
ozeINg &:
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Preslikavanje B slika jedini¢ni element iz poluprstena stepenih redova u jedini¢ni element
binomnog poluprstena

BY{1}=(1,0...,0), (5.71)
—_—
| Ay|-1times
i za svaka dva reda
Z(®) (@)
z(t)= Y 2@, )= Y 2.t
aeNd a! aeNd a!

slika operacije sabiranja i mnoZenja u odgovarajuce operacije u binomnom poluprstrenu.

Bz (t) +z(¢) } = ( Z )MAV o ( z® )MAV, (5.72)
B z(t) - z(t) } = (21 )aen, © ( z ) aen, (5.73)

Prva jednakost sledi iz definicije, dok druga sledi iz

BO{zu(t) 2a(t) =B 3 3 Do Z e

1 o
B(V){ — . Z (ﬁy)zgﬁ)2§)/)ta}=

|
ozeINg a: Bry=a

(44
( Z ( ﬁ,y ) Zgﬁ) . Zéw )ozeAv - ( Zga) )ozeAV ® ( Zéa) )aeeA,,'

B+y=a

Uzimajuéi u obzir razvoj u red za ¢a(xap)g,,(Xm), "m-n(Xn,t) 1 guom(xs,t), moZemo
izracunati

B(V){ (PM(xM) . egM(xM)'t } - ( (PM . gj(\?) )QEAV, (574)
B i (i, t) } = (12 ) gens (5.75)
B Gumi (1) } = (3501 ) gen, (5.76)

Sli¢no kao i kod PSMP-a, primenom preslikavanja B na MGFMP jednacine dobijamo BSMP
algoritam.

54 Vremenska i memorijska kompleksnost PSMP i BSMP
algoritama

5.4.1 Vremenska i memorijska kompleksnost MP algoritma u odnosu na
realne operacije
U odeljku 2.2.2 razmatrali smo vremensku kompleksnost MP algoritma i oznadili je sa T™".

Vremenska kompleksnost oznac¢ava asimptotski broj operacija u poluprstenuidata je kao zbir
TP =T+ T, gdesuTg iTg  vremenske kompleksnosti definisane kao asimptotski
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broj sabiranja i mnoZenja u poluprstenu potrebnih za izvrsavanje algoritma, kada |V, M| i
X| teZe beskona¢nosti. Pokazano je da je

T =0 3 [XFe), (5.77)
MeM
T =0( 3 d(M)-[XF*D). (5.78)
MeM

U ovom odeljku razmatramo vremensku kompleksnost kao asimptotski broj realnih operacija
(sabiranja, oduzimanja, mnozenja i deljenja), potrebnih za izvrSenje algoritma, sa dodatnim
zahtevom, da |A,| tezi beskona¢nosti. Vremenska kompleksnost je data sa

TmPa _ TP, NP (5.79)
gde su T7 i T, asimptotski brojevi realnih sabiranja i mnozenja, koji su dati sa

TP = TOP . T 4 TP T9, (5.80)
TP = TP T 4 TP 79, (5.81)

gde su T¢ i T brojevi realnih sabiranja, a T; i T; brojevi realnih mnoZenja, potrebnih za
izvrSenje odgovarajuce operacije u poluprstenu.

Sliéno, memorijska kompleksnost data je maksimalnim brojem realnih brojeva potrebnih
za izvrSenje algoritma, kada |V| i |A,| teZe beskonac¢nosti, i moze da se izra¢una kao

M = M+ MRS (5.82)

Ovde je M'® memorijska kompleksnost MP algoritma nad poluprstenom, koja je na osnovu
izlaganja u odeljku 2.2.2 data sa

M =0(vl- X)), (5.83)

gde je V)| broj listova, a M, predstavlja broj realnih brojeva potrebnih za ¢uvanje jednog
elementa u poluprstenu.

5.4.2 Vremenska i memorijska kompleksnost PSMP algoritma

Vremenska kompleksnost: Za sabiranje u poluprstenu polinoma

UGV = (u("‘) + v("‘)) (5.84)

acA,

potrebno je |A,| realnih sabiranja, i nisu potrebna mnoZzenja, pa je
T°=0(lAll), T2=0, (5.85)

dok je za mnoZenje u poluprstenu polinoma

= B) . ()
URD = ( ﬁ;a ulf) .oy )%AV (5.86)
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potrebno
T2 = 0(AP), T =0(AP), (5.87)
posto

o( > ar-ag)=0(vi2)=0(AP).

a,...,0g€Ay

Na osnovu razmatranja iz odeljka 5.4.1, dobija se vremenska kompleksnost za PSMP

PP _ @( S X |Av|)/ (5.88)
MeM

PP _ @( S d(M) - [X]10 . IAV|)- (5.89)
MeM

Kada se korsti za izra¢unavanje kros-momenata, PSMP ima dodatne zahteve za izra¢unava-
nje faktora

((Pulda(a)y (5.90)
! acAy

Primetimo da se za svako a < v, ¢lanovi ¢u(xpm)g,,(xm)* mogu dobiti kao rezultat izracu-

navanja ¢um(xm)g,,(xm)*. Ovo izratunavanje zahteva O(|X|4™) - (v; + - + v,;)) mnoZenja,

Sto ne uti¢e na asimptotsku kompleksnost za mnoZenje. Pod pretpostavkom da su potrebne

vrednosti za faktorijele dostupne, potrebno je O(|X|*M).|A,|) deljenja u svakom faktor-¢voru,

pa je vremenska kompleksnost za deljenje

T = O(MEZM XD - |4,]). (5.91)
Sumiranjem izraza (5.88), (5.89) i (5.91), dobijamo totalnu vremensku kompleksnost PSMP
algoritma za izra¢unavanje svih kros-momenata reda manjeg ili jednakog v

P = O 3 d(M) - X[ |A,)). (5.92)
MeM
Memorijska kompleksnost: Memorijska kompleksnost PSMP algoritma za izracunavanje
kros-momenata data je maksimalnim brojem realnih brojeva, potrebnih za izvrSenje algo-
ritma, kada |V i |A,| teze beskonaénosti, i moZe da se izra¢una kao

MPEP = M + MRS (5.93)

Ovde je M" = Mp&® - M memorijska kompleksnost MP algoritma nad poluprstenom

polinoma, gde je My¥* = O( [V - [X| ), saglasno izrazu (5.83), i My’ = |A,| predstavlja
broj realnih brojeva, potrebnih za ¢uvanje jednog elementa u poluprstenu, kada |A,| tezi

beskonariosti. Saglasno tome
M =0( il 1X]-|A] ). (5.94)

Clan M predstavlja dodatni memorijski prostor. Kada se koristi za izratunavanje kros-
momenata, PSMP-u je potrebna dodatna memorija od O( |A,| ) za ¢uvanje vrednosti za fak-
torijele. Faktori seizracunavaju jedanom po faktor-¢voru, i posto se izracunata vrednost isko-
risti, moZe biti izbrisana. Dakle, maksimalno memorijsko zauzeée je O( maxyem { X[ M)

Al }), paje
MR = O( max { X" |A,[ }), (5.95)
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a asimptotska memorijska kompleksnost algoritma je

M" = O( V- [X] - |Ay] + max { X" - |A,] } ). (5.96)

5.4.3 Vremenska i memorijska kompleksnost BSMP algoritma

Vremenska kompleksnost: Sli¢cno kaoikod poluprstena polinoma, za sabiranje ubinomnom
poluprstenu

UBD = (u(“) + v("‘)) (5.97)

acAy,

potrebno je |A,| realnih sabiranja
T? = O(JAJ]); TZ=0. (5.98)

Pod pretpostavkom da su svi binomni koeficijenti sa¢uvani i dostupni za vreme izvrSenja
algoritma, za mnoZenje u binomnom poluprstenu

L®D = ( > (ﬁ‘,"y ) 4B ) )MAV

p+y=a

potrebno je O(a;---ay) realnih sabiranja i mnoZenja za element sa indeksom a = (ay, ..., a4),
pa izratunavanje cele |A, |-torke ima kompleksnost

T2 = O(|Af);  TZ = O(JAP). (5.99)

Na osnovu razmatranja iz odeljka 5.4.1, vremenska kompleksnost PSMP algoritma je

TP _ @( S X |Av|), (5.100)
MeM

TP =0 Y dv)-[XI"0-14,)). (5.101)
MeM

Na osnovu sli¢nih razmatranja, kao u odeljku 5.4.2 izra¢unavanje faktora

(PmCan) g (Cm)® ) s, (5.102)

ne uti¢e na vremensku kompleksnost, pa je

Tomp _ @( S d(M) - [X[10D . |Av|)- (5.103)
MeM

Memorijska kompleksnost: Slicno kao i za PSMP, memorijska kompleksnost BSMP
algoritma moZe se izracunati kao

MFEP = MP + MY, (5.104)

gde je
M =0( VI X] A ), (5.105)
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pri ¢emu je dodatna memorija oznatena sa MR, U slu¢aju BSMP algoritma, dodatni mem-
orijski prostor odnosi se na ¢uvanje binomnih koeficijenata, O( |A,|* ), a za ¢uvanje faktora
potrebno je O( maxpenm { [X[“M-|A,| } ), kao stoje objasnjeno u odeljku 5.4.2. Shodno tome

add _ 2 d(M) .
Mg = O( AP+ max{ XD |4, ] } ), (5.106)
pa je asimptotska memorijska kompleksnost algoritma

bmp= . . 2 a(M) |
MR? = O( - X |Au| + Ay + max { X0 ]A,] } ). (5.107)

5.4.4 Poredjenje kompleksnosti PSMP i BSMP algoritama

PSMP i BSMP algoritmi imaju istu vremensku kompleksnost, pri ¢emu za BSMP nije
potrebna operacija deljenja kao kod PSMP-a. Sa druge strane, BSMP ima ve¢u memori-
jsku kompleksnost O( |A,[> ), zbog ¢uvanja binomnih koeficijenata, dok je za PSMP, koji
¢uva faktorijele potrebno O( |A,| ) memorijskog prostora.

5.5 Prethodnirad

Kao $to smo ve¢ pomenuli, algoritam za efikasno izracunavanje kros-momenata za red manji
ili jednak v

(I ¢M(xM)-(M§AgM(xM)) ). (5.108)

X1.7 MeM

za skalarne funkcije, prethodno su dali Cowell i saradnici [15], i njihov algoritam pretstavlja
skalarnu verziju PSMP algoritma. Takodje, EMP algoritam iz odeljka 2 je PSMP, odnosno
BSMP algoritam reda v = 1. U ovom poglavlju dajemo pregled ostalih algoritama koji
predstavljaju specijalan sluc¢aj PSMP i BSMP algoritama.

5.5.1 Kros-momentiredav=(1,1)

Efikasno izratunavanje kros-momenata (5.108) za slucaj

A, ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)},

razmatrali su Kulesza i Taskar [50]. Algoritam razmatran u [50] funkcionise kao MP algoritam
nad entropijskim poluprstenom drugog reda [56], koji se moZe dobiti kao poluprsten poli-
noma, odnosno binomni poluprsten reda v = (1,1), tako da je algoritam koji su dali Kulesza
i Taskar u stvari PSMP, odnosno BSMP algoritam reda v = (1, 1).

5.5.2 Kros-momenti na lancima

Problem efikasnog izra¢unavanja kros-momenata u slucaju faktorizacije sa strukturom lanca,
razmatran je u [2] i [30]. Algoritmi iz ova dva rada predstavljaju FB algoritam (poglavlje 4.1)
nad binomnim polurstenom. Dakle, razmatraju se viSedimenziona slu¢ajna promenljiva X;.r
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sa raspodelom px,, i funkcija ove slucajne promenljive g : XT - IR, koje se mogu predstaviti
kao proizvod, odnosno zbir

P(xlzT) = llqbn(xn—l/xn)/ g(xlzT) = Z;gn(xn_l,xn).

U slucaju lanca je ro(xo) = go1(x0) = 1i7,(xn) = Fpen(Xn) = Guons1 (X)), pa je algoritam slededi.
Inicijalizacija: Za svako xp € X, ro(xp) = 1, odnosno

78 (xo) = {1’ (5.109)

a=0;
0, 0<a<v,a+0.

Indukcija: Na osnovu formula za procesiranje poruka (5.65)-(5.66) i jednakosti 7,,(x,) =
Ynosn(Xn) = Gnons1 (X ), dobija se

rn+1(xn+1) = @ ((Pn+1 (xn/ xn+1)gn+1(xnr xn+1)a) " 1y (xn)/
acA,

Xn

odnosno, posle mnoZenja u binomnom poluprstenu

o 41
r;(1+i (xiHl) = Z Z ( ﬁ Y )CP;H] (xn/ xn+1) 'rglﬁ) (xn) '!],Hl (xn/xn+1); (5110)
Xn Bry=a ’

zal<n<T.
Terminacija: Kros-momenti reda manjeg ilijednakog v izra¢unavaju se u korenu, odnosno
u poslednjem ¢voru u lancu T, kao

()

Jednacine (5.109)-(5.111) se poklapaju sa [30], a sli¢ne jednacine se, takodje, javljaju i u
[2].

= @D rr(xr). (5.111)

14
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Izracunavanje kros-momenata nad PCFG

Kros-momenti slucajne vektorske promenljive modelovane probabilistickom kontekstno-
nezavisnom gramatikom (probabilistic context-free grammar PCFG) predstavljaju vazne veli¢ine
prilikom estimacije parametara promenljive [33]. Kao §to smo pomenuli, definiSu se kao
ocekivana vrednost proizvoda celobrojnih stepena koordinata slucajne vektorske promenljive,
koja kod PCFG-a mozZe da predstavlja: duzinu stringa ili izvodjenja, broj koriséenja pravila u
izvodjenju ili neizvesnost pridruZenu koris¢enim pravilima. Oc¢ekivanje se moZze racunati za
slu¢aj kada su elementarni dogadjaji sva izvodjenja gramatike ili za slucaj kada su elemen-
tarni dogadjaji izvodjenja gramatike koja generisu unapred zadatu re¢ iz jezika gramatike. U
ovoj glavi, termin kros-moment ¢emo koristi za prvi slucaj, dok ¢emo u drugom slucaju
govoriti o uslovnim kros-momentima.

Izratunavanje kros-momenata moZze postati zahtevno ukoliko je skup elementarnih do-
gadjaja veliki. U proslosti, ovaj problem je razmatran uglavnom za kros-momente skalarnih
promenljivih (jednostavno nazvanih momenti), zaklju¢no sa redom dva. Izra¢unavanje mo-
menata prvog reda, kao Sto su oc¢ekivana duZzina izvodjenja ili o¢ekivana duZina re¢i, raz-
matrani su u [87]. Izra¢unavanje entropije za PCFG razmatrano je u [65]. Postupak za
izratunavanje momenata reci i duzine izvodjenja dat je u [33], gde su izvedene eksplic-
itne formule za momente reda jedan i dva. Momenti prvog reda razmatrani su u [34], gde
je izveden algoritam za izracunavanje entropije za PCFG. NeSto generalniji algoritam za
izra¢unavanje kros-momenata reda dva razmatran je u [56].

U ovoj glavi izves¢emo rekurzivne formule za izra¢unavanje kros-momenata i uslovnih
kros-momenata vektorskih slu¢ajnih promenljivih proizvoljnog reda [36]. Najpre, u poglavlju
6.1 dajemo formalnu definiciju PCFG. Zatim, u poglavlju 6.2 izvodimo formule za kros-
momente diferenciranjem rekurzivnih jednacina za MGF, koje su dobijene primenom alori-
tama za izracunavanje particione funkcije za PCFG [66]. Na slican nacin, u poglavlju 6.3,
izvodimo rekurzivne formule za izrac¢unavanje uslovnih kros-momenata diferenciranjem
rekurzivnih jednacina za MGF, koje su dobijene primenom inside algoritma [53], [26].

6.1 WCFG1iPCFG

Neka je X neprazan skup. Slobodni monoid nad ¥ je monoid (X*,-,€), pri cemu je L* =
{ai...a,|n €Ny, a; e (1 <i<n)} skup svih stringova nad X, a € je jedinstveni prazan string
duzine nula. Operacija - predstavlja kompoziciju (konkatenaciju) stringova i definisana je sa

74
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U1 - Uy = wuy za svako uy, u, € X*. U narednom tekstu, slobodni monid nad X oznacavaéemo
jednostavno sa X*.

TeZinska kontekstno-nezavisna gramatika (weigthed context-free grammar WCFG) nad komu-
tativnim poluprstenom (]K, +,-,1, 0) je petorka G = (Z, N, S, R,w), pri ¢emu:

o ) = {ul, ... ,um} je konacan skup terminala,
o N= {Al, oA N|} je konacan skup neterminala uzajamno disjunktan sa X,

e S e N se naziva startni simbol (u daljem tekstu pretpostavljamo da je S = Ay),

e RcN x(X2uN)*je konatan skup pravila. Pravilo (A,a) € R zapisujemo kao A — a,
pri ¢vemu neterminal A nazivamo premisa. Skup svih pravila A; - B;;, B;; € (W uX)*
¢emo oznacavati sa R;.

e w: R - Kje funkcija koja se naziva teZinska funkcija.

Relacija krajnjeg levog izvodjenja = pridruzena gramatici G, definisana je skupom trojki
(a,7,B) € (EUN)* xR x (ZUN)* za koje postoje sekvence terminala u € £, i neterminala
0 € (ZuN)*, zajedno sa neterminalom A € NV isekvencom y € (ZuN)* takodaa = uA9, = uyd
im=A - yjepravilo iz R. Trojka kojom je reprezentovana relacija krajnjeg levog izvodjenja
(a,7,B) bice oznatavana sa @ = B. Krajnje levo izvodjenje (u daljem tekstu izvodjenje) u
gramatici je sekvenca my,..., 7, € R* za koju postoji simbol u gramatici «, € £ u N, tako
da je moguce izvesti iz a primenom sekvence pravila my,..., T, « 4. p. TeZinska
funkcija se prosiuje na izvodjenja, tako da w (7t1---7ty) = w(m)--w(my), za svako 7ty---mty € R*.
Neterminal A je aktivan ako postoji izvodjenje m;---1x, tako da A 5 .2 u,ue X Neteminal

A je dostiZzan iz neterminala B ako postoji izvodjenje m;---7t;, tako da B 3.5 nAé, gde je
1n,& e (ZuN)* (ako je A dostizno iz S, onda jednostavno kazemo da je dostizno). Neteminal
A je koristan ako je dostizan i aktivan (u suprotnom je beskoristan). Ukoliko postoji izvodjenje

m,...,T, € R*, tako da za neki neterminal vazi A .3 A, kaZzemo da gramatika ima ciklus.
U protivnom je bez ciklusa.

WCFG G = (%,N, A1, R,p) nad sum-product poluprstenom (R, +,-,0,1) naziva se proba-
bilisticka kontekstno-nezavisna gramatika (PCFG) ako teZinska funkcija p slika skup pravila u
realni interval [0,1]. PCFG se naziva ocis¢ena ako je p(A - y) > 0 zasvako A - y e R i
svaki neterminal A, i svi neterminali su korisni. Nadalje razmatramo samo oc¢is¢ene PCFG.

Takodje, pretpostavljamo da je teZinska funkcija p raspodela verovatnoce nad skupom prav-

ila koja mozZemo primeniti, t.j. leﬁl p(Ai - Bj;j) =1zasvako1<i<|N|

Za PCFG G = (Z,/\/ ,Al,R,p) definiSemo podgramatiku G; = (Z,/\/Z-,Al-, R,-,p,-) sa startnim
simbolom A;, gde je N skup koji se sastoji od A; i neterminala dostiznih iz A;, i Ri ¢ R je
skup pravila u kojima se samo neterminali iz N; pojavljuju kao premise, i p; je restrikcija od
p na R;, tako da je pi(m) = p(m) za svako 7 € R;. MoZe se primetiti da ako je G oc¢i$¢ena, tada
je i G; ocis¢ena.
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6.2 Izracunavanje kros-momenata nad PCFG

6.2.1 Konzistentnost PCFG

Neka je G = (Z, N ,Al,R,p) probabilisticka kontekstno-nezavisna gramatika, () skup izvod-
jenja u G, i neka je Q; skup izvodjenja iz A; € N'. Gramatika G je konzistentna ako je

Z P(TC) =1,
meQ);

za svako 1 < i < [N]. Booth i Thompson [7] su dali uslov za konzistentnost za startni simbol
S = A, slede¢om teoremom.

Vv s

Teorema 6.2.1 Ociséena PCFG G je konzistentna ako je p(M) < 1, gde je p(M) apsolutna vrednost
najvece sopstvene vrednosti matrice ocekivanja M = [M;,],1 <i,n <|N/|, definisane sa

[Ril
M =Y p(Ai = Bij)ra(i, ), (6.1)
j=1

gde r,(i, j) oznacava broj pojave terminala A, na desnoj strani pravila 7t = A; — B ;.

Primetimo da su matrice otekivanja M) svih podgramatika G; glavne submatrice matrice
M, tako da je u saglasnosti sa posledicom 8.1.20 iz [32] p(M”) < p(M), pa su i gramatike G;
takodje konzistentne

> p(m) =1. (6.2)

7'(€Qi

6.2.2 Kros-momenti i funkcija generatrise momenta nad PCFG

Neka su dati PCFG G = (Z,N,Al,R,p) i njene podgramatike G; = (Z,./\/},AZ-, Ri,pi). Neka
su X; d-dimenzione slu¢jane promenljive ¢ije su raspodele restrikcije p na R;. MGF slucajne
promenljive X; nazivaéemo i - tom funkcijom generatrise momenta ili i-tom MGF, i ona je za
svakoi=1,...,|R|, definisana sa

M,x, (1) = Y p(r)et X, (6.3)

TIEQ,‘

gde je t € R™. i-ti kros-moment reda v = (vy,...,v4), 1 definige kao

uls = 3 p(n) - Xia(m) - Xip(n) = Y p(m) X(m)", (6.4)

meQ); me();

gde je Xi(m) = [Xill(rc), . ..,Xi,D(Tc)]T. Kao $to je pokazano u [10], PCFG kros-momenti su
ograniceni, tako da je moguca zamena mesta operatorima diferenciranja i sumiranja, pa je

w MY ()

_ (1)
(up,Xl- - m‘ho = DV{MX } (65)

Direktno izra¢unavanje izraza (6.4) enumerisanjem svih izvodjenja je neefikasno, posto
zahteva O(|Q)|) operacija, i postaje prakti¢éno nemoguce kada je Q2 beskonac¢an skup. S druge
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strane, ako izvedemo izraze za efikasno izra¢unavanje MGF-a (6.3), kros-momenti se mogu
izra¢unati njihovim diferenciranjem.

U daljem tekstu posmatramo promenljive X; koje mogu biti predstavljene kao suma
vektorskih funkcija Y: R - R

Xi(my-my) = Y(T(1) et Y(T(N), (6.6)

za svako my--my € Qisvakoui =1,...,D. Tada, za G; = (Z,M,Ai, Ri,p) i X; moZemo kon-
struisati MGF gramatiku za X; nad éi = (Z,./\/},Ai, Ri,w), sa teZinskom funkcijom koja uzima
vrednosti iz poluprstena stepenih redova w : R —~ R[IN#], definisanom pomoéu

w(m) = p(n)etTY(”) (6.7)

za svako 7 € R. Izvodjenje = 7111ty u G; sa tezinskom funkcijom p(m) = p(m1)---p(1in) je
takodje izvodjenje u G sa teZinskom funkcijom

w(m) = w(m)-w(ny) = p(r)et Y- p(ry)el Y = pm)et X, (6.8)
MGF vektorske slu¢ajne promenljive X; se sada mozZe izraziti kao suma izvodjenja u G

M,x,(t) = 3 p(m)et Xi™ = 3 w(m). (6.9)

meQ) me()

Na taj nacin, problem izrac¢unavanja MGF-a svodi se na problem izra¢unavanja particione
funkcije [66] nad poluprstenom v-neprekidnih funkcija u nuli, ¢ime se bavimo u narednom
odeljku.

6.2.3 Izra¢unavanje kros-momenata nad PCFG

Neka je G = (Z,N ,Al,R,w) teZinska kontekstno-nezavisna gramatika nad komutativnim
poluprstenom (K, +, -, 1,0) obogacenog topologijom 7. Pod pretpostavkom da su beskona¢ne
kolekcije {w(m) }ne o, sumabilne u 7, i daje mogucée primeniti distributivni zakon na beskonac¢ne
sume, particiona funkcija je funkcija Z : N' - K, koja svakom neterminalu A; ¢ N dodeljuje
sumu

Zi=Y w(n). (6.10)

ﬂEQi

Izdvajanjem prvog simbola iz proizvoda u svakom izvodjenju i koris¢enjem distributivnog
zakona, particiona funkcija se moZe izraziti uz pomo¢ sistema [66]

=4 N s
Zi= Y (A~ B,) TT2, 611
=1 k=1
gdeje 1 <i<|N|.
Neka je sada G; = (Z,/\/},Ai, Ri,w) MGF gramatika za X; : (3; > nad G = (Z,Ni,Ai, R,p),
gde je
w(n) = p(m)e Y, (6.12)
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i neka je 7 topologija inducirana supremum normom. Saglasno diskusiji u odeljku 6.2.2,
ukoliko je

X(T(l"'TCN) = Y(TCl) +'"+Y(TCN). (613)
vrednost particione funkcije u neterminalu A; odgovara i-toj MGF
Zi= MY, (6.14)
a i-ti kros-momenat ‘
i, = Pa{MY'} = Paf{Zi} = ¥ p(mX(m)", (6.15)
meQ;
moZe se izracunati diferenciranjem izraza (6.11) i reS8avanjem rezultujuce jednacine. Prime-
timo da .
0 e
w3 = Do{Zi} = (X plm)e™* ™)y = Y p(m) =1, (6.16)
meQ); me();

za svako 1 < i < |N|. Kros-momenti viSeg reda mogu se izratunati primenom generalisanog
Lajbnicovog pravila (1.7) na izraz (6.11), Sto rezultuje slede¢im sistemom

[Ril IV -
i =2 % (5 JPestola B} 2o T2 (6.17)
j=1 B<a k=1
gde je
Doplw(As = Byy)} = plAi = By)) - ¥(A = B,))"™, 6.19

posto je w(m) = p(m)et Y za svako 1 € R. Na osnovu Lajbnicovog pravila (1.8), dobija se

IV W]
(B ) B re(Bij)
Dﬁ{ szk ] } - Z ( )H Dyk{zkk ] } (6.19)
k=1 RS IR STEEEYD 4V A 51
' ) 7e(Bi ) y k(i) o)
D)’k{zkk K }: DVk{ H Zk} = Z (6 g ) H [JP/)Z(k' (620)
I=1 61+~-~+6,k(3i’].)=yk 177 On(B;j) I=1
Zamenom (6.20) i (6.19) u (6.17), dobija se
[Ril
IJ,S,O% = 21:/32 Qij(a, B), (6.21)
=1 p<ax

gde je
Qij(a.B) = ( 5 )F’(Ai ~By;)-Y(A~B,)""

p
> (yl,.ﬁ )ﬁ > (61, Vi )pr,j})k. (6.22)

y1+...+y|N|:ﬁ cey Y|N| k=1 61+”.+67k(31',]'):yk ceey 6rk(Bi,j) =1
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Sistem (6.21) moZe se resiti razbijanjem izraza na dva dela: jedan koji zavisi i drugi koji ne

zavisi od ‘u;f%

[Ril IRl
e, = 2 Qije ) + 3 3 Qe B),
j=1 j=1 p<a
gde je
Qi,j(“/“) = P(Ai e Bi,j) : Wi/f("‘)
i

o ‘N| y rk(Bi’j)

- k (1)

Wi@)- > )T Y (s 7 )
I U (1 g A A AN (ORI

Dalje, ako stavimo

rk(Bi,j)

Hij(y1r--- V) = ( ¢ )lﬁ > ( 61,.__yk ) [T .

yl’ ceey Y‘N| k=1 51*"‘+6rk(3i,]-)=7k Vi 67’k(Bi,j) 1=1

izraz za Wa(Bi,]-), moZe se transformisati u

IV
Wii(a)= Y HP (v v+ 2 Hi(Voev)
n=1 Y1+t v =a
ViV N <

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

(6.27)

gde Hi(l;.z) (yy, .- 14 NI) oznatava H;;(y,, ..., 14 N|) sa y, = & i ostalim y-ama jednakim nuli, $to

je, na osnovu (6.26)

o m(Bj ;) IV 1(Bj i)
(n) _ (61) (0)
Hi,j ()/1’ T ’Y\/\/’|) - Z ( 5 5 ) H nup,}l(n ) H H Hp X,
Oy+e40,, 5. y=a ¥ Olre- s Om(Bij) /=1 k=1 I=1
”f k#n
Kona¢no, posto iskoristimo ‘ur(,g)(k =1, dobija se
o rn(Bi,j)
(1) _ (61)
Hz’,j ()/1""’y|/\/\) - Z ( 6 6 ) H Hp,)l(n’
Ot 40y, (p, y=a LresrOn(Biy) 7 121

Sto se, slicno kao kod izraza (6.23), moZe napisati kao

”n(Bi,]')
(n) _ (@) o o) _
Hy Vi) = X tpx, + 2 ( 5.8 ) [T #x, =
s=1 61+~-~+6,k(3i,]_)=ar 1reees TVl(Bi,j) =1
61 ,,,,, 6rn(3i'j)<a

o 44
= 1,(Bi ;) .‘u;)gn + Z (61 ) H Hr(zgl()n'

61+"'+6rn(Bij):a ’ 6rn(Bi,j) I=1

(6.28)

(6.29)

(6.30)
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Zamenom (6.30) u (6.27) dobija se

W]

Wii(a) = (B i, +
Vn(B”)

5 @ ()
2, L _ (61,.. )H Hox, + 0 Hif(yyvp)- (631)

- 6i’n(Bi,j) 1=1 Vit Y v e

Dalje, zamenom (6.31) i (6.24) u (6.23), kros-momenat se moZe izraziti kao

Wi
1’“‘;(10;2 ZP(A _’BZJ)Zrn(Bz]) ‘u;(ac;g +

] M a ()
ZI_’)(A - Bl] Z Z ( 5 5 N ) H [“lP,Xn +
n=1 (51+ +6,n(3 ) 2 Treeey r"(B’r/) I=1

61 7n(B,])<lX

IRl [Ril
2p(Ai>Bi) 3 Hif(yivpng) + 2 Y Qi B), (6.32)
j=1 Y;-%—‘;/V‘NL:U‘ j=1 B<a

Lreees v<a

gde su Hi,j(yl, Y N\) i Qi,j(a,ﬁ) dati sa (6.26) i (6.22). Konac¢no, ako uvedemo

W o i)
o
o Zp(A > B> 3 (6 5 ) I1 y;,;gn +
n=1081+-+0,, (B, )=% Lre s Ora(Bi)) =1
010,y (8, ><"‘

IRl Ri|
> p(Ai>Biy) ) Hi/j(Y1""’Y|N|) Z > Qij(a.B), (6.33)
j=1 V;‘*’""‘)’/V/\\/f\l/lz"‘ j=1 B<a

"

jednacina (6.32) se moZe sazZeto zapisati kao

Wl
% = S My S+, (6.34)
n=1
ili u matri¢noj formi
m@® =M-m® + ¢, (6.35)
gde je m® = [u'} .. ,y;”;zw'] vektor kros-momenata, ¢® = [¢\¥, ... I(/‘\X/H i M je matrica

momenata, definisana u teoremi 6.2.1. Posto je uslov p(M) < 1 iz teoreme 6.2.1 zadovoljen,
matrica I - M je invertibilna, i matri¢na jednacina ima jedinstveno reSenje, dato sa

m@ = (1-M) "' ¢@. (6.36)

Ukolikojeizra¢unatinverz (I—M)fl, kojine zavisi od &, kros-momenat je u potpunosti odred-
jen ¢lanom ¢(®), koji zavisi od svih kros-momenata reda manjeg od a i moZe se izra¢unati
pomocu (6.33). U narednim odeljcima izve§¢emo izraz za ¢(*) za skalarne promenljive reda
manjeg ili jednakog dva, i izvodimo izraze za momente prvog i drugog reda date u [7] i [33],
kao specijalne slucajeve jednacine (6.36).
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6.2.4 Momenti prvog reda

U slu¢aju momenata prvog reda « = 1, izraz (6.15) svodi se na ocekivanje promenljive X;

y;?{ > p(m)Xi(m). (6.37)

meQ);

Vektor momenata m(®) = [ ‘u;,l))(l e ‘ul(jll})gw‘] izracunava se kao u jednacini (6.36)

m® = (1-M) c®, (6.38)

(1) D (a)

gde je ¢ = [c7”,... IN\] . Prva i druga suma u izrazu (6.33) za c; M =

svode se na ¢

‘R‘Ql](l 0), ili, posle primene izraza (6.22) za Q; j(a, ), na

[Ri|
e = Y p(Ai~Bi;)- Y(Ai > By)). (6.39)
j=1

Neka je m;---1ty izvodjenje koje pocinje sa startnim simbolom A; i zavrSava sa se recju
u € 2*. Ako stavimo Y(Ai - Bi,]') =1,naosnovu (6.13), dobijamo X (7 -1ty ) = N Y(nn) =N,
tj., X je duZina izvodjenja. Na osnovu izraza (6.37), momenat ‘u;/l))(l predstavlja ocekivanu
duzinu izvodjenja, Sto se poklapa sa [7] i [33].

Sli¢no, ako stavimo Y(Ai — Bi,j) = Zlﬁl t.(i,7), gde t,(i,j) oznacava broj terminala u
sekvenci B, j, promenljiva X(7;---7ty) svodi se na duZinu redi izvedene iz my---mty. U ovom
slu¢aju, momenat y;,l,)(l svodi se na oc¢ekivanu duzinu re¢i, a formula (6.39) svodi se na

jednakosti iz [7].
6.2.5 Momenti drugog reda
Formula za momente drugog reda je neSto komplikovanija. Za a = 2, ci(“) svodi se na

Vn(B,])

2

- zpm By T, 4 )T
n= 161+ +6rn(B ) =« VAR rn(Bi,j) =1
01, fn(31])<2
[Ril IRil IRil
SPA B T Hy(ie i)+ 505(20)+ 5 0,21, 640

Prva suma u prethodnom izrazu moZze se transformisati na

Ril W] 7n(Bi )

TR DD YD S P RO T

n=181++8y, 5, =2 "67;«(31,]‘) =1
61 6rn(B )<2

Ril W

Z;P(Az‘ - Bi) Z;rn(Bi,j)(rn(Bi,j) -1)- (yﬁ){ ) . (641)
= n=



82 Glava 6. Izracunavanje kros-momenata nad PCFG

Da bismo izra¢unali drugu sumu, uvodimo H Z.(j’b) (v, -, Vv ), §tojejednako H;;(y,, ..., 14 N\)
zay,=Yy,=1,isvim ostalim y-ma jednakim nuli. Dobijamo

ra(Bij)
a, Ya
Hz'(,jb)(yy---r7’|/\/|):2' Z (61, ) H P‘p

O1+-+0r, (8, )=V - 6rﬂ(Bi,/) =1

y rb(Bz]) |N| )/ yk(Bi/f) o)
(5 7 eI > (s 7 ) 6
Oy, (5, )=Vt 177 Ury(Bi)) I=1 kl;albéﬁ +0y, (5, )=V LreeorOn(Bij) 7 121
i
HeD g " ®
i vpg) =20 % o, Z Hpx, =2 7a(Big) - 1o(Big) - 1y %, Hp 5, (6.43)
Druga suma iz izraza (6.40) postaje
IRi| [Ril W W] (ub)
> p(Ai=Bij) ) Hi/]'()/1""'y|/\f|) ZP(A ~>Bij)), > H; ()/1,--~,)/|M)=
j=1 Y1ty v =2 a=1b=a+1
Y1V |N|<2
[Ri W W e
=2- Z;P(Az - Bi,]') Z;bz Ta(Bi,]') 'rb(Bz‘,j) pra(Lleb =
= a=1b=a+1
[Ri| IV 1 @ V] 20 (D)
= ZP(A _’Blj)zzra(Bz]) r5(Bij) - Hpx,Hpx, ~ ZP(A *Bz])zrn(Bz]) ([Jpx ) . (6.44)
a=1b=1
Sada, (6.40) se svodi na
(2) IRl [Ril
=CR; + ZQI 2,00+ > Qii(2,1), (6.45)
j=1 j=1
gde je
[Ri W V] 1 1) WV )
CR; =) p(Ai = Bij) >° Y 1a(Bij) 15(Bij) thy x. tp x, ZP(A ~Bij) Zrn(Bl])(lupX ) (6.46)
j=1 a=1b=1
1
2
Q:i(2,0) =p(Ai > Bi;) - Y(Ai > By;), (6.47)
N Tn(Bz])
Qi,j(2,1):2.p(Ai»Bi,j)M(AieBi,])E; 2; uy, =

Y
=2-p(A; - B;j)- Y(Ai > By)) z_;rn(Bi,j) e (6.48)
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Ako stavimo Y(Ai - Bi,j) =1zasvako A; - B;; € R, X; se svodi na duzinu izvodjenja. For-
mula za izra¢unavanje momenata drugog reda duzine izvodjenja, data u [33], moZe se izvesti
iz jednacine (6.45), posto je

[Ril [Ril [Ri|

50,200 =3:pl - 8) (A B - S )1, (649
i

[Ril W IRl

2 Q21 =2 Z(Z (A > Bij) -ra(Big) )i, = 2- Zeznu(” 2-pyx, -2, (650)

gde poslednja jednacina sledi iz (6.36), i
¢ =CR+2- ' -1. (6.51)
Kona¢no, zamenom (6.51) u (6.36) dobija se
m®{x} = (1-M) " (CR;+2-m® -1), (6.52)

gde je CR; = [CRl, eee, CRM] il= [1, cer, 1], Sto se poklapa sa rezultatima iz [33].

6.3 Izracunavanje uslovnih kros-momenata nad PCFG

6.3.1 Uslovni kros-momenti i funkcija generatrise uslovnhih momenata

nad PCFG

Neka su dati PCFG G = (Z,N,A1,R,p) i njene podgramatike G; = (Z,/\/},Ai, Ri,pi). Neka
je Qi(u) skup izvodjenja koji startuju u A; € N i zavr$avaju se u u € *. Neka su X; d-
dimenzione sluc¢ajne promenljive ije su raspodele restrikcije p na R;. I-ta funkcija generatrise
uslovnih momenata ili i-ta uslovna MGF od X, je za svakoi=1,...,|R|, definisana sa

Myxu(t) = Y. plm)et X, (6.53)

meQ;(u)
gde je t € R?. I-ti uslovni kros-moment reda v = (v4,...,v,) se definise kao

K= Y plr)-X(m)-Xp(m) = Y p(m) X(r)", (6.54)

meQ;(u) meQ;(u)

gde je Xi(m) = [XZ‘J(T[),...,XI',D(TI)]T. Kao i u poglavlju 6.2.3, ukoliko izvedemo izraze za
efikasno izra¢unavanje i-te uslovne MGF (6.53), i-ti uslovni kros-momenti mogu se izra¢unati
njihovim diferenciranjem

v MMP (D)

_ ()
pXilu ~ M‘ho - DV{MX } (6.55)

U daljem tekstu posmatramo promenljive X; koje mogu biti predstavljene kao suma
vektorskih funkcija Y : R - R

Xi(my-my) = Y () + -+ Y(1y), (6.56)
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za svako 1.y € Q. Tada za G; = (Z,M,Ai, Ri,p) i X; moZemo konstruisati gramatiku i-te
uslovne MGF za X; nad éi = (Z,/\/Z-,Ai, Ri, w), sa teZinskom funkcijom koja uzima vrednosti
iz poluprstena stepenih redova w : R - R[IN?], definisanom pomo¢u

w(n) = p(n)et Y, (6.57)

za svako m € R. Izvodjenje m = m;1---my u G; sa tezinskom funkcijom p(m) = p(m1)--p(nin) je
takodje izvodjenje u G, sa tezinskom funkcijom

w(rm) = w(m)--w(my) = p(ry)et YO .p(my)et YW = p(m)et Xim), (6.58)

I-ta uslovna MGF vektorske slucajne promenljive X; se sada moZe izraziti kao suma izvod-
jenjau G
Myxu(t) = Y p(met X = 3 w(m). (6.59)

neQ(u) 7eQ(u)

Tako se izratunavanje uslovne MGF moze izvrsiti pomocu inside algoritma [26] nad polupr-
stenom v-neprekidnih funkcija u nuli, $sto pokazujemo u narednom odeljku.

6.3.2 Izracunavanje uslovnih kros-momenata PCFG

Neka je G = (Z,N ,A1,R,w) WCFG nad komutativnim poluprstenom (]K, +, -,1,0), i neka
je Q;(u) skup svih izvodjenja koja pocinju neterminalom A;, a zavrsavaju se stringom u ¢
L*. Inside teZina u G je funkcija o, : N' x 2* - C, i definiSe se kao suma svih izvodjenja iz Q;(u)

oi(u)= > w(n), (6.60)

meQ;(u)
zal<i<|R|iueX*. NekajeA; > BjjeRi
Bij = 01Ai,02A, - 0kAi Uks1, (6.61)

gde je v; € X* i A;, € N. Inside teZina za gramatiku bez ciklusa moze se izratunati pomocéu
inside algoritma [26], [81], koji je dat rekurzivnim jedna¢inama

IRil

k
ai(u) =), > w(A; — Bij) - I_{O"z‘]-(uj), (6.62)
= -

Uy, Uy,..., U EL®
U=V U102 Up U V)4
sa baznim slucajem koji se sastoji iz pravila A; — u, u kojima se jedino stringovi u € L*
pojavljuju na desnoj strani izvodjenja

ai(u) = w(AZ- - u). (6.63)

Neka je G = (Z,N,Al,R,w) gramatika prve uslovne MGF za G = (Z,N,Al,R,p) defin-
isana u odeljku 6.3.1. Tada je uslovna MGF M, x,,(t) inside teZina u poluprstenu stepenih

redova
‘u(a)
oi(u) = 3 2 4@ (6.64)

|
ae-e]NSl &:
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pa se moZe izrac¢unati uz pomoc¢ rekurzivne jednacine date izrazima (6.62) i (6.63). S druge

strane
(a)

H ,Xi|u
Myxu(t) = 3~ 1@, (6.65)
aeNd
pa se uslovni kros-momenti mogu dobiti primenom preslikavanja B*) : R(t) - Rl na
oi(u), pri ¢emu je preslikavanje definisano sa

Z@

) £@) ) _ (@)
B {agj\ld a! } (Z )aeAV’ (666)
paje
BY{0i(u)} = (34 ) aen, (667)

Preslikavanje B(") slika poluprsten stepenih redova u binomni poluprsten reda v, koji je
definisan kao petorka (R, ®,®,0,1), gde su @ i ® definisani sa

— () (a)

UDD (u +7 )QGAV, (6.68)
- a B) . (a=P)

URD = ( ﬁéa ( ) u'?) .o )%Av, (6.69)

zasvakou,v € R, Na tajnacin kros-momenti reda manjeg ili jednakog v mogu se izracunati
pomocu

[Ril k
B {oi(u)} =P D w(A;i > B;j) @ QB {o; (u;)} (6.70)
=1 uguy,. uel? j=1

U=V1U1 02 VpUf V)41
sa baznim sluc¢ajem
ai(u) = w(A,' - u). (6.71)

Lema 5.3.1 daje formule za izra¢unavanje zbira i proizvoda proizvoljnog broja elemenata
poluprstena, w, € R, n=1,...,N.

N (@) N
(Bw.) =Y w, 6.72)
n=1 n=1
N N o N
(®@w) ™= ¥ ( )waf"), 6.73)
n=1 ﬁ1+~- +ﬁN:a ﬁl’ o ’ﬁN n=1
pa se dobija
@ _ a ap
ey T % () el (A~ B
j=1 U, Up,..., U €L, B
U=T1U V2 UVl
(ry)
Ho X,y (6.74)
yﬁZ;k ﬁﬂ ( Vi Vi ) P
sa bazom rekurzije
g = P(Ai > u) - Y(Ai > u)”. (6.75)
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Prethodno opisani algoritam za izra¢unavanje kros-momenata predstavlja generalizaciju
algoritma koji su razvili Li i Eisner [56], za kros-momente reda « = (1,1). Li i Eisner su
uveli entropijski poluprsten drugog reda, i iskoristili ga u kombinaciji sa inside algoritmom.
Entropijski poluprsten drugog reda predstavlja instancu binomnog poluprstena reda (1,1),
a pomenuti algoritam se moze dobiti primenom preslikavanja B(") na rekurzivnu jednacinu
(6.70)-(6.71).

6.3.3 Uslovni momenti prvog reda

Algoritam za izrac¢unavanje momenata prvog reda dat je u [34], gde je razmatrana uslovna
entropija za PCFG. U slucaju & = 1 uslovni-kros momenti (6.54) se svode na ocekivanje od
Xi

uan= > p(mX(m). (6.76)

meQ);(u)

U ovom sluc¢aju rekurzivna jednacina (6.74)-(6.75) svodi se na

V]
bxu=2 > P(Ai~By): H uiﬁo})@jw 6.77)

j=1 U, Uy,..., U €L,
U=01U 102 U VU1

V]
:“,51;)( = Z > p(Ai > Byj)- Y(A; > Byj)- H#;o))( \u]

j=1 Uy, Up,..., UL
U=V U102 U Vf Uy

k
p(A;~By))- ZH(D |un1—£#§,,°§ij|uj, (6.78)
j=

j#n
sa baznim sluc¢ajem
#ff?( w=P(Ai > u), (6.79)
U = P(A; > ) - Y (A > ). (6.80)

Huwa [34] razmatra uslovnu entropiju za PCFG, koja je data u normalnoj formi Comskog,
za koju je Bl ] = 01A;,02A;,03 1 V1,02, 03 su prazni stringovi. Uslovna entropija se dobija kao
moment yp X| pri ¢emu je X(m) = —Inp(m), za svako m € 3;. Na taj nadin algoritam
izloZen u [34], moZe se izvesti zamenom uslova za Comski normalnu formu u (6.74)-(6.75),
sa Y(m;) = -Inp(m).
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