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Predgovor

U doktorskoj disertaciji Backward stohasticke diferencijalne jednacine sa pertur-
bacijama proucavaju se neki tipovi backward stohastickih diferencijalnih jednacina,
¢iji se koeficijenti perturbuju na razlicite nac¢ine. Pored ostalog, uporeduju se resenja
perturbovanih i neperturbovanih jednacina i ocenjuje se njihova razlika u LP smislu.

Za razliku od forward stohastickih diferencijalnih jednacina koje karakterise
pocetni uslov, za backward stohasticke diferencijalne jednacine se vezuje pojam
finalnog uslova, tj. uslova koji mora da zadovolji resenje — proces stanja sistema, na
kraju vremenskog intervala. Zbog toga ove jednacine, pored procesa stanja sadrze
i kontrolni proces, koji dovodi proces stanja do ispunjenja finalnog uslova.

Backward stohasticke diferencijalne jednacine privlace veliku paznju u stoha-
stickoj analizi u poslednjih dvadesetak godina. Pardoux i Peng (1990) su dokazali
egzistenciju i jedinstvenost adaptiranog resenja backward stohasticke difencijalne
jednacine ako koeficijenti drifta i difuzije zadovoljavaju uniformni Lipschitzov uslov.
Mao (1995) je prosirio ovaj rezultat u sluc¢aju da koeficijenti drifta i difuzije zado-
voljavaju neke nelipsicovske uslove. Osim toga, Pardoux i Peng (1992) su uspo-
stavili vezu izmedu resenja odredene klase stohastickih kvazilinearnih paraboli¢nih
parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina drugog reda i reSenja backward stohastickih
diferencijalnih jednacina, tj. izveli su Feynman-Kac formulu.

Backward stohasticke diferencijalne jednacine imaju veliku primenu u teoriji
stohasticke kontrole i stohastickih igara (Hamedene 2003, Hamedeéne i Lepeltier
1995), ekonomiji i problemima vezanim za matematicko modeliranje u finansijama
(El Karoui 1997, El Karoui i Quenez 1997). U finansijama i osiguranju, vrednost
finansijskog ugovora se modelira resenjima linearnih backward stohastickih diferen-
cijalnih jednacina. Odatle i potice veliko interesovanje za razvojem teorije ovih
jednacina i njihovom primenom u praksi.

Egzistencija i jedinstvenost, kao i neka kvalitativna svojstva resenja backward
stohastickih diferencijalnih jedna¢ina uglavnom su ranije razmatrani. Medutim, za-
nimljivo je ponasanje procesa stanja i kontrolnog procesa kada se koeficijenti drifta
i difuzije perturbuju. U ovoj disertaciji, za backward doubly stohasticke diferenci-
jalne jednacine su dokazane egzistencija i jedinstvenost resenja kada je kontrolnom
procesu u forward stohastickom integralu Itoa dodata funkcija koja zavisi od pro-
cesa stanja, odnosno razmatran je aditivni tip perturbacija. Glavna ideja u ovoj
disertaciji je Sira slika ovog problema, tj. uticaj kako aditivnih i linearnih tako i
opstih funkcionalnih perturbacija na neke slozenije tipove backward stohastickih
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diferencijalnih jednacina, kao i ponaSanje resenja jednacina kada te perturbacije
zavise od malog parametra.

Disertacija se sastoji iz pet glava u kojima su izlozene teorijske postavke i novi
rezultati o posmatranim problemima.

Prva glava je uvodnog karaktera i u njoj su navedeni osnovni pojmovi i rezul-
tati teorije stohastickih procesa, stohastickih diferencijalnih jednacina, kao i neke
nejednakosti koje se koriste u disertaciji.

U drugoj glavi disertacije, najpre su navedena tvrdenja egzistencije i jedinstveno-
sti reSenja homogene i nehomogene backward stohasticke diferencijalne jednacine,
teoreme uporedivanja resenja i veza reSenja ovih jednacina sa reSenjima odgova-
rajucih stohastickih parcijalnih diferencijalnih jednacina, tj. Feynman-Kac formula.
Novi rezultati se odnose na klasu backward stohastickih diferencijalnih jednacina
sa aditivno perturbovanim koeficijentima zavisnim od malog parametra. ReSenja
ovih jednacina se uporeduju u smislu LP-norme sa reSenjima odgovarajuc¢ih neper-
turbovanih jednacina istog tipa. Preciznije, pokazuje se da se za proizvoljno n > 0
moze odrediti interval [t(n),T] C [0,7] na kome je razlika reSenja perturbovane i
neperturbovane jednac¢ine manja od n u LP-smislu. Nasuprot analognim proble-
mima za forward stohasticke diferencijalne jednacine, za ovu ocenu razlike resenja
je koris¢en potpuno drugaciji pristup, uslovljen samom postavkom backward sto-
hastickih diferencijalnih jednacina. Rezultati ovog dela desertacije se zasnivaju na
originalnim nau¢nim rezultatima objavljenim u radu [63], S. Jankovi¢, M. Jovanovi¢,
J. Dordevi¢, Perturbed backward stochastic differential equations, Mathematical and
Computer Modelling 55 (2012) 1734-1745. U drugom delu ove glave je data veza
izmedu resenja homogene i nehomogene backward stohasticke Volterra integralne
jednacine specijalnog tipa, gde se nehomogenost tretira kao perturbacija. Novi
rezultati su sastavni deo rada [26], J. Djordjevi¢, S. Jankovié, Relations between so-
lutions of some classes of backward stochastic Volterra integral equations, predatog
za Stampu.

Trec¢a glava se odnosi na egzistenciju, jedinstvenost i neke osobine reSenja nove
klase jednacina — nehomogenih backward doubly stohastickih diferencijalnih jedna-
¢ina, koje do sada nisu razmatrane u literaturi. Izlozeni su ve¢ postojeci rezultati
egzistencije i jedinstvnosti resenja homogene backward doubly stohasticke diferenci-
jalne jednacine, kada koficijenti jednacine zadovoljavaju Lipschitzov uslov i posebno
za neke nelipsicovske, integralne uslove. Postavljene su i dokazane teoreme egzisten-
cije i jedinstvenosti resenja backward doubly stohasticke diferencijalne jednacine sa
dodatom funkcijom kontrolnom procesu u forward stohastickom integralu Itoa, koja
se moze tretirati kao perturbacija. Motiv za ovakvo prosirenje klase backward dou-
bly stohastickih diferencijalnih jednacina je upravo moguénost perturbovanja svih
koeficijenata ovih jednacina. U literaturi se ovakav tip jednacina prvi put javlja
u radu [62], S. Jankovié¢, J. Dordevié¢, M. Jovanovi¢, On a class of backward do-
ubly stochastic differential equations, Applied Mathematics and Computation, 217
(2011), 8754-8764. Rezultati iz navedenog rada sastavni su deo ovog dela disertacije.
Preciznije, reSenje nehomogene jednacine se moze opisati pomocu reSenja pridruzene
backward doubly stohasticke diferencijalne jednacine sa neperturbovanim koefici-
jentom uz forward stohasticki integral Itda i sa odgovarajuce transliranim tre¢im
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argumentom. Problem je resavan kada koeficijenti jednacina zadovoljavaju Lipschit-
zov uslov, kao i nelipSicovske integralne uslove. Teoreme uporedivanja reSenja u oba
slucaja, kao i veza resenja sa reSenjem pridruzene kvazilinearne stohasticke parci-
jalne diferencijalne jednacine, tj. jedan oblik Feynman-Kac formule za nehomogeni
tip backward doubly stohasticke diferencijalne jednacine, takode predstavljaju nove
rezultate u ovoj disertaciji.

U cetvrtoj glavi je opisan problem perturbovane backward doubly stohasticke
diferencijalne jednacine u kojoj su linearno perturbovani finalni uslov, drift koefici-
jent, koeficijenti uz forward i backward stohasticke integrale. Problem je razmatran
kada koeficijenti jednacine zadovoljavaju neke nelipSicovske uslove. Razmatrana je
srednjekvadratna razlika resenja i LP-razlika reSenja, p > 2 perturbovane i neper-
turbovane jednac¢ine pri razli¢itim uslovima za koeficijente ovih jednacina. U oba
slucaja su ocenjeni vremenski intervali u kojima reSenja zadrzavaju zadatu bliskost.
Planira se objavljivanje jos dva rada na ovu temu koji bi sadrzali nove rezultate iz
ove glave.

U petoj glavi se razmatraju perturbovane backward stohasticke diferencijalne
jednacine sa barijerom. Najpre su navedeni vel postojeéi rezultati egzistencije
i jednistvenosti resenja iz LP-prostora, za p €]1,2[. Novi rezultati se odnose na
uporedivanje u LP-smislu resenja perturbovane i odgovaraju¢e neperturbovane je-
dnacine sa funkcionalnim perturbacijama, kao i na nalazenje vremenskog intervala
u kome reSenja perturbovane i neperturbovane jednacine zadrzavaju LP-bliskost.
Novi rezultati iz ove glave jos uvek nisu publikovani. U ovom slucaju treba istaci
da se perturbuju kako finalni uslov i koeficijent drifta, tako i barijerni proces koji je
specifican za ovaj tip jednacina, i doprinosi primeni ovih jednacina u modeliranju
cena barijernih opcija.

Zakljucak je poslednji deo disertacije, u kome su navedeni otvoreni problemi i
moguci pravci daljeg istrazivanja.

Ovim putem zelim da zahvalim svom mentoru, prof. dr Svetlani Jankovi¢ i prof.
dr Miljani Jovanovi¢ na usmeravanju, pomodi i podrsci koju su mi pruzile.
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Glava 1

Uvodni pojmovi

U ovoj glavi se uvode neki osnovni pojmovi © rezultati koji se eksplicitno koriste
u daljem radu, a koji su sa vise detalja izlozeni u [35],[38]-[41],[61],[80],[81],[89)].
U Poglavlju 1.1 se navode osnovni elementi teorije stohastickih procesa kao sto su
merljivost, separabilnost, neprekidnost, Markovsko svojstvo, stacionarnost. U Po-
glavlju 1.2 je uvedena definicija procesa Brownovog kretanja i navedene su njegove
najvaznije osobine. Konstrukcija integrala Itoa, tj. integrala slucajne funkcije po
procesu Brownovog kretanja, kao i osobine tog integrala, date su u Poglavlju 1.3.
U Poglavlju 1.4 se navode teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja obicnih sto-
hastickih diferencijalnih jednacina, osnovne osobine ovih jednacina, kao i glavne
razlike izmedu grupe forward i backward stohastickih diferencijalnih jednacina. Ova
glava se zavrsava Poglavijem 1.5 koje sadrZi neke elementarne nejednakosti, inte-
gralnu nejednakost Gronwall-Bellmana, Biharijevu nejednakost, i neke nejednakosti
sa matematickim ocekivanjem koje se primenjuju u daljem radu.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Pocetkom proslog veka, veliki napredak tehnickih disciplina je pred teoriju vero-
vatnoca postavio mnoge probleme koji nisu mogli biti reSeni metodama kojima su
one tada raspolagale i koje ne ukljucuju slucajnost kao fenomen. Sa druge strane,
teorija verovatnoca jos uvek nije imala razvijenu metodologiju za modeliranje takvih
pojava. Odatle potice potreba za ukljuéenjem slucajnog parametra, sto je iniciralo
razvoj teorije stohastickih procesa u okviru koje su se razmatrale vremenski zavisne
slucajne pojave.

Pojam stohastickog procesa je star oko sto godina, a temelji ovog pojma se
vezuju pre svega za imena Khincina, Sluckog, Wienera, Kolmogorova, Cramera.
U tom periodu je bilo vise pokuSaja proucavanja slucajnih pojava, medu kojima
su najznacajniji pokusaji Sluckog [126] da slu¢ajnost poveze sa konceptom real-
nih funkeija, kao i pokusaji Wienera [131], koji je dao matematicku formulaciju
haoti¢nog kretanja cestica polena u tec¢nosti, poznatog kao proces Brownovog kre-
tanja ili Wienerov proces. Uslovno matematicko ocekivanje uveo je Kolmogorov
[76, 77], i time omogudio postuliranje sistematske i stroge konstrukcije osnova teo-
rije stohastickih procesa markovskog tipa sa beskona¢nim parametarskim skupom.
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Zacetnikom teorije stacionarnih procesa smatra se Khinchin [75], dok je za razvija-
nje teorije Gaussovih procesa pre svega zasluzan Cramer [22].

U svojoj monografiji [28], Doob je sistematizovao brojne koncepte teorije sto-
hastickih procesa. Proucavao je, izmedu ostalog, koncept vremena zaustavljanja,
Sto je dovelo do Sirenja teorije martingala. Rad u ovoj oblasti su nastavili Meyer
(93, 94, 95], Dolean—Dade [27], Dellacherie [24], Kunita i Watanabe [83] i mnogi
drugi. Teorija stohastickih procesa je doprinela i razvoju drugih matematickih te-
orija koje opisuju pojave iz realnog zivota, i kao takva je od velikog znacaja za
nematematicke nauke, kao sto su ekonomija, inzenjerstvo, biologija, epidemiologija
i mehanika.

U cilju uvodenja definicije stohastickog procesa, neophodno je uvesti okruzenje
za datu definiciju. Shodno tome, neka je (€2, F, P) prostor verovatno¢a i T C R
parametarski skup. U predstojecem razmatranju, T ¢e biti interval [0, 00), [0, 7T ili
[to, T] C [0,00), pri cemu parametar ¢t € T' predstavlja vreme.

Definicija 1.1.1 Familija {z;,t € T} sluc¢anih promenljivih x; definisanih na pro-
storu verovatnoca (Q, F, P), sa vrednostima u R?, naziva se stohasticki proces sa
parametarskim skupom (ili indeksnim skupom) T i skupom stanja RY.

Za stohasticki proces se umesto oznake x;(w) koristi i oznaka z(t,w), gde je
stohasticki proces funkcija dve promenljive (t,w) iz T' x Q sa vrednostima u R?,
tada umesto {x;,t € T'}, pisemo {z(t),t € T} . Na osnovu prethodne definicije, za
svako fiksirano ¢ € T preslikavanje w — z(t,w), w € Q, je slucajna promenljiva tj.
F-merljiva funkcija. Takode, za svako fiksirano w € 2, preslikavanje ¢t — z(t,w) €
R? predstavlja funkciju realnog argumenta t € T, koja se naziva trajektorija ili
realizacija koja odgovara ishodu w € €. Ako je T'= N, tj. ako je vremenski interval
diskretan, radi se o stohastickom nizu {x,,n € N}. U nastavku ¢e biti razmatrani
iskljucivo procesi sa neprekidnim vremenom koji predstavljaju matematicke modele
slucajnih pojava ¢iji se ishodi mogu registrovati neprekidno sa protokom vremena.

Stohasticki proces odreduje familiju konacno-dimenzionalnih funkcija raspodela,
{Ftl,t%”,’tn(ml,:@, cotn), B ERY €T, i=1,2,...,n, n€ N},

gde je Fy 4y 4, (x1,20,...,2,) = P(x(t1) < z1,...,2(t,) < x,). Zahteva se da
familija konacno-dimenzionalnih funkcija raspodela zadovoljava sledeca dva uslova:

— uslov simetrije, tj. da za svaku permutaciju (iy,...,4,) skupa {1,...,n} vaz
Ftil,ti2,...,tin (':L‘ila Ligy - - - ,%‘,) = Ftl,tg ..... tn ($17 Lo, ... ,$n);
— uslov saglasnosti, tj. da vazi
El,tg,...,tn_l,tn(ifl, T2y sy Tn—1, OO) = El,tg,...,tn_l(ffh X2y ,fEn—l)-

Pritom, za svaku familiju kona¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela koja zado-
voljava uslove simetrije i saglasnosti, postoji prostor verovatnoca (€2, F, P) i stoha-
sticki proces {x(t),t € T} definisan na tom prostoru, kome odgovara data familija
konacno—dimenzionalnih funkcija raspodela (teorema Kolmogorova).
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Neprebrojivost parametarskog skupa, u opstem slucaju, onemogucava odredivanje
verovatnoc¢a dogadaja opisanih pomocu stohastickih procesa. Da bi se ta teskoca
otklonila, uvodi se pojam separabilnosti.

Definicija 1.1.2 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je separabilan ako postoji najvise
prebrojiv svuda gust skup S C T (separant) i dogadaj A C Q za koji je P(A) = 0,
tako da se za proizvoljan zatvoren skup F' C R® i proizvoljan otvoren interval I C T,

skupovi
{w:z(w,t)e F,tel} i {w:z(wt)elF, telnS}

razlikuju na podskupu od A.
Prirodno se uvodi pojam stohasticke ekvivalentnosti stohastickih procesa.

Definicija 1.1.3 Stohasticki procesi {x(t),t € T} i {Z(t),t € T}, definisani na
1stom prostoru verovatnoca i sa istim skupom stanja, su stohasticki ekvivalentni ako
je P{z(t) = &(t)} = 1 za svakot € T. U tom sluéaju se kaze da je jedan proces
stohasticka modifikacija (verzija) drugog.

Stohasticki ekvivalentni procesi imaju iste funkcije raspodela.
Definicija 1.1.4 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je merljiv ako je x(t,w) merljiva

funkcija u odnosu na Br x F, gde je Br Borelova o—algebra nad T, tj. za svaki
Borelov skup B € By vazi {(t,w) : z(t,w) € B} € Br x F.

Stohasticki proces {x(t),t € T'} je stohasticki neprekidan u tacki tq € T ako za
svako € > 0 vazi

P{lz(t) — 2(to)] > e} = 0, t— to. (1.1)

Stohasticki proces je stohasticki neprekidan na skupu S C 7" ako (1.1) vazi za svako
ty € S.

Teorema 1.1.1 (Doob, [28]) Za svaki stohasticki neprekidan proces {x(t),t € T}
postoji stohasticki ekvivalentan, separabilan i merljiv proces {x(t),t € T}, definisan
na istom prostoru verovatnoca i sa istim skupom vrednosti.

Stohasticki proces {Z(t),t € T'} iz Teoreme 1.1.1 se naziva separabilna i merljiva
modifikacija procesa {z(t),t € T'}.

Stohasticki proces {x(t),t € T} je neprekidan u srednjem reda p, tj. LP-
neprekidan u tacki ¢y € T' ako vazi

Elz(t) — z(to)|? = 0, t — to. (1.2)
Stohasticki proces je LP-neprekidan na skupu S C T ako (1.2) vazi za svako ¢y € S.
Stohasticki proces {z(t),t € T'} je skoro izvesno neprekidan na segmentu [a, b] C
T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne na [a, b, tj. ako vazi
P{w : z(w,t) ima prekid na [a, b]} = 0.

Slede¢om teoremom je naveden kriterijumu Kolmogorova, kao dovoljan uslov
skoro izvesne neprekidnosti procesa.
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Teorema 1.1.2 (Kriterijum Kolmogorova) Stohasticki proces {z(t),t > 0} ima
skoro izvesno neprekidnu modifikaciju ako postoje pozitivne konstante p,q i k, tako
da za svako T > 0 1 svako 0 < s,t < T wvazi

E|z(t) — x(s)|P < k|t — s|'2,

Definicija 1.1.5 Stohasticki proces {x(t),t € T} je reda p, p > 0 (LP-proces) ako
je Elz(t)]? < oo za svako t € T.

Konkretno, za p = 2 stohasticki proces {z(t),t € T} je proces drugog reda
(L2-proces), tj. E|z(t)]* < oo za svako t € T. Shodno tome, korelaciona funkcija je
K(s,t) = E(z(s)—Ex(s))(x(t)—Ex(t)), s,t € T idisperzija procesa D(t) = K(t,t).

Definicija 1.1.6 Stohasticki proces {x(t),t € T} je Gaussov ako je svako njegovo
n-dimenzionalno secenje (z(t1), x(ta), ..., x(tn)), t1, ta, ..., t, € T Gaussova (normalno
raspodeljena) sluc¢ajna promenljiva, tj. ako slucagni vektor (x(t1),x(ts)...x(t,)) ima
karakteristicnu funkciju

frootn (A1, s An) = Eexp (Z )\jx(tj))
j=1

= exp {Z Z Ajmj — % Z Z AjAijk} ;
j=1

j=1 k=1

gde je m; = Fx(t;),j = 1,n irj = K(t;,t5).

Za dati prostor verovatnoca (2, F, P), familija {F;,t € T'} pod—o—algebri od F
za koju vazi Fy C Fy C F, s <t, s,t € T, naziva se filtracija. Ako je T' = [0, 00),
tada je Foo = 0{Ui>0Ft}-

Neka je F;_ = o{U,Fs} o-algebra dogadaja koji prethode momentu ¢ > 0 i
neka je Fi;. = Ngs4Fs o-algebra dogadaja koji se desavaju neposredno posle tre-
nutka ¢t > 0. Filtracija {F;,t > 0} je neprekidna s desna (neprekidna s leva) ako za
svako t > 0 vazi F; = Fiy (Fy = Fi_). Za filtraciju se kaze da je neprekidna ako je
Fio=F = F,, zasvako t > 0.

Filtracija {F;,t > 0} zadovoljava uobicajene uslove ako je neprekidna s desna i
Fo sadrzi sve dogadjaje iz F ¢ija je verovatnoca nula. U nastavku ¢e se podrazu-
mevati da filtracija zadovoljava uobic¢ajene uslove.

Definicija 1.1.7 Stohasticki proces {x(t),t € T'} je adaptiran u odnosu na filtraciju
{Fi,t € T} ako je sluéajna promenljiva x(t) Fi-merljiva za svako t € T.

Osobina adaptiranosti stohastickog procesa {z(t),t € T'} u odnosu na filtraciju
{Fi,t € T}, oznacava se sa {x(t), Fi,t € T}.

Za dati stohasticki proces X = {x(t),t € T}, prirodna filtracija je generisana
samim procesom, tj. FX = o{x(s),s <t} je najmanja o-algebra u odnosu na koju
je x(s) merljivo za svako s < t. Ako je X = {&(t),t € T} modifikacija procesa X,
tada je i X adaptiran u odnosu na {F;X,t € T}.
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Definicija 1.1.8 Stohasticki proces {x(t), F;,t > 0} je progresivno merljiv ako za
svakot > 0 i B € By vazi

{(s,w) : s <t,weQ, z(s,w) € B} € B([0,t]) x F,
pri ¢emu je B([0,t]) Borelova o-algebra nad [0, t].

Primetimo da je svaki progresivno merljiv stohasticki proces {x(t), F;,t > 0},
merljiv i adaptiran u odnosu na filtraciju {F;,t > 0}. Vaze i slede¢a tvrdenja.

Teorema 1.1.3 (Meyer, [95]) Ako je stohasticki proces {z(t),t > 0} merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {F,t > 0}, tada on ima progresivno merljivu mo-
difikaciju.

Teorema 1.1.4 (Meyer, [95]) Ako je stohasticki proces {z(t),t > 0} adaptiran
u odnosu na filtraciju {Fy,t > 0} i neprekidan s desna ili s leva, tada on ima
progresivno merljivu modifikaciju.

U daljem radu se koriste i pojmovi procesa Markova i martingala.

Definicija 1.1.9 Stohasticki proces {z(t),t > 0} je proces Markova ako je za svako
s < t i svaki Borelov skup B € By

P{x(t) € B|Fs} = P{z(t) € Blz(s)} s.i.

Definicija 1.1.10 Stohasticki proces {x(t), F,t > 0} koji je integrabilan (E|x(t)| <
oo za svako t > 0) je:

(i) martingal ako je E(x(t)|Fs) = x(s) s.i. za svako 0 < s <t;
(i1) submartingal ako je E(x(t)|Fs) > x(s) s.i. za svako 0 < s < t;

(i11) supermartingal ako je E(x(t)|Fs) < x(s) s.i. za svako 0 < s < t.

Submartingali i supermartingali se zajedno nazivaju semimartingalima.

Ako je E|z(t)|> < oo za svako t > 0, martingal {z(t), F;,t > 0} je kvadratno-
integrabilan martingal.

Iz Jensenove nejednakosti sledi da ako je {z(t), F;,t > 0} martingal, onda je
{lx(t)|P, Fi,t > 0} submartingal za svako p > 1.

Teorema 1.1.5 Neka filtracija {F;,t > 0} ispunjava uobicajne uslove i neka je
{z(t), Fi,t > 0} neprekidan kvadratno-integrabilan martingal za koji je x(0) = 0
skoro izvesno. Tada je

23 (t) = m(t) +u(t) s.i., t >0,

pri cemu je m = {m(t), Fi,t > 0} neprekidan martingal i v = {u(t), Fi,t > 0}
neprekidan integrabilan rastuéi proces, tako da je m(0) = u(0) = 0 skoro izvesno.
Ova martingalna dekompozicija je jedinstvena do stohasticke ekvivalentnosti.
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Stohasticki proces u iz prethodnog tvrdenja se naziva kvadratna varijacija pro-
cesa x 1 uobicajno se oznacava sa u(t) = (x),.

Definicija 1.1.11 Slucajna promenljiva T : Q@ — [0,00| se naziva vreme zausta-
vljanja u odnosu na filtraciju {F;,t > 0} ako je {w : 7(w) < t} € F; za svako
t>0.

Definicija 1.1.12 Neka je X = {x(t), Fi,t > 0} neprekidan progresivno merljiv
proces i neka je T vreme zaustavljanja. Tada se proces {x(t N 1), Fy, t > 0} naziva
zaustavljen proces od X.

Naredno tvrdenje je verzija poznate Doobove teoreme (Doob martingale stopping
theorem).

Teorema 1.1.6 Neka je {x(t), Fi,t > 0} neprekidan martingal i T vreme zausta-
vljanja u odnosu na istu filtraciju. Tada za svako 0 < s <t < 0o vaZi

E(xt/\T|~Fs) = ZTspr Sl
tj. zaustavljen proces {x(t A7), Fy,t > 0} je takodje martingal.

Definicija 1.1.13 Neprekidan (desno neprekidan) proces X = {x(t), F;,t > 0}, za
koji je x(0) = 0 skoro izvesno, naziva se lokalni martingal ako postoji neopadajuci
niz vremena zaustavljanja {7, k > 1} u odnosu na filtraciju {F,t > 0}, pri cemu
je P{limy_oomi = 00} = 1, takav da je {x(t N 1), Fi,t > 0} martingal za svako
E>1.

Iz Teoreme 1.1.6 sledi da je svaki martingal i lokalni martingal, dok u opstem
slucaju obrat ne vazi.

1.2 Proces Brownovog kretanja

Proces Brownovog kretanja se vezuje za haoti¢no kretanje cestica polena rastvo-
renih u vodi koje je 1828. godine proucavao Skotski botanicar Robert Brown [20].
Haoti¢nost ovog kretanja je uslovljena slucajnim sudarima do kojih dolazi izmedu
molekula tecnosti i ¢estica polena. L. Bachélier [8] je medu prvima posredno dao
matematicki opis Brownovog kretanja 1900. godine, proucavajuéi slucajne promene
cena vrednosnih papira. Smatra se da je on postavio osnove kvantitativnog i sto-
hastickog pristupa u finansijama. Znacajan opis Brownovog kretanja je dao A.
Einsteina [32] 1905. godine (videti [32]), koji je pomo¢u molekularno-kineticke teo-
rije toplote, koristedi statisticko-mehanicke metode, izveo gustine prelaza za proces
Brownovog kretanja.

Norbert Wiener je 1923. godine dao strogu matematicku formulaciju procesa
Brownovog kretanja. Zahvaljujuéi njegovim rezultatima [131, 132], proces Browno-
vog kretanja vise nije predstavljao samo fizicku pojavu, ve¢ i matematicki pojam.
Proces Brownovog kretanja (kra¢e Brownovo kretanje) je uglavnom sinonim za Wi-
enerov proces. Danas Brownovo kretanje zauzima vazno mesto u mnogim naucnim
disciplinama jer se pomocu njega matematicki opisuju razlic¢ite pojave koje zavise
od slucajnosti.
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Definicija 1.2.1 Stohasticki proces W = {W(t),t > 0} je Brownovo kretanje ako
zadovoljava sledece uslove:

1.

2.

3.

W) =0, s.i.;

ima nezavisne prirastaje, tj. za svakon € N 10 <ty <ty < --- <t,, slucajne
promenljive W (to), W(t1) — Wi(ty),...,W(t,) — W(t,—1) su nezavisne,

W(t) —W(s) : N(0,6%(t — 5)), 0 < s <t

Parametar 02 > 0 se naziva koeficijent difuzije. Specijalno, za 0% = 1, radi se o
standardnom Brownovom kretanju.

Moze se dokazati da je stohasticki proces {W(t),t > 0} Brownovo kretanje ako
i samo ako je skoro izvesno neprekidan Gaussov proces sa EW (t) = 0, K(s,t) =
o?min{s,t}, s,t > 0.

Brownovo kretanje ima mnogo vaznih osobina medu kojima su izdvojene sledece:

Proces je drugog reda, tj. E|W (t)]? < oo;

n-dimenzionalna gustina raspodele za t; < --- < t,iuq,...,u, € Rsemoze iz
raziti preko jednodimenzionalnih gustina raspodela f(t;u) Gaussove slucajne
promenljive, tj.

fn(tla e ,tn, Uty .- - ,Un):fl(tl; U1> . f1<t2 - tl, U — Ul) .

fl(tn - tn—l; Up — un—l);

Proces je Markova;
Srednje kvadratno je neprekidan;

Skoro izvesno je neprekidan, tj. skoro sve njegove trajektorije su neprekidne
funkcije;

Skoro sve trajektorije su nediferencijabilne funkcije u svakoj tacki;

Moze se definisati na intervalu (—oo, 00), pri cemu je EW (t) = 01 K(s,t) =
$(Jt] + |s| = |t — s]). Na taj nacin se dobijaju nezavisna Brownova kretanja
{W(t),t > 0} i {W(—t),t > 0}, cije su trajektorije skoro izvesno spojene u
tacki t = 0;

Za proizvoljne to,t takve da je 0 < ¢ty < t, proces W (t) — W(ty) je Brownovo
kretanje (osobina translacije);

Za svako ¢ > 01it >0, W\%t) je Brownovo kretanje (osobina sazimanja);

Za svako t > 0, proces V (t) = tW(7) sa V(0) = 0 s.i., je Brownovo kretanje
(osobina inverzije);

Proces —W = {=W (t), F;,t > 0} je Brownovo kretanje (osobina simetrije);
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e Proces {W(t), Fi,t > 0} je martingal, tj. za svako 0 < s <t vazi

E(W(b)|F,) = W(s) s.i;

e Skoro izvesno je neogranicene varijacije i srednje-kvadratno konacne varijacije
na svakom segmentu [a,b] C [0,00), tj. za proizvoljnu konstantu ¢ € R i
proizvoljnu particiju a = tg < t; < .-+ < t, = b segmenta [a,b] za koji
max;_i,(tr — tk—1) — 0 kada n — oo,

P{ Z W (t) — W(tg_1)| > c} -1, n— oo,

S W(ts) = W(t—1)]* = 0*(b—a) sk, n— oc.
k=1

Analogno jednodimenzionalnom, uvodi se i definicija visedimenzionalnog Bro-
wnovog kretanja.

Definicija 1.2.2 Stohasticki proces W = {W(t),t > 0} = {(Wi(t),..., Wn(t)),
t > 0} je m—dimenzionalno Brownovo kretanje ako zadovoljava sledeée uslove:

1. W(0) = 0 skoro izvesno;
2. 1ma nezavisne prirastaje;

3. W(t) —W(s) : N(0,0%(t — s)I), 0 < s <t, I je jedinicna matrica reda m.

Iz ove definicije sledi da su koordinate m-dimenzionalnog Brownovog kretanja,
jednodimenzionalna uzajamno nezavisna Brownova kretanja. Pored toga, za m-
dimenzionalno Brownovo kretanje vaze sve napred navedene osobine jednodimenzi-
onalnog Brownovog kretanja.

U fizickim sistemima beli Sum se najcesce opisuje slabo stacionarnim procesom &;
koji ima ocekivanje nula i konstantnu spektralnu gustinu S(v) = 5, v € R. Ako je &
Gaussov proces, tada se on naziva Gaussov beli Sum. Rec¢ ”beli”u nazivu se povezuje
sa ¢injenicom da & ima konstantnu spektralnu gustinu, kao kod spektra bele svetlo-
sti, dok je re¢ "Sum”vise istorijskog karaktera. Kako je D&y = fj;o S(v)dv = o,
beli Sum ne moze biti fizicki proces. Osim toga, &; je proces sa nezavisnim vredno-
stima, pa su dva proizvoljno bliska zaseka nezavisne slucajne promenljive, §to ne od-
govara realnosti. Zbog toga se uobicajno Gaussov beli sum aproksimira takozvanim
7obojenim sumom”, sto za posledicu ima da se & interpretira kao izvod Brownovog
kretanja W (t). Ovo opravdava oznaku & = W (t) ili analogno, W (t) = f; & ds,
koja se cesto koristi u inzenjerstvu, iako skoro sve trajektorije Brownovog kretanja
nisu nigde diferencijabilne. Tako Gaussov beli Sum realno ne postoji, pomoc¢u njega
se matematicki modeliraju mnogi fizicki fenomeni.
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1.3 Integral Itoa

U okviru teorije stohastickih procesa, pedesetih godina proslog veka je pocela
da se razvija teorija stohastickih diferencijalnih jednacina. Nezavisno jedan od
drugog ovu teoriju su razvijali I.I. Gikhman [36, 37] i K. 1t6 [54, 55, 56, 57, 58], sa
izvesnim razlikama, pri ¢emu se vremenom zadrzao [tov pristup. On je uveo pojam
stohastickog integrala u odnosu na Wienerov proces 1949. godine, koji se u literaturi
najcesce sre¢e pod nazivom stohasticki integral Itoa. Imajuéi u vidu da je Brownovo
kretanje skoro izvesno neogranicene varijacije i da skoro sve njegove trajektorije
nemaju izvod ni u jednoj tacki, stohasticki integral po Brownovom kretanju se ne
moze definisati kao Riemann—Stieltjesov ili Lebesgueov integral. Ipak, zahvaljujuéi
stohastickoj prirodi Brownovog kretanja, moguce je definisati stohasticki integral
Itoa za Siroku klasu stohastickih procesa.

1.3.1 Konstrukcija integrala Itoa

Neka je (92, F, P) prostor verovatnoca na kome su definisane sve slucajne pro-
menljive i procesi koji ¢e biti nadalje razmatrani.

Neka je W = {W (t), F;,t > 0} jednodimenzionalno standardno Brownovo kre-
tanje, adaptirano u odnosu na rastuéu familiju pod-c-algebri {F;,t > 0} o-algebre
F, pri ¢cemu je Fy = o{W(s),s < t}, Fs C Fp,s < tiW(t) — W(s) je nezavisno u
odnosu na F; za svako s < t.

Oznacimo sa M?([ty, T]; R) klasu stohastickih procesa ¢ = {o(t),t € [to, T|} za
koju vazi:

1. ¢ je B® F-merljiv;

2. ¢ je adaptiran u odnosu na familiju {F;,¢ > 0};

T
3. llellive = [, Ele()[ dt < oc.

Prostor (M?([to, T];R), || - | ;m2) je Banachov i u tom prostoru se poistoveéuju ¢
i ¢ ako je [l = @llae =0.

U nastavku ¢e najpre biti definisan stohasticki integral Itoa stepenastog stoha-
stickog procesa iz klase M?([to, T]; R), a zatim ¢e definicija biti prosirena na ¢itavu
klasu M?([to, T]; R), aproksimacijom proizvoljnog procesa iz te klase nizom stepe-
nastih procesa.

Definicija 1.3.1 Stohasticki proces ¢ € M?([ty, T];R) je stepenasti proces ako po-
stogi particija to < t1 < --- < t, =T, nezavisna od w, tako da je

o(t) = @(ty) s.i., tp<t<tpy, k=0,1,...,n—1
Definicija 1.3.2 Neka je o € M?([ty, T];R) stepenasti proces. Slucajna promen-
ljiva
T n—1
I9)= [ e®dW(e) i= 3 o)W (o) ~ W(t)
to k=0

je stohasticki integral stepenastog procesa ¢ u odnosu na Brownovo kretanje W 1
naziva se integral Itoa.
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Naredna teorema ¢e omogudéiti definisanje integrala Itoa za ¢ € M?([to, T|; R).

Teorema 1.3.1 Neka je W = {W (t), F,t > 0} Brownovo kretanje i neka je ¢ €
M?([to, T);R). Tada:

1. postoji niz stepenastih procesa {pn,n € N} tako da
T
o= @nllze = [ Blott) = endPde 0, - oo
to

2. ako niz stepenastih procesa {on,n € N} aproksimira ¢ tako da || —pnlpmez —
0, n — oo i ako je integral I(p,) definisan kao u Definiciji 1.5.2, tada niz
sluc¢ajnih promenljivih {I(py),n € N} konvergira u srednje kvadratnom smislu
kad n — oo,

3. ako su {¢n,n € N} i {¢),n € N} dva niza stepenastih procesa koji aproksi-
miraju o, tada je
s.k. lim I(p,) = s.k. lim I(g)).

n—oo n—oo

Na osnovu Teoreme 1.3.1 se uvodi naredna definicija.

Definicija 1.3.3 Intergal Itoa I(p) je srednje kvadratni limes niza {@,,n € N}
koji aproksimira ¢, tj.

I(p) = / S(t) AWV (£) = s.k. lim / o () IV (1),

to n—o0 to
Najvaznije osobine integrala Itoa su date slede¢om teoremom.

Teorema 1.3.2 Neka je ¢, € M?*([to, T];R) i neka su «, B € R proizvoljne kon-
stante. Tada je:

1. I(p) Fr-merljivo;

2. EI(p) = 0;

Hop + B9) = al(g) + A10);

4. E|lI(p)]? = LZ E|p(t)|?dt (stohasticka integralna izometrija);

Co

5. BI(9)IW)] = [, Elp()e(t)] dt.

Integral Itoa se moze definisati pod slabijim uslovima od prethodno navedenih.
Naime, neka je L£%([to, T];R) klasa stohastickih procesa koji su B ® F-—merljivi,
adaptirani u odnosu na familiju {F;,¢ > 0} i za koje je

P{/:Mt)'?dt < oo} =1

Ocigledno, M?([ty, T];R) C L2([to, T]; R).
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Moze se dokazati da za svako ¢ € L?([to, T]; R) postoji niz {p,,n € N} iz klase
M?([to, T); R), tako da je integral Itda procesa
I(p) := lim I(p,) u verovatnodi.

n—o0

U ovom slucaju vaze samo osobine 1-3 Teoreme 1.3.2. Medjutim, integral Itoa
procesa ¢ € L*([ty, T];R) zadovoljava slede¢u osobinu: Za proizvoljne pozitivne
konstante N i € je

r{ /:go(t) av(o)| >} <P {/T o0 d > N |+ 5

Definicija 1.3.3 integrala [toa se analogno prosiruje na stohasticke procese iz
klase M2 ([to, T]; R™*™), u odnosu na m-dimenzionalno Brownovo kretanje W =
{W(t), Fi,t > 0}. Klasa M?([to, T]; R>*™) obuhvata sve (d x m)-dimenzionalne
merljive i {F;,t > 0}-adaptirane stohasticke procese ¢ koji zadovoljavaju uslov

T
HM%I/fWWWﬁ<w

to

gde je || - || matricna norma definisana sa [|o||> = S0, S il = trace(@" ).
Kako Je NS M ([toa } Rdxm) kada .]e Yij € M ([to’ ]7R)77' - 17d7j = 17m7

viSedimenzionalni integral [toa se definise kao d-dimenzionalni vektor

e1(t) ... () dWi(t)

ij[wwmbgjs aul

ar(t) ... @am(t) AW (1)

gde je i-ta komponenta vektora I(y), suma jednodimenzionalnih integrala Itoa, tj.

mo T
:Z/ () AW,(D), i=T.d
j=1 "1t

Zbog toga, sve osobine Teoreme 1.3.2 vaze i u ovom slucaju. Analogno jednodimen-
zionalnom slucaju, definicija stohastickog integrala Itoa se moze prosiriti na klasu

L£2([to, T); RE™).

1.3.2 Neodredeni integral Itoa

Definicija 1.3.4 Neka je Ijscpy,to < s <t < T, indikator skupa [to,t]. Neodreden
integral Itoa procesa o € M?([to, T];R) u odnosu na jednodimenzionalno Brownovo
kretanje {W(t), Fi,t > 0} je stohasticki proces x = {z(t),t € [to, T}, pri cemu je

t

ot)i= [ Tucoplo)aW(s) = [ o(0)dW (o), te 0.1,

to to

Teorema 1.3.3 Za o € M?([ty, T|;R), neodredeni integral Itoa ima sledeée oso-
bine:
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1. x(t) je Fi-merljivo za svako t € [to, T;

{z(t), Fi,t € [to, T)} ima separabilnu i merljivu modifikaciju,
x(tg) =0 s.i.;

w(t) — w(s) = [J () dW (u);

Ex(t) =0;

Ela(t)]? = [, Ele(s)[ ds;

S N NI

proces {x(t), Fi, t € [to, T} je kvadratno integrabilni martingal sa kvadratnom
varyjacijom

u(t) = / ()2 du

8. proces {x(t), Fi,t € [to, T|} je skoro izvesno neprekidan;

9. ako je T vreme zaustavljanja u odnosu na {F;,t € [ty, T}, tada je stohasticki
proces
tAT
z(tAT) = / o(s)dW(s), te€ [to,T],
to

martingal u odnosu na {Fi,t € [to,T]} ¢ Elx(t A7)] = 0.

Analogno Definiciji 1.3.4, neodredeni integral Itoa se moze definisati i za stoha-
sticke procese ¢ € L*([to, T);R). Tada je proces z = {z(t), Fi,t € [to, T|} merljiv i
skoro izvesno neprekidan, ali u opstem sluc¢aju nije martingal. Medutim, proces x je
lokalni martingal, tj. {x(tAT,), Fi, t € [to, T]|} je martingal, pri ¢emu je {7,,n € N}
niz vremena zaustavljanja definisanih sa

t
T, = inf {t ; / lo(s)|> ds > n} :
to

Prethodne definicije i tvrdenja analogno vaze i u visedimenzionalnom slucaju.

1.3.3 Formula Itoa

U cilju resavanja stohastickog integrala Itoa, koristi se smena promenljivih po-
znata pod nazivom formula Itoa. Formula Itoa ima znacajnu ulogu i u proucavanju
razlic¢itih problema kako forward, tako i backward stohastickih diferencijalnih je-
dnacina. Formulu je prvi uveo K. It6 u radovima [57, 58|, a njena uopstenja je dao
Meyer u [96].

Neka je W = {W(t), F;,t > 0} jednodimenzionalno Brownovo kretanje defi-
nisano na kompletnom prostoru verovatnoc¢a (€2, F, P), i neka su a € L'(R;R) i
b € L2(R;R) merljivi procesi, adaptirani u odnosu na familiju {F;, ¢t > 0}, tj., za
svako T" > 0,

T T
/ ()] dt < 00 si., / B2 dt < 00 si.
0 0
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Definicija 1.3.5 Za a € LY(R;R) i b € L*(Ry;R), jednodimenzionalan stoha-
sticki proces {x(t),t > 0} naziva se procesom Itoa, gde je

t t
z(t) = x(0) —i—/ a(s)ds +/ b(s)dW(s), t=>0. (1.3)
0 0
Kaze se da {x(t),t > 0} ima stohasticki diferencijal dx(t) za t > 0, pri éemu je
dz(t) = a(t) dt + b(t) dW (t).

Prvi integral u (1.3) je Lebesgueov, dok je drugi integral Itoa. Kako su oba
integrala merljiva, F;-adaptirana i skoro izvesno neprekidna, to i proces Itoa ima
iste osobine.

Teorema 1.3.4 (Formula Itoa) Neka je {z(t),t > 0} proces Itoa sa stohastickim
diferencijalom dx(t) = a(t) dt + b(t) dW (t) i neka je f : Ry x R — R neslucajna
funkcija sa neprekidnim parcijalnim izvodima f](t,x), fL(t,x), fr (t,x). Tada je
{f(t,x(t)),t > 0} takode proces Itoa i ima stohasticki diferencijal

df (£, 2(t)) = f1(t, x(t)) dt + f;<t,x(t))dx(t)+%f;;(t,x<t)>b2<t>dt, £>0. (1.4)

Izraz (1.4) je poznat kao formula Itoa za stohasticko diferenciranje.

Formula It6a se moze uopstiti na visedimenzionalan sluc¢aj. U tom smislu najpre
se uvodi pojam visedimenzionalnog stohastickog diferencijala.

Definicija 1.3.6 Neka je W = {W (t), F,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kre-
tanje. Neprekidan i adaptiran d-dimenzionalan stohasticki proces je proces Itoa ako
je oblika

x(t) :x(O)—l—/O a(s) ds—l—/o b(s)dW (s),

gde je a € LY R ;RY) i b e L2R,;R™™). Kaze se da {x(t),t > 0} ima stohasticki
diferencijal dz(t) za t > 0, pri cemu je

d(t) = a(t) dt + b(t) AW (¢).

I u visedimenzionalnom slucaju, za efektivno resavanje integrala Itoa cesto je
neophodno primeniti formulu Itoa za stohasticko diferenciranje slozene funkcije,
analogno jednodimenzionalnom slucaju. Da bi se formula It6a mogla primeniti na
visedimenzionalan slucaj, za funkciju V € CH3(R, x R4 R), oznacimo

ot’ Ox,’ 7 Oxy
0%V 0%V
aQV dr10x1 " O0x10xq
Li0Zj J gxd 92V 92V

Oxgdxy 7 Oxg0xyg
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Teorema 1.3.5 (Visedimenzionalna formula Itéa) Neka je {z(t),t > 0} d—
dimenzionalan proces Itoa sa stohastickim diferencijalom dz(t) = a(t) dt+b(t) dW (t)
i neka je Ve CH2(Ry x R4 R). Tada je {V (¢, z(t)),t > 0} takode proces Itoa koji
1ma stohasticki diferencijal

1
AV (8, 2(1)) = [Vilt, (1)) + Vet 20))al) + Strace (5 () Veult, 2(0)0(1)) ] do
+ Vo (t, x(t))b(t) dW (t), t>0.
U ovom delu disertacije je uvedena formula Itoa, kao bitan aparat u teoriji
stohastickih integrala i forward stohastickih diferencijalnih jednacina. Modifikacije

ove formule za backward stohasticke diferencijalne jednacine bi¢e navede kasnije,
kada to bude bilo neophodno, uz svaki tip jednacine.

1.4 Stohasticke diferencijalne jednacine

Ovo poglavlje ima za cilj uvodenje pojma stohastickih diferencijalnih jednacina,
kako bi se istakla razlika izmedu forward (obi¢nih) i backward stohastickih diferen-
cijalnih jednacina.

Stohasticka diferencijalna jednacina nepoznatog d-dimenzionalnog procesa = =
{z(t), t € [ty,T]} je jednacina oblika

dz(t) = a(t, o(t)) dt + b(t, z(t)) dW (1), t€ [to,T), (to) = o, (1.5)

gde je W = {W(t),t € [to, T]} m-dimenzionalno Brownovo kretanje, pocetni uslov
xo je d-dimenzionalna sluc¢ajna promenljiva koja je stohasticki nezavisna u odnosu
naWia:[ty, T] xR — R% b : [tg, T] x RT — R*™ su neslucajne Borelove funkcije.

Jednacina (1.5) se moze predstaviti i u ekvivalentnom integralnom obliku

z(t) = xo +/t a(s,xz(s)) ds + b(s,z(s)) dW(s), t € [to,T]. (1.6)

Do kraja ovog poglavlja podrazumevace se da je F; = o{xzo, W(s),0 < s < t}.

Definicija 1.4.1 Merljiv stohasticki proces x = {x(t),t € [to, T|} je strogo resenje
jednacine (1.5) ako zadovoljava sledece uslove:

1. x(t) je Fi-merljivo za svako t € [ty, T];

2. [, la(t,z(t)|dt < oo s.i., [;l [[b(t, (t))]|*dt < oo s.i.;

3. x(ty) = o s.i.;

4. integralni oblik jednacine (1.6) je zadovoljen skoro izvesno za svako t € [0,T].

Na osnovu osobina 1 i 2 Definicije 1.4.1 sledi da su i Lebesgueov i Itov integral
na desnoj strani jednakosti (1.6) dobro definisani, jedinstveni do stohasticke ekviva-
lentnosti i skoro izvesno neprekidni, zbog ¢ega je i x skoro izvesno neprekidan proces.
U skladu sa Teoremom Dooba 1.1.1, uvek se pretpostavlja da se radi sa merljivom,
separabilnom i skoro izvesno neprekidnom modifikacijom strogog resenja.
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Definicija 1.4.2 Jednacina (1.5) ima jedinstveno strogo resenje ako za svaka dva
stroga resenja x i T vazi

P{x(t) =z(t),t € [0,T]} = 1.

Naredna teorema daje dovoljne uslove egzistencije i jedinstvenosti resenja jednacine
(1.5).

Teorema 1.4.1 Neka je W m-dimenzionalno Brownovo kretanje ¢ xo slucajna pro-
menljiva, nezavisna od W, za koju je E|xg|?> < oo. Neka su a : [to,T] x R? —
R b [to, T] x RT — R™™ Borelove funkcije koje zadovoljavaju globalni Lip-
schitzov uslov 1 uslov ogranicenog rasta, tj. postoji konstanta L > 0 tako da za
svako (t,x), (t,y) € [to, T] x RY,

la(t, z) — a(t, y)| +[|b(t, z) = b(t,y)| < Llz—yl,
la(t, 2)]” + bt 2)[* < L*(A+[z]*).

Tada postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno strogo resenje jednacine (1.5) sa
osobinom E supep, 1 |2(t)[? < co. Pored toga, ako je Elwo[’ < oo,p > 2, tada je
Esup, ey, ) [2(6) [ < oo.

Teorema 1.4.1 vazi i kada su koeficijenti jednacine slucajne funkcije, tj. a :
QX [to, T] x RT = RL b : Qx [tg, T] x R — R>™ pri ¢emu Lischitzov uslov i uslov
ogranicenog rasta moraju biti zadovoljeni skoro izvesno.

Naredno tvrdenje, poznato kao teorema uporedivanja za skalarne stohasticke
diferencijalne jednacine, moze se naci u [37]-[41], [61].

Teorema 1.4.2 Neka koeficijenti a; : Qx [0, T]| xR - R, i=1,24b:Qx[0,T] X
R — R zadovoljavaju Lipschitzov uslov i neka je ay(t,z) < as(t,z) skoro izvesno za
svako (t,x) € [0,00) x R. Neka su z1(t) i z2(t) resenja jednacina

dri(t) = ai(t, zi(8)) dt + b(t, 2;(£)) AW (), i =1,2,

koja zadovoljavagu isti pocetni uslov z;(0) = xq¢ skoro izvesno. Tada je x1(t) < x5(t)
skoro izvesno za svako t > 0.

1.5 Neke elementarne, integralne i stohasticke
nejednakosti
U ovom poglavlju bi¢e navedene neke elementarne nejednakosti, integralna ne-

jednakost Gronwall-Bellmana i neke nejednakosti sa matematickim ocekivanjem,
koje ¢e biti koriS¢ene prilikom dokazivanja glavnih rezultata.
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Elementarne nejednakosti (videti [97]) koje ¢ée biti koriséene su:

2
(1) +2ab< % + A\b?, gde je X pozitivna konstanta; (1.7)

(i) Youngova nejednakost : u®v'™® < au+ (1 —a)v, u,v >0, a € [0,1]; (1.8)
(iii) Cauchy— Schwarzova nejednakost: za f,g € L*([to, T);R™),

/tOT f(s)"g(s)ds 2 < /T |f(s)*ds /T 1g(s)|? ds; (1.9)

to to

. k
(iv) (Z ai> < (m"tvi) Zaf, a; >0, k>0 (1.10)

=1 =1
) <P dapy Il =12 ab>0 (1.11)

p p
blP

(vi) Ja+bP <[1+ 5711]7’*1 (|a\p + %) ,p>1, a,beR,e>0; (1.12)

(vii) Ja+bP < (14 9)|al’ 4+ ¢(0)[b]P, 6 > 0, ¢(0) je generisana funkcija.(1.13)

Sledece poznate nejednakosti i grani¢ne teoreme, koje se odnose na matematicko
ocekivanje, ¢e biti primenjivane vise puta.

o Nejednakost Chebysheva: Neka slucajna promenljiva X ima momenat reda 7,
r € N. Tada za svako € > 0 vazi

X1

F\X
P{IX|> e} < 220 (1.14)
ET

e Nejednakost Holdera: Neka su p i g realni brojevi, takvi da je 1 < p,q < o0
il/p+1/q = 1. Ako za slucajne promenljive X i Y vazi E|X|P < oo,
E|Y]? < 0o, tada je

EIXY]| < (EIXP)/P(E[Y |7, (1.15)

e Nejednakost Jensena: Neka je X slucajna promenljiva za koju je E|X| < oo
i neka je g = g(x) konveksna Borelova funkcija. Tada je

9(EX) < Eg(X). (1.16)

e Fuatouova lema: Neka su Y, X, Xs, ... slucajne promenljive. Tada vazi:
1. akoje X,, > Y, Vn > 11 FY > —o0, tada je
E(liminf X)) < liminf(EX,); (1.17)

n—00 n—oo

2. ako je X, <Y, Vn>11FY < o0, tada je
limsup(E£X,) < E(limsup X,,); (1.18)

n—oo n—oo

3. ako je | X,| <Y,Vn > 11 EY < o0, tada je
E(liminf X)) < liminf(£X,) < limsup(EX,) < E(limsup X,,).  (1.19)

n—oo n—oo n—oo n—oo
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Postoji vise Doobovih nejednakosti koje se odnose na martingale i submartingale
(videti [28],[37]-[41], [88], itd.). Navedeno tvrdenje ¢e se koristiti u daljem radu.

Teorema 1.5.1 (Doob, [28]) Neka je {x(t), F,t > 0} neprekidan s desna mar-
tingal i neka je E|x(t)|P < oo za svako t € [0,00) i za p > 1. Ako je [a,b] C [0, 00)
ogranicen interval, tada je

p
E sup |z(t) < (L) Elz(b)?. (1.20)
tefa,b] p—1

Narednim teoremama su iskazane nejednakosti sa momentima za stohasticki
integral Itoa.

Teorema 1.5.2 (Mao, [89]) Neka je p > 2 i neka ¢ € MP([0, T]; R¥>*™), 5.
T
B [ el ds < .
0
Tada je

E ’ < (M)QTTE/OTW(S)WS. (1.21)

2

[ etsrawe)

Specijalno, jednakost vazi za p = 2.

Teorema 1.5.3 (Burkholder—-Davis—Gundy nejednakost, [21]) Nekaje W =
{W(t), F;,t > 0} m-dimenzionalno Brownovo kretanje i o € L2(R,;R¥>™). Tada,
za svako p > 0 postoje univerzalne konstante c, i C, (koje zavise samo od p), tako
da za svako t > 0 vazi

D
2

t L s p t
o8| [ Npras| < ( o | [ ot i ) <G| [ et ds
0 0<s<t |JO 0
(1.22)
Konkretno

¢, = (p/2)7, C, = (32/p)?, 0<p<2;
CP:17 Cp:47 p:2;
cp = (2p) 772, Cp = [p"/2(p — 1P, p>2.

Teorema 1.5.3 vazi i ako je gornja granica integrala u (1.22) vreme zaustavljanja.

Poznato je da postoji vise verzija Gronwall-Bellmanove nejednakosti (videti [13],
[96]). U nastavku ¢e se vise puta primenjivati sledeca verzija.

Teorema 1.5.4 (Gronwall-Bellmanova nejednakost) Neka su u(t) i b(t) ne-
prekidne funkcije na J = |a, B] i@ neka su a(t) i q(t) Riemann-integrabilne funkcije
na J. Ako je

t

u(t) < a(t) + q(#) / b(s)u(s)ds, teJ.

a
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tada je

t

u(t) < a(t) + q(t)/ a(s)b(s)efst b qs t e .

Ovo tvrdenje vazi 1 ako se integrali f; ifst zamene sa ftﬂ 0 f:, respektivno.
Koristi¢e se naredna definicija i teorema.
Definicija 1.5.1 Resenje r(t),t € [«, 5] Caushyjevog problema
= f(t,r), r(a)=r, (1.23)
je maksimalno, ako za svako drugo resenje v(t),t € |, 5] Caushyjevog problema
(1.23) vazi
v(t) <r(t), a<t<p.
Teorema 1.5.5 ([13]) Neka je funkcija f(t,r) definisana i neprekidna na otvore-
nom skupu D koji sadrzi tacku (o, vy), i@ neka Caushyjev problem (1.23) ima mak-
simalno resenje r(t) za t € [a, f]. Ako je v(t) diferencijabilna funkcija na [a, ],
takva da je (t,v(t)) € D za t € [a, 5] i
V'(t) < fto(t), a<t<pB, wvla)=u,
tada je
v(t) <r(t), a<t<p.

Postoji vise verzija Biharijeve nejednakosti, od kojih je ovde navedena jedna od
njih, koja ¢e biti eksplicitno koris¢ena u disertaciji.

Teorema 1.5.6 (Biharijeva nejednakost [15]) Neka je g monotono neprekidna
1 strogo pozitivna funkcija na intervalu I koji sadrzi tacku ug. Neka su u i k nepre-
kidne funkcije na intervalu J = (o, 8] za koji je uw(J) C I, i neka je k istog znaka
na J. Neka je

B
u(t) < a—l—/t k(s)g(u(s))ds, t € J.

Ako je

(i) g neopadajuéa i k nenegativna,
i

(ii) g nerastuca i k nepozitivna,

onda je
B
u(t) < G™! (G(a) —|—/ k(s) ds) , o <t <p, (1.24)
t
gde je G(u) = fuuo %, w € I 1 a; =max{uy, 1o}, pri cemu je

B
,ulzinf{ueJ:cH—/ k:(s)g(u(s))dsé],uﬁtﬁﬂ},

m:inf{,ueJ:G(a)+/tﬁk;(s)dseG(I),Mgtg,@}.

Napomenimo da prethodna teorema obuhvata i slucaj kada je I = J = (0, 00),
a g neopadajuca pozitivna funkcija na 1.



Glava 2

Perturbovane backward
stohasticke diferencijalne
jednacine

U prvom delu ove glave se razmatraju backward stohasticke diferencijalne jedna-
cine sa aditivnim perturbacijama zavisnim od malog parametra. Resenja ovih jedna-
cina se uporeduju u smislu LP-norme sa resenjima odgovarajucih neperturbovanih
jednacina istog tipa. Za zadatu LP-razliku resenja perturbovane i meperturbovane
jednacine odreduje se vremenski interval u kome ova resenja zadrZavaju zadatu bli-
skost. U drugom delu ove glave se razmatraju homogene i nehomogene backward sto-
hasticke Volterra integralne jednacine. Uspostavlja se veza izmedu njihovih resenja,
gde se nehomogenost tretira kao perturbacija.

2.1 Backward stohasticke diferencijalne jednacine
sa aditivnim perturbacijama

Backward stohasticke diferencijalne jednacine, kra¢e BSDJ!, (eng. backward
stochastic differential equations) predstavljaju klasu stohastickih diferencijalnih jed-
nacina cija se reSenja odreduju u odnosu na finalni uslov, za razliku od obi¢nih
(forward) stohastickih diferencijalnih jednacina koje su predstavljene u Poglavlju
1.4 i ¢ija se reSenja odreduju u odnosu na pocetni uslov. BSDJ izazivaju veliku
paznju poslednjih dvadesetak godina, uglavnom zbog veze resenja ovih jednacina
sa reSenjima odredene klase stohastickih kvazilinearnih paraboli¢nih parcijalnih di-
ferencijalnih jednacina drugog reda. BSDJ imaju veliku primenu u stohastickoj
kontroli, ekonomiji, finansijama i osiguranju, sto je dovelo do naglog razvoja ove te-
orije. Na primer, u finansijama cena nekih finansijskih derivata se modelira resenjem
linearne BSDJ.

Bismut [16] je uveo pojam linearne BSDJ, a kasnije su Pardoux i Peng [107]

1Sa BSDJ je oznacena jednina i mnozina re¢i backward stochasticke diferencijalne jednacine,
kao i njihove promene po padezima.

19
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prosirili klasu ovih jednac¢ina na BSDJ opsteg oblika,

—dy(t) = f({t,y(t), 2(1))dt — 2(t) AW (1), y(T) = ¢, (2.1)

gde je funkcija f generator i ¢ finalni uslov. ReSenje jednacine (2.1) se sastoji od
uredenog para adaptiranih procesa (y, z) koji zadovoljavaju ovu jednacinu.

Kao sto je ve¢ pomenuto, ovakav tip jednacina se primenjuje u mnogim pro-
blemima vezanim za finansije. Black i Sholes [17], Merton [91], [92], Harrison i
Kreps [50], Harrison i Pliska [51], Duffie [29], Karatzas [67] i mnogi drugi su se
bavili izracunavanjem cena finansijskih derivata na kompletnom trzistu u termi-
nima resenja BSDJ. Ovaj problem se sastoji u odredivanju vrednosti ugovora u bilo
kom trenutku pre datuma dospeca, ako je poznato da on obezbeduje vrednost &
na datum dospeca T'. Na kompletnom trzistu je uvek moguce kreirati replikacioni
portfolio, tj. portfolio ¢ija je vrednost na datum dospeca jednaka naplati £. Na taj
nacin se dinamika vrednosti replikacionog portfolija opisuje pomoc¢u BSDJ koja ima
linearni generator, sa procesom z koji odgovara zastiti portfolija. Cena finansijskog
derivata u trenutku ¢ odgovara vrednosti portfolija zasti¢enog od rizika. Medutim,
odredivanje vrednosti finansijskog derivata na ovaj na¢in nailazi na problem jedin-
stvenosti, jer postoji beskonacno mnogo portfolija koji imaju istu vrednost & na
datum dospeca T'. Zbog toga je bilo neophodno korigovati prethodno opisani mo-
del odredivanja cena finansijskih ugovora na bezarbitraznom trzistu. Restrikcije
uvedene u model su vezane za odgovaraju¢u verovatnosnu meru neutralnog rizika.
Karoui, Peng i Quenez su u radu [72] dokazali da postoji jedinstvena cena finan-
sijskog derivata i jedinstveni portfolio zasti¢en od rizika, na taj nacin $to su uveli
restrikciju na proces z, na one slucajeve kada je z kvadratno-integrabilan proces u
odnosu na pocetnu verovatnoéu. Ovaj rad je inicirao dalja istrazivanja i primene
BSDJ u ekonomiji i finansijama, na primer u radovima Follmera i Schweizera [33],
El Karouia i Queneza [69], Cvitanica i Karatzasa [23], Duffiea i Epsteina [30, 31].

Istaknimo da su Pardoux i Peng [108] i Peng u radovima [113], [114], [115],
[116] doveli u vezu resenja BSDJ sa resenjima nekih stohastickih nelinearnih pa-
raboliénih parcijalnih diferencijalnih jednacina, odnosno izveli su Feynman-Kac
formulu. BSDJ takode imaju veliku primenu u teoriji stohasticke kontrole i sto-
hastickih igara, na primer u radovima Hamedénea i Lepeltiera [43], Hamedeénea
[46], 1 drugih.

Iako su BSDJ privukle veliku paznju poslednje dve decenije, i dalje su saznanja
do kojih se doslo o procesu z manja od onih koja su postignuta za proces y. Najveci
problem u proucavanju procesa z je u ¢injenici da je z neka vrsta ”izvoda” procesa
y, Sto se moze povezati sa Feynman-Kac formulom (videti [86] i [109]), ili sa Clarc-
Oconovom formulom (videti [99]). Ovo ima za posledicu da je proces z generalno
komplikovaniji za ispitivanje od procesa y. Nasuprot ovoj teorijskoj ¢injenici, u
praksi je proces z veoma bitan. Na primer, pomocu procesa z se opisuje strategija
zastite u finansijama. Imajuc¢i u vidu znacaj primene procesa z i izazov u teoriji
vezan za ispitivanje osobina ovog procesa, on zauzima znacajno mesto u teoriji
BSDJ. Posto je resenje BSDJ uredeni par (y, z), shodno tome je podjednako bitno
ispitati ponasanje oba procesa.

Glavna tema ovog dela disertacije je uticaj razlicitih tipova perturbacija na
reSenje BSDJ. Konkretno, tema ove glave je proucavanje klase BSDJ ¢iji su koefici-
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jenti aditivno perturbovani, pri ¢emu su perturbacije zavisne od malog parametra.
Cilj je uporedivanje reSenja ove jednacine u LP-smislu, za p > 2, sa resenjima od-
govarajuce jednostavnije neperturbovane jednacine.

Generalno, perturbovane stohasticke diferencijalne jednacine su tema koju su
proucavali mnogi, kako se teorijskog aspekta, tako i sa aspekta primene u razli¢itim
oblastima nauke i inzenjerstva. Znacaj primene perturbacija u stohastickim mode-
lima je veliki, pre svega jer znatno olaksava izracunavanja prilikom korekcije modela.
Na primer, neki stohasticki modeli u analitickoj mehanici, teoriji kontrole i popula-
cionoj dinamici, koji opisuju kompleksne pojave koje zavise od perturbacija, mogu
se u nekim slucajevima uporediti i aproksimirati odgovaraju¢im neperturbovanim
modelom jednostavnijeg oblika. Pritom aproksimacija povlac¢i sa sobom i odgova-
rajucu gresku, koja zavisi od ogranicenja uvedenih perturbacija.

Treba istaéi rad [34] Friedlina i Wentzella koji su proucavali stohasticki pertur-
bovane dinamicke sisteme i rad [74] Khasminskog koji je medu prvima posmatrao
stohasticke diferencijalne jednacine Itda sa malim parametrom. Takode, Stoyanov
[127] je izmedu ostalog, proucavao regularno perturbovane stohasticke diferencijalne
jednacine.

Pocetna inspiracija za uvodenje perturbovanih BSDJ se zasniva na radu [128]
Stoyanova i Boteva u kome su proucavani neki specijani tipovi aditivnih perturba-
cija za obicne stohasticke diferencijalne jednacine Itovog tipa. Znacajni rezultati
u proucavanju razlicitih slozenih tipova perturbovanih stohastickih diferencijalnih
i integrodiferencijalnih jednacina vezuju se za autore Jankovi¢ i Jovanovié (videti
[59]-[66]). Jankovi¢ i Jovanovié su svoja istrazivanja na polju perturbacija sumirali
u monografiji [61]. Mnoge nejednakosti i metode koriéene u ovoj monografiji su
bile od velikog znacaja pri pisanju ove disertacije. Nasuprot tehnici koja se koristi
kod forward stohastickih diferencijalnih jednacina, tehnika koja se primenjuje pri
ispitivanju uticaja perturbacija na resenja BSDJ je u mnogome drugacija i sustinski
je uslovljena samom postavkom BSDJ.

2.1.1 Uvodni pojmovi i poznati rezultati

Glavna tema ovog poglavlja je BSDJ sledeceg oblika,

y(t)=§—/t f(y(S)aZ(S%S)dS—/t [9(y(s),5) + 2(s)] dW (s), t€[0,T], (22)

sa finalnim uslovom z(7") = £. U oblasti stohasticke kontrole, adaptirani proces z(t)
se smatra procesom kontrole, a proces y(t) procesom stanja sistema. Cilj je odre-
diti adaptirani proces z(t) tako da stanje sistema y(t) bude dovedeno do fiksirane
vrednosti £ u trenutku ¢ = T. Ovaj problem se naziva problemom dostizanja kraj-
nje vrednosti ("reachability problem”). Za BSDJ (2.2) se odreduje adaptirani par
procesa {(y(t),z(t)),t € [0,T]} koji skoro izvesno zadovoljava tu jednac¢inu. Ova-
kav uredeni par se naziva adaptiranim reSenjem jednacine (2.2). Pri tom postoji
sloboda odabira procesa z(t) i u zavisnosti od njega se odreduje proces y(t).
Osnovna pretpostavka je da su sve slucajne promenljive i procesi definisani u
odnosu na prostor verovantoca (2, F,{F;}i>0, P), sa filtracijom {F;}i>¢ koja zado-
voljava uobicajne uslove (rastuéa je, neprekidna sa desna i Fy sadrzi sve dogadaje
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verovatnoce nula) koja je generisana m-dimenzionalnim Brownovim kretanjem W =
{W(t) >0, Fr = c{W(s),0 < s < t}. Kao i do sada, standardna oznaka euklid-
ske norme u prostoru R™ je |- |, a trag-norma matrice B ima uobi¢ajnu oznaku
|B|| = /trace] BT B], gde je BT oznaka za transponovanu matricu (vektor).

Pre daljeg ispitivanja BSDJ, potrebno je adaptirati formulu Itoa koja je uvedena
u Poglavlju 1.3, da bi se mogla primeniti na BSDJ.

Neka su zadovoljeni svi uslovi Teoreme 1.3.4. Tada se iz (1.4) jednostavno moze
izvesti sledeci oblik formule Itoa u integralnom obliku,

Flta(0) = £(6.2(D) = [ [7(s2(6) + fls.al))als) + 3L s al)H(0)] s
_/t Fi(s,2(s))als) AW (s), ¢ > 0. (23)

Za proizvoljno r > 0, neka L' (€2; R%) oznacava skup slucajnih promenljivih X
sa vrednostima u R?, za koje vazi:

(i) BIX|" < o0
(7) X je Fr-merljiva slu¢ajna promenljiva.

Sliéno, M"([0,T]; R%) je skup procesa {p(t),t € [0,T]} iz prostora R?, za koje
vazi:

(i) lelvr = E [y ()] dt < oo;
(i) @(t) je Fi-adaptiran proces za t € [0, T].

Uvodimo slede¢u hipotezu:
(Hp) Za finalni uslov i funkcije f i g jednacine (2.2) vazi:

(4) & € L*(Q, Fr,P;RY);

(it) f: Q2 x[0,T] x REx R>*™ — R g Q x [0,T] x RT — R>™ su merljive
funkcije, tj. f je By ® Byxm ® P-merljiva, g je By ® P-merljiva, gde je P o-algebra
Fi-progresivno merljivih podskupova od [0, 7] x Q;

(iii) £(-,0,0) € M2([0, T]; R%), g(-,0,0) € M2([0, T); %),
Definicija 2.1.1 Par stohastickih procesa

(y.2) = {(y(t), 2(t)), t € [0, T]} € M*([0, T]; RY) x M*([0, T}; R™™)
je adaptirano resenje BSDJ (2.2) ako:

(i) FCou(),2(-) € M2([0,T],RY) i g(-,y(-), 2(-)) € M2([0, T]; R&xm)

(i1) jednacina (2.2) je zadovoljena za svako t € [0,T] skoro izvesno.
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Definicija 2.1.2 Resenje (y,z) = {(y(t),2(t)),t € [0, T} jednacine (2.2) je jedin-
stveno ako za svako drugo resenje (y,z) = {y(t),z(¢)},t € [0,T]} vazi

Ply(t)=g(t), 0<t<T}=1, E / () — 2|2 dt = 0.

Uvodi se jos jedna hipoteza za funkcie f i g, poznati Lipshitzov uslov.

(Hy) Funkcije f i g zadovoljavaju uniformni Lipshitzov uslov ako postoji pozitivna
konstanta L > 0, tako da za svako y,9 € R%, 2,2/ € R>™ it € [0,T] vazi

[f(ty,2) = f(ty 2P < Llly —y' P+ |l = 2|]) si. (2.4)
lg(t,y) — gt y)II* < Lly — /' * s.i. (2.5)

Iz (Ho), (2.4), (25) i (y,2) € M>([0,T]; RY) x M>([0,T]; R™>™), sledi da je
f('aya 2) S MQ([O’TL Rd)7 g(7y) S MQ([OvTL Rdxm)'

Za svako y,y' € R, 2,2/ € R™™ it € [0,T], primetimo da iz hipoteza (Hp) i
(H;) sledi uslov linearnog rasta za funkcije f i g,

[ty 2)F < LA+ Tyl + I2]°) s (2.6)
lg(y, OIF < L1+[yl*) si. (2.7)

za neku generisanu konstantu L > 0.

U [89] 1 [107] su dati osnovni uslovi egzistencije i jedinstvenosti reSenja jednacine
(2.2) ako funkcije f i g zadovoljavaju hipoteze (Hp) i (Hy).

Teorema 2.1.1 (Mao [89], Pardoux, Peng [107]) Ako finalni uslov & i funk-
cije f i g zadovoljavaju hipoteze (Hg) i (Hy), onda postoji jedinstveno resenje

{(y(t), =(t)), t € [0, T]} € M*([0, T]; RY) x M*([0, T}; R™™)
jednacine (2.2).

Egzistencija i jedinstvenost resenja BSDJ (2.2) se moze dokazati i pri nekim
drugim uslovima. Na primer za klasu jednacina ¢iji koeficijenti zadovljavaju ne-
lipsicovske, integralne uslove dokaz se moze naci u [88].

U ispitivanju osobina resenja BSDJ bitno je ponasanje visih momenata resenja.

Teorema 2.1.2 (Mao [88]) Neka jep > 2 i & € LP(Q, Fr,P;R?). Ako funkcije f

i g zadovoljavaju uslove Teoreme 2.1.1 i ako je f(-,0,0) € MP([0,T];RY), g(-,0,0) €
MP([0, T]; R>*™) | tada za resenje BSDJ (2.2) vazi

Ely(@)|" < oo, t €[0,T], E/O ly@OF2ll2(0)]]* < oo. (2.8)
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Uporedo sa jednacinom (2.2), posmatra se i njoj pridruzena perturbovana jedna-
¢ina u kojoj su koeficijenti drifta i difuzije jednacine (2.2) aditivno perturbovani,

ye(t) = & — /t f(s,ya(s), 2:(8),e)ds — /t Tg(s,ya(s), £) + zg(s)} dw(s), (2.9)

gde je t € [0,T), & = w(T), i &, f,§ zavise od malog parametra ¢ € (0,1).
Jednacina (2.9) izvedena je iz jednéine (2.2) kada je koeficijentima drifta i difuzije
dodata odgovarajuca funkcija, koja pored zavisnosti od procesa stanja i kontrol-
nog procesa, zavisi i od malog parametra e. Pritom su &, f,§ definisani na isti
nacin kao &, f, g, respektivno. Osim toga, ako su &, 1 g bliski u nekom smilu sa
€, f,g, ocekuje se da i reSenja {(y:(t),2:(t)),t € [0,T]} 1 {(y(t),2(¢)),t € [0,T]}
budu bliska u odgovarajuéem smilu. Shodno tome, jednacina (2.9) se smatra per-
turbovanom jednacinom u odnosu na odgovarajué¢u jednostavniju neperturbovanu
jednacinu (2.2).

Bliskost resenja perturbovane jednacine (2.9) i neperturbovane jednacine (2.2)
se zasniva na problemima stabilnosti BSDJ (videti [9], [52], [70]). U slucaju da je
g = 0 i da funkcija f zadovoljava Lipshitzov uslov, Karoui, Pardoux i Quenez [70]
su uz odgovarajuce dodatne pretpostavke dokazali da ako

E / F(s.9(8). 2(5).2) — F(s.y(s), 2(s)Pds = 0, &0,
onda
(vt € 0,T)) E|y5(t)—y(t)|2~|—E/0 2(t) = 2(B)|Pdt =0, €—0. (2.10)

Ovaj rezultat je poboljsan u [52], gde je dokazano da (2.10) sledi i iz slabijeg uslova,
tj. dovoljno je da vazi
2

E — 0, ¢ —=0.

/0 Fls,9(5), 2(5),€) — F(s, y(s), =(s))] ds

Ispitivanje svojstava resenja BSDJ (2.9) moze biti komplikovano zbog slozenosti
njenog oblika. Ova ¢injenica je motivacija za uvodenje specijalnih uslova koji se jed-
nostavno proveravaju, a koji sa druge strane garantuju LP-bliskost resenja jednacina
(2.2) 1 (2.9), odakle se jednostvno izvode neka svojstva BSDJ (2.9).

Novi rezultati na ovu temu su izlozeni do kraja Poglavlja 2.1 i predstavljaju
oginiralne rezultate koji su publikovani u radu [62], S. Jankovié, M. Jovanovi¢, J.
Dordevi¢, Perturbed backward stochastic dfferential equations, Mathematical and
Computer Modelling 55 (2012) 1734-1745.

2.1.2 Formulacija problema i preliminarni rezultati

Jedna od znacajnih primena BSDJ je modeliranje cena evropskih opcija koje se
svodi na reSavanje linearne BSDJ

y(t)zf—/t [r(s)y(s) + 0(s)=(5)] ds—/t “(s)dW(s), te[0.T],
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gde je & naplata, r(t) kamatna stopa, 0(t) predstavlja stopu premije rizika i T
je datum dospeca. Medutim, kako cena evropske opcije moze zavisiti i od nekih
parametara i slu¢ajnih uticaja, tako se moze modelirati nelinearnom BSDJ oblika,

y(t) =& — /t [T(s)ye(s) +0(s)ze(s) + a(s,y:(s), zg(s),s)} ds
_/t [zs(s) +B(s,ya(s),5)} dW (s), te0,T].

Ako su za svako t,y,z 1 malo €, vrednosti za a(t,y, z,¢) i B(t,y,€) male, i ako su
naplate £ i & bliske vrednosti, ocekuje se da se y(t) i y-(t) takode razlikuju za malu
vrednost i da su kontrolni procesi z(t) i z.(t) bliski u odredenom smislu.

Glavna tema daljeg proucavanja je aditivno perturbovana BSDJ, odnosno jedna-

¢ina (2.9) kod koje je f(t,y,2) = f(t,y, 2) +alt,y,z.€), §(t,y) = g(t,y) + Bt y,¢).
Preciznije, posmatra se sledec¢a jednacina

yelt) = € / [£(5,56(5), 22(5)) + (s, 9e(5), (), €)] dis (2.11)
_ / (905, 5e(5)) + 22(5) + B(s, 9e(s), )] AW (s), t € [0,T),

¢ije se resenje uporeduje u LP-smislu sa resenjem neperturbovane BSDJ (2.2). U
skladu sa tim, uvode se sledece pretpostavke:

A1. Za finalne uslove £, & € L% (€ R?) postoji neslucajna funkcija d7(g) takva
da je
Bl — &P < or(e).

A2. Zafunkcije a(-) i 5(-) definisane kao f i g, respektivno i zavisne od € € (0,1),
postoje neslucajne ogranicene funkcije a(-) i 5(-), definisane na [0,7] i zavisne od
e, takve da je

sup  a(t,y,z,e)| < aft,e) si, sup [|B(t,y,e)|| < B(t,e) si.
(y,2)ERL x RAXxm yERY

A3. Pretpostavlja se, bez posebnog isticanja uslova, da postoje jedinstvena resenja
{(y(t), 2(t)),t € [0,T)} i {(y(t),2:(t)),t € [0,T]} jednacina (2.2) i (2.9), respek-
tivno, za koja je

T p/2
E swp y)PF < s, E( / ||z<t>||2dt) < o0,
te[0,1] 0
2

T p/
E sup [g.(t)]" < oo, E(/ Hze(t>|!2dt> <.
0

t€[0,T]

Takode, svi Lebesgueovi i Itovi integrali koji se pojavljuju u dokazima su korektno
definisani.
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Treba istac¢i da je A8 zadovoljeno ako &,£°f, g, a, B ispunjavaju neke od uslova
egzistencije i jedinstvenosti resenja u LP-smislu, kao na primer u radovima [89], [107].
U nastavku ¢e biti isticani samo uslovi koji su eksplicitno koriséeni u proucavanju.

Ako za proizvoljno t € [0,T] i € dovoljno malo, 67 (¢), a(t, ), 3(t, ) imaju male
vrednosti, logitno je ocekivati da su resenja jednacina (2.2) i (2.9) bliska u ne-
kom smislu. U skladu sa ovim zahtevom, naziv male perturbacije je prikladan za

5&" a(t7 y? Z’ 6)7 B(t7 y7 8).
U nastavku ¢e prvo biti predstavljen jedan pomoc¢ni rezultat koji je znacajan u
opisu glavnih rezultata — oceni za Ely.(t) — y(t)|P.

Propozicija 2.1.1 Neka su {(y(t),2(t)),t € [0,T]} i {(y:(t),2:(¢)),t € [0,T]}
reSenja jednacina (2.2) i (2.9), respektivno, i neka su zadovoljenje pretpostavke
A1— A3 hipoteza (Hy). Tada, za t € [0,T],

Ely:(t) —y(©) (2.12)
§5T(£)—|—/t o(s,e) d8+01/t <6T(€)—|—/S o(r,e) dr)ecl(s’t) ds,

gde je o(s,e) = & aP(s,e)+1 BP(s,€), c1 = (pL+E—1)+2EL=2 | > 4 je konstanta.
Dokaz. Neka je
77Z)6(t) = ya(t) - y(t), As(t) = E|wa(t)|p'

Oduzimanjem jednacina (2.2) i (2.9) i primenom Itove formule na |¢.(¢)|P, za t €
(0,77 je

e
=|ws<T>|p— / [6e() P27 (s)
(1(5), 2(5), 5) — £(5,5(), 2(5)) + (ye(s), 2(5), 5,2)] ds
b / [6e(5) 2119 (5, 5:(5)) — 905, 9(5)) + 22(5) — 2(5) + B(s, y:(5), )12 ds

p(p —2) p—4
2022 i)
[0 (5)la 5, -(5)) — (5, 9(5)) + 22(5) = 2(5) + Bls, s), )] ds

—p / ()P 20T (s)
% (905, 5:(5)) — (5, 4(5)) + 2:(5) — 2(5) + A5,y (s), €)] AW (s).

Kako je

/ V()79 (s, 5=(5)) — 9(5,y(5)) + 2:(5) — 2(s) + B(s, ye(s), €)|[* ds
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=LW%@W*mwwmm—y@w@»+Ma%wLMPw
+/«%svkm%@»—A$Ww

+z/vm ()

xtrace[[g(s, y:(s)) — g(s,y(s)) + B(s,y-(s), )] (2:(s) — 2(s))] ds,

to je
T
0P + 5 [ P as) = (o) ds (2.13)

< (T —p/ o) P27 (s)
% [F(5,9:(5), 2(5)) — F(5,9(5), 2(5)) + (s, (), 22(5), )] ds

» [ o

x trace[[g(s, y(5)) — g(5,5(s)) + B(s,4e(s),€)]" (2(s) — 2(s))] ds

/WH$V2T@
x [9(s,9:(5)) — g(5,y(8)) + ze(s) — 2(5) + B(8,y=(5),€)] AW (s).

Ako se na poslednju nejednakost primeni o¢ekivanje i pretpostavka A1, dobija se
sledece,

A(t) +£E/T|1p€ ()22 (s) — =(s)| |2 ds (2.14)

< 5y(e pE/|m Ol
[f(5,9(5), 2:(5)) — f(S y(s), 2(s)) + a(s, y-(s), z(s), €)] ds

-wE/|m Ol

x trace[[g(s, y=(5)) — g(s,y(s)) + B(s, y:(s),€)]" (2:(s) — 2(s))] ds
< 5T(€) + K1 + K.

Svaki ¢lan sa desne strane poslednje nejednakosti ¢e biti ocenjen. U tom cilju,
koristi¢e se elementarna nejednakost (1.7), tj. +2ab < a®/\ + A\b?, gde je A > 0

proizvoljna konstanta.
Za ocenu integrala /; primenjujemo prethodnu nejednakost za A = \y = [L > 0,

Lipschitzov uslov (2.4) i pretpostavku A2. Tada je

—z ()£ (5,5e(5), 2:(5)) — f(5,(5), 2(5)) + (s, e (s), 2:(s), )] (2.15)
IL 1
<

(5 +7) WP + 7 1106) = (0P + 7 0G5
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Primenom nejednakosti (1.11) sledi

Ki=—pE / () P27 (5) (2.16)
X F (5, 56(5), 22(8)) — F(5,5(5), 2(5)) + (s, ye(s), 22 (5), €)] ds

< <l—pL+ ]3) /TAE(S) ds

. E/ [9el5) P21 22(5) — 2(5) [P ds + L /wa (5)P2a%(s, €) ds

T

. E/ ()2 2e(s) — ()| P s + = [ @s.e)as

[L

Ocena za K5 se dobija analogno. Primenom navedene elementarne nejednakosti
za A= X =2/11(2.5) je

~truce[g(s,y-() — g(5,0() + Bls, 5), ) (=l5) — 2()] (217
< D us) — (s + 5 B(5.) + 71122() — (]I

Otuda je

K=yt | |wa<s>|p-2 (218)
Xtrace[[g(s ye(s)) — g(s,y(s)) + B(s,y=(s),e)]" (22 (s) — Z(S))} ds

_( L+__>/ Ad(s) ds
2 [ W lte) — s +1 [ 32

Zamenom ocena za K; i Ko, tj. (2.16) i (2.18) u (2.14), dobija se

[—4

AL+ 5w E [ 06 l) = (o) s (2.19)

T T
< or(e) —I—/ o(s,e)ds + cl/ A (s)ds,
t t

gde je o(s,e) = £ aP(s,e) + 1 BP(s,e) icr = l(pL + & — 1) + EE2=2 Kako je | > 4,
sledi da je

AL (t) < or(e) ~|—/t o(s,e)ds + cl/t A (s)ds. (2.20)

Sada ocena (2.12) direktno sledi primenom Gronwall-Bellmanove nejednakosti (Te-
orema 1.5.4) na (2.20).
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Primetimo da se ocene (2.15) i (2.17) mogu dobiti pomocéu nejednakosti +2ab <
a?/X\ + \b? za proizvoljno A, Ay > 0, sa ogranicenjem da konstanta koja mnozi
Eftf |2-(8)|P2|y(s) — y(s)|* ds u (2.19) ostane pozitivna. Medutim, uslov [ > 4 je
dobijen za A\ = [L i A\y = 2/l, u cilju optimizacije primera u Sekciji 2.1.5.

2.1.3 Ocena LP-razlike resenja

U cilju odredivanja intervala [t(n),T] C [0,7] na kome je LP-razlika resenja
BSDJ (2.2) i (2.9) manja od unaped zadate vrednostin > 0, prvo ¢e biti predstavljen
pomocni rezultat, LP-stabilnost resenja BSDJ (2.2).

Teorema 2.1.3 Neka su zadovoljeni wuslovi Propozicije 2.1.1 i neka Or(e),

a(t,e) B(t,e) uniformno teze nuli na t € [0,T], kada € tezi nuli. Tada,

sup Ely.(t) —y(t)]P =0, € =0 (2.21)
te[0,7

T 5
E </ 22(s) — z(s)H?ds) 0, £—0. (2.22)
0
Dokaz. Oznacimo sa

dle) = sup alt,e), Ble)= sup Blt,e)
te[0,7) te[0,7)

®(e) = max{dr(e), a’(e), BP(e)}. (2.23)

Jednostavno je zakljuciti da (2.21) sledi direktno iz Propozicije 2.1.1. Relacija
(2.12) povlaci da je za svako t € [0, T

A.(t) < D(e) {(1 + 9) et Tt _ C—Q} : (2.24)
C1 C1

gde je ¢y = llL + 1. Odatle, sup,co Ac(t) — 0 kada € — 0, jer ®(¢) — 0 kada

e —0.

Da bi se dokazalo tvrdenje (2.22), odredi¢emo razliku resenja na proizvoljnom
intervalu [ty,T] C [0,7], a nakon toga, za ty = 0 ¢emo dobiti odgovarajuéu ocenu
na [0, 7.

Neka je tg < u <t <wv <T. Oduzimanjem jednacina (2.2) i (2.9) se dobija

/ (22(s) — 2(s)) WV ()
- ys(t) - y(t) - (ye(u) - y(u))

[/ (5, 4:(5), ze(5)) = [ (5, 4(s), 2(s)) + als, Ye(s), z(s), €)] ds

t

[9(s,9:()) = g(5,9(s)) + B(s,9:(s),£)] dW (s),

/
/
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odnosno,
E sup / (2o(5) — () AW (s)| <4 20 + b + T, (2.25)
teuw] |Ju
gde je
Iy = E sup [¢e(t)[",
t€to,T)
Ingtsz] / [ (5,5e(s), 2(5)) = f(5,9(s), 2(s)) + (s, ye(s), 2(s), €)] ds | ,

p

Iy = E sup /[g(s,ye(S))—g(s,y(S))+ﬁ(says(8),€)]dW(S) :

teu,v]|Ju

Ocenimo prvo I;. 1z (2.13), (2.15) i (2.17) se dobija

el < |¢5<T>|P+(ZpL+Z—9 / o) ds+ 5 [ ol olenls)p ds

—p/ ()P~

9(5:4:(5)) = g( y(5)) + 2(5) = 2(s) + B(s,y:(s), €)] AW (s),

odakle je

py [* P [
<o)+ (L +F) [ A s+ DE [ ofse)uop2as
to to

+E sup (—p/t [Ye ()P~ "c (s) (2.26)

Oznacimo sa

0(s,) = p [v=(s)[" 02 (5) [g(s, ye(5)) — g(s,y(s)) + 2:(5) — 2(s) + B(s, e (s). €)]

i sa J poslednji ¢lan sa desne strane nejednakosti (2.26). Tada je

J=FE sup }( —/tg(s,s) dW(s)>

te(to, T
T t
=FE sup (—/9(3,5) dW (s) + /@/J(s,s) dW(s))
te(to, T to to

t

=F sup}(/toﬁ(s,s) dW(s)).

te(to, T

Primenom Burkholder-Davis—-Gundyjeve nejednakosti (Teorema 1.5.3) i Youngove
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nejednakosti (1.8) za a = 3, dobija se

T
J<4V2pFE (/ e ()|~

x[g(s,4e(s)) = 9(s,y(s)) + 2(s5) — 2(s) + B(s, 4e(s), €)I|” dS)

sE[to T

§4\/§pE< sup |¥-(s) / [ (s)[P~?

X|lg(s,y=(5)) = g(s,y(s)) + z(s) — 2(s) + B(s, y=(s), )|” d8>

IN

1 T
3 1+ 165°E [ ()P
to

x[g(s,4e(s)) — 9(s,y(s)) + 2:(s) — 2(s) + B(s, ye(s), €l ds

T

< 5 I+ 48p(pL+p —2) / A.(s) ds + 96p 37(&) (T — to)
T 0

| 48°E / () P2 (5) — 2(s)] 2 ds.

Iz ovoga i ocene (2.19) je

S [ ol ) - P as

< dr(e) + /tT p(s,e)ds + ¢ /tT A (s)ds.

Dalje, iz (2.23) i (2.24) je

or(e) < ®(e), /T p(s,e)ds < co®(e) (T —t),

t

’ g Ca Co
/ AE(S) ds < Cb(é)/ |:(1 + _) ecr(T—s) _ _:| ds
t t 1 C1

Na osnovu ovih ocena je

=Ly E/ P 2leels) — 9 ds < @) | (142 ) e - 2]

Poslednja ocena i (2.24) povlace da je

31
<A+ E/ o) P2 |2a(s) — 2(5)][ ds
(2.27)
= ®(e) L {(1 + 2—?) (e T — 1) — oy (T — t)] :
(2.28)

1
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gde je

(T —to)
21

— % 2_l CI(T—to) . . _
_48]?{(1—#61) <63+l_4) (e 1)+(2 cacs)(T t0)+_l—4

i C3 = (pL +p— 2)/01.
Iz (2.26), (2.28) i prethodne ocene jednostavno sledi

1 P T
I < £
> < 0r(e) + (sz+ l)/t A.(s) ds

L / p(s, ()P ds + B(e) - (T — t).

Imajuéi u vidu (2.27) i da je [=(s)[P~> = [¢o(s)[P72 - 12 < B2 Jih(s)|P + 2, dobija
se sledece

1
5 [1 < (I)(€)

2\ 1
x{1+ (lpL+§+p 5 c2) — Kl+@> (e~ — 1) — ¢y(T — to)

+eo(T — to) + (T — to)}.

Posto je IpL + % + ’%2 ¢y = c1, onda je konacno
I < ®(e) - o(T — 1),

gde je

(T —ty) =2 {(1 + 0—2) ecrT'—to) _ 2—2 + (T — t0>1 .

C1 1
Za ocenu I5 primenimo Cauchy—Schwarzovu nejednakost (1.9), elementarnu ne-

jednakost (1.10), odnosno (a + b)? < 2(a? +b?) i (a + b+ ¢)* < 3(a® + b* + ),
a,b,c > 0, Lipschitzov uslov (2.4) i ocenu (2.24). Tada je
2)

L <FKE (
<E ( [ 156502050 22060) = 561,26 + .5, 225, ds)

M|

/U[f(svys(S)’ 2(5)) = f(s,4(s), 2(5)) + (s, y=(s), 2(5), ) ds

< (v—u)g

IS
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LiE (/ |we<s)|2ds)g
r28 ([l - z<s>||2ds)g ru ([ @) ]

<2.65 (v —u)P? {LQ /u A (s)ds +aP(e) (v — u)]

VS|

<2535 Yo —u)?

[NIiS]

gde je
T —tg, v —u) = 22" — )5

Lg C2 c1(T—to) ( ,c1(v—u) LgCQ
X |— (14 =) et (el —1) 4 (1 - (v—u)|.
C1 C1 1

Analogno, primenom Burkoholder—Davis—Gundyjeve nejednakosti za ocenu I3 se

dobija

p
I3 = FE sup

teu,v]

<C,E </ lg(s,ye(s)) — g(s,y(s)) + B(s, y:(s), )||* ds 2

/ 19(5,56(5)) — 9(5,5()) + B(s, y=(s), &) AV (5)

I3

ya
2

<250, (w-wi'E / (LR (5) +118(s. v (), )] ds

<270, - 0 (28 [ Aoy ds + 50 (0 )

< C,-®(e)- (T — to,v — u),
gde je C, = 4 ili C, = [p*™/2(p — 1)P7 1%
p > 2, respektivno.

Zamenom dobijenih ocena za I, I3, I3 i primenom Burkoholder-Davis—Gundyjeve
nejednakosti u drugom smeru, iz relacije (2.25) se dobija

o ([ l106) = 2001 d) (2.29)

p

u zavisnosti od vrednost za p, p = 2 ili

< E sup

te[u,v]

<26t 0 ([ o) - ol )
+®(e) - v(T — ty,v — u),

/ (22(5) — =(s)) AW (s)

u

2
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_b
2

gde je ¢, = 1ili ¢, = (2p)~ 2 u zavisnosti od vrednost za p, tj. za p =2 ili p > 2,

respektivno, i
v(T —ty,v —u) (2.30)
=47 (25T — 1) + [3/2F (0 = + C] - 0T —to,0—u))

Vrednosti u i v se sada mogu izabrati da budu dovoljno blizu, ali tako da je vrednost
Gp—2- 477165715 (v —u)2 > 0. Odavde je

2

Cp »_(12¢)»
_u< — , 2.31
o <2-4p—165—1L5> 96 L (2:31)

Imajuéi u vidu ovaj uslov, nejednakost (2.29) implicira

P ([ eto) - sipas) < EOATdor o)

Gp—2-4P~1657 L5 (v — u)

A\

O(e) - w(T —to,v —u)

— 0 kada € — 0.

Kona¢no, sada je moguce dokazati (2.22). Neka je t, = 0 i neka je, nezavisno
od ¢, izabran konacan broj deobnih tacaka vremenskog segmenta [0,7], 0 =ty <
2

th <--- <ty =T, takvih da je t; —t;_1 < (12¢,)? /(96 L), j = 1,2,..., k. Tada, iz
(2.32) sledi

B( eas) - z<s>||2ds)§ _ (Z / l22(s) - z<s>|%z8)g (2.33)

¢ime je dokaz zavrsen.

2.1.4 Ocena duzine intervala za zadatu L’-razliku reSenja

Iz Teoreme 2.1.3 se moze zakljuciti da bi procesi stanja sistema y.(t) i y(t), i
kontrolni procesi z.(t) i 2(t) jednacina (2.2) i (2.9) mogli biti proizvoljno bliski za
dovoljno malo e. Medutim, iz ugla modeliranja, bliskost procesa stanja y.(t) i y(¢)
nije neophodno razmatrati na celom segmentu [0, 7], ve¢ samo u blizini finalnih
vrednosti & i €. U skladu sa ovim, za neku dopustivu vrednost n > 0 i € dovoljno
malo, moze se odrediti t(n) = ¢ € [0,T] tako da razlika procesa y.(t) i y(t) u LF-
smislu ne bude veéa od n na intervalu [t,T]. Takode, potrebno je oceniti razliku
kontrolnih procesa z.(t) i z(t) na [t,T]. Slede¢a teorema je originalan rezultat na
ovu temu, objavljen u radu [63].
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Teorema 2.1.4 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 2.1.3 i neka je ®(¢) definisano
sa (2.23). Tada, za proizvoljnu konstantu n > 0 i svako € € (0,®71(n)], postoji
t € [0,T] oblika

_ 1 1 Ca n
t= 0,7——In|—— [ =+ — 2.34
max{ ’ 1 " 1+§—f(61+®(5))]}’ (2:34)
gdejeclzl(pL—i—g—l)%—%, czzl%+l, [ > 4, tako da je
sup Ely.(t) —y(t)]” < n, (2.35)
te(t,T)
7; D p
T > ke v(T —1t, 30
r (/ ||z (s) —Z(S)H2ds> < ®(e) - OJJ( ’pﬁ ), (2.36)
3 ¢ (1 —pB2)

gde je v dato sa (2.30), a ko € N i 8 € (0,1) su takvi da vazi (T —1)/ky < B9,

o = (12¢,)7 /(96L).

Dokaz. Uvedimo funkciju S(e, T —t),t € [0, 7], takvu da je

S(e, T —t) = d(e) [(1 + 9) et 6—2} : (2.37)

€1 €1
Za proizvoljno n > 0, iz (2.24) sledi da mora biti
S(e,0) < < 5(e, 1),

odnosno, iz (2.37),

U skladu sa prethodnom diskusijom, gde se pretpostavlja da je funkcija ®(¢) opa-
dajuca, sledi

n
<1+E—f> eal — &

g, =d7! <e< () = ey, (2.38)

C1

gde je @71 inverzna funkcija funkcije ®. Sada se za svako € € [g1, £5] moZe odrediti

t iz relacije S(e, T —t) = 1, kao
1 C2 n
— . 2.39
1+g—j(cl+q>(€)>] (2.39)

Primetimo da ako je n > S(¢,T'), onda je € € (0,¢;). Za € € (0,e2), neka je

1+1—(Z_+¢>7(7a>>”

- 1
t=T——1In

_ - 1
t = max{0,t} = max {O7T ——In

C1
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Prema tome, za svako € € (0,¢2), iz (2.24) sledi da je

sup Ely.(t) —y(t)|" < S(e, T —t) =,
telt,T]

Ocigledno, t 1 T kada € T g5 1 ¢ | 0 kada € | €1, odnosno, ¢ | 0 kada ¢ | 0.

Da bi se dokazalo (2.36), koriste se ekvidistantne tacke t =ty < t; < -+ <
tr, = T za neko dovoljno veliko kg € N i g € (0,1) takvo da je, u skladu sa (2.31),

tj—ti1 =06y = L=t < B4, gde je 0 = (12,) /(96 L), j = 1,2,...,k. Tada, za
to = t, iz relacija (2.32) i (2.33) sledi da je

Sto je trebalo dokazati.

Evidentno je da se razlika kontrolnih procesa z.(t) i z(t) povecava kada se sma-
njuju ko i B. Imajuéi u vidu da su ovi zahtevi u medusobnoj kontradikciji, potrebno
je optimalno odrediti kg i 8 u konkretnoj situaciji, u cilju maksimizacije veli¢ine
bliskosti. Osim toga, za dopustivu vrednost 7 > 0, numericki se moze odrediti kg i
o < 6 tako da je
ké V(T — 1, 6)

Gy —2-4p-1G51LE 5

d(e) <. (2.40)
Prethodna teorijska razmatranja ilustruje slede¢i primer.
Primer 2.1.1 ResSenje skalarne perturbovane BSDJ
2 se
+
|y (s)] + |z (s)[ + 2

yo(t) = & - / Vo5 4e(s) ds (2.41)

- /t 2(s) + e+1In (e + |y5(s)|)] dW(s), tel0,1],

se moze uporediti sa reSenjem odgovarajuce neperturbovane jednacine

W):g—/t \/my(s)ds—/t Hs)dW(s), tel01].  (242)

Funkcije
2 Fe €

alt,y, z,6) = —— tye)= —————
(ty ) ly| + |2| + 2 Bt y.e) e+ In(e +|y|)

se smatraju aditivnim perturbacijama, dok za finalne uslove & i £ vazi relacija
1
gs = 5 +e -
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Poznato je da u opstem slucaju BSDJ nisu eksplicitno resive, ¢ak je i numericki
tesko odrediti njihovo resenje. Medutim, neperturbovana jednacina (2.42) je pose-
ban slucaj slede¢e BSDJ,

1 1
a®) =€~ [ S ds— [ W),
koju je moguée numericki resiti postupkom opisanim u radu [87], dok se ovaj po-
stupak ne moze primeniti na jednacinu (2.41). Ova ¢injenica je dodatno opravdanje
za uporedivanje resenja perturbovane jednac¢ine (2.41) i neperturbovane jednacine
(2.42), u smislu prethodne diskusije.

U cilju uporedivanja resenja u smislu ¢etvrtog momenta, pretpostavlja se da je
¢etvrti moment finalnog uslova neperturbovane BSDJ konacan, E|¢|? < co. Takode,
nije tesko proveriti da koeficijenti jednacina (2.41) i (2.42) zadovoljavaju Lipschit-
zove uslove (2.4) i (2.5) za L = 11 da su zadovoljeni ostali uslovi Teoreme 2.1.1, koji
garantuju egzistenciju i jedinstvenost resenja, kao i da je E|y.(t)|* < oo, Ely(t)|* <
00 za svako t € [0,T] 1 B [) |y (t)[?|2(t)[?dt < oo, E [} [y(t)]?|2(t)[2dt < oo

Kako je

Primenom Teoreme 2.1.3 sledi

1 2
sup Ely.(t) —yt)[* =0, E (/ |z-(s) — z(s)]st) — 0 kada ¢ — 0.
0

te(0,1]

Za zadato n > 0, odredimo ? interval [t, 7] na kome su resenja y.(t) i y(t) bliska
u L*-smislu pri ¢emu je razlika reSenja manja od 7. Na primer, za n = 1077 iz
(2.38) je g2 = 5.62373 - 107°.
Kako je 6 = 0.00451055, fiksirajmo, na primer, ¢ = 107° < &9, 7 = 1073 i
[ = 4.1, odakle mozemo izracunati da je
£, =221258 1077, £=0.694114, ko=617, &y = 0.000496.
Zal=>5je
£1=7.58-10"% £ =0.743488, ko= 1761, &y = 0.0001457,

odnosno, resenja (ye,(t), 2., (t)) 1 (y(t),z(t)) su bliska na intervalu [¢,1], u smislu
bliskosti date sa (2.35).
Sa opadanjem [ i g¢, interval [t, 1] se povecava, $to je ilustrovano na Slici 2.1,
kao i slede¢im numerickim vrednostima: Ako je g = 107% i 77 = 1073, onda je
l=41= & =221258-107", t=0.274776, k =599, &, = 0.001212,
=5 = ¢ =7,58-107%, t =0.391958, k = 1757, dy = 0.000346.

2Sva izracunavanja su dobijena primenom standardnog programa MATHEMATICA.
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Slika 2.1: Zavisnost vrednosti ¢ u odnosu na &g i .

2.2 Veza izmedu resenja backward
stohastickih Volterra integralnih jednacina

Tema ovog poglavlja su backward stohasticke Volterra integralne jednacine, krace
BSVIJ, (eng. backward stochastic Volterra integral equations). Osim osnovnog
tipa BSDJ koji je uveden u prethodnom poglavlju, mnogi autori su uvodili nove,
modifikovane tipove ovih jednac¢ina. Lin [84] je uveo odredenu klasu BSVIJ oblika

y(t) + / F(t,5,9(s), 2(t, 5)) ds + / [9(t, 5,9(s)) + =(t, )] AW (s) = £, € [0,7],

(2.43)
gde je W standardno Brownovo kretanje, £ je finani uslov, f i ¢ su odgovarajuci
koeficienti drifta i difuzije, y(s) je proces stanja sistema i z(¢,s) je kontrolni pro-
ces. Bitna razlika ovih jednacina i osnovnog tipa BSDJ razmatranog u prethodnom
poglavlju je sto su koeficijenti drifta i difuzije, kao i kontrolni proces z, zavisni od
dva vremenska trenutka koja su razli¢ita medu sobom. Lin je proucavao problem
egzistencije i jedinstvenosti adaptiranog resenja uz pretpostavku da koeficijenti f i
g ispunjavaju globalni Lipschitzov uslov. Aman i N’zi su u radu [1] oslabili uslove
za koeficijent drifta od globalnog Lipschitzovog uslova na lokalni Lipschitzov uslov,
dok su Wang i Zhang u [129] diskutovali jednacinu (2.43) pod uslovom da su zado-
voljeni neki nelipsicovski integralni uslovi. Kasnije je Yong [133, 134] prosirio klasu
BSVI1J na opstu BSV1J i opravdao njihovu primenu u nekim problemima stohasticke
kontrole, finansijama i menadzmentu (kontroli) rizika.

Anh and Yong su u [6] proucavali BSVIJ u Hilbertovim prostorima, dok je
Ren [121] znacajno prosirio prethodne rezultate na klasu BSVIJ sa Poissonovim
skokovima u Hilbertovim prostorima.

Neophodno je istaé¢i da je u svim prethodno navedenim radovima [6, 121, 133,
134], kao i u mnogim drugim radovima koji se odnose na BSVILJ, posmatrana
BSV1J jednostavnog oblika, koja za koficijent difuzije ima ftT z(t, s) dW(s) umesto
slozenijeg izraza ftT lg(t,s,y(s)) + z(t, s)] dW (s). Logi¢no je bilo napraviti pomak i
prosiriti rezultate na BSVIJ opstijeg oblika.

U nastavku ¢e biti predstavljeni originalni rezultati na ovu temu sadrzani u radu
[26], predatog za stampu. Glavna ideja je dokazati da se resenje BSVIJ (2.43) moze
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izraziti u terminima resenja jednacine

y(t) +/t ft,s,9(s),2(t,s)) ds —i—/t Z(t,s)dW(s) =&, te€[0,T], (2.44)

gde je f(t,s,y,2) := f(t,s,y,2—g(t, s,y)). Glavna motivacija potice iz koautorskog
rada [62] u kome je, pored ostalog, slican problem razmatran za backward doubly
stohasticke diferenijalne jednacine, o kojima e biti rec¢i u sledec¢oj glavi. Naime,
jednacina (2.43) se moze posmatrati kao tip aditivno perturbovane jednacine (2.44),
gde je perturbacija upravo funkcija g(¢, s, y(s)) koja se dodatno javlja kod koefici-
jenta difuzije.

Analogni problemi se mogu proucavati na slican na¢in za kompleksnije BSVIJ,
kao sto su neke u prethodno navedenim radovima.

2.2.1 Uvodni pojmovi i poznati rezultati

Pretpostavimo da je {W(t), F;,t € [0,T]} standardno k-dimenzionalno Bro-
wnovo kretanje. Neka je D = {(t,s) € R%;0 <t < s < T} i P o-algebra
Fivs-progresivino meljivih podskupova od ©Q x D. Zatim, M?([t,T];R?) (resp.
M?2(D; R¥*)) je skup procesa ¢ iz prostora R? (respektivno R¥*), za koje vazi:

(i) proces ¢ je kvadratno-integrabilan na 2 x D u odnosu na P @ A @ A, gde A
oznacava Lebesgueovu meru na [0, 71,

(i) p(t) je Frvs-progresivno merljiv proces.

Pre navodenja postoje¢ih, kao i novih rezultata, uvode se sledece pretpostavke:
(Hy) Za koeficijente drifta i difuzije f, g i za finalni uslov £ vazi:

(i) €€ L*(Q,Fr,P;RY);

(1) Funkcija f : Q@ x D x REx R** — RY je P ® By @ Byxr/Bg-merljiva, a funkcija
g: Q2 x D xRE— R je P @ By/Baxr-merljiva;

(”Z> f(? Y 07 O) S M2<,Da Rd)7 9(7 ) 0) S MQ(D7 Rka)’
(Hy) Funkcije f i g zadovoljavaju globalni Lipshitzov uslov, tj. postoji konstanta
k > 0, takva da je za svako (t,s,v, 2), (t,s,y,2') € Q x D x R? x R,

’f(t7 S, Y, Z) - f(ta Svyla Z/)|2 S k(’y - y/‘Z + HZ - Z/H2) S'i'7 (245)
lg(t,s,y) — g(t, s, ¥)||> < kly—1y] s.i (2.46)

Bitno je ista¢i da hipoteze (H;) i (Ha) impliciraju da je f(-,-,y(-),2(-)) €
M2(D;RY ig(-, -, y(+)) € M?(D;RY*) zasvakoy € M2([t, T|;RY), z € M?(D; R¥*F),

Sledeca definicija je navedena u radu [1].

Definicija 2.2.1 Resenje jednacine (2.43) je uredeni par Fy,s-adaptiranih procesa
{(y(s), 2(t,s)),(t,s) € D} sa vrednostima u M>*([t, T];R?) x M?*(D;R¥>*), koji
zadovoljava jednacinu (2.43) skoro izvesno.
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Lin je u radu [84] dokazao osnovnu teoremu egzistencije i jedinstvenosti resenja
jednacine (2.43):

Teorema 2.2.1 (Lin [84]) Neka su zadovoljene pretpostavke (Hy) i (Hz). Tada
postoji skoro izvesno jedinstveno odredeni par procesa {(y(s), z(t,s)), (t,s) € D} €
M2([0, T]; RY) x M?(D; Rk), koji zadovoljava jednacinu (2.43).

Primetimo da se formula Itda (Teorema 1.3.4) ili njen integralni oblik (2.3) za
backward jednacine, ne mogu primeniti na BSVILJ. Problem je u zavisnosti koefi-
cijenata od dva vremenska trenutka s i t. Medutim, Lin je u [84] izveo relaciju za
BSV1J, koja ¢e se koristiti u dokazivanju glavnih rezultata. Ovde se navodi samo
jedna njena verzija.

Lema 2.2.1 (Lin [84]) Neka je € € L*(Q, Fr,P;RY), procesi f(-, -, x(-),z(-,-)) €
M2(D;RY), g(-,-,y(-)) € M?(D;R¥™*) i neka par procesa {(y(s), z(t,s)), (t,s) €
D} € M2([t, T]; R?) x M?(D; R¥>*) zadovoljava jednacinu (2.43). Tada je,

E|y(t)|2+E/ lg(t, 5,5(s)) + 2(t, 5)||* ds (2.47)

t

— Bl¢f - 2E / yT(s) [t 5,4(s)2(t, 5)) ds — 2 / ST 5 y(s)z (1, 5))
< [ / (s (), 2(5,w)) — F(E w,y(u), 2(t, )] du] ds.

Vel je ranije istaknuto da su Linov rad [84] uopstili Aman i N'zi [1] uz pret-
postavku da koeficijent drifta umesto globalnog, ispunjava lokalni Lipshitzov uslov.
Preciznije, uvodi se sledeca hipoteza za koeficijente f i g:

(Hs) (i) Postoje konstante K > 010 < a < 1 takve da je za svako (t,s) € D,
v,y € RY, 2 € RIXK

|f(t7 87 y’ z)|

||g<t7 S, y) - g(tv S, y/)H

K@+ |yl +1=[D%, s

<
< Kly—19] si

(ii) Za svako N € N, postoji konstanta Ly > 0 takva da je, za svako (¢, s) €
D, lyl <N Y| <N, zz2 € R,
[f(t,s,y,2) = f(t, 5,9, 2)| < Lnly — /| + K|z = 2| s.i. (2.48)
Pri uslovu (Hs), Aman i N'zi su u [1] dokazali slede¢u lemu i teoremu.

Lema 2.2.2 (Aman, N’zi [1]) Neka proces f zadovoljava hipoteze (Hy) i (Hg).
Tada, postoji niz procesa {fn}n>1 takvih da za svako n > 1, f, je P X By ®
Bixk/Ba merljiva funkcija koja zadovoljava Lipschitzov uslov i hipotezu (Hg). Pri-
tom, on(fn — f) = 0, kada n — oo za svako fiksirano N, gde je

QN(f)ZE(/D sup sup ]f(t,s,y,z)\zdtds> .

ly|<N zeRdxk
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Teorema 2.2.2 (Aman, N’zi [1]) Neka su ispunjene hipoteze (Hy) i (Hg). Ako
je
exp|(2Ln + 2L%)T)
im =
N—oo (2L + 2L3 ) N2(-2) ’

(2.49)

tada postoji jedinstven par procesa {(y(s),z(t,s)), (t,s) € D} € M?([0,T];RY) x
M?(D; R**) koji zadovoljava jednacinu (2.43) skoro izvesno.

2.2.2 Oblik resenja backward stohastickih Volterra
integralnih jednacina
Uporedo sa jednac¢inom (2.43), posmatra se i jednacina oblika (2.44), odnosno

T T
+ / F(t 5, 5(), 5L 5) — gt 5, 5(5))) ds + / St s)dW(s) = £, te0,T].
t t
(2.50)
Kao sto je ve¢ receno na pocetku ovog poglavlja, pokaza¢emo da se resenje jednacine
(2.43) moze opisati u terminima resenja jednacine (2.50), i obrnuto. Pritom, ako
su ispunjene pretpostavke (Hy) i (Hz), po Teoremi 2.2.1 postoje jedinstvena resenja

{(y(s), (¢, 9)), (£, 5) € D}, {(¥(s), 2(t, 5)), (¢, 5) € D} € M?([0, T]|; RY) x M?*(D; R**F)
jednacina (2.43) i (2.50), respektivno.

Teorema 2.2.3 Neka su za finalni uslov & i funkcije f,qg ispunjene pretpostavke
(L) i (Hy) i neka je {(§(s), 5(t,5)), (t,5) € D} € M(0,T); RY) x M2(D; R*H)
resenje jednacine (2.50). Tada je

{(@(s), 2(t, 5) = g(t, 5,5(5))), (t, 5) € D} € M*([0, T R?) x M*(D;R™)

resenge jednacine (2.43).

Dokaz. Neka je (t,s) € [T —n,T] x [t,T], gde je n € [0, T] neka konstanta. Odu-
zimanjem jednacina (2.43) i (2.50) se dobija

y(t) —y(t) +/t [F(t,s,9(s), 2(t, s) — g(t, 5, 5(s))) — f(t,s,y(s), 2(t, 5))] ds
+/t [2(t,5) — g(t, 5,y(s)) — 2(t, 5)] dW (s) = 0.

Primenom Leme 2.2.1 je

Ely(s) !2+E/ ||2(t,s) — g(t,s,y(s)) — 2(t,s)||* ds
= —QE/t [5(t) =y [f(t,5,5(s), 2(t, 5) = g(t, 5,5(s))) = f(t,5,5(s), 2(t, )] ds
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X |:/s [f(s,u,gj(u), 2(87u> - g(s,u,gj(u))) - f(s,u,y(u),z(s,u))

—f(tu, y(u), 2(t,u) — g(t,u, y(u))) + f(t u,y(u), 2(t,u)] du| ds
= Ji(t) + Ja(t),

gde su Ji(t) i Jo(t) odgovarajudi integrali. Kako je
T
B [ 12(t5) ~ glt.s.9(9) - o(t9)]Pds
t
T
=8 [ att.) = g(t.5.5(5)) ~ a(t.9)] s
t
T
4B [ 1lg(t.5,905)) = gt ()| ds -+ o),
t
gde je
T
J3(t) = 2E/ tracelg(t,s,5(s)) — g(t, s,y(s)]" [2(t, 5) — g(t, 5,5(s)) — 2(t, 5)] ds,
t
iz poslednje dve jednakosti je

Elgt) — yt |2+E/ [2(t,5) — g(t.5,5(s)) — 2(t,9)|Pds  (2.51)
< Ji(t) + Ja(t) + J5(t).

Primenom hipoteze (Hsz), za proizvoljne konstante €1, £9,e3 > 0 sledi
T
Bit) ki [ lols) (o) ds (252)
t
T
= [ 11 5) — glt.5.905)) — =(0.9)] s,
t

W< (art)e /ry ()2 ds (2.53)

2 E/\pts ot 5,5(s)) — =(t, )| |2 ds,

Bt) < ea®)+ 2B [ lo(s) = (o) ds (250

4+ 5 E/\pts ot 5,5(s)) — 2(t, )| |2 ds,
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2
gde je Jy(t Eft fs w, g(u), -+ f(t,u,y(u), 2(t,u)] du| ds. Lako se za-

kljucuje da je

T T
Tu(t) < 4kE/ (T - s)/ 15(u) — y(w)[? duds (2.55)
' T ’ T
2B [T =) [ et~ glow o) - (s,0)| P duds
tT ST
+2E [ (=) [ fattn) - ot o) - (60| duds
t s
Primenom parcijalne integracije je

/ —3/ |y(u u)|? du ds < /\ (5)|* ds.

Isti postupak se primenjuje i na treé¢i ¢lan nejednakosti (2.55). Zamenom ovih ocena
u Jy(t), nalazimo da je

Bt < 2T =07 B [ 13(s) — (o) ds
+2k(T —t) E/t / 12(s,u) — g(s,u,7(w)) — 2(s,u)||* duds
+ k(T —t)? E/t 12(t, 5) — g(t,s,5(s)) — 2(t,s)||* ds.

Poslednja ocena zajedno sa ocenama (2.51)—(2.54) implicira

Ely(t) — y(®)?

kooko1 N [ s . 2
+(1-S-=Z-=- kea(T = 12)E [ 2(L,9) = g(t,5,5(5) — =(t, )| ds
&1 €9 £3
Ek
< (61+ +—- +k‘53+2k52 / 5(s) — y(s)|*ds
+2keo (T / / [12(s,u) — g(s,u, y(u)) — 2(s,u)||* duds.

Konkretno, neka je €y = e9 = 8k, g3 = 4. Tada je o := 1 —k/e; — k/eg — 1/e3 —
keo(T — )2 = 1/2 — 8k*(T — t)%. Pretpostavimo da je (t,s) € [T —n,T] x [t,T),
gde je 0 < n < min{T,1/4k}. Ako je T < 1/4k, tada je o > 0; suprotno, ako je
T > 1/4k i ako je, na primer, n = 1/8k, tada je a > 1/2 — 8k*p> = 3/4 > 0. Za
svako t € [T'—n, T}, u oba slucaja je

mmw—ymP+aE1Wuw@—gaﬁw@»—aaﬁww

Sﬁ/t {Ely(S)—y(S)IQdSﬂLaE/ 12(s,u) — g(s,u,5(w)) — z(s, w)|[*du | ds,
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gde je 0 neka generisana pozitivna konstanta. Primenom Gronwallove nejednakosti
zakljucujemo da je

Ely(t) —y(®)* + OéE/t 12(t,5) — g(t, 5, 5(s)) — =(t,5)|[" ds = 0.
Prema tome y(t) = g(t) si. zasvako t € [T —n,T]1 2(t,s) = Z(t,s) — g(t,s,7(s))
s.i. za svako (t,s) € [T —n,T] x [t,T].

Ponavljanjem prethodno opisane procedure, dokazuje se da je y(t) = 3(t) skoro
izvesno za svako t € [T —2n,T —n| i z(t,s) = Z(t,s) — g(t,s,y(s)) skoro izvesno
za svako (t,s) € [T —2n,T —n] x [t,T — n]. Dokaz teoreme je sada jednostavno
izvesti nastavljajuci prethodni postupak potreban broj puta, sve dok se ne pokrije
segment [0,7]. &

U nastavku je data veza resenja jednacina (2.43) i (2.50) uz oslabljene uslove
za koeficijent drifta, odnosno zahteva se da funkcija f ispunjava lokalni Lipschitzov
uslov, umesto globalnog Lipschitzovog uslova.

Pre nego sto bude iskazan glavni rezultat ovog poglavlja, podsetimo da je pod
pretpostavkama (Hy) i (Hs), Teoremom 2.2.2 garantovana egzistencija i jedinstve-
nost resenja jednacine (2.43). Dokaz ove teoreme se moze naéi u radu [84] i za-

sniva se na uvodenju niza {(y,(s), z.(t,5)), (t,s) € D},n € N} iz M?([0,T]; RY) x
M2(D; R gde je za svako n € N, {(yn(s), za(t, 5)), (¢, 5) € D} reSenje jednacine

un(t)+ /t Lot 5. 9n(5), 2 (L, 8)) ds-+ /t [g(t, 5, yn(5)) 420 (£, 5)] AW (s) = €. (2.56)

Niz {f.}n>1 je u relaciji sa funkcijom f koja je iskazana Lemom 2.2.2. U dokazu
Teoreme 2.2.2 je pokazano da za svako (¢,s) € D,

2 2
Yn (1) ELIN y(t), zn(t,s) M z(t,s), n— o0,

gde je {(y(s), 2(t, 8)), (t,s) € D} jedinstveno resenje jednacine (2.43).

Slede¢om teoremom je data veza izmedu resenja jednacina (2.43) i (2.50), pri
¢emu koeficijent drifta zadovoljava hipotezu (Hg) umesto (Ha).

Teorema 2.2.4 Neka vaze hipoteze (Hy) i (Hs) i neka je {(y(s), z2(t, s)), (t,s) €
D} € M?([0,T]; RY) x M?(D; R¥**) jedinstveno resenje jednacine (2.50). Tada je

{(9(s), 2(t,5) — g(t, 5,5(5))), (t, s) € D} € M*([0, T|; RY) x M*(D;R™F)
jedinstveno resenje jednacine (2.43).

Dokaz. Uporedo sa jednac¢inom (2.56) posmatra se i jednacina

yn(t)—l—/t fult, s,Un(s), Zn(t, s) — g(t, s,yn(s)))ds—l—/t Zo(t,8) dW(s) = €. (2.57)

Oznacimo

~ ~

fn(t757y72> = fn(tv $,Y,2 — g<t757y>>7 (tv 873/72) = f(tv $,Y, 2 — g(tv S7y))
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za svako (t,s) € D, (x,z) € RIxR>*, Evidentno, ﬁL ispunjava globalni Lipschitzov
uslov (2.45) kao kompozicija funkcija f,, i g koje su obe Lipschitzove. Teorema 2.2.3
daje vezu izmedu resenja {(y,(s), zn(t, s)), (t,s) € D} i {(gn(s), 2u(t, 5)), (t,s) € D}
jednacina (2.56) (2.57), respektivno, na sledeéi nacin,

Yn(t) = gn(t) si.,  zu(t,s) = Z,(t,s) — g(t, s, Tn(s)) s (2.58)

Sa druge strane, lako se proverava da je hipoteza (Hg) ispunjena za f Primenom
Leme 2.2.2; za svako fiksirano N € N sledi da gon(f, — f) — 0 kada n — oo, i da
QN(]/C;L — J?) — 0 kada n — oco. Uslov (2.49) je takode ispunjen sa Ly = (1 + K)Ly
umesto Ly. Iz ovoga sledi da za svako (t,s) € D,

In() 25 (), Ea(ts) 25 2t s), n— oo,

gde je {(y(s), z(t,s)), (t,s) € D} resenje jednacine (2.50). Imajuéi u vidu (2.58),
sledi da je y(t) = y(t) skoro izvesno i z(t,s) = z(t,s) — g(t, s,y(s)) skoro izvesno,
¢ime je dokaz teoreme zavrsen.

Na ovaj nacin je data veza kojom se reSenje nehomogene (2.43), koja se moze
smatrati perturbovnom jednacinom, bez njenog reSavanja izrazava pomocu resenja
homogene, neperturbovane jednacine (2.44).
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Glava 3

Nehomogene backward doubly
stohasticke diferencijalne
jednacine

U ovoj glavi je wvedena nova klasa jednacina — nehomogenih backward doubly
stohastickih diferencijalnih jednacina, sa funkcijom dodatom kontrolnom procesu u
forward stohastickom integralu Itoa, koja se moZe tretirati kao perturbacija. Po-
stavljene su i dokazane teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja i data je veza
1zmedu resenja ove jednacine i pridruZene jednacine sa neperturbovanim koeficijen-
tom uz forward stohasticki integral. Problem je resavan kada koeficijenti jednacina
zadovoljavaju Lipschitzove uslove, kao i nelipSicovske integralne uslove. Dokazane
su 1 teoreme uporedivangja resenja u oba slucaja i veza reSenja backward doubly sto-
hastickih diferencijalnih jednacina sa resenjem pridruZene kvazilinearne stohasticke
parcijalne diferencijalne jednacine, tj. jedan oblik Feynman-Kac formule. Ova glava
u potpunosti sadrzi nove rezultate.

3.1 Egzistencija i jedinstvenost reSenja

Pardoux je osamdesetih godina proslog veka u radovima [105, 106] izveo pro-
babilisticki oblik resenja linearnih stohastickih paraboli¢nih parcijalnih diferenci-
jalnih jednacina, ¢ime je uopstio klasiécnu Feynman-Kac formulu (videti [82, 103,
123]). Desetak godina kasnije, Pardoux i Peng su drugacijim pristupom u nizu
radova [108, 112, 113, 115, 116], opisali vezu izmedu resenja odredene klase sto-
hastickih kvazilinearnih paraboli¢nih parcijalnih diferencijalnih jednacina i resenja
backward stohastickih diferencijalnih jednacina i time generalizovali prethodno iz-
vedenu Feynman-Kac formulu. Kombinujuéi ova dva pristupa, Pardoux i Peng su
u radu [110] uveli novu klasu backward stohastickih diferencijalnih jednacina — bac-
kward doubly stohasticke diferencijalne jednacine, kraée BDSDJ (eng. backward
doubly stohastic differential equations). U istom radu su pod odredenim uslo-
vima izveli vezu izmedu resenja ovih jednacina i reSenja odredene klase stohastickih
kvazilinearnih parcijalnih diferencijalnih jednac¢ina (kra¢e SPDJ), i time posredno
dokazali egzistenciju i jedinstvenost resenja te klase jednacina.

47
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Zat € [0,T], BDSDJ je oblika

y(t) =§+/t f(S,y(S),Z(S))dSwL/t g(s,y(S%Z(S))dB(S)—/t z(s)dW(s), (3.1)

gde je integral u odnosu na Brownovo kretanje B(t) "backward” It6 integral, dok
je integral u odnosu na Brownovo kretanje W (t) standardni forward Ito integral.
Oba integrala su tipa Ito-Skorohodovog integrala (videti Nualart, Pardoux [98]).
Resenje je uredeni par procesa (y(t),z(t)) adaptiranih u odnosu na proslost Bro-
wnovih kretanja.

Pardoux and Peng su u radu [110] dokazali teoremu egzistencije i jedinstvenosti
resenja jednacine (3.1) pod pretpostavkom da koeficijenti drifta i difuzije, f 1 g,
zadovoljavaju uniformni Lipschitzov uslov i da je finalni uslov ¢ kvadratno integra-
bilna slucajna promenljiva. Od tada, mnogi autori su pokusavali da oslabe uslove
za funkcije f 1 ¢ ida time uopste u nekom smislu jednacinu (3.1), kao na primer, Lin
[85], Aman [4], Aman, Owo [5], N’zi, Owo [101, 102], Boufoussi, Casteren, Mrhardy
[18], Ren, Lin, Hu [120], Hu, Lin, Ren [53].

Zbog znacajne primene BSDJ u ekonomiji i finansijama, pre svega zbog bari-
jernih opcija, mnogi autori su istrazivali svojstva BDSDJ sa barijerom (videti El
Karoui [70], Bahlali, Hassani, Mansouri [12], Shi, Gu [124], Ren [122] itd.). Osim
toga, u poslednje vreme se razvija efikasan aparat za BDSDJ — teorija vezana za
teoreme uporedivanja resenja ovih jednacina (videti Lin [85], Shi, Gu, Liu [125],
El Otmani, Mrhardy [100]). Ove teoreme uporedivanja, preko Feynman-Kac for-
mule, znacajne su i u uporedivanju resSenja nekih tipova stohastickih parcijalnih
diferncijalnih jednacina.

Svi prethodno navedeni radovi razmatraju BDSDJ jednacine koje uz forward
integral imaju samo proces z, tj. koje sadrze integral ftT z(s) dW(s). Novi rezultati
u ovoj disertacji sadrze forward integral opstijeg oblika i objavljeni su u radu [62],
S. Jankovié¢, J. Dordevi¢, M. Jovanovi¢, On a class of backward doubly stochastic
differential equations, Applied Mathematics and Computation, 217 (2011), 8754-
8764. Glavna tema ovog rada je prosirenje postojec¢ih rezultata teorije BDSDJ
na Siru klasu ovih jednacina, odnosno, analiza reSenja BDSDJ kod kojih se uvodi
funkcija h koja zavisi od procesa stanja y u forward integralu. Preciznije, razmatra
se jednacina

Y(t)=¢+ t f(s,Y(s),Z(s))ds—l—/t 9(s,Y(s),Z(s))dB(s)

_ / (s, Y (s)) + Z(s)]dW(s), te€[0,T]. (3.2)

t

Glavni rezultat je veza kojom se resenje jednacine (3.2) moze izraziti u terminima
reSenja jednacine

yit) =&+ | f(s,y(S),Z(S)—h(87y(8)))d8+/t 9(s,y(s), 2(s) — h(s,y(s))) dB(s)

- / o(s) AW (s), te0,T]. (3.3)

t
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koja je u stvari tip jednacine (3.1). Time se posredno dokazuju egzistencija i jedin-
stvenost resenja jednacine oblika (3.2).

Jednacina (3.2) se moze posmatrati kao tip aditivno perturbovane BDSDJ, gde
su sve perturbacije jednake nuli, sem one uz forward integral. Perturbacija uz
forward integral je upravo funkcija h. Jednacina (3.2) se naziva nehomogenom
BDSDJ, dok je (3.3) njena odgovarajuéa homogena jednac¢ina. Na osnovu rezultata
za homogeni tip jednacine, u esencijalnom radu [110] Pardouxa i Penga su date
ocene momenata resenja, dokazane su teoreme uporedivanja reSenja i data je veza
resenja jednacine (3.2) sa reSenjem odgovarajuceg sistema kvazilinearne SPDJ. U
ovom delu disertacije su, pored ostalog, svi rezultati rada [110] prosireni na klasu
nehomogenih BDSDJ. Naglasimo da su sva ova prosirenja izvedena potpuno novom
tehnikom u odnosu na onu iz rada [110], te time ne predstavljaju samo formalno
prosirenje rezultata ovog rada.

3.1.1 Teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja BDSDJ
— Lipshitzov uslov

Do kraja ove glave, sve slucajne promenljive i slucajni procesi su definisani na
prostoru verovatnoca (€, F, P) i [0,T] je proizvoljan fiksiran vremenski interval.
Pretpostavlja se da su {W(t),t € [0,T]} i {B(t),t € [0,T]} dva nezavisna stan-
dardna Brownova kretanja sa vrednostima u R? i R!, respektivno.

Za svako t € [0, 7], definiSe se

Foi= FUV Fl,

pri cemu je za proces 1, Foy = o{n, —ns, 7 € [5,t]} VN i F = F{,, gde je N skup
svih elemenata iz F verovatnoée nula. Kako su {FV,t € [0,T]} i {F/;,t € [0,T]}
rastuca i opadajuca filtracija, respektivno, familija {F;,¢ € [0, T]} nije ni rastuéa ni
opadajuca, pa samim tim ne predstavlja filtraciju.

Neka je M?([0, T]; R™) skup stohastickih procesa! iz R™ za koje vazi:
(i) i je Fr-merljiv proces za skoro svako t € [0, T7;

(i) |lellme = E [ [pe]? dt < oo.

Uocimo da je skup stohastickih procesa M?([0, T); R™) drugaciji od M?([0, T]; R™)
definisanog u Poglavlju 2, jer {F;,t € [0,T]} u ovom slucaju nije filtracija.

Slicno, sa S?([0,T],R") je oznacen skup neprekidnih stohastickih procesa sa
vrednostima u R", za koje vazi:

(i) ¢ je F-merljiv proces za svako ¢ € [0,T7;

(i) ||¢lls2 = Esupyepopy [oe]* < o0

Kao za BSDJ, uvodi se definicija resenja BDSDJ.

!Elementi ovog skupa su dP x dt jednaki skoro svuda.
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Definicija 3.1.1 Resenje jednacine (3.2) je par procesa (Y, Z) = {(y(t), 2(t)),t €
0, 7]} € S*([0, T]; R¥) x M?2([0, T]; R**?) sa vrednostima u R* x R¥*4 koji zado-

voljava jednacinu (3.2) skoro izvesno.

Definicija 3.1.2 Resenje {(y(t),2(t)),t € [0,T]} jednacine (3.2) je jedinstveno,
ako za svako drugo regenje {Y( ), Z(t)),t € [0,T)} vazi da je P{Y(t) = Y(t), t €
0,71} =14 E [ |2(t) = Z(1)|[*dt = 0.

U daljem radu ¢e vise puta biti primenjena prosirena formula Itoa. Nemoguénost
primene prethodne verzije formule Itoa, Teoreme 1.3.4, je zbog prisustva backward
integrala u jednac¢inama (3.1) i (3.2).

Lema 3.1.1 (Pardoux, Peng [110]) Neka su procesi o € S*([0,T];R*¥), 8 €
MZ([0,T);RF), v € M%([0,T);R**Y), 6 € M2([0, T]; R¥*9) takvi da je

+ /Otﬁ(s)ds + /Ot’y(s) dB(s) + /Oté(s) dW(s), te€]l0,T].

t

a(®) = [a(0)] + 2 / o7 (5)B(s) ds + 2 / o (s)(s) dB(s)

2 / o (5)6(s) AWV (s) — / Iy (s)12ds + / 16(5)| 2 ds.

U opstem slucaju, za funkciju ® € C*(R¥) je

Tada je

o(a(t)) =¢(a(0))+/ " (a(s))B(s) ds+/0 ®" (a(s))(s) dB(s)

0

+/0 dT(a(s))d(s) dW(s)—%/o trace[®" (a(s))y(s)y ()] ds
+%/0 trace[®” (a(s))d(s)6" (s)] ds.

Uvode se sledece hipoteze, od kojih se druga odnosi na Lipschitzov uslov.

(Hp) Za finalni uslov i funkcije f, g i h vazi:

(i) &€ L*(Q, Fr, P;R*);

(id) f:Qx[0,T] x RF x R4 5 RF ¢:Q x [0,T] x RF x R¥>*d — RF*L
h:Qx[0,T] x RF — R¥*4 su merljive funkcije;

(#1i) f(y,2) € M*([0,T];RY), g(-,y,2) € M>([0, T|; R,
h(-,y) € M2([0,T]; R¥*?) za svako (y, z) € RF x RF*4,

(H,) Za funkcije f, g i h koje zadovoljavaju hipotezu (Hg), postoje konstante K > 0
i 0 < a <1 takve da je za svako (w,t) € Q x [0,T] i (y1,21), (Y2, 22) € R¥ x R*¥*4,
|f(t 1, 21) — f(E 92, 22)‘2 < K(]yl - y2|2 + ||z — 22H2)7
||g(t)y17 Zl) - g(t7y27 32)“2 < K|y1 - y2|2 + Oé||21 - Z2||27
17t 1) = Bt y2)|I* < Ky — wol .



3.1 Egzistencija i jedinstvenost resenja 51

Analiza jednacine (3.2) je bazirana na sledeéem tvrdenju koje se odnosi na
jednacinu (3.1).

Propozicija 3.1.1 (Pardoux, Peng [110]) Neka vaZe pretpostavke (Hg) i (Hy)
za €, f i g. Tada jednacina (3.1) ima jedinstveno resenje (y,z) € S([0, T]; R¥) x
M2([0, T]; RM4).

Dokaz Propozicije 3.1.1 se zasniva na iterativnom nizu: Neka je y°(t) = 0,2°(¢) =
0. Za dato {(y""'(t),z""'(t)),t € [0,T]}, par procesa {(y"(t),2"(t))n=12.,t €
0, T} iz S%([0, T]; R*) x M2([0, T]; R**9) je jedinstveno resenje jednacine

(0 =€+ [ far 0 ) s+ [ gl 6,2 (9) dBG)

t

_ / (s)dW(s), te0,T). (3.4)

t

2 2
Iz dokaza propozicije sledi da y" &, y, 2" ML 2 kada n — o0, odnosno,
T
E sup [y"(0) ~ u(®F >0, B [ [l2"(0) = (0] 0, n s .
t€[0,T] 0

Egzistencija i jedinstvenost resenja {(y"(t),2"(t)),t € [0,7]} jednacine (3.4) se
zasniva na ¢injenici da ona pripada slede¢em tipu BDSDJ,

T T T
vy =¢+ [ fedst [ )b - [ A0 dve), tepT. (35
t t t
za koju su Pardoux i Peng dokazali tvrdenje:

Propozicija 3.1.2 (Pardoux, Peng [110]) Neka je £ € L*(Q, Fr, P;R¥) i neka
su procesi [ € M?([0,T];R¥) i g € M?([0,T];R¥*!).  Tada postoji jedinstveno
odreden par procesa (y,z) € S2([0, T];R¥) x M2([0,T]; R¥*?) koji skoro izvesno
zadovoljava jednacinu (3.5).

Koriste¢i Propoziciju 3.1.2 dobijena je veza pomocu koje se resenje jednacine
(3.2) izrazava u terminima resenja jednacine (3.3). Koristedi ovaj rezultat, dobijene
su i neke ocene momenata i teoreme uporedivanja resenja ovih jednacina, o kojima
¢e biti vise re¢i u narednim poglavljima.

Teorema 3.1.1 Neka je & € L2(Q2, Fr, P;R¥) i neka su procesi f € M2([0, T]; R¥),
g € M2([0,T); R*Y) i h € M?([0, T); R¥*4). Neka je takode {(y(t), 2(t)),t € [0,T]}
resenge jednacine (3.5). Tada je

{(y(®), =(t) = h(1)),t € [0, T]} € S*([0, TI;R¥) x M?([0, T]; R**)

jedinstveno resenje jednacine

V(i) =€+ /t £(s)ds+ /t o(s) dB(s) — /t (h(s)+ Z(s)] dW(s), 1€ [0,T]. (3.6)
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Dokaz. Neka je {(Y(t),Z(t)),t € [0,T]} proizvoljno resenje nehomogene BDSDJ
(3.6) i {(y(t),2(t)),t € [0,T]} resenje homogene BDSDJ (3.5). Oduzimanjem ove
dve jednacine se dobija

Y (t) — y(t) —i—/t [h(s) + Z(s) — z(s)]dW(s) =0 s.i., t €[0,T].
Kako je
E|Y () —y(t)]* + E/t [|h(s) + Z(s) — 2(s)||*ds =0, t€]0,T], (3.7)

to je Y (t) = y(t) skoro izvesno za svako t € [0,7], dok za kontrolne procese iz
EftT [|h(s) + Z(s) — 2(s)||*ds = 0 sledi Z(t) = z(t) — h(t) skoro izvesno, za skoro
svako t € [0, 7.

Jedinstvenost resenja {(y(t), z(t) — h(t)),t € [0,T]} sledi direktno iz jedinstve-
nosti resenja {(y(t), z(t)),t € [0,T]} jednacine (3.5). <

Slede¢om teoremom je dat jedan od glavnih rezultata ovog poglavlja, teorema eg-
zistencije 1 jedinstvenosti resenja jednacine (3.2) i eksplicitna veza resenja jednacina

(3.1) 1 (3.2).

Teorema 3.1.2 Pretpostavimo da za &, f,g i h vaZe hipoteze (Ho) ¢ (Hy) i da je
{(y(t), 2(t)),t € [0,T]} resenje jednacine (3.3). Tada je

{(y(t), 2(t) = n(t,y(1))),t € [0,T]} € S*([0, T|;R*) x M>([0, T]; RM)
jedinstveno resenje jednacine (3.2).

Dokaz. Egzistencija. Iz dokaza Propozicije 3.1.1 sledi da je jedinstveno reSenje
(y(t), z(t)) jednacine (3.3) dobijeno pomoéu iterativnog niza (y"(t), z"(t)), gde je
y"(t)
T
[ H 6 e = by s)) ds (38)
t
T

T

+/t g(S,y”_l(S)&”_l(S)—h(s,y”_l(S)))dB(S)—/t Z"(s)dW (s), t € [0,T],

zan=1,2...,y°(t) = 0,2°(t) = h(t,0). Pritom, y"(¢) <, y(t), 2"(t) M 2(t) kada
n — 0o, za t € [0,T]. Na osnovu Teoreme 3.1.1, za svako n € N postoji jedinstveno
reSenje {(Y™(t), Z"(t)),t € [0,T]} jednacine

T

YU(t) = €+ / F(s, 571 (s), 2" L(s) — h(s, 571 (s))) ds

4 / 9(5,5"1(s), 2" L(s) — h(s,5""1(s))) dB(s)

t

_ /t [h(s, 5™ (s)) + Z2°(s)] dW (s), t € [0, ], (3.9)
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gde je (Y™ (t), Z™(t)) = (y™(t), 2"(t) — h(t,y""1(t))) za t € [0, T], odnosno,

Yo(E) = y"(t) s.i. 7a svako £ € [0,T], E /0 1h(t, 5" 1) + Z7(t) — 2" (8)| 2 dt = 0.

(3.10)
Osim toga,

B[ 1170 = bt () = (s10) = At (0) I
<2E/ 2™ (¢ y|2dt+2KE/ ly" () — y(t)|* dt

n — 0o,

odnosno, 2"(t) — h(t,y™ ' (t)) 25 2(t) — h(t,y(t)) kada n — co za t € [0,T]. Iz
uslova (Hp) i (Hy) za funkciju h je

T T T
E/|mwmmWs2KE/|mmwmnE/|mmmmﬁ<m,
0 0 0

iz Cega sledi da je {h(t,y(t)),t € [0,T]} € M?([0,T]; R**9). Otuda je {(y(t),z(t) —
h(t,y(t))),t € [0,T]} € S*([0, T]; R*) x M?([0, T]; R¥*4). Ostaje da se dokaze da je
ovaj uredeni par resenje jednacine (3.2).

Primenom Lipschitzovog uslova za svako t € [0,T] je

E /t F(s,5" 7 (s), 2" H(s) = h(s,y" ' (s))) ds —/t f(s,y(s), 2(s) = his,y(s))) ds

< TE/t [f(s,9" 7 (5), 2" (s) = hls,y" () = f (s, y(s), 2(s) — (s, y(s)))[* ds

T
STKE/\W*@%—M@P%
t

+TKE/O 227 = h(s,y" 7! (s)) = (2(s) — h(s,y(s)))I* ds

— 0, n —o0.

Sli¢no,

E([ g5, 5" (), 2" (5) — h(s,5""\(s))) dB(s)

2

—/’wsm> () = hls.y() dB(S
—E/ g(s. 571 (5), 27 1(5) — h(s, 571 (5))) — g5, 9(s), 2(5) — (s, y()))][? ds

n — oo,
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Na osnovu (3.10),

2

E / (h(s,y™ " (5)) + Z7(s)] dW (s) — / [h(s,5(5)) + (2(5) — h(s, y(s)))] AW (s)

—E / (5,57 (5)) + Z7(s) — =(s)]| [ ds

< 2E/t 1h(s,y™ () + 2" (s) —Z”(8)||2d8+2E/t 127 (s) = 2(s)[* ds

— 0, n — oo.

Prema tome, za svako t € [0, 7], kada n — oo,

/t F(5, 571 (s), 2 1(s) — h(s,y"(s))) ds > / F(5,9(s), 2(5) — (5, 4(s))) ds,
/t 9(5,5"(s), 2" 1(s) — h(s, 5" (s))) dB(s)
>, / 9(5,4(s), 2(5) — h(s,y(s))) dB(s).

t

/t s,y (s)) — Z°(s)] AW (s) B / (h(s, () — (2(s) — hs,y(s)))] AW (s).

Prelaskom na limes kada n — oo u (3.9), sledi da za (y(t), 2(¢)) skoro izvesno vazi
jednakost

y(t) =&+ | flsy(s) 2(s) = hls,y(s))) ds + /t 9(s,y(s), 2(s) — h(s,y(s))) dB(s)

—/ [1(s,y(s)) + (2(s) = h(s,ys))] dW (s), t € [0,T], (3.11)

t
Sto je i trebalo dokazati.

Jedinstvenost. Uobicajno, jedinstvenost resenja se dokazuje kontradikcijom. Pret-
postavimo da postoje dva resenja {(Y*(t), Z'(t)),t € [0,T]}, i = 1,2 jednacine (3.2).
Iz dokaza egzistencije reSenja sledi da je (Y(t), Z'(t)) = (y'(t), 2'(t) — h(t,y'(t))),
odnosno,

Y(t) = y'(t) s.i. za svako t € [0, 7], E/o [[h(t, y' (1)) + Z'(t) — 2'(t)||* dt = 0,

(3.12)
gde su {(y'(t),2(t)),t € [0,T]}, i = 1,2, resenja jednacine (3.3). Medutim, na
osnovu Propozicije 3.1.1, resenje jednacine (3.3) je jedinstveno, tj. y(t) = y*(t)
skoro izvesno za svako t € [0, T], sto povlaci

Y(t) = Y?(t) s.i. za svako t € [0, 7.
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Iz (3.12) se dobija

B / 12'() — Z2(0) P d
<1 [E [ ey )+ 220 - 2 par

E / Bt (1) + Z3(t) — 2(0)|dt
E / I2(t) — 2(0)|P dt + KB / () — 2O de | =0,

odnosno, jednacina (3.2) ima jedinstveno resenje u smislu Definicije 3.1.2. <

3.1.2 Teoreme egzistencije i jedinstvenosti resenja BDSDJ
— odsustvo Lipshitzovog uslova
Prethodno je pokazano da se resenje jednacine (3.2) moze izraziti pomocu resenja
jednacine (3.1) ako koeficijenti jednacine zadovoljavaju Lipschitzov uslov iz hipoteze
(Hy). U nastavku, koristeé¢i Teoremu 3.1.2, pokazace se da isti zakljucak vazi i pri
opstijim uslovima. Postavka ovog problema je inspirisana radovima [85, 101], u

kojima se razmatra jednac¢ina (3.3) pod uslovom da njeni koeficijenti zadovoljavaju
tzv. nelipsicovski uslov, uveden narednom hipotezom.

(Hs) Za funkcije f, g i h koje zadovoljavaju hipotezu (Hg), postoje konstante C' > 0
i0<a<1takve da je za svako (w,t) € Q x [0,T] i (y1,21), (y2, 20) € R* x RF*d,

|F(t vy, 21) — f(tye, 22)|° < plt, |y — v2]?) + Clz1 — 22| %,
g(t,y1, 21) — g(t,yo, 22)|I° < p(t, lyr — yol?) + |21 — 20|,
[B(t, 1) — h(t,y)|I> < p(t, [yr — v2]?),

pri cemu funkcija p : [0,7] x R — R* zadovoljava sledeée uslove:
— p(t,-) je konkavna neopadajuca funkcija za fiksirano ¢t € [0,7] i p(t,0) = 0;
- fOT p(t,u) dt < oo za fiksirano u;
— za svako M > 0, diferencijalna jednacina

u=—Mp(t,u), u(T)=0
ima jedinstveno resenje u(t) =0, t € [0,7].

Ocigledno, ako je p(t,u) = Cu, onda se nelipsicovski uslov (Hy) svodi na Lipsc-
hitzov uslov (Hy).
U dokazivanju novih rezultata, primenjivace se sledece tvrdenje.

Propozicija 3.1.3 (N’zi, Owo [101]) Ako vaZe hipoteze (Hg) i (Hz2) za &, f i g,
tada jednacina (3.1) ima jedinstveno resenje (y, z) € S([0, T]; R¥) x M2([0, T; R¥*4).
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Dokaz Propozicije 3.1.3 se zasniva na konstrukciji iterativnog niza: 3°(t) =
0,t € [0,T] i par procesa (y",z") € S*([0,T];R*) x M?([0,T]; R**9) je definisan
rekurzivno na sledeé¢i nacin,

T T T
P O=+ [ 166 dst [ gl ) ) dBGs)- [ s ).
t t t
(3.13)
Dokazano je da postoji segment T € [0,7T] takav da su y™ i z" Cauchyjevi nizovi
u S2([T, T); R*) i M2([T, T); R¥*?) respektivno. Zbog toga postoji par procesa
(y,2) € S*([T1, T]; RF) x M?([Ty, T); R¥*4) takav da

s? M?
n n
y" —>y, n — oo, 2=z, n — 00,

i (y,z) je resenje jednacine (3.1) na intervalu [T}, T|. Takode, za svako t € [T1,T] i
n>1,
Ely"(t) — y(O)]* < du-r(t),

gde je {on(t),t € [T1,T],n > 0} nerastudi, rekurzivni niz definisan kao

%@ZM[p@MM&¢m®=M[p@%@M&

gde je M; > 0 generisana konstanta. Osim toga, ¢,(t) — ¢(t) = 0, n — oo,
uniformno na [T, 7]. Kako je ¢(71) = 0, ponavljajudi istu proceduru, zakljucuje
se da postoji konstanta T, € [0, 7] takva da je resenje (y, z) produzeno na interval
[T, T1]. Dokaz egzistencije je kompletiran ¢injenicom da postoji p € N za koje je
T,=0.

Koriste¢i prethodno tvrdenje, dokazuje se egzistencija i jedinstvenost resenja
jednacine (3.2).

Teorema 3.1.3 Neka su zadovoljene hipoteze (Ho) i (Ha) 2za &, f,g i h i neka je
{(y(t), 2(t)),t € [0, T]} resenje jednacine (3.3). Tada je

{(y(1), 2(t) = h(t,y(1))),t € [0, T]} € S*([0, T];RF) x M?([0, T];R*)
jedinstveno resenje jednacine (3.2).
Dokaz. Egzistencija. Kako je jednacina (3.3) istog tipa kao jednacina (3.1), na

osnovu Propozicije 3.1.3 se uvodi iterativni niz za aproksimaciju resSenja jednacine
(3.3): ¥°(t) =0, (y™(t),2™(t)),n = 1,2, ... se definiSe rekurzivno,

y'(t) = €+ t F(s,9"7H(s), 2" (s) — h(s,y" "' (s))) ds (3.14)
+/t g(s,y" " (s),2"(s) — h(s,y" ' (5))) dB(s) —/t Z"(s)dW (s), t € [0,T].

Iz Propozicije 3.1.3 sledi da 3" AN y, 2" M, kadan — 00, gde je {(y(t), 2(t)),t €
(0,7} jedinsteveno resenje jednacine (3.3).
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Nizu homogenih BDSDJ (3.14) je pridruzen niz nehomogenih BDSDJ,

Yo() = € + / F(5,571(s), Z7(s)) ds + / 95,571 (s), Z"(s)) dB(s)
_ /t (s, y""1(s)) + Z"(s)]| AW (s), ¢ € [0, T]. (3.15)

pri cemu je YO(t) = 0. Kako za &, f, g nehomogenog niza jednacina, pa samim
tim i za &, f,¢g homogenog niza jednac¢ina, vazi hipoteza (Hjp), na osnovu Teo-
reme 3.1.2 postoji jedinstveno regenje {(Y™(t), Z"(t)),t € [0,T]} € S*([0,T]; R*) x
M?2([0, T]; R¥*4) jednacina (3.15) za svako n € N, pri ¢emu je veza reSenja homo-
genih (3.14) i nehomogenih jednacina (3.15) izrazena na sledeéi naéin,

(Y™(t), Z"(t)) = (y"(t),2"(t) — h(t,y" (1)), t €[0,T], n=1,2,....

Na osnovu Propozicije 3.1.3 postoji par stohastickih procesa (y, z) € S*([Ty, T]; R¥) x

M?([Ty, T); R¥*?) takav da y" < yiz" M kada n — 00, pri ¢emu je (y, z)
jedinstveno resenje jednacine (3.3) na [71,7].

Iz hipoteze (Hz) za funkciju h i osobina funkcije p(t, -) sledi

B [ 11270 = ity 0) = (0~ Wty Pt (3.16)
<28 [0 -0 a2 [ ot Bl @) P at
2B [0 = 2OIF dt+2 [t 60-aft) d

=28 [ [J2"(0) = 20| de + 7 0nea(T)

T
— 0, n— oo,

odnosno, 2™(t) —h(t,y""1(t)) M z(t)—h(t,y(t)) kada n — oco. Takode, iz hipoteza
(Hp) i (Hz) za funkciju A i osobine funkcije p da je fOT p(t,u) dt < oo za fiksirano u
sledi

T

B [ |Inty)P <28 [ |Intote) - he. 0P+ 2B [ e o)) de

Ty T T

T T
<2 [ ptB sup [y0))de+ 2B [ nce0)| a

T tE[Tl,T] Ty
< o0,
odnosno {h(t,y(t)),t € [T1,T]} € M?([Ty, T); R**4). Koristec¢i poslednju ¢injenicu,

jednostavno se dokazuje da je (y(t), z—h(t, y(t))) resenje jednacine (3.2) na intervalu
[Tb T] .
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Iz hipoteze (Ha) i (3.16), za svako t € [11,T] je

), 2%(s ds—/fsy 2(s) — h(s,y(s)) ds

TTl

9 [ [ ot Bl ) sl s+ OE [ 11206 et0) - h(s,y<s>>>||2ds}
< (T-T)) {% a0+ CB [ 1127(5) (s (5) = (L) - h(s,y<s>>>||2ds]

— 0, n — oo.

Analogno,

2

E/t g(say"l(S%Z”(S))dB(S)—/t 9(s,y(s), 2(s) = h(s,y(s))) dB(s)

< L oua(t) +aB / 12" (s y"N(s)) — (2(5) — h(s, y(s))]2 ds

— 0, n— o0,

2

/ h(s,5" () + 27(s)] AW (s) — / (h(s,5(5)) + () — h(s,y(s))] AW (s)

<2E/ [|h(s,y" " (s)) + Z"(s) — 2" (s )|]2ds+2E/ 12" (s) — z(s)||* ds

n — .

Prelazedi na limes u jednacini (3.15), zakljucuje se da (3.11) vazi skoro izvesno na
[T1, T), odnosno, (y(t), z(t) —h(t,y(t))) je reSenje jednacine (3.2) na [T, T]. Kako je
o(T1) =0, za T € [0, T1] resenje se prosiruje sa [T, T na [T, T] ponovljanjem pret-
hodno opisane procedure. Dokaz egzistencije je kompletiran ¢injenicom da postoji
p € N takvo da je T, = 0.

Jedinstvenost. Neka su {(Y'(t), Z'(t)),t €
(3.2). Prethodno je dokazano da je (Y}, Z;)
odnosno,

[0, ]} = 1,2 dva'reéenja jednacine
= (4 (£), () — h(t, ¥ (1)) 7a t € [0, 7],

Yi(t) = y'(t) s.i. za svako t € [0, 7], E/o [[h(t, y' (1)) + Z'(t) — 2'(t)||* dt = 0,

(3.17)
gde su {(y'(t), 2°(t)),t € [0,T]}, i = 1,2, resenja jednacine (3.3). StaviSe, na osnovu
Propozicije 3.1.1 reSenje jednacine (3.3) je jedinstveno, tj. y'(t) = y*(t) skoro
izvesno za svako t € [0, 7], sto povlaci

Y1(t) = Y?(t) s.i. za svako t € [0, 7.



3.2 LP-momenti resenja 29

Iz (3.17) i ¢injenice da je p(t,0) = 0, sledi

E / 124 () — Z2(0)| 2 dt
<4 [E / Bty (1) + Z2(E) — 2 (1) di+ B / Bt (1)) + Z2(t) — 22(0) | dt
+E/O ||zl(t)—z2(t)||2dt+/0 p(t,0) dt} —0,

¢ime je dokaz zavrsen.

Izraz — ftT h(s,Y (s)) dWs koji figurSe u jednaéini (3.2), moze se smatrati stoha-
stickom perturbacijom u odnosu na pocetnu jednacinu (3.1). Preciznije, Teorema
3.1.1 1 Teorema 3.1.3 pokazuju da ovaj dodatni integral menja jedino generator, od
z(t) na z(t) — h(t,y(t)), dok proces stanja ostaje isti skoro izvesno.

Istaknimo da analogni rezultati vaze i za backward stohasticke diferencijalne
jednacine. Na primer, za resenja {(Y (t), Z(t)),t € [0,T]} i {(y(¢), 2(t)),t € [0,T]}
jednacina

T

Y (t) = f—{—/t f(s,Y(s),Z(s))ds—/t [h(s,Y(s)) + Z(s)]dW(s),t € [0,T], (3.18)
y(t) =¢ +/t f(s,y(s), 2(s) — h(s,y(s))) ds —/t z(s)dW (s),t € [0,T1,

je Y(t) = y(t) skoro izvesno za svako t € [0, T] i E fOT |1 Z: — (2(t) — h(t,y(2)))||* dt =
0, iz ¢ega sledi da je, {(y(t), z(t) — h(t,y(t))),t € [0,T]} resenje jednacine (3.18).
Na ovaj nacin, dokazi egzistencije i jedinstvenosti resenja (videti Mao [89]), kao i
ocene momenata resenja jednacine (3.18), razmatranih u narednom poglavlju, se
mogu znatno uprostiti.

3.2 LP-momenti reSenja

Osim problema egzistencije i jedinstvenosti reSenja, od posebne vaznosti je i
problem ogranicenosti LP-momenta resenja BDSDJ (3.2). Pardoux i Peng su u
radu [110] dokazali ograni¢enost LP-momenta resenja BDSDJ (3.1) ako funkcije

f 1 g zadovoljavaju Lipschitzove uslove iz hipoteze (Hy). Za dokaz tog tvrdenja
neophodno je uvodenje sledece pretpostavke za funkciju g.

A1. Postoji K, tako da je za svako (t,y,2) € [0,T] x RF x RF*4,
gT(ta Yy, 2)g(t,y, Z) < 2Tz + K(Hg(t’ 0, 0)H2 + ‘9’2)1,

pri ¢emu je [ jedinicna matrica reda .
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Teorema 3.2.1 (Pardoux, Peng, [110]) Neka su ispunjeni svu uslovi Propozi-
cije 3.1.1 i pretpostavka A1. Ako jep > 2, £ € LP(Q, Fr,P;R?) i

T
E/ﬂﬂuww+M@awmﬁ<m,
0

tada za resenje {(y(t), z(t)),t € [0,T]} jednacine (3.1) vazi

T 5
E sup |y(t)|]P < o0, FE (/ IEGIE dt) < 00. (3.19)
0<t<T 0
Koristeci prethodno tvrdenje, jednostavno se dokazuje ograni¢enost LP-momenta
resenja jednacine (3.2) pod uslovom da funkcije f, g i h zadovoljavaju Lipschitzove
uslove (Hy).

Teorema 3.2.2 Neka za &, f,g i h vaZe hipoteze (Hg) i (Hy) i pretpostavka A1.
Ako je € € LP(Q, Fr,P;RY) zap > 2 i

T
E/ (LF (£,0,0)[" + [lg (£, 0, 0)|[ + || (2, 0)][") di < o0, (3.20)
0
tada za resenje {(Y (t), Z(t)),t € [0,T]} jednacine (3.2) vazi
T 5
E sup [Y(t)]P <00, FE (/ HZ(t)szt) < 00. (3.21)
0<t<T 0

Dokaz. Posto su isunjeni svi uslovi Teoreme 3.1.2, postoje jedinstvena reSenja

{(y(®),2(t),t € (0,71} i {(y(t),2(t) — h(t,y(t)),t € [0,T]} € S*([0,T];R") x
M?2([0, T]; R¥*4) jednacina (3.1) i (3.2), respektivno, pri éemu je

Y(t) = y(t) s.i. 7a svakot € [0, T, E/O 1h(t y(£)+Z(E)—2(0)|[2 dt = 0. (3.22)

Iz (3.19) i (3.22) sledi
E(sup [Y(1)]") = E( sup [y(t)]") < oo.

0<t<T 0<t<T

Takode, primenom elementarne nejednakosti (1.10), nejednakosti Holdera (1.15) i
(3.22), sledi

E (/OT ||Z(t)||2dt)g (3.23)

T

éﬁE(AHZ®—40+MMMMFﬁ+A\V@Wﬁ

T T 5
o [Cworas [ inc.ora)
0 0

(/OTHZ(t)Hth)ng(KT)g sup |y(t)P + T (/OTHh(t,O)Hp)

2
PP
292

<423:27'F

0<t<T

|
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Iz (3.19), (3.20) i (3.23) je

E(/OTIIZ(wIIth)g <o,

¢ime je dokaz zavrsen.

Ocena LP-momenta reSenja jednacine (3.2) se moze prosiriti i kada se oslabe
uslovi za funkcije f, g i h pomocu jedne verzije ne-LipSicovog uslova. U tom cilju se
uvodi sledec¢a hipoteza.

(Hj3) Za funkcije f, g i h koje zadovoljavaju hipotezu (Hg), postoje konstante C' > 0
10 <a<ltakvedazap > 2izasve (w,t) € Qx[0,T]i (y1,21), (Y2, 22) € RF xRF*4,
vazi

2
p7 (|l — 12") } 4+ Cllzr — 2|,

2
pr(lyr — 12l”) } + allzr — 2o )

2
pr(lyr — y2|p)}»

|f(t,y1,21) — f(t 92, Z2)|2 < min {P(‘?Jl - Z/2‘2),
g(t,y1, 21) — g(t, ya, 20)||* < min {p(ly1 — v2|?),
|A(t, 1) = h(t, y2)|[> < min {p(|y1 — wo*),

gde funkcija p : Rt — R ispunjava sledece uslove:
— p je neprekidna, neopadajuca i konkavna;
—p(O)—in( ) > 0 za svako u > 0;

fO* p(u)

Primetimo da iz hipoteze (Hgs) sledi hipoteza (Hz). Zaista, zbog neprekidnosti
funkicije p Caushyjev problem obi¢ne diferencijalne jednacine

u=-Mp(u), uw(T)=0

je ekvivalentan sa reSavanjem integralne jednacine
=M / ))ds, t €10,T].

Kako je [, %
resenje u = 0, odnosno, da obi¢na diferencijalna jednac¢ina iz hipoteze (Hz) ima
jedinstveno resenje u(t) = 0,¢ € [0,7]. Ovim je dokazano da je klasa funkcija
koje zadovoljavaju hipotezu (Hj) Sira od klase funkcija koje zadovoljavaju hipotezu
(Hsz). Na osnovu Teoreme 3.1.3 sledi da BDSDJ (3.2) ima jedinstveno resenje i u

slucaju kada &, f, g i h zadovoljavaju hipoteze (Hp) i (Hs).

= o0, diferencijalna jednacina v = —M p(u) ima jedinstveno

U nastavku je dokazana ograni¢enost LP-momenta resenja jednacine (3.2) pod
uslovom da funkcije f, g i h zadovoljavaju nelipsicovski uslov (Hg) uz ogranicenje
da je v € (0,1/2(p — 1)).
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Teorema 3.2.3 Neka je za &, f,g,h i p > 2 zadovoljena hipoteza (Hg) za o €
(0,1/2(p — 1)). Ako je & € LP(Q, Fr, P;R?)

T
E [ (0.0 + lg(t.0.0/F + n(t,0)|P)dt <00, (3:20)
0
tada za resenje {(Y(t), Z(t)),t € [0,T]} jednacine (3.2) vazi
T 5
E sup [Y(t)]P <00, FE (/ ||Z(t)||2dt) < 0. (3.25)
0<t<T 0

Dokaz. Kako je, primenom formule Itoa,

Y ()] = [€]” +p/t YV(s)P2(Y)" x f(s,Y(s), Z(s)) ds (3.26)

<5 [ P2l V(). ZG)IF ds

S iy 6 (s, Y (5, ZL6) P ds
[ IV ol Y (9. 2(6) dBC)

B PRI ) + 26 ds

P2 [ @ ) s Y (9) + 2 d
[ WP B Y (5) + 2 W),

to je
EY ()P < E|éP + pE / Y ()P 2(YE)T f(s,Y (s), Z(s)) ds

N plp—1)

B [ WP gl (). 2@ ds
58 [ VP n Y ) + 2 ds

1
= Bl¢P + pI, + p(p2 ), 4 gfg. (3.27)

Za ocenu integrala I, I, I3 se koriste hipoteza (Hz) i elementarne nejednakosti
(1.7), (1.10), (1.11), tj. +£2ab < % + 8%, (a+b)? < 2a*+2b%, a?20* < ’%ap%—%bp.
Za proizvoljnu konstantu ¢; > 0 je

= E/t Y (s)P2(Y9)" f(s,Y (s), Z(5)) ds (3.28)

< LE/t |Y(5)]pds+elE/t 1Y (5)[P72|f(s,Y (s), Z(s)) — f(s,0,0)|* ds

- 261

+61E/ 2| £(5,0,0)2 ds
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< 1lp /r §)Pds + . B / P2 (Y (s)P) ds
261 t

+aCE [ WPz ds [ 00 &
< (211 +M) E/t ¥ (s )]pds+@E/t oY (5)P) ds

p

261 T r —2 2
+— ) E |f(s5,0,0)|Pds + e,CE Y (s)[P~=||Z(s)]|° ds.
t t

Sli¢no,

—F / Y ()P lg(s, Y(s), Z(s))| ds (3.29)
< 2F / Y ()P 203 (Y (s)P) ds + 20 / Y ()P 212 (s)|? ds
1 2F / ¥ (5)P%]g(s.0,0)|? ds

4(p —2) T » 4 T »
<22 [ werds+ 28 [ pvr)ds

T 4 T
4 20E / Y ZEI s+ E / lg(s,0,0)|[” ds.
t t

Analogno, za proizvoljnu konstantu e; > 0 je

o< =28 [ tracelY (P26 B V()] ds — B [ VP22 i
/|Y P25, Y (5)) = h(s,0) + h(s, 0| ds
.’ / VP2 IZe|Fds -8 [ 2 ds
<ta-VE [ Wz s 28 [ Vet o
28 [ i, ol as
< (- 1E / Y ()21 () [ ds +4<1;—‘2)E | wer
o8 [ oY) ds+ B [ [lhs0)lP s (3.30)

Zamenom (3.28), (3.29) i (3.30) u (3.27) se dobija
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ElY (8)[" < El¢[”

+ i4—2(10—2)61—1—2(;0— D(p—2)+ 2(p—2)} E/tT\Y(s)|pd3

| 2€; €2

+ {20+ 20— 1) + 2] E/t (Y (s)|P) ds (3.31)

+ :g(GQ — 1)+ perC + p(p — 1)05} E/t |Y(8)‘p_2||2(3>||2 ds

T 2
+E/t [261|f(s,0,0)|”+2(p—1)Hg(s,0,0)|!”+aHh(s,O)Hp] ds.

Oznacimo

2(p—2
o= 5= +2(p— e +2(p— p—2)+ =2)
€1 €2

2
62:261+2(p—1)+€—,
2

1

€
03:p|:§—(p—1)05—610—§2 ,

T
2
0

Iz (3.24) sledi da je ¢4 konacna konstanta.
Nejednakost (3.31) se sada moze zapisati na sledeéi nacin,

EY (1) + ;B / Y ()P 2| Z(s)|? ds (3.32)

T T
< F|EP + clE/ Y (s)|Pds + CQE/ p([Y (s)]P) + cq4.
t t

Kakosu C > 01i «a € (0, 1/2(p — 1)) poznate konstante, uvek se mogu odrediti
pozitivni brojevi €; i €; tako da je ¢3 > 0. Primenom Jensenove nejednakosti (1.16)
na konkavnu funkciju p, iz (3.32) se dobija

E|Y ()P < E||P + max{cy, e} /t [E|Y (s)|Pds + p(E|Y (s)|P)]ds + cs.  (3.33)

Kako je p(z) konkavna funkcija sa svojstvom p(0) = 0, to je @ > @ zal <z <1,
£,

plx) > p()z, 0 <z <1

Definisimo funkciju p;(x) := = + p(x). Ona ima ista svojstva kao p, tj. p; : RT —
R*, neprekidna je, neopadajuca i konkavna, p;(0) =0 i

dx p(1) dr
/0+ w1 p(0) © T4 p(1) / o)

Da bi primenili Biharijevu teoremu (Teorema 1.5.6) na (3.33), neophodno je
opravdati njene uslove. Intervali I'i J sul =[0,00)1J =[0,T], u(s) = E|Y(s)?,
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k(s) = max{cy,c2}. Zatim, za svako s € [0,7] je E|Y(s)|P € I, sto povlaci da je

u(J) C I. Konstanta a iz Teoreme 1.5.6 je E|{|P + ¢4, funkcija G(u) = f;) Hd;(x) i

T :inf{,ue J Bl + ¢y

—i—max{cl,CQ}/t [E|Y (s)|P +p(E|Y(s)|")]ds € [,u<t< T} =0,

Uo = inf{,u € J:G(EE|P + ¢,C)

—l—max{cl,cQ}/t [E|Y (s)|]P + p(E|Y (s)|]P)]ds € p <t < T} =0,

tj. oy = max{uy, 2} = 0. Na osnovu (1.24) iz (3.33) se dobija

E[Y®)|P < GYG (BIEP + ) + max{er, o} (T — )] < 00, t €[0,T],  (3.34)
a iz (3.32) i (3.34),

E / Y ()P 2 Z(s)]? dssC—tG-l[G<E<|f|p>+c4>+max{cl,c2m. (3.35)

Iz poslednje dve ocene je

T
sup E|Y(t)]P + E/ Y () [P2||Z(#)|? dt < oo.
0

0<t<T

Iz (3.26), ponavljajuéi iste ocene, dobija se

Esup [Y(t)|P <C)+pE sup
0<t<T 0<t<T

/t Y (s)[P72(Y(5)" g(s,Y (), Z(s)) dB(s)

+ pE sup

0<t<T

/tIY(S)IP‘Q(Y(S))TU%(S,Y(S)) +Z(s)]dW(s)], (3.36)

gde je C neka generisana konstanta. Integrali u (3.36) ¢e biti ocenjeni primenom
Burkholder—Davis—Gundy nejednakosti, hipoteze (Hj3) i prethodno koriséenih ele-
mentarnih nejednakosti. Pre svega, za proizvoljno €3 > 0, je

E sup
0<t<T

/t Y ()P 2V () g(s. Y (5). Z(s)) dB(s)

(3.37)

2

<4 ([ ooy, 2011 )

B { ((021% |Y(t)|p))é (/OT Y (6)|P~2)|g(t, Y (1), Z(1))| > dt) 2}

[
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4 T )
<2eE sup [Y()P+ —F / Y ()P 2pr (Y (1)]7) dt
0<t<T €3 0

404
63

4 (" .
g [t 2e [y or-oeool e

Sli¢éno, za proizvoljno €4 > 0,

E sup
0<t<T

/t V()Y (5))" [A(5, Y (5)) + Z(s)] dW (s) (3.38)

1
2

§4E<A W@WV%M@Y@»+Z@Wd§

. { (oi?% |Y(t)|p>é (/OT Y ()72 ]|h(s, Y (1) + Z (1) dt) 5}

Skﬂ(&mDWW)+%EAIWMV%MY®Wﬁ

0<t<T

T
28 [Civapizotas Lo [ op-2ine ol
4 0

Zamenom (3.37), (3.38) u (3.36) i primenom nejednakosti Holdera (1.15) i nejedna-
kosti Jensena (1.16), sledi

E sup |Y(1)[" < Oy + 2p(es +es) B sup [Y ()]

0<t<T 0<t<T
2 3 T
+8p—2)( —+ — E|Y(t)|Pdt
€3 €4 0

+4 (é + %) /OT p(E[Y (t)|P) dt

v (24 28 [ vorzore. )

€3 €4
pri cemu je

8 T 12 T
€3 0 €4 0

Konstante €3 i €4 su proizvoljne i mogu se izabrati tako da je 1 — 2p(es +¢4) > 0. U
tom slucaju iz ocena (3.24), (3.34), (3.35) sledi da je

E( sup |Y(t)|P) < oc.

0<t<T

Zat=01ip=2iz (3.26) je



3.2 LP-momenti resenja 67

|Y<o>|2<|5|2+2/ Y7 (s)f( ds—/ 1Z ()
# [ ot Y6 2P s 2 / (Y (5) (5, Y () Z(5) dB(S)
) /0 trace](Z(s))Th(s, Y (s))] ds
=2 [ 0D G V() + 2 (s,

odnosno

[ 1261 as <1e - o) +2 /T<Y<s>>Tf<s,Y<s>,Z<s>> s
/ lg(s, Y (), Z)]? ds
+2 / (Y (5))7g(5. Y (s). Z(s)) dB(s)
9 /0 " tracel(Z(s)Th(s, Y ()] ds
= LY TR, Y () + Z()] AV (s)

Primenom nejednakosti (1.13) dobija se
D
2

T
(/ 11Z(s)]|? ds)
)| ot v o, 2o 0

/0 (V(8)T % f(s,Y(s), Z(s)) ds

1490)

D
2

€7 + IYol? + 28

+q(0,p)

b
2

+ 238

/0 (¥(5)Tg(s. Y (5). Z(s)) dB(s)

D
2

+ 22 /o trace[(Z(s)) ' h(s,Y (s))] ds

p

%
+28 ,

gde je 0 > 0 proizvoljna konstanta, a ¢(d, p) generisana konstanta. Iz poslednjeg je

B (/OT||Z<s>||2 ds)g

< (146)J2+ q(0,p) [QE ( sup |Y(s)|p) + S+ I3+ I+ J5] . (3.40)

0<t<T

/0 (Y ()T [h(s, Y (5)) + Z(5)] dW (s)
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Primenom hipoteze (Hz), za proizvoljno 5 > 0 je

P
2

n<op|[ ) (M bl Y (). 2GR ) i

€5
ooy (T2 T
<5 |12 E/ Y (s)P ds
€2 0
» , T T 2
" ( | 176, (6. 26)) = ps0.0P ds+ [ |f<s,o,o>\2ds>
0 0
» T% P T 2 %
<2t |5 swp BV + 2 (B [ Ve + ClZe)Pds)
€2 OSt<T 0
b p T
rebz s [ 0.0ipa
0
v, | T2
§221[ > sup E|Y(t)
eg 0<t<T
b 4 . Y T 2
red2t2 (18 s o)+ ot ([ 1z i)
0<t<T 0

P P T
+e§2p1T21E/ |f(5,0,0)P ds}
0

T 5
< (065)§22p_3E (/ ||Z(s)||2ds) + 71,

0

(3.41)

gde je r; generisana konstanta.
Za ocenu integrala Jy, uocimo pre svega da iz hipoteze (Hgz) sledi da postoji

konstanta ¢y > 0 tako da je

2 1
lott. e )l < (14 en)o o) + i+ eollAP + (14 = ) o, 0.0)

Zamenom poslednje nejednakosti u integral J, i primenom nejednakosti (1.13) je

(3.42)

[NiS]

ns ot ra) ([ 126

T {(5.p) / (4 e V() + (1+ =)o, 0.0 ds

< (14 8)a(l + &) (/OT ||Z(s)||2ds)g +

gde su ry i ¢/(d, p) generisane konstante.
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Analogno, za ¢; > 0,7 =6,...,11,

neoie(f "Vl Y (), Z(6))ds)

D
4

(3.43)

<28 | sup VO [ V6 + 0l + lots.0.01) as) ﬁ]
<2 G0E (S [VOR? +aTo(Y(9P))
+2 a0 0t | Lo 015 e ([ H|Z<s>r|2ds)g]
+ 20 [ L O o [ ls0.0)1 a5

T

<1375 ke B (/ H]Z(s)\|2ds) + 73,
0

J4gE(/T[eg||Z< e+ imwm] i)

P P 1
" { €& b (/ 1Z(s) H2d8 + 5T sup p(E\Ylp)}
2 0<t<T

’ (3.44)

€9
S T 5
<2 F (/ HZ(S)HZCZS) + 74,
0
dok je
. T 7
Js <22 F (/ 1Y (s)]?||h(s, Y (5)) + Z(s)szs) (3.45)
0
: . T 2
<28 s WO ([ oA OP) + 2120 d5)
0<t<T 0
. o T T g
<2%F sup |Y(t)|22% 941 24T4—1/ p2 (Y (s)[P) ds + </ |]Z(s)||2ds)
0<t<T 0 0
P P T 1
<2 ITEE sup [V (1)} / PH (Y (5)]7) ds
0<t<T
2t iTiE sup |Y(t) 127(/ || Z (s ||2ds)
o<t<T
< 2%ATE 2 F sup |Y(t )|p+— sup p(E[Y (s)|?)ds
0<t<T €10 0<t<T
2*72T£72
2T [VOP +en (/ 12(s ||2ds)
€11 0<t<T

T P
< €11 (/ ||Z(s)||2 ds) + s,
0
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gde su r3, 4, r5 generisane konstante.
Kako je E supgc;<p |Y (1)[P < 00 i supge,<r p(E|Y (1)P) < 00, i kako vazi (3.24),
zamenom (3.41)—(3.45) u (3.40) sledi

( 1Z(s)]| ds) <R+ [q(6,p)e + (1 +6)*a(l + &) E< 1Z(s |y2ds> ,
(3.46)
gde je R generisana konstanta i ¢ = (Ce5)22% 73 + 20~ (3T) i Tafe; + 2271 4 €1.
Konstante gg, €5, €7, €9, €17 1 0 se mogu izabrati tako da je
(14 6)°a(1 4 £0) + q(6,p)e < 1
za bilo koje a € (0,1). Kako je R kona¢no, iz (3.46) neposredno sledi

E([fHZSMQ%)g<mL

¢ime je dokaz zavrsen.

3.3 Teoreme uporedivanja reSenja

Teoreme uporedivanja resenja predstavljaju bitan aparat u teoriji BSDJ. Shi, Gu
i Liu su u radu [125] formulisali problem i dokazali teoremu uporedivanja resenja
za jednodimenzionalan slucaj jednacine (3.1). Rezultati tog rada su prosireni na
BDSDJ oblika (3.2) pri Lipschitzovim uslovima, kao i pri slabijim nelipsicovskim
uslovima u radu [62], S. Jankovié, J. Dordevié, M. Jovanovié, On a class of backward
doubly stochastic differential equations, Applied Mathematics and Computation, 217
(2011), 8754-8764.

Uporeduju se resenja jednodimenzionalnih BDSDJ

t):£i+/t fi(saYi(S),Zi(S))dSJr/t 9(s,Y'(s), Z'(s)) dB(s)
—/T[hi(s,Yi(s))—l—Zi(s)] dW(s), t€[0,T], i=1,2, (3.47)

gde &, fi, g, hi zadovoljavaju hipotezu (Hg) za k = 1. Uporedo sa jedna¢inama
(3.47), posmatraju se i odgovaraju¢e homogene jednacine

Ji= g+ /fﬂsy i(s) — ha(s,'(5))) ds (3.48)
) — hils, ' (s))) dB(s)

s), te€l0,T], i=1,2.

+[fwsy<> (s
- [ e
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Za finalne uslove &;, i = 1,2 i funkcije f;, ¢ = 1,2, uvodi se sledec¢a hipoteza:
<H4) §1 > §2 S‘i'a fl(tvyu Z) > f2(t7yaz) s.i. za svako (t,y72) € [O7T] X R x Rd'
U dokazima novih rezultata ¢e se koristiti naredno tvrdenje.

Propozicija 3.3.1 (Shi, Gu, Liu [125]) Neka su za jednacine (3.47) zadovoljeni
uslovi Propozicije 3.1.1 i neka su (y',2%), i = 1,2, reSenja jednacina (5.48) za
t €[0,T]. Ako je zadovoljena hipoteza (Hy), tada je y*(t) > y*(t) skoro izvesno za
svako t € [0,T.

Sada se mogu formulisati teoreme uporedivanja resenja jednacina (3.47).

Teorema 3.3.1 Neka su za &, fi,g i h; ispunjene hipoteze (Hg), (Hy) i (Hy), 4
neka su (Y, Z%), i = 1,2, resenja jednacina (5.47). Tada je Y'(t) > Y?(t) skoro
izvesno za svako t € [0,T].

Dokaz. Neka su (y', zi), i = 1,2 reSenja jednacina (3.48). Iz Teoreme 3.1.2 sledi
da su {(y'(t), 2°(t) — hi(t,y ( ))),t € 0,71}, i = 1,2, resenja jednacina (3.47). Iz
Propozicije 3.3.1 je y'(t) > y*(t) skoro izvesno za svako t € [0,T], pa je samim tim
i Y(t) > Y?(t) skoro izvesno za svako t € [0, 7], ¢ime je dokaz zavrsen. <

Analogan rezultat vazi za jednacine (3.47) pod nelipsicovskim uslovom, tj. ako
su ispunjeni uslovi hipoteze (Ha).

Teorema 3.3.2 Neka su za &, fi,g © h; zadovoljene hipoteze (Hg), (Ha) i (Hy), i
neka su uredeni parovi (Y, Z"), i = 1,2, redenja jednacina (3.47). Tada je Y'(t) >
Y2(t) skoro izvesno za svako t € [0,T).

Dokaz. Za proizvoljno 8 > 0, primenom formule Itoa na |[(Y2(t) — Y1(t))*|%e” (za
funkciju f(¢), f7(t) = max{0, f(¢)}) dobija se

E|(Y2(H) - Y!(1)*[2" + BE / (V2(s) = Y (5))"[2e™ ds (3.49)
9B / (V2 (s) = YA (5)) "% [ fals, Y2(5), Z2(5)) — fuls, Y (s), Z'(s)] dis
E / Tyayien €95, Y2(s), 22(s)) — g(s, Y (5), Z'(s))| ds

/ Liy2(s)svigs) €| ha(s, Y2(5)) — ha(s, Y(s)) + Z%(s) — Z'(s)|" ds
1(t) + Aa(t) + As(1).

Imajuéi u vidu hipotezu (Hy), sledi da je E(& — &) et = 0. Kako je
Aq(t) = QE/t (Y2(s) = Y'(8))Te™ [fals, Y2(s), Z%(s)) — fa(s,Y'(s), Z'(s))] ds
+ ZE/t (Y2(s) — Y(s))Te [fg(s,Yl(s), Z1(s)) — fi(s, Y (s), Zl(s))} ds
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i kako je drugi integral manji ili jednak nuli zbog hipoteze (Hy), ostaje da se oceni
prvi integral. Na osnovu hipoteze (Hsz), za proizvoljno 6 > 0 je

U T 1(V2(s) = Y'(s))* e ds (3.50)

T
+ QE/ I{Y2(5)>Y1(s)} 658 [p(S, ‘YQ(S) — Y1(8)|2) + C |Z2<8) — Z1(8>|2} ds.
t

Integral As(t) iz (3.49) se ocenjuje na slican na¢in primenom hipoteze (Hz) na
funkciju g,

T
As(t) < E/ Iiy2(syiy € [p(s, [Y2(s) = YI(s)[*) + a|Z2(s) — Z'(s) "] ds.
t
(3.51)
Analogno se ocenjuje Az(t) kao

T
Agﬁ)g-—E{/‘\quﬁ>y%@}e&ﬂ22@)——leﬂzds (3.52)
t

- QE/t Iiy2e)svigsy €°(22(s) = Z4(s))"
X [ha(s,Y?(s)) — ha(s,Y'(s)) + Z%(s) — Z'(s)] ds

T
< (60— 1)E/t Liy2(syi(ey €122 = Z |2 ds
1 ’ Bs 2 102
-+ EE ) ]{y2(5)>y1(3)}6 p(S, |Y (S) — Y (S)| )ds
Zamenom (3.50), (3.51) i (3.52) u (3.49) se dobija ocena
1 T
BI0(0) - Vi) Pe (5 ) B [ 10%0) = o) e
t
T
+u—a—9mw4nE/ﬁuw%bw@w&w%@—zwgﬁw
t

< (9+1+%) T / (s BI(Y2(s) - Y'() ) ds.

® i zasvako t € [0,T] je

1— T
Bl ) P < (o +148) e [ s B - v as
t

Na osnovu Teoreme 1.5.5 sledi da je
E|(Y*(t) =Y ()" <r(t), te€[0,T],

gde je r(t) maksimalno resenje Cauchijevog problema

1 -«
U (C—i— 7 +1 —l—ﬁ) e p(t,u), u(T)=0.
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Posto iz hipoteze (Hy) sledi da je r(t) = 0 za svako t € [0,7], neposredno se
zakljucuje da je E|(Y2(t) — Y(¢))"|> =0, t € [0,T)], odnosno Y?(t) < Y'(¢) skoro
izvesno za svako t € [0,7]. Ovim je dokaz zavrsen.

3.4 Uopstenje Feynman-Kac formule

Kao sto je ve¢ receno na pocetku ove glave, veza izmedu resenja BDSDJ oblika
(3.1) i resenja siroke klase kvazilinearnih SPDJ je predstavljena u esencijalnom radu
[110] Pardoux i Penga, kao stohasticka verzija poznate Feynman-Kac formule. U
sustini, to je predstavljanje resenja sistema kvazilenanih SPDJ u terminima resenja
BDSDJ (videti takode [18, 53, 108, 120]). U nastavku ovog poglavlja je rezultat
iz rada [110] uopsten za BDSDJ oblika (3.2), tj. data je analogna interpretacija
resenja odgovarajuceg sistema SPDJ u terminima resenja BDSDJ oblika (3.2).

Neka su funkcije b € C3*(R%RY) i 0 € C3(R% R¥?) i neka imaju ogranicene
izvode do tre¢eg reda. Neka je za svako t € [0,7] i x € R? proces {X* s € [t,T]}
jedinstveno resenje SDJ

dX"(s) = b(X""(s))ds + o(X""(s))dW (s), s€[t,T], (3.53)
X4 (t) = .
Pritom je resenje {X%%(s),t < s < T,z € R?} skoro izvesno dva puta neprekidno

diferencijabilna funkcija po x i njeni prvi izvodi su skoro izvesno neprekidne funkcije
po t,x,s (videti [37]-[40]).

Uvode se sledece oznake za koeficijente BDSDJ (3.2), koji zavise od X" (s),

f(s,y,2) = f(s, X" (5),y, 2),
9(s,y.2) = g(s, X" (s),y, 2),
h(s,y) = h(s, X" (s),y).

Pretpostavlja se da su funkcije f : [0, T] x R x R¥ x R¥>4 — RF ¢ :[0,T] x R? x
RF x RF*d — R¥>*Li h 2 [0,T] x RY x RF — R**? iz klase C® u odnosu na (z,y, 2) i
da su svi njihovi parcijalni izvodi ograniceni na [0, T] x R? x R* x R¥*4, Takode se
pretpostavlja da su zadovoljeni uslovi hipoteze (Hj).

Za funkciju ¢ € C3(R% RF), neka je E|p(X5*(T))|> < oo za svako t € [0,7] i
z € R, ineka je {(Y5%(s), Z%%(s)), s € [t, T]} jedinstveno resenje BDSDJ

Yt’x(s) = QS(Xt’x(T)) +/ f(r, Xt’x(T),Yt’x(T), Zt’x(T)) dr (3.54)
+ / g(r, X1 (7), Y'o(r), 2% (1)) dB(r)

—/ [h(T, XP(1), Y (7)) + Zt’I(T)} aw(r), selt,T].

Dodefinisimo X%%(s), Y%(s) i Z%*(s) za svako (s,t) € [0,T]?, stavljajuéi da je
Xbr(s) = X" (sVt), Yio(s) =Y (s Vi), Z(s) =0 za s < t.
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Uporedo sa BDSDJ (3.54), posmatra se sistem kvazilinearnih SPDJ drugog reda,

ou

5 —(t,x) + Lu(t,x) + f(t,z,u(t,z), Vu(t,x)o(z) — h(t,u(t,z)))

+g(t,z,u(t,z), Vu(t,z)o(x) — h(t,u(t,z))) B(t) =0, te]l0,T],
u(T,z) = ¢(z),

gde je B(t) l-dimenzionalni beli sum, u : R; x R? — R¥, Vu je gradijent od u,
Lu= (Luy,...,Lug)" i

d

1 T 0?
L= Zb 8951 Z(UU )z‘j(x)m-

i,j:l

Imajuéi u vidu uobicajnu interpretaciju za B (t), prethodna jednacina se moze za-
pisati u integralnom obliku,

u(t, x) = ¢(x) (3.55)
-I—/t [ﬁu(T, x) + f(r,z,u(r,x), Vu(r, x) o(x) — h(T,u(r, x)))] dr

—I—/t g(1,z,u(r, x), Vu(r, x) o(x) — h(r,u(r,x)))dB(r), t€]0,T].

Pri prethodno navedenim uslovima za ¢, f, g,o i h, postoji jedinstveno resenje
u(t,z) € CH2(Q x [0, T] x R% RY) jednacine (3.54), odnosno (3.55). Slede¢om teo-

remom je uopstena Feynman-Kac formula za resenje ove jednacine.

Teorema 3.4.1 Neka su funkcije f,q,h,b,o iz klase C3, funkcija ¢ iz klase C*
i neka one zadovoljavaju prethodno uwvedene uslove. Osim toga, neka je u(t,z) €
CH2(Qx [0, T x R%: R¥) resenje SPDJ (3.55). Tada je {(Y5(s), Z%(s)), s € [t, T]},
gde je

Y (s) = u(s, X""(s)), Z""(s) = Vu(s, X" (s))o(X"(s)) — h(s,u(s, X"(s))),
jedinstveno resenje BDSDJ (3.54).

Dokaz. Primenom formule Itda na u(r, X-*), dobija se

ou

du(r, X0%) = | (7

7, X" (7)) + Lu(r, X*(7)) | dT+Vu(r, X (7)) o (X (7)) dW (7).

Kako je u(t, z) resenje SPDJ (3.55), sledi da je

du(r, X" (1))

= —f(r, X" (1), u(r, X" (7)), Vu(r, X"* (7)) o (X" (7)) — h(7,u(r, X" (7)))) dT
—g(7, X727 u(r, X(7)), Vu(r, X" (7)) o (X" (7)) — (7, u(r, X"*(7)))) dB(T)
+Vu(r, X" (7)) o (X" (7)) AW (7).
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Integracijom na [s, T] obe strane poslednje jednakosti, za s € [t,T] je
u(T, X"(T)) — u(s, X""(s))

/ f(r, XP%(7), u(r, X¥*(7)), Vu(r, X0%) o (X" (7)) = h(r, u(r, X" (1)))) dT
—/ g(r, X (1) u(r, X2(7)),Vu(r, X77)o (X"(7)) = h(T, u(r, X"*(7))))dB(T)
+/ Vu(r, X" (7))o (X5 (7))dW (T).

Otuda je

/ f(r, XU (1), u(r, X4 (7)), Vu(r, X" (7)) o (X" (7)) — h(T,u(r, X"*(7)))) dT
+/ (1, X% (7), u(r, X50(7)), Vu(r, X5 (7)o (X (1)) = h(r, u(r, X**(7))))dB(T)

—/ [h(T,’U,(T, X5 4+ (Vau(r, X5 (7)) o (X5 (7)) — h(T, u(T, th(T))))} dW ().
Iz poslednje relacije i BDSDJ (3.54), sledi da je
{(u(s, X"*(s)), Vu(s, X" (s)) o(X""(s)) — h(s,u(s, X"*(s)))), s € [t,T]} (3.56)

jedinstveno resenje jednacine (3.54). <

Ovaj zakljucak se moze indirektno izvesti primenom Teoreme 3.1.2 i rezultata
iz rada [110]. Najpre, pod uslovima uvedenim za funkcije f, g, ¢, jednacina

Y (s) = o(X(T /fTX“” Y (r), 2 () = h(r () dr (357)

n / g7, XU% (), 4 (7), 2% () — h(r,y"*())) dB(r) — / 212(r) dW (1),

ima jedinstveno resenje {(y"*(s), 2%(s)),t < s < T}. Medutim, kako odgovarajuci
sistem kvazilnearnih SPDJ

v(t,z) = ¢(x) +/t [EU(T, x)+ f(r,z,v(1,2), Vu(r,z) o(x) — h(r, yt’x(T)))} dr
+/t g(t,z,v(r,2), Vo(r,z) o(x) — h(r,y"*(7))) dB(7)

+ Vu(r, X" (7)) o (X" (7)) dW (1), t€10,T], (3.58)

ima jedinstveno resenje v(t, x), u [110] (Teorema 3.1) je dokazano da se jedinstveno
reSenje {(y"*(s),2"(s)), s € [t,T|} BDSDJ (3.58) moze izraziti na slede¢i nacin,

Y (s) = v(s, X"(s)), 2""(s) = Vu(s, X""(s)) o(X"*(s)), s € [t,T).
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Na osnovu Teoreme 3.1.2 sledi da je {(y"*(s),z""(s) — h(s,y?"(s))),s € [t,T]}
jedinstveno resenje jednac¢ine BDSDJ (3.54). Prema tome,

u(s, X"*(s)) = v(s, X""(s)) s.i. za svako s € [t, T],
pa je resenje jednacine (3.54) dato sa (3.56).
Resenje sistema kvazilinearnih SPDJ (3.55) se moze izraziti relacijom

u(t,z) = Y (1) si.,

koja se uobicajno naziva stochastickom Feinman-Kac formulom.



Glava 4

Perturbovane backward doubly
stohasticke diferencijalne
jednacine

U ovoj glavi su opisane linearno perturbovane backward doubly stohasticke dife-
rencijalne jednacine kada koeficijenti zadovoljavaju neke nelipSicovske uslove. Raz-
matrane su srednjekvadratna razlika resenja v LP-razlika resenja, p > 2, perturbo-
vane 1 neperturbovane jednacine, pri razlicitim uslovima bliskosti koeficijenata ovih
jednacina. U oba slucaja su ocenjent vremenski intervali u kojima resenja zadrZavaju
zadatu bliskost. Ova glava u potpunosti sadrzi nove, jos neobjavljene rezultate.

4.1 Backward doubly stohasticke diferencijalne
jednacine sa linearnim perturbacijama

U Poglavlju 3.1, za BDSDJ

T T T
Y, = f+/ f(s,Ys, Zs) d8+/ 9(s,Ys, Z) st—/ [h(s,Ys)+ Z] dWs, t € [0,T],
t t t

(4.1)
su dokazane egzistencija i jedinstvenost resenja {(Y;, Z;),t € [0,7]}, kao i neka
svojstva resenja. Funkcija h, koja je dodata u forward integral, moze se posmatrati
kao tip aditivne perturbacije, tj. pomeraj kojim se translira podintegralna funkcija
forward integrala sa Z; na Z; + h(t,Y}).

Ve¢ se u slucaju BSDJ sa aditivnim perturbacijama moze uociti da se ocenom
razlike reSenja perturbovane i neperturbovane jednacine olaksava analiza modela
opisanih perturbovanom jednacinom, ¢ije resenje uglavnom nije moguce odrediti.
U cilju pojednostavljenja mnogih izracunavanja koja se javljaju kod problema u
mehanici, finansijama itd., u kojima se za modeliranje koriste perturbovane BDSDJ,
takode su znacajne ocene razlike resenja pri linearnim perturbacijama. Razlika u
odnosu na tip aditivnih perturbacija koji je opisan u Glavi 2, je Sto se u ovom
slucaju svi koeficijenti i finalni uslov linearno perturbuju, pa je samim tim ovaj tip
perturbacija komplikovaniji od aditivnog, a pokazac¢e se da se ne moze svesti na
aditivni tip perturbacija.

77
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Zajedno sa jednacinom (4.1), posmatra se i jednacina
T
Vo= €t [ lan(s Y2 20 f(, VL Z0) 4 an(s. Y 25, ds

t
T

b [ s, YE 22 Vg5, YL 22) + Pl V2 25, dB,
t
T

= [ Il Y (s, V) o Y2 + 2] AWt € (0.T) (1)
t

gde f, g, h zadovoljavaju uslove hipoteze (Hg) iz Glave 3. Jednacina (4.1) ée se
smatrati neperturbovanom, dok ée jednacina (4.2) biti odgovarajuéa perturbovana
jednacina. Za perturbacije o, s, b1, 82,71 1 72, zavisne od malog parametra € €
(0, 1), pretpostavlja se da su merljive funkcije, definisane na sledeéi naé¢in:

ap: Qx [0,T] x RF x RF* o RMK a0 Q x [0,T] x RF x RF*4 x R — R¥,
Br:Qx[0,T] x R¥ x RF*4 5 RF>*F 3, 0 x [0,T] x R x R¥*4 x R — R¥*!,
71 Q2 x [0,T] x RF — RF*F Yo 1 2 x [0,T] x R x R — R*¥*4,

Za svako (s,y,z) € [0,T] x RF x RF*? oznagimo

f(57y727€) = @1(3,y,2,5)f(3,y,2)—|—062<3,y,2,5),
5(8,y72,8) = 51(&97275)9(3,%2)"‘52(57%275),

h(87y7€) = 71(87y7€)h(37y) + 72(373/75)7

i pretpostavimo da su perturbacije takve da &°, f, g, h zadovoljavaju hipotezu (Hy),
kao i da jednacina (4.2) a priori ima jedinstveno resenje {(Yy7, Z7), t € [0,T]} €
S?([0, T]; RF) x M2([0, T]; RF*4),

Do kraja ovog poglavlja razmatran je problem linearnih perturbacija BDSDJ.
Opisana su dva razli¢ita pristupa: Prvi, kojim se ocenjuje srednje kvadratna razlika
resenja i ocena intervala bliskosti resenja u L2-smislu. Drugim pristupom se oce-
njuje razlika procesa stanja Y,° i Y; u LP-smislu, p > 2, pri drugacijim uslovima za
perturbacije nego u prvom sluc¢aju. Zatim je opisan problem stabilnosti, tj. dati
su uslovi pri kojima razlika reSenja perturbovane i neperturbovane jednacine u LP-
smislu tezi nuli kada ¢ tezi nuli. Na kraju, odreden je interval [t(n),T] C [0,7] na
kome je LP-razlika procesa stanja Y (¢)° 1 Y (¢) manja od unapred zadate vrednosti
n > 0. Ocenjena je i LP-razlika kontrolnih procesa Z(¢)° i Z(t) na tom intervalu.

Drugi pristup ukljucuje i srednje kvadratnu ocenu, ali su uslovi za njegovu pri-
menu strozi, dok se prvim pristupom ne moze oceniti LP-razlika reSenja za p > 2.

4.1.1 Srednje kvadratna razlika resSenja

Da bi se ocenila razlika resenja jednacina (4.1) i (4.2) u L?-smislu, uvodi se
sledeca pretpostavka:

A2. (i) Za finalne uslove &, & € L2(, Fr, P;R*) postoji neslucajna vrednost 4%,
za koju je

Ve = EBlE?, £=¢€ ¢
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(ii) Za ¢ € (0,1) postoje ogranicene vrednosti a; (), B31(¢),71(¢) i ogranicene funk-

cije an(t, ), Pa(t, €),72(t,€), t € [0,T], tako da je skoro izvesno

sup Ha1<t7y7275>_1|’ < 651(‘5)7
(t,y,2)€[0,T]| x Rk x Rkxd
sup Hﬁ1<t7yaz78)_1H < 61(6)7
(t,9,2)€[0,T] xRk x Rk xd
sup ||71(t7y7€) - 1” < 5/1(8)7
(t,y)€[0,T)xR¥
sup ]az(t,y,z,g)] < &2<t7€)7
(y,2) ERF xRk x Rk xd
sup H,BQ(t,y,Z,E)H < /82(t7€)7
(y,2) ERk xRExd
sup [|[2(t,y,9)|| < ().

yERF

(#ii) Bez posebnog isticanja neophodnih uslova, a priori se pretpostavlja da postoje
jedinstvena resenja {(Yi, Z;),t € [0,7)} i {(Y7, Z5),t € [0,T]} jednacina (4.1) i
(4.2), respektivno, za koja je

T T
E sup m?w/ 1ZIPdt < o0, E sup IYf|2+E/ 1221 dt < oo,
0 0<t<T 0

0<t<T

i da su definisani svi Lebesgueovi i Itovi integrali koji se javljaju u radu.

Istaknimo da pretpostavka (i) vazi ako su zadovoljeni uslovi Teoreme 3.1.3 za

£ 1 f,g9,h, f,q,h, kao i pri slabijim uslovima, tj. ako su zadovoljene hipoteze
(Ho) i (Hs).

Treba istadi da se u slucaju oy (-) = 51(-) = 71(-) = 1, opisani tip linearne pertur-
bacije svodi na aditivne perturbacije opisane u Poglavlju 2.1 za BSDJ. Medutim,
linearne perturbacije se ne mogu u opstem slucaju svesti na aditivne perturba-
cije. Problem je sto za ay(t,y,z,e) = 1 + 7w(t,y, z,€) koeficijent prenosa postaje
flt,y, 2)+m(t,y, z,e) f(t,y, z), pri ¢emu |7 (t,y, z,€) f(t,y, )| ne mora biti uniformno
ograni¢eno u odnosu na (y, z) € R¥ x R**4 U slucaju da je za neku ograni¢enu
funkeiju 7(t, €) ispunjeno sup, )egrxgrixa |7(t, Y, 2,€) f(t,y, 2)| < 7(t,€), Sto je ve-
oma strog uslov, linearne perturbacije se mogu svesti na aditivne. Isto obrazlozenje
vazi 1 za funkcije B1(+), y1(+).

Ako se V5., ay(e), Bi(e), 71(e), dalt, ), Ba(t, €), F2(t, €) mogu uéiniti proizvoljno
malim, za dovoljno malo ¢ i ¢t € [0, 7], logi¢no je ocekivati da su resenja jednacina
(4.1) i (4.2) bliska u nekom smislu.

Slede¢om propozicijom je data ocena L?-momenta razlike procesa stanja pertur-
bovane i neperturbovane BDSDJ.

Propozicija 4.1.1 Neka su {(Y:, Z:),t € [0,T]} i {(Y75, Z;),t € [0,T]} resenja
jednacina (4.1) 1 (4.2), respektivno, i neka su zadovoljene pretpostavka A2 i hipoteza
(Hs). Tada, za pozitivne konstante i, Ay takve da je

Ay < 1— 42)\10 — 30&,
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vazi ocena

ElYf-YP <Gt (G (K2(€) + /OTKg(s,g) ds> + K(T — t)) ,te[0,T] (4.3)
dx

gde je funkcija G(u) = [*

ug z+p(x) v

Ka(e) = 07+ 3 [MRiad(e) + Rafi(E) + 1 RerE)],
Ky(5,2) = 3[Ma(s. ) + B(s,) + Aiﬁ(s, 9], (4.4)

1 1
K:maX{)\—l,3</\1+1+)\—2>},

pri cemu su Ry, Ry, Ry generisane pozitivne konstante.

Dokaz. Oznac¢imo

E=&6—¢ Y =YY, A =E7[

Oduzimanjem jednacina (4.1) i (4.2) i primenom formule Itda na D/;f|2, zat e [0,7T]
se dobija

T
TP = € 42 [ (T (5.2 250) — f(s. Yo 2] ds
. t
4 / 55, Y5, 25, ) — gls, Yo, Z,)|? ds
t . -
1 / (V2) a5, Y2, Z2,€) — gls, Yo, Z,)] dB
T
—/ [|h(s, Y e) + Z5 — h(s,Ys) —ZSH2 ds
t

T o~
9 / (V2) (s, Y2, 2) + 25 — h(s,Y,) — Z,] dW..
t

Kako je
T o~
/ (s, Y2,2) + 22 — h(s,Y,) — Z,|P ds
: T _ T
- / (s, Y2 2) — h(s, Y|P ds +/ 125 — Z,I ds
t . N t
—|—2/ trace[(h(s,Y,e) — h(s, YS))T(Z; — Zy)| ds,
t
onda je

T
A§+E/ 125 — Z,? ds (4.5)
t

< B+ 28 [ (T (76,2, 702) — 15,2020 d

) S 7
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T
‘B / 55, Y5, 25,2) — g(s, Yo, Z,)|? ds
t

+2F /tT trace[(h(s,Y:f, ) — h(s, Y ) '(Z5 — Z,)] ds

EE|a2+Il+IQ+[3

Ocenimo svaki od ovih integrala na osnovu hipoteze (Hs), pretpostavke A2 i po-
znatih nejednakosti.
Za proizvoljno \; > 0 je

L8 )yt 8 )

1 TA22
< —E [ [VePds
A Jy

T
+)\1E/ lou (5, YE, Z5,e)f(s,YE, Z5) — f(5,YE, Z2) + (s, YE, Z5 )| ds
t

I = 2E/T(?;)T[ (8, YE Z2 eV f(8,YE, Z5) + (s, YE, Z5 ) — f(s,Ys, Zy)] ds
t

) ER

1 T R T
< E [ FePds B [ llas Y5222~ 1P Y7 Z0) P
1 t t

T T
LB / (5. Y5,25) — f(5,Y5, Z)Pds + E / (s, Y2, 7, )2 ds]
t t

1 T
A

as(e / |f(s,YE, Z)|* ds

+E/t p([Y21%) + ClIZE| ) d8+/t & (s, €) dSI.

Posto na osnovu (7ii) pretpostavke A2 postoje generisane konstante M i My tako
da je

T
E sw [YfP <M, E / 121 Pdt < M,
0

0<t<T

to je EJ;T|f(s, YE, Z2)]? ds < Ry za neku generisanu konstantu Ry = Ry (M, My) >
0. Otuda je za proizvoljno \; > 0,

1 T

T T
+ 3\ [R1O7§(5)+E/ [p(IYER) + C|1 Z2|)?] ds—l—/ as(s,e) ds] )
t t

Ocena za I se dobija analogno,

L=E / 185, Y2, 25, €)g(, Y2, Z2) + Bl Y, 25, ) — gls, Yo Z,)| P ds

E / 161(s, Y2, Z2,€)g(s, Y2, Z5) — g(s, Y2, Z2)| 2 ds
t
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T
LB / g(s, Y2, Z2) — g(s, Yo, Z,)|? ds + E / 18o(s, Y2, 22, 2| ds
t

/ lg(s, Y7, Z9)|? ds

+E/t[(|Y5|)+a||Z5|| ds+/ B(s.e)d ]

Y S 7
pozitivna konstanta, to je

Kako je EftTHg (5,YE,Z9)||? ds < Ry, gde je Ry = Ro(M;, My) > 0 generisana

T T
fzs:a[fzzﬁ%(e)w / (T2 + ol Z22) ds + / ﬁ§<s,e>ds] (4.7)
t t
Slicno, za A2 > 0 je
T
13—2E/ trace[(h(s,YE,€) — h(s, Y,)) T (Z5 — Z,)] ds
t
1 T 3 3 2
S)\_E nyl(say;v )h(s’Y:s)"i_’YZ(S?YVs»g) (57}/;)‘| ds
2 t
T
+)\2E/ 125 — Z,||* ds
t
3 T 5 2 T £ £ 2
<+ |F [(71(s, Y, e) = Dh(s, Y|P ds+ E | [|h(s,Y]) — (s, Y])||" ds
2 t t
T T
v [ a5 2P ds| 4 0ak [ 122 - 2P ds
t t
3 —2 4 e\ 12 4 Uel2 T~2
SA—Q NEINE [ (s Y Fds+E [ p(JYS]7)ds+ [ 73(s,€)ds
t t t

T
+)\2E/ 125 — Z,||? ds.
t

Kako je ¥ ftT |h(s, YE)||* ds < Rz zaneku generisanu konstantu Ry = Rs(M;, My) >
0, to je

3 T R T~
s |rate s [ oFass [ e @
t t
T
+)\2E/ 128 = 7|2 ds.
t

Zamenom (4.7), (4.7) i (4.9) u (4.5) i primenom Jensenove nejednakosti (1.16),
dobija se

T
A§+(1—3)\10—3a—)\2)E/ 125 — 7|2 ds (4.9)
t
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. 1 1 r
< Ui+ 3[Rl + R + Rt e)] +3 (n 14 1) [ o

T

i —H(s,)| ds.

2

T
~ ~ 1
Alds + 3/ [)\104%(3,5) + B3(s,€) + 3
t
Konstante A\, Ay se mogu izabrati tako da je
A2 < 1—=3\C — 3.

Ako oznacimo K1 =1—3X\C — 3a — Ay > 0 i uvedemo oznake (4.4), iz (4.9) sledi
T
Af gA§+K1E/ |25 — Z,||* ds (4.10)

< Ky(e / Kgse)ds+K/ (AY) +Aﬂd

Funkcija pi(z) := @ + p(z) je neopadajuca, pi(0) = 01 [, pld(l,)

da Teoremu 1.5.6 mozemo primeniti na izraz (4.10), gde su intervali I = [0,00) i
J =10,T], u(s) = A% i k(s) = K. Zatim, za svako s € [0,T] je AS € I, §to povlaci

da je u(J) C I. Konstanta a je Ks(e) + fOT Ks(s,¢e)ds, funkcija G(u) = fut Hdp"”(x) i

= oo, tako

ulzinf{ueJ Ks(e /K385

+K/ AS 4 p(AY))ds € 1, ,u<t<T} 0,

mzinf{ﬂéJ:G( /KgSE )

cK / (A + p(AD) ds € G(I), p <t < T} 0,
t

tj. oy = max{u, 2} = 0. Prema tome, na osnovu (1.24) je

A <G (G (Kg(e) + /OTKg(s,e) ds) + K(T — t)) , t€ 10,7

¢ime je dokaz teoreme zavrsen.

4.1.2 Ocena duzine intervala za zadatu sredje-kvadratnu
razliku resenja

Za odredivanje vremenskog intervala na kome su resenja perturbovane i ne-
perturbovane jednaéine bliska u L2-smislu, potrebno je zadati uslove koji garantuju
L?-bliskost BDSDJ (4.1) i (4.2).
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Teorema 4.1.1 Neka su zadovoljeni uslovi Propozicije 4.1.1, neka V5., &y (¢), Bi(¢),
1 (e) teze nuli kada e tezi nuli i neka funkcije qs(s, ), Pa(s,€),72(s,€) uniformno
teze nuli na t € [0,T] kada € tezi nuli. Tada,

sup E|YS —Yi? =0, ¢—0, (4.11)
te[0,7)
i
T
E/ 125 — Z,|PPds — 0, & —0. (4.12)
0

Dokaz. Neka je

052(8) = Ssup &2<875)7 62(6) = sup §2<878>7 :}/2(6) = sup ;?2(575%
te[0,T te[0,7 te[0,7)
O(c) = max{¥%, a; (e), 5 (), 77 (), i = 1,2} (4.13)
Iz (4.4) je

A
3<>\1 +1+ %)@(5) = Kq®(e).

2

Ky(e) < (1 +3 [/\1R1 + Ry + iRg)}) P(e) == Ka9(e),
<

Tada, iz (4.3) sledi

A < GG (®(e)(Ky 4+ K3T)) + K(T — t)), (4.14)
odnosno

sup A; < GG (P(e)(Ks + K3T)) + KT) . (4.15)

te(0,7)

Kako ®(¢) — 0 kada & — 0, iz (4.15) sledi da sup,¢jo 1 A — 0 kada € — 0.
Iz (4.10) i (4.15) je

T
E/ 125 — 2|2 ds < Kic:—l (G (®(e)(Ka + KaT)) + KT),
t

1

tako da ELT ||Z¢ — Z4||*ds — 0 kada ¢ — 0, ¢ime je dokaz teoreme zavrsen. {

Iz Teoreme 4.1.1 se moze zakljuciti da procesi stanja Y,® i Y;, kao i kontrolni
procesi Zf i Z;, mogu biti dovoljno bliski u L*smislu za dovoljno malo €. Sa
aspekta modeliranja, bitno je prouciti bliskost izmedu procesa stanja Y," 1 Y; ne
na celom intervalu [0,77], ve¢ samo u okolini finalnih uslova &° i {. U skladu sa
ovakvim zahtevom, za proizvoljnu dopustivu vrednost n > 0 i ¢ dovoljno malo,
moze se odrediti t(n) =t € [0, T] tako da srednje kvadratna razlika izmedu procesa
stanja Y,F 1 Y; ne bude veéa od n na [t,T]. Ocenjuje se i srednje kvadratna razlika
kontrolnih procesa Z¢ i Z; na [t, T]. Sledeée tvrdenje se upravo odnosi na ove ocene.
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Teorema 4.1.2 Neka su ispunjeni uslovi Teoreme 4.1.1 i neka je ®(e) dato sa
(4.13). Tada, za proizvolinu konstantu n > 0 i svako ¢ € (O, o1 (—"—”,
postoji t € [0,T] oblika

tako da je

f(g—‘rf_(gT

t = max {O7T _ G(n) — G(P(e) (K, + K3T)) } |
K
ol T~k = (4.16)
telt,T]
' Ui
N R ATIES .
t K,

Dokaz. Definisimo funkciju S(e,T — t) za t € [0, T}, na sledeéi nacin,

S, T —t):=G " (G(P(e)(K2+ K3T)) + K(T —t)).

Za proizvoljno 1 > 0 odredimo interval za ¢ iz uslova da je

odnosno

S(e,0) <n < S5(e,T),

D(e)(Ky + K3T) <n < G (G (®(e)(Ks + K3T)) + KT) .

Posto ®(¢) opada kada € opada, sledi da je

e (CUGDETY (1Yo,

Ky + K3T Ky + KT

Za svako € € [e1, 5] se jednostavno odreduje ¢ iz relacije S(e, T —t) = 1, kao

Fo O = CEORe FaT)

Ako jen > S(t,T), tada je € € (0,1). Za svako ¢ € (0,¢e2), neka je

t = max{0,7} = max {O, T—

G(n) — G(P(e)(Ky + KsT)) }
e )

Tada iz (4.14) za svako € € (0, e2) sledi

sup B|Yf — V(O < S(e,T 1) = 1.

te(t,T]

Ocigledno, kada € 1 &5, vremenski interval se skracuje, odnosno ¢ 1 7T'; obrnuto,

kada ¢ | €1, tada se vremenski interval prosiruje, tj. ¢ | 0.

Iz (4.10) i (4.14) se dobija ocena razlike kontrolnih procesa,

E/T||Z5 Z)I[2ds < —S(e, T — ) = -
— Z s < —85E,T—-t)=—.
P K K,

Time je dokaz zavrsen.
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Naglasimo da se prethodno opisani postupak za ocenu L?-razlike reSenja ne moze
primeniti za ocenu LP-razlike resenja za p > 2. Problem se javlja u nemogucnosti

ocene vrednosti integrala F ftT \YE—Y,|P~2||Z¢]|? ds, i ako je E (fOT IAls ds) * <0
i B[ YE—Yi|rds < oo.

4.1.3 [P-razlika reSenja

U ovom poglavlju je opisan postupak ocene LP-razlike reSenja i ocene intervala
bliskosti za linearno perturbane BDSDJ za p > 2, pri drugacijim uslovima u odnosu
na L?-ocenu razlike resenja. Ovim postupkom se moze oceniti i srednje kvadratna
razlika resenja, dok obrnuto, kao sto je vec bilo reci, u opstem sluc¢aju nije moguce.

Da bi se ocenila razlika resenja jednacina (4.1) i (4.2) u LP-smislu, za p > 2,
uvode se sledece pretpostavke:

A3. (i) Za finalne uslove &, & € LP(Q, Fr, P;R¥) postoji nesluéajna vrednost 5.
za koju je R R

Ve =EKP, =& -¢
(7i) Za fiksirane brojeve 6; > 0, 0 < 6, < 1 postoje neslu¢ajne ogranicene funkcije
ai(t,e), Bi(t, ), 7i(t, ), t € [0,T], € € (0,1), i = 1,2, tako da za neprekidnu funkciju
p koja ispunjava uslove hipoteze (Hs), za svako (t,y, 2), (£, 41, 21) € [0, T] xR¥ x R¥*d
vazi skoro izvesno

lar (toy1, 21 8) (g, 1) — f(s.9,2)] < @t e)[or (Jyr — ylP) + il — 2],
181t 1, 21, €)g(t 1, 20) — gty DI < Bult,e)[or (Jyr — yIP) + a1 — 2] P2],
2 (t, g1, )Rt 1) — h(EY)IP < Fult ) (g — i),
cosw sy zoll < as.e)
sup [B2(5,y,2,¢)|| < 52(375)7

(y,2)ERFxREXd

sup |”72(87y’5)|| S ?2(876)‘
yERF

(7ii) Bez posebnog isticanja neophodnih uslova, a priori se pretpostavlja da postoje
jedinstvena resenja {Y;, Z; }o<i<7 1 {Y}5, Z Yo<i<r jednacina (4.1) i (4.2), respektivno,
za koja je

T 5 T 5

B sup P+ £ ([ 1ziPa) <oo B s ey s ([ 1201Pa) <o
0<i<T 0 0<i<T 0

i da postoje svi Lebesgueovi i [tovi integrali koji se pojavljuju u daljem radu.
Napomenimo da ¢e (ii1) vaziti ako su, na primer, zadovoljeni uslovi Teoreme

3.1.3 za funkcije f,g,h, f, g, h.

Slede¢om propozicijom je data LP-ocena razlike procesa stanja perturbovane
jednacine (4.1) i neperturbovane jednacine (4.2).
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Propozicija 4.1.2 Neka su {(Y:, Z),t € [0,T]} @ {(Y7, Z;),t € [0,T]} resenja
jednacina (4.1) i (4.2), respektivno, i neka je zadovoljena pretpostavka A3. Tada
za proizvoljne pozitivne konstante Ay, Ag, takve da je

Ay < 1—2[02Na2%(s,€) + (p— 1)Bsfi(s5,)], (4.18)

Vazi ocena

E|Yf—Yt|”§G1(G<\If€T+/ Ks(s,e)d ) /Ks& >at€[UvT]v

(4.19)
gde je G(u) = qu) Hd;(x) i

3;?g(s, £), (4.20)

KZ(Sag) = &5(875) + 2(p - 1)§§<878> + )\2

-2
K(s,e):maX{QLj\l+(p—l)2+p)\2

+(p—2) [)\162%(3, e)+ (p— 1)51(5,5) /\%fyl(s 5)]

IMEE +2(p — 1)Bi(s,e) + )\3%(3, g)} .

2
Dokaz. Oznac¢imo
E=¢6-¢ Yo =YY, Aj=FLE|Y ]

Ako se oduzmu jednacine (4.1) i (4.2) i primeni formula Itoa na |Y7|P, za t € [0, T
se dobija

T
el =18+ p [P0 (s Y2 25 ) = £(s. Va0 2] ds

t

T

p AS* (3 (3

b T, Y 2200 - gl Y 20| ds
t

Y s

—9) [T ~
P02 [T ) 6 2 220 — s,V Z2
t

p / Ve P2 (T) (G, YE, 25 2) — gls, Ve Z,)] dB, (4.21)

)48
t

T
= [T R, Y2 )+ 22— B, V)~ Zu|P s
t

-2
SO S T s, V2 ) + 25— bl ¥~ 2 ds
t
T
[ TP s Y0+ 2 — s Vi) - 2],

) S )
t

iz cega je
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T o~
AS < EIEP + pE / D2V ([ (s, YE, 25, €) — f(s, Yo, 25)] ds

t

-1 r ST~
20 [P T 56, Y5 25, 2) — (s, Ve ZOIF ds

t

T
- gE/ VP2 ll(s, VS €) + Z5 = s, Ye) = Z|[ ds
t

D [ T Yz 4 25— Yo - 2]

y L
t

= Ble + pi) + P2 D) - L) (4.22)

gde integrale I1(t), I5(t), I5(t) treba oceniti. U ocenjivanju ovih integrala, bez poseb-
nog naglasavanja e biti koriséene elementarne nejednakosti (1.7) i (1.11), Jensenova
nejednakost (1.16) i uslov bliskosti, odnosno pretpostavka A 3.

Za proizvoljno \; > 0 je

T/\ AN
— 5 [Ty
t
X [051(‘97)/367 Zg,&)f(s,}fss, Z;) + a2(87}/sea Zsevg) - f(S,YL, ZS)] ds
1 T _ R T
<o E [ WP as B [T sl Y2 22 ) ds
>\ ’ 2 2
FSE [T (5, Y5 25 (5. V5. 2) = f(s. Ve Z)J ds
<oy / asds+ 38 [ TR,V - Vi) + 02 - 2P
1

+E/ V2 P1a(s, ) ds
t

</T L P2 B se) Asds+2ﬁ/T&2(s £)p(A°) ds
= \ 2)\1 D 112, s » J, 18,€)p s

T R p—1 [T 1T
+9%>\1E/ &f(s,g)D{f\p’QHZg — ZSH2 ds + —/ ASds + —/ ab(s,e) ds
t b J:

Tri1 p=2 20\
= + AL +—— ) Alds + — | aj(s,e)p(A])ds
[ (G + 5 e + 23 X [ttt

T ~ IS
+ Hf/\lE/ a%(s,5)|)25|p_2||Z§ — ZS||2 ds + —/ ab(s,e) ds.
t P J:

Analogno,

T A~
_E / o2
t

X ||ﬁ1(S,Y;€,Zj,&)g(S,YSE,Z§> +B2<57Y;€7Z§7€) - 9(87}/8728)H2 ds
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T
<o / VE211By (s, Y2, 22, )9 s, Y2, Z2) — gls, Yo Z,)|[? ds
t

T
2B / Ve Ba(s, Y7, 2, )| 2 ds
t
T _ ~ 2
< QE/ DEP2Fy (s, £)ph (Y7 — YoPP) ds
t

T T -
128 / VEP25,(s, )60]| 25 — 2.2 ds + 2 / Ve85, €) ds
t t

2(p —2)
p

T~ R 4 T~
+292E/ Bu(s, o) |VeP2|| 25 — 24 ds+]3/ Bo(s, <) ds,
t t

<

T . . 4 T~ .
/t (rlsv) + DATds + / Bi(s, ©)p(A%) ds

dok je za proizvoljnu konstantu Ay > 0,

I3(t)

T
- E / VEP2 (s, Y2, £)h(s, YE) + als, YE,€) + 72 — h(s, V) — Z|P? ds
t

’) T8 V-

T
- E / P2 (5, Y2, )5, YE) + a5, Y2, ) — s, Y|P ds
t

T
_op / IV P2traceln (s, Y=, €)h(s, YE) + va(s, VE,€) — h(s, Yo)IT1Z5 — Z4] ds
t

T
- / VeP2)| 2 — 2, ds
t

IN

1 T
A_E/ YP3|I (s, Y, )h(s,YE) 4+ 72(s, Ve, €) — h(s, Yo)|* ds
2 t

’) T8 ’) T8

T
(e - )E / Ve 2 — 2, ds

t

2 EPS
CE [ VP (s Y2 (s, Y5) = b, Yol ds
2 t

IN

9 T _ T _
B [ TP et Y AP ds + 0o = DB [ 22125 - 2P ds
2 t t

2 r _ 2y — 92 T
< Zp [T o (v - Vil ds + =2 p [ Wepas ds
A2 t p/\2 t
4 T T .
o [ R+ = 0B [ 712 - 2P ds
p/\2 t t

2(p—2) [T_ 4 (M
< (p )/ 71(5,5)A2d5+—E/ Yi(s,)p(|Ys — Yol?) ds
p)\2 t pAQ t

2(p —2)

+
PA2

T 4 T T
/ ASds + — Vo(s,e)ds 4+ (Mg — 1)E/ |Y;€|p72‘|Z§ — ZSH2 ds
t pA2 Jy t
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<202 [0+ vazds o [ pan ds

p)\z PA2
4 T

[ Blseyds+ 0a-1)E / Vep2) 25 — 2P ds.
P)\Z t

Zamenom dobuenih ocena za I1(t), I5(t), I3(t) u (4.22) dobija se sledeca relacija
T
AF < AS + E/ Ki(s,e)|YEP21 25 — Z || ds (4.23)
r r
< +/ Ko(s, ) ds +/ K(s,¢) <A§ ds + (s,g)p(Ag)) ds,
t t

gde je
(1= X9)

Ki(s,e) =p { — 02003(s,2) — (p— 1)0254 (s, 5)} : (4.24)

a Ky(s,e) i K(s,¢) su dati sa (4.20).
Iz relacije (4.23) bi se moglo odrediti AS ako je vrednost funkcije K (s,¢) pozi-
tivna za svako s i €, tj. ako je

1—X
2

— 02Ma3(s,2) — (p— 1)6251(s,€) > 0,

odnosno B

Ao < 1—2[0iMai(s,e) + (p— 1)62B1(s,€)].
Shodno tome, A, Ay se biraju tako da poslednji uslov bude zadovoljen, sto implicira
da mora biti Ay € (0,1). U tom slucaju iz (4.23) se dobija oblik pogodan za primenu
Biharijeve nejednakosti (Teorema 1.5.6),

T T
A; < U5+ / Ks(s,e)ds + / K(s,e)(AL + p(AY)) ds. (4.25)
0 ¢

Funkcija pi(x) := = + p(x) zadovoljava sve uslove hipoteze (Hs), I = [0,00), J =
0, 7], u(s) = AS, k(s) = K(s,e), azasvako s € [0,7T] je A € I, §to povlaci da je

u(J) C I. Konstanta a je V& + fOT Ks(s,¢€) ds, funkcija G(u) = f:) Hd;”(m)

T
T :inf{ué J:\I/%—i—/ Ks(s,e)ds
0
T
+ [ Kot padser, MStST} 0,
t

T
u2—inf{p€J:G<\IﬁT+/ Kg(s,a)ds)
0

+/TK(3,5)(A§ +p(A%))ds € GUI), p<t < T} =0,

tj. ;. = max{u, 2} = 0. Otuda je

Ang_l(G<\I/€T+/K235 > /Ksa ) tel0,T),  (4.26)

¢ime je dokaz teoreme zavrsen.
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4.1.4 Ocena duzine intervala za zadatu [’-razliku reSenja

Kao i ranije, za odredivanje vremenskog intervala na kome reSenja pertur-
bovane i neperturbovane jednacine ostaju bliska u LP-smislu za unapred zadatu
vrednost, potrebno je oceniti LP-razliku resenja BDSDJ (4.1) i (4,2).

Oznacimo

0_52(6) = sup ai<t76)7 Bz(‘g) = Ssup B;(t,éf), ’7@<€> = Ssup :%(tug)v L= 1727
te[0,T] te[0,T] t€[0,T]

i definisimo
®(c) = max{W5, a5(e), By (), %5 (e)},  M(e) = max{ai(e), Bi(e), m(e)}. (4.27)

Teorema 4.1.3 Neka su zadovoljeni uslovi Propozicije 4.1.2 i neka su ¢(e) i M(e)
definisani sa (4.27). Pored toga, neka ¢(e) tezi nuli kada £ tezi nuli i

0<M:= sup M(e) < | ——52— , (4.28)
c€(0.1) 2C,03 501627

gde su Ep,ép konstante iz Burkholder—Davis-Gundy nejednakosti (Teorema 1.5.3).
Tada,

sup E|YS —YiP =0, ¢ =0, (4.29)
t€[0,T
0
T 5
E(/ ||Z§—ZS||2ds) — 0, e = 0. (4.30)
0

Dokaz. 1z (4.20) i (4.24) sledi da se K (s, ) moZe minorirati sa Ki(g), a Ky(s,€)
i K(s,e) mogu majorirati sa Ks(e) i K(e), gde je

Ry(e) = plt ‘ZAQ) ~ ME[#M+ - 1] >0,
Kole) = 0() 20— 1+ %} — (), (4.31)
K& =max {5+ B2 =17+ [0 - DM+ - -2+ P M)
2[)\1 +p—2+ %JM(;;)}.
Tada, iz (4.26) sledi
sup A < GG (P(e)(1+ Ka(e)T)) + K()T) . (4.32)

0<t<T

Kako ®(¢) — 0, kada ¢ — 0, sledi da supy<;< A7 — 0 kada £ — 0.
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Da bi se dokazalo (4.30) neka je tp < u < t < v < T, za neko to € [0,T].
Oduzimanjem jednacina (4.1) i (4.2), dobija se za u <t <w

t
[ (2= Zgaw. =y v, - (g - V)
t ~
+ [z, 200~ sV 2] s

t
+/ [5(87267Z§7€>_g(SaY;7ZS>]dBS

) S )

- / t[ii(s YZ,€) — h(s,Y,)]dWs.

Tada je
p

< 5P+ Sy + I3+ 4, (4.33)

t
E sup / (75 — Z,)aw,

te(u,v)

gde je
Ji=E sup [Y7P,

te€(to,T)
p

Y

t
Jo = E sup / laq (s, Y, Z5,e) f(s, Y, Z2) + aols, YS, Z5,e) — f(s,Ys, Zs)] ds

)8 s ’) 8 ’) T8 s
teu,v]

p

t
J3 = E sup /[51(3 Ve, Z5,e)g(s, Y, Z9) + Pa(s, Y7, 25, €) — g(s, Y7, Z7)]dBs

) s S »y s S ’) T8 S ’) T8 S
teu,v]

Y

p

t
Ji= B sup | [ Dn(s. Y7 2h(s,YE) 4 2a(s, Y2, 2) = hls, YOIV,

P ’) T8
teu,v]

Ocenimo najpre J;. 1z (4.21) i (4.23), sledi
T
e < T + Kaol )T = )+ KE) [ [F]+ p(IT)] ds,
t

T
+p / VP2V (s, Y7, 25,€) — gls, Yo, Z5)) dB,

t
T
P / VEP2 (V) (s, Y7o ) + 25 — h(s,Y,) — Z]dW,.  (4.34)
t

) S )

Tada je,

Ji < O(e)[1+ +K(T — to)] + K(e) /T(A‘Z + (A7) ds,

to

T
LB sup (p / |Y:|P2<n€>T[a<s,mzz,a>—g(s,n,zsﬂst)
t

te[to,T]

T ~
+E sup (—p / YEP2 (V) (s, YE ) + Z5 = (s, Ys) — Z] dWs)

t€(to, T t

— B(e)[1 + Ko(T — to)] + K (<) / (A4 (A ds T+ i (4.35)

to
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Slicno, primenom Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti i Youngove nejednakosti
sledi da je

[N

T
Ju < AOpE ( [T, 2,229 — gl Ve 2P ds)

to

1
< =J;
-3
T A~
* 24p2E/ |}/36|p_2||61(87 }/ssv Zssa 5)9(87 Yja Z§> + 62(87 }/85’ Zs€’ 5) - 9(37 Y;, ZS)||2 ds
to
1
< Lnvay?|BEE [ 17T as
to

T T
B [ T2 - ZIF ds + B [ |Y;\Hds]

to to

(p—2)(M(e) + 1)/ AS ds—l—QM(g)/ p(AS) ds

to to

J1 + 48]?

to

T
+ 20T to) + M [ [T77112; - ZIP ds.]

Ocena za Jio se dobija na slican nacin,

1
2

T
Jia < 4\/§pE (/ ‘Y;5|2p72|’h(5,}/;’ e)+ Z5 — h(s,Ys) — Z5H2 ds)
to

1 T -
< -Ji +16p°E / e

to

N}

X ||’71(57Y:9 ,E)h(S,Yf) + ’72(37}/:967 )) + Z§ - h(S’Y:?) - ZSH2 ds
T

(p—2)(M(e) + 1)/ Alds + 2M(5)/ p(A%)ds

to to

1
—J1 + 48]?

\)

T
+20(e)(T — to) +pE/ |Yf]p*2]|Z§ — ZSHst .

to

Zat =to iz (4.23) je

T
B[ Wz~ 2 ds

to

1 74 7% g £ €
<o [P RAT -+ K [ @i sy wao)

to

Zamenom ocena za Ji1, Jia 1 (4.36) u (4.35) sledi
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T
Jp < ng + 96p(p — 2)(M(e) + 1)/ A ds

to

T
+192M(e)p / p(A) ds + 192p®(e)T

to

+ (1 L B (2?2)* 1)p2) [@(5)[1 +KoT) + K(e) /:(Ag + p(A9)) ds] :

iz cega je

J <6 {1 + (192p + Ko)T + 48(M(;()?;+ Bl (1+ KQT)} P(e)

4648 [Qp(p —2)(M(e) + 1) + K(g)(M(i)fg = } / A ds

K
K(e)(M(g)f, + 1)p2] T

6-48 |4M _
+ [ (e)p+ @

to

Analogno,

Jy < (v—u)?

<262 Yo —u)P? {M(s)g / p(A%) ds + () (v — u)}

[NI4S)

/U[ (8, Y5, Z5,e) (s, Y5, Z5) + aa(s, s, Z5 €) — f(s, Y5, Zs) ds]

)8 )-8 P

2)
+2-62" v —u)sM(e)20'E </ = ZS||2ds)

Primenom Burkholder-Davis-Gundy nejednakosti J3 se moze oceniti na sledeéi
nacin,

[NJiS)

| /\

</ B1(s, Yy, Z5,2)g(s, Y, Z5) + Ba(s, Y, Z5, ) — g(s, Yy, Z7)| dS)

~ A2 B
2

VAN
9
)

Q
F
Cn
0)
b
3|
)
m
5
\/
o

B (/”Bl<s,e>02||zs - Zsuzds)Q n (/”g;@,g) d)]

< Cp2-65 (v —u)s ! {M(e)g /T p(AS) ds + & (e)(T — to)}

to

N

+Cp2- 657 M ()80 E(/ 12 - le2d8) ,
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gde je za p = 21ili p > 2 konstanta C,, = 4 ili C, = [p"*'/2(p—1)P"1]% | respektivno.
Na kraju,

i)

2

102 G ([ Il Y MY ol ¥710) = s Vs
< G2Hw = wiB [ Bl (72 + 30,0 ds

< C2» Y —u)s ! <M(e)5 /T p(AZ) ds + ®(e)(v — u)) .

to

Zamenom dobijenih ocena za J, J5, J3, J; i Burkoholder-Davis—Gundy nejedna-
kosti u suprotnom smeru, nalazimo da je

v 5
& E (/ |12 — ZS||2ds)

t
/ (2 — 7,)aw,

p

< E sup

teu,v]

<2.5°1. 65 LM (e)h [(v —u)Ber + 5p9§]E (/ = Zs||2ds)
T

+p (v — uw)P(e) + pg / A ds + ps(v —u) / p(A) ds, (4.37)

to to

gde je &, = 11ili &, = (2p)~% za p =2 ili p > 2, respektivno, a

pr(v —u) =51 {12 [2 + (T — 1) (192p + K>) + Q(1 + Ko (T — to))]
+25 (0~ w)E 35 (0w + G35 + 28],
pro = 5 [1152p(p — 2)(M + 1) + Q),
13 (v — u) = 5P—1{12 [192Mp + Q]
+ 25 (v —u)> T M [3%_1(2; —u)

4 ~ p
2

gde je Q) = w. Imajuéi u vidu da su perturbacije takve da je M5 <

——2——— vrednosti u i v se mogu izabrati dovoljno blizu tako da je
20,02 5p—162 !
pY2

g, —2-51.65-10/% [(v —w)ber + 6*,,(92%] > 0.

Iz poslednjeg uslova je

[N4S]

1 c = L
O<v—u< 7 (2 . 5p*16p%*1M — C’,ﬂf) : (4.38)
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Iz (4.37) je

(/ 125 — 2, ||2ds) (4.39)

p1(v —u)®(e) + g ftOAeds + pz(v—u fto (AS)d

Gy —2-5P71 65 M2 [(v — u)26Y + Cp92]
= v(to, v — u).

Imajuéi u vidu da AS — 01 p(A%) — 0 kad ¢ — 0, iz poslednje nejednakosti sledi

da E ([||Z¢ - ZSHQdS)g — 0 kad € — 0. Osim toga, za svako Iy, la, v(l1,13) — 0
kad e — 0.

Da bi dokazali (4.30) stavimo ¢, = 0 i izaberimo nezavisno od ¢ konacan broj
deobnih tacaka na intervalu [0,7], 0 =ty < t; < --- , ¢ =T takvih dajet; —t;_ <

% (— — épezg);, j=1,2,...,k Tada iz (4.39) sledi

9.50—162 115

T % k t; g
E(/H@—ZMMQ ~5 (X [ 1z - ziras
0 j=1 ti—1

k
< k’g_l Z I/(T, t; — t]‘_l)

Jj=1
— 0, =0,
¢ime je dokaz zavren.

Na osnovu Teoreme 4.1.3 se zakljucuje da se procesi stanja Y, i Y; i kontrolni
procesi Z; i Z; mogu uciniti proizvoljno bliskim za dovoljno malo €. Ta ¢injenica
ima za posledicu da se za dopustivu vrednost > 0 i € dovoljno malo, moze odrediti
t(n) =t € [0,T] tako da LP- razlika procesa stanja Y i Y; ne prelazi vrednost 7
na vremenskom intervalu [t,7]. Isto tako, na tom vremenskom intervalu moze se
odrediti veli¢ina bliskosti kontrolnih procesa Z; i Z;. Naredna teorema se upravo
odnosi na ova razmatranja.

Teorema 4.1.4 Neka su ispunjeni uslovi Teoreme 4.1.3 i neka su M(g) i ®(e) dati
sa (4.27). Tada, za proizvoljnu konstantu n > 0 i svako £ € < (1 )},
postogi t € [0,T] oblika

—HW{QT_QW—G@@O+KJD}

[ =

N

pri cemu je Ky =2p —1+2/Xy i

K:maX{ZLj\l—l—pQ;j%—(p—l)?—i- [(p—l))\1+(p—1)(p—2)+

o2+ £}
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Tada je
sup E|Y; — Y[’ <, (4.40)

te(t, T

T g L,k
B ([ 12 - z0lPas) <k vt (1.41)
7 =

gde je funkcija v data sa (4.39), a ko € N je dovoljno veliko i takvo da je Tk—;{ < 78

2
— ~ ~ p P i
za 50 = % (m — Cp022) 1 neko T € (0, 1)

Dokaz. Definisimo funkciju S(e, 7' —t) za t € [0, 7] na slededi naéin,

S, T—t):=G " (G(2(e)(1+ K.T)) + K(T —1)).

Za proizvoljno n > 0 mora biti
S(e,0) <n < S T),

odnosno,
D(e)(1+ KT) <n <G (G (P(e)(14 KoT)) + KT) .

Posto ®(e) opada kada € opada, sledi da je

G HG(n) — KT) n
= P! _ <e<d | ——_ ). ]
“1 ( 1+ KT ) =E (1+K2T> =2

Za svako € € [g1, &5], jednostavno se odreduje iz relacije S(e, T — t) = 1, odnosno

G(n) — G(2(e)(1 + K>T))

I

t=T—

]

gde je funkcija G data u Propoziciji 4.1.2. Ako je n > S(e,T), odnosno n >
G (G (®(e)(1 + I_{QT)) + KT), tada je ¢(c) < Gilﬁ%;KT), odakle sledi da je
e < ! <G71fr([2;KT)) :=¢1. Za e € (0,e9), neka je

G(n) — G(2(e)(1 + KT) }

t= 0,1} = 0,7 —
max{0, ¢} max{ , G

Na osnovu (4.32), za svako € € (0,¢5) sledi da je
sup E|YE ~ VP < SE.T—H =1

telt,T)

Evidentno, kada € 1 &, tada t 1+ T, sli¢no, kada € | €, , tada ¢ | 0.
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Da bi dokazali (4.41), podelimo interval [0, 7] ekvidistantnim tackama ¢ = ¢y <
t1 < ..., ty, = T za neko dovoljno veliko kg € N i 7 € (0,1), tako da je t; —t;_; =

2
o = T=t < by, gde jo by = 2 <— = Cyf3)" . j = 1.2, k. Tada je

2.5p-165 115

k t .

T 5
E (/ 125 = Zs)\|2d8 =E <Z 125 = ZJWS)
t
b k
<]€0§ZI/
7j=1

¢ime je dokaz zavrsen.

Jasno, LP-razlika kontrolnih procesa Z; i Z; je veca ako je ko manje i 7 blize nuli.
Zbog kolizije ovih zahteva preostaje da se u konkretnoj situaciji optimiziuje ko i 7
u cilju minimiziranja LP-razlike kontrolnih procesa. Osim toga, za neku dopustivu
vrednost 77 > 0, numericki se moze odrediti kg i dy tako da je

k
ZZV t 50
7=1

Sl



Glava 5

Perturbovane backward
stohasticke diferencijalne
jednacine sa barijerom

U ovoj glavi se razmatraju perturbovane backward stohasticke diferencijalne jedna-
¢ine sa barijerom. Nowi rezultati se odnose na uporedivanje resenja perturbovane 1
odgovarajuce neperturbovane jednacine u LP-smislu i odredivanje vremenskog inter-
vala u kome su resenja perturbovane i neperturbovane jednacine bliska v LP-smislu.
U ovom slucaju se proizvoljno perturbuju finalni uslov, koeficijent drifta i barijerni
proces.

5.1 Opsti tip perturbacija

Nakon §to su Pardoux i Peng u esencijalnom radu [107] dokazali egzistenciju i
jedinstvenost resenja nelinearnih BSDJ, mnogi autori su se bavili ispitivanjem svoj-
stava ovih jednacina, pre svega motivisani njihovom primenom u praksi. Logicno,
primene u razli¢itim oblastima sa posebnim specificnostima su inicirale uvodenje
novih tipova BSDJ ¢ije se osobine jos uvek ispituju.

Motivisani problemima vezanim za americke opcije, El-Karoui, Kapoudjian, Par-
doux, Peng i Quenez su u zajednickom radu [71] uveli backward stohasticke dife-
rencijalne jednacine sa barijerom, kraée BSDJ sa barijerom (eng. reflected bac-
kward stochastic differential equations). Za ovaj tip BSDJ je karakteristicno da
se za proces stanja reSenja zahteva da ostane iznad unapred zadatog procesa ba-
rijere/prepreke L = {L;,t € [0,T]} (barijernog procesa), koji je specifican za ovaj
tip jednacina. Shodno tome, resenje BSDJ sa barijerom je uredena trojka procesa
{(Y;, Zy, Ky), t € [0, T)} koji zadovoljava jednacinu

T T
Vet [ feViZ)dss K- K- [ ZadB. 0<i<T,
t t

T
Y > Ly, t <T i / (Y, — Ly) dK, = 0 s.i. (5.1)
0

pri ¢emu je proces K neopadajuéi i on odrzava proces Y iznad barijernog procesa
L. U ovom radu su dokazane egzistencija i jedinstvenost resenja jednacine (5.1)

99
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pod uslovom da &, sup,<p(L;) i fOT |f(£,0,0)|dt (&, f i L se nazivaju parametrima
jednacine (5.1)) pripadaju prostoru L? i da koeficijent f ispunjava Lipschitzov uslov.
Takode, autori su u istom radu izveli formulu kojom se resenje PDJ sa barijerom
moze izraziti u terminima resenja BSDJ sa barijerom. Neke od najvaznijih primena
ovog tipa jednacina su u ocenjivanju vrednosti americkih opcija, u problemima
stohasticke kontrole i diferencijalnih igara, u vezama sa stohastickim parcijalnim
diferencijalnim jednacinama, itd (videti [7], [25], [48], [70], [72]).

Pardoux i Rascanu su u [111] dokazali egzistenciju i jedinstvenost resenja BSDJ
sa barijerom za neograni¢en vremenski interval. Osim toga, Ouknine [104] i Ba-
hlali, Essaky i Ouknine [10, 11] su diskutovali BSDJ sa barijerom u kojima se javlja
kombinacija Brownovog kretanja i Poissonove mere, za slucajeve kada generatorska
funkcija zadovoljava Lipschitzov uslov, lokalni Lipschitzov uslov ili uslov monoto-
nosti. Od tada, pojavilo se vise radova na temu BSDJ sa barijerom, na primer,
Hamadene i ostali [44, 45, 46], Matoussi [90], Lepeltier i Xu [78, 79] i radovi Rena
i ostalih [118, 119, 122].

U poslednje vreme vise autora se bavilo oslabljivanjem uslova egzistencije i jedin-
stvenosti resenja. Postoji samo nekoliko radova u kojima su dokazani egzistencija
i jedinstvenost resenja kada se ne zahteva da parametri jednacine budu kvadratno
integrabilni. Takode treba ista¢i da su El-Karoui i ostali u radu [72] kao i Briand
sa grupom autora u [19], dokazali egzistenciju i jedinstvenost reSenja za standardnu
(osnovnu) BSDJ kada su parametri jednacine iz LP prostora, za neko p €]1,2].

Hamedene i Popier su u radu [49] dokazali da BSDJ (5.1) sa jednom barijerom
ima jedinstveno resenje pod uslovom da su &, sup,<p (L) i fOT |f(t,0,0)|dt iz LP,
p €]1,2][, i da funkcija f zadovoljava Lipschitzov uslov. Aman je u [2] dokazao slican
rezultat za klasu uopstenih BSDJ sa barijerom kada je zadovoljen Lipschitzov uslov
za parametre jednacine. On je prosirio ovaj svoj rezultat u radu [3] za isti problem,
ali sa pretpostavkom nelipSicovskog uslova za parametre jednacine.

U ovoj glavi su sumirani i uopsteni rezultati vezani za BSDJ (5.1) u slucaju
kada su finalni uslov & i generatorska funkcija f, p-integrabilni, za p €]1,2[. Glavna
motivacija ove glave je Siroka primena ovih jednacina u realnim problemima, u
finansijama, kontroli, stohastickim igrama, stohastickim PDJ, gde se ne zahteva
kvadratna integrabilnost parametara matematickog modela.

5.1.1 Uvodni pojmovi i poznati rezultati

U prethodnim glavama su razmatrane perturbovane BSDJ i istaknut je znacaj
perturbacija u procavanju promena u stohastickim modelima nekih kompleksnih
fenomena. Poznato je da se u stohastickom modelu koji se moze opisati nekom
SDJ, novo stanje modela opisuje perturbovanom jednacinom, i potom uporeduje
sa pocetnim stanjem koje je opisano neperturbovanom jednac¢inom. Na ovaj nacin,
slozeniji problemi se posredno svode na poznate i jednostavnije slucajeve koje je
lakse resiti.

Ova glava je posvecena najopstijem tipu perturbacija za BSDJ sa barijerom
(5.1), pri éemu se finalni uslov, funkcija f i barijerni broces L proizvoljno perturbuju.

Kao i do sada, osnovna pretpostavka je da su sve slucajne promenljive i slu¢ajni
procesi definisani na datom prostoru verovatnoéa (€2, F, P) i da je na njemu defi-
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nisano d-dimenzionalno Brownianovo kretanje B = {By,t € [0,7T]} sa prirodnom
filtracijom {F3,t € [0,T]} koja ispunjava uobic¢ajne uslove.

Stohasticki procesi su definisani na t € [0, T] i uzimaju vrednosti u prostoru R",
sa Euklidovom normom.

Za realnu vrednost p €]1, 2], neka je:

(i) SP(R™) skup adaptiranih i neprekidnih procesa {X;,t € [0,7]} sa vrednostima
u R", takvi da je

P
|| X]|s» = E'| sup |Xt|p] < 00,
te[0,7
Prostor S?(R") sa normom || - ||s» je Banachov prostor.

(ii) MP(R™) je skup predskazivih procesa {Z;,t € [0,T]} sa vrednostima u R"
takvih da je

1

T HE
(/ |Zt|2dt>] < .
0

Takode, prostor MP(R") sa normom || - || s je Banachov prostor.

| Z||pmr = E

Sa BP je oznacen prostor SP? x MP. Neka je ¢ slucajna promenljiva iz R koja
je Fr -merljiva, funkcija f : Q x [0,7] x R x R? — R je merljiva u odnosu
na P x B(R)xB(R?%) gde P oznacava sigma algebru podskupova iz Q x [0,77], i
L:={L;t €[0,T]} je neprekidan, progresivno merljiv proces sa vrednostima u R.

Za trojku (¢, f, L) kojom je definisana jednacina (5.1) uvode se sledece hipoteze:

(Hy) § € LP(9);
(Hz) (¢) proces {f(t,0,0),t € [0,T]} zadovoljava uslov E(fOT |f(,0,0)|dt)? < oc;
(7i) postoji konstanta k tako da je za svako (t,v, 2), (t,v',2') € [0,T] x R x R?

‘f(taya Z) - f(t7ylazl)‘ < k(’y - y/‘ + ‘Z - Z/D S.1.
(H3) Za barijerni proces L, vazi:
(Z) LT S g, s.1.
(i) Lt == LV 0 € SP(R).

Analogno ranijim tipovima BSDJ, uvodi se definicija resenja BSDJ sa barijerom
odredenom trojkom (&, f, L) (videti Hamadeéne i Popier [49]).

Definicija 5.1.1 Trojka procesa {(Y:, Zi, K¢),t € [0,T]} je LP-resenje, p €]1,2]
BSDJ (5.1) sa finalnim uslovom &, generatorom f i neprekidnom donjom barijerom
L ako vazi sledece:

(1) {(Yy, Zy),t € [0,T]} pripada prostoru BP;

(2) K={K;,tel0,T]} je adaptiran, neprekidan, neopadajuci proces, pri cemu je
Ko=0i Kr € LP(Q);

(3) Yi=¢&+ ftT f(s,Ys, Zg)ds + Ky — K — ftT Z,B, t € [0,T], s.i.;
(4) Ye > Ly, t €[0,T] s.i.;
(5) fOT(}/; - Ls)sz = OSZ
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Definicija 5.1.2 BSDJ (5.1) sa donjom barijerom L ima jedinstveno LP-resenje,
p €J1,2[, {(Y:, Zi, Ki),t € [0,T]} ako za svako drugo resenje {(Yi, Z;, Ky),t €
0, T)}} vazi da je ||Y: — Yillse =0, || Z — Zi||me = 0 4 || Ky — Ki]|se = 0.

U radu Hamedena i Popiera [49] dokazane su egzistencija i jedinstvenost resenja
jednacine (5.1), pri ¢emu se uvek pretpostavlja da je p €]1,2].

Propozicija 5.1.1 (Hamedene, Popier [49]) Neka vaze hipoteze (Hy)—(Hsz) za
&, fiL. Tada jednacina (5.1) kojoj su pridruzeni parametri (€, f, L) ima jedinstveno
LP-resenge, tj. postoji trojka procesa {(Yi, Zi, Kyi),t € [0, T} o<i<r takva da je

Y eSS Ze MP, K € 8, K je neopadajuci proces za koji je Ko =0,

T T
Yt=€+/ f(s,Ys,Zs)d8+KT—Kt—/ Z,dBs, t € [0,T],
t t
T
YtZLt,thi/(YS—LS)szzos.z'.
0

Primetimo da se formula Itéa (Teorema 1.3.4) ili njen integralni oblik (2.3) za
backward jednacine, ne mogu direktno primeniti na BSDJ sa barijerom. Problem je
u specificnosti pridruzenog barijernog procesa. Medutim, moze se koristiti uopstena
formula Itoa koja sadrzi i neopadajuci proces skoro izvesno ogranicene varijacije.

Lema 5.1.1 (Formula Itoa [68]) Ako skalarni proces X = { Xy, Fi >0 ima de-
kompoziciju
Xy = Xo+ Ay + My,

gde je Xy Fo-merljiva sluc¢ajna promenljiva, M = { M, Fi }+>0 je lokalni martingal,
A = { A, Fi}i>0 je neopadajuci, adaptiran proces sa Ay = 0 skoro izvesno i {Fi}i>o
zadovoljava uobicajne uslove. Ako je funkcija F(t,x),t € [0,00),z € R jednom
neprekidno diferencijabilna po t i dva puta po z, tada je

t t t
F(t,Xt):F(O,X0)+/ Ft’(s,Xs)der/ F;(S,XS)dASJr/ F!(s, X,) dM,
0 0 0

1 t
+§/ Fl (s, Xs)d(M)s, t>0, s..
0

U [19] je izvedena relacija, koja ¢e se koristiti u dokazivanju glavnih rezultata.
Ovde se navodi samo jedna njena verzija.

Lema 5.1.2 (Hamédene, Popier [49]) Neka je (Y, Z) € BP resenje sledece BSD.J

T T
Yizﬁ—i—/ f(s,}/;,Zs)ds+AT—At—/ ZsdBs, s.i.,te€[0,T],
t t

pri cemu je:
(i) f funkcija koja ispunjava prethodno opisane uslove;
(ii) Proces {Ai}i<r je s.i. ogranicene varijacije.
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Tada, za svako 0 <t < u < T wvazi
Y+ c(p) / Vo2 Tyyso | Zu[2ds < [Yal? + p / VL1V, dA,
t t
+p / YL YLf (s, Y, Z,) ds
t

—p / Y.["1Y,Z. dB.,
t

gde je c(p) = "o i = Lli ).

5.1.2 Formulacija problema i preliminarni rezultati

Uporedo sa jednac¢inom (5.1) posmatra se i sledeca jednacina zavisna od para-
metra ¢,

T T
Yt:55+/ fa(s,}/j,Zg,s)dsqLK%—Kf—/ Z2dB,, 0<t<T, (52)
t t
T
YeS L t<T i / (Ve — L) dKS =0, si.
0

gde su &°, f¢ i barijerni proces L° definisani na isti nacin kao i &, f, L, respektivno.
Za uredenu trojku (&°, f€, LF), trojka adaptiranih procesa {(Y;5, Z;, K¢),t € [0,T]}
je LP-resenje jednacine (5.2). Parametri €%, ¢, L® jednacine (4.2) su dobijeni kada se
proizvoljno perturbuju &, f, L iz (5.1), ali tako da zavise od malog parametra €. Ovaj
tip perturbacija je najopstiji, i u posebnim sluc¢ajevima se moze svesti na aditivne i
linearne perturbacije, razmatrane u glavama 2 i 3. Kao i ranije, jednac¢ina (5.1) se
smatra neperturbovanom, a jednacina (5.2) perturbovanom jednac¢inom. I u ovom
slucaju se ocekuje da kada su &%, ¢, L bliski u nekom smislu sa &, f, L, da i resenja
{(YF, Z;,K;),t € [0,T)} 1 {(Ys, Zt, Ky),t € [0, 7]} budu bliska u odgovarajuéem
smislu. Zbog toga se uvode sledece pretpostavke:

AO0. Za finalne uslove &, &° € LP(2) postoji neslucajna funkcija ag(e), takva da je
E|& = ¢l < aole).
A1. Za generatorske funkcije f i f¢ postoji neslucajna funkcija (), takva da je

sup  |f5(t gz 6) = f(t oy 2)| < anle) s
(t,y,2)€[0,T)x BP

A2. Za barijerne procese L i L postoji neslu¢ajna funkcija as(e), takva da je

E sup |L] — L’ < as(e).
t€[0,T]

Narednim tvrdenjem je predstavljen pomoéni rezultat — ocena za E|YfF — Y|P,
koja je znacajna u opisu glavnih rezultata. Metodologija dokaza je slicna dokazu
Leme 3 iz [49].
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Propozicija 5.1.2 Neka su zadovoljene hipoteze (Hy) — (Hg) @ pretpostavke A0 —
A2 i neka su {(Yy, Zs, Ky),t € [0,T)} o {(YF, Z7, K§),t € [0,T]} reSenja jednacina
(5.1) i (5.2), respektivno. Tada je

E|Yf = Y|P < Cre™ 0 te0,T], (5.3)

pk? o

gde suci =p—1+pk+ L5 i Cr = ag(e) +of(e) T + a,” (¢) (E][A(TP’)%, konacne
konstante.

Dokaz. Zat € [0,T] oznacimo
g:§€_§7 }/;t:Yts_Yta Z\t:Z{f—Zta }?t:Kf_Kt.

Oduzimanjem jednacina (5.1) i (5.2) imamo

T T
Yt:g—i_/ (fs(svysa)Z§7€>_f(s)}/&zs))ds_’_KT_Kt_/ stBsa OStST
t

t

(5.4)
Primenom Leme 5.1.2 na |Y;|? dobija se
AN T AN A~
T+ e) [T 1s 2P s (55)
t

T
<|EP+p / Tt sgn(V,) (f5(s, Y7, Z5,€) — f(s,Ya, Z,)) ds
t
T R N R T R PN
+p / TP tsgn(V)d(AR,) — p / V. sgn(V) Z, dB,
t t
A T P
<@ +p / VPS5, Y 25 ) — (s, YE, Z9)] ds
t
T R T R
+pk/ m|p—1y}f—ygyds+pk/ Y|Pz — Z,| ds
t t
T R R R T R PN
+p / VP Lsgn(T)d(AR,) — p / V. sgn(V,) 2, dB.
t t
AN T A~
= |§|p+h(t)+pk/ |Y[Pds + Io(t) + I3(t) + 14(t),
t

gde su I4(t), I2(t), I3(t), I4(t) odgovarajuéi integrali koje treba oceniti. Primenom
(1.11) i pretpostavke A1

T
O =p [ TP Y2 25— S5,V 20 ds (5:6)
t
T T
<1 [ Tlast [ 156V 20 - 6 2P
t t

<(p—1) / P Pds + o2(e)(T — 1).
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Za ocenu integrala I5(t) koristi se nejednakost 2ab < % + 2b%,

= s /w 2] ds (5.7

pk? g 2 2
Sp_l/ Fpas+ D [T png g2 as
t t

gde je c(p) = p(p—1)/2.

Da bi se ocenio integral I3(t), za par (z,a) € R x R se uvodi preslikavanje
(z,a) — O(z,a) = |z — alP?Iyz0y(x — a). Funkcija z — f(x,a) je neopadajuca,
dok je funkcija a — 6(x, a) nerastuéa. Za L, = L — Ly, kako je Y2 > L iY, > L,
to je

I(t) = / PP Lsgn(T:) d(AR,) (5.8)

T T
- / P sgn(V) dEE — p / 7, sgn(V,) dE,
t

t

T T

P/ (Y, Y Lv=15ydK; —P/ OV, Y) v,=r.} dK,

tTN TN t
:p/ O(LS,Ys)dK: —p/ 0(Ys, L) dK

tT t
< p/ LS — Lo[" 11,20y (LS — L) dK
' T
[ L L (L - L) dE,
t . R ~

:p/t L) I, 7éo}L dK —p/t | Lo[" 17, 4oy Ls dK

T ~ A~
:p/ |L8|p_1 d(KS)
t

Zamenom ocena (5.6),(5.7) 1 (5.8) u (5.5) sledi

> cp)
T+ [T 2 s

R ka T T N
<@ (p-veoks P) TR sy [P R
- t t

+ o (e)(T —t) + Lu(t).

Primenom oc¢ekivanja na poslednju nejednakost, a zatim Holderove nejednakosti na
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drugi integral, dobija se

~ ~ c
BT < BRP + P[5, QI{y;éo}\Zsts 59
§a0(5)+<p )/ BV ds

+ (E sup |Es|p> (B|K7[P)e + o (2)(T — 1)
s€[0,T
—1

< agle) + ()T + +a,” (e)(E|Rr|P)»
pk:2 T R
+|p—1+pk+ E|Y;| ds.
p— 1 t

Kako je K7, K5 € LP(Q) to je E|I?T|p < o0. Iz poslednje nejednakosti, primenom
Gronwallove—Bellmanove nejednakosti, Teorema 1.5.4, neposredno sledi (5.3). <

5.1.3 Ocena LP-razlike resenja

Propozicija 5.1.2 omogucava da se oceni razlika resenja perturbovane i nepertur-
bovane BSDJ sa barijerom (5.1) i (5.2), preciznije, razlika procesa stanja, kontrolnih
procesa i procesa koji odrzavaju proces stanja iznad barijere.

Teorema 5.1.1 Neka su zadovoljeni uslovi Propozicije 5.1.2 i neka ap(g), ay(g), as(e)
teze nuli kada ¢ tezi nuli. Tada,

E sup |YF-YP =0, ¢ =0, (5.10)
te[0,T
T 5
E (/ |Z§—Zs\2ds> —0, =0, (5.11)
0
E sup E|K; — K|P — 0, ¢ — 0. (5.12)
t€[0,T]

Dokaz. Oznacimo
6(c) = max {ag(s), o (e), an” (5)} | (5.13)

Na osnovu Propozicije 5.1.2 je C; < ¢(e) 5, gde je C=1+T+ (E|[A(T‘p)%’ i
E|Yi|P < ¢(e) Cer Tt e 0,T). (5.14)
Kako ¢(¢) — 0 kada ¢ — 0, za proizvoljno ¢, € [0, 7] je

sup E|Y,|? < ¢(e) CerT—0) 50, & — 0. (5.15)

te(to,T)



5.1 Opsti tip perturbacija 107

Vrednost E sup,cp 1 Y,[” je moguce oceniti na osnovu (5.5). Posto su integrali
L (to), Is(to) 1 I3(to) prethodno ocenjeni, neophodna je i ocena za supremum funkcije
]4<t), zat € [to,T]

Koriste¢i Burkholder-Davis—-Guandy nejednakost (Teorema 1.5.3) i Youngovu
nejednakost (1.8), za t € [ty, T se dobija ocena

T
E sup (I(t) = B sup (—p / w—lsgnwzsd&) (5.16)

te(to,T) te(to,T) t

t
=E sup (p/ \Ys|p189n(12)stBs)
t€(to, T to

T R 2
< 4V2pE (/ m|2p—2\zs|2czs)

to

N

te(to,T) to

T
< 4\/§pE< sup !Ytlp/ IK!’”IZslzdS)

1 - T opa s
< LB sup TP 11628 / AV

teto,T) to

Iz (5.5),(5.9), (5.15) i (5.16) sledi

32p?

1 ~ ~
E sup (I4(t)) < =FE sup |Yi|P + ¢(e) CerT'=to), (5.17)
tefto,T] te(to,T) C( )
Iz (5.9) i prethodnih ocena, dobija se
32p?

d(e) C eI

~ 1 ~
E sup |V’ < -E sup |V, +
te[to,T) 2 telto,T) C(p)

T ~
+ cl/ E|Y{|Pds+ ¢(e) C.

to

Odavde je

E sup |V,[F < 2¢(c) C

te(to,T)

2
et T=to) (1 o ) +1

ko BEAk),  (5.13)

gde je A;(to) generisana pozitivna konstanta. Kako ¢(g) tezi nuli kada ¢ — 0, sledi
da Esup,cp, 71 |Yi|P — 0 kada ¢ tezi nuli. Prema tome, (5.11) sledi za ¢, = 0.

Sada se mogu oceniti i druga dva dela resenja.
Za svako i € {0,1,2,...} i proizvoljno t, € [0, 7], definisimo

t
Ti:inf{tG[O,T],/ |ZS|2d32i}/\T.
to
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Niz {7;}i>0 je vreme zaustavljanja i 7; T 7" skoro izvesno kada ¢ — co. Primenom
formule Itéa (Lema 5.1.1) na e*|Y;|? dobija se

Vol + / M2 ds

to

— €kTi

Tl [ T2V 2 0) — 15,V 2) — 4T ds
to
+2 / AV AR, — 2 / V.7, dB,
to to
=Y P T+ Ty — 2/ ¢*Y, Z, dB,, (5.19)

to

gde integrale J; i J treba oceniti. Za Ay, Ay > 0 je

Ji = 2/ Y (f(s,YE, Z°) —f(s,YS,ZS))ds—k/ e* Y2 ds (5.20)
to to
_ 2/ T (f(s, Y, 25, 2) — [, YE, Z5)) ds
to
+2/ e’“?s(f(s,}f,z,f,a)—f(s,Ys,Zs))ds—k/ " Y2 ds
to to

<2 sup *T ()T — to) — k / V2 ds 4 2k / FITaI (2] + |2.]) ds

s€to,Ti) to to

1 N
< — sup TP 4 M(T - to)%al(e)

1 SE[tO,Tl’}
k, Ti e Ti ~
+ <—+k)/ e’“|YS|2ds+k)\2/ e Z,|* ds.
)\2 to to

Sli¢no, za proizvoljno A3 > 0 je

J2:2/ Y, dK, <2 sup e’f8|?s\/ dK, (5.21)
to Se[to,’lﬂ to
1 - o2
< — sup PP+ (/ sz)
38€[t0,T¢} to

1 ~ ~ ~
=3 Sup 62ks’n|2 + >\3(KTi - Kt0>2'
/\3 s€to,Ti]

T T R 2
(KTi - Kt0>2 = (}/;ﬂ - i}to - / (f‘s(s,Y;, Z§75> - f(S,}/s, ZS)) ds +/ Zs dBS)
to to
B 2

T
S 4 |YVTZ|2 + |Y;0|2 + / (f8(57y;gv Z;E) - f<s7YSa Zs))l{s:T/\n} ds
to

+ / 7. dB,
to

2 (5.22)
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<4 {Iﬁil2+|ﬁol2+(T—to)/ f°(s, Y5, Z5 ) — f(s,Ys, Zo) P ds
to

/ ' 7.dB,
to

4{}.2 Y, \2+2(T—t0)2a§(5)+4k2(7’—t0)/ \Z,|? ds
to

/ 7. dB,
to

zamenom (5.20), (5.21) i (5.22) u (5.19), dobija se

2
+

2

ARA(T — to)/ V2 ds +

to

(1—4X)|Y, |2+ (1 — k:)\Q)/ e*| Z,|2ds — 161 3k>(T — to)/ | Z,2ds (5.23)

to to
~ 1 1 ~
< (ekn +4)\3> s 2 + (_ 4 _) sup ers’Y'SP
)\1 )\3 s€to,Ti]
T ~ 2 T PN
/ Z,dB,| —2 / Y, Z,d B,
to

to
k T
+(A + k + 16k*(T —tO)A3>/ e Y, [2ds
2 to

+ (A1 + 8X3) (T — to)* e (e).

+4A3

Kako je,

1~ kdg + 16K3(T — to)As] / 7.2 ds (5.24)

to

< (1—4X) |V, 2+ (1 —m)/ ¥ Z,|? ds — 16A3k2(T—t0)/ \Z,)? ds

to to

z (5.23) 1 (5.24) je

[1— kAo — 16K3(T — fo)As] / 12, [2ds

to

1 1 =
3

)\1 SE[to,‘lﬂ
Ti 2 T o
/ Z.dBs| —2 / e*Y.Z, dB,
to

to
k TS
+( +k+16k2(T—t0))\3)/ Y, |2 ds
)\2 tO

(A1 + 8X)(T — to)%a2(e), (5.25)
ca(to) / 1 Z,2ds < c3(to) sup |Ys|>+4As / Z.dB,
to Se[t()ﬂﬂ to

+ (M +8X)(T — to)*ai(e), (5.26)

+4)s

odnosno,
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gde je
Cz(to) =1- k)\g — 16k2(T — to))\g,

1 1 k

e (to) = [ekT F AN —  — + (kA 16K2(T — to)As ) (T — to)} T
Al A3 Ao

Kako je p €]1,2[, to je 42~' V1 = 1. Primenom nejednakosti (1.10) na (5.26) sledi

p

o) ([ 12ras) < sw T
to

s€to,Ti]

P Ti p Ti PR %
+ 4572 / Z,dB,| + 2% / e"Y,Z, dB,
to to
+ (A + 8X3) 2 (T — to)Po(e).
Iz poslednje ocene je
ek (o) E (/ |23|2ds> < E(t)E sup |V (5.27)
to SE[to,Ti]

p D Ti p » Ti PR 5
+42 )\ E / Z,dB,| +22F / ™Y, Z,dB,

to to

+ (A +8X3)2 (T — to)Po(e).

Drugi i treé¢i sabirak poslednje nejednakosti se ocenjuju primenom Burkholder—

Davis—Guandy nejednakosti, kao
Ti p Ti %
/ Z,dB,| < C,E (/ |ZS|2ds) :
to to
< FE sup |§Aft\p—|—)\4 (/ \Z\S|2ds) :
to

( / \?sﬂiﬁds)
to
s€to,Ti]

E

]

A

o
(N}
o
&5

gde je A, > 0 proizvoljna konstanta, ¢, = A—146’§2p_2eka, a Cp i Oy su generisane

konstante iz Burkholder-Davis-Guandy nejednakosti. 1z prethodnih ocena i (5.27)

se dobija
p Ti ~ g P ~ p P Ti ~ %
&3 (to)E (/ |Zfds) < ci(to)E sup |V, +45)3C,E (/ |ZS|2d’°‘)
to SG[to,Ti] to
A "N
+cyE sup |YiP + M\ F (/ |ZS|2ds)
Se[to,‘lﬂ to

+ (A1 4 8X3) (T — to)Pd(e).
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Iz poslednje nejednakosti sledi

(c§(t0) 5o, — )\4> E (/ l \Z]st)
to

< (¢ (to) + ) E sup [Vl + (A1 + 85 (T — to)o(e).

SE[to,Ti]

(5.28)

Konstante Ay, A3 i A4 se mogu izabrati tako da je 02% (to) — 4%/\§C’p — X > 0, na
L\ =1 Tadaiz (5.18) i (5.28) sledi da je

primer, Ay = i, A3 = 3
4 [16k2 (T—t0)+4C,§°}

OHUY S
(to) — 45A2C, — Ay

~—

([ ) < o
to N C

= As(to) 9(e),

Nl

pri ¢emu je As(tg) pozitivna generisana konstanta. Primenom Fatouove leme na

poslednju ocenu, sledi

T £
E (/ |ZS|2ds) < As(tg) p(e) =0, € —0.
to

Iz ovoga neposredno sredi (5.12) stavljajuéi to = 0.
Na kraju, potrebno je oceniti razliku procesa K i K.. Iz (5.4) je

T T
Ktzg—}/'t+/ (fe(s,Yf,Zz,a)—f(s,Ys,ZS))ds—/ ZsdBs + Kr.
t t

Imajuéi u vidu ocene (5.18) i (5.29), sledi da je

(5.29)

E sup |RP <51 BlEP + E sup [T (5.30)
te(to,T) te(to,T)
T p
+ / (f6(87Y;6,Z§76)—f(S,}/&ZS))dS
to
TA p .
+FE sup /stBs + E|Kr|?
telto,T] |Jt

T N 5
5 |25kPE </ [|Y2]? + | Ze|?] ds)

to

< 5p_1{¢(6) + A (to)p(e) + (T — to) 72
T £
v ([ 17z - vz as) ]

+ CpAs(to)o(e) + E|I/€T|p}

< {14 Aut) + (T — 1) 28 |27 R [(T — 1) C o) - Ay(to)]

T - to)%] + C’pAg(to)} () + 57 LE| K.
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Kako je

T T
KT:YE)_é_/ (fE(SaY:?Zg?g)_f(87}/8725))d3+/ ZSdBS7
0 0

to je na osnovu prethodne ocene

p

T
E|Kp|P < 477! [E]Y(]IP—I—E\QP—FE / (fe(s, Y, Z2e) — f(s,Y5, Zs)) ds
0

T P
/ ZsdBs }
0

< gr-! [(7 T 41+ T525 [20- 7 (T5 C T + Ay(0)) + T5] + AQ(O)} (e).

+E

Sada, iz (5.30) sledi da postoji generisana konstanta Asz(ty) > 0 tako da je

E sup |K|P < As(to)p(e) = 0, & — 0. (5.31)
te[0,T

Na taj nacin, tvrdenje (5.12) neposredno sledi za tg = 0. {

5.1.4 Ocena duzine intervala za zadatu L”-bliskost resenja

Iz Teoreme 5.1.1 sledi da su vrednosti procesa stanja Y, i Y, kontrolnih procesa
Z; 17y, 1procesa K; 1 Ky, bliske u odredenom smislu za dovoljno malo €. Medutim,
pri modeliranju nije neophodno zahtevati bliskost resenja na celom vremenskom
intervalu, ve¢ samo u blizini krajnjeg trenutka 7. U skladu sa ovim zahtevom,
za neku dopustivu vrednost n > 0 i € dovoljno malo, moze se odrediti vremenski
trenutak t(n) = t € [0,7] tako da LP-razlika izmedu procesa Y i Y; ne prelazi
zadatu vrednost n na [f,T]. Naredna teorema se upravo odnosi na ovaj problem.

Teorema 5.1.2 Neka su zadovoljeni uslovi Teoreme 5.1.1. Tada, za proizvoljnu
konstantu 1 > 0 i svako ¢ € (0, ®7(n)], postoji t € [0,T] oblika

f:max{O,T—iln il },
a  ¢e)e

tako da je

sup E|Y7 —Y,P <n, (5.32)

telt,T]
T 5
E(/ |Zs|2ds) < 4(0) 6(6), (5.33)

E sup |K,|r < As(F) 6(e), (5.34)

te(t,T)

gde su Ay(t) i As(t) generisane konstante (iz dokaza Teoreme 5.1.1).



5.1 Opsti tip perturbacija 113

Dokaz. Definisimo funkciju S(e, T —t),t € [0, 7] na sledeéi nacin,
S(e, T —t) = ¢(c) Cer T,
Za proizvoljno n > 0 vazi S(g,0) < n. Osim toga, iz (5.14) je
S(e,0) <n < S(e,T)
tj. N B
¢(e) C < < gle) Cer.
U skladu sa prethodnom diskusijom, gde se pretpostavljalo da ¢(g) opada kada

Opada, Sledi da je
' Cecl C ?

gde je ! inverzna funkcija funkcije ¢. Za svako € € [e1,€5], jednostavno se
odreduje t iz relacije S(e,T —t) = 1,

. 1
t=T——1n nN.

c ¢(e)C
Primetimo da je S(e,T) <nzae € (0,e1). Za ¢ € (0,e2) neka je

t = max{0,{} = max O,T—iln Tt
o oe)0

Za svako € € (0,¢e9), lako se uocava da je

sup B|YF VP < ST - B =n.
te(t,T)
Ocigledno, t T T kada e T ey it | 0 kada € | 1, odnosno, t | 0 kada € | 0.
Na kraju, (5.33) i (5.34) jednostavno slede iz (5.29) i (5.31), respektivno. <

Specijalno, u slucaju aditivnih perturbacija, generatorska funkcija jednacine
(5.2) ima oblik
[ty ze) = [ty 2) + alt,y, 2,€),
pri ¢emu je funkcija aq definisana isto kao i funkcija f, zavisna od . Tada se
pretpostavka A1 svodi na uslov da postoji nesluc¢ajna funkcija a;(¢), takva da je

sup |l (t,y, z,¢)| < an(e) s.i.
(t,y,2)€[0,T]x BP

Barijerni proces perturbovane jednéine (5.2) se perturbuje aditivno, t;.
Li =L+,

gde je proces [ definisan isto kao barijerni proces L,. Pretpostavka A2 se u tom
slucaju svodi na uslov
E sup |l§|p S a?(g)a
t€[0,T]
za neku neslucéajnu funkciju as(e). Pri ovako zadatim uslovima, sva prethodna
tvrdenja koja se odnose na opsti tip perturbacija, vaze u nepromenjenom obliku i
u slucaju aditivnih perturbacija.



Zakljucak

U ovoj disertaciji se razmatra viSe tipova perturbovanih backward stohastickih
diferencijalnih jednacina. Perturbovane backward stohasticke diferencijalne jedna-
¢ine su analizirane pri razlicitim uslovima za koeficijente jednacine, pre svega pri
Lipschitzovim uslovom i pri nekoliko varijanti nelipSicovskog uslova. Opisani pro-
blemi ne iscrpljuju sve ideje na temu perturbovanih backward stohastickih dife-
rencijalnih jednacina. Neka od bududih istrazivanja se mogu odnositi na razlicite
oblike perturbovanih backward stohastickih diferencijalnih jednacina, na primer, na
backward stohasticke diferencijalne jednacine sa barijerom i kasnjenjem, backward
stohasticke diferencijalne jednacine sa barijerom i Poissonovim skokom, backward
doubly stohasticke diferencijalne jednacine sa barijerom, kao i na primene teorijskih
rezultata pre svega u ekonomiji i finansijama.

Klasa backward stohastickih diferencijalnih jednacina sa jednom ili dve barijere
bi se mogla prosiriti na nehomogen sluc¢aj. Analogno ve¢ prethodno opisanim pro-
blemima, mogla bi se uspostaviti veza resenja homogene i nehomogene jednacine.
Problem se moze posmatrati pri Lipschitzov uslovu, kao i pri nekim slabijim, ne-
lipSicovskim uslovima.

Zbog znacaja Feynman-Kac formule u primenama, mogle bi se proucavati veze
reSenja jo$ nekih tipova backward stohastickih diferencijalnih jednacina i odgova-
rajucih stohastickih parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Teoreme uporedivanja reSenja koje su dokazane u ovoj disertaciji, mogle bi se
dopuniti Kneserovim problemom u daljem istrazivanju, koji sa sobom povlaci novo
polje ideja.

Poznato je da se resenja forward-backward stohastickih diferencijalnih jednacina
u velikoj meri primenjuju u finansijama i ekonomiji za modeliranje cena finansij-
skih ugovora. U tom smislu, promene okolnosti na trzistu u modelu koji se opisuje
nekom forward-backward stohastickom diferencijalnom jednac¢inom, mogle bi se opi-
sati odgovarajuc¢om perturbovanom forward-backward stohastickom diferencijalnom
jednacinom. Samim tim, ocena intervala bliskosti resenja perturbovane i nepertur-
bovane jednacine bi bila bitna, jer bi se time odredio vremenski interval na kome se
cena odgovarajuceg finansijskog ugovora krece u unapred zadatim granicama.



Summary

This thesis explores several types of perturbed backward stochastic differential
equations. They are thoroughly analyzed under the different conditions, first of all
— the Lipschitz condition, and then under the non-Lipschitz conditions. The thesis
tackles many of the issues faced in the application of perturbed backward stochastic
differential equations, but by no means it is fully comprehensive. Some future
research could and should focus on perturbations of different types of backward
stochastic differential equations, such as reflected backward stochastic differential
equations with time delay, reflected backward stochastic differential equations with
Poisson jump and particularly the applications of those equations in finance and
economics.

The class of backward stochastic differential equations with one or two barriers
could be extended to an inhomogeneous one. Consequently, an appropriate relation
between the solution of homogeneous and inhomogeneous equations might be esta-
blished. Further on, the problem may be considered under the Lipschitz condition,
and also under some weaker, i.e. non-Lipschitz conditions.

Because of the significance of Feynman-Kac formula in applications, some re-
lations between solutions of the backward stochastic differential equations and ap-
propriate stochastic partial differential equations might be explored.

Comparison theorems which have successfully been proven in this thesis could
also be extended with the Kneser problem in further research, which would open a
new field of ideas and research opportunities.

It is generally agreed that the prices of some financial instrument may be de-
termined by applying forward-backward stochastic differential equation, which is
an important application of these equations in finance and economy. Consequently,
any change of circumstances in the market can be included in the model with an
appropriate perturbed forward-backward stochastic differential equation. Bearing
this in mind, estimation of the interval of closeness of the solutions of perturbed
and unperturbed equation is important, because in that way we could determine
the time interval during which the prices of the corresponding financial instrument
stay within the limits, which are given in advance.
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jeAHaumHe y cnyvajy aauTMBHUX neptyp6auumja back-
ward cToxacTMYkux AudepeHuunjanHux jeaHayYuHa,
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Typ6aumnja backward ctoxactnukux audepeHumjan-
HUX jeaHauyMHa ca GapujepoMm. 3a cneuwujanaH Tvn
neptyp6aunja nsseneHa je Besa peluesa XOMOreHe u
HexomoreHe backward doubly ctoxactuuke paudpe-
peHuMjanHe jegHauuHe, Kao M Be3a pelleHa XOMO-
reHe n HexomoreHe Volterra backward croxacTuuke
audepeHumjanHe jeaHa4vuHe. 3a jeaHy knacy back-
ward doubly ctoxactuukux pucepeHumjanHux jen-
HayMHa [pOokKasaHe cy Teopeme YynopehuBamwa.
OnucaHa je Be3a pellera OBUX jeAHa4yuHa ca pelue-
HbUMa ogroBapajyhux crtoxacTuukmx napumjanHux am-
¢depeHumnjanHux jeaHaumHa, Tj. usBeaeHa je Feynman-
Kac c¢opmyna.
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