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Predgovor

Disertacija se bavi proucavanjem dvodimenzionalnih autoregresivnih modela za
nenegativne celobrojne vremenske nizove. Pored same definicije dokazana je i egzistencija
uvedenih modela, a razmatrane su i njihove najbitnije statisticke osobine. Predstavljeno je vise
pristupa za ocenjivanje nepoznatih parametara i navedene su i obrazloZene prednosti 1 mane
svakog od njih. Prakticni aspekt svakog modela razmatran je na stvarnim podacima.
Disertacija se sastoji iz Cetiri glave, a na kraju je dat zakljucak obradenih tema.

Motivacija za uvodenje ovakvih modela diskutovana je u prvoj glavi. Zatim, je dat pregled
dosadasnjih rezultata iz ove oblasti i na kraju su navedeni osnovni alati koji ée biti koris¢eni u
daljoj diskusiji.

U drugoj glavi uvode se novi dvodimenzionalni model kod koga je zavisnost izmedu
nizova ostvarena kroz autoregresivnu komponentu modela. Model je definisan preko slucajnih
koeficijenata i bazira se na brojackim nizovima sa Bernulijevom raspodelom. Detaljno su
diskutovane metode za ocenjivanje nepoznatih parametara modela, a odredene su i raspodele
dobijenih ocena. Zatim je definisan joS jedan dvodimenzionalni model sa slucajnim
koeficijentima kod koga figuriSu brojacki nizovi kako sa Bernulijevom tako 1 sa
geometrijskom raspodelom. Za ovakav model dat je novi pristup za ocenu greSke predvidanja

za jedan korak unapred. Rezultati iz ove glave objavljeni su u radu

e Nasti¢, A.S., Ristic, M.M. i Popovi¢, PM. (2014), ‘Estimation in a bivariate
integer-valued autoregressive process’, Communications in Statistics-Theory and

Methods, prihvaden za Stampu.

U tre€oj glavi uvedena su dva nova dvodimenzionalna modela. Oni na neki nacin
predstavljaju generalizaciju modela iz druge glave. Kod prvog modela izostavljena je
pretpostavka o jednakosti marginalnih raspodela nizova.  Nizovi su generisani istom
raspodelom ali sa razliCitim parametrima, §to je omoguéilo modelovanje zavisnih nizova sa
razli¢itim srednjim vrednostima. Kod drugog modela svi brojacki nizovi generisani su
Bernulijevom raspodelom ali sa razli¢itim parametrima. Na taj nain omogucen je razliit
uticaj jednog i drugog niza na autoregresivnu komponentu modela. Rezultati ove glave

objavljeni su u radovima

iii



e Popovi¢, PM., Risti¢, M.M. 1 Nasti¢, A.S. (2015), A geometric bivariate time series
with different marginal parameters’, Statistical Papers, doi:10.1007/s00362-015-0677-z,

prihvaéen za Stampu.

e Popovi¢, P. M. (2015), ’A bivariate inar (1) model with different thinning parameters’,
Statistical Papers, doi: 10.1007/s00362-015-0667-1, prihvacen za Stampu.

Nesto drugaciji model razmatran je u Cetvrtoj glavi. Kod ovog dvodimenzionalnog modela
izbegnuta je zavisnost autoregresivnih komponenti. Pored toga Sto su autoregresivne
komponente nezavisne, one su definisane preko slucajnih promenljivih §to omogucava da
modelujemo nizove kod kojih autoregresija nije uvek prisutna. Rezultati ove glave objavljeni

su u radu

e Popovic, P. (2015), ’Random coefficient bivariate inar (1) process’, Facta Universitatis,
Series: Mathematics and Informatics 30(3), 263-280.
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Glava 1

Uvod

Celobrojni vremenski nizovi predstavljaju niz opservacija celobrojnih podataka u
jednakim vremenskim intervalima. Modelovanje i utvrdivanje njihovih osobina je nesto Sto je
predmet interesovanja mnogih. Saznanje o njihovim karakteristikama omoguéava nam bolje
razumevanje posmatranog procesa kao i procenu buducih dogadaja. Nenegativni celobrojni
vremenski nizovi, koji ¢e biti predmet istraZivanja, pojavljuju se u brojnim oblastima. Neke od
oblasti u kojima se mogu sresti su finansije (obim trgovanja na berzi), medicina (broj
inficiranih osoba), kriminalistika (broj pocinjenih krivicnih dela), telekomunikacije (broj
poslatih poruka), biologija (broj jedinki neke vrste), kao i mnoge druge. Cinjenica da se radi o
malim celobrojnim vrednostima diskvalifikuje standardne modele prilagodene vremenskim
nizovima sa realnim vrednostima. Takode, kod nekih neprekidnih vremenskih nizova elementi
se mogu klasifikovati u manji broj kategorija. Jedan od primera je duZina trajanja erupcije
gejzira. Ukoliko erupcije klasifikujemo kao duge i kratke, vremenski niz mozemo posmatrati
kao celobrojni sa Bernulijevom raspodelom.

U prirodi se neretko deSava da su dva (celobrojna) vremenska niza zavisna. Uzmimo na
primer broj pocinjenih pljacki i broj ukradenih vozila u nekom gradu. Pocinioci ovih dela
cesto su jedne iste osobe, pa bi posmatranjem samo jednog niza izgubili vazne informacije o
kriminalnim aktivnostima. Takode, neki zajednicki faktori uti¢u na obe aktivnosti. Ti faktori
mogu biti nivo bezbednosti u gradu ili socijalni status stanovniStva. Kako ovakvih primera iz
raznih oblasti Zivota ima puno, javlja se potreba za modelima viSedimenzionalnih vremenskih

nizova.

1.1 Pregled rada

Disertacija se bavi razvojem 1i istraZzivanjem dvodimenzionalnih modela za celobrojne
nenegativne vremenske nizove. Modeli koji se izuCavaju su autoregresivni modeli koji se po

karakteristikama mogu svrstati u lance Markova prvog reda.  Sastavljeni su od dve
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komponente. Prva komponenta je autoregresivni deo modela i opisuje broj elemenata nekog
niza u trenutku ¢ koji je proistekao iz elemenata niza u trenutku ¢ — 1. Ova komponenta se
naziva proces prezivljavanja (survival process). Proces prezivljavanja definisan je preko tining
operatora (0 kojem Ce biti viSe re¢i u jednom od narednih poglavlja). Druga komponenta
opisuje broj novih Clanova niza koji se javljaju u trenutku ¢ pa se ova komponenta naziva
inovacioni proces (innovation process). Pored statisti¢kih osobina i same strukture modela
izuCavace se i razne metode za ocenjivanje nepoznatih parametara.

Struktura disertacije je sledeca. U drugoj glavi razmatraju se modeli sa jednakim
marginalnim raspodelama.  Predstavljeni su modeli sa negativnim binomnim tining
operatorom i geometrijskom marginalnom raspodelom, binomnim tining operatorom i
Puasonovom marginalnom raspodelom i kombinovani model sa binomnim i negativnim
binomnim tining operatorom i geometrijskom marginalnom raspodelom. Izucavane su
statisticke osobine modela, kao i metode za ocenjivanje nepoznatih parametara modela.
Asimptotske osobine ocena nepoznatih parametara su takode predmet istrazivanja. Motivacija
za uvodenje svakog modela podrZana je primenom na stvarnim podacima.

Uopstavanje modela uvodi se u trecoj glavi. Najpre je razmatran model kod koga su
binomni tining operatori definisani sa razli¢itim koeficijentima, $to omogucava da brojacki
nizovi budu generisani raspodelama sa razli¢itim parametrima. Model je baziran na binomnom
tining operatoru i geometrijskim marginalnim raspodelama. Nakon toga bice istrazivan model
sa razli¢itim geometrijskim marginalnim raspodelama. Pored ispitivanja statistickih osobina,
dokazana je 1 egzistencija ovakvih modela. Ova generalizacija doprinosi §iroj primeni modela
Sto ¢e takode biti podrZano primerima iz realnog Zivota.

U cCetvrtoj glavi izuCavani su modeli sa zavisnim inovacionim procesima pri ¢emu je
zadrZana stohasticka struktura procesa preZivljavanja. Inovacioni procesi ovih modela bice
generisani dvodimenzionalnom Puasonovom i dvodimenzionalnom negativnom binomnom
raspodelom.

U nastavku ove glave bi¢e reci o operatorima koji se koriste kako bi se uvaZila osobina
celobrojnosti vremenskih nizova. IzloZiemo osnovne pristupe modelovanju vremenskih
nizova. Na kraju ¢emo dati pregled dosadaSnjih rezultata na polju modelovanja

viSedimenzionalnih vremenskih nizova.

1.2 Tining operator

Jedan od najpopularnijih pristupa modelovanju vremenskih nizova jeste upotreba ARIMA
(Autoregressive integrated moving average) modela. Model su definisali Box i Jenkins krajem
Sezdesetih godina proSlog veka. Upotreba ovog modela kod celobrojnih vremenskih nizova

opravdana je samo u slucaju da posmatrani vremenski niz ima dovoljno veliku srednju

2



1.2. Tining operator

vrednost, te se moZze raspodela vremenskog niza aproksimirati normalnom raspodelom, a
posmatrani vremenski niz se moZe smatrati za niz sa realnim vrednostima kod koga je
izvrSeno zaokruZivanje izostavljanjem decimala. Opravdanje za ovakav pristup lezi u Cinjenici
da se raspodele diskretnog tipa, kao $to su binomna, Puasonova, negativna binomna, mogu
aproksimirati normalnom raspodelom kada je uzoracka sredina dovoljno velika (Sto Cesto nije
slucaj). Kako su ovakvi uslovi veoma restriktivni pojavila se potreba za razvojem alternativnih
reSenja.  Takode, efikasnost ovakvih modela je prilicno ograniCena zbog uvedenih
pretpostavki. Kasnije, neSto bolji rezultati dobijeni su pomocu lanaca Markova u Cox i Miller
(1965) i MacDonald i Zucchini (1997), ali je problem kod njih bio veliki broj parametara.

U radovima Jacobs 1 Lewis (1978a) 1 Jacobs 1 Lewis (1978b) dat je joS jedan pristup
modelovanju celobrojnih vremenskih nizova. Autori su uveli diskretan autoregresivan model
sa pokretnim sredinama. Ovakav model moZe da generiSe stacionarni celobrojni vremenski
niz sa bilo kojom pretpostavljenom marginalnom raspodelom. Medutim, kao Sto je i
konstatovao McKenzie (2003), ovakvi vremenski nizovi teZe da formiraju trajektorije koje su
skoro konstantne. Kako je ovo redak slucaj kod stvarnih vremenskih nizova nastavljeno je

traganje za alternativnim reSenjima.

Znacajan korak u modelovanju celobrojnih vremenskih nizova ucinjen je uvodenjem
celobrojnih autoregresivnih modela (integer valued autoregressive model - INAR). Pristup koji
nude INAR modeli potpuno je intuitivan i prati specificnost celobrojnih vremenskih nizova.
Autoregresivna komponenta INAR modela i-tog ¢lana vremenskog niza, X;, definiSe se kao
zbir sluCajnih promenljivih Y7, Y5, ..., Yy, sa Bernulijevom ili geometrijskom raspodelom.
Ukoliko Y; ima Bernulijevu raspodelu to elementi brojackog niza {Yz}ﬁ uzimaju vrednosti 0
ili 1, pa kazemo da zbir tog niza predstavlja proces prezivljavanja jedinki te vrste opserviranih
u trenutku ¢ — 1. Operator koji definiSe ovakvo ponaSanje naziva se binomni tining operator.
Ovaj operator uneo je kljuénu promenu u ARIMA modele kako bi oni bili prolagodeni za
celobrojne vremenske nizove. Definisali su ga Steutel i Van Harn (1979) baveéi se
izuavanjem dekompozicije i stabilnosti procesa. Za vremenski niz {X;} sa raspodelom
definisanom na proSirenom skupu prirodnih brojeva Ny, gde je ®x(s) funkcija generatrisa

verovatnoée, kazemo da je samorazgradiv ako vazi
(I)X(S) = (bx(l — Oé(l — S))(I)E(S),
gdeje|s| < 1ia € (0,1). Vremenski niz {X;} moZe da se zapiSe kao X; = a o X;_1 + &;.

Slucajne promenljive X; i X;_; imaju istu raspodelu i jo§ vaZi da je o o X;_; nezavisno od &;.

Operator o naziva se binomni tining operator i definisan je kao

Xy
o Xy =3 W, (LD)
=1
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gdeje P(W; =1) =1— P(W; = 0) = «. Sluc¢ajne promenljive W; su medusobno nezavisne

i nezavisne su od vremenskog niza { X, }.

U situaciji kada ¢lanovi brojackog niza mogu da dovedu do generisanja novih jedinki
koristi se brojacki niz sa geometrijskom marginalnom raspodelom. Tining operator zasnovan
na geometrijskom brojaCkom nizu prvi put se javlja u radu Al-Osh 1 Aly (1992) gde je definisan

kao
N(Xy)
ax X, = Z G, (1.2)
i=0

gde je za X; = x, N(x) binomna slu¢ajna promenljiva sa parametrima x i y, {G;} nezavisne
slucajne promenljive sa geometrijskom raspodelom i parametrom «/(1 + «). Risti¢, Bakouch
i Nasti¢ (2009) posmatrali su tining operator o ¥ X, = >, G;, pri ¢emu slu¢ajna promenljiva
X, ima geometrijsku raspodelu sa parametrom p/(1 4+ p), a {G;} su nezavisne jednako
raspodeljene slucajne promenljive sa geometrijskom raspodelom i parametrom «/(1 + «).

Ovaj operator poznat je kao negativni binomni tining operator.

Detaljna diskusija o osobinama ova dva osnovna tining operatora moZe se naci u Silva
(2005) o binomnom, a u Nasti¢ (2011) o negativnom binomnom tiningu. Modifikacija tining
operatora izucavana je u mnogim radovima. Tako su Al-Osh i Alzaid (1991) uveli
hipergeometrijiski tining operator, n/N ¢ X, gde za X = x slucajna promenljiva n/N ¢ x ima
hipergeometrijsku raspodelu H(N,x,n). Ovakav operator je potreban kad iz populacije
veli¢ine N od kojih je X ¢lanova sa posmatranim obeleZjem, izvla¢imo bez vracanja uzorak
obima n, pri ¢emu nas zanima samo broj ¢lanova sa posmatranim obeleZjem koji su sadrzani u
uzorku. Kasnije su isti autori, Alzaid 1 Al-Osh (1993), uveli kvazi-binomni tining operator,
gde slucajna promenljiva o\ o x ima kvazi-binomnu raspodelu QB(z, «, %) gde su z € N,

€ (0,1), 0] < 1, A > 0i% < min(a,1 — a). MoZe se i dalje smatrati da slucajna
promenljiva ag ) o X predstavlja broj "preZivelih" jedinki od pocetnih X, samo je sada
mehanizam selekcije komplikovaniji. Ovaj tining operator nam dozvoljava da ako je X
sluCajna promenljiva sa generalisanom Puasonovom raspodelom G P (), f) tada ag , o X ima
generalisanu Puasonovu raspodelu GP(a\, ) (pretpostavka je da su sluCajne promenljive
generisane tining operatorom nezavisne od X'). Binomni tining operator kod koga je parametar
a slucajna promenljiva nazvan je binomni tining sa slu¢ajnim koeficijentima, a uveli su ga
Zheng, Basawa i Datta (2007). Jung, Ronning i Tremayne (2005) su razmatrali beta-binomni
tining operator, gde parametar o ima beta raspodelu sa parametrima [3; i 32, pa se ovakav
operator moZe koristiti kod vremenskih nizova sa negativnom binomnom raspodelom. U
ovom slucaju tining operator o o X, za dato X = xz, ima beta binomnu raspodelu sa
parametrima z, 3; i Jo. Beta-binomni tining operator mozZe se kombinovati sa negativnom

binomnom raspodelom. Tako, ako je X sluCajna promenljiva sa negativnom binomnom
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1.3. Glavni pristupi modelovanju celobrojnih vremenskih nizova

raspodelom i parametrima n i p i « ima beta raspodelu sa parametrima (3; i 35, tada o o X ima
negativnu binomnu raspodelu sa parametrima 5; i p. Ideja za konstrukciju ovakvog tining
operatora potekla je od McKenzie (1986) gde je autor izuCavao diskretne vremenske nizove.
U ovoj disertaciji proucavace se modeli bazirani na binomnom i na negativnom binomnom
tining operatoru. Ukazaéemo na razloge za upotrebu jednog ili drugog operatora, dok ¢emo na

stvarnim podacima testirati opravdanost izbora izmedu ovih operatora.

1.3 Glavni pristupi modelovanju celobrojnih vremenskih

nizova

Dva su osnovna pristupa modelovanja celobrojnih vremenskih nizova. Prvi pristup zasniva
se na definisanju modela na osnovu opservacija (observation-driven model) dok je drugi
zasnovan na definisanju modela na osnovu parametara (parameter-driven model). Oba
pristupa imaju za cilj da isprate autokorelaciju vremenskog niza i na neki nacin reprodukuju
ARMA model.

1.3.1 Modeli definisani na osnovu opservacija

Prvi pristup (observation-driven model) definiSe modele kod kojih se uslovna raspodela
slucajne promenljive X, koja generiSe posmatrani proces { X; }, odreduje na osnovu prethodnih
opservacija X;_ 1, ..., X;. Kao takvi Cesto se mogu svrstati u klasu procesa Markova. Veliku
klasu ovih model ¢ine modeli bazirani na tining operatoru. PoCetna istraZivanja ovakvih modela
mogu se naci u radovima McKenzie (1986), Al-Osh i1 Alzaid (1987), Al-Osh 1 Alzaid (1991),
Al-Osh i Aly (1992), Du i Li (1991). Ovi modeli nastali su sa idejom da se Box i Jenkins-ov
ARIMA model prilagodi celobrojnim vremenskim nizovima gde se umesto mnoZenja koristi
tining operator opisan u sekciji 1.2. Osnovni model definisali su, nezavisno, McKenzie (1986)
i Al-Osh i Alzaid (1987) kao

Xt = O Xt—l + &, (13)

gde je « € [0,1], a0 X = 3%V, gde su Y nezavisne jednako raspodeljene slucajne
promenljive sa Bernulijevom raspodelom i parametrom «, nezavisne od X. Vremenski niz {¢; }
¢ine nekorelisane, nenegativne, celobrojne slu¢ajne promenljive sa ocekivanjem p 1 disperzijom
o?. Diskretizacija uvedena tining operatorom je logi¢an prelaz sa modela za vremenske nizove
sa realnim vrednostima na modele za vremenske nizove sa celobrojnim vrednostima. Model dat
jednacinom (1.3) je intutivan i ima jasnu interpretaciju, X; je saCinjen od preostalih elemenata

iz stanja t — 1 plus ; novih elemenata nastalih u periodu izmedu stanja t — 1 1 ¢. U skladu s
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Glava 1. Uvod

tim za model (1.3) kazemo da je saCinjen od procesa preZivljavanja i od inovacionog procesa.
Model (1.3) modifikovan je i generalizovan u viSe pravaca. Tako su za vremenski niz {X;}
posmatrane razli¢ite marginalne raspodele gde su Al-Osh i Alzaid (1987) izucavali Puasonovu,
a McKenzie (1986) geometrijsku 1 negativnu binomnu raspodelu. Kako bi se omogucilo da
proces preZivljavanja i sam generiSe nove jedinke uveden je 1 negativni binomni tining operator.
Model zasnovan na negativnom binomnom tining operatoru uveli su Risti¢, Bakouch i Nasti¢
(2009) kao

Xt = ( * Xt—l + &4, (14)

gde je a € [0,1), ax X = X, W, gde su W; nezavisne jednako raspodeljene slucajne
promenljive sa geometrijskom raspodelom i parametrom /(1 + «). Clanovi vremenskog niza
{e:} su nezavisne, nenegativne, celobrojne slu¢ajne promenljive, nezavisne od {W;}. Takode,
X 1€, sunezavisne slucajne promenljive za s < t. Posmatrani model, { X;}, ima geometrijsku
marginalnu raspodelu sa parametrom z/(1 + p).

Sto se ti¢e same strukture modela, pored autoregresivne strukture, koja je data jednadinom
(1.3), izucavani su joS 1 modeli pokretnih sredina kao 1 ARMA modeli. Treba naglasiti da
autoregresivni modeli kao 1 modeli pokretnih sredina za celobrojne vremenske nizove nisu
u potpunosti analogni ARMA modelima Box-a i Jenkins-a ve¢ su ovakvi nazivi dati samo
da skrenu paZnju da ovi modeli imaju autokorelacionu strukturu slicnu ARMA modelima.
McKenzie (1986) je uveo modele koji pored autoregresivne imaju 1 komponentu pokretnih
sredina. Model je analogan ARMA modelu Lawrance i Lewis (1980) kada se multiplikator

zameni tining operatorom. Geometrijski ARMA(1,1) model ovog tipa dat je kao

Xy = pBo M+ VW4,
Wi = ao Wy + UM,

gde su {M;}, {U;} i {V;} nezavisni vremenski nizovi nezavisnih jednako raspodeljenih
slu¢ajnih promenljivih. Slucajna promenljiva M, ima geometrijsku raspodelu sa parametrom
0, Geom(0), a slucajne promenljive U; i V; Bernulijevu sa parametrima 1 — a i 1 — 3
respektivno. Vremenski niz {W;} je autoregresivni proces reda jedan sa geometrijskom
marginalnom raspodelom sa parametrom 6. Uz pretpostavku da je 1V slu¢ajna promenljiva sa
geometrijskom raspodelom sa parametrom 6, tada i vremenski niz {X;} ima geometrijsku

marginalnu raspodelu sa parametrom 6.

Dalja generalizacija strukture ovih modela ogleda se u uvodenju modela viSeg reda, kao
Sto su to uradili Alzaid i AI-Osh (1990) i Du i Li (1991) definiSu¢i autoregresivni model reda
p. Dok su ova dva modela bazirana na binomnom tining operatoru, model reda p baziran na

negativhom binomnom tining operatoru izucavali su Risti¢ 1 Nasti¢ (2012) i1 Nasti¢, Risti¢ 1
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Bakouch (2012).

1.3.2 Modeli definisani na osnovu parametara

Drugi pristup (parameter driven models) se bazira na modelovanju posmatranog procesa
pomocu skrivenog procesa. Kod ovih modela, posmatrani vremenski niz {Y;}, definiSe se
preko skrivenog procesa tj. procesa parametara {s;}. Kako je raspodela posmatranog
vremenskog niza odredena procesom parametara to su elementi vremenskog niza {Y;}
medusobno nezavisne slu¢ajne promenljive kada je proces {;} poznat. Na primer, ako proces
{e;} ima Bernulijevu marginalnu raspodelu sa parametrom p moZemo da definiSemo proces
{Y;} kao

Yile, d Geom(ay), za g, =1
Geom(ag), za =0

pri ¢emu za elemente vremenskog niza {s;} ne vaZi da su medusobno nezavisni. Odavde
vidimo da je proces parametara jedini izvor zavisnosti i autokorelisanosti vremenskog niza
{Yi).

Log-linearni model ovog tipa za celobrojne vremenske nizove uveo je Zeger (1988).
Posmatrani vremenski niz {Y;} modeluje se preko nezavisnog procesa {X;} i skrivenog
procesa {¢;}. Ideja za uvodenjem skrivenog procesa proistekla je iz ¢injenice da su elementi
procesa {X;} neretko zavisni. Zeger (1988) je uveo model tako $to je vremenski niz
celobrojnih slu¢ajnih promenljivih, {Y;}, definisao pomocu skrivenog procesa {¢;}, gde su
uslovno ocekivanje i disperzija elemenata posmatranog niza definisani kao funkcije od

slucajnih promenljivih {X;} na sledeéi nacin
E(Yi|e,) = Var(Yi|e,) = exp(BX,)e;

pri cemu je 3 p-dimenzioni vektor parametara regresije slucajne promenljive Y; na osnovu
slu¢ajnog vektora X; = (Xi,...,X,)". Uz pretpostavku da je proces {¢;} stacionaran sa
momentima E(g;) = 11 Cov(ey,err) = 02p.(7), gde su o2 i p.(7) disperzija i koeficijent

korelacije za korak 7, dobijaju se marginalni momenti vremenskog niza {Y;}

fy, = E(Y;) = eXP(ﬁXz;)’
VCLT()/t) = Myt + 0-2/1“32“7

- p=(T)
CorrVe Your) = 03 (020 D) (1 + (02pr ) DI

Kako je azui uvek vece od nule, model je prilagoden problemu kada je koli¢nik srednje

vrednosti 1 disperzije procesa manji od jedan, Sto se razlikuje od standardnog Puasonovog
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log-linearnog modela.

Sli¢an model sa negativhom binomnom raspodelom prezentovali su Davis i Wu (2009).
Vise detalja o modelima koji su definisani preko pomo¢nog procesa moze se naéi u knjizi
MacDonald i Zucchini (1997).

1.4 INAR modeli viSeg reda

Razvoj INAR modela ogledao se u izmenama tining operatora, uvodenju razliCitih
marginalnih raspodela i promenama autokorelacione strukture. Vremenom se javila potreba za
razvojem INAR modela viSeg reda koji bi modelovali i zavisnost izmedu vremenskih nizova.
Zavisnost izmedu vremenskih nizova mozZe biti prikazana kroz proces prezivljavanja, kroz

inovacioni proces ili kroz oba ova procesa.

1.4.1 VisSedimenzionalni modeli sa zavisnim procesima preZivljavanja

Prvi viSedimenzionalni model uveli su Du 1 Li (1991). Ideja je bila da konstruiSu
autoregresivni model reda p kao logican nastavak INAR(1) model koji su uveli Al-Osh i
Alzaid (1987). Du i Li (1991) su definisali slu¢ajni vektor X, = (X, i, ..., X;_,), gde su
elementi slu¢ajnog vektora Clanovi celobrojnog vremenskog niza {Xt}t:L—n, 1 modelovali

evoluciju sluc¢ajnog vektora X; kao
Xi=Ao X, | +e.

Matrica A, dimenzije r x r, definisana je kao

a1 Qo ... Qp_1 QO
1 0 ... O 0
A=\ ) ) (1.5)
0 O 1 0
dok je e; r-dimenzionalni sluCajni vektor odreden kao e; = (&4,0, ...,0)/. Parametri «;

uzimaju vrednosti iz intervala [0, 1]. Vremenski niz {¢;} je niz medusobno nezavisnih jednako
raspodeljenih, nenegativnih, celobrojnih sluc¢ajnih promenljivih. Model uveden na ovaj nacin
nije bio prava generalizacija jednodimenzionalnog modela reda p ali je dat uvod u definisanje
viSedimenzionalnog modela. Ideju da se modeluje vremenski niz slucajnih vektora sa
celobrojnim vrednostima nastavio je da izu€ava Latour (1997).

Latour (1997) uvodi generalizaciju tako Sto definiSe MGINAR(p) (multivariate general
INAR(p)) model kao X; = >7_| Ar o X;  + &, gde je A, = [aﬁj] matrica dimenzije
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r X r, a {€;}4ez je niz nezavisnih, jednako raspodeljenih, nenegativnih celobrojnih slu¢ajnih

k
i7j

[0, 1]. Operatori {aﬁ i9}i j=17 su medusobno nezavisni. Definisani su preko brojackog niza

ij=Lr

vektora sa konacnim ocekivanjem i disperzijom. Za koeficijente o . vazi da su iz intervala

{Yt(i’j ’k)} koji je nezavisan i1 jednako raspodeljen sa oCekivanjem «; 1.

Za matricu Ay, tining operator primenjen na slucajni vektor X; definisan je kao

r k

X1 Z]‘:1 Qy; © Xt—j
Ao : = :
r k

X 23:1 G, © thj

Lema 2.1 iz Latour (1997) daje nam sledeCe osobine ovako definisanog binomnog tining
operatora. Ako sa A ozna¢imo r X r matricu Ciji su elementi «; ;, sa B matricu r X r ¢iji su

elementi f3; ;, a X 1Y r-dimenzionalni slucajni vektori, tada vaZe sledece jednakosti:

E(AoX)=AE(X) (1.6)
E((AoX)(Ao X)) =diag(BE(X))+ AE(XX A (1.7)
E(AoX)(BoY))=AEXY')B (1.8)

gde je brojacki niz operatora Ao nezavisan od brojackog niza operatora Bo.

Da bi definisao MGINAR(1) model, Latour (1997) je uveo slucajne matrice dimenzije p x r

kaoY; = (X, X 1, ..., X; 1) i€ = (&4,0,...,0) i matricu koeficijenata dimenzije p x p

kao i i
AIO AQO . Ap_lo Ap
Io Oo ... Oo Oo
Ao = Oc TIo ... Oo Oo

i Oo Qo ... Io Oo |

i predstavio MGINAR(1) model jedna¢inom
Y,=Ao0Y, | +e&,. (1.9)

Binomni tining operator za jedini¢nu i nula matricu definisan jekao I o X = X 100 X = 0.
Treba uociti da je model MGINAR(p) zapravo podvektor modela datog jednac¢inom (1.9), te ce

dalji fokus Latour (1997) staviti na jednacinu (1.9) pri odredivanju statistickih osobina modela.

Latour (1997) je sa py oznacio o¢ekivanu vrednost sluajne matrice Y3, a sa pz oCekivanu

vrednost slucajne matrice €. Tada je na osnovu jednacine (1.9) dobio

ny = Apy + M. (1.10)

9



Glava 1. Uvod

Pokazao je da ako su sopstvene vrednosti matrica A unutar jedinicnog kruga, tada je matrica
I — A regularna, pa ocekivanu vrednost procesa (1.9) mozemo izraCunati kao py = (I —
A)'pz. Takode, Latour (1997) je pokazao da je dovoljan uslov da jednacina (1.10) ima
reSenje, da nijedna suma elemenata jedne vrste matrice A nije veca od jedan i da je bar jedna
strogo manja od jedan.

Imajuéi u vidu da je {&;} niz nezavisnih jednako raspodeljenih sluCajnih vektora, sa
ocekivanjem . i disperzijom X, odredena je kovarijaciona struktura procesa (1.9). Za k > 1
imamo da je kovarijaciona matrica procesa {Y;} jednaka I'(k) = AT(k — 1) = A*T(0).
Gore pomenuta osobina (1.7) posluzi¢e nam da izraCunamo disperziju procesa. Tako,
raCunanjem  disperzije leve 1 desne strane  jednakosti  (1.9)  dobijamo
Var(Y;) = AT (1) + diag(Bpy ) + Z.. Dakle, kovarijaciona struktura MGINAR(1) procesa
data je kao

1.11
A"T(0), h>1. (LD

T'(h) = { AT'(1) + diag(Bpy) + 2., h=0

Na osnovu Brockwell i Davis (1991), Latour (1997) je izneo diskusiju u kojoj zakljucuje da
MGINAR(1) proces ima identi¢nu kovarijacionu strukturu kao i AR(1) proces. Kako navodi,
MGINAR(1) proces se moZe zapisati kao Y; — py = A(Y;_1 — py) + e; gde je e; beli Sum
sa o¢ekivanjem F(e;) = 0 i kovarijacionom matricom ¥, = diag(Buy ) + 3. Sredivanjem

ovog izraza dobija se
Y, =p.+AY, | + e (1.12)

Sto je zapravo viSedimenzionalni autoregresivni vremenski niz reda jedan. Latour (1997) je
takode dokazao 1 egzistenciju MGINAR(1) model kao i da je model konstruisan na ovaj nacin
stacionaran i ergodican.

Do istih zakljucaka se doslo posmatranjem i MGINAR(p) procesa { X, };cz, gde Latour
(1997) u posledici 4.1 navodi da pod pretpostavkom da matrica

I'(0) (1 I'lp—1
re(g) — (1) r(.o T(p—2
I'lp—1) T(p-2) ... T(0)
ima inverznu matricu, sve nule polinoma P(z) = det(I—A;z—...— A, _12"'), 2 € C, su van

jedini¢nog kruga i vremenski niz { X, },cz je uzrokovan visedimenzionalni AR(p) vremenski
niz. (I'(7) su p x p kovarijacione matrice procesa { X;}.)

Latour (1997) je ovim radom dao uvod u modelovanje viSedimenzionalnih celobrojnih
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autoregresivnih vremenskih nizova. Odredio je kovarijacionu strukturu i dokazao egzistenciju
procesa. Ovako uops$ten model nije od velikog prakticnog znacaja, te se javila potreba za
uproS€avanjem strukture, kao i1 za uvodenjem pretpostavki o razliCitim marginalnim
raspodelama procesa kako bi se model prilagodio konkretnom problemu. Modeli koji ¢e se
izuCavati u ovoj disertaciji imaju slicnu strukturu kao predstavljeni MGINAR(1) model s tim

Sto su modeli dvodimenzionalni i za koeficijente imaju slucajne promenljive.

Ovakav tip modela prvi put pominju Risti¢, Nasti¢, Jayakumar i Bakouch (2012). Ideja je
bila da se uvede model kod koga jedan vremenski niz evoluira pod uticajem svog prethodnog
stanja sa verovatno¢om p i pod uticajem prethodnog stanja nekog drugog vremenskog niza
sa verovatnoCom 1 — p. Model je zasnovan na negativnom binomnom tining operatoru i ima

geometrijsku marginalnu raspodelu sa parametrom y/(1 4 1), a definisan je jedna¢inama

X V.
X, — o* Xy 1+ €&, SV, (1.13)
Oz*}/t—l—'—gtv S'V']-_py
X V.
Y; _ 5* t—1 T My S.V. ¢, (114)
B*xYi 1 +n, sv.l—gq,

gdesup,q€0,1],a,8 € (0,1)ip > 0. Negativni binomni tining operatori su definisani kao
ax X =YX WiiaxY = Y W, gde su W; nezavisne, jednako raspodeljene sluajne
promenljive sa geometrijskom raspodelom i parametrom «/(1 4 «). Na isti nacin su definisani
igxX =35, WiifBxY = r Wi pri ¢emu su W; nezavisne slu¢ajne promenljive sa
geometrijskom raspodelom i parametrom /(1 + /3). Brojacki nizovi sluéajnih promenljivih
ax Xy, ax Yy, B* X, 15 *Y,; sumedusobno nezavisni. Vremenski nizovi {e;} i {n:} su nizovi
sa jednako raspodeljenim, nezavisnim, slu¢ajnim promenljivama. Takode vazi da su ova dva
niza medusobno nezavisna i (X, Ys) je nezavisno od (g4, 7;) za s < t. Ovaj model skraceno
¢emo nazvati BVNGINAR(1)model.

Raspodela vremenskih nizova {e;} i {n,} izvodi se pod pretpostavkom da su vremenski
nizovi (1.13) i (1.14) stacionarni. Ideja se bazira na tome da ako su @, (s) i Py, (s) funkcije
generatrisa verovatnoc¢a slucajnih promenljivih X; 1 Y; redom, tada za sluCajne promenljive

vremenskih nizova { X, } i {Y;} vazi

By, (5) = Dy, (1> o, (s)

l1+a—as

0(6) = i (15— ) B
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Iz navedenih jednacina autori Risti¢, Nasti¢, Jayakumar i Bakouch (2012) su zakljucili da je

. 4 { Geom(1%=), s.v.au/(p—a), (1.15)
Geom(74), s.v. (p—a—ap)/(n—a),

. { Geom(+55), s.v. Bu/ (i = F), 116)
Geom(ﬁ), s.v. (u—B—=pBp)/(n—B5),

gde su o, 8 € (0,p/(1 + p)) i p > 0. U radu je pokazano i da za navedene raspodele
(1.15) i (1.16), pod pretpostavkom da je X, = Yy < Geom(u/(1 + p)) vazi da X; i Y,,
kad t — oo, konvergiraju u raspodeli ka slu¢ajnoj promenljivoj sa geometrijskom raspodelom
sa parametrom f/(1 + ).

Pretpostavka o marginalnim raspodelama vremenskih nizova {X;} i {Y;} implicira da je
njihovo ocekivanje i disperzija E(X;) = E(Y;) = piVar(X;) = Var(Y:) = p(1 + p), dok je
kovarijacija izmedu ova dva vremenska niza

aplpg+ (1 -p)(1 - q)

CovlXe Y == af(p(l —q) + (1 - p)Q)M(l tH)

Kovarijacija se moze zapisati kao Cov(Xy,Y:) = pu(l + u) gde je p koeficijent korelacije.
Autori rada su pokazali da je p € [0, 1).

Za ocenjivanje nepoznatih parametara modela autori su sugerisali modifikovani metod
uslovnih najmanjih kvadrata. Detaljna diskusija o ocenjivanju parametara ovog model moze
se nadi u Nasti¢, Risti¢ i Popovi¢ (2014), a bie detaljno razmatrana i u jednom od narednih

poglavlja.

1.4.2 YViSedimenzionalni modeli sa zavisnim inovacionim procesima

Konstruisanjem viSedimenzionalnih modela za vremenske nizove iz stvarnog Zivota bavili
su se mnogi autori. Neki od njih su Bridnnis i1 Nordstrom (2000), Quoreshi (2006), Heinen 1
Rengifo (2007). Prvi od pomenuta tri rada definiSe model koji opisuje broj noéenja u hotelima
1 odmaraliStima dok se druga dva modela bave obimom trgovanja na berzi.

Model koji su konstruisali Brinnéds i Nordstrom (2000) bazira se na ideji da su broj
nocenja u hotelima i broj no¢enja u odmaraliStima zavisne slucajne promenljive. Takode, broj
novopristiglih gostiju u region uti¢e na broj noenja u oba vida smestaja. Dakle, model koji

opisuje vremenski niz {Yy,, Yo, } mogao bi se zapisati kao

YHt :OZHOYHt,l"i‘BHO‘St (1.17)
Yo, =acoYe,_, + Beoe (1.18)
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1.4. INAR modeli viseg reda

gde su oy, ac, Bu, e € (0,1). Vremenski niz {Yy,} opisuje broj noéenja u hotelu, {Y¢,}
broj nocenja u odmaraliStima, dok je {e;} inovacioni proces. Broj gostiju u svakoj kategoriji
smestaja zavisi od broja onih koji su tu od prethodne noci (proces modelovan prvim sabircima
u jednacinama (1.17) 1 (1.18), koji glase agy o Yy, | 1 a¢ 0 Y¢,_,) 1 broja novo pristiglih gostiju
(proces modelovan drugim sabircima u jednac¢inama (1.17) i (1.18), koji glase By o, 1 Booey).
Jedan broj pristiglih gostiju se odluCuje za hotele, a drugi za odmaraliSta. Ovo ponaSanje je
takode modelovano tining operatorom, gde je Syos; = > ;- v;. Kako je v; Bernulijeva slucajna
promenljiva sa parametrom (35 to imamo da ¢e sa verovatnoéom [y gost odsesti u hotelu.
Odatle sledi da Ce sa verovatnoéom 1 — 3y odsesti u odmaralitu, tj. P(v; = 0) = 1— 08y = Sc.
Za proces {¢; } pretpostavka je da je sacinjen od medusobno nezavisnih, identicki raspodeljenih
slucajnih promenljivih. Ako je E(s;) = A, Var(e;) = 0 tada je:

B(Y,,) = B:A/(1 - o)

Var(Ys,) = (081 +6) /(1 — o?)
Cov(Yy,,yz) = B:B.0/(1 — aza.) >0
Corr(Yy,,Ye, ,) =ak >0
Cov(Yy,,Y., ) = a*Cov(Y,,,Y.,) >0

Zt—k
gdesuz,z € {H,C}ik > 0. Model se pokazao kao koristan, a testiran je na modelovanju

broja norveskih gostiju u Svedskoj u periodu od 1986. do 1999. godine.

Razvojem modela viSedimenzionalnih celobrojnih vremenskih nizova bavili su se i Pedeli
i Karlis (2011). Dvodimenzionalni model opisan u ovom radu bazira se na binomnom tining
operatoru. Sli¢no kao u Brinnds 1 Nordstrom (2000), zavisnost izmedu posmatranih procesa
uvedena je preko inovacionog procesa. Dok su Brinnis i Nordstrom (2000) imali jedan proces
{e:} koji je preko binomnog tining operatora sa razliCitim parametrima generisao dva
inovaciona procesa, Pedeli 1 Karlis (2011) su posmatrali dvodimenzionalni inovacioni proces
generisan dvodimenzionalnim raspodelama. Nenegativni, celobrojni, slucajni vektor

X = (X14, Xo4) definisan je jednacinom

0 X1t
Xt =Ao thl + Rt = o e} i1 +
0 ay Xoi1

)

teZ. (1.19)

Matrica A je matrica koeficijenata dimenzije 2 x 2 ¢iji su elementi oy, an € (0, 1), dok je R,
nenegativni celobrojni slucajni vektori. Binomni tining operator, o, definisan je kao u jednacini
(1.1). Elementi vremenskog niza {R; = (R, R2.)} opisuju broj novih ¢lanova koji su se
javili u intervalu (¢ — 1, t]. Pretpostavka je da su elementi ovog slu¢ajnog vektora nezavisni u

odnosu na tining operator. Ukoliko pretpostavimo da sui %y ; 1 Ry nezavisni za svako ¢t € N,

13



Glava 1. Uvod

dobi¢emo dva nezavisna slucajna procesa { X} i {Xs,} pri Cemu je vremenski niz {X;};
definisan jekao X;; = o 0 X; ;1 + Ry, 1 =1, 2.

Neka proces {R;;} ima srednju vrednost \; i disperziju 0? = v;\;, i = 1,2. Tada je

S

ocekivanje, disperzija i autokorelacija posmatranih procesa

Ai

E(X;,) = L i=1,2, 1.20
(Xie) o (1.20)

Var(X,,) = M i=1,2, (1.21)
Corr(Xipin Xig) =al, i=1,2, h=1,2... (1.22)

Koeficijent korelacije izmedu procesa { X1} i { X2} je

afy/(1—af)(1 — ay)?
(1 — OélOéQ)\/(Oél + Vl)(CYQ + VQ))\]_)\Q
X COU(th,RQt), h:O,L (123)

COTT<X1,t+h; X2,t)

Kako je Cov(Rys, Ret) = ¢ € [0, min(A, A\2)] i a1, € (0,1) to je koeficijent korelacije
izmedu ova dva procesa iz intervala [0, 1), pri ¢emu vazi da korelacija tezi nuli kad h tezi

beskonacnosti. Koeficijent korelacije izmedu X ; 1 X5, izvodi se analogno.

Uslovno ocekivanje i uslovna kovarijacija sluajnih promenljivih X ; 1 X5, u odnosu na

Xi4-11Xo, 9, respektivno, raCuna se kao
E(Xi|Xit—1) =i Xip1+ Ny, 1=1,2.

Cov(Xipin, Xig| Xip—1) = 0s(1 — ) Xip1 + N, 0 =1,2,

dok je uslovna kovarijacija izmedu procesa { X; .} i { X5} data sa
Cov(Xippn, Xji| Xip—1, Xjio1) = &, 4,5 =1,2; i # j,

gde je ¢ kovarijacija izmedu slucajnih procesa { Ry :} i {R2+}.

Kako je od interesa konstrukcija dvodimenzionalnog slucajnog procesa, pretpostavka je da
je dvodimenzionalni slucajni proces {(Ri:, R2:)}ten generisan nekom dvodimenzionalnom
raspodelom.  Ukoliko pretpostavimo da je generisan dvodimenzionalnom Puasonovom

raspodelom tada su raspodele verovatnoca procesa

M — )% (Mo — )Y
P(Ri;=2,Ry; =79y) = 6—(/\1+>\2—¢)( 1$!¢) (zy! })

14



1.4. INAR modeli viseg reda

" :0 <x> <y>' (m 0= ¢)>i - U

gde je s = min(z,y), A1, A2 > 01 ¢ € [0, min(\;, \y)]. Marginalna raspodela ovih slu¢ajnih

procesa je Puasonova sa parametrom J\;, dok parametar ¢ predstavlja kovarijaciju izmedu
ova dva slucajna procesa. Kako je sva zavisnost izmedu slucajnih procesa {X;.:} i {Xo,}
opisana preko zavisnosti inovacionih procesa, model dat jedna¢inom (1.19) svodi se na dva
nezavisna jednodimenzionalna modela kada parametar ¢ izjednacimo sa nulom. Ocekivanje i

autokorelacija posmatranih sluc¢ajnih procesa { X;,} i {Xs,}, dati su izrazima

COTT<Xi,t+h7 Xi,t) = a?a

i=1,2h=0,1,...

Korelacija izmedu procesa racuna se kao

afy/(1—ar)(1 —ag)¢
C’OTT’(Xi,ter Xj,t) - (\{ — aloéz)\/m ’

Imajudi u vidu ograniCenja parametara, moZemo primetiti da autokorelacija, kao i korelacija

i=1,2i#75 h=0,1...

izmedu procesa, uzima vrednosti iz intervala [0,1). Takode obe ove funkcije teZe nuli sa

porastom rastojanja izmedu promenljivih.

Pedeli 1 Karlis (2011) su razmatrali jo§ jedan aspekt ovog modela koji obuhvata
pretpostavku da su inovacioni procesi generisani dvodimenzionalnom negativnom binomnom
raspodelom. Parametri dvodimenzionalne negativne binomne raspodele su (A1, Ao, 3), pa je

zajednicka funkcija raspodele verovatnoca

B~ +z+y) ANy
LT (z + Dy + 1) (A + Ag + f1)mrvti

P(Ryt =2, Ryy = y) = (1.25)

Parametri A\, Ay i 8 su strogo pozitivni. Ocekivanje ovih slucajnih procesa je \;, dok je
disperzija o = X\;(1+);). Na osnovu ovoga i jednacina (1.20)-(1.22) imamo da je oCekivanje
i korelacija slu¢ajnog procesa { X, ; }

Ai

MX%t:: 14:i6;7 L= 1727

Corr(Xipon, Xig) =al, i=1,2, h=0,1,...

3
ai i (14BN +a)
17a§

srednje vrednosti, to je model pogodan za vremenske nizove sa velikom disperzijom. Korelacija

Disperzija sluc¢ajnog procesa je Var(X;;) = , © = 1,2. Kako je ona vecéa od
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Glava 1. Uvod

izmedu procesa { X ;} i {X»,} racuna se kao

Corr(Xi i+n, Xj1) i=1,2;1# 75, h=0,1,...

. a?ﬁ (1 —011)2(1 —(1/2)2)\1)\2
S l—agan \ (14 BN+ 1) (1 + BAg + ag)

Kako autokorelacija, tako i korelacija izmedu procesa, uzima vrednosti iz intervala [0, 1) i obe

ove funkcije teZe nuli sa porastom rastojanja izmedu promenljivih.

1.4.3 ViSedimenzionalni modeli sa zavisnim procesima prezivljavanja i

zavisnim inovacionim procesima

Visedimenzionalni model koji ima zavisne i procese preZivljavanja i procese inovacije
izucavali su Pedeli i Karlis (2013). Izbacena je pretpostavka da je matrica A iz jednaline
(1.19) dijagonalna. Ovo u znatnoj meri komplikuje korelacionu strukturu i zajednicku
raspodelu posmatranih procesa. S tim u vezi, Pedeli i Karlis (2013) daju detaljnu diskusiju
samo za ovakav dvodimenzionalni proces, kod koga su inovacioni procesi generisani
dvodimenzionalnom Puasonovom raspodelom sa parametrima A, As i ¢, pri ¢emu je funkcija

raspodele verovatnoca data jednacinom (1.24). Ovakav model definisan je kao

Xl,t | G112 °
X2,t Qg1 (g2

Binomni tining operator definisan je jednac¢inom (1.1). Slucajni procesi {R;+}: 1 {Ra+}¢ su

Rl,t
Roy

Xi-1
Xot1

nezavisni u odnosu na binomni tining operator. Srednja vrednost procesa { R;:}+ oznacena je
sa \;, © = 1,2, a kovarijacija izmedu sluCajnih promenljivih R; ;i Ry sa ¢. Uvedeni model
je definisan za o ; € [0,1], 4,5 = 1,2, zatim A\j, Ay > 01 ¢ € [0, min(A\;, A2)]. Na osnovu

uvedenih pretpostavki ocekivane vrednosti slucajnih procesa {X;,} i {X5;} suredom

(1 — 0622))\1 + 0612)\2

1 —an1)(1 — agg) — aqzan;’

N1:<

(1 —aq1)Ae + aa\y

1 —a11)(1 — @) — aqpa1

M2:<

Od posebnog su interesa uslovno ocekivanje i uslovna raspodela verovatnoca slucajnih
promenljivih X ; 1 X, kad su poznate realizovane vrednosti slu¢ajnih promenljivih Xy ,_; 1
Xo4-1. Akoje x; = (x4, o) realizacija sluCajnih promenljivih u trenutku ¢, onda su uslovano

ocekivanje dato slede¢om jednacinom

E(Xit|r14-1,%24-1) = 1 0T14-1 + g0 oy g+ N, 1=1,2,
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1.4. INAR modeli viseg reda

Jo§ jedan model kod koga su zavisni 1 procesi prezivljavanja i inovacioni procesi nastao
je iz ideje za uopStavanjem jednodimenzionalnog modela predstavljenog u McKenzie (1985).
Ideju o uopStavanju na dvodimenzionalni slucaj izneli su Scotto, Weil3, Silva i Pereira (2014).

Imali su za cilj da definiSu model kao
X, =AoX, ;+Bo(n—X,,), (1.26)

gde se pretpostavlja da matrice A i B nisu dijagonalne, a n = (ny,n5) € N2. Ovi modeli
konstruisani su za vremenske nizove sa kona¢nim opsegom, te je pretpostavka da je X;; < n;.
Problem koji se javlja kod ovako definisanog modela je $to u opStem slucaju ne vazi (A o
Xi1)i < Xjyq1i(Bo(n— X)) <n; —X;;—1. Pomenuti opsti slu¢aj podrazumeva
daje (Ao X 1); = a;1 0 X541 + qug 0 Xoy—y pri Cemu je o;; # 0, a za binomni tining
operator vazidaje o X < X alineidajeao X + oY < X. To za posledicu ima da
AoXy1+Bo(n—X,;;1) ¢ {0,1,...,n1} x {0,1,...,n2}, ¢ime je naruSena granica
unutar koje se kre¢u vrednosti vremenkih nizova {X;:}:, ¢ = 1,2. Da bi se ovaj problem
resio, Scotto, Weil3, Silva i Pereira (2014) su definisali model zasnovan na dvodimenzionalnoj
binomnoj raspodeli tipa II (BVB;;). Pre binomne raspodele tipa II, Scotto, Weil3, Silva i Pereira

(2014) su definisali dvodimenzionalnu Bernulijevu raspodelu na slede¢i nacin.

Neka slu¢ajni vektor Y = (Y1,Y3)" ima dvodimenzionalnu Bernulijevu raspodelu &iji je
skup vrednosti {(1,1), (1,0),(0,1),(0,0)} sa verovatnoéama p11, pig, Po1> Poo respektivno.

Ove verovatnocCe su odredene parametrima oy, as 1 « na sledeéi nacin:

P11 = @, P11+ Pio = @1, P11+ Po1 = Qg

gdesu0 < aj,a; < 110 < a < min(ay, ay). Marginalna raspodela slu¢ajne promenljive
Y; je jednodimenzionalna Bernulijeva sa parametrom «;, ¢ = 1, 2. Korelacija izmedu slucajnih

promenljivih Y] 1 Y5 je

a — X1
Y1, Y,) = = By
p(Y1,Y2) \/a1a2(1 ~ o)l — ) ¢

Dakle, slucajni vektor Y ima dvodimenzionalnu Bernulijevu raspodelu sa parametrima
(cv, a1, arg), dok Ce zbir takvih sluéajnih vektora, W = Y; + ... + Y}, formirati sluajnu
promenljivu  sa  dvodimenzionalnom binomnom raspodelom tipa I (BVBj),
W ~ BVBj(k;aq,9,¢,). Marginalna raspodela elemenata sluajnog vektora W je
jednodimenzionalna binomna raspodela, W; ~ Bin(n; — k; «;), i =1, 2.

Imajuéi u vidu prethodnu diskusiju, Scotto, Weil}, Silva i Pereira (2014) su definisali
dvodimenzionalnu binomnu raspodelu tipa II na sledeéi nac¢in. Neka su ny,no > 01

0 < k < min(ny,ny), a a, oy, as i ¢, parametri dvodimenzionalne binomne raspodele tipa I
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Glava 1. Uvod

(BVB). Neka su elementi slucajnog vektora W nezavisni u odnosuna U 1 V/, pri ¢emu su i U
i V' medusobno nezavisne sluCajne promenljive, gde je W ~ BV B;(k;a,as, dq),
U ~ Bin(n; — k,ay), V ~ Bin(ng — k, az). Tada vektor

X =W, +UWy+V)

ima dvodimenzionalnu binomnu raspodelu tipa II, tj. X ~ BV Byr(nq, na, k; aq, ag, a).

Za definiciju samog model, potrebno je joS§ uvesti dvodimenzionalni binomni tining

operator, ®. Dvodimenzionalni binomni tining operator definisan je kao
a® X|X ~ BVB]](X:[, XQ, min(Xl, XQ), aq, Qg, Oé). (127)
Marginalne raspodele ovako uvedene sluCajne promenljive, za poznatu vrednost slucajnog

vektora X su (a ® X);|X ~ Bin(X;,«;), i = 1,2. OcCekivanje, disperzija i kovarijacija

dvodimenzionalnog tining operatora date su slede¢im jednacinama, respektivno,

Var((a ® X);) = a;(1 — a;) E(X;) + aVar(X;), i=1,2,

Cov((a® X)1, (a® X)s) =ajaCov(X7, Xs)
+ Gay/raz(l — a1)(1 — az) E(min(X;, Xz)).

Dvodimenzionalni autoregresivni model koji su uveli Scotto, Weil}, Silva i Pereira (2014)

zasnovan je na dvodimenzionalnom tining operatoru i definisan je na slede¢i naCin. Neka su

m,m € (0,1)1p; € (max(—lf—im, —1;?1'), 1), i = 1,2. Komponente tining parametara
a = (ag,a9,a) 1 B = (p1, P2, 5) odredimo kao 3; = m;(1 — p;) i oy = B; + pi, pri Cemu je
0<a;,fB <1,zai=12 Akojen = (n;,n;) € N? gornja granica slu¢ajne promenljive
Xy = (Xt71,Xt72)' tada je dvodimenzionalni autoregresivni proces generisan

dvodimenzionalnim binomnim tining operatorom, { X}, dat sa
Xi=a®X; 1 +8®(n—-X,,), teZ,

gde su tining operatori « ® X; i 8 ® (n — X,_1) definisani jedna¢inom (1.27).

Ovakav model pogodan je za vremenske nizove koji su medusobno korelisani, a imaju

procese preZivljavanja i inovacione procese koji uticu jedni na druge. Kovarijacija izmedu
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1.5. Poznati rezultati koris¢eni u disertaciji

slucajnih procesa data je slede¢om jednacinom

1
1 — (a1 — B1)(a2 — B2)
+¢5\/5152(1 — B1)(1 = B2)E (min(n; — Xy 1,10 — Xt,2))>

CO’U(Xt,l, Xt’Q) =

(gba\/oqozg(l — Oél)(]_ — OéQ)E (min(Xt,l, th))

Kako dvodimenzionalni binomni tining operator ima marginalnu raspodelu kao i
T o . d . .

odgovarajuci binomni tining operator, tj. (o ® X); = «; o X, to je marginalna raspodela

slucajnog procesa {X;,} binomna sa parametrima n; i 7;. Marginalno uslovno ocekivanje i

disperzija slucajnog procesa je

E(Xy | X1) = piXe—1; +nifs, i =1,2,
Var(X; | Xi—1) = pi(1 — p))(1 = 2m) Xy 1 + ni5i(1 — Bi), i=1,2.

1.5 Poznati rezultati koriS¢eni u disertaciji

U ovom poglavlju naves¢emo definicije i teoreme drugih autora na koje ¢emo se pozivati
u nastavku. Pored samog rezultata, naveden je 1 izvor odakle je preuzet, a sortirani su prema

redosledu pojavljivanja u disertaciji.

Definicija 1.1. 2.2 Shiryaev (1996): Preslikavanje T' koje cuva meru je ergodicno ako svaki

invarijantni skup A ima meru 0 ili 1.

Teorema 1.1. 10.2 DasGupta (2008): Pretpostavimo da je {X,} ireducibilan i pozitivno
rekurentan lanac Markova u prebrojivom prostoru X sa stacionarnom marginalnom
raspodelom Q). Neka je T, = inf{n, X,, = a} i ho(z,y) = >, P(T, > n, X,, = y| Xy = ).

Tada za svaku ogranicenu funkciju f na prostoru X,

7 (S 70— ) 5 20,02,

O

gdesup =3 cx [(2)Qx)i0® = Ypex ng

w)(f(y) — ).

(f () = 1) +2 Es yexara Q(@)ha(z, y) (f () -

=

Teorema 1.2. 3.1 Tjgstheim (1986): Pretpostavimo da je {X;} d-dimenzionalni strogo
stacionarni niz, pri éemu je E(|X,|?) < oo i Xy 1(B) = Fs (Xt]}"ffl(m)) je skoro izvesno
tri puta neprekidno diferencijabilna funkcija na otvorenom skupu B koji sadrZi 3°. Jos neka

vazi
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Cl: E l 8’2;'; 1([30) <xiE [ 8823;3 1([30) <oozaij=1,...,r
C2: Vektori %(ﬂo), it = 1,...,r, su linearno nezavisni u smislu da za realne brojeve
ai,...,a, ako vaZi
T 0Xy
E i (50) =
; dp;
ondasua; =...=a, =0.

C3:Zaf3 € BpOStO]e neprekidne funkcije G% (X1, ..., X,_1) i H'*(X,, ..., X,) takve da

8X-t‘t—1 82Xt|t_1 ik ik
< %] 1]
' 8/81 (6) aﬁzaﬁj (ﬂ) —= Gt—l? E(Gt—1> < 0,
P Xy

|<Xt X, .(8) (B)| < HP*, B(HP) < o0,

9B3:08;0Bx
zat,j,k=1,...,r

Tada postoji niz ocena {3, } koje minimiziraju Q,, = X", (X, — Xt‘t_l(,ﬁ))Q takve da
B, = B kad n — oc.

Teorema 1.3. 3.2 Tjgstheim (1986): Neka je fi,—1 matrica uslovnog ocekivanja kvadrata
greske predvidanja slucajne promenljive X; u odnosu na o-algebru F;_1 i neka vaZe uslovi

teoreme 1.2. Ako jos vaZi da je

X1
B8

8Xtt
R=E [; L(8%) fiye—1(8°)

(8%)
tada za niz ocena {én} iz teoreme 1.2 vaZi da
n?(B, — B°) & N(0,U'RU™),

kad n — oo.

Teorema 1.4. 6.4.3 Brockwell i Davis (1991): Ako je slucajna promenljiva X,, asimptotski
normalno raspodeljena sa parametrima p,, i 3., a B nenula m x k matrica takva da matrice

BX,B',n=1,2,... nemaju nule na glavnoj dijagonali, tada je
BX, ~ AN(Bpu,, BZ,B')

Teorema 1.5. 6.3.3 Brockwell i Davis (1991): Ako su { X, } i {Y,} dva niza slu¢ajnih vektora
takvihda X,, — Y, = 0,(1)i X,, = X tadaiY, — X.

20
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Teorema 1.6. 1.2.1 Rosenblatt (1971): Postoji stacionarna raspodela verovatnoéa {v;}
definisana kao v, = 3 ; v;p;r, matrice prelaza P = [p; ;] ireducibilnog lanca Markova ako i
samo ako je lanac pozitivno rekurentan. Raspodela je jedinstveno odredena kao v, = 1/,

gde je . srednja vrednost vremena povratka u stanje k.

Teorema 1.7. 1.2.2 Rosenblatt (1971): Oznacimo sa f™ raspodelu verovatnoca sa srednjom
vrednoséu i = Y nf"™ i nekaje f™ > 0, n = 1,2,..., 3%, f® = 1. Ako je najveéi
zajednicki delilac brojeva n, za koje je f™ > 0, jedan i ako vaZi da je

F(s) = 405" 1 Gls) = 35" = (1= F(s))

za |s| < 1, tada

kad n — oo.

Lema 1.8. 7.3.1 Rosenblatt (1971): Stacionaran lanac Markova sa operatorom prelaza T i

invarijantnom merom verovatnoce [i je strogo meSanje ako i samo ako

sup 1T f |y
1 1 flloo

— 0,

kad n — oo, gde || - ||, oznac¢ava LP normu u odnosu na 1, dok fL1 znacida je [ f(x)p(dr) =
0.

Teorema 1.9. 7.1.2 Brockwell i Davis (1991): Ako je { X, } stacionarni vremenski niz takav da

se moZe zapisati kao

Xn = p+ Z VjZn—j

j=—o00

pri cemu je {Z,} ~ I1D(0,0%), 22 |0] < o0 i X2 v; # 0 tada je

j=—00
Yn ~ AN(M) n_ly)7

2
gdejev =5 _ ~v(h) = o> ( e ¢j> , a y(h) je autokovarijaciona funkcija niza { X, }.

j=—o00

Teorema 1.10. 3./ Hansen (1982): Neka je By € RY vektor parametara koji Zelimo da
ocenimo generalisanim metodom momenata, koriste¢i vektor ogranicavajucih funkcija

momenata f (-, 3) i neka vaZe sledeci uslovi:

A3.1 {X,} je stacionaran i ergodic¢an niz.

A3.2 Neka je S otvoreni podskup od R? koji sadrZi vektor parametara, 3y, koji Zelimo da

ocenimo.
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Glava 1. Uvod

A33 f(-,p)i g—g(-, B) su Borel merljive za svako B € S'i g—g(x, -) je neprekidna na S za svako
x € RP.

A34 % ima neprekidne prve izvode u By i F [%(wl, 60)} postoji, konacno je, i ima potpun

rang.

A3.5 Oznacimo sa W,, = f(x,, ), za —00o < n < ooisaV; = EWo|W_;, W_;_4,--+)
—EWo[W_; 1,W_j a,--+), za j > 0. EWW,) postoji i konacno je.
EWo|W_;,W_;_1,---) konvergira ka nuli u srednje-kvadratnom smislu i

=0 B(V;V)V? < oc.

A3.6 Niz matrica {%(z, B, )W, 1} konvergira ka konstantnoj matrici potpunog ranga, gde je

{W,.} niz teZinskih matrica koriséenih u generalisanoj metodi momenata.

Tada za niz ocena {b}} dobijenih generalisanim metodom momenata vazi da /N (b% — [o)
konvergira u raspodeli normalno raspodeljenom slucajnom vektoru sa srednjom vrednoscéu 0 i

disperzijom %W‘l (%) )
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Glava 2

Dvodimenzionalni INAR modeli sa

slucajnim koeficijentima

U ovoj glavi izuCavatemo dvodimenzionalne nenegativne celobrojne autoregresivne
modele prvog reda sa sluc¢ajnim koeficijentima (BINAR(1)). Razmatra¢emo slucajeve kad je
marginalna raspodela vremenskih nizova Puasonova ili geometrijska. Zavisnost kod ovih
modela postignuta je preko njihovih procesa prezivljavanja. Inovacioni procesi su medusobno
nezavisni, a njithove marginalne raspodele odredene su pod pretpostavkom da su posmatrani
vremenski nizovi stacionarni. Modele koje izu¢avamo baziraju se kako na binomnom, tako i
na negativnom binomnom tining operatoru.

Najpre ¢emo u poglavlju 2.1 opisati strukturu modela koji ¢e biti izu€avani. Zatim ¢emo u
poglavlju 2.2 definisati model sa Puasonovim marginalnim raspodelama kod koga su procesi
prezivljavanja generisani binomnim tining operatorom. Detaljno ¢emo diskutovati ocenjivanje
nepoznatih parametara ovog modela, gde ¢emo se osvrnuti i na asimptotske osobine dobijenih
ocena. Kako je ovaj model po strukturi slican modelu koji su uveli Ristié, Nastié, Jayakumar i
Bakouch (2012) prodiskutova¢emo i ocenu nepoznatih parametara ovog modela. U poglavlju
2.3 definisa¢emo model sa geometrijskom marginalnom raspodelom kod koga je jedan proces
preZivljavanja generisan binomnim tining operatorom, dok je drugi proces prezivljavanja
generisan negativnim binomnim tining operatorom. Za ovakav meSoviti model,
diskutovaéemo procenu greske predvidanja gde zasebno merimo greSku nastalu iz procesa

prezivljavanja, a zasebno iz inovacionog procesa.
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Glava 2. Dvodimenzionalni INAR modeli sa slucajnim koeficijentima

2.1 Struktura BINAR(1) modela

Neka je {Z,}nen, dvodimenzionalni nenegativni celobrojni vremenski niz. Da bismo

definisali BINAR(1) model uveséemo slucajnu matricu

Uln U2n

A, =
Vin Voo

, n€N (2.1

gde su Uy, Usy,, Vi, 1 Vo, sluCajne promenljive sa zajednickim zakonom raspodele

P(Uln:Oé,UQnZO):1—P<U1n:0,Ugn:Ck):p (22)
PWVip =8,V =0)=1—-P(V1,, =0,V = B) = q, (2.3)

pri ¢emu su «, 5 € (0,1) i p,q € [0,1]. Za tining operator iskoristi¢emo oznaku x i za
sada neemo precizirati da li je re¢ o binomnom ili negativnom binomnom tining operatoru.
Tining operator definisan je brojackim nizovima koji su nezavisni jedni od drugih, pri ¢emu
su 1 elementi unutar niza medusobno nezavisni. Binomni tining operator definisan je kao
aoX = 3% B, gde su B; sludajne promenljive sa Bernulijevom raspodelom i parametrom o,
a negativni binomni tining operator kao a:x X = 31| G;, pri &emu su G; slu¢ajne promenljive
sa geometrijskom raspodelom i parametrom «/(1 + «). Slu€ajne promenljive U;,, nezavisne su
od Vj,, zai,j € {1,2} ibilo koje m,n € Ny. Neka je Z,, = (X,,,Y,) ie, = (¢n,7,) . Sada,

strukturu BINAR(1) modela mozemo predstaviti jednacinom
Z,=A, %2, 1+e, neN, 2.4)

pri ¢emu je {e,} dvodimenzionalni inovacioni proces. Elementi slu¢ajnog vektora e, su
medusobno nezavisne slucajne promenljive. Takode, Z,, i e, su nezavisni slucajni vektori
zam < n. Vazi jo§ dasu A, i e,, nezavisne za svako m,n € Ny, kao i da je A,, nezavisno od
Z,, zam < n. Tining operator izmedu dve matrice, definisan je kao i operator mnoZenja, s tim

Sto se primenjuje operacija tininga umesto operacije mnozenja, odnosno

Uln * anl + UZn * Ynfl

An * anl = .
‘/171 * Xn—l + ‘/Zn * Yn—l

Ono $to moZemo zakljuciti iz jednacine (2.4) jeste da je ovo proces Markova prvog reda. Za

slucajne vektore Z,, pretpostavicemo da vazi
Zpir L Z,, VneN,. (2.5)
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2.1. Struktura BINAR(1) modela

Koeficijenti Uy,,, Uy, Vi, 1 Vo, koji figuriSu u jednacini (2.4), su slucajne promenljive Sto
ovakve modele Cini bitno drugadijim od ve¢ poznatih viSedimenzionalnih celobrojnih
autoregresivnih modela, kao Sto su modeli koje su uveli Latour (1997), Pedeli 1 Karlis (2013)
ili Scotto, Weil3, Silva i Pereira (2014).

Primetimo da je ocekivana vrednost slucajne matrice jednaka (2.1)

(2.6)

E(A,) = A= [O‘p a(l=p) ]

Bq B(1—q)

Na osnovu osobina binomnog i negativhog binomnog tining operatora i nezavisnosti
slucajnih promenljivih A,, i Z,_1, jasno je daje E(A, x Z,,_1) = AEZ,_ §to za stacionarni

vremenski niz { Z,, } dalje implicira
EZ,=(I - A)'Ee,, 2.7)

pod pretpostavkom da je matrica I — A regularna. Latour (1997) je dokazao da je matrica
regularna ako su sopstvene vrednosti matrice A unutar jedini¢nog kruga. Da su sopstvene
vrednosti matrice (2.6) unutar jedini¢nog kruga dokazali su Risti¢, Nasti¢, Jayakumar i
Bakouch (2012) na sledeci nacin. Neka su A; i A, sopstvene vrednosti matrice A, takve da je
A1 < Ag. Ako je I jedini¢na matrica dimenzije 2 X 2, sopstvene vrednosti nalazimo kao

reSenja jednacine det(A — AI) = 0, iz koje dobijamo
N = Aap + (1 = q)) + aB(p —q) = 0.

Na osnovu Vijetovih formula imamo da je A\; + A2 = ap + (1 — q) i M\ = afB(p — ¢).
Kako su o, 8 € (0,1) i p,q € [0,1] to za prvu jednainu vazi da je A\; + Ay > 0. Kako
je po pretpostavci A\; < Ay to sledi da je Ay > 0. Dalje imamo da je, (1 + A\)(1 + A\o) =
I+ M+ X+ =1—af(1—p)+ap+ 5(1+a)(l—gq)>0,pakako je A\ > 0 to mora
daje \; > —1. Dalje, ako na osnovu nejednacine (1 — A1)(1 — Xa) =1 =X — Xy + A\ Ag =
(1—a)(1—-p8(1—-q))+a(l—p)(1—75)>0,pretpostavimodajel — A\ <0il— Ay <0,
doci ¢emo do kontradikcije zbog nejednacine A\ + Ao < o+ 3 < 2. Dakle, vazidaje \; < 11i
Ay < 1. Na osnovu svega navedenog, sledi daje |A;| <110 < Ay < 1.

Mozemo zakljuciti da je matrica I — A regularna pa se srednja vrednost procesa (2.4) moZe
izraCunati jednac¢inom (2.7).

Za poznatu vrednost slucajnog vektora Z,,, uslovno ocekivanje sluc¢ajnog vektora Z,, .,

k € Ny, racuna se kao

E<ZN+k|Zn) = E<An+k * Zn—l—k:—l + en+k|Zn)
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Glava 2. Dvodimenzionalni INAR modeli sa slucajnim koeficijentima

= AFE(Zpik1|Z0) + pe = . ..

=A"Z,+ (A" '+ A2+ Dp,

=A*Z, 4+ (I - A (I - A",

=A*Z, + (I - A (I - AT - A)p (2.8)

gde je u. = Fe, i up = EZ,. Kako smo malopre konstatovali, sopstvene vrednosti matrice A
su unutar jedini¢nog kruga, §to za posledicu ima da A* — 0 kad & — oo. To dalje implicira
da je uslovno ocekivanje jednako bezuslovnom kada £k — oo. Napomenimo da marginalni
vremenski nizovi nisu klasi¢ni autoregresivni nizovi, ali i dalje imaju ovu osobinu.

Pre nego Sto prodiskutujemo kovarijacionu strukturu BINAR(1) modela naveS¢emo jednu

lemu vezanu za osobinu tining operatora.

Lema 2.1. Za sluc¢ajnu matricu A, datu jednacinom (2.1) i slucajne vektore Z,, = (X,,Y)’
i Zm = (X, Y), m < n, vazi

(0) B(A, 1+ Z,) — AE(Z,), gdeje A = B(A, ;) = [ ap a(l=p) ]

P B(1—q)

(b) E((Anp1 % Z,)W') = AE(Z,W') gde je slucajni vektor W nezavisan od A, 1.
(c) E(Ani1* Zy) - Z,,) = AE(Z, - Z,,)

(d) E(W(A,41%Z,)) = E(WZ!)A’ gde je slucajni vektor W nezavisan od A, 1.
() B(Avir % (Zn - Z.)) = AE(Z,, - 7))

(f) E ((An+1 *Zn) (A * Zn)/) = AE(Z,Z)) A" + C, gde je C matrica dimenzije

2 X 2 ¢&iji su elementi c1o =0, 1 =010

Ci1 = agp(l - p)E(Xn - Yn)2 + a(l + O‘)(pEXn + (1 - p)EYn)
¢y = Bq(1 —q)E(X, = Y,)? + B F B)(¢EX, + (1 — )EY,),

pri cemu se za izracunavanje elemenata ci1 i coo uzima znak minus za binomni, a znak

plus za negativni binomni tining operator.

Dokaz: Dokaz prvih pet osobina sledi direktno iz osobina tining operatora, koja su detaljno
navedena u Nasti¢ (2011). Osobinu (f) izveS¢emo posmatrajuci po elementima matrice na
levoj i desnoj strani nejednakosti. Kako je izraCunavanje sli¢no ali ne i identi¢no u zavisnosti
da 1i koristimo binomni ili negativni binomni tining operator, uveli smo oznaku ” ° 7. Tako u

izvodenju za binomni tining operator pratimo znak — u oznaci F, odnosno znak + za negativni
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2.1. Struktura BINAR(1) modela

binomni tining operator. Imamo da je

E(Uin+ ° X + Uz ° Y,)
=a*pEX2 +ap(1F a)EX, +a*(1 —p)EY? +a(l —p)(1 Fa)EY,
+ ?p*EX? +20°p(1 — p)EX, Y, + (1 — p)*EY?
— *p*EX? — 2a°p(1 — p)EX,Y, — o*(1 — p)*EY?
= o*p’EX2 +20°p(1 — p)EX,Y, + (1 — p)’EY}?
+a?p(1 —p)E(X, — Y,)? +a(l Fa)(pEX, + (1 — p)EY,).

Zbir prva tri sabirka jednak je elementu na poziciji (1, 1) matrice AF(Z,Z,)A’, dok je zbir
Cetvrtog i petog sabirka jednak elementu ci;. Dokaz je analogan za drugi element na glavnoj

dijagonali. Sto se ti¢e elemenata van glavne dijagonale, tu imamo da je

E ((U1n+1 * Xn + U2n+1 * Yn)(‘/ln+1 * Xn + ‘/2n+1 * Yn))
= afpgEX; +aB(l —p)(1 — ) EY,; + aBE(X,Y,)(p + q — 2pq),

$to su i elementi van glavne dijagonale matrice AE(Z,Z,)A". O
Na osnovu pomenute leme sledi da se kovarijacija, na rastojanju k, izmedu dva elementa

stacionarnog slucajnog niza { Z,, } moze izraziti kao

Cov(Zyir, Zn) = Cov(Apsk * Znik—1,Zn)
= ACov(Zsj1, Zy) = ... = A*Var(Z,). (2.9)

Mozemo zakljuciti da kovarijacija (pa i korelacija) izmedu ¢lanova vremenskog niza { Z,, } tezi
nuli sa porastom rastojanja izmedu njih.

Jo§ jedan bitan zakljuCak mozZe se izvesti iz jednacine (2.9). Naime, kako je matrica A
kvadratna (u ovom slucaju dimenzije 2 X 2) to, prema teoremi Cayley-Hamilton, zakljuCujemo
da postoje konstante &; i &, takve da je A% — &, A — &1 = 0. Ako jednadinu pomnoZimo sleva

matricom Var(Z,) dobi¢emo
Cov(Zyi9,Zyn) — &Co0( 2,41, Zy) — EVar(Z,) =0

Sto dalje implicira da vremenski nizovi {X,} i {Y,} imaju kovarijacionu strukturu koja

odgovara ARMA(2,1) procesima.
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Glava 2. Dvodimenzionalni INAR modeli sa slucajnim koeficijentima

2.2 Model sa binomnim tining operatorom i Puasonovim

marginalnim raspodelama

U ovom poglavlju definisacemo dvodimenzionalni autoregresivni model za nenegativne
celobrojne vremenske nizove sa Puasonovim marginalnim raspodelama (BVPOINAR(1)).
Model je baziran na binomnom tining operatoru. Diskutova¢emo statisticke osobine modela, a
bice dokazana stacionarnost i ergodi¢nost. Poseban akcenat je stavljen na ocenjivanje
nepoznatih parametara. U tu svrhu, razmatraéemo izmenjeni metod najmanjih kvadrata,
Yule-Walker-ov metod, kao i metod uslovne maksimalne verodostojnosti. Dokazaéemo
asimptotsku ekvivalentnost izmedu ocena nepoznatih parametara dobijenih modifikovanom
metodom najmanjih kvadrata i Yule-Walker-ovom metodom. Takode izveS¢emo asimptotsku
raspodelu ocena dobijenih modifikovanom metodom najmanjih kvadrata. Posebnu paZnju
posveticemo primeni modela na stvarnim podacima. Dobijene rezultate prodiskutova¢emo uz

uporedivanje sa nekim ve¢ poznatim modelima.

2.2.1 Definicija BVPOINAR(1) modela

Neka je {(X,,Y,),n > 0} dvodimenzionalni nenegativni celobrojni vremenski niz sa
jednakim marginalnim Puasonovim raspodelama P (). BVPOINAR(1) model definisan je

slede¢im jednacinama

Xn— ns Ve My

X, — J @oAnttEm VD (2.10)
aoY, 1+¢e,, sv.1—p,

Yn _ B O Ap-1 + Mny, S.V. ¢, (211)
/B © Yn—l + Mny SV, 1- q,

(s.v. skraeno od "sa verovatno¢om") pri ¢emu su p, ¢ € [0,1], o, 8 € (0,1), dok su
{en, n > 1} i{n,, n > 1} medusobno nezavisni vremenski nizovi ¢iji su elementi nezavisne
jednako raspodeljene slucajne promenljive. Jo$ vazi da je sluCajni vektor (£,,7,) nezavisan
od (X,,,Y,,), za m < n. Binomni tining operator definisan je kao a 0 X = Y% G i
BoX = XX W, gde su {G;} i {W;} brojacki nizovi nezavisnih jednako raspodeljenih
slu¢ajnih promenljivih sa Bernulijevom raspodelom sa parametrima « i 3, redom. Vazi jo$
da su slucajne promenljive G; i W; medusobno nezavisne i nezavisne su od X, i Y, sa svako
1,7,n > 0. Analogna definicija vazi za ao Y i fo Y. Svi brojacki nizoviu o X, 1, a0Y, 1,
Bo X, 11p0Y,_1 sumedusobno nezavisni.

Sledeca teorema daje nam potrebne i dovoljne uslove da vremenski niz {(X,,,Y,),n > 0}

bude stacionaran sa Puasonovim marginalnim raspodelama.
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2.2. Model sa binomnim tining operatorom i Puasonovim marginalnim raspodelama

Teorema 2.2 (Nasti¢, Risti¢ i Popovi¢ (2014), Teorema 1). Neka je A\ > 0, a, § € (0,1) i
XoLv, L P(A). Dvodimenzionalni vremenski niz {(X,,Y,), n > 0}, dat jednacinama (2.10)
i (2.11), je stacionaran sa P(\) marginalnim raspodelama ako i samo ako uzajamno nezavisni
nizovi nezavisnih jednako raspodeljenih slucajnih promenljivih {c,, n > 1} i {n,, n > 1}
imaju raspodelu P(\(1 — «)) i P(A(1 — j3)), redom.

Dokaz: Pretpostavimo da su €, i 7, sa Puasonovom raspodelom sa parametrima A(1 — «) i
A(1 — /), redom, $to ¢emo nadalje oznaCavati kao €, ~ P(A(1 — «)) i n, ~ P(A(1 — 5)).
Tada je ¢.(s) = e*1=*)(=1) Kako je po pretpostavci Xy ~ P(N), to je Px,(s) = e**~V. Na
osnovu jednacine (2.10), pretpostavke da je X < Yp 1 pretpostavke o nezavisnosti slu¢ajnih

promenljivih X i £; imamo da je
D, (5) = Paox, (5)Po(5) = Py, (1 — a + as)D.(s) = erI7atas—D AU 5=1) — Als=1),

ZakljuCujemo da je i X; ~ P(A). Indukcijom pokazujemo da je X,, ~ P(\) za svako n € Nj.
Dokaz je analogan za {Y},}.

Pretpostavimo sada da je vremenski niz {(X,,Y,),n > 0} stacionaran sa marginalnim
raspodelama P(\). Na osnovu nezavisnosti slucajnih promenljivih X,,_; i €,,, dobijamo da je

Px(s) =Px(1 —a+ as)d.,(s). To dalje implicira da je

Oy (1l —a+ as)

Dakle ¢,, ~ P(A(1 — «)). Analogno se izvodi dokaz za 7,,. (]

Neka slucajne promenljive X, i Y,, imaju jednake raspodele za n > 0 i neka su slucajne
promenljive €, 1 7, raspodeljene kao u teoremi 2.2. Tada slu¢ajne promenljive X,, i Y,,, kad
n — o0, konvergiraju u raspodeli ka slu¢ajnim promenljivama sa Puasonovom raspodelom
P(A). Ako je @y, (s) funkcija generatrisa verovatnoca sluajne promenljive X,,, tada vazi

Oy, (s) = Py, (s). To dalje implicira

Ox,(s) = (pPx, (1 —atas)+(1-p)Py, (1 —a+as))P(s)
= &y, (1 —a+as)d.(s)
= dx, ,(1—a’+a%s)P. (1 —a+ as)d.(s)

n—1

= Oy, (1—a"+a"s) [[ 2.(1—o* +a"s)
k=0

n—1
_ q)Xo(]- —a" OénS) H eA(l—a)(s—l)ock
k=0

= Oy (1—a"+ a"s)e’\(s_l)(l_an) — ) 5 .
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Glava 2. Dvodimenzionalni INAR modeli sa slucajnim koeficijentima

Zakljucak sledi na osnovu raspodele slu¢ajne promenljive ,, date teoremom 2.2 1 ¢injenice da je
0 < a < 1. Prema tome, ako slucajne promenljive X, i Y,, mogu da se predstave jedna¢inama
(2.10) i (2.11) i imaju proizvoljne, ali jednake raspodele za n > 0, tada za ¢, ~ P((1 — a)))
vazi da ¢e X, imati Puasonovu raspodelu sa parametrom A za dovoljno veliko n. Isti zakljuak

vaziizay,,.

Napomena 1. Metodologiju koju smo upotrebili da konstruisemo BVPOINAR(1) model
moZemo primeniti pri konstrukciji mnogih drugih modela, koji nisu bazirani samo na
binomnom tining operatoru i koji mogu imati marginalne raspodele koje nisu Puasonova ili
geometrijska. Recimo neka su a® i @ tining operatori iji su brojacki nizovi {G;} i {W;}
nezavisni i imaju istu raspodelu sa parametrima « i 3, redom. Ako pretpostavimo da X, i Y
imaju istu raspodelu, tada je dvodimenzionalni stacionarni vremenski niz {(X,,Y,), n > 0},
dat jednacinama (2.10) i (2.11), sa istim marginalnim raspodelama ako i samo ako su
{en, n > 1} i {nn, n > 1} uzajamno nezavisni vremenski nizovi, nezavisnih jednako
raspodeljenih slucajnih promenljivih Cije su funkcije generatrisa verovatnoca date

Jjednacinama (5 (5
(I)X S . . (I>X S
= Bx(@os) | U T B(aw ()

pri Cemu jo§ vazi da je (g,,my,) nezavisno od (X,,,Yy,) za svako m < n. Za konkretan

d_(s)

izbor tining operatora i marginalnih raspodela mora se pokazati da su raspodele slucajnih

promenljivih €,, i n,, dobro definisane navedenim funkcijama generatrisa verovatnoca.

Kovarijaciona struktura procesa data je jednainom (2.9) pa ¢emo se ovde osvrnuti samo na

elemente kovarijacione matrice Var(Z,).
Lema 2.3. Kovarijaciona matrica slucajne promenljive Z,, = (X,,Y,) data je kao

1 v
v 1

Y

Var(Z,) =\ [

af(pg+(1-p)(1—9))
1—aB(p(1—q)+(1—p)q)

gde je v =

Dokaz: Kako su X, 1 Y, sluajne promenljive sa Puasonovom raspodelom i parametrom
A, jasno je da su dijagonalni elementi kovarijacione matrice jednaki A\. Na osnovu osobina
binomnog tining operatora i pretpostavke o stacionarnosti vremenskog niza {(X,,Y,)}, za

elemente van glavne dijagonale vazi

Cov(Xy,Yy) = af {pgVar(X,-1) + [p(1 — ¢) + (1 — p)g]Cov(Xp_1, Y1)
+ (1 =p)(1—qVar(Yo-1)}. 2.12)
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Kako je Var(X,) = Var(Y,) = Xivazi da je Cov(X,,Y,) = Cov(X,_1,Yn1), to iz
jednacine (2.12) dobijamo

AafB(pg+ (1 —p)(1 —q))

Cov(Xn, Vo) = 77 aB(p(1 —q) + (1 =p)q)

= v, 2.13)

¢ime je lema dokazana. [J

Lema 2.4. Koeficijent korelacije izmedju nizova {X,} i {Y,} uzima vrednosti iz intervala
0, 1).

Dokaz: Jednacina (2.13) se moze zapisati kao Cov(X,,,Y,,) = \p gde p predstavlja koeficijent
korelacije izmedu slu¢ajnih nizova { X, } i {Y,,}. Za imenilac u jednacini (2.13) vaZi, s obzirom

na ogranienja parametara, da je

1—af(p(l-=q¢)+(1-p)g) >1—-(p(l-q)+(1-p)g) 21— (p+1-p) =0,

aBpg+(1-p)(1-q)) _
1—aB(p(1—q)+(1—p)q)

pa je koeficijent korelacije, p, uvek nenegativan. Takode, kako je 1 —
1—af

1-aB(p(1—q)+(1-p)q

Ako iskoristimo slucajne promenljive definisane jednacinama (2.2) i (2.3), moZemo model

7 > 0, moZemo zakljucitidaje 0 < p < 1. [J

dat jednac¢inama (2.10) i (2.11) da zapiSemo kao

Xn - UlnoXn—l +U2nOYn—1 +€n7 n Z 17
Yn:‘/lno n—1+‘/2noyn—1+nn7 nZl

BVPOINAR(1) model predstavljen na ovaj nacin podseca na model koji su uveli Pedeli i Karlis
(2013) (BVKPINAR(1))gde je evolucija vremenskih nizova data jednainama

Xn:OéoXn—1+60Yn—1+€n7 nZL
Yn:’YOYn—l—i_(SoXn—l—i_nnu n > 1.

Medutim, ovi modeli su definisani na potpuno drugaciji nain. Dok je kod BVPOINAR(1)
modela uvedena pretpostavka o marginalnim raspodelama nizova pa je za tu marginalnu
raspodelu izvedena raspodela inovacionih procesa, kod BVKPINAR(1) modela polazi se od
zajednicke raspodele inovacionih procesa. To za posledicu ima da su kod BVKPINAR(1)
modela zavisni inovacioni procesi, Sto nije sluc¢aj kod BVPOINAR(1) modela. Jo$ jedna bitna
razlika je ta Sto je BVPOINAR(1) model definisan preko slucajnih koeficijenata, dok su kod
drugog modela koeficijenti konstante.

U sledecem koraku izveS¢emo zajednicku uslovnu raspodelu verovatnoca za slucajne

promenljive X,, 1 Y, kada su poznate realizacije sluCajnih promenljivih X, ; i1 Y, ;.
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DokaZimo najpre sledecu lemu.

Lema 2.5. Slucajne promenljive X,, i Y,, definisane jednacinama (2.10) i (2.11) redom, su

nezavisne za poznate realizacije slucajnih promenljivih X,,_11Y,_1, n € N.

Dokaz: Nekaje X,, 1 =uiY, 1 =v. Tada vazi

PX,=zY,=ylXn1=uY,_1 =)
=pgP(ao X, 1 tep=2,0Xn 1+ 0 =y|lXp1=u,Y, 1 =0)
+p(1—q¢PlacX, 1+e,=z,0Y, 1+n0,=y|Xp1=u,Y, 1 =0)
+(1—=p)gP(aoY, 1+e, =200 Xy 1+0, =y|Xp1=u,Y, 1 =0)
+(1-p(1—qPlaoY, 1+e,=x,00Y, 1+n,=y| X0 1=uY, 1 =0).

Kako su brojacki nizoviu ao X,, 1, aoY,, 1, o X, 11[0Y,_ 1 nezavisni za poznate vrednosti
Xn-11Y,_1 1kako su slu¢ajne promenljive ¢, 1 7, medusobno nezavisne i nezavisne od X,,_;

1Y, to imamo

P(OéOXn_l—{—(:“n:Z',ﬁO n—1+nn:y‘Xn—l :U,Yn_l :U)
min(u,z) min(u,y)

= Z Z P(aoXn_lzi,en:x—i,Bo n—lzjann:y_ﬂXn—l:Uayn—lzv)
i—0  j=0

min(u,z)
= Z PlaoX, 1 =iep=2—1X,1 =u,Y,—1 =0)
=0
min(u,y)

X Z P(ﬁo nflzjann:y_j‘anl:uaYnflzv)-
=0

Na sli¢an nacin i preostala tri sabirka polazne jednacine moZemo zapisati kao proizvod. Tako
dobijamo da je P(X,, = z,Y, = y| X1 = u, Y, 1 =v) = P(X, = 2|X,,.1 = u,Y, 1 =
v)P(Y, = y|X,_1 = u,Y,_1 = v) ¢ime smo dokazali tvrdenje. [J

Na osnovu definicije nizova slu¢ajnih promenljivih {X,,} i {Y,, }, imamo da vazi
P(Xn = (E|Xn—1 = u, Yn—l = U) = pPanl(‘ﬂuv U) + (1 _p)Pan (x|u,v),
gde su

Py, (alu,v) = Plao Xy + e = 2| Xng = u, Y1 = 0)

PYn—l(x|u7U) = P(a o Yn—l +e, = x|Xn—1 =1u, Yn—l - U)‘

Ove raspodele verovatnoc¢a dobijamo iz ¢injenica da o o X,,_1, pod pretpostavkom X,,_; = u,

ima binomnu raspodelu sa parametrima u i «, B(u, o), a takode i a o Y;,_; pod pretpostavkom

32



2.2. Model sa binomnim tining operatorom i Puasonovim marginalnim raspodelama

Y,—1 = v ima raspodelu B(v,«). Dalje, €, je nezavisno od X,,_1, Y, 1 i 7,, a raspodela
verovatnoa ove sluCajne promenljive data je teoremom 2.2. Kako W, imaju Bernulijeve
raspodele sa parametrom c«, to slucajna promenljiva X,,, za dato X,, = uiY,_; = v, ima

raspodelu koja je konvolucija Puasonove i binomne i data je jedna¢inom

u

Py, (zluv) = Y Plk+e,=x)P (; W, = k:)

k=0
min(u,x) N1 — z—k
__\1-w) (A( @)) W\ ke Nu—k
- ; T
min(u,z) k u—2k
1 —a)
— (M1 = a))Fe - u O‘(—'
(A = a)y'e k{:o k) Ne(x— k).

Na isti nac¢im dobijamo uslovnu raspodelu slucajne promenljive Y,, za poznato X,,_;1Y,,_1, pa

je

min(v,z) — )2k
PYn—l(x|u7/U) = (/\(1_& 2? _Al ® Z ( )/\(]‘71(1‘—)]6)'

Prema tome, uslovna raspodela verovatno¢a dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X, Y,)
za dato (X,,_1,Y,,_1) dobija se kao

P(Xn =7z, Y, = y|Xn—1 = u, Y1 = U) - )\x—&-g/(l - a)x<1 - B)ye—)\@—a—,@)
min(u,;t) kl(l _ )u—2k1 min(v,x) kg(l _ )U—ka
u\«o (0% (Awe «
1—
8 (p Z_ (k) NeiGe =y TP 2 (1@) Ne2 (2 — k)

1 k=0
min(u,y) ﬁh( _ 6)u—2l1 B min(v,y) ( >Bl2( _ 6)1}—212
(q llZO (11> NGyl +(1—gq) 122::0 L) ey L ) (2.14)

Uslovno ocekivanje dvodimenzionalne slu¢ajne promenljive (X, 1k, Y, +x) za k-koraka dato
je jednacinom (2.8). Kako je od posebnog znacaja uslovno ocekivanje za jedan korak unapred

naveséemo ga za posmatrani model i ono glasi

E(Xna| X0, Yn) = apX, + a(l = p)Y, + A(1 — ) (2.15)

Fokusirajmo se sada na uslovnu disperziju slu¢ajnih promenljivih X, 1 Y, -1 u odnosu na
X, Y,,. Uslovni moment drugog reda dobi¢emo iz jednacina (2.15) i (2.16) i osobine (v) za

binomni tining operator koju su pokazali Al-Osh i Alzaid (1987). Tako dobijamo

E(X721+1|Xn7 Y,) = pE((aoX, + 5n+1)2|Xn7 Ya)+(1—=p)E((aoY, + 5n+1)2|Xna Ya)
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= o’pX2+a*(1—p)Y.2 4+ a(l —a)p(l+2)\)X,
+a(l —a)(1 —p)(14+20)Y, + A1 — a) + X} (1 — a)*.

Na osnovu ovog rezultata jednostavno se izraCunava da je

Var( X, 1| Xn, Y,) = p(1=p)a?(X, =Y, +a(l—a)(pX, + (1=p)Y,) + A1 —a), (2.17)
a na sli¢an nacin dobijamo

Var(Y| X, Yo) = q(1=q)8%(Xo = Y5)* + B(1 = 8)(¢Xp + (1= @)Yo) + A1~ §). (2.18)

Primetimo da uslovna disperzija za X,, .1 1 Y,,.1 nije linearna funkcija od X,, 1Y,,.

2.2.2 Ocenjivanje nepoznatih parametara

U ovom poglavlju bavicemo se ocenjivanjem nepoznatih parametara modela. Dokazacemo
asimptotsku raspodelu dobijenih ocena. Metodi za ocenjivanje razmatrani u ovom poglavlju
bie testirani na simuliranim skupovima podataka. Pored BVPOINAR(1) modela,
posmatratemo i njemu slican model BVNGINAR(1) koji su definisali Risti¢, Nastié,
Jayakumar i Bakouch (2012), a predstavili smo ga u sekciji 1.4.1.

Kako su ovo autoregresivni modeli prvog reda, mozemo ocekivati da metodom
Yule-Walker-a (YW) dobijemo dobre rezultate, s obzirom da ¢emo zamenom autokovarijacije
sa korakom O i 1 u jednacini Yule-Walker-a odgovaraju¢im uzorakim autokovarijacijama
dobiti linearni sistem jednacina po nepoznatim parametrima. Pored YW razmatraemo jos i
modifikovani metod uslovnih najmanjih kvadrata (MCLS). Za oba pristupa uves¢emo novu
parametarizaciju 6, = ap, 0, = a(1 — p), 05 = Bqi b, = 5(1 — q). Zbog iste kovarijacione
strukture pomenuta dva modela imaju iste jednaCine za ocenu parametara YW 1 MCLS
metodama. Ocene metodom YW dobi¢emo pomocu jednacine (2.19), dok ¢emo za MCLS

koristiti jednacinu (2.21).

Yule-Walker-ov metod (Nasti¢, Risti¢ i Popovic (2014))

Pretpostavimo da je dat dvodimenzionalni sluCajni uzorak (Xi,Y1), -, (X,,Y,).
Oznacimo kovarijacione funkcije kao yxx (k) = Cov(X,,, Xp—k), 7xv (k) = Cov(X,,, Ya—k),
vyx (k) = Cov(Yy, Xpk) 1 yyy(k) = Cov(Y,,Y, k). Ove vrednosti date su jednac¢inom
(2.9). Za k = 1 dobijamo sistem od dve linearne jednacine sa dve nepoznate

Yxx (1) = 6hyxx(0) 4+ O27y x (0),
Yxy (1) = O17xy (0) + O27yy (0).
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ReSavanjem sistema dobijamo vrednosti #; i 65 i ona su

b, — Yxx (D)yy (0) = 1w x(0)yxv (1)
' Yxx(0)7yy(0) — yvx(0)7xy (0)

_ xx(0)yxy (1) — yxx (1)7xv(0)

162 Yxx(0)7yy (0) = 7y x(0)yxy(0)

Na slican nacin izraCunavamo vrednosti za druga dva parametra, 63 i ¢,. Sada sistem

linearnih jednacina glasi

Yyx (1) = 037xx(0) + 047y x(0)
Yy (1) = O037xy (0) + 047y y (0),

pa su ocenjene vrednosti

o, = WxWvy(0) = wx(0)wy (1)
3 Yxx(0)7vy (0) — 1y x (0)vxy (0)

— Yxx(0)yvy (1) — wx (1)yxy(0)

i 64 Yxx(0)7vy (0) = yvx(0)7xy(0)

U matricnom obliku reSenje ovih sistema moZe da se zapiSe kao
A =T(1)r0), (2.19)

gde je
, k>0.

I‘(k:) _ { ’YXX(k) 'VXY(k>
Yyx(k) vy (k)

Tako ocene nepoznatih parametara 6, 6, 65 i 8, dobijamo iz

rn—1 _ _ n—1 _ _
0, 0 2 (X = X)) (X — Xo) X (Xiw — X)) (Y5 = Y3)
Al AQ — 1:11 2:31 %
O3 Oa (Vi = Vo) (Xi = X)) % (Yigr = Vo) (Vi = Vi)

L =1 i=1

r n _ n _ _ -1

21 (XZ - Xn)2 Zl (Xz o Xn)(yz o n)
X n = — — = n —
> (Xi— Xn)(Yi - Ya) > (Y= Yy)?

pri cemu su X,, = % XY, = % » 1 Y;. Sada su parametri modela ocenjeni kao

A A A A A é\ é\
a=0,+0, B=0+0; p=—Fr, §=—F.
03 + 0,

—, (2.20)
01 + 0,

Ostalo je jos da se oceni parametar A\. Kako je £(X,,) = E(Y,,) = A, najprirodniji nacin
za ocenu ovog parametra bio bi A = 5> (X; 4+Y;), s obzirom na pretpostavku da { X, } i

{Y,,} imaju iste marginalne raspodele.
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Modifikovani metod uslovnih najmanjih kvadrata

Pretpostavimo ponovo da imamo slu¢ajni uzorak (X;,Y7), -, (X,,Y,). Kako slucajne
promenljive X, 1 Y,, imaju istu raspodelu, za ocenu uzoracke sredine iskoristicemo ocenu A
odredenu u prethodnoj diskusiji vezanoj za YW metod. Dakle ovo ¢e biti ocena parametra \.

Uslovno oc¢ekivanje dato je jednacinama (2.15) i (2.16). Ocene parametara metodom MCLS
dobijaju se minimizacijom funkcije R(®) definisane kao

n—1

R(©) =Y (Zi1— AZ — p.) (Ziy1 — AZ; — pe), 2.21)

i=1

gde je © = (6;,6,,65,60,)". Minimizacija se vrsi u odnosu na vektor parametara © pa je @ =

arg min(R(O)). Izjednacavajuéi sa nulom parcijalne izvode po 6; funkcije R(®) dobijamo da
je

712;1(X2+1 — A= 0 (X =) =6V = V)X —A) =0
i<Xz+1 — A= 01X =) = 0(Yi = A)(Yi = ) =0
ni;l(YzH — A= 03X = N) = 04(Y; — ) (X = X)) =0
nij(ml — A= 03X = A) = 0V, = A)(Yi—A) =0

Koriste¢i matri¢nu algebru dolazimo do dva sistema od po dve linearne jednacine sa po dve

nepoznate. Iz prvog sistema ocenimo parametre 6; i 65 na slede¢i nacin

T - - [ 5 ] [ - -y
Tx-Nm-N T m-A ] S K- hei- ) |
a iz drugog parametre 65 i 6, kao
n—1 ~ n—1 ~ ~ n—1 ~ A~
SG-A E-Nm =N 18] [ E 0 - o=
TE-NmG-h T m- Ay [ 2 ] S - - )

Ocene polaznih parametara &, 3, p i ¢ dobi¢emo kao u (2.20). Kako su procesi stacionarni,
ocenjene vrednosti oCekivanja i kovarijacije izraCunate na osnovu n. — 1 opservacije blizu su

vrednostima izraCunatim na osnovu celog uzorka. Stoga, moZemo ocekivati da YW i MCLS
metod daju pribliZno iste ocene.
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Rezultati na osnovu simulacija

Da bismo testirali efikasnost metoda za ocenu parametara za BVPOINAR(1) i
BVNGINAR(1) modele simuliraemo 100 uzoraka svaki obima 10000. Ispitacemo kakve se
ocene 1 standardne devijacije ocena dobijaju za poduzorke obima 100, 500, 1000, 5000 i
10000. Simulacije su izvedene za razliite vrednosti parametara: a) o = 0.1, § = 0.2,
p=2055¢g=04A=pup=3;b)a=06,8=055p=055q¢q=04\\=pu=3;c)
a=01,=02,p=05549¢g=04 ) =p=230;d)a=0.6,5=0.55p=0.55q = 0.4,
A = p = 30. Parametre smo izabrali tako da proverimo ponaSanje metoda kada su nizovi sa
relativno malim i relativno velikim vrednostima, pa smo za srednje vrednosti nizova uzimali 3
1 30, redom. Takode, posmatrali smo nizove sa manje i viSe izrazenom autokorelacijom, pa
smo za parametre « i [ uzeli vrednosti 0.1 1 0.2, redom, u prvom slucaju i 0.6 i 0.55, redom, u
drugom. Pored YW i MCLS metoda parametre ¢emo oceniti i metodom uslovne maksimalne
verodostojnosti. Neka je uslovna raspodela verovatnoca, data jednacinom (2.14), oznacena

kao
P($iayiaxifl7yifl§ A a, B, p, Q) = P(Xi =, Y; = yz‘\XiA =Zi_1,Yi-1 = 3/1'71)-

Odgovarajuca funkcija verodostojnosti, odnosno njen logaritam, glasi

log L(xla Y1y o3 Tny Yn, )\7 «, 6) = Z log P(.I“ Yiy Ti—1,Yi—1; )\7 «, 6)
=2
Maksimiziranje navedene funkcije, zbog njene slozenosti, obavlja se numerickim putem. U tu
svrhu kori$¢en je programski jezik R i funkcija n1lm. Dobijeni rezultati predstavljeni su u tabeli
2.1 za BVPOINAR(1) model i u tabeli 2.2 za BVNGINAR(1) model.

Analizirajuci tabelu 2.1 moZemo zakljuciti da ocenjene vrednosti parametara konvergiraju
ka stvarnim vrednostima sa porastom duZine simuliranog niza. U celini gledano, CML metod
daje najtacnije ocene nepoznatih parametara, uz najmanju standardnu devijaciju ocena. Takode
i druge dve metode su se pokazale sasvim dobro. Za poduzorke obima 100, odstupanje od
stvarnih vrednosti je neSto vece kod YW 1 MCLS pristupa, osim za slucaj kada parametri «,
£ 1 X\ imaju male vrednosti. Tada CML daje malo bolje ocene za parametar ¢, dok su druge
dve metode nesto bolje za parametar . Kada su poduzorci obima 500 i dalje postoje neka
odstupanja od pravih vrednosti parametara ali ve¢ za poduzorke obima 1000 sva tri pristupa su
se pokazala kao veoma precizna. Za relativno velike vrednosti parametara, CML daje sasvim
dobre ocene Cak i za najmanji obim uzorka. Sve u svemu, za uzorke malog obima CML je
najbolji izbor. Za vece uzorke, sva tri pristupa su jednako dobra, ali je CML mnogo zahtevniji

Sto se tiCe vremena izracunavanja.

Tabela 2.2 sadrzi rezultate za ocenjene parametre za BVNGINAR(1) model. Kako je
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Tabela 2.1: Ocenjene vrednosti nepoznatih parametara za BVPOINAR(1) model - Za svaki
obim uzorka prva vrsta sadrzi ocenjene vrednosti, druga vrsta standardnu devijaciju.
MCLS Yw CML
\ a s P i | A a ] p q a [ p q i
aa=01,=02p=055¢=04,a=6,u=X=3
100 | 0.1099 0206 0.5405 0.4202 ] 3.006 | 0.1105 0.2062 0.5353 0.4455 | 0.1238 0.2047 0.5589 04037 2.992
0.1107 0.1447 03731 03424 | 0.140 | 0.1114 0.1456 0.3706 0.3397 | 0.1094  0.114 02247 02319 0.152
500 | 0.0953 0.1998 0.5021 0.395 | 3.006 | 0.0954 0.1999 04981 0.4002 | 0.1097 0.1895 0.5199 03785 2.987
0.0616 00671 03223 0.1815 | 0.060 | 0.0616 0.0671 0.3206 0.1825 | 0.0511 0.0577 02292 0.1877 0.065
1000 | 0.0981 0.1968 0.5512 0.3901 | 3.004 | 0.0981 0.1968 0.5447 0.3929 | 0.0982 0.1934 0.5403 03715 2.994
0.0473 0042 02563 0.1073 | 0.040 | 0.0473 0.042 02551 0.1079 | 0.0369 0.0378 0.1645 0.1473 0.046
5000 | 0.1021 0.1991 0.5521 0.4062 | 3.003 | 0.1021 0.1991 0.5511 0.4065 | 0.0987 0.1977 0.5509 0.3889 2.996
0.0208 0.0208 0.1137 0.0463 | 0.020 | 0.0208 0.0208 0.1137 0.0463 | 0.0122 0.0178 0.1312 0.0807 0.029
10000 | 0.1006 0.1997 0.5433 0.4009 | 3.002 | 0.1006 0.1997 0.5497 04015 | 0.0997 0.1986 0.5503 0.3987 2.998
0.013 00154 00731 00348 | 0.015 | 0013 00154 00731 00348 | 0.0107 0.0121 0.1091 0.0662 0.021
b)a=0.6,=055p=055¢=04,pu=A=3
100 | 0.5724 05002 05379 0.3984 | 2.953 | 0.5731 0.5021 0.5238 0.4108 | 0.5834 0.5496 0.5563 0.3889 2.956
0.1234 0.1271 0.1514 0.1731 | 0237 | 0.125 0.1279 0.1535 0.1737 | 0.0755 0.08898 0.1489 0.1642 0.241
500 | 0.5921 0.5444 0.5464 0.4004 | 3.013 | 0.5917 0.5441 0.5445 04019 | 05934 05465 05495 04112 2.981
0.0581 0.0564 0.0726 0.0749 | 0.094 | 0.0582 0.0564 0.0726 0.0747 | 0.0377 0.0356 0.0596 0.0743 0.111
1000 | 0.5938 0.5477 0.5481 0.4006 | 3.007 | 0.5938 0.5477 0.5474 0.4015 | 0.5989 0.5468 0.5484 04055 2.992
0.0372 0.0401 0.0459 0.0482 | 0.067 | 0.0371 0.0402 0.0458 0.0483 | 0.024  0.0271 0.0388 0.0506 0.086
5000 | 0.5969 0.5519 0.5489 0.4002 | 3.005 | 0.5969 0.5519 0.5487 0.4004 | 0.5988 0.5488 0.5491 04022 2.997
0.0155 0.0175 0.0185 0.0211 | 0.037 | 0.0155 0.0175 0.0185 0.0212 | 0.0174 00199 0.0155 0.0277 0.051
10000 | 0.5988 0.5518 0.551 0.4003 | 3.003 | 0.5988 0.5518 0.5509 0.4004 | 0.6001 0.5499 0.5497 04015 2.999
00115 00123 00131 0015 | 0.024 | 00115 00123 00131 0015 | 0.0111 00142 0.0098 0.0195 0.043
c)a=01,=02,p=055¢=04,a=6,u=\=30
100 [0.1136 0201 0.4863 0.4489 | 30.119 | 0.1135 0.2009 0.4797 0.4719 | 0.1276  0.189  0.5308 04035 29.949
0.1022 0.1283 03783 03314 | 0368 | 0.102 0.128 03813 0337 | 0.1069 0.1069 02396 02265 0.343
500 | 0.0982 0.1903 0.5644 0.3878 | 30.007 | 0.0981 0.1903 0.5572 03922 | 0.114  0.1978 0.5543 0.4113 29.989
0.0546 0.0662 0.3358 0.194 | 0.187 | 0.0546 0.0661 0.3356 0.1951 | 0.0542 0.0633 0.1672 0.1865 0.206
1000 | 0.0972 0.1914 0.5735 0.379 | 30.000 | 0.0982 0.1913 0.5685 0.3916 | 0.1078 0.1987 0.5434 0394 30.006
0.0446 0.0463 0.2847 0.1287 | 0.141 | 0.0446 0.0463 02851 0.1292 | 0.04467 0.0445 0.1413 0.138  0.146
5000 | 0.1004 0.198 0.5428 0.4033 | 30.003 | 0.101 0.198 0.5415 0404 | 0.1055 0.1989 0.5531 0.4021 30.002
0.02 00208 0.1084 0.0515 | 0.057 | 0.0199 0.0208 0.1084 0.0515 | 0.0238 0.0211 0.0884 0.0871 0.089
10000 | 0.1013 0.1991 0.5473 0.4067 | 29.999 | 0.1003 0.1991 0.5467 0.4039 | 0.1012 0.1994 0.551 0.4017 30.001
0.0148 0.0134 0.0749 0.0386 | 0.045 | 0.0148 0.0134 0075 0.0386 | 0.0124 0.0157 0.0398 0.0375 0.070
d)ya =006, 3=055p=055qg=04, t= =30
100 | 05455 05165 0.5465 0.409 | 29.970 | 0.5471 05183 0.5379 0.4204 | 0.6054 0.5469 0.5428 04126 30.063
0.1261 01219 0.179 0.1714 | 0.700 | 0.1264 0.1232 0.1791 0.1751 | 0.0756 0.0863 0.1332 0.1807 0.506
500 | 0.5902 0.5416 0.5542 0.4026 | 29.968 | 0.5901 0.5415 0.5525 0.4046 | 0.6056 0.5588 0.5544 0417 29.983
0.0538 0.0566 0.0588 0.0673 | 0354 | 0.0539 0.0569 0.059 0.067 | 0.033 0.0334 00616 0.0699 0.244
1000 | 0.5965 0.5462 0.5516 0.4005 | 29.997 | 0.5965 0.5462 0.5508 0.4025 | 0.6025 0.5542 0.5531 0.4079 30.012
0.0371 0.0345 0.0422 00412 | 0221 | 0.037 0.0345 00419 00411 | 0.029 0.0266 0.0401 0.0487 0.130
5000 | 0.6003 0.5498 0.5524 0.3976 | 29.997 | 0.6003 0.5478 0.5522 0.3978 | 0.6004 0.5512 0.5519 0.3987 30.001
0.0144 00188 0.0209 0.0213 | 0.118 | 0.0143 0.0188 0.0209 0.0213 | 0.0175 0.0125 0.0259 0.0298 0.078
10000 | 0.5996 0.5478 0.5513 0.3978 | 29.996 | 0.5997 0.5498 0.5512 03979 | 0.6003 0.5504 0.551 0.3996 30.001
00111 0012 00131 00163 | 0.082 | 00111 0012 00131 00163 | 0.0101 0.0097 0.0107 0.0119 0.068

uslovno ocekivanje i1 kovarijaciona sktruktura ovog modela ista kao i kod modela
BVPOINAR(1), dobijeni rezultati za YW i CML metode su vrlo slicni kao kod modela

BVPOINAR(1). Stoga, obrati¢emo pazZnju samo na ocenjivanje nepoznatih parametara CML

metodom. Parametri ocenjeni CML metodom su vrlo blizu originalnim vrednostima cak i za

mali obim uzorka. Veca je preciznost dobijenih ocena kod testova gde parametri uzimaju male

vrednosti nego kod testova gde su originalne vrednosti relativno velike. Medutim, ve¢ kod

poduzorka obima 500 nema znacajnih odstupanja ni u jednom testu. Uzevsi u obzir preciznost

i vreme potrebno za ocenjivanje nepoznatih parametara CML metod je najbolji izbor za

uzorke malog obima, dok se za uzorke ve¢eg obima moZze koristiti bilo YW ili MCLS metod.
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Tabela 2.2: Ocenjene vrednosti nepoznatih parametara za BVNGINAR(1) model - Za svaki
obim uzorka prva vrsta sadrzi ocenjene vrednosti, druga vrsta standardnu devijaciju.

MCLS YW CML
\ | a B ) ¢ | a ] a K] ) ¢ | a i ) q f
a)a=01,=02,p=055¢=04,pu=A=3
100 | 0.1084 0.1843 0.4742 0.4753 | 2.991 | 0.1076 0.1843 0.4514 0.4905 | 0.1097 0.1944 0.5463 0.4106 3.011
0.1049 0.1288 0.3977 0.331 0.283 | 0.1044 0.1295 0.398 0.3274 | 0.08137 0.0915 0.3092 0.2872 0.312
500 | 0.1014 0.187 0.5723 0.3808 | 3.009 | 0.1023 0.1871 0.5627 0.3866 | 0.10168 0.1884 0.5515 0.3893 2.997
0.0612 0.0631 0.2955 0.1925 | 0.142 | 0.0611 0.0631 0.2971 0.1922 | 0.0409 0.0476 0.2481 0.1353 0.159
1000 | 0.1013 0.1975 0.5649 0.3854 | 3.009 | 0.1014 0.1975 0.5587 0.389 | 0.1036 0.1946 0.5512 0.3887 2.994
0.0414 0.0436 0.2422 0.1285 | 0.090 | 0.0414 0.0437 0.2428 0.1287 | 0.0307 0.0318 0.1612 0.0847 0.080
5000 | 0.0988 0.1979 0.5498 0.3962 | 2.994 | 0.0995 0.1978 0.5488 0.3967 | 0.1012 0.1951 0.5509 0.3912 3.009
0.021 0.0221 0.0906 0.0569 | 0.041 | 0.021 0.0221 0.0907 0.0568 | 0.0199 0.0201 0.1219 0.0628 0.043
10000 | 0.0995 0.1983 0.5499 0.3987 | 2.996 | 0.0998 0.1989 0.5494 0.3989 | 0.1011 0.1992 0.5507 0.3975 3.010
0.0144 0.0158 0.0684 0.0386 | 0.026 | 0.0144 0.0158 0.0683 0.0386 | 0.0126 0.0141 0.0512 0.0429 0.029
b)a=0.6,5=0.55p=055¢=04,pu=A=3
100 | 0.5717 0.5179 0.5364 0.3805 | 3.016 | 0.5718 0.5199 0.524 0.391 0.5847 0.5446 0.5417 0.3841 3.011
0.1454 0.131 0.2047 0.1838 | 0.521 | 0.1483 0.1335 0.2049 0.1879 | 0.104 0.1136 0.1313 0.1293 0.413
500 |0.5787 0.5473 0.5426 0.4107 | 2981 | 0.5784 0.5474 0.5404 0.4123 | 0.5988 0.5464 0.5533 0.404 3.008
0.0708 0.0673 0.0821 0.0888 | 0.218 | 0.0713 0.067 0.0822 0.0887 | 0.0411 0.0409 0.0512 0.0572 0.257
1000 | 0.5866 0.5485 0.5514 0.4035 | 2.992 | 0.5866 0.5484 0.5509 0.4046 | 0.6011 0.5514 0.5494 0.4029 3.016
0.0491 0.0475 0.0606 0.0651 | 0.175 | 0.0492 0.0476 0.0607 0.0652 | 0.0282 0.028 0.0359 0.0393 0.163
5000 | 0.5979 0.5495 0.5495 0.4023 | 2.997 | 0.5979 0.5495 0.5493 0.4025 | 0.6012 0.5508 0.551 0.4019 3.010
0.0224 0.023  0.026 0.0253 | 0.078 | 0.0224 0.0229 0.026 0.0254 | 0.0192 0.0178 0.0219 0.0278 0.103
10000 | 0.598 0.552 0.5498 0.3993 | 3.002 | 0.598 0.552 0.5495 0.3994 | 0.6007 0.5505 0.5506 0.3997 3.003
0.0155 0.0152 0.0173 0.0175 | 0.047 | 0.0155 0.0152 0.0173 0.0175| 0.0115 0.0121 0.0128 0.0142 0.021
)a=0.1,=02,p=0554¢=04, p=X=30
100 | 0.1175 0.1796 0.3859 0.4633 | 30.077 | 0.1177 0.1805 0.3783 0.4827 | 0.0974 0.2014 0.4977 0.4235 29.970
0.1247 0.1291 0.3657 0.3486 | 2.581 0.127 0.1295 0.3653 0.3454 | 0.044 0.0439 0.3175 0.1986 3.436
500 | 0.0895 0.1812 0.4979 0.3815 | 29.930 | 0.0896 0.1814 0.4898 0.39 0.0988 0.2004 0.5518 0.3988 29.973
0.0581 0.0585 0.345 0.1927 | 0.961 | 0.0582 0.0585 0.3467 0.1923 | 0.0178 0.0158 0.1177 0.0799 1.296
1000 | 0.0976 0.1873 0.5368 0.4096 | 29.933 | 0.0976 0.1873 0.5319 0.4091 | 0.1004 0.199 0.5497 0.4003 30.000
0.0402 0.0424 0.2743  0.126 | 0.724 | 0.0402 0.0423 0274 0.1253 | 0.0131 0.0116 0.0708 0.0594 1.033
5000 | 0.0986 0.2021 0.5516 0.4077 | 29.936 | 0.1007 0.2021 0.5508 0.4082 | 0.1011 0.1989 0.5512 0.3991 30.001
0.0204 0.0178 0.1033 0.0485 | 0.362 | 0.0204 0.0178 0.1033 0.0486 | 0.0122 0.0098 0.0345 0.0309 0.621
10000 | 0.1007 0.2013 0.5514 0.4033 | 29.955 | 0.0996 0.2013 0.5503 0.4035 | 0.1003 0.2002 0.5503 0.3998 30.001
0.0147 0.0131 0.0773 0.0402 | 0.265 | 0.0147 0.0131 0.0774 0.0402 | 0.0098 0.0075 0.0158 0.0127 0.380
b)a=0.6,5=0.55,p=0.55,g =04, u=A=30
100 | 0.5808 0.4946 0.5637 0.4193 | 30.942 | 0.5815 0.4939 0.5324 0.4294 | 0.5982 0.5463 0.5588 0.3897 30.109
0.1319 0.1462 0.1988 0.2147 | 4.784 | 0.1338 0.1465 0.2032 0.2175 | 0.0332 0.0397 0.0862 0.0964 4.313
500 | 0.5877 0.5355 0.5386 0.3899 | 30.393 | 0.5875 0.5353 0.5366 0.4035 | 0.60182 0.5502 0.5624 0.4017 30.001
0.0687 0.0571 0.0817 0.0787 | 1.986 | 0.0687 0.0573 0.0819 0.0785 | 0.015 0.015 0.0392 0.0393 1.982
1000 | 0.5881 0.5437 0.547 0.4026 | 30.138 | 0.5881 0.5438 0.5461 0.4027 | 0.6005 0.5496 0.555 0.4034 30.000
0.0434 0.0411 0.063 0.0636 | 1.472 | 0.0434 0.0413 0.0628 0.0635 | 0.0097 0.0116 0.025 0.0294 1.452
5000 | 0.5961 0.5463 0.5468 0.4024 | 30.027 | 0.5961 0.5463 0.5466 0.4017 | 0.59978 0.5497 0.5521 0.4024 29.999
0.019 0.0178 0.0269 0.0259 | 0.670 | 0.0189 0.0178 0.027 0.0259 | 0.0064 0.0073 0.0131 0.0191 0.572
10000 | 0.5989 0.5483 0.5482 0.4 | 30.017 | 0.5989 0.5483 0.5481 0.4 0.5999 0.5502 0.5502 0.4015 30.000
0.0148 0.0131 0.0177 0.0177 | 0.457 | 0.0148 0.0131 0.0177 0.0177 | 0.0059 0.0052 0.0097 0.0143 0.373

Ako bi posmatrali samo YW i1 MCLS metode, mogli bi da zaklju¢imo da ocenjene
vrednosti nepoznatih parametara konvergiraju ka originalnim sa porastom obima uzorka, pri
¢emu standardna devijacija opada. Oba pristupa daju slicne rezultate kao Sto smo vec
komentarisali. Za uzorke obima 100 i 500, dobijene vrednosti MCLS metodom su nesto bolje,
dok za uzorke veceg obima obe metode su vrlo precizne.

Dobijeni rezultati potvrduju da su sva tri pristupa pogodna za ocenjivanje nepoznatih
parametara BVPOINAR(1) i BVNGINAR(1) modela. Konvergencija ka stvarnim vrednostima
je nesto sporija kod BVNGINAR(1) pa su shodno tome i standardne devijacije ocena nesto

vece. Na slici 2.1 prikazali smo asimptotsko ponaSanje ocenjenih vrednosti za
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BVPOINAR(1), gde smo joS§ posmatrali i uzorke obima 30 1 50. Na slici su prikazane
vrednosti apsolutnih greSaka. Mozemo primetiti da kod sve tri metode apsolutna greska tezi

nuli sa porastom obima uzorka.
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Slika 2.1: Apsolutne greske nastale ocenjivanjem nepoznatih parametara pomocu YW, MCLS
1 CML metoda.

Asimptotska raspodela ocena dobijenih YW i MCLS metodama

U ovom poglavlju izveséemo asimptotsku raspodelu za ocene nepoznatih parametara
dobijene Yule-Walker metodom i modifikovanim metodom uslovnih najmanjih kvadrata. Za

pocetak, razmatratemo MCLS metod a zatim ¢emo dokazati asimptotsku ekvivalenciju
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izmedu ocena dobijenih YW 1 MCLS metodama. Pre svega, dokazacemo neke bitne osobine

BVPOINAR(1) modela, kao $to su ergodi¢nost i stroga stacionarnost.

Lema 2.6 (Nasti¢, Risti¢ i Popovi¢ (2014), lema 2). BVPOINAR(I) model,
{Z,, = (X, Y2) bneny, dat jednacinama (2.10) i (2.11) je ergodican.

Dokaz: Da bismo dokazali ergodi¢nost BVPOINAR(1) modela iskoristi¢emo definiciju iz
Shiryaev (1996) koja kaze da je stacionaran niz {Z,} ergodiCan ako je mera svakog
invarijantnog skupa 0 ili 1. Neka je A € F invarijantan u odnosu na niz {Z, }. Tada postoji
skup B € B(R>), gde je B(R*) Borelova o-algebra, takav da za svako n € Z,
A=Aw: (Z,,Z,,..) € B}. Neka je F(Z,,Z,_1,...) o-algebra generisana dogadajima
(Z,,Z,_1,...). Tada A € F(Z,,Z,_1,...) sasvakon € Z. Kako je Z,, = A, 0 Z, 1 + e,, to
imamo da je F(Z,,Z, 1,...) C F(e,,G,,W,. e, 1,G, 1,W, 1,...) gde su G, i W,
generisani brojakim nizovima {G;} i {W;}, redom. S tim u vezi, imamo da je
A C  Fle, Gy, W,.e,.1,G,1,W,,_1,...) za svako n € Z, $§to implicira
A e N2 F(e,, G, Wy, 1,G,1,W,,_q,...). Kako je N,2) F(en, Gn, Wy, e,-1,G,_1,
W,,_1,...) repna o-algebra, to imamo je A repni dogadaj pa je njegova mera 0 ili 1 ¢ime je
dokazana lema. []

Lema 2.7 (Nasti¢, Ristic i Popovi¢ (2014), lema 3). BVPOINAR(I) model
{Z,, = (X, Ya) bnen, dat jednacinama (2.10) i (2.11) je strogo stacionaran.

Dokaz: BVPOINAR(1) model moZemo definisati jednaCinom (2.4), te dobijamo proces

Markova reda jedan i imamo da je

m

P(Zn1+l =21y, an-&-l = zm) = H P(Zni—&-l = zi|Zm_1+l = Zi—l)P(an—f—l = zl)'
=2

72]

Na osnovu teoreme 2.2 vazi da je P(c,,+1) = P(en;) 1 P(n, 1) = P(nn,), Sto zajedno sa
jednacinom (2.14) implicira da je P(Z,, = zi|Z,, .11 = zio1) = P(Z,, = zi|Z,, , =
z;_1). Jednacina (2.5) povlaci da je Z,, 4, 4 Z,, $to na kraju znadi da je P(Z,, ., =
21,y Ly 1 = 2m) = P(Zy, = 21,...,2Z,, = 2z,) zasvako | € Z.0J

Vratimo se sada asimptotskoj raspodeli ocena nepoznatih parametara. Najpre cemo
razmotriti ocenu za parametar A. Asimptotska raspodela ove ocene data je sledeCom

teoremom.

Teorema 2.8 (Nasti¢, Ristic¢ i Popovi¢ (2014), teorema 4). Niz ocena parametra \ dobijenih

MCLS metodom, {5\;”015 }, ima asimptotski normalnu raspodelu sa ocekivanjem X i disperzijom
A

%.
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Dokaz: Defini$imo niz slu¢ajnih promenljivih {7} };c 5 na slede¢i nacin

TF{ Xip, i=2k—1 |
Y% ,  1=2k

gdejek € N. Tadaje E(T;) = AiVar(T;) = A. Imajuéi u vidu jednacine (2.10) 1 (2.11) i lemu
2.7 zakljuCujemo da je {7;} stacionaran lanac Markova. Dalje, kako je P (7511 = uy|To;—1 =
v1) = P(Xip1 = wi| X = v2) > 01 P(Taipo = us|To = v2) = P(Yiy1 = ua|Y; = v3) > 0,
to moZemo da zaklju¢imo da je verovatnoca prelaska u dva koraka sluajne promenljive 7; iz
stanja u; u stanje v;, j = 1, 2, strogo pozitivna. Dakle niz {7;} je ireducibilan. Prema teoremi
1 na strani 9 autora Rosenblatt (1971), imamo da je onda ovaj niz i pozitivno rekurentan.

Kako je niz slu¢ajnih promenljivih {7;} ireducibilan i pozitivno rekurentan lanac Markova
u prebrojivom prostoru i 3(X,, +Y,) = (1 Y7 (X, 4+ Y;)) = (L ¥ T;) = Tb,. Dakle,
definisali smo preslikavanje f(7,) = 5- >;", T; za koje moZemo primeniti teoremu 10.2 autora
DasGupta (2008), pa zaklju¢ujemo da T5, ~ N'(), ﬁ) Dokaz sledi iz Cinjenice da je 5\;”6“ =
Ty,. O

Da bismo izveli asimptotsku raspodelu ocena parametara o, 3, p i ¢ kada je A poznato,
iskoristicemo oznake 0; = ap, 6, = (1l — p), 05 = Bqi b6y = B(1 — q). Pokazimo najpre

egzistenciju niza MCLS ocena.

Teorema 2.9 (Nasti¢, Risti¢ i Popovi¢ (2014), teorema 5). Ako je parametar \ poznat, tada
postoji niz MCLS ocena 0™ = (8,,0,,05,0,) takav da 0™ >% @ kad n — oo, gde je
0 = (gla 027 937 94)

Dokaz: Kako smo dokazali da je niz {Z,,} ergodiCan i strogo stacionaran, moZemo iskoristiti
teoremu 3.1 iz Tjgstheim (1986) da dokaZzemo egzistenciju niza MCLS ocena é;”ds takvih da

6cls =5 @ kad n — oc.
Neka je g, = F(Z,|F,-1). Tada je

g — 01Xn_1 + 02V, + A1 — 6y — 6s)
" 05X 14+ 0,Y, 1+ A1 —05—6,) |

Kako je trivijalno dokazati da vaze uslovi C1 i C3, da¢emo samo dokaz za uslov C2 iz pomenute
teoreme autora Tjgstheim (1986).

Parcijalni izvod vektora g,, u odnosu na 6 = (61, 6, 03, 0,) dat je sa

0gn o Xn—l - A Yn—l - A 0 0
00 0 0 X=X Yo —X |
Vektori 8’4’? 69), i = 1, 4, su linearno nezavisni u smislu da ako je F |25 ai% g 0, gde su
a0 z J i=1 Bl g
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J— . . . . .. .- J— 2
a;, © = 1,4 proizvoljni realni brojevi, tada vazidasua; = 0,7 =1,4. £ ’Zle ai%’% za prvu
1

vrstu gornje matrice definisano je kao E |a1(Xp_1 — A) + a2(Yp—1 — A\) +as -0+ aq -0, a

analogno i za drugu vrstu. Tada uslov

2
= E |a1(Xn_1 — )\) + CLQ(Yn_l — >\)|2—|—E |a3(Xn_1 — )\) + a4(Yn_1 — >\)|2

1. Og,
2 i 6,

=1

0=F

implicira jednakosti
Elay(Xp-1 — )+ as(Yoor —N)? =0

Elas(Xn_1 — A) + ay(Yuy — N[> = 0.

Razmotrimo prvu jednakost. Kako je proces {(X,,,Y,)} stacionaran, Var(X,,) = Var(Y,) =
NiCov(X,,Y,) = \p, to imamo da je a2 + 2a1azp + a3 = 0. OCigledno je da slu¢aj a;ay > 0
nije mogu¢. Pretpostavimo da je aja; < 0. Kako je 0 < p < 1, imamo da je 0 = a? +
2a1asp + a3 > (a; + az)?, $to takode nije moguée. Prema tome, jedini moguéi slucaj je
araz = 0. Odatle sledi da je a; = 0 ili as = 0. Ako je a; = 0, to implicira da je as = 0.
Isto vazi ako pretpostavimo da je a; = (0. Dakle, zakljucujemo da je a; = as = 0. Sli¢no
moZemo dokazati i da je a3 = a4 = 0. Dakle, a; = 0 za i = 1,4, $to implicira da je uslov
C2 zadovoljen. Dakle, prema teoremi 3.1 iz Tjgstheim (1986) dokazali smo egzistenciju strogo
postojanih ocena dobijenih MCLS metodom. []

Uvedimo matricu uslovnog ocekivanja kvadrata greSke predvidanja slu¢ajne promenljive

Z,, u odnosu na g-algebru F,,_1, to jest neka je

Foin-1 = E ((Zu = 92)(Z0 = ga) | Far ) -

Njeno izraCunavanje dato je u sledecoj lemi.

Lema 2.10 (Nasti¢, Risti¢ i Popovi¢ (2014), lema 6). Matrica uslovnog ocekivanja kvadrata

greske predvidanja slucajne promenljive Z, u odnosu na o-algebru F,

S 0

fn|n—1 = 0 52

Y

gde su
S1=6105(X 1 — Yn—1)2 + (1 =01 —05)(01. X1 +0Y, 1+ )

Sy = 0304( X1 — Yy 1)? + (1 — 03 — 0,) (03X 1 + 0,Y,_1 + ).

Dokaz: Kako je g, = E(Z,|F,-1), to imamo da je f,,—1 = Var(Z,|F,-1). IzraCunajmo

sada elemente ove matrice. Element na poziciji (1,1), (fun-1)1,1, je uslovna disperzija
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Var(X,|F.-1) i data je jednaCinom (2.17) gde je ¢ = ap ity = a(l — p). Element na
poziciji (2,2), (fun—1)2,2, je takode uslovna disperzija Var(Y,|F,_1) i ona je data
jednacinom (2.18) kad zamenimo 65 = Bqi 6y = B(1 — ¢). Elementi (fyn—1)12 1 (Fajn—1)2.1
su jednaki i dati su slede¢im izrazom

E((Xn - E(Xn‘j'.nfl))(yn - E(Yn|fn71))|fnfl)
=EB(X, Yo | Frnor) — B(X | Fra ) E(Ya|Fra) = 0,

jer su X,, 1Y, uslovno nezavisni za dato F,,_;.0]
Zajednicki momenti slucajnih promenljivih Xé_lY,f,l, t+7 =3,1,7 > 1dati su sledeCom

lemom.
Lema 2.11 (Nasti¢, Risti¢ i Popovi¢ (2014), lema 7). Zajednicki momenti FE(X2%Y,) i
E(X,)Y?) su reSenja sistema jednacina

[1-a’8p(1 — )] E(X2Y,) = a®B(1 = p)gE(X,Y2) = al E(X,Y,) +m  (222)
—aB?(1 - p)gE(X2Y,) + [1 — af’p(1 — )| E(X,V2) = BE(X,Y,) +m  (2.23)

5%

u skupu realnih brojeva, gde su

(1—a)(1+2)\)7
(1= B)(A+2N)7
(1
=(1

— (2= )TN + (1 +2aB — 37)\2 + (aff — T)A
—2-B)1)N + (14228 - 37N\ + (af — 7)A
T=af(p+q—2pq).

Dokaz: Podimo od momenta F(X?2Y,). Koristeéi uslovnu nezavisnost slu¢ajnih promenljivih
X2iY, zadato X,,_; iY,_;, imamo da je

E(X2Y,) = E(BE(X2 X, 1, Y 1) E(Ya X0 1, Yn 1)) (2.24)
Iz osobina binomnog tining operatora i definicije procesa, sledi da je

E(X2X,-1,Yn1) = (pX2_ 1+ (1 —p)Y,2 ) (2.25)
+ ol = a)(1+20) (pXpo1 + (1= p)Yooa) + p2 + 02,

gde su pi. i 02 ocekivanje i disperzija slu¢ajne promenljive €,,. Takode imamo da je

E(Yn|Xn—17 Yn—l) = Ban—l + 5(]— - Q)Yn—l + )\(]- - 6) (226)
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2.2. Model sa binomnim tining operatorom i Puasonovim marginalnim raspodelama

Sada zamenom rezultata (2.25) i (2.26) u jednaCinu (2.24), izraCunavanjem ocekivanja
dobijenog proizvoda i oslanjanjem na Cinjenice da je proces stacionaran sa Puasonovom
marginalnom raspodelom P()\), dobijamo jednacinu (2.22). Na sli¢an nacin dobiemo i
jednacinu (2.23).

PokaZimo na kraju da sistem koji Cine jednaCine (2.22) i (2.23) ima konacna reSenja. Kako

su, 8 € (0, 1), to za determinantu sistema vazi

1—a®Bp(l—q) —a®B(l-plg | _ ) 2
0B —p)g 1—afp(1-q) | (1 —ap(l = ¢))(1 — af7p(1 = q))
—a’B(1-p)’¢* > (1—p)* = (1-p)*=0.

Na osnovu Kramerovih formula zakljuCujemo da sistem jednacina (2.22) i (2.23) ima

jedinstveno konacno reSenje. [

Naredne dve leme dace nam zajedni¢ke momente slucajnih promenljivih X! Y} |, i+j =
4,1,7 > 1.

Lema 2.12 (Nastié, Risti¢ i Popovi¢ (2014), lema 8). Zajednicki momenti E(X?2Y?) je reSenje
jednacine

(1—afT)E(X2Y?) = ¢BE(X2Y,)+caBX, YY)+ (1—a)(1—B)(1+2))*7E(X,Y,)
+(1-2-a)2-B)T)A\' +(2+4aB — (8 —a — B)T)A\°
+(1+2aB(2+aB) — (5+aB)T)A\ + (af — T)A,

iz skupa realnih brojeva, gde su

cs = af(ap(l —q) + Bg(1 —p) — 7)(1 + 2X)
cs = af(aq(l —p)+ p(l —q) — 7)(1 4+ 2X)
T =afB(p+q—2pq).

Dokaz: Dokaz se izvodi sli¢no kao u lemi 2.11. Takode vazi da je E(X2Y,?) < oo jer su

E(X2Y,), BE(X,Y2)i E(X,Y,) konatnii 1 — a7 > 0. O

Lema 2.13 (Nasti¢, Risti¢ i Popovi¢ (2014), lema 9). Zajednicki moment E(X3Y,) i

E(X,Y.?) su reSenja sistema

(1=p(1 = q)a®B)E(X2Y,) —q(1 —p)a®BE(X,Y;) = &
—(1 = p)gaf’E(X]Y,) + (1= p(1 — @af)E(X,Y;) = &
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iz skupa realnih brojeva, pri cemu su

fl = CLlE<X2Yn) + CLQE(XnYnQ) + (lgE(XnYn) =+ 3

n

& = b E(X2Y,) + by E(X,Y?) + bsE(X,Y,) + m4
ar = 3p(1 — ¢)(1 — a)(1 + A)a’s

as = 3¢(1 = p)(1 — a)(1 +N)a’p

as = (1—a)(1—-2a+32—a)A+3(1—a)\)r

= ((1—-a)’p+(3—-3a+a)(a—1)\+(2(1 —a)’p+1+4a —2a° + 3ap
+3(a=3)T)N* + (3 —2p — 2a + 2pa + 6aB — TT)N* + (1 —p+af — 7))\

b1 = 3¢(1 —p)(1 - B)(1 +\)Fa

by = 3p(1 — q)(1 - B)(1 + \)Fa

by =(1—5)(1—=26+32—B)A+3(1—B)\)r

m=((1-58)¢+ B =38+8)(6—1)A\" + (201 = )’ + 1+ 48 — 26% + 308
+3(B=3)1)N+(3-2¢—28+2¢B8+60a8 —Tr)A\>+ (1 —q+aB — 1)\

T =aB(p+q—2pq).

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu leme 2.11.[J
Sada moZemo izvesti asimptotsku raspodelu ocene 0Affs = (él, ég, ég, §4) i ona je data

slede¢om teoremom.

Teorema 2.14 (Nasti¢, Risti¢ i Popovi¢ (2014), teorema 10). Niz ocena {éffs} dobijenih
MCLS metodom ima asimptotski normalnu raspodelu sa srednjom vrednoscéu 0 i disperzijom

n'U'RU, gde jeU = E (%%) iR=F (855 f”'”_laa%)

Dokaz: Koristeéi lemu 2.10 moZemo izvesti matricu R kao

E($1X2% )  E($1X,1Yn1) 0
R B($1 X, 1Yao1)  B(SiY2)) ON N
0 0 E($:X2%_ ) E(S:Xp1Yu_1) |’
0 0 E(SZS(Jnfl}N/nfl) E(Sﬁ?n{l)

dok je matrica U oblika

E(X2 ) E(X,1Y,1) 0 0
U E(X,.1Y,.) EX2)) 0 0
0 0 E(X2,) EX,1Y.) |’
0 0 E(X, 1Y, 1) E(Y2,)
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2.2. Model sa binomnim tining operatorom i Puasonovim marginalnim raspodelama

pri Cemu je Yn_l =X,_1 — i }7”_1 =Y,_1 — A. Vidimo da su elementi matrice R linearna
kombinacija momenata E(X;LY,{) 1+ 7 =4,14,5 > 1. Prema lemama 2.11, 2.12 1 2.13, ovi
momenti imaju konacne vrednosti, $to implicira da su elementi matrice R konacni. Stoga,
moZemo primeniti teoremu 3.2 Tj@stheim (1986) koja kaze da ocene razmatrane u teoremi 2.9
konvergiraju kao v/n (6 — @) — N (0,U 'RU ') kad n — oo. O

Sada kada smo odredili asimptotsku raspodelu vektora parametara fls = (él, ég, ég, §4),
izveséemo asimptotsku raspodelu za polazne parametre (4°, 3, p, ). Uvedimo najpre
funkciju

’

T T3
_ | 227
g(1, T, T3, 4) <$1+x2’$3+x4’ x1+x2’$3+$4> 227

Kako je svaki element ovog vektora diferencijabilna funkcija u okolini tacke @ moZemo
primeniti teoremu 6.4.3 iz Brockwell 1 Davis (1991). MoZemo da primetimo da je
g(él, Oy, 05, §4) = (&, Bels pels, ¢°"*)’, pa onda na osnovu pomenute teoreme 6.4.3 dobijamo
da je vektor (&<, 395 pels G9s) asimptotski normalno raspodeljen sa srednjom vrednoscu
(a, B,p,q)" idisperzijom n "' DURU'D’, gde je D = [(0g;/00;)(0)];; i njeni elementi

su

1 1 0 0
0 0 1 1
D = 0, o, 0 0 . (2.28)
(014602)2  (01+02)2
0 0 o o)

(03+04)%  (03+04)2

Asimptotsku raspodelu ocena dobijenih YW metodom izveséemo tako Sto ¢emo zapravo

dokazati da su ocene dobijene metodom YW i metodom MCLS ekvivalentne.

Lema 2.15 (Nasti¢, Risti¢ i Popovi¢ (2014), lema 11). Ocene nepoznatih parametara, 0;,
1 = 1,4, dobijene metodom MCLS i metodom YW su asimptotski ekvivalentne.

Dokaz: YW i MCLS metode nam daju ocene nepoznatih parametara kao reSenja sistema
jednacina navedenih na pocetku potpoglavlja 2.2.2. Kako su matrice sistema linearne
transformacije koje zadrzavaju konvergenciju, bi¢e dovoljno da se fokusiramo na
odgovarajuce elemente matrica. Posmatraju¢i konvergenciju u verovatno¢i imamo da je
_ B _ . _
?:1 (XZ _ Xn)2 ?—11 (X% — Xn)2 7(Xn - Xn)2

im — = lim —= — + —= — =1
T T = A2 T DX - A2 L (X - A)?

n

Y

pa onda vazi da je lim, o0 /72 71 (X; — X,)? = limy, o0 /72 751 (X, — A2 Ovo vazi za
sve elemente matrica sistema, §to implicira da je /n (6 — ¥*) = o(1). O

47
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Teorema 2.16 (Nasti¢, Risti¢c i Popovi¢ (2014), teorema 12). Niz ocena nepoznatih
parametara OA}{L“’ dobijenih YW metodom ima asimptotski normalnu raspodelu sa srednjom

vrednoscu i disperzijom datim u teoremi 2.14.

Dokaz: Kako su ocene nepoznatih parametara dobijene MCLS metodom i YW metodom
asimptotski ekvivalentne, moZemo primeniti teoremu 6.3.3 iz Brockwell i Davis (1991) 1 da

dobijemo asimptotsku raspodelu ocena dobijenih YW metodom. []

2.2.3 Primena na stvarnim podacima

U ovom poglavlju razmatracemo razli¢ite dvodimenzionalne modele primenjene na
stvarne vremenske nizove. Ovim ne Zelimo da diskreditujemo neke modele, ve¢ samo da
demonstriramo da razli¢iti nizovi zahtevaju i razliite pristupe. Pored BVPOINAR(1) i
BVNGINAR(1) modela, razmatracemo joS i modele BVPOIBINAR(1) BVNBIBINAR(1)
predstavljene u Pedeli 1 Karlis (2011), kao i FULLBVPOIBINAR(1) model koji su uveli
Pedeli i Karlis (2013). Iste vremenske nizove modelujemo sa svih pet modela. Ti nizovi
predstavljaju broj kriminalnih aktivnosti zabelezenih u Pitsburgu na mese¢nom nivou u
periodu od januara 1990. do decembra 2001. godine. Podaci se mogu naci na adresi
http://www.forecastingprinciples.com/index.php?option=com_content&view=
article&id=47&Itemid=250. Zbog same definicije dvodimenzionalnog INAR(1) modela,
fokusiracemo se na vremenske nizove koji su pozitivno korelisani i imaju bliske srednje
vrednosti. Ove vremenske nizove koristimo samo radi demonstracije karakteristika razlicitih
modela, pa stoga neCemo dokazivati njihovu stacionarnost. Stacionarnost ¢emo konstatovati
samo na osnovu grafika posmatranog niza.

Kako hoemo da uvaZzimo Ccinjenicu da su modeli koje razmatramo sa razliitim
marginalnim raspodelama, za ocenjivanje nepoznatih parametara koristi¢emo metod uslovne
maksimalne verodostojnosti. Za kriterijume po kojima ¢emo da poredimo modele, uzeemo
Akaike informacioni kriterijum (AIC), Bajesov informacioni kriterijum (BIC) i
srednjekvadratnu greSku (RMS). Vrednost za AIC dobija se kao AIC' = 2k — 21In(L), gde je
k broj ocenjenih parametara, a L vrednost funkcije verodostojnosti izraCunata za ocenjene
parametre. Koristeci iste oznake, vrednost za BIC ratunamo kao BIC = kln(n) — 2In(L),
pri ¢emu je n duZina niza. Na kraju, jednaCina za RMS za niz {X,} glasi
RMS = \/ﬁ S o(Xi — E(Xy]Xi—1,Y;-1))? i analogno za niz {Y,,}. Dok prva dva

kriterijuma testiraju adekvatnost marginalnih raspodela, tre¢i kriterijum sumira greSke

predvidanja za jedan korak unapred.
U prvom primeru uo¢imo vremenski niz koji opisuje broj prijava u vezi dilovanja droge
("C_DRUGS") i broj prijava u vezi pucnjave iz vatrenog oruzja ("C_SHOTS"). Uzoracke

sredine su 7.68 1 7.5, dok su uzoracke disperzije 25.3 1 51.86, redom. Koeficijent korelacije
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2.2. Model sa binomnim tining operatorom i Puasonovim marginalnim raspodelama

je 0.53. Vidimo da je kod oba niza koli¢nik uzoracke disperzije i sredine znatno veci od

jedan. Takode, prisutna je znaCajna pozitivna Korelacija izmedu ova dva niza. Korelogrami
za "C_DRUGS" i "C_SHOTS" su predstavljeni na slici 2.2.

C_DRUGS

20
]

15

10

ACF
|

01 02 023 04 05

kroskorelacija: CORUGS — CSHOTS

ACF

kroskorelacija: CSHOTS — CORUGS

10 15 20 25 30 35

5

02 04 06 0B 10 0

0o

01 02 03 04 05

-0.1

Slika 2.2: Trakasti dijagram, grafik autokorelacije

C_DRUGS 1 C_SHOTS.

Sa slike 2.2 moZemo uociti da su vremenski nizovi autokorelisani.
znaCajna korelisanost sa korakom jedan izmedu dva niza.

ukazuju na slicno prisustvo ovih kriminalnih aktivnosti kroz vreme.

C_SHCTS

i kroskorelacije za vremenske nizove

Takode, postoji i
Vrednosti vremenskih nizova

Ocene nepoznatih

parametara, njihove standardne devijacije, kao i vrednosti za AIC, BIC i RMS date su u tabeli

2.3.
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Tabela 2.3: Ocenjeni parametri sa standardnom devijacijom u zagradi, AIC, BIC, RMS za
vremenske nizove C_DRUGS 1 C_SHOTS.

RMS RMS
Model CML ocene AIC BIC C_DRUGS C_SHOTS
& = 0.496(0.0293), B = 0.406(0.0371)
BVPOINAR(1) p = 0.784(0.0685), § = 0.548(0.101) 1950.85 1950.79 5.549 4.171

A\ =7.61(0.2841)

.735(0.0527), B = 0.794(0.0577)

.741(0.0932), ¢ = 0.266(0.0931) 1647.044  1661.819 5.292 4.107
A = 7.57(0.3011)

&11 = 0.403(0.0297), &1z = 0.118(0.031)
&1 = 0.215(0.034), &2z = 0.216(0.042)
X1 = 3.5(0.369), A2 = 2.696(0.325)
$ = 0.898(0.236)
a1 = 0.408(0.0291), A; = 4.472(0.258)
Ao = 0.28(0.0386), Ay = 5.519(0.3418) 199177  2006.62 5.619 4551

$ = 1.348(0.2497)
0.269(0.0445), X, = 5.515(0.5007)
0.292(0.0444), Xy = 5.429(0.5013)  1706.76  1721.61 5515 5.429

B = 0.518(0.0821)

o o

& =
BVNGINAR(1) p=

FULLBVPOIBINAR(1) 1937.45 1958.242 5.547 5.509

BVPOIBINAR(1)

>

1
BVNBIBINAR(1) Ao

MoZemo primetiti da BVNGINAR(1) model postiZe bolje rezultate po sva tri kriterijuma.
Geometrijska marginalna raspodela u dobroj meri poveéava vrednost funkcije verodostojnosti,
a vidimo da je i model baziran na negativnoj binomnoj raspodeli, BVNBIBINAR(1), dao
znatno bolje rezultate nego modeli sa Puasonovom marginalnom raspodelom. Dalje,
primecujemo da model kod koga procesi prezivljavanja mogu da generiSu nove dogadaje, Sto
je slucaj kod BVNGINAR(1) modela, najviSe odgovara posmatranim vremenskim nizovima.
Naime, droga koja se proda, esto zavrsi ponovo u prodaji, dok ucesnici u oruZanim sukobima
Cesto bivaju motivisani da nastave sa istim. Jedan interesantan nacin na koji moZzemo da
posmatramo parametre p 1 ¢ jeste da nam oni ukazuju na interakciju izmedu onih koji diluju
drogu i onih koji ucestvuju u oruZanim sukobima. Tako vrednost parametra p je veca od 0.7 i
kod BVPOINAR(1) 1 kod BVNGINAR(1) modela, Sto ukazuje da je dilovanje droge
uglavnom inicirano tom aktivnos$¢u iz prethodnog perioda (na $ta takode ukazuje i parametar
a12 1z FULLBVPOIBINAR(1) modela). Vrednost parametra ¢ kod BVNGINAR(1) modela
sugeriSe da je u Cetvrtini slucajeva dilovanje droge dovelo do oruZanog obracuna.

U drugom primeru izdvoji¢emo druga dva vremenska niza. Posmatrajmo broj ukradenih
vozila ("MVTHEFT") i prestupnickog ponaSanja ("CMIS") za period od januara 1990. do
decembra 2001. godine u Pitsburgu. Uzoracke sredine su 4.1 1 3.85, dok su uzoracke disperzije
13.0716.51, redom. Koeficijent korelacije je 0.38. Vidimo da je uzoracka disperzija nesto veca
od srednje vrednosti ali ne tako puno kao u prethodnom primeru. Takode moZemo konstatovati
znaCajnu pozitivnu korelaciju izmedu nizova. Autokorelaciona struktura data je na slici 2.3
gde se vidi prisustvo autokorelacije kod oba niza, kao 1 korelisanost izmedu nizova sa korakom
jedan.

Prema rezultatima prezentovanim u tabeli 2.4, moZemo zakljuCiti da je model

BVPOINAR(1) najpogodniji za posmatrane vremenske nizove. Razlog za ovakve rezultate
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Slika 2.3: Trakasti dijagram, grafik autokorelacije i kroskorelacije za vremenske nizove
MVTHEFT i CMIS.

ponovo moZemo naci u prirodi samih nizova. Kriminalni prestupi kao $to su ovi nisu usmereni
prema ljudima koji bi pocinili ta ista dela. Stoga, proces preZivljavanja kod ovih nizova ne
generiSe nove dogadaje pa je logian izbor binomni tining operator za opisivanje ovakvog
stanja. Ako obratimo paZnju na vrednosti ocenjenih parametara kod BVPOINAR(1) i
BVNGINAR(1) modela, primeti¢emo da na slican nacin opisuju zavisnost izmedu nizova gde
su im vrednosti za parametar p oko 0.7, a za parametar ¢ oko 0.2 i 0.12, redom. Korelacija sa
korakom jedan izmedu CMIS i MVTHEFTS nizova nije tako izraZena $to i potvrduje vrednost

parametra ¢q. Medutim ova dva modela na drugaciji nacin modeluju autokorelisanost, gde su
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Tabela 2.4: Ocenjeni parametri sa standardnom devijacijom u zagradi, AIC, BIC, RMS za
vremenske nizove MVTHEFTS i CMIS.

RMS RMS

Model CML ocene AIC BIC MVTHEET  CMIS
& = 0.393(0.0506), 8 = 0.215(0.0599)

BVPOINAR(1) p = 0.769(0.1048), § = 0.205(0.1834) 1340.46  1355.31 2.728 2.329

A = 3.829(0.1599)
& = 0.799(0.0693), 3 = 0.649(0.0723)
BVNGINAR(1) P = 0.689(0.0975), § = 0.123(0.124) 1343.86  1358.71 2.802 2.471
Q= 3.979(0.1705)

&11 = 0.329(0.0451), 12 = 0.001(0.0282)
&1 = 0.008(0.0191), G2z = 0.238(0.0459)
A1 = 3.466(0.289), Ao = 2.715(0.243)

& = 0.886(0.0791)
a1 = 0.319(0.0411), Ay = 2.659(0.2024)
BVPOIBINAR(1) &g = 0.179(0.057), A2 = 3.101(0.2568) 1347.1  1361.85 2.798 2.342

¢ = 0.57(0.8867)
.295(0.0487), A1 = 2.756(0.2622)
.265(0.0621), A2 = 2.772(0.2568) 134194 1356.79 2.817 2338

B = 0.287(0.1946)

FULLBVPOIBINAR(1) 1385.1 1405.89 2916 2.396

a1 =

0
BVNBIBINAR(1) G2 =0

znatno manje vrednosti parametara o i S kod BVPOINAR(1) modela. To je na neki nacin
konzistentno sa slikom 2.3 gde vidimo da je autokoreliranost sa korakom jedan prisutna, ali
uzoracke autokorelacione funkcije imaju male vrednosti. Bolje modelovanje ove komponente
dovelo je do smanjenja vrednosti RMS-a kod oba niza.

Na kraju, mozemo da zaklju¢imo da ne postoji jedan najbolji model. Priroda problema
zahteva definisanje razli¢itih modela kako bi se uvazila osobenost posmatranih vremenskih

nizova.
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2.3. Mesoviti dvodimenzionalni model

2.3 MesSoviti dvodimenzionalni model

Dvodimenzionalni model koji su definisali Risti¢, Nasti¢, Jayakumar i Bakouch (2012)
zasnovan je na negativnom binomnom tining operatoru, dok su Nasti¢, Risti¢ 1 Popovi¢ (2014)
predstavili model zasnovan na binomnom tining operatoru. U ovom poglavlju, konstruisacemo
dvodimenzionalni autoregresivni model, BVMIXGINAR(1), kod koga je proces prezivljavanja
jednog vremenskog niza generisan binomnim, a drugog niza negativnim binomnim tining
operatorom. Time ¢emo upotpuniti klasu nenegativnih celobrojnih autoregresivnih modela
prvog reda sa sluc¢ajnim koeficijentima. Poseban akcenat bie na analizi greSke predvidanja
ove klase modela. Kako se modeli sastoje od procesa preZivljavanja i inovacionog procesa, to
imamo dva izvora neizvesnosti. Pokaza¢emo kako da prepoznamo greSku predvidanja za
jedan korak unapred nastalu iz jedne ili druge komponente procesa. Kako se kod ovog modela
javljaju i binomni i negativni binomni tining operatori, mo¢i ¢emo da damo sveobuhvatniju

analizu greSke predvidanja, koja se moZe primeniti i na ostale modele iz ove grupacije.

2.3.1 Definicija BVMIXGINAR(1) modela

U ovom poglavlju predstavicemo dvodimenzionalni model {(X,,Y,)}.en, gde su dva
vremenska niza zavisna, ali je njihov razvoj opisan razliitim tining operatorima. Neka su
{X,} i {Y,} nenegativni celobrojni vremenski nizovi pri ¢emu su sluajne promenljive X, i
Y,, geometrijski raspodeljene sa parametrom ﬁ, Geom(ﬁ), sa raspodelom verovatnocéa

k C v . . w e e 1. . . .
P(X,=k) = (H’;w, pri ¢emu je ;1 > 01 k € Ny. MeSoviti geometrijski dvodimenzionalni

autoregresivni proces prvog reda (BVMIXGINAR(1)) dat je jedna¢inama

X ny, S-Ve P
X, = ) @°An-itEn SV (2.29)
aoY, 1+4+¢&,, sv.1—p,
X ny, S-Ve U,
y, — P Xnadi, sy (2.30)
B*xY, 1+n, sv.l—gq,

gde sup,q € [0,1],a,8 € (0,1). Jo§ imamo da su {¢,} i {n,} nizovi nezavisnih jednako
raspodeljenih sluc¢ajnih promenljivih, pri ¢emu je i €,, nezavisno od 7, za svako m i n. Takode
(€n,Mn) je nezavisno od (X,,,Y,,) za m < n. Brojacki nizoviu a o X,,, a oY, % X, i
[ % Y,, su medusobno nezavisni za svako n € Ny, a takode su nezavisni od ¢,, i 1, za svako
m € Ny. Za poznato X, i Y,,, sluajne promenljive o o X, i o o Y,, nezavisne su od Y}, a
B+ X, 10 %Y, nezavisne su od X za svako k € Nj. Tining operatori su definisani kao
ao X, = Zfi"’l BiipgxX, = Zfi”l G, gde su B; nezavisne slucajne promenljive sa

Bernulijevom raspodelom sa parametrom «, a (; nezavisne sluajne promenljive sa
g

geometrijskom raspodelom sa parametrom - 5

Takode, B; i GG; su nezavisne sa svako
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Glava 2. Dvodimenzionalni INAR modeli sa slucajnim koeficijentima

i,j € Np. Inovacioni procesi {e,} i {n,} su definisani tako da oCuvaju stacionarnost

vremenskih nizova { X, } i {Y,, }, a njihova raspodela verovatnoca data je slede¢om teoremom.

Teorema 2.17. Neka je i > 0, a X i Yy slucajne promenljive sa geometrijskom raspodelom
sa parametrom ﬁ Vremenski niz {(X,,Yys) }nen, definisan jednacinama (2.29) i (2.30)
je stacionaran sa geometrijskim marginalnim raspodelama Geom,(+ j:u

) ako i samo ako su

vremenski nizovi {e,,} i {n,} raspodeljeni kao

G £ sul—q,
s p(1-8)—p
I { Geom(lgu), SV 5”_5 : (232)
Geom({i5), sv. 23,

pri Cemu su o € (0,1), 5 € (0, ﬁ] ip,q€|0,1]

Dokaz: Pretpostavimo da je {(X,,Y,)} stacionaran proces sa marginalnim raspodelama
Geom(1£,).

Oy (s) =D, (5)Px, ,(Pp,(s)). Uzimajudi u obzir njihovu marginalnu raspodelu dobiéemo

Kako su slucajne promenljive X, i Y,, jednake u raspodeli, to imamo da je

o, (5) = FHell=9) gy
" 1+ p(l—2s) L+ p—ps

odakle sledi jednacina (2.31). Na slican nacin izvodimo funkciju generatrisa verovanoéa za
slu¢ajnu promenljivu 7,, 1 dobijamo da je
A+p)(A+p=Ps)—p pl-=p—-F 1 B 1

Pmle) = Ctp—ps) A+ B—Bs)  p—p Ldp—ps p-Blip—ps

Jednacina (2.32) sledi uzevsi u obzir sledeca ograni¢enja. Oznac¢imo sa A; = % 1Ay =

ﬁ—“ﬁ. Uvidamo da je A; + Ay = 1, ali je A; > 0 ako i samo ako je p > f3, §to dalje implicira

A; > 0 ako i samo ako o > % Kako je # manje od jedan to su izrazi A; i A, nenegativni za
B

b < ﬁ Takode, A; < 1 ako i samo ako ff“ﬁ > 0. Dalje, pod pretpostavkom da je p > 5

dobijamo Su — 4+ B < 0 Sto je ekvivalentno sa A < 1.

Za dokaz u suprotnom smeru krenimo od pretpostavki da je €,, raspodeljena prema jednacini
(231)idasu X = Yy = Geom(;). Tada imamo da je B, (s) = D, (1 — a + ars)Pe(s).
Zamenom u ovoj jednacini odgovarajuce funkcije generatrisa verovatnoée dobi¢emo da je

B 1 1+ pa(l —s) 1
1+ pu(l—l+a—as)) 1+pu(l—s) 1+pl-s)

Dy,

pa zakljuCujemo da je X; ~ Geom(ﬁ). Indukcijom dokazujemo da vazi za svako X,,. Dokaz

za Y, je analogan. [J

54



2.3. Mesoviti dvodimenzionalni model

Na osnovu jednacine (2.29) imamo da je
E(X,) =pE(aoX,)+ E(e,))+ (1 —=p)(E(aoY,)+ E(e,)).

Po prethodnoj teoremi £(X,,) = F(X,,—1) = E(Y,-1) = ppaimamo daje E(e,) = u(l —a).

Na sli¢an nacin iz jednacine (2.30) moZemo zakljuciti da je E(n,) = u(1 — B).

Neka su X, 1 Y,, jednako raspodeljene slucajne promenljive koje sacinjavaju vremenske
nizove {X,} i {Y,} definisane jednac¢inama (2.29) i (2.30). Koristeci funkcije generatrisa

verovatnoca, za vremenski niz { X, } vazi

Oy (s) = Px, ,(1—a+as)P. (s)=...
n—1 k+1
1+ pa™t(1—s)
= Py, (1—a"+a"s
0 )kl;lo 1+ pak(l —s)
L+ pa™(1—5) noeo 1
T+ p(l—2s) L+pu—ps

= Py, (1—a"+a"s)

Takode, za vremenski niz {Y},} imamo

1
Py, (s) = Py, (MS) Py, (s) = ...

B l—a+all—s)(1-a™ 1)) 1—a+a(l—s)(1—ar1)
q)YO( l—a+a(l—s)(1—am) ),HF"’C( 1—a+a(l—s)(1—akb) )

_ l—a+a(l—-s)(1—-a™1)

- P\ 1-atall-s)(1—a”) )
1—-a?(1—s)—as)(1+a"u(l—s)— a1+ p)(1—s)—as)
(1—arti(1—s)—as)(l+au(l—s)—a?(1+p)(l—s)—as)

n—o0 1

14 pu—ps

~—_ | ~— | —~

Dakle, moZzemo zakljuditi da kada su inovacioni procesi raspodeljeni prema teoremi 2.17 i
Xn 2 Y,, tada X, 1Y, konvergiraju ka slu¢ajnim promenljivama sa geometrijskom raspodelom

sa parametrom // (14 1) kad n — oo, bez obzira na raspodelu pocetnih elemenata vremenskih
nizova { X, } i {Y,}.

Kako za binomni i negativni binomni tining operator vazi da je F((a o X)(foY)) =
E((ax X)(B*Y)) = E((ao X)(B*Y)) = afE(XY) to dalje implicira kovarijacionu
strukturu modela kao u jednacini (2.9), pri ¢emu je kovarijacija izmedu slucajnih promenljivih
X, 1Y,

Cov(X,,Y,) = ap((1 = p)(1 —q) +pq)

T ad( g + g1 gy T = e R
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Korelacija izmedu vremenskih nizova oznacena je sa p i diskutovana je u jednacini (2.13) gde

smo zakljucili da je p € [0,1).

Za binomni i negativni binomni tining operator jo§ vazi da je E(a o X, |X,,) = E(a *
X,n|Xn) = aX, iz Cega sledi da je uslovno olekivanje sluajnog vektora (X1, Y,11) za

poznate vrednosti (X, Y;,) dato jednac¢inom (2.8).

Slucajne promenljive X,, 1 Y,, su uslovno nezavisne, te je zajednicka uslovna raspodela

verovatnoca slucajnih promenljivih X, 1Y,,, za poznato X,,_; = uiY,,_; = v, data jednainom

PX,=z,Y,=ylXpn1=u,Y, 1 =v)=P(X, =z|X,,-1 =u,Y,_1 =)
X P(Yn = y’anl = u, Yn,1 = U).

Uslovna raspodela verovatnoca slucajne promenljive X,, data je sa

min(z,u)
PX,=z|Xp1=u,Y, 1=v)=0p Z Ple, =2 —k)Plao X, 1 =k|X,-1 =u)
k=0
min(z,v)
+(1—p) Z Ple, =2 —k)PlaoY, 1 =k|Y,-1 =v). (2.33)
k=0

Na sli¢an nacin za Y,, imamo

y
PY, =yl X1 =uY1=0v)=¢> Pn,=y—k)P(B* X1 = k| Xn_1 =)

k=0

Y
+(1=q)> Py =y—Kk)P(B*Yo 1 =klYo1=v). (234
k=0

Pod pretpostavkom da je X = u, u € Ny, slu€ajna promenljiva o o X ima binomnu raspodelu
sa parametarima u i «, a slucajna promenljiva 5 * X negativnu binomnu sa parametrima u i
3 ¢ija je raspodela verovatnoca P(f « X = k|X = u) = (“J’,]z_l)(prg%, gde je k € Ny.
Raspodela verovatnoca inovacionih procesa ¢itamo iz jednacina (2.31) 1 (2.32) 1 glase

z—k
Plen=2—k)=1lgpopna+ (1 - Q)(l_i_/u;)x_zm’
pl=p) -5 vt B p*

P =y —Fk) =

+ .
p=0 (+pp=tt = 1+ gt
Indikatorsku funkciju za slucajni dogadaj A oznacili smo sa 1 4. Sada jednacina (2.33) glasi
P(X, =z X1 =u,Y, 1 =v)
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i) pt " CARN* u—k
min(z,v) qu—k v
+(1—-p) kzjo <1{x:k}a +(1— Q)W> . (k) aF(1 —a)k.

Na slican nacin dobijamo jednacinu (2.34) kao

PY,=y|lXn1=u,Y, 1 =)

B A
k=0 p—p  (1+ u)y*’““ p— B (1+ gkt k (1+ B)ktu

v — ) — pv* B pyk (v+k-1y g
e ,;( p—p3 (1+u)y"“+1 +u—5(1+6)y"“+1> ( k )(Hﬁ)’“*”'

2.3.2 Greske predvidanja

Srednjekvadratna greSka je standardna mera kojom proveravamo koliko je neki model
odgovarajuéi za posmatrani vremenski niz. GreSku u svakom trenutku ra¢unamo kao razliku
izmedu stvarne vrednosti u trenutku n 1 oCekivane vrednosti za taj trenutak pod pretpostavkom
da nam je poznata vrednost za trenutak n — 1. Za vremenske nizove { X, } i {Y,,}, definisane
BVMIXGINAR(1) modelom, te greske se racunaju kao

Ten = X, — aan—l - Oé(l - p)Yn—l — Me
Tyn = Yn - Ban—l - 5(1 - Q)Yn—l — MUy

Kako je BVMIXGINAR(1) model sastavljen od dva izvora neizvesnosti (proces prezivljavanja
1 inovacioni proces), bilo bi korisno da pratimo greSku predvidanja svakog procesa zasebno.
Ovu ideju za jednodimenzionalne INAR modele predstavili su Freeland i McCabe (2004), a
mi ¢emo je primeniti na dvodimenzionalni slucaj. Na taj nac¢in dobi¢emo dve mere za gresku,

greSka procesa preZivljavanja

81” p(a o Xn 1) + (1 - p)(a o Yn—l) - O[p)(n—l - Oé(l - p)Yn—l
Tom Q(B n—l) + (1 - Q)(B o Yn—l) - Ban—l - 5(]— - Q)Yn—h

zaniz {X,} i {Y,} redom, kao i greske inovacionih procesa 73", = e, — e i 7} = 1 — finy-
Skradenice "sur" (eng. survival) i "in" (eng. innovation) smo iskoristili da ozna¢imo greske
predvidanja odgovarajucih procesa. Problem koji se ovde javlja jeste da ne znamo vrednosti
procesa prezivljavanja i inovacionog procesa, ve¢ samo njihov zbir. Zato ¢emo razmatrati
njihova uslovna ocekivanja u odnosu na o-algebru generisanu slu¢ajnim vektorima (X,,,Y},),
(Xn-1,Yn-1), ..., (X0, Y0), koju oznacavamo sa F,,. Kako je (X,,Y,) proces Markova prvog
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reda, ispitivaéemo uslovno oc¢ekivanje u odnosu na o-algebru generisanu slu¢ajnim vektorima

od trenutka n — 1 do trenutka n.

Izvedimo najpre uslovne verovatnoée procesa prezivljavanja. Kako bismo lakse izdvojili

ovu komponentu modela, iskoristicemo jednacinu (2.4) gde su X, i Y,, definisani kao

Xn = Uln o anl + UZn o Ynfl + €n, (235)

Prva dva sabirka u jednac¢inama (2.35) i (2.36) definiSu proces preZivljavanja, a tre¢i proces

inovacije pa su ovakvo definisani procesi laksi za pracenje.

Uvedimo oznaku P, ,(X,, = ) = P(X,, = z|X,,—1 = u, Y,,_1 = v). Uslovna verovatnoéa

prvog sabirka jednacine (2.35) u odnosu na o-algebru F,, za m,r, k, s, x,y,u,v € Ny je

P(Uln OAp—1= m|Xn =2, Yn = y)Xn—l = u, Yn—l - U)
. Pu,v(Ulno n—1 :maXn:$)

P, (X, =)

Pu,U(Uln O Ap—1=1MmM, Uln 0 Xp_1+ UQn o Yn—l +en = $)

B P, (X, = 1)
1

- m[p%,v(& o Xn1=m,a0X, 1 +00Y, 14y =1
+ (1 - p)Pu,v<O 0 X, 1=m,00X, 1 +aoY, +e&, = .I')]
B 1
P (X, =12)
: [ppu(a o anl =m,e, =T — m) + (1 - p)I{m:O}Pu,'U<OC o Ynfl +ée, = LE’)]
B 1
- P.(X, =1)

- [pP(Bin(u,a) = m)P(e, = x — m) + (1 — p) [0y P(Bin(v,a) + €, = x)].

Sa Bin(u, «) oznadili smo slu¢ajnu promenljivu sa binomnom raspodelom sa parametrima u i

«. Indikatorska promenljiva koja se javlja u poslednjem sabirku definisana je kao

1, m=0,
Iim=0y =
0, m#0.

Na slican nacin dolazimo i do uslovne verovatnoée drugog sabirka jednacine (2.35). Kako je

postupak izvodenja isti daCemo samo krajnji oblik, a on glasi
PlUsppoY, 1=rX,=2,Y, =y, X 1=u,Y, 1 =v) =
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1

m[Pf{r=0}P(Bm(U, a)+e, =x)+ (1 —p)P(Bin(v,a) =r)P(e, =z —1)]

Oznac¢imo sa N B(u, «) slu¢ajnu promenljivu koja ima negativnu binomnu raspodelu sa
parametrima v i o. Uslovne verovatnoée procesa preZivljavanja jednacine (2.36) odredujemo

na analogan nacin i one glase

P(‘/in * Xn—l = k|Xn = x,Yn = yan—l = U,Yn_l = U) =

1
mpuﬂ)(‘/vln * Xn—l = k, ‘/In * Xn_l + ‘/2n * Yn—l -+ N = y) —
- Puv an :]{], an 0 Yn, =
PM(Yn:y)[q (B 1 B * 1+ 0 L+ )+

(1 - Q)Pu,v(o * anl = k70 * anl + 6 * Yn,1 + 0 = y)] =

m[qP(NBm(u, B)=Fk)P(n, =y —k)+ (1 — ¢)I=0y P(NBin(v, ) + 1, = y)]

i

P(Vén * Y1 = S|Xn = {L‘,Yn - ann—l = uayn—l = U) =
1

m[ﬂ{s:mP(NBm(u, B)+m =y) + (1= q)P(NBin(v, 8) = s)P(n. =y — s)].

Na osnovu dobijenih uslovnih verovatnoéa moZemo da izracunamo sledeéa uslovna ocekivanja

E(Uln o n—1|fn> = ZZP(Uln CApn-1= Z|Xn =7z, Y, = y:Xn—l = U, Y1 = U)
=0

:Z’iP(Uan n—1 :Zan :ann :ann—l :u’Yn—l :U)

D min(u,z) u . .
— : i1 — u=ip W =T — ;
—PW(X :x) 12::1 z<i>a( a) (5 T Z)
_ apu mig’z) u—1
- P (X, =1 i—1

i=1
apu min(u—1,2—1) (U 1

>o/'—1(1 —a)" P, =2 —1—i+1)

T Puu(X, = 1) 2

i—0 L

)ozi(l — )" ' P(g, =1 — 1 —1)

_Puj’u(of)g;u:w)P(OéOan—i—gn_l'—lan1_'U,—1)

Na isti nacin dobi¢emo i uslovno oekivanje drugog sabirka procesa prezivljavanja slucajne

promenljive date jednacinom (2.35). Uslovno o¢ekivanje u odnosu na o-algebru F,, glasi

1 —
E<U2n OYn—1|fn) = P(I((AXZQUIE)P(OCOYTL—I TEn =2 — ]-’Yn—l =U = ]-)
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Dakle, uslovno oc¢ekivanje procesa preZivljavanja sluCajne promenljive (2.35) u odnosu na

o-algebru F,, racuna se kao

E(Ulno n—1+U2nan—1’Fn) = [pUP(Oé oX, 1+en=x— 1’Xn—1 =u—- 1)

.«
Pu,v(Xn = .T)
+ (L=poP(aoY, 1 +e, =2 — 1Y,y =v—1)].

Obratimo paznju sad na uslovno ocekivanje procesa prezivljavanja (2.36) u odnosu na

o-algebru F,,. Uslovno ocCekivanje prvog sabirka glasi

E(‘/ln * anllfn) - ZZP<‘/1n * anl = Z‘Xn = I,Yn = y;anl = ’U,,Yn,I - U)

1=0

P(‘/in * Xn—l - Z|Xn - ,ZL',Yn =Y, Xn—l = U7Yn—1 = U)

Il
o
I Mc:
I

~.

:zwi—yi’(wj_1><1+6;>u+ip<”":y_“
- pwﬁqu g(uj‘_@11> +§;;11+i1p(77n:y—1—i+1)
:Puvﬁqu §<u+1+2_1>dwp(nn=y—l—i)
:%ﬁg‘:wzﬂ(ﬁ*xﬂ_ﬁnn:y—u}(ﬂ_l:u+1).

Analognim postupkom dobijamo da je

E(‘/Qn * Yn—l’Jrn) — ZZP(%TL * Yn—l - Z‘Xn =, Yn = ann—l =1u, Yn—l = U)

=0

Y
= ZZP(‘/Qn * Y, 1= Zan =, Y, = Y, Xp1= U’Yn—l = U)

=1

Bl —qv 3%V Y
= —P n— n — - 1 n—1 — 1 .
Pu,v()n y) ( i ! 77 y ‘ ! ! )

Prema tome, uslovno ocekivanje procesa preZivljavanja slu¢ajne promenljive (2.36) u odnosu

na o-algebru £, glasi

B
P, (Y, =x)

+ (1= quPB*Yya+n=y— 1Y, 1 =v+1).

E(‘/In*Xn—l + ‘/Qn*Yn—lLFn) = [un(ﬁ * X1+ h =Y — ]-|Xn—1 =u-+ 1)
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Inovacione procese definisali smo tako da su sluajne promenljive ¢, 1 77, nezavisne od
Xims Y zam < n. Obratimo paZnju na to da ovde izvodimo uslovno ocekivanje u trenutku n

u odnosu na o-algebru F,,. Neka je e € Ny, tada uslovne raspodele verovatnoc¢a raCunamo kao

1
P( —6‘./—'-) mPu,v(sn:e,Xn:x)
1
= By =gy (e = U0 X o 0 X 20 = 1)
1

:—_m[pp(gnze)Pu(Oéoan:x —e)+ (1—-p)P,(en,=€)P(aoY, 1=z — €]

1

P e.Fn :—Pu'u nze’Yn:
1
=5 v =l = X Y,_ _
Puo(Yn=1y) wo (T = € Vin % X1 4 Vg Yoot 411 = 9)
1
P (V.= P n = Pu X”— =& — 1— P n — Pv Yn_ =T — .
Pu,v(Yn:y) [q (TI 6) (6* 1= 6) —+ ( q) (77 6) (6* = 6)]

Shodno tome, odgovarajuca uslovna ocekivanja data su jedna¢inama

T

1 . . .
Bl = g 1, 3P0 s =2 e =1

x

+(1—-p) >, iPle,=i)PlaoY, 1 =a—iY, = v)]

i=max(0,x—v)

mlnmu)
1
zmlp Z x—10)Ple, =2 —1)Plao X, 1 =i|X,-1 =u)
min(z,v)
+(1-p) Y (x—i)Pen =2 —i)P(ao Yy =ilV,_; =)
=0
. 1

min(z,u)
D (a:P(a 0o Xp1+éen=2|Xp1=u)— z<u> a'(1—a)" "Pe, =2 — z))

min(z,v)
+(1—p) (J:P(a oY, 1+e,=z|Y, 1 =v)— @<U> a'(1—a)" "Ple, =2 — @))]
; i
B 1
~ Pu(X,=12)
p(xPlaoX, 1+e,=2|X1=u) —auP(ao X, 1 +e,=2—1X, 1 =u—1))
+(1—=p) (zP(aoY, 1+e,=2|Y,.1=v) —awP(aoY, 1+e,=2—1Y, 1 =v—1))]

61



Glava 2. Dvodimenzionalni INAR modeli sa slucajnim koeficijentima

1 y
Enu|Fn) = =——— P(n, =1)P(B*x X1 =9y —1|X,—1 =
W72 = =g [P0 = P X =y = X =)
y
+(1—=¢q)> iP(, =))P(B*Y, 1 =y —i|Vn1 = 0)1
i=0

1
=5 v _ |4
Pu,v(Yn = y) [

HI= 02l = P == P Vs = Y, = 0)

7

(y =) P =y —)P(B* X1 = i| X1 = u)

>

-
I
o

- 1

Puo(Yo =y)
: lq <yp(5 s« Xy + 10 = Y| Xy = u) — éz(“ * 2 N 1) ufgwp% —y— z))
H1-g) (wa Vo = YYo= 1) 2( e 1)<1f;)v+ip<m - >>]

(1 =q) WPB*Yoa +m =y[Yo1 =v) = BoP(B* Y+ =y — 1Y, o1 =v+1))].

Direktnom zamenom dobijenih rezultata dobi¢emo da je

E(Uln o Xn—l + U2n o Yn—l + 5n|Fn> — Xn
E(‘/Yln * Xn—l + ‘/211 * Yn—l + 7]n|~Fn) - Yn,

¢ime potvrdujemo valjanost dobijenih izraza. Sva ova uslovna ocekivanja nam omogucavaju
da razlikujemo greske predvidanja nastale iz procesa preZivljavanja (r**"") 1 iz inovacionog

procesa (™). Ako bismo sabrali ova dva izraza dobili bismo sledeci rezultat.

T?f;r + T;’r}n = E(Uln O Ap—1 + U2n o Yn—l‘«/—-‘n) - aan—l - Oé(l - p)Yn—l + E(gn‘«/—-‘n) — He
= E(Uln 0Xp_1+ U2n o Ynfl + €n’Fn> - Oéan,1 - Ck(l - p)Ynfl — He
=X, —apX,—1 —a(l —p)Y,1 — pe = ran. (2.37)

ZakljuCujemo da je suma ovih greSaka jednaka greSci koja se dobija kad se za predvidanje
jednog koraka unapred koristi uslovno ocekivanje slucajne promenljive X,, u odnosu na

o-algebru F,,_;. Zakljucak je analogan za slu¢ajnu promenljivu Y,,. U tom slucaju dobi¢emo

T;%NT + T;Tfn = E(‘/Yln * Xn—l + ‘/271 * Yn—1|~’rn) - Ban—l - 6(1 - Q)Yn—l + E(nn|~Fn) — Uy
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= Yn - 5an71 - 6(1 - Q>Yn71 — My = Tyn- (238)

2.3.3 Ocenjivanje nepoznatih parametara

U ovom poglavlju nave$¢emo dva pristupa za ocenjivanje nepoznatih parametara
BVMIXGINAR(1) modela, metod uslovne maksimalne verodostojnosti (CML) i metod
uslovnih najmanjih kvadrata (MCLS). Nad simuliranim podacima provericemo efikasnost

ovih metoda za dati model.

Metod uslovne maksimalne verodostojnosti

Neka je dat uzorak {(Xj,Y%)},_75. Ocenjene vrednosti parametara BVMIXGINAR(1)

modela dobi¢emo maksimiziranjem funkcije
L(Q) :Z In P(anl'n, Yn:yn|Xn—1 =Tp-1, Y, 1 =Yn-1, 6) +1n P<X1 =, Y, :y1|@)
i=2

po vektoru parametara ® = («, 5, p, q, u)'. Uslovna raspodela verovatnoca definisana je kao
proizvod funkcija (2.33) 1 (2.34) datih u potpoglavlju 2.3.1. Za pocetne vrednosti vremenskog
niza pretpostavimo da su nezavisne pa njihovu zajedni¢ku raspodelu verovatnoéa racunamo
kao P(X; = z1,Y7 = 1) = (1#;%

maksimizaciju ¢emo vrSiti numeri¢kim putem. U tu svrhu, koristicemo programski jezik R i

Zbog kompleksnosti funkcije verodostojnosti
funkciju nlm.

Modifikovani metod uslovnih najmanjih kvadrata

Jo$ jedna standardna procedura za ocenu nepoznatih parametara je modifikovani metod
uslovnih najmanjih kvadrata. Za razliku od metoda uslovne maksimalne verodostojnosti,
metod uslovnih najmanjih kvadrata ne uzima u obzir raspodelu posmatranih slucajnih nizova.
Zbog toga je dobro uporediti ovakva dva pristupa, te ¢emo i ovde navesti jednaine za ocenu
nepoznatih parametara MCLS metodom i ako je ovaj metod detaljno razmatran u poglavlju
2.2.2, a zatim ¢emo izvrsiti uporedivanje dobijenih ocena.

Za dati uzorak {(Xj,Y%)},_15 ocenu parametra i dobi¢emo kao fi = 5- > (X; 4 Y7),
na osnovu pretpostavke da X; i Y; imaju istu raspodelu i £(X,,) = E(Y,) = p. Asimptotska
raspodela za ovako dobijenu ocenu parametra ;. data je u teoremi 4.28.

Da bismo ocenili ostale parametre uve§¢emo pomoéne parametre kao 0; = ap, 02 = a(1 —
p), 03 = Bqib, = 5(1 — q). Parametre 6;, i = 1,4, dobi¢emo minimizacijom funkcije

n—1

R®) = (Ziy — AZ; — p.) (Zis1 — AZ; — pe).

=1
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Matrica A i slucajni vektor Z,, definisani su u poglavlju 2.1, dok je vektor p., vektor ocekivanja
inovacionih procesa i on je oblika 1. = (p(1 — a), u(1 — 3))". Uvidamo da je funkcija R(©)
identi¢na funkciji koja je data jednacinom (2.21). Prema tome, na isti na¢in dolazimo do ocena
parametara 0;, i = 1,4, koji minimiziraju funkciju R(®). Ocene parametara 0;, i = 1,4,

dobicemo kao reSenja sistema jednacina

n—1 ~ n—1 ~ ~ n—1 ~ ~
O I O R LAY [91 ] > (Xis = V(X = 4)
n—1 B ~ ~ = n—1 ~ A = 21:—1 ~ ~ )
(Xi—N¥i—3) T (Vi-A? & (Xiv1 — A)(Y; = )

=1 i=1 =1

N ~ n—1 A~

S-S G- - ) [ 0, } £ (i = DX~ )
Y- hm-h S oAy 0 S Vi = N = 3)
i=1 =1

Na kraju, ocene pocetnih parametara odredi¢emo kao

a=00+0y B=05+0, p=;00 G= ;"

Asimptotska raspodela ovako dobijenih ocena detaljno je diskutovana u podpoglavlju 2.2.2
1 data je teoremom 2.14.

Rezultati na osnovu simulacija

Kako bismo wutvrdili efikasnost metoda za ocenu nepoznatih parametara
BVMIXGINAR(1) modela, koje smo diskutovali u ovom potpoglavlju, generisaéemo po 100
uzoraka obima 50, 100, 500 1 1000 na osnovu jednacina (2.29) i1 (2.30) i oceniti parametre
CML i MCLS metodama. Generisaéemo uzorke na osnovu sledecih parametara: a) o = 0.1,
B =02,p=05,q=045 pu=>5Db)a=2065=0.55p=0.>5,q¢g= 045 u = 5;c)
a=01,8=02p=05,q¢g=045 p=20;d) a= 06,3 =0.55p=05,qg = 045,
1 = 20. Parametre smo izabrali tako da proverimo ponaSanje metoda kada je srednja vrednost
uzorka mala, kao Sto je sluCaj a) i b) 1 kad je srednja vrednost uzorka velika, slucaj c) i d).
Takode nas interesuje ponasSanje metoda kad je autokorelisanost mala, slucaj a) i ¢) i1 kad to
nije, slucaj b) i d). PosmatraCemo i uzorak ¢iji je obim samo 50, gde ¢emo pokusati da
donesemo zakljuc¢ke o ocenama parametara za tako mali uzorak. Vrednosti za ocenjene
parametre, zajedno sa standardnom devijacijom ocena, date su u tabeli 2.5.

Na osnovu tabele 2.5 zakljuCujemo da je parametar i bolje ocenjen MCLS metodom, ali
i ocene dobijene CML metodom su sasvim blizu stvarnim vrednostima. Za male vrednosti «

i 0 parametara, CML daje preciznije ocene nego MCLS za uzorke obima 50 i 100, dok za
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Tabela 2.5: Ocenjene vrednosti nepoznatih parametara za BVMIXGINAR(1) model - Za svaki

obim uzorka prva vrsta sadrzi ocenjene vrednosti, druga vrsta standardnu devijaciju.

CML MCLS
| a 5 b q po | oa s b q i
aya=0.1,6=02,p=055¢=04,u=5
50 | 0.1184 0.2095 0.546 0.4419 49201 | 0.1282 0.1852 0.4618 0.4653 4.9986
0.0969 0.105 0.3373 0.3075 0.4542 | 0.1382 0.1565 0.3919 0.3691  0.6328
100 | 0.1124 0.1931 0.55 0.4522 49501 | 0.1247 0.1986 0.4853 0.4928 5.00035
0.0719 0.0881 0.315 0.2434 0.3904 | 0.1225 0.1364 0.383 0.3426 0.4028
500 | 0.1009 0.2014 0.5334 0.4403 49883 | 0.097 0.1866 0.4951 0.4212 5.00807
0.0316 0.0329 0.1959 0.1082 0.2052 | 0.0609 0.068 0.3004 0.2145 0.1941
1000 | 0.0984 0.2034 0.5191 0.438 4.9988 | 0.095 0.1967 0.4556 0.4256 5.00881
0.0224 0.028 0.1388 0.0693 0.1261 | 0.0475 0.0407 0.2507 0.1382  0.1285
b)a=0.6,3=0.55p=055¢=04,pu=>5
50 | 0.6074 0.5442 0.4842 0.4436 4.9324 | 0.5323 0.4669 0.4575 0.4378 4.7579
0.0572 0.1454 0.1257 0.2056 0.9994 | 0.1869 0.1878 0.2502 0.2588 1.1948
100 | 0.6018 0.5625 0.4936 0.4379 4.9212 | 0.5847 0.5181 0.4741 0.4443 4.8385
0.0375 0.0963 0.0875 0.1398 0.7425 | 0.1264 0.1363 0.1693 0.2064  0.9271
500 | 0.5992 0.5527 0.5 0.4519 49544 | 0.6029 0.5415 0.4906 0.447 4.98908
0.0171 0.0346 0.0415 0.0528 0.2998 | 0.0611 0.067 0.0808 0.0912 0.3742
1000 | 0.5993 0.5503 0.5013 0.4473 4.9875 | 0.601 0.5512 0.4969 0.4485 5.004495
0.0131 0.0255 0.0271 0.0363 0.2164 | 0.0462 0.0462 0.0602 0.0596 0.2744
)a=013=02p=055q=04, =20
50 | 0.1145 0.1979 0.5539 0.4298 19.9941 | 0.1057 0.1753 0.4747 0.4649 19.9802
0.0657 0.0732 0.3383 0.2902 1.5336 | 0.1406 0.1471 0.3774 0.3814  2.4825
100 | 0.107 0.208 0.5367 0.4446 20.2208 | 0.0981 0.179 0.4655 0.4857 19.7439
0.0515 0.0525 0.3034 0.195 1.4028 | 0.1053 0.129 0.3908 0.3579 1.5172
500 | 0.0946 0.2019 0.5122 0.4414 20.1326 | 0.0944 0.2006 0.4837 0.4568 19.92832
0.0197 0.0223 0.1219 0.0722 0.7312 | 0.0666 0.0697 0.3158 0.205 0.7053
1000 | 0.099 0.2007 0.5107 0.4502 20.052 | 0.0957 0.1974 0.4744 0.4444 19.96948
0.013 0.0153 0.0783 0.0531 0.5503 | 0.045 0.0506 0.2516 0.1488 0.4641
d)a=0.6,5=0.55p=0.55¢=0.4,u=20
50 | 0.596 0.5495 0.4847 0.4422 19.8596 | 0.518 0.5216 0.5254 0.4635 20.0106
0.0361 0.0719 0.1155 0.1532 3.5001 | 0.1941 0.2022 0.2567 0.2483  4.1333
100 | 0.5985 0.5537 0.4827 0.4299 20.2228 | 0.5607 0.5068 0.5295 0.4634 20.13645
0.0205 0.0466 0.074 0.1024 2.6706 | 0.1491 0.1464 0.1589 0.1906 2.954
500 | 0.5986 0.5503 0.4983 0.4481 20.0659 | 0.5866 0.5465 0.5067 0.452 20.0412
0.0078 0.0201 0.0367 0.0426 1.1874 | 0.0582 0.063 0.0711 0.0782 1.29
1000 | 0.5989 0.55 04998 0.4511 20.0315 | 0.596 0.5466 0.5032 0.4528 20.01782
0.0052 0.0184 0.024 0.0255 0.953 | 0.0416 0.0425 0.0494 0.054 0.821

uzorke obima 500 i 1000 obe metode su podjednako dobre. Kada su vrednosti parametara

a1 [ male, a vrednost parametra ;. velika ne moZemo okarakterisati neki metod kao bolji.

Parametri v 1 p su bolje ocenjeni MCLS metodom, dok je za (3 i ¢ obrnuta situacija. Sa porastom

obima uzorka, oba pristupa daju jednako dobre ocene. U zadnjem testu, kada su vrednosti

svih parametara velike, CML daje bolje rezultate izuzev za parametar ¢ kada je uzorak obima

100. Generalni zakljucak je da CML daje neSto preciznije ocene sa manjom standardnom
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devijacijom. Sa porastom obima uzorka kod obe metode, ocenjene vrednosti konvergiraju ka

stvarnim vrednostima. Kod uzoraka obima 50, postoje odstupanja ali ni ona nisu velika.

2.3.4 Primena na stvarnim podacima

U ovom poglavlju dacemo primer primene BVMIXGINAR(1) modela nad stvarnim
podacima. Takode, opisaCemo karakteristike nizova za koje bi ovaj model bio adekvatan.
Uporedi¢emo rezultate sa rezultatima jos nekih dvodimenzionalnih modela. Na kraju éemo
analizirati greSke predvidanja BVMIXGINAR(1) modela posmatraju¢i zasebno greske
procesa preZzivljavanja i greSke inovacionog procesa.

Iskoristicemo podatke iz policijske stanice u Pitsburgu, gde ¢emo se fokusirati na broj
ukradenih vozila (MVTHEFT) 1 broj prijava u vezi rasturanja droge (C_DRUG) svakog
meseca u periodu izmedu januara 1990. i decembra 2001. godine. Uzoracke sredine ovih
nizova su 1.74 i 1.5, dok su uzoracke disperzije 2.98 i 5.01, redom. Koeficijent korelacije
izmedu serija je 0.22. Primeéujemo da su uzoracke sredine ovih nizova sli¢ne, kao i da su
nizovi pozitivno korelisani. Takode, koli¢nik uzoracke disperzije i uzoracke srednje vrednosti
je veci od jedinice. Trakasti dijagram, grafik autokorelacije i parcijalne autokorelacije dati su
na slici 2.4. Korelogram pokazuje prisustvo autokorelacije sa korakom jedan. Kod
vremenskog niza C_DRUG uocljivo je prisustvo autokorelacije i sa korakom dva i Cetiri ali je
ipak dominantna autokorelacija sa korakom jedan. Pozitivna korelacija izmedu nizova,
autokorelacija sa korakom jedan i koli¢nik uzoracke disperzije i uzoraCke srednje vrednosti
vedi od jedan ukazuju da bi BVMIXGINAR(1) model mogao biti odgovarajudi.

Poredenja radi, testiracemo nad ovim podacima i model BVNGINAR(1) koji su predstavili
Ristié, Nasti¢, Jayakumar i Bakouch (2012), kao i model BVPOINAR(1) koji su uveli Nastic,
Risti¢ i Popovi¢ (2014). Kao kriterijum za poredenje koristi¢emo srednjekvadratnu gresku
(RMS), koju za niz {X,} (koji je u ovom slu¢aju MVTHEFT) dobijamo kao
RMSx = \/ﬁ S (Xi —aX;—1 —aY;_1 — pu(l — «))?, i analogno za niz {Y,,} (odnosno
niz C_DRUG). Uporedi¢emo i dobijene vrednosti logaritamske funkcije verodostojnosti.

Parametre ¢emo oceniti CML metodom.

Tabela 2.6: Ocenjeni parametri za testirane modele 1 postignuti rezultati nas posmatranim
nizovima MVTHEFT 1 C_DRUG.

Model CML ocene log-funkcija RMS RMS
verodostojnosti  MVTHEFT C_DRUG
dy = 0.148(0.1), diz = 0.472(0.095),
BVMIXGINAR(D 4660 395 g — 0.00 (0 ) 4= 1.508(0.164) 47751 1.695 1.990
i1 = 0.242(0.166). d, = 0.473(0 095)
BVNGINAR(D (50090 g — 0. 02(0 078) ho 604(0 171) 478.5 1.703 1.990
BVPOINAR(1) R o1 = 0'217(0 066), o> = 0.41(0.055), 516.62 1.701 1.998
H=0.328(0.172), § = 0.068(0.066), A = 1.687(0.11)
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Prema rezultatima predstavljenim u tabeli 2.6, BVMIXGINAR(1) model se pokazao kao
najadekvatniji. Primetimo da modeli sa geometrijskom marginalnom raspodelom ostvaruju
vecu vrednost logaritamske funkcije verodostojnosti. BVMIXGINAR(1) ima priblizno istu
vrednost ove funkcije kao i BVNGINAR(1) ali zato ostvaruje niZe vrednosti srednjekvadratne
greske kod MVTHEFT niza. Modelovanje C_DRUG niza geometrijskom raspodelom, gde je
proces preZivljavanja opisan negativhom binomnom raspodelom pokazao se kao dobar izbor
na osnovu rezultata BVMIXGINAR(1) i BVNGINAR(1) modela. Pristup gde je jedan proces
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Slika 2.4: Trakasti dijagram, grafici autokorelacione 1 parcijalne autokorelacione funkcije za
vremenske nizove MVTHEFT 1 C_DRUG.
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prezivljavanja generisan binomnim, a drugi negativnim binomnim tining operatorom dao nam
je najbolji rezultat. Ovakvo kombinovanje tining operatora potrebno je kad su nizovi koje
modelujemo razliite prirode, kao §to je ovde slucaj. Kod posmatranih nizova imamo slucaj
da osobe koje kupuju drogu Cesto je preprodaju, ali osobe od kojih je ukradeno vozilo gotovo
nikad ne idu u kradu drugih vozila, pa imamo da je jedan proces samoindukovan dok drugi nije.

Ocenjeni parametri za BVMIXGINAR(1) model ukazuju da aktivnosti u vezi sa drogom
uticu na broj ukradenih vozila u nekoj regiji, dok obratno ne vaZzi jer je parametar ¢ skoro
jednak nuli.

Nastavljamo sa analizom primene BVMIXGINAR(1) modela posmatrajuci greske koje su
nastale prilikom predvidanja za jedan korak unapred. Racunamo zasebno greSke procesa
prezivljavanja i inovacionog procesa kako bismo utvrdili adekvatnost svake komponente
modela. Kako smo ve¢ pomenuli u jednacini (2.37), suma ove dve greSke dace nam gresku
predvidanja definisanu na standardan nacin. Rezultat je predstavljen na slici 2.5. MoZemo
primetiti da su greSke nastale inovacionim procesom znatno vece od onih nastalih procesom
preZzivljavanja, sem u par sluc¢ajeva kod C_DRUG niza. Koeficijent korelacije izmedu ova dva
tipa greske je 0.425 kod MVTHEFT niza i 0.506 kod C_DRUG niza. Korelacija je pozitivna
ali ne tako visoka kao Sto se moglo ocekivati. To nam ukazuje da se loSe predvidanje jedne
komponente modela moZe apsorbovati predvidanjem druge komponente.  Jo$§ jedna
interesantna Cinjenica je da je koeficijent korelacije izmedu procesa inovacije samo 0.11, Sto
prati pretpostavku o nezavisnosti inovacionih procesa. Veca greSka nastala iz inovacionog

procesa sugeriSe da viSe paznje treba usmeriti na poboljSanje ove komponente modela.
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Slika 2.5: Gornji grafik prikazuje gresku predvidanja za jedan korak unapred za niz MVTHEFT,
a donji za niz C_DRUG.
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Glava 3

UopsStavanje dvodimenzionalnih modela sa

slucajnim koeficijentima

U prethodnoj glavi razmatrali smo dvodimenzionalne modele kod kojih su vremenski nizovi
sa jednakim marginalnim raspodelama. Kako je ovaj uslov dosta restriktivan, uve$¢emo model
kod koga su marginalne raspodele iste ali sa razliCitim parametrima. Na taj nacin, dobi¢emo
opstiji model sa znatno ve¢om mogucnoséu primene. Ovakav dvodimenzionalni model moci
¢e da modeluje vremenske nizove sa razliCitim srednjim vrednostima, a samim tim i razli¢itim
disperzijama.

Jos jedan aspekt uopstavanja BINAR(1) modela bazira se na uvodenju razli¢itih parametara
tining operatora. Modeli koje smo do sad izucavali sastoje se od dva vremenska niza, Ciji
su procesi preZzivljavanja definisani preko oba ova niza. Tining operatori unutar jednog niza
generisani su preko istog parametra, $to za posledicu ima da su stope "preZivljavanja" i jednog
i drugog niza iste. Kako bismo oslabili ovakvu pretpostavku, uveséemo jo$ jedan model, ¢iji su
svi koeficijenti razliciti pa je i raspodela svake komponente procesa preZivljavanja sa razlicitim

parametrom.

3.1 Model sa razli¢itim parametrima marginalnih raspodela

U ovom poglavlju definisacemo BINAR(1) model, ¢ija je struktura data jednacinom (2.4),
ali sa geometrijskim marginalnim raspodelama sa razliCitim parametrima. U skladu sa
uvedenim pretpostavkama, izveS¢emo raspodele inovacionih procesa. 1 ako strukturom
podseca na proces koji su uveli Risti¢, Nasti¢, Jayakumar i Bakouch (2012), razli¢ita
marginalna raspodela u mnogome utiCe na osobine modela, a naroCito na definiciju
inovacionih procesa kako bi se postigla stacionarnost posmatranih vremenskih nizova.
Takode, za razliku od modela autora Risti¢, Nasti¢, Jayakumar i Bakouch (2012) koji je

definisan preko negativnog binomnog tining operatora, model koji ¢emo mi razmatrati bazira
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se na binomnom tining operatoru $to takode implicira drugacije osobine. Model koji ¢emo
istrazivati pogodan je za modelovanje dva zavisna nenegativna celobrojna vremenska niza,
kod kojih broj dogadaja generisanih u trenutku ¢ opada u vremenu i jedini uzro¢nik novih
dogadaja je inovacioni proces.

U nastavku poglavlja definisaéemo model bez uvodenja pretpostavki o marginalnoj
raspodeli, a onda ¢emo dokazati egzistenciju ovakvog modela. Zatim ¢emo posmatrati model
sa geometrijskom marginalnom raspodelom i za takav model ispitati statisticke osobine.
Naveséemo metode za ocenjivanje nepoznatih parametara, gde d¢emo takode utvrditi
asimptotsku raspodelu dobijenih ocena. Na kraju ¢emo dati primer primene uvedenog modela

na stvarnim podacima.

3.1.1 Definicija i egzistencija modela

U ovom poglavlju razmatracemo dvodimenzionalne vremenske nizove { (X, Y;) }iez, koje

su proucavali Popovié, Risti¢ i Nasti¢ (2015), a definisani su slede¢im jednacinama

X V.
X, — QO Xy 1+ E SV, 3.1)
aoY, 1+¢€, sv.l—p,
X V.
Y, — BoXi1+n, SV.q, (3.2)
B © }/;5—1 + M, S.V. I q,

(s.v. skraceno od "sa verovatnoéom") gde su p, ¢ € [0,1] i a, f € (0,1). Binomni tining
operatori a0 i 3o za slu¢ajnu promenljivu X, definisani su kao v 0 X = 3 B;iBo X =
X By, pri ¢emu su &lanovi brojackih nizova {B;} i {B;} nezavisne jednako raspodeljene
Bernulijeve slucajne promenljive sa parametrima « i 3, redom. Takode, brojacki nizovi koji
definiSu a0 X, aoY;, fo X, i foY; su medusobno nezavisni za svako t € Ny. Vremenski nizovi
{e:} 1 {n:} sunizovi medusobno nezavisnih celobrojnih nenegativnih slu¢ajnih promenljivih sa
kona¢nim momentima prvog i drugog reda, gde je jos$ (g4, 7;) nezavisan od (X, Y;) za s < t.
Jo§ vazi i da su nizovi {e;} i {n:} nezavisni od svih brojackih nizova.

Podsetimo se da se ovakav model moZe predstaviti jednacinom (2.4). U ovom slucaju model

glasi

UsoXi 1 +Upo0Y, | +¢
Z,=A,0Z,  te = | OO T TAT IR 4 e N, (3.3)
Vieo Xe1 + Vo oYy + 1

gde je Z, = (X,,Y;), e, = (g4,m;) . a sluGajne promenljive Uy, i Vit, 1, = 1,2, su definisane
jednacdinama (2.2) i (2.3). Sada ¢emo navesti teoremu koja nam dokazuje egzistenciju modela
ovakvih. Latour (1997) je dao dokaz egzistencije viSedimenzionalnih modela, ali model koji

mi posmatramo sadrZi koeficijente koji su zavisne slu¢ajne promenljive, Sto u mnogome menja
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osobine modela. Teorema koju ¢emo navesti pokriva Sirok spektar modela i ne zavisi od

pretpostavke o marginalnoj raspodeli.

Teorema 3.1 (Popovié¢, Risti¢ i Nasti¢ (2015), teorema 1). Postoji jedinstven strogo

stacionarni vremenski niz { Z; },cz koji je reSenje jednacine (3.3).
Dokaz: Defini$imo sluajni niz {Z{™ = (X™, v} kao

0, m < 0,
Zt(m) = et7 m = 07

A(t) o Zt(infl) +e, m >0,

gde je e, = (g4,m;), dok A(;) oznaCava da su brojacki nizovi { B;} i {B;}, koji defini3u tining
operatore «wo i [o fiksirani za trenutak ¢. Sada, za slu€ajni vektor Z = (Z;, Z5)' defini§imo
Hilbertov prostor L*(Q), F,P) = {Z : E(ZZ') < oo}, gde je mera izmedu dva sluajna
vektora Z i W definisana kao d(Z, W) = E(ZW'). 1deja je da dokazemo da Z\™ — Z,,
kad m — oo. Da bismo ovo dokazali, pokaza¢emo da je {Zt(m)}m KoSijev niz u malopre
pomenutom Hilbertovom prostoru L*(Q, F, P).

Najpre, pokazimo da je Z\™ € L*(Q, F, P). Ako uvedemo oznaku p, = F/(e;), tada na
osnovu leme 2.1 dobijamo da je

E(2{") = AE (Z{"7") + pe = pte i Al
§=0

Kako je det(I — A) =1 —ap(l — 3) — B(1 — (1 — a)q) > 0, gde je I jedini¢na matrica
dimenzije 2 x 2, to imamo da je F (Ztm)> = (I —-A) (I - A""Yu,. ZakljuCujemo da
E (Zt(m)) ne zavisiod t i & (Zt(m)) < 00. Matrica A ima sopstvene vrednosti koje su unutar
jedini¢nog kruga, $to implicira da A™ — 0 kad m — co. Dakle, F (Ztm)> — (I —A) u,,
kad m — oo.

Razmotrimo sada moment drugog reda £ (Zt(m) Zt(m)/), pri cemu ¢emo Koristiti oznaku
wm =FE (Zt(m)). Na osnovu rezultata leme 2.1 dobijamo da je

E(2{"Z{"") = E(Aio Zi)(Avo Z 1)) + E((Aro Ziy) - €))

+ E(e;- (Aro Z,_y)) + Elese,)
= AE (2" VZ{" V) A"+ C + Ap i, + peptl, 1A'+ E (e€}) |

Svi elementi ove matrice su konacni, pa primenjujuéi gornju jednakost m puta, dobi¢emo da
je matrica nezavisna od ¢, odakle zaklju¢ujemo da je E (Zt(m)Zt(m)/) < 00, §to dalje implicira

Z™ e LX(Q,F, P).
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Slededéi korak je da dokazemo konvergenciju Zt(m) u prostoru L?(2, F, P). Najpre ¢emo
dokazati da su slu€ajni nizovi {X\™ },,, i {V,™},,, neopadajuéi. Kako su Uy, Vi, i = 1,2, &
1 1, nenegativne sluajne promenljive, dobijamo da je Xt(l) — Xt(o) =Upoeg +Uyon >0
i Y;(l) — Y;(O) = Vigoeg + Vor o > 0. Pretpostavimo sad da je Xt(k) — Xt(k_l) > 01

V™ —v* Y > 0zasvakot € Zik = 1,2, ..., m. Pokazaéemo da je X" — x™ > 0i

Y™ — v, > 0. Imamo da je

Xt(m+1) — Xt(m) = Ult O Xt(:nl) —|— UQt (@) }/;(_n;) + Et — Ult O Xt(inlil) — U2t (@) }/;(_n;il) — &t
£ Uyo (X = X0) 4 U (V0 = YY) 2 0
Y v v 0 X 4 Vi o VI 4y = Vig o XY — Voo VY — o,

< Vigo <Xt(1n1) - Xt(inl_l)> + Vo0 (Y;(Z?) — Yt(ji_l)) >0,

sto implicira da su nizovi {X{™}, i {¥;\"™},, neopadajuéi nizovi slutajnih promenljivih.
Stoga, uze¢emo u razmatranje slucajni vektor D, ; , = Zt(m) — Zt(m_k). Na osnovu definicije

binomnog tining operatora sledi da je

Dy = z" - z{" " = Ao t(inl_l) +e —Ayo Zt(ﬂ_l_k) — e
d m— m—1_
= A(t) © (Zt(—l D Zt(—l ! k)) = A(t) oDy 1 4-1,

pa dobijamo da je
E(Dy,ix) = AE(Dpy—14-1) = A"E(e;) — 0, m — oo. (3.4)

Dokazimo sad da E(D,, D, ;) — 0, kad m — oc. Koristeci rezultate leme 2.1, imamo da

Je
E(Dy Dy ) = E [(A(t) 0 2"V — Ay o Z" V) (Ap o 2TV — Ao 2"V }
m— m—1—k m— m—1—k !
m— m—1—k m— m—1—k)\’ /
= AFE ((Zt(q M Zt(fl ' ))<Zt(71 b Zt(fl ' )) ) A+M
= AE(Dy 114D, 14 10)A + M, (3.5)

gde je M = diag(my, my) pri Cemu je

m— m—1—k m— m—1—k 2
my = a®p(1—p) B (XY = X0 — (r Y =y
m— m—1—k m— m—1—k
+a(l—a) (pEXITY = X)) + (- p BT =Y 5TY)
m— m—1—k m— m—1—k 2
my = Fq(1 — ) E (X7 = x{"27) - (v =y oY)
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+B(1=B) (BT = XM + (1= BT - YY),

Zapisaéemo vektor (mq, ms) u sledeéem obliku

{ml ] _ {04219(1_17) oﬂp(l—p) E(Hp 14-1%)

ma Bq(1—q) [q(1—q)
a(l—=a)p a(l —a)(l-p)
B(1—=7p)q B(1—p6)1—q)
2a P p ((X m1 - m1 k_l)) (Yt(—n;_l) - Yt(—n}_k_l)))
20— (X0 Xl (v v

E (Dmfl,tfl,k>

2 2\’
pri demu je sluajni vektor Hip sy = ((X§m) ) I AR ) ) . Slucajne
promenljive X" — x ™7k j y,m= _ y (M1 o nenegativne, pa je njihov zajednicki
moment F ((Xt(TfU Xt(T i 1)) (Yt(n}_l) - Yt(f{_k_l))) > 0. Dalje, vazi da je

o’p(1 = p) (B(X{TY = X + BTV =y )
< Osz(X(m 2 Xt(Tl_l_k)) +a(l — p)E(Yt(j’i_l) _ yt(jq—l—k))7

a isto tako vazi i da je

m— m—1—k m— m—1—k
Bq(1 —q) (BT = X" + BTV = vTT))
< BgBE(XITY = XY 4 (1 - BTV —vinTR),

Sli¢nu diskusiju moZemo izneti i za drugi sabirak gornje jednacine. Na osnovu svega ovoga,

my
mao

sledi da je

<AE(H,;—14-14) + AE(Dyy_14-14)

Obratimo sad paznju na prvi sabirak ove nejednakosti. OznaCimo elemente vektora sa
EH1t-1%) = (ha, hy)". Imajuéi u vidu definiciju nizova {X/"} i {¥;”} dobijamo da je

prvi element vektora jednak

m— m—2— m m—a— 2
=B [(Uo (75 = X{59) o (U (0057 = Y55 )

2 (U (X5 - X)) (0o (27 )]
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Kako je E((Uyzo X) - (UxoY)) =0zasvako X, Y it, to imamo da je

2
hy = ap [ozE (Xt(ing_m - Xt(f"{2_k)) +(1—-a)E (Xt(z_?) _ Xfiﬂz—?—k))}
- m—2—k)\? m— m—2—
+a(l—p) [aE 7 ) G Y Vol A ’“))]
2 2
o (X5 X0 o - 1 )
B (RN (15 )

Sli¢no dobijamo da je

+ 8B (X757 - X0 79) + 51— B (V057 - v 57 70),

m— m—2—k)\2 m— m—2-k)\2
hy < BqE (Xt( 2 2 Xt(—Q 2 k)) +B(1—-q)FE (Yt( 2 2 Yt(—z ? k))

Prema tome

AE (H,, 1 14) < A’E(H,,_9; o4 D,,_24-24)

)+ AFE

&

5 +ZA]E m—j,t—jk)-
t

<AmE(

Na kraju zakljucujemo da je
ma

pri ¢emu zadnja jednakost sledi iz jednacine (3.4).

2

£ 2

) + ZAJE Dm—j,t—j,k) - AmE (

7=1

) L mA™E (e,),

2
t U

(3.6)

Ako obelezimo sa A; i Ay sopstvene vrednosti matrice A, tada matricu A moZemo zapisati
kao A = \| P, + \o P, gde matrice P, i P, zadovoljavaju uslove P? = P;,i = 1,2, PLP, =0
iP,+ P, =1. Tadaje A™ = \"P; + \J'P,. U poglavlju 2.1 pokazali smo da su sopstvene
vrednosti matrice A unutar jedini¢nog kruga. Ispitajmo sada konvergenciju niza mA",i = 1, 2,

kad m — oo.
DokaZimo najpre da lim,, ,, /n = 1. Kakojen > 1toje {/n > 1. Odnosno {/n = 1+p,,
gde je p, > 0. Dakle, imamo da je n = (1 + p,)" = (g)l”pg + (”)p}1 +... ( ) no> ( )pn >

2 n—oo
(ﬂ) p2, zan > 2. Dobili smo nejednakost n > ;pi, paje p, < \/> 22%% (). Na kraju

2
imamo da je lim,, o, /n = lim, (1 + p,) = 1.

Vratimo sa sad na mAl". Pretpostavimo da je Ay € (0,1). Kako je
lim,, oo &/mAT = \;lim,, oo ¥/m = )\; < 1, to prema KoSijevom kriterijumu vaZi da je red

>, mA" konvergentan. Kako je red konvergentan to vazi da mu opsti ¢lan teZi nuli. Dakle,
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mA" — 0,7 = 1,2, kad m — oo. Ako je A\; € (—1,0) onda je >-7°, mA" naizmeni¢ni red.
Kako je ovaj naizmenicni red apsolutno konvergentan to ponovo imamo da mu opsti ¢lan tezi

nuli.

Dakle, prvi sabirak nejednacine (3.6) konvergira ka 0 jer su sopstvene vrednosti matrice A
unutar jedinicnog kruga. Drugi sabirak iste nejednaine moZe da se predstavi kao
(mAT'P; + mAY' Py)E(e;) pri ¢emu smo pokazali da prvi Cinilac teZi ka 0. Zbir na desnoj
strani nejednacine (3.6) konvergira ka 0, kad m — oo, a posledica toga je da M — 0, kad

m — Q.

Primenom jednacine (3.5) m puta dobi¢emo da je

m—1
E(Dyy 1D, . 0) < A" E(ee))(A™) + > A'M(AY). (3.7
=0
Ako sa ® oznacimo Kronekerov proizvod, onda imamo da je A™ @ A™ = (A ® A)™ jer je

matrica A kvadratna (dokaz ove jednakosti izvodi se indukcijom). Kako je
vec(AME(ee;)(A™)) = (A™ @ A™)vec(E(es€;)) = (A @ A)"vec(E(ee)))

i sopstvene vrednosti A2, \; Ay, A3 matrice A ® A su unutar jedini¢nog kruga, dobijamo da
vec(A™E(eie;)(A™)") konvergira ka 0, kad m — oo, $to dalje implicira da prvi sabirak na

desnoj strani nejednakosti (3.7) konvergira kad 0, kad m — oco. Sli¢no kad m — oo, vazi da

—_
—_

m m—

vec (AiM(Ai)’) (A ® A)vec(M) — vec(M)(I — A® A) — 0.

=0 i=
Drugi sabirak na desnoj strani nejednakosti (3.7) konvergira ka 0, kad m — oo. Dakle, dokazali
smo da E(Dy, D, ;) — 0, kad m — oo, pa je konvergencija niza {Zt(m)} u prostoru

L?(Q, F, P) dokazana, to jest lim,,, Zt(m) = Z, u srednje-kvadratnom smislu.

Koriste¢i sli¢an pristup kao Latour (1997) u lemi 3.3, moZemo pokazati da je niz sluc¢ajnih

vektora {Zt(m)} strogo stacionaran proces. Prema definiciji ovog niza imamo da je

Zfo) €1 Z;(fi)l €h+1
: = : , kaoidaje : =
Zzio) €k Zf(zo+)k €htk
Slu¢ajni vektori (ey,...,ex) i (€ni1,...,ensr) su identitno raspodeljeni pa je niz {Zt(o)}

strogo stacionaran. Pretpostavimo da je niz {Zt(")} strogo stacionaran i dokaZzimo da to vazi i
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zaniz {Z""V}. Kako je Z"™ = A, 0 Z\"), + e}, zan > 0, to imamo da je

Z§n+1) ] A(l) . 0 T r ZOTL) e
e A -3 R ) B
n+1 n
Zlg ) ] 0 A(k) ] L Zlg—)l €
Zf(ﬁil) [ Ay - o | | Z;(Ln) €n+1
A R ) IR ) I
htk L (htk) | L “htk-1 €htk

Na osnovu indukcijske pretpostavke desne strane ovih jednakosti su jednako raspodeljene pa
onda to vaZzi i za desne strane jednakosti, Sto dalje povlaci strogu stacionarnost niza {Zt(n)} za
svako n € Ny, pa je i onda i niz slucajnih vektora { Z, } strogo stacionaran proces.

Jedinstvenost reSenja koje zadovoljava jednacinu (2.4) pokazujemo kao 1 Latour (1997).
Pretpostavimo da postoji jos jedan stacionaran niz {W, = (Wy, Wy,)'} koji zadovoljava
jednacinu (3.3). Tada je E(Z{™) = E(W,) i vazi

|MWETWH@wﬂ”—mﬁWw%@wwq

2" — W] = 1) m—1)
i Vieo X;07 7+ Voo VI — Viyo Wiy — Vo o Wy
| 0o XY = Ur o Wiyl 4 [Uae 0 Y1V = Uy 0 Wy
T Vo XY — Vag o W] + [Vae 0 VY — Vg 0 Wy

a [ U o (X7 = W) + Uz 0 (V) = W)
| Vieo (XD = W)+ [Var o (VU7 — W)

= Ay oz Y -~ Wi,

d
gde X < Y znaci da je slucajni vektor X manji ili jednak slucajnom vektoru koji ima

raspodelu kao sluc¢ajni vektor Y. Na osnovu ove nejednakosti dobi¢emo da je

B\ Z™ - W,| < A|Z{" 7V - W,
|Urt—m © Wit—m—1 + Ust—m © Wor_p_1|
Vitem © Wit—m—1 + Var—m © War_py—1]

< A"EW,_,, = A"EZ". = A™Ee,.

<...<A"E

Oznacimo sad sa By = {w X (w) = Wy (w)] > O}. Tada je

EIX™ =Wyl = S kP(X™ (W) — Wig(w)| = k)
k=1
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> kfjp(yxtm) (w) — Wi(w)] = k) = P(BEY).

Dobili smo da je

PBY) < B|Z™ -Wi|-| | <...<A"Ee;-

Onda zakljuc¢ujemo da je

o)

S PBYY <Y A"Ee, -
m=0

m=0

1 -1
0] =(I—-A)  Fe,-

1
< 00.
O]

Na osnovu leme Borel-Cantelli zaklju¢ujemo da je P(lim sup Bg(m)) = 0. Sli¢no dokazujemo i
m—0o0

da se {Y,"™} i {Wa,} razlikuju na skupu mere nula. Prema tome zakljucujemo da se {Z\"} i
{W,} razlikuju na skupu mere nula odakle sledi da je {Zt(”)} skoro izvesno jedinstveno resenje
jednacine (3.3). U

Lema 3.2. Dvodimenzionalni vremenski niz { Z;} definisan jednacinom (2.4) je ergodican.

Dokaz: Dokaz je isti kao u lemi 2.6.

3.1.2 Dvodimenzionalni model sa razlic¢itim geometrijskim raspodelama

U ovom poglavlju definisaCemo stacionarni dvodimenzionalni nenegativni celobrojni
autoregresivni model reda jedan (BVGGINAR(1)) dat jednacinama (3.1) 1 (3.2), gde slucajni
nizovi {X;} i {Y;} imaju geometrijske marginalne raspodele sa raspodelom verovatnoca
PX;=k)=d1+a)*La>0k=012,...1iPY, =k =b1+0b7"*%b>0,
k=0,1,2,..., redom.

Da bismo kompletirali konstrukciju modela, moramo da odredimo marginalne raspodele
inovacionih procesa {e;} i {n;}. Marginalne raspodele ovih procesa date su sledeCom

teoremom.

Teorema 3.3 (Popovi¢, Risti¢ i Nasti¢ (2015), teorema 2). Neka su o, 5 € (0,1), p, ¢ € [0, 1]
ia, b>0.Akoje f <b/a <1/a, tada je raspodela inovacionih procesa {e;} i {n;} data kao

a (1—a)(a—ab)
J G@OTTL( 1+a)’ S.v. a—aa+aap—abp )
4 a(a—ap+bp) ap(1—p)(a—b)
& = Geom (1+o¢(a—ap+bp)) y SV (a—ap+bp)(a—aa+aap—abp) (38)
ab
0, SV, T
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b (1-8)(b—Ba)
) Geom(—Hb), S-V. 5= Bat Baa—Bha 2
a B(a—agq+bq) Ba(1—q)(a—b)
M= Geom (G 0th0) 5% Gt et e ) (3.9)
0 sy, —ba
) a—aq-+bg

Dokaz: 1zvedimo najpre raspodelu slucajne promenljive ;. U tu svrhu koristicemo funkciju
generatrise verovatnoe. Kako nam je namera da vremenski nizovi (3.1) i (3.2) budu
stacionarni, iskoristitemo osobinu binomnog tining operatora gde imamo da je

Poox,(s) = Px, (1 — a+ as). Prema tome,

_ Px(s)
(I)Et<s) -
pPx(l—a+as)+ (1 —p)Py(1 — a+ as)
B (1+ aa — aas)(1 + ab — abs)
(I +a—as)(1+ala—ap+bp) —ala—ap+bp)s)
ab (1 —a)(a—ab) 1
= + .
a—ap+bp a—aa+aap—abp 1+a—as
ap(l —p)(a—b)?
(a —ap + bp)(a — aa + aap — abp)
1
X .
1+ ala—ap+bp) — ala — ap + bp)s
Oznacimo verovatnoce iz jednacine (3.8) sa A; = ab A, = -dla—ab) Ag =

a—ap+bp’ a—aa+aap—abp

ap(l—p)(a—b)* Lako se pokazuje da je A; + Ay + A3 = 1. Dakle, verovatnoée Aj,

(a—ap+bp)(a—aa+aap—abp) *
A 1 Ag Ce biti dobro definisane ako pokazemo da su nenegativne. Za verovatnocu A; imamo

dajea —ap+bp =a(l —p)+bp > 0. Uslov Ay A3 > 0 je zadovoljen ako vazi a — ab > 0.
Pretpostavimo da je a —ab > 0. Tada, a — aa+aap —abp > a(1—a)(1—p) > 0, §to implicira
daje A3 > 0. Kako je As A3 > 01 A3 > 0, tosledidajei Ay > 0. Dakle, verovatnoée Ay, As i
Aj su dobro definisane ako je a —ab > 0, pa zakljuujemo da je raspodela slucajne promenljive
¢; dobro definisana jednacinom (3.8). Na sli¢an nacin pokazujemo da ako je b — a3 > 0, tada
je raspodela inovacionog procesa {7, } dobro definisana jedna¢inom (3.9). [J

Dakle, moZemo zakljuciti da je sluajna promenljiva ¢; (kao i 7;) kombinacija dve
geometrijski raspodeljene slu¢ajne promenljive 1 nula slu€ajne promenljive. Za neke vrednosti

parametara p i ¢ dobi¢emo sledece specijalne slucajeve posmatranog modela:

e Akojep=1ig=0,tadaje X; = oo X; 1 +¢1Y; = foY, 1+ n, Sto znaci da
su {X;} i {Y;} dva nezavisna INAR(1) vremenska niza sa geometrijskim marginalnim

raspodelama.

e Akojep=0ig=1,tadaje X; =aoY, |1 +¢&1Y; = o X, 1+ n. Uovom slucaju,

sli¢no kao kod Dewald, Lewis 1 McKenzie (1989), dobijamo model gde se vremenski niz
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3.1. Model sa razli¢itim parametrima marginalnih raspodela

{Y;} naziva dualnim u odnosu na {X,}.

e Akojep=0ig=0,tadaje Xy =aoY, 1 +¢e 1Y, = oY, 1+ n. Sada je sluajna
promenljiva X, generisana samo sa Y;_; 1 €;,. Ovako smo dobili jedan regresivni model
gde je zavisna promenljiva X, a nezavisna Y; 1 jedan autoregresivni model takode reda

jedan.

e Akojep=1lig=1,tadaje Xy =ao X; 1 +¢1Y; = 30 X;_1+ n. PrimeCujemo da
je sada Y; generisana sa X;_; i1, Sto implicira da je prvi model autoregresivan, a drugi

regresivan gde je sad zavisna promenljiva Y}, a nezavisna X;.

3.1.3 Osobine modela

U ovom potpoglavlju diskutovacemo osobine BVGGINAR(1) modela, kao Sto su
korelaciona struktura, uslovni momenti i uslovna raspodela verovatnoca.

Koeficijent korelacije izmedu procesa { X;} i {Y;} dat je slede¢om lemom.

Lema 3.4 (Popovi¢, Risti¢ i Nasti¢ (2015), lema 3). Neka su o, 5 € (0,1), p, ¢ € [0,1], a,
b>0if <b/a<1/a. Tada, koeficijent korelacije izmedu nizova { X} i {Y;} uzima vrednosti

iz intervala [0, 1) i dat je jednacinom

aBla(l+ a)pg + b(1+b)(1 — p)(1 — q)]

. (3.10)
(1 - aB(p(1 - q) + q(1 = p))y/a(l +a)y/b(1 +b)

p:

Dokaz: Na osnovu definicije nizova {X;} i {Y;} i osobina binomnog tining operatora imamo

daje

Cov(Xy,Y:) = afB [pgVar(Xi—1) + (1 = p)(1 — q)Var(Yi1)]
+aBp(l—q)+ (1 —p)g] Cov(X;—1, Y ).

Imajudi u vidu uslove za ogranicenje parametara zakljucujemo da je 1 — a8(p(1 — q) + (1 —
p)q) > 0. Na osnovu toga i Cinjenice da je vremenski niz {(X;, Y;)} stacionaran, dobijamo da

je kovarijacija izmedu X, i Y; data jedna¢inom

aBla(l+ a)pg + b(1+b)(1 — p)(1 — q)]
1—afB(p(l—q)+q(1—p)) '

Cov(Xy,Y;) =

Dakle, zaklju¢ujemo da je koeficijent korelacije izmedu X, i Y; dat jednacinom (3.10).

Pokazimo sada da koeficijent korelacije uzima vrednosti iz intervala [0, 1). O&igledno je da
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je p > 0. Lako se izracunava da je

aB(q+(1—=q)c)(p/c+1—p)—1

N T o ) e

gde je c = \/b(l +0)/(a(l + a)).
Slucaj kada je a = b razmatrali su Risti¢, Nasti¢, Jayakumar i Bakouch (2012). Zato cemo
razmatrati samo slucaj kada je @ # b. Pretpostavimo dajea > b. Tadaje 0 < ¢ < 11i

q+ (1 — g)c < 1. S druge strane imamo da je

1
E+1—p§7<g§
c c b

S

Zadnja dva rezultata impliciraju da je a3 (¢ + (1 — q)c) (p/c+ 1 —p) < 11 p < 1. Dokaz je

analogan kada pretpostavimo da je a < b.

Primetimo da je proces nekorelisan kada su p = 1i¢q = Oilikadasup = 0iq = 1.

Maksimalna korelacija se postize zap = ¢ = 0ili p = ¢ = 1. U prvom slucaju korelacija

je p = ab,/ 2812)) Bez gubljenja opStosti pretpostavimo da je a < b. Prate¢i ogranicenja za

. . . . _a . . a+ab
parametre, maksimalna korelacija u odnosu na « dobija se kad je o = . Tadaje, p = /5
Korelacija teZi jedinici kad 5 — 11ia — b. Sa porastom razlike izmedu parametara a i b, raste i
razlika izmedu p i 1. Drugim re¢ima, kad je a znacajno manje od b, parametar « je blizak nuli.
Tada najvedi uticaj na evoluciju vremenskog niza { X, } ima inovacioni proces, §to opravdava

malu korelaciju izmedu nizova { X, } i {Y;}. Sli¢na diskusija je kad vazip = ¢ = 1. O

Uslovno ocekivanje za BVGGINAR(1) model, gde se posmatra uslovno ocekivanje
slucajnih promenljivih X; ;1 Y, u odnosu na X; i Y; dato je jednacinom (2.8). Ovde ¢emo
navesti samo uslovno ocekivanje za jedan korak unapred, koje ¢emo koristiti u nastavku ovog

poglavlja, a ono je dato jedna¢inama

E(X1]| X, Yy) = apXy + (1 — p)Y; + pe (3.11)
E(Yi1| X, Y2) = BaXe + (1 — @)Y: + (3.12)

gde su ocekivanja inovacionih procesa p. = a — apa —a(l —p)bip, = b— (1 —q)b— Pqa.

Kako za BVGGINAR(1) vazi da su slucajne promenljive X; i Y; uslovno nezavisne kada
su poznate vrednosti za X;_; 1 Y;_1, to imamo da je uslovna raspodela verovatnoca slu¢ajnog
vektora (X;,Y;) oblika

PX;=2Y, =yl X1 =u,Y 1 =v) = P(Xy = 2| X;y =, Y1 =)
x P(Y, = y| X,y = u,Yi_1 = ). (3.13)
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Dakle, raspodela verovatnoc¢a dobija se kao proizvod funkcija

min(u,x)
u
PXy=z|X; 1 =u,Y 1 =v)=p Z <k>ak(1 — )" *P(ey =1 — k)
k=0

v,T)

min(
+(1=p) 2

(”) af(1— )" *P(e, =z — k) (3.14)
k=0 k

min(u,y)

PO =gl = u Vi =0 =0 3 ()40 9Pl =y - 0
k=0
min(v,y)
+(1-q) X @)ﬁu—ﬁﬁ*ﬂmzy—@, (3.15)

k=0

gde je raspodela verovatnoca slucajne promenljive ¢, data sa

ab (1—a)(a—ab) a’
Ple, — j - '
(& =) =0 —p)+bp  a—aa+aap—abp (1+a) '
ap(1 = p)(a - b)* (ala = ap +bp)*

+ ' !
(a(1 —p) +bp)(a — aa+ aap — abp) (1 + ala — ap + bp))=+!

dok je za sluCajnu promenljivu 7, data sa

, o (A-pb—pa) W
W= (1 =¢q)+bg ' b— Ba+ Bag— Bbg (1 + b+l
Bq(1 —q)(a—b)? (B(a — ag + bq))

" (a(1 — q) +bq)(b — Ba + Bag — Bbg) (1 + B(a — agq + bg))v+1

P(n,=y)

_|_

Indikatorsku funkciju za sluc¢ajni dogadaj A oznacili smo sa 1 4.

3.1.4 Ocenjivanje nepoznatih parametara

U ovom potpoglavlju bavicemo se ocenjivanjem nepoznatih parametara BVGGINAR(1)
modela. Model ima Sest parametara: dva koja opisuju razlicite geometrijske raspodele, dva
koja odreduju autokorelacije i dva koja definiSu zavisnost izmedu nizova {X;} i {Y;}. Ovaj
broj parametara omogucava nam da definiSemo model koji ima razliCite srednje vrednosti
modelovanih slucajnih nizova, kao i razliCite autokorelacione koeficijente. Poslednja dva
parametra omogucéavaju nam da definiSemo da zavisnost izmedu X; i Y;_; bude drugacije
opisana nego ona izmedu Y; i X;_ ;.

Za ocenjivanje nepoznatih parametara razmatra¢emo metod uslovnih najmanjih kvadrata

(MCLS) 1 metod uslovne maksimalne verodostojnosti (CML). Ocene dobijene jednom i
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drugom metodom uporedicemo na simuliranom skupu podataka.

Metod uslovnih najmanjih kvadrata

Pretpostavimo da imamo dvodimenzionalni slu¢ajni uzorak {(X1,Y7),...,(X,,Y,)}. Da
bismo dobili MCLS ocene iskoristiéemo matricni zapis (2.4) i uveSéemo parametarizaciju ® =
(01,05,05,04,a,b), gde su 6, = ap, 5 = (1l —p), 05 = Bqib, = (1 — q). Uslovna
ocekivanja slucajnih promenljivih X; i Y; za jedan korak unapred data su jednac¢inama (3.11)

1 (3.12), redom. Kiriterijumska funkcija ¢ijom minimizacijom dobijamo ocenjene parametre

glasi
5(O) = (Zins = AZi — (I = Ape) (Zis - AZ, = (I - A)pe)
_ "ill (Xir —a— 01(X; — a) — 0o(Y; — b))?
£S5 (Vi — b 0a(X, — @) — (s — b)),
=1
gde je pe = (e, ,un)/. Parcijalni izvodi funkcije S(®) u odnosu na promenljive 6;, i =
1,2,3,4,aibsu
ag(@(?) _ _Q’Z:(Xi — a)(Xip1 — a = 03(X; — @) = 6(Y; — b))
&3(0?) _ 9 7:2_;1(& —a)(Yigr — b — 03(X; —a) — 04(Y; = b))
- ‘2§<m = DY = b= 0s(Xs — a) = 0a(¥i ~ )
asa(f)) = —2(1—6)) g(XiJrl —a—01(Xi —a) = 65(Y; = b))
+ 205 S(YiJrl —b—05(X; —a) — 04(Y; — b))
i=1
8%(;9) 20,5 (X — @ — 61 (X: — a) — 02(; — b))

i=1
n—1

— 2(1 — 94) Z(Y;’_H —b— 93(Xz — a) — 94(3/; — b))

i=1
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Dakle, ocene parametara ¢;,7 = 1,2, 3,4, a i b dobijaju se metodom MCLS kao reSenje sistema
85(©)
w0, T 0T .
R

Postojanje MCLS ocena, kao njihovu asimptotsku raspodelu proucavao je Tjgstheim

jednacina = 0, i = 1,6. Na kraju, ocene polaznih parametara «, 3, p i ¢ dobijamo kao

(1986), odakle ¢emo se fokusirati na teoreme 3.1 i 3.2. DokaZimo najpre postojanje MCLS

ocena.

Teorema 3.5 (Popovié, Risti¢ i Nasti¢ (2015), teorema 3). Postoji niz parametara 0, =
(él,éz,ég,é4,&,l;) takav da én i) @O, n — oq, gde je @0 = (61,92,63,94,@, b) vektor

stvarnih vrednosti parametara.

Dokaz: Oznacimo uslovno oéekivanje slucajne promenljive Z,, sa g, = E(Z,|F,,_1). Tada je

g, = 91Xn71 + GQYn,1 —+ (1 — 01)& — 926
" 93Xn—1 + 94Yn—1 - 93& + (1 - 94)[)

agn o Gl,nfl G2,n71 0 0 11— 91 —92
00 0 0 Gl,n—l G2,n—l _93 1— 64

gdesu Gy 1 = X,m1 —aiGy,1 =Y,_1 —b. Kako je {Z,,} strogo stacionaran i ergodican
proces, moZemo primeniti teoremu 3.1 iz Tjgstheim (1986) koja zahteva ispunjenje tri uslova.
Uslovi C1 i C3 su trivijalno zadovoljeni jer su elementi matrice g linearne funkcije. Za uslov

C2 odredimo konstante r; iz jednacine

6

dgn,
0=F T
2",

2 2
= E(Tl(Xn_l — (l) -+ T’Q(Yn_l — b) + 7’5(1 — 91) — Tﬁeg)

2
+ E(Ts(an - a) + T4<Yn71 - b) — 53 + 7”6(1 — 94))

Iz ove jednacine sledi da je

E(ri(X,1—a) +r2(Y,1 —b)*=0 (3.16)
E(rs(X,_1 —a) +r4(Y,_1 —b)* =0 (3.17)
(r5(1—61) —r662)> = 0 (3.18)
(=763 + 16(1 — 04))* = 0. (3.19)

Dokazimo najpre da iz jednacine (3.16) sledi da je r; = r, = 0. Jednacina (3.16) moze da se
zapise kao riVar(X, 1) + 2rireCov(X,_1,Y, 1) + r3Var(Y, 1) = 0. Koristeéi jednacinu
(3.10), imamo da je r3Var(X,1) + 2rirapy/Var(X,_1)y/Var(Ya_1) + r3Var(Y,_1) = 0.
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Pokazimo prvo da slucaj ;72 > 0 nije moguc. Kada bi to vaZzilo imali bismo

0=riVar(X,_1)+ 2r1r2p\/Var(Xn,1)\/Var(Yn,l) +13Var(Y,_1) > riVar(X,_1),

odakle sledi da je r; = 0, Sto je kontradiktorno pretpostavci da je r172 > 0. Pretpostavimo sada

da je r1ry < 0. U tom slucaju, zbog ¢injenice da je 0 < p < 1, dobijamo

0> rVar(X, 1)+ 27"17“2\/Va7"(Xn_1)\/Var(Yn_l) +riVar(Y,_1)
2
= (rly/Var(Xn_l) + TQ\/VGT(Yn_l)) :

Sto nije moguce. Dakle, jedini moguc¢ slucaj je da suryr, = 0. Ako pretpostavimo da je r; = 0,
lako uoCavamo da je onda i 7, = 0. Prema tome, jednacina (3.16) implicira da je r; = o = 0.
Na sli¢an nacin dokazujemo da iz jednacine (3.17) sledi da je r3 = r4 = 0.

Pokazimo jo$ da jednacine (3.18) i (3.19) povlace da je r5 = 1 = 0. Kakoje 1 — 6, =
1 — ap > 0, imamo da je r5 = 1¢02/(1 — 01). Zamenom ovog rezultata u jednacinu —r563 +
r¢(1 — 64) = 0, dobijamo

—0y05 + (1 — 61)(1 — 6,)
1-6,

7'6:0-

Kako je —0205+ (1 —601)(1 —04) = (1 —3)(1 —ap) + Bq(1 —a) > 0, to sledi da je r¢ = 0, §to
dalje implicira da je i 75 = 0. Dakle, dokazali samodajer; = 0,7 = 1,2,3,4,5,6, §to znaci
da je i uslov C2 zadovoljen pa moZemo primeniti teoremu 3.1 iz Tjgstheim (1986). [

Da bismo izveli asimptotsku raspodelu ocena dobijenih MCLS metodom iskoristicemo
teoremu 3.2 koju je dokazao Tjgstheim (1986). Teorema vaZi pod uslovom da je
E((gg)’fnm_l gg) < 00, gde su

Sl n—1 0
fn|n—1 - E((Zn - gn)(Zn - gn)I’anl) = [ ’ ] )

0 Son—1

St =a’p(1 =p)( X1 =Y 1) +a(l—a)pX, 1+ (1 —p)Y, 1)+ Var(s,),
SQ,n—l - 62(](]— - Q)<Xn—l - Yn—1>2 + 5(1 - 6)(an—1 + (1 - Q)Yn—l) + Va?"(ﬁn)

Dakle, za primenu teoreme treba jo§ da dokazemo da su zajedni¢ki momenti E(X?2Y,),
E(X,Y?), E(X?Y?), E(X3Y,) i FE(X,Y?) kona¢ni. Upravo to ¢e dokazati sledece tri leme.

Lema 3.6. Zajednicki momenti E(X?2Y,,) i E(X,Y?) su reSenja sistema
[1=a?8p(1 — )] E(X2Y,) = a®B(1 = p)gE(X,Y2) = al E(X,Y,) +m (320
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—aB’(1 = p)gE(X2Y,) + [1 = af’p(1 — )| E(X,Y2) = BE(X,Y,) +m  (321)
iz skupa realnih brojeva, gde su koeficijenti sistema dati sledec¢im jednacinama:

¢ = af(l —a—2ab+ 2abp + 2a(1 — ap))(q + p(1 — 2q))
e =af(l—5+2b(1 - 5(1—q)) —2aBq)(g + p(1 — 2q))
m = 2a’af(1 — (=2 + p))pq + apfb(l — p)(1 — ¢)(b(1 + 2a(1 + p)) + 1)
+a*(af(3 — 2a(=2+p))pq — 26(—1 + &’ B(—=1 + p)p(—=1 + q) + aB(p + ¢ — 2pq)))
+ a(aBpq + 2ab*B(—1 4+ p)(—1 + g + apq)
+b(1+2a°B(—=1+p)p+ aB(2 — 3¢+ p(—3 + 4q)))) + 2°6*B(1 — p*)(1 — q)
™y = 2a°af’p(2 — q)q + afb(1 — p)(1 — ¢)(b(3 + 268(1 +q)) + 1)
+a*(aBq(p + 48p — 2b(—p + B(1 — p)(1 — q)) — 28pq))
+a(aBpg + b1+ aB((—1 = 28(1 — q))g — p(1 — 4q)))
+20°(1 + af(—q + p(=1+ 29 — Bg + 8¢*))))
+2ab’B(1 = p)(1 = g)(1 + B+ Bq).

Dokaz: Na osnovu definicije procesa vazi da je

E(ngn) = pqE(Pa(Xn-1, En)2905(Xn—17 M) +p(1 — @) E(pa(Xn-1, 5n)2905(yn—17 M)
+ (1= p)gB(a(Ya-1,0)*05(Xn-1,7)) + (1 = p)(1 = @) E(pa(Ya-1,0)°0(Ya1,7m))-

gde je ¢, (X, €) = yoX +e. Primenom osobina binomnog tining operatora dobijamo jednacinu
(3.20). Jednacina (3.21) se izvodi na sli¢an nac¢in. Da bismo dokazali da su momenti konacni,

fokusiraéemo se na determinantu sistema, za koju vazi

1—a’fp(l—q) —a®B(1—p)q

1 e ey | = (1= B = )1 a1~ )

B -p)?¢ > (1-p)?*—(1-p)?*=0.
jer su o, 5 € (0,1). Kramerove formule impliciraju da su reSenja sistema jednacina (3.20) i
(3.21) konacna. [
Lema 3.7. Zajednicki moment E(X?2Y?) je reSenje jednacine

(1—a?B*(p+q—2pq))E(X2Y?) = di E(X2Y,) + dy E(X,)Y.2) + d3sBE(X,.Y,) + ¢n
(3.22)
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iz skupa realnih brojeva, gde su koeficijenti dy,ds,ds i ¢ dati jednacinama

dy = —af((1+2a)B(=1+ p)g + a((1 + 20)Bq + 2(—a + b)Bp’q
+ (=14 B +q —2Bq +4aBq — 2aB¢* + 2b(—1 + B+ q¢ — 4Bq + ¢*))))
dy = —af(a(l +2b) (=1 + p)g + B(—2a(a — b)p*(~1 +q)
+ag(l —2b(=1+ q) + 2aq) + p(=1 + a(1 + 2b(1 — q)* = 2¢) + ¢ — 2a(1 — ¢ + ag?))))
ds = afB(l — a — 2ab + 2abp + 2a(1 — ap)) (=1 + 8 — 2b(1 + B(—1 + ¢)) + 2afq)
(=g +p(=1+29))
¢ = 4a’aFp(2+ a(5 +p(—=2 +q) — 29) — q)q
+a*208p(1+ a2 —p+26(6 + p(—2 +q) — 2¢)) —35(=2+q))q
+4abBq((1 — (=2 +p))p + B(=1+ ap® + p(1 + (=2 + q) — q) + q))]
+ a*[3afpq + 40° Bpq + 4a8°pg + 407 52pg — 207 Bp*q — 2057 pg?
—40* (=1 + 81 — p)p(1 — q)(1 + 28q) + aB(q + p(1 + (=2 + B)q — B¢%)))
—20(=1+ aB((1 = 38(=1+4q))q +p(1 = 5+ B)g + B¢*))
+ a?Bp(1 4+ (=54 68)q — 48¢* + p(—1 + (3 — 48)q + 284%)))]
+ a[aBpq — 1202 5%pg + b(1 + 208 — 202 Bp + 202 Bp?
— 3afq — 208°q + 2a3%¢* — 3aBp(1 — 29))
—4ab’B(=14p)(1 —q—apg+ (1 —q)(1+q—alp+q)))
— 20* (=14 aff (=3 + p(4 — 5¢) + 4¢ + B(1 — ¢)(—=2(1 + ¢) + p(2 + 3¢)))
+a?B(1—p)(26(1 — q)g+ p(2+ ¢ — 28(1 — ¢*))))]
+4a'B(1 = p) (1 — )1 +p+ B2 +p + g+ pg)]
+2ab°8(1 = p)(1 = (1 + B + Bg + a(3(1 +p) + 2633 + p + ¢+ pqg))]
+ 0 [aB(—=1 +p) (=14 ¢)(3+ 2a(1 4+ 28 + p) + 28(1 + q))]
+ baB(1 — 12a8)(1 — p)(1 — ).

Dokaz: Mozemo primetiti da su koeficijenti jednacine (3.22) kona¢ne vrednosti, pa na osnovu
leme (3.6) zakljuCujemo da je izraz na desnoj strani jednakosti konacan. Dalje, kako je 0 <
p+q—2pg < 1tosledidaje 1 —a?3%(p+q—2pq) > 0, $to implicira da je reSenje jednaline
(3.22) konacno. [

Lema 3.8. Zajednicki momenti E(X3Y,,) i F(X,Y?) su refenja sistema jednacina

(1=p(1 = q)a®B)E(X2Y,) —q(1 —p)a®BE(X,Y;) = &
—(1 = p)gaf’E(X]Y,) + (1= p(1 — @af)E(X,Y;) = &
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iz skupa realnih brojeva, gde su &, i & dati jednacinama

&

&2

= EXY?[3028(1 — p)(1 + a(1 — ap) — (1 4 b — bp))q]

+ EX?*Y3a*Bp(1 — ¢)[1 +a(l — ap) + a(1 + b — bp)]

+ EXY[—aB(1+ a(—3+6b(—1+p)) + 6a°(1 — ap + a*(—1+ p)p)
+a?(2 = 3b(=1 +p) + 66°(=1 + p)p) — 3a(—2 + a*(—=1 +4b(—=1 +p))p
+a(l = 2b(=1+p) +2p)))(—q + p(=1 + 29))]

+6a'afp[l +a(2 —p) +a*(3 = 3p+p?)g

+ a®[6aBp(2 + 2a(2 — p) + a*(3 — 3p +p?))q

—60(=1+a’B(1 = p)’p + ?B(1 = p)p(1 — q) + af(p + ¢ — 2pq))]

+ a’[aB(7 + 6a(2 — p))pq + 6ab>B(1 — p)(1 — g — apq

— a®p(q+p —2pq)) — 6b(—=1+’B(1 —p)p(2 — ¢) + &*B(1 = p)*p(1 + q)
—aB(1—2q—p(2—3q)))]

+ alaBpg — 120° Bpg

+6a°0°B(—1 4 p)(—1 + ap? + p(—=1 4 q) + q)

—6ab’B(—=1+p)(1 + a’p*(=2+¢) — ¢+ a(l +p—q—2pqg))

+b(1 +6a*8(—1+p)p+aB(6 —Tq + p(—7+ 8¢q)))]

+66°a?B(1 = p)(1 = )1 +p+ a(l +p +p*)]

+0%[aB(1 = p) +6a°B(1 = p)(1 +p)(1 = ) — aB(1 - p)q]

+bla(1 = 120%)3(1 — p)(1 — q)]

= EXY?[3afp(—1+q)(=1+ 8+ aBq + b(=1+ 3 — Bq))]

+ EX?Y[-3a*(=1+p)g(1 — B+ b(1+ (=1 +q)) — aBq)]

+ EXY[af(q+p(1 —2q))(1 —35(1 + 2aq)

+ B%(2 + 3aq + 6a*(—1 + q)q) + 66*(1 + B(—1 +q)

+ B2(=1+q)q) = 3b(=2+ B3+ 2(—1 + a)g) + B*(—1 + ¢)(1 + 4aq)))]
+ 6a*aB3pq(3 — 3¢ + ¢*)

+a*[=6ab3 (p(—2 + q) + B(1 — ¢)*)g — 6a%pg(—2 + ¢ — B(3 = 3¢ + ¢*))]
+ a’[aBpg + 6087p(2 — q)q — 6abBq(—p + (1 + p)(1 — ¢)°

+ B(1 = 3p — g+ 2pq)) — 6ab*Bg(—p + B(1 = p)(1 = q)

+ 821 = q)(p+q — 2pq))]

+ alafBpg — 12a3°pg + b(1 — afp — afq — 6a5°q + 8afpq + 605°¢”)
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+60°(1+ af(q(—1+ > (=14 q)q) + p(=1+ (2= B)g + 5¢%)))

—6b° (=14 af(q(1+ 8 — Bg+25*(1 — q)q) + p(1 — (3 = B)g — B(L + B)¢* + °¢*)))]
+ 608 (1 —p)(1 — )1+ B +q) + 821+ ¢+ ¢°))

+6ab’8(1 —p)(1 —¢)(2+28(1+q) + 521+ ¢+ ¢%))

+ b [7ap — Tapp + 608 (1 — q) — 6ap%*p(1 — q) — TaBq

+ Tafpq + 6a5*(1 — q)q — 6a3°p(1 — )]

+blaf — afp — 12a8°(1 — q) + 12a8°p(1 — q) — aBq + afpq].

Dokaz: Dokaz je analogan dokazu teoreme (3.6).0]

Najzad, moZemo primeniti teoremu 3.2 iz Tjgstheim (1986) kojom dobijamo asimptotsku

raspodelu MCLS ocena nepoznatih parametara.

Teorema 3.9 (Popovic, Risti¢ i Nasti¢ (2015), teorema 4). Niz ocena nepoznatih parametara

dobijenih MCLS metodom, (S)%ls ima asimptotski normalnu raspodelu sa srednjom vrednoscu

O idisperziiom n 'U 'RU, gde su R = E (%%fn‘n_lag”) iU=F (g%%‘g), pri Cemu je

Be)
X2, X, 1Yo 0 0 (1—-6)X, 1 —0,X, 1
Xp-1Yn_1 Y2, 0 0 (1—61)Y, 1 —0,Y,_4
U - 0 0 ) Xg_} anl?n,l —e3):(n,1 (1- 94)):(%1
0 0 XY Y2, =03, (1=04)Y,
1—0)Xp1 (1=6)Yuq —63X, 1 —03Y, 1 (1—61)2+63 —0,(1 — 6;) — 05(1 — 6,)
—0, X1 =0V, 1 (1=0)Xn 1 (1=0)Y, 1 —05(1—6) —63(1—6,) 02 4 (1 — 04)?

gdeje Xn—l = Xn—l —a ii/n—l = Yn—l — b

Dokaz: Svi elementi matrice R su linearne kombinacije momenata E(X'Y7), i + j = 4,
1,7 > 1. Kako smo dokazali da su ovi momenti konac¢ni to su i elementi matrice R konacni.
Dakle, prema teoremi 3.2 Tj@stheim (1986), za MCLS ocene definisane teoremom 3.5 vazi da
V(0% —0) = N(0,U'RU ") kad n — oo. O

Asimptotsku raspodelu ocena polaznih parametara &, B,pig dobijamo na sledeci nacin.

=z

Uvedimo funkcije g1(z,y) = = +y, g2(z,y) = ;7

i neka je

g(w1, 19,73, 74) = (91(951,902)791@3,954)792($1>$2),92(1’3,9174)>/-
Funkciju g smo uveli tako da je g(él, Oy, 05, §4) = (q, B, P, 4). Kako su ¢ () i go(+) neprekidno
diferencijabilne funkcije, to primenom teoreme 6.4.3 iz Brockwell i Davis (1991) dobijamo da

je g(él, ég, é‘g,, <§4) asimptotski normalno raspodeljen sa srednjom vredno$cu g(6,, 02,03, 64), i

disperzijom DU 'RU ' D’ pri ¢emu je matrica D data jednainom (2.28).
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3.1. Model sa razli¢itim parametrima marginalnih raspodela

Metod uslovne maksimalne verodostojnosti

Uslovna raspodela verovatnoca slu¢ajnog vektora (X,,Y;) (u odnosu na (X, 1,Y, 1))
koji je definisan BVGGINAR(1) modelom data je jedna¢inom (3.13). Oznac¢imo vektor
nepoznatih parametara sa @ = («, 3, p, q, a, b), koji ¢emo oceniti na osnovu slucajnog uzorka
{(X1,Y1),...,(X,,Y,)}. Ocene parametara dobijamo kao vrednosti koje maksimiziraju

logaritamsku funkciju verodostojnosti

" A2 a
LBZ 1 {AH -1, 9t—-1, 771:18: H(7 -1 77)
(0) tZ;Og V(i1 Yot 0o @ Lmmig) + 7 Hy (@1 Yo, 20,

a(a — ap + bp) )}

a?
1+ a(a—ap+ bp)

A
3 H,
1+ a(a —ap+ bp)

N
B b
+ Z lOg {BlHq(xtb Yt—1, Yt, B: 1{yz=k}) + T_ﬁqu <xt17 Yi—1, Yt ﬁ> >

t=2 1+0b
Bla — aq + bq) )}
1+ 8(a—aq+0bq)) )’

_|_

(wt—la Yt—1, Tt,

Bs

Hy |z, g
* 1+ ala — ag + bq) ‘J(mt 1, Yt—1, Y, B,

gde je

min(u,w) min(v,w)
U v
H,(u,v,w,8,D) =71 Y FA=8)“FD (1 -r) Y 6 (1 — &) kDwF,
im0 \F im0 \k
aA;iBj,i,j € {1,2,3} suverovatnoce definisane teoremom 3.3. Pocetne vrednosti X; i Y] su
fiksirane. Zbog kompleksnosti funkcije verodostojnosti, njene ekstremne vrednosti ne mozemo
naci analitickim putem, ve¢ ¢emo maksimizaciju sprovesti numericki pomocu programskog

jezika R i funkcije nlm.

Rezultati na osnovu simulacija

IzvrSicemo uporedivanje ocena nepoznatih parametara dobijenth MCLS 1 CML metodom.
U tu svrhu generisacemo skup od 100 uzoraka obima 100, 200 i 500. Uzorci su generisani na
osnovu jednacina (3.1) i (3.2), sluCajnim uzorkovanjem iz odgovarajuéih raspodela
verovatnoca za proces preZivljavanja i za inovacioni proces. Simulacije se sprovode za
razliite vrednosti parametara. Regresioni koeficijenti, o i (3, uzimaju vrednosti izmedu 0.1 i
0.6 gde pretpostavljamo da oba ova parametra imaju male vrednosti (kad fiksiramo 0.1 za « i
0.2 za f3), zatim kada imaju velike vrednosti (pa je uzeto 0.6 za « i 0.45 za f3) i slucaj kada su
parametri slicni onima iz poglavlja 3.1.5 gde proucavamo primenu modela na stvarnim
podacima. Permutovanje vrednosti za ove parametre nema posledice na zakljucke o
podobnosti MCLS i CML metoda, pa ¢emo ih ovom prilikom izostaviti. Parametri p i ¢ su

izabrani tako da favorizuju autoregresivnost nizova {X;} i {Y;} ali i da obezbede zavisnost
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Tabela 3.1: Ocenjene vrednosti nepoznatih parametara za BVGGINAR(1) model - Za svaki
obim uzorka prva vrsta sadrzi ocenjene vrednosti, druga vrsta standardnu devijaciju.

MCLS CML
| Obim | & B b q a b & B ) g a
a)a=0.1,=02,p=0.55¢=04,a=6,b=3

100 | 0.1305 0.2017 0.2996 04244 6.0196 3.0210] 0.1212 0.186 05725 0.4204 6.0301 3.0353
0.1780 0.1163 0.3564 0.2792 0.6179 0.4037 | 0.0805 0.0592 0.3353 0.2108 0.6186 0.3873
200 | 0.1257 0.2042 03462 0.4516 6.0371 2.9855 | 0.1172 0.2075 0.5691 0.4354 6.0337 2.9798
0.1345 0.0805 0.3558 0.2135 0.4224 0.2536 | 0.0782 0.0488 0.2651 0.1542 0.4355 0.2631
500 | 0.1054 0.2015 0.4917 0.4058 5.9882 2.9878 | 0.1091 0.2062 0.5633 0.4127 5.9891 2.9905
0.0835 0.0530 0.3610 0.1201 0.3088 0.1610 | 0.0676 0.0394 0.2192 0.0897 03115 0.1711

b)a=0573=03p=08¢=08a=23b=2
100 | 049 02845 0.761 0.7845 2974 19891 ] 05181 0.2985 0.8147 0.8046 3.306 2.2315
0.1657 0.1248 02006 0.2021 0513 0331 | 0.0552 0.0677 0.1163 0.1466 1.1312 0.4891
200 | 0.5034 02973 0.783 0.7797 3.0353 2.002 | 0.5042 0.2944 0.8075 0.8146 3.1367 2.0792
0.1074 0.0875 0.1479 0.1683 0375 0.2221 | 0.0383 0.0512 0.0755 0.1214 0.751 0.3242
500 | 0.5032 0.2957 0.7941 0.7916 3.0352 2.0151 | 0.5014 0.2984 0.7991 0.8031 3.1121 2.0397
0.0684 0.0509 0.1004 0.1211 0.2171 0.137 | 0.0292 0.0282 0.0454 0.0732 0.4701 0.2051
c)a=06,=045p=0.55,¢q=04,a=6,b=3

100 | 05773 0.4329 0.5293 04249 6.1196 3.0326 | 0.5722 0.4435 0.5457 0.3883 5.935 3.0323
0.2082 0.1042 0.2422 0.1986 0.9770 0.4979 | 0.0785 0.0592 0.1296 0.1377 0.9225 0.4274
200 | 0.5920 0.4382 0.5312 0.4241 6.1005 3.0539 | 0.5881 0.4471 0.5439 03891 6.0379 2.9527
0.1477 0.0846 0.1695 0.1482 0.7116 0.3898 | 0.0513 0.0507 0.1193 0.1272 0.6982 0.4091
500 | 0.5822 0.4464 0.5457 04034 6.0144 3.0256 | 0.6021 0.4521 0.5562 0.4022 5.9441 3.0213
0.0963 0.0480 0.1165 0.0756 0.4516 0.2294 | 0.0477 0.0423 0.1003 0.0965 0.4329 0.3251

[k

izmedu ovih nizova. Stoga smo za parametar p uzeli vrednost 0.55, a za ¢ 0.4. Takode smo
razmatrali slucaj kad su vrednosti za oba parametra velike, gde je p = ¢ = 0.8. Dalje,
simuliraCemo nizove koji imaju relativno velike i relativno male srednje vrednosti, pa u prvom
slucaju vrednosti parametara a i b postavljamo na 6 i 3 redom, a u drugom na 3 i 2, redom. Na
kraju, dobijamo sledece tri kombinacije parametara: a) « = 0.1, 5 = 0.2, p = 0.55, ¢ = 0.4,
a=6,b=3;b)a=05p=03,p=084¢=08,a=3,b=2;c)a=0.6,5 =045,
p = 055, ¢ = 04, a = 6, b = 3. Slucaj a) generiSe nizove {X,;} i {Y;} sa srednjim
vrednostima 6 i 3, disperzijama 42 i 12 redom i kovarijacijom 0.25. Za sluc¢aj pod b), srednje
vrednosti su 3 1 2, disperzije 12 1 6, a kovarijacija 1.25. Kod testa c) srednje vrednosti su 6 1 3,
disperzije 42 1 12, a kovarijansa 3.9. Dobijeni rezultati prikazani su u tabeli 3.1. U tabeli 3.1
pored ocena parametara, takode su prikazane vrednosti standardnih devijacija dobijenih ocena.

Ocenjivanje metodama CML 1 MCLS sprovodi se numerickim putem, gde smo Koristili
programski jezik R. Kako su MCLS ocene = 1,2,3,4, a1 b reSenja nelinearnog sistema
jednacina, do njih dolazimo pomocu funkcije BBsolve koja se nalazi u paketu BB (Varadhan
i Gilbert (2009)). Za polazne vrednosti MCLS ocena uzimamo 6y; = 0.5,¢ = 1,2,3,4, a za
parametre a i b koristili smo sredine uzoraka X i Y, redom. Na kraju smo ocene za parametre
a, B, piq dobili iz jednatina & = 0; + 0y, § = 05+ 04, p = 61/ (61 + 05) i G = 03/ (05 + 0).
Kako se do ocena parametara dolazi numeri¢kim putem, deSava se da ocenjene vrednosti nisu

iz oblasti definisanosti parametara za posmatrani model. U tom slu¢aju za vrednost parametara
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— CML 500
— CLS 500
— CML 200
— CLS 200
— CML 100
~ CLS 100

— CML 500
— CLS 500
— CML 200
— CLS 200
— CML 100
~ CLS 100

— CML 500
~ CLS 500
— CML 200
— CLS 200
— CML 100
~ CLS 100

CML 500
CLS 500
CML 200
CLS 200
CML 100
CLS 100

CML 500
CLS 500
CML 200
CLS 200
CML 100
CLS 100

CML 500
CLS 500
CML 200
CLS 200
CML 100
CLS 100

Slika 3.1: Kutija dijagram ocenjenih parametara za slucaj c).

Ovakav scenario uglavnom se deSava kad

uzima se najbliza granica intervala definisanosti.

je obim uzorka mali, a prave vrednosti parametara su blizu granice intervala definisanosti. Na

definisanosti kada je obim uzorka 100. U tim sluCajevima za ocenu parametra v uzimali smo

primer, za slu¢aj a), ocenjene vrednosti za parametar o u 17 od 100 slucajeva bile su van granica
vrednost 0.001.

Ocene metodom CML dobijene su pomocu funkcije nlm programskog jezika R. Uzete su

iste inicijalne vrednosti kao za MCLS metod. OgraniCenja za parametre su implementirana u
optimizacioni algoritam, tako da su sve ocenjene vrednosti iz intervala definisanosti modela.

Rezultati prikazani u tabeli 3.1 pokazuju da se obe metode ponaSaju dobro kad je obim

93



Glava 3. Uopstavanje dvodimenzionalnih modela sa slu¢ajnim koeficijentima

uzorka 500. Za obime uzorka 100 i 200, parametri «, 3, p i ¢ bolje su ocenjeni CML metodom.
Ocene parametara a i b su sasvim dobre kod oba pristupa. Slika 3.1 prikazuje dijagrame
ocenjenih vrednosti za izbor parametara c). MoZemo primetiti veliku razliku u standardnoj
devijaciji ocena u korist CML metode. Kada je obim uzorka 100 uo¢avamo ocenjene vrednosti
za « 1 p koje izlaze iz intervala definisanosti kod MCLS metode. To za posledicu ima loSije
ocene tih parametara. Zakljucci su sli¢ni i za slucajeve pod a) i b) te ih neemo posebno
navoditi.

Potrebno vreme za ocenjivanje parametara MCLS metodom je znacajno krace nego kod
CML pristupa. CML metodi treba izmedu 5 1 10 minuta da oceni parametra kada je uzorak
obima 100. Takode, vrednosti parametara utiCu na vreme izracunavanja. Tako je za izbor
parametara b) procedura znatno brza nego za slucaj pod a). Sa porastom obima uzorka vreme
izraCunavanja drasti¢no raste. MCLS metodi treba manje od minut za bilo koji izbor parametara
kada je obim uzorka 100. (IzraCunavanja su sprovedena sa procesorom od 2.9GHz izgradenim

na 32nm tehnologiji.)

3.1.5 Primena na stvarnim podacima

U ovom potpoglavlju ilustrovaéemo primenu BVGGINAR(1) modela na stvarnim
podacima. Podaci koje ¢emo Kkoristiti su zapisi o kriminalnim aktivnostima u Pitsburgu u
periodu od januara 1990. do decembra 2001. godine. Ovi podaci mogu se naci na internet
adresi http://www.forecastingprinciples.com/index.php?option=com_content&
view=article&id=47&Itemid=250. Dva niza na koje se fokusiramo jesu broj pljacki
(ROBB) 1 broj ozbiljnih napada (AGGASS) zabeleZenih u policijskoj stanici broj 510.
AGGASS je definisano od strane FBI-a kao "nezakonit napad jedne osobe na drugu sa
posledicom nanoSenja teskih telesnih povreda... Kada je AGGASS pracen kradom, onda ono
potpada pod kategoriju razbojniStva (ROBB)". Vidimo na osnovu definicije da je prirodno da
ova dva vremenska niza budu zavisna. Ono $to je zajedni¢ko za oba ova niza jeste da je malo
verovatno da oSteCena osoba pocini ista dela. Zato mozemo reci da proces preZivljavanja nije
samoindukovan. Sa druge strane, pocinioci su verovatni ucesnici istih ovih dela u buducnosti
dok najzad ne budu uhapseni. Sto ée reéi da inovacioni proces ima sporu stopu opadanja.

BVGGINAR(1) model uporedi¢emo sa jo$§ nekim dvodimenzionalnim modelima, kao $to
su modeli koje su predstavili Pedeli 1 Karlis (2011). Ovi modeli su takode prilagodeni za
nizove sa razli¢itim marginalnim raspodelama. Bazirani su na binomnom tining operatoru.
Prvi od dva modela, BVPOIBINAR(1) pretpostavlja Puasonovu dvodimenzionalnu raspodelu
inovacionih procesa, dok je kod drugog, BVNBIBINAR(1) dvodimenzionalna geometrijska
raspodela inovacionih procesa. JoS ¢emo ispitati kako se BVGGINAR(1) ponasa ako
pretpostavimo istu marginalnu raspodelu za posmatrane nizove (odnosno a = b). Ovaj proces

oznacicemo sa BVEGINAR(1). Kiriterjjum za utvrdivanje adekvatnosti modela bice Akaike
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Tabela 3.2: Ocenjeni parametri sa standardnom devijacijom u zagradi, AIC, BIC i RMS za
vremenske nizove ROBB 1 AGGASS.

RMS RMS

Model CML ocene AIC BIC ROBB AGGASS

& = 0.499(0.052), 3 = 0.281(0.058)
BVGGINAR(1) p=0.887(0.12), 4 = 0.805(0.192)  1065.83 1083.65 2496 1827
4= 2.877(0.328), b = 1.765(0.187)
= 0.413(0.042), \; = 1.664(0.148)
BVPOIBINAR(1) —0.21(0.053), A, = 1.389(0.128)  1183.76 1198.61 2541 1857
¢ = 0.443(0.107)
a1 = 0.413(0.046), \; = 1.665(0.205)
BVNBIBINAR()  d, = 0.169(0.061), A, = 1.461(0.182) 1077.39 109224  2.541

3 = 0.883(0.176) 1.88
& = 0.468(0.039). 3 = 0.289(0.064)
BVEGINAR(1) = 0.98(0.14), § = 0.625(0.184)  1082.77 1100.59 2.521  1.992

= b=2.65(0.391)

informacioni kriterijum (AIC), Bajesov informacioni kriterijum (BIC) i srednje kvadratna
greSka (RMS). Dok nam prva dva kriterijuma govore koliko je pretpostavljena raspodela
modela odgovarajua za posmatrane podatke, treci kriterijum procenjuje greSku predvidanja

za jedan korak unapred.

Pre nego §to zaponemo modelovanje vremenskih nizova, iskoristié¢emo y? test kako bi
proverili da su posmatrani nizovi sa geometrijskom raspodelom. Za vremenski niz ROBB
p-vrednost test statistike je 0.367, dok je kod AGGASS 0.417. Stoga, prihvatamo hipotezu da

su serije geometrijski raspodeljene.

Srednje vrednosti za ROBB 1 AGGASS su 2.87 1 1.76, a disperzije 9.03 i 4.04 redom.
Koeficijent korelacije je 0.51. Vidimo da je odnos disperzije i srednje vrednosti znatno veci
od jedinice kod oba niza. Kao Sto smo 1 pretpostavili, koeficijent korelacija izmedu nizova je
veoma velik. Sa slike 3.2 moZemo primetiti prisustvo autokorelacije kod oba niza. Takode

postoji 1 znaCajna korelacija sa korakom jedan izmedu nizova.

Tabela 3.2 sadrzi dobijene rezultate. Pored vrednosti ocenjenih parametara, tu su i
standardne devijacije dobijenih ocena navedene u zagradama. Za razmatrane vremenske
nizove BVGGINAR(1) model daje najbolje rezultate po sva tri kriterijjuma. Zbog znacajno
vece disperzije od srednje vrednosti ovih vremenskih nizova, modeli sa geometrijskom i
negativhom binomnom raspodelom su bolji izbor, Sto se 1 odrazilo na vrednosti AIC mere.
BVEGINAR(1) model pretpostavlja jednakost marginalnih raspodela Sto dovodi do
pogorSanja RMS kod oba niza. Kako su srednje vrednosti nizova prilicno razliCite,
pretpostavka o njihovoj jednakosti dovodi do loSije vrednosti funkcije verodostojnosti, pa ni

pretpostavka o pravoj marginalnoj raspodeli ne moze da dovede do Zeljenih rezultata. Prema
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ROBB AGGASS

15

10

ACF

ACF
02 04 08 08 10

02 04 06 08 10

01 02 03 04
01 02 03 04

-0.1
-0.1

kroskorelacija: ROBB — AGGASS
| |
I
kroskorelacija: AGGASS — ROBB
| |
I
L

Slika 3.2: Trakasti dijagram, grafik autokorelacione i kroskorelacione funkcije za vremenske
nizove ROBB i AGGASS.

rezultatima testa koli¢nika verodostojnosti BVGGINAR(1) i BVEGINAR(1) modela (gde je
p-vrednost 1.34e~%), oni znacajno drugadije modeluju podatke. Svi ovi zakljudci ukazuju na

to da bi pretpostavka o jednakosti marginalnih raspodela bila pogreSna.

Kako bismo dalje ispitali BVGGINAR(1) model, simuliraCemo autokorelacionu (acf) i
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3.1. Model sa razli¢itim parametrima marginalnih raspodela

kroskorelacionu (ccf) funkciju na osnovu ocenjenih parametara modela. Primenjujuci
bootstrap metod, nalazimo 95% interval poverenja za vrednosti ovih funkcija. Bootstrap
metod sprovodimo tako $to simuliramo 1000 uzoraka obeju nizova sa ocenjenim vrednostima
parametara modela. DuZina simuliranih nizova je 144. Za svaki par simuliranih nizova,
ponovo ocenimo parametre 1 simuliramo novi par nizova duzine 500. Za te nove nizove
ratunamo acf i ccf. Grafici dobijeni ovim putem dati su na slici 3.3. MoZemo uociti
eksponencijalno opadanje autokorelacije kod oba niza, pri ¢emu je autokorelacija znacajna na
prvom koraku. Grafici sugeriSu veliku autokoreliranost niza ROBB, pri ¢emu nema znacajne
kroskoreliranosti. Na drugoj strani, niz AGGASS pokazuje znacajnu autokoreliranost samo na

koraku jedan ali vrlo veliku kroskoreliranost na koraku jedan.

o =T
[vs] ® |
EDD_ %D
X2
i <
- M i
ISI LT g
korak korak
B ?
< o (3
O w | ha
< ° g e
73] (=]
g :
[@)] [Ts] (O] ~—
B s T < o
: ° MW s N
z IH g © T
3 S- 7
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korak korak

Slika 3.3: Simulirane autokorelacione i kroskorelacione funkcije za nizove ROBB 1 AGGASS.
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Glava 3. Uopstavanje dvodimenzionalnih modela sa slu¢ajnim koeficijentima

3.2 Model sa razli¢itim parametrima tining operatora

U ovom poglavlju definisaéemo dvodimenzionalni nenegativni celobrojni autoregresivni
model reda jedan sa razli¢itim Bernulijevim raspodelama brojackih nizova (BVDCINAR(1)).
Brojacki nizovi su definisani pomocu Bernulijeve raspodele sa razliCitim parametrima. I dalje
oba procesa dvodimenzionalnog modela ucestvuju u definisanju procesa prezivljavanja, samo
je stopa "prezivljavanja" razliCita kod jednog i kod drugog procesa. Inovacioni procesi su
medusobno nezavisni i raspodeljeni tako da isprate pretpostavku o stacionarnosti procesa. Za
marginalne raspodele procesa uzeta je geometrijska raspodela. JoS jedna motivacija za
uvodenje ovakvog procesa je kombinovanje binomne i geometrijske raspodele. Tako je
omoguceno modelovanje vremenskih nizova ¢iji su procesi preZivljavanja i inovacioni procesi
sa razli¢itim osobinama. Kako je proces preZivljavanja baziran na binomnom tining operatoru,
on nije u moguénosti da generiSe nove dogadaje. Na taj nacin je evolucija novih dogadaja u
potpunosti odredena procesom inovacije. Kako bismo podrzali motivaciju za uvodenje jednog
ovakvog procesa razmatrali smo i njegovu primenu na stvarnim podacima.

U nastavku poglavlja razmatraéemo sledeCe. Potpoglavlje 3.2.1 dace nam definiciju
modela i neke osobine binomnog tining operatora karakteristi¢ne za navedeni model. Osobine
modela bi¢e razmatrane u potpoglavlju 3.2.2. Ocenom nepoznatih parametara baviéemo se u
potpoglavlju 3.2.3, gde éemo diskutovati generalisani metod momenata i metod uslovne
maksimalne verodostojnosti. Na kraju ¢emo u potpoglavlju 3.2.4 dati primer primene modela

na stvarnim podacima.

3.2.1 Definicija modela

Razmatramo dvodimenzionalni vremenski niz {(X, Y;)}ien, sa istim marginalnim
raspodelama. Marginalna raspodela nizova je geometrijska sa parametrom a/(1 + a),
X:,Y; ~ Geom(a/(1 + a)), gde je raspodela verovatnoca P(X; = k) = a*(1 + a)7*71,
a>0,k=0,1,2,... BVDCINAR(1) model definisan je jednacinama

X V.
X, — 1 0 Xy1+ &, SV.p, (3.23)
asoY; 1 +¢e, sv.l—p,
X V.
Y, — BroXi—1+mn, s.v.q, (3.24)
52 o Yt—l + Mt s.v. 1— q,

pri ¢emu vazi p,q € [0,1] i oy, B; € (0,1), ¢ = 1,2. Binomni tining operator definisan je kao
ao X = X, B;. Brojacki niz {B,;}icn je niz identi¢ki raspodeljenih slu¢ajnih promenljivih
sa Bernulijevom raspodelom sa parametrom «. Slucajne promenljive a;; o Xy, ag 0 Yy, 51 0 X,

i By o Y; nazivaju se procesi preZivljavanja, a brojacki nizovi koji ih generiSu su medusobno
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3.2. Model sa razlicitim parametrima tining operatora

nezavisni za svako ¢ € Nj. Nenegativni vremenski nizovi {e; }scz 1 {7 }1ez su medusobno
nezavisni, sa kona¢nim momentima prvog i drugog reda, pri ¢emu jo§ vazi da je (g4, 7;)
nezavisno od (X, Y;) za s < t. Slucajne promenljive sa Bernulijevom raspodelom odreduju
procese preZivljavanja. Kako one reprodukuju O ili 1 dogadaj, to procesi preZivljavanja
nemaju moguénost da generiSu nove dogadaje. S druge strane, marginalna raspodela modela
je geometrijska Sto omogucava modelovanje vremenskih nizova ¢iji je odnos disperzije i
srednje vrednosti veci od jedan. Posebna motivacija za uvodenje ovakvog modela je Sto je
izbaCena pretpostavka o jednakim raspodelama procesa prezivljavanja.

Za kompletiranje definicije modela potrebna nam je i marginalna raspodela inovacionih

procesa. Raspodela za procese {¢,} i {n;} data je slede¢om teoremom.

Teorema 3.10 (Popovié¢ (2015b), teorema 1). Neka su o1, o, 51, B2 € (0,1), p, ¢ € [0,1], a >
0iXo LY, < Geom(a/(1 + a)). Stacionarni dvodimenzionalni vremenski niz {( Xy, Y:) h>0
dat jednacinama (3.23) i (3.24) je sa geometrijskom marginalnom raspodelom sa parametrom

_a

ako i samo ako je raspodela procesa {e;} i {n;} definisana kao

1+4a
a (1—a1)(1—a2)
) Geom(m), A —lfal(ifp)szpQ
4 a(ai1(1—p)+asp) (c1—a2)?(1-p)p
e =\ Geom (it tan ) oY G e (e (3.25)
0, SV, i) fasn (ﬁlpc;iaw
i
a (1-p1)(1—PB2)
L | GeomlrE); SV 15 -0
4 a(B1(1=q)+B2q) (B1=82)*(1—=q)q
ne=y Geom (1+a(ﬁ1(1—q)+,82q)) » SV B Peg) 1-BL(1—q)—P2q) (3.26)
0 RY B182
’ © B1(1=q)+P2q

Dokaz: Neka je {(X, Y;)} stacionarni dvodimenzionalni vremenski niz definisan jednac¢inama

_a

1+a
operatora i pretpostavke da je dvodimenzionalni niz stacionaran, sledi da je ®,0x(s) = ®x(1—

(3.23) i (3.24), sa marginalnim raspodelama Geom(+%). Na osnovu osobina binomnog tining
a(l — s)) (gde je x(s) funkcija generatrisa verovatnoca slucajne promenljive X). Tako

dobijamo da je

(1 4+ aaq (1 —s))(1+aas(l—))
(I+a(l—9)(1+alap+ar(l—p)) —alasp+ ar1(1 —p))s)
o Ay . Ay
a(l1—=p)+ap  1+a(l—s) 1+a(ai(l—p)+ap)(l-—-s)

D, (s) =

(I—an)(=as) ; A _ (a1—a2)*(1—p)p
1—a1(1-p)—agp = 72~ (a1(1—p)+azp)(1—ai(1—p)—azp)

sabirak gornje jedna¢ine ozna¢imo sa Az, moZemo jednostavno proveriti da je 30 | A; = 1.

pri ¢emu smo uveli oznake A; = . Ako i prvi

Kakojel =1—p+p > a1(1 — p) + asp, to je A; > 0 za svako i, odakle sledi da su A; dobro
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definisane verovatnoce. Dokaz je analogan za proces {7, }.
Pretpostavimo sada da su procesi {¢;} i {n;} raspodeljeni prema jednacinama (3.25) i

(3.26), redom. Kako je Xo, Yy ~ Geom(1) to imamo da je

Dx,(s) = (PPxo (1 — a1 = 8)) + (1 = p) Py (1 — 2(1 = 5))) e, ()

B p l—p
= <1+a—a(1—a1(1—s)) i 1—|—a—a(1—a2(1—s))>
(14 aqa(l —s))(1+ asa(l —s)) o 1

“Utal—s)l+alap+a(l—p)i—s] ~ I+a(l—s)
By, () = (q®xy (1= Br(1 — 5)) + (1 — )Py, (1 — Ba(1 — 5))) By, (5)

(e A= e - aa=w)
l+a—a(l—=/F(1=35) 14+a—a(l—pF(1—2s))

y (14 Bra(l —9))(1+ fra(l —s)) _ 1
I+ad—s)A+allg+bl-q)L-s)] — 1+all-s)

paje Xi,Y1 ~ Geom(l%a). Matematickom indukcijom dokazujemo da 1 X; 1 Y; imaju
geometrijsku raspodelu sa parametrom 73 za svako ¢ € Ny. U

Inovacioni procesi definisani su prilicno komplikovanim jednaCinama, ali ako malo
pazljivije pogledamo, videCemo da su oni zapravo linearne kombinacije dve slucajne
promenljive sa geometrijskim raspodelama i degenerisane sluc¢ajne promenljive u nuli. Ovakav
proces moZze biti veoma primenljiv, jer pretpostavka da inovacioni proces ima istu raspodelu

na celom vremenskom intervalu ne mora uvek da vazi. Dakle, ¢injenica da parametri v; =

a(ai1(1-p)+asp)
14+a(a1 (1—p)+azp)

Teoretski, moze se dogoditi da parametri 1y i 5 budu viSestruko razliciti, $to bi prakti¢ni

_a_
1+a
koji definiSu proces {e;} nisu jednaki, ¢ini ovaj proces prirodnijim.

iVQI

aspekt procesa {£,} dovelo u pitanje. Ocigledno da je ;1 = 15 kada je oy (1 — p) + agp = 1.
Tada je slu¢ajna promenljiva £, kombinacija geometrijski raspodeljene slucajne promenljive sa
parametrom a /(1 + a) €iji je tezinski koeficijent 1 — a1 degenerisane slucajne promenljive
u nuli sa tezinskim koeficijentom ;. Ista diskusija vazi i za proces {7;}. Definicija
inovacionih procesa se ne moZe uprostiti jer nam je cilj oCuvanje stacionarnosti modela.

Razmotrimo neke specijalne slucajeve modela za odredeni izbor parametara.

e Zap = 11iq = 0, dobijamo dva nezavisna autoregresivna procesa reda jedan koji glase
Xi=aoX; 1 +&iY,=p0oY, 1 +n.

e Zap = 0ig = 1, dobijamo model gde se vremenski niz {Y;} naziva dualnim u odnosu
na niz { X;} (sli¢no kao model Dewald, Lewis i McKenzie (1989)).

e Zap = 1iq = 1, oba niza {X;} i {Y;} su generisani samo preko {X,} i inovacionih
procesa, gde {¢;} definiSe niz {X;}, a {n;} niz {¥;}. Dobijamo model oblika X; =
aoXi 1 +eiY;=00X 1+
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3.2. Model sa razlicitim parametrima tining operatora

e Zap = 0iq = 0, obaniza {X;} i {Y;} su generisana samo preko {Y;} i inovacionih
procesa, gde {e;} definiSe niz {X;}, a {n:} niz {Y;}. Dobijamo model oblika X; =
aoY, 1 +eiYy=pFoY, 1 +mn.

e Zaay = apif; = P2, model je slican modelu koji su definisali Risti¢, Nastié, Jayakumar

1 Bakouch (2012) samo sa drugim tining operatorom.

BVDCINAR(1) model moZe se predstaviti u matricnom obliku kao u jednacini (2.4), pri
¢emu bi slucajne promenljive U;; i V;;, koje su elemeni sluCajne matrice A;, bile definisane kao
P(Uy = aq,Uy =0) =1—P(Uy; = 0,Uy = ) = pislitno P(Vy, = 1,V = 0) =
1 — P(Vi; =0,V = 35) = q. Pa bi shodno tome imali da je

L= Ult U2t 7 (3_27)
Vie Vi
aonda je 1
1 —
E(A) = A~ | @ @l=p | (3.28)
Big B2(1—q)

Naredna lema potrebna nam je kako bi dokazali jednu bitnu osobinu koja vazi za binomni

tining operator primenjen na matricu A,.

Lema 3.11. Neka su o, € (0,1), a X i Y zavisne slu¢ajne promenljive. Tada je cvo avo X +
aoBoY La20X +aBoY.

Dokaz: Ako je @ x (s) funkcija generatrisa verovatnoca sluc¢ajne promenljive X onda vazi da je
Pro(gox)(8) = Pgox (1—atas) = Px(1—af+afs) = Papox(s), paje ao(foX) L (af)oX.
Koristeci ovaj rezultat, imamo da je

Bt = E () [ (40 )
=F [E (3?o(aoX)|X) E (Sgo(ﬁoY)ly)} _E [E (S?2OX|X) E (8§a6)0Y|Y)}

:(I)aQOX,(oz,B)oY<Sl7 52)

odakle sledi da je (o (o X),a0 (S oY) < (a? o X, (aB) o Y). To dalje povlaci da je
ozo(ocoX)—l—ozo(ﬁoY)goﬂoX—i—(ab’)oY.D

Lema 3.12. Za slucajnu matricu A; datu jednacinom (3.27) i slucajni vektor Z = (X, Y)/
vazidaje Ay o (Ar_10Z) L (AA_1)o Z.
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Dokaz: Imamo da je

UipoUpy—1 + U o Vigoy Uppo U1 + Usp 0 Vg

A 0A_ =
VieoUp—1 + Voo Vigey Vigo U1 + Vor o Vg

Onda je

P (U oUs—1 +Us 0 Vig1) 0 X + (Upy 0 Ugp—1 + U 0 Vay1) oY = )
=pP((ayoUpy_1 +00Vy_1)oX +(ayoUy_1+00Va_1)oY =2)
+(1=p)P((0oUpqg+azoViy 1) o X + 00Uy 1+ as0Vy q)oY =2x).

Posmatrajmo samo prvi sabirak i imajmo u vidu lemu 3.11

pP((cqoUy—1 + 00 V1) o X +(aqoUsy_1+00Vay_1)oY =1x)
= plpgP ((cxoar +00f) o X +(a100+000) oY = x)
+p(1—q)P ((ac1oa; +000)o X + (0004 005)0Y =12x)
+(1—=p)gP (a1 004+00p6)0o X +(agyoas+000)oY =1x)
+(1-=p)(1—=q)P((cyo0+000)0oX + (agoas+00py)0Y =ux)
=plpgP (1 -1 +0-51)- X + (a1 -040-0)- Y = z)
+p(l—=q¢@)P (a1 a1 +0-0)- X+ (ay-04+0-52)-Y =1x)
+ (1 =p)gP ((a1-0+0-51) - X+ (a1 a2 +0-0)- Y =x)
+(1-p)(1=q¢)P((a1-04+0-0)- X+ (ag-as+0-52)-Y =
=pP (a1 - U1 +0-Viy1) X+ (g - U1 4+0- Vo q) - Y =2x).

xz

Alanogno se pokazuje i za drugi sabirak polazne jednacine Sto na kraju implicira da je

P((UyoUp—1 +Us 0 Vig1) o X + (Urp o Upp—y + Uy 0 Voy_1) oY = x)
=P (U - U1 AU - Vig1) - X+ (Uyy - Uggoy + Usp - Viyy) - Y =)

Isti pristup se koristi za dokazivanje jednakosti zajednickih raspodela. [

Ponavljanjem jednacine (2.4) i koriste¢i lemu 3.12, dobicemo da je

k k—1 i
= <H At—i) °oZip+ Y, (H At—j) °€—;t e (3.29)

i=1 i=0 \j=0

Kako su sluc¢ajne matrice A; i A; nezavisne za ¢ # j, imamo da je £ (Hf:1 At_i) = A*. Tako

moZemo da srednju vrednost niza { Z;} izrazimo preko srednje vrednosti inovacionog procesa
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3.2. Model sa razlicitim parametrima tining operatora

{e;} kao E(Z;) = A'EZy+ (I — A)"1(I — AY)E(e,).

Lema 3.13 (Popovi¢ (2015b), lema 2). Za slucajnu matricu A; i matricu A date

jednacinama (3.27) i (3.28), redom, i slucajni vektor Z = (X,Y) vazi
E((Ai0Z) (A0 Z))=AE(ZZ')A' + C pri cemu je
al —aja /
p(1—p) | vee 2 0
— 109 (0%
C pu—
2 _
0 q(1 —q) [ vec bi 51262
=BiB B
a1 (1 —aq)p 0
1 —as)(1—p)
o vec(E(zZ) + | L2 e Bz,
0 B1(1 = Bi)q
I Ba(1 = B2)(1 — q)

gde je ® Kronekerov proizvod.

Dokaz: Primetimo da je E((Uj;0 X) - (U oY) = pE((ao X)-(00Y))+ (1 —p)E((00
X) - (aoY)) =0 jersu Uy i Uy zavisne sluCajne promenljive od kojih je uvek jedna jednaka
nuli. Takode, imajmo u vidu da je E(Uy; 0 X)? = o?pEX? + a1 — a)pEX. Izvedimo dokaz

za svaki element pojedina¢no matrice F((A; o Z)(A; o Z)'). Imamo da je

E(Uy o X +UyoY)?=E((UyoX)*+2(Uyo0X)- (UyoY)+ (UyoY)?)
= afpEX? + a;p(1 — o) EX
+ai(1 —p)EY? + ay(1 — p)(1 — ay) EY
= 2P EX? + 20na9p(1 — p)EXY + 2(1 — p)2EY? + ¢4,

gde je c; element matrice C' na poziciji 1,1 i

e =aip(l —p)EX?* + ajp(l —p)EY? — 20100p(1 — p) EXY +
+a1(1—a)pEX + as(1 —ag)(1 — p)EY

!

=p(1-p)[a? —aaz —aja; o} | [ EX? EXY EXY EY?

Na sli¢an nacin dobicemo E(Vj; o X + Vo o Y))%. Dalje, za elemente van glavne dijagonale

imamo da je

E((Uio X + Uy oY )(Vigo X +VyoV)) = E((Uy0X) - (Vizo X))+ E((UyoX)- (Vs oY)
+ E((UyoY) - (Viyo X))+ E((UyoY)-(VoyoY))
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= a1/1pgEX? + a1 fop(l — q) EXY
+ 05261<1 — p)qEXY + Oégﬁg(l — p)(l — q)EY2

§to je jednako elementima van glavne dijagonale matrice AE(ZZ')A'.C]

Navescemo jos jednu lemu iz koje slede osobine modela diskutovane ranije.

Lema 3.14 (Popovi¢ (2015b), lema 3). Sve sopstvene vrednosti matrice A, definisane

Jednacinom (3.28), su unutar jedinicnog kruga.
Dokaz: Ozna¢imo sopstvene vrednosti sa A\; i Ay. Imamo da je
A+ Ao :ozlp—i-ﬁg(l—q) > 0.

Bez gubitka opstosti pretpostavimo da je Ay > \;. To povlaci da je Ao > 0. Dalje,

AAg = 04152]7(1 - Q) - 04251(1 - p)Q-

Primetimo da je

(I=2A)1 =) =1—= (A + X))+ A = (1= Ba2(1 —q))(1 — arp) — azBi(1 —p)g
>(1-(1=¢)1—-p)—(1-p)g=0.

Dakle vazidaje (A > 1A X > 1)ili (A < 1A X < 1). Kakoje A\; + Ao < a1 + 2 < 2,
imamo da je A\; < 11 Ay < 1. Na slic¢an nacin zakljucujemo

T+A)A+X) =14+ M+ X+ A =1+ ap)(1+5(1—-q) —abi(l—p.

Kako je umanjenik veéi od jedan, a umanjilac manji od jedan, razlika je pozitivna. Kako je
A2 > 0, onda je A\; > —1. Dakle dokazali smodaje —1 < A\ <1i0 < Ay < 1.0

3.2.2 Osobine modela

U ovom potpoglavlju naveS¢emo neke vazne osobine BVDCINAR(1) modela, kao $to su
uslovno ocekivanje, uslovna raspodela verovatnoa i Kkorelaciona struktura modela.
Dokazademo strogu stacionarnost, meSanje i ergodi¢nost modela.

Uslovno oc¢ekivanje slucajnih promenljivih X, i Y;,; za poznate vrednosti X; i Y; dato je

jednacinama

E(Xi1| X, Y:) = a1p Xy + ao(1 — )Yy + e
E(Yi1| X, Vi) = 19 Xs + Bo(1 — @)Y + pyy
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gde su ocekivane vrednosti inovacionih procesa p1. = a(l — ayp — az(1 —p)) i p, = a(l —
B1q — B2(1 — q)). Uslovno oéekivanje za k koraka unapred dato je jednacinom (2.8).
Kovarijaciona struktura BVDCINAR(1) modela data je jedna¢inom (2.9). Ovde ¢emo
navesti samo elemente kovarijacione matrice. Na osnovu marginalnih raspodela, jasno je da
su elementi na glavnoj dijagonali Var(X;) = Var(Y;) = a(l + a). Elementi van glavne

dijagonale dati su izrazom

a(1+ a)(a1Bipg + azfe(1 — p)(1 —q))

Cov(X,,Y;) = 1 —afi(1—p)g—aafop(l—q)

(3.30)

gde je jednacina dobijena na osnovu Cinjenice da je proces stacionaran, a imenilac strogo

pozitivan. Prate¢i lemu 3.13 moZemo pokazati da vazi sledeca lema

Lema 3.15. Disperzija vremenskog niza { Z,} zadovoljava diferencnu jednacinu
Var(Z;,) = AVar(Z)A' + Var(e;) + C.

Dokaz:

Var(Z,) = E(Ayo Z,_1 +e) (A0 Z,1 +e))— EZ,EZ,)
=FE(A0Z,1)(A0Z, ) )+ E(A0Z,_,-e)+Ee,- (A0 Z_1))
+ E(ese,) — EZ,EZ,
= AE(Z, ,Z, )A +C + AE(Z, \e,) + E(e,Z, |)A' + E(ece,) — EZ,EZ,
— AEZ, \EZ, A + AEZ, \EZ, A
= AVarZ,A' + AEZ, \EZ, \A' + AEZ,_,FEe, + Ee,EZ, A — EZ,EZ,
+Var(e,) + Ee,Ee, + C
= AVarZ,A' + (AEZ, , + Fe,)(EZ, |A' + Fe,)
—~EZ,EZ, + Var(e,)+ C = AVarZ,A' + Var(e,) + C. O

Koeficijent korelacije dobijamo iz jednacine (3.30) i on glasi

o bt azfBa(1 —p)(1 —q)
1 —azfi(1—p)g— arfop(l —q)

—(a1ptao(1—p))(B19+B2(1—q)) o
=0 (1p)i—m ap(i—g) > 2deje 1 —(aip+

as(1 —=p))(frg+ B2(1—¢q)) >1—(p+1—p)(¢g+ 1 —q) =0, mozemo da zaklju¢imo da je
p€l0,1).

Uslovna raspodela verovatnoca sluCajnog vektora (X;,Y;) u odnosu na (X; 1,Y; 1),

Ocigledno je da je nenegativan, a kako je 1 —p = 2

bazira se na Cinjenici da su sluCajne promenljive X; i Y; uslovno nezavisne i ona je data
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jednacinom (3.13). Uslovna raspodela sluCajne promenljive X; u odnosu na X, ;1 Y;_; data
je jednacinom (3.14), dok je uslovna raspodela slucajne promenljive Y; u odnosu na X; ;i
Y, 1 data jednaCinom (3.15). Teorema 3.10 definiSe raspodele verovatnoca slucajnih

promenljivih ¢; 1 7; 1 one su date jednacinama

N P I-a)(d-ay)
Plee = x) = L) a(l=p)+ap 1—a(l—-p)—ap (1+a)*
(o1 — an)?(1 = p)p - (a(a1(1 = p) + azp))” (3.31)
(a1(1 = p) +asp)(I — (1 —p) —azp) (1 +a(ai(l —p)+ azp))*t! .
N B152 (1 =811 = Bo) . a’
Pl =y) = 1{y=0}51(1 ) 1B 1-B(—q) P (It apH
. (B1 — B2)*(1 — q)q . (@51 —q) + 2q)) (3.32)

(B1(1 = q) + Boq)(1 = f1(1 = q) — Baq) (1 +a(Bi(l —q) + Baq))v T’

gde je 1, indikatorska funkcija slu¢ajnog dogadaja A. Pomocu jednacine (3.29) moZe se
izraCunati uslovna raspodela verovatnoca za k koraka unapred, ali zbog kompleksnosti izraza
A¥, za veliko k potrebno je koristiti numeri¢ke metode za to izratunavanje.

Naredne tri teoreme dace nam vrlo bitne osobine BVDCINAR(1) modela.

Lema 3.16 (Popovié¢ (2015b), lema 4). BVDCINAR(1) model definisan jednacinama (3.23) i

(3.24) je strogo stacionaran.

Dokaz: BVDCINAR(1) model moZemo definisati jedna¢inom (2.4) i matricom (3.27), te

dobijamo proces Markova reda jedan 1 imamo da je

n

P(Zy,u=2z1,....,2,41=2,) = H P(Zy, 11 = zilZy,_, 11 = 2i-1)P(Zi, 11 = z1).
i=2
Kako su vektori e, 1 e;,1; medusobno nezavisni sa nezavisnim elementima, to iz jednacina
(3.31) i (3.32) vidimo da je P(e; ;) = P(ey,), §to zajedno sa jednacinom (3.13) implicira
daje P(Z, 1 = zilZi,_, 11 = zi—1) = P(Z;, = zi|Z;,_, = zi—1). Jednalina (2.5) povlaci
da je Z; 4 4 Z,,, §to na kraju znali da je P(Zy, 1 = z1,..., 24,11 = z,) = P(Z;, =
z1,..., 24, = z,) zaproizvoljno n € Ny isvako ! € Z.

Teorema 3.17 (Popovi¢ (2015b), teorema 5). BVDCINAR(1) model definisan jednacinama
(3.23) i (3.24) je ireducibilan i neperiodic¢an lanac Markova u skupu INj.

Dokaz: Parametri modela, «; i (;, uzimaju vrednosti iz intervala (0, 1). Dakle, P(s; = k) > 01
P(n, = k) > 0 zasvako ¢,k € Ny. Ozna¢imo sa pq(fz verovatnocu prelaza u n koraka iz stanja

u u z. Na osnovu definicije verovatnoée prelaza i jednacine (3.13), zakljucujemo da je p{) > 0

u,z
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za svako z,u € INZ. Lanac je ireducibilan ako iz svakog stanja moZe preéi u bilo koje stanja sa

pozitivnom verovatno¢om u kona¢no mnogo koraka.

Uslovna raspodela za k koraka unapred sledi iz jednacine (3.29) na osnovu koje imamo da

je
i k k—1 i
pé,o):-P((HAt—z)OZt:0|Zt:O> HP HAt—j oet:0
i=1 i=0 =0
k—1 i
= H P H At—j o e = 0].
i=0 =0
Uvedimo oznaku A} = 3‘:0 A,;_;. Mozemo da primetimo da je
P(Ajoe; =0)=3% > P(Ajo [ " ] = 0)P(s; = m)P(n; = n). (3.33)
m n n
Matrica A! je oblika
Ai _ Uft Uét
t i i )
Vi Vo

pri ¢emu su elementi zavisne slucajne promenljive raspodeljene kao
~i x4 @i 21 ~i  ~i Qi 2%
(Uz i i ‘7@) . (11, &5y, Bry, Bay) o+ (G, Gy, By, Bag)
1t ¥ 2t V1t> Y2t/ - ~ ~
4! T Ds

gde je s broj stanja sluajnog vektora (U}, Us,, Vi, V3,). Vrednosti &2, i 52, su funkcije od o,

Bjinule, 7 = 1,2, € Ny. Prema tome prvi Cinilac u jednacini (3.33) glasi
P(Uftom—l—fféton:0,171"tom+‘~/22'ton20>

:Zﬁkp(dikom‘f'dékon:O,Bikom—i—ﬁ;kon:O)
k=1

=Y P (ai, om = 0)P(Gy, on = 0)P(fi; om = 0)P(f3, on = 0).
k=1
Dobili smo sumu proizvoda verovatno¢a slucajnih promenljivih sa binomnim raspodelama.
Drugi i treci ¢inilac u izrazu (3.33) dati su jednacinama (3.25) i (3.26), redom. Dakle, izraz

(3.33) je strogo pozitivan. Zakljucujemo da je pé’fg > () za bilo koje £ € N. Kako je najveci

zajednicki delilac za sve k-ove za koje je pgf()) > () jedan, onda je stanje 0 neperiodicno.

Na osnovu diskusije iz Rosenblatt (1971) strana 7, kod ireducibilnih lanaca Markova ili su
sva stanja periodi¢na ili ni jedno nije. Kako smo nasli jedno stanje koje nije periodi¢no, to je

posmatrani lanac Markova ireducibilan i neperiodic¢an. [
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Navedena teorema ukazuje na to da se iz jednog stanja moze preci u bilo koje drugo stanje.
To opravdava upotrebu modela i za vremenske nizove Cije vrednosti dosta osciluju. Sledeca
teorema ide jedan korak dalje i ispituje korelaciju izmedu stanja sistema u razli¢itim trenucima.
Ona ukazuje na to da su stanja asimptotski nezavisna. Kako vreme izmedu opservacija raste,

to opservirane vrednosti postaju nezavisne.

Teorema 3.18 (Popovi¢ (2015b), teorema 6). BVDCINAR(1) model definisan jednacinama
(3.23) i (3.24) je strogo mesanje.

Dokaz: Prema teoremi 3.16 i teoremi 3.17, vremenski niz {Z,;}, koji se moZe predstaviti

jednacinom (2.4) i matricom (3.27), je ireducibilan, neperiodican, stacionaran, proces Markova

reda jedan. Oznaimo sa pg?

p = (p;) raspodelu verovatnoca. Kako je niz ireducibilan i stacionaran, prema teorema 1 na

verovatnocu prelaza za n koraka iz stanja ¢ u stanje j, a sa

strani 9 iz Rosenblatt (1971), imamo da je p; = Hi gde je pu; srednje vreme povratka za stanje
J

(n)

J- Rosenblatt (1971), teorema 2, strana 10, implicira da p; / — p; kad n — oo. Na osnovu

ovoga i Cinjenice da je >, p; = 1 imamo da
S milpi) = pil < max|pl} - py| g = 0 (3.34)

za svako j kad n — oo. Neka je L' = L'(p) linearni prostor svih p-integrabilnih funkcija f
gde je funkcija f = (f;) integrabilna ako je || f|l1 = X; |filpi < oo. Norma || f||x se definiSe
kao || f|lx = X; | fi|*p:. Posmatrajmo sada neki vektor f = (f;) € L'(v) gde je sup; |fi| = 11
fLp (odnosno ¥, fip; = 0 (x)). Ozna&imo sa T operator prelaza iz L'(p) u L' (p), pri Cemu je
za prelaz u n koraka iz stanja x operator definisan kao (1™ f)(x) = 32, p,; f;. Tada je

1Tl = o o S (St - nif| = sz Z P —p)f;
1 J 1 J J
N
= Y o 0" =) S0 | S0 i)k
i j=1 i j>N
N
< Z|f1|zpl pz,] —Pj |+sz Zsz,] _pj)f
7 7>

1z izraza (3.34), prvi sabirak gornje nejednakosti teZi nuli kad n teZi beskonacnosti. Dalje, za

svako € > 0, postoji N = N(¢) takvo da je 3=, () pj < €. Dakle, za drugi sabirak vazi

< Z ‘f]lzpz

>N

pw —Dj l

> pi

%

Z pz,j _p]

>N

Z |f] (Zplpz] +szpj> — 2 Zp]|fj| < 2¢

j>N j>N

108



3.2. Model sa razlicitim parametrima tining operatora

kad n — oo. Strogo meSanje sledi na osnovu Rosenblatt (1971), lema 1, strana 200. [J
Na osnovu leme 2, na strani 207, Rosenblatt (1971), zakljuCujemo da teorema 3.18 takode

implicira da je vremenski niz { Z;} ergodican.

3.2.3 Ocenjivanje nepoznatih parametara

U ovom potpoglavlju proucavaCemo metode za ocenjivanje nepoznatih parametara
BVDCINAR(1) modela. Proucavaéemo generalisani metod momenata (GMM) i metod
uslovne maksimalne verodostojnosti (CML). Detaljno ¢emo razmatrati GMM, gde ¢emo
ispitati 1 asimptotske osobine metoda. Takode, diskutovacemo upotrebu razliCitih tezinskih
matrica kod GMM metoda. Na kraju ¢emo uporediti preciznost svih metoda na simuliranim

skupovima podataka.

Metod uslovne maksimalne verodostojnosti

Za BVDCINAR(1) model uslovna raspodela verovatnoca data je jednaCinom (3.13).
Vremenski nizovi { X;} i {Y;} su uslovno nezavisni, pri ¢emu je uslovna nezavisnost slu¢ajnih
promenljivih X; i Y; definisana u odnosu na X; ; i Y;_;, a njihova raspodela verovatnoca je
konvolucija binomne i raspodele verovatnofa inovacionih procesa koje su odredene
jednac¢inama (3.31) i (3.32). Oznaimo vektor nepoznatih parametara sa 8 = (aq, o,

1, B2, p, q). Funkcija koju Zelimo da maksimizujemo je oblika

L(6’|x,y) = Zln f(% yz’|$z’—1,yz‘—1, 9)-

i=2
gde je
(@i, yilwio1, yio1,0) = (p¥(an, 21, w0, 60) + (1 — p)Y(az, Y1, T4, &)
X (q¢(617 Tt—1,UYt, nt) + (1 - q)¢(627 Yt—1, Ut nt))
i a, s, ce) = S (Z)o/“(l — ) *P(e = ¢ — k). Do reSenja se ne moZe sti¢i

analitiCkim putem, pa se maksimizacija vr$i numericki. U tu svrhu koristili smo funkciju nlm

iz programskog jezika R.

Generalisani metod momenata

Predstavicemo GMM za ocenu nepoznatih parametara BVDCINAR(1) modela. GMM
metod za INAR modele prvi je izu€avao Bridnnids (1993). Sledeéi ovaj koncept, primeni¢emo
GMM na dvodimenzionalne INAR modele. Ocenjivanje parametara pristupom GMM odvija

se u dva koraka. U prvom ocenjujemo vektor parametara ¢ = («q,as,p) koristeéi kao
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ograniCavajuce funkcije, funkcije momenata vremenskog niza definisanog jednac¢inom (3.23).
U drugom koraku ocenjujemo parametre »p = ([, 32,q) gde su nam sada ograniavajuce
funkcije odgovarajue funkcije momenata vremenskog niza (3.24). Ideja je da se nadu

parametri koji minimiziraju izraz
m/ (@)W 'm(0), (3.35)

gde je m(©) vektor ograni¢avajucih funkcija momenata, ® = (¢, 1)) i W tezinska matrica
koja mora biti simetri¢na 1 pozitivno definitna. Postoje dva pristupa za odredivanje vektora
ogranicavajucih funkcija momenta, uslovni i bezuslovni. Prvi je numericki nestabilan tako da
¢emo se usresrediti na drugi pristup. Kako vektor m moZe biti proizvoljnih dimenzija,
moguce je imati viSe jednacina nego nepoznatih parametara, pa stoga i nejedinstveno resenje.
Ali nekad dodavanje novih elemenata vektoru m moZe povecati efikasnost ocenjivanja.
Obicno se proces ocenjivanja odvija u dva koraka. U prvom koraku, za teZinsku matricu
postavimo jediniCnu matricu odgovaraju¢e dimenzije, W = I. Kad ocenimo parametre
pomocu jedini¢ne matrice, u drugom koraku tezinsku matricu w odredujemo kao
kovarijacionu matricu vektora ogranicavajucih funkcija momenata.  TeZinsku matricu
raCunamo metodom koji su prezentovali Newey i1 West (1986) gde su uvedene neke

modifikacije kovarijacione matrice. Tako pri ocenjivanju vektora ¢, matricu W raCunamo kao

I/ O J O O/

W =1 +jzl (1 - k+1> (€ +9)) (3.36)
~ 1 Lo ~
0,1 3w (@)m(9

i analogno za vektor 1. Broj k se unapred zadaje, a prema diskusiji koju je izneo Brinnis
(1993), dovoljno je uzeti k = 2. Kada budemo testirali GMM na simuliranom skupu podataka
mozZemo preskociti prvi korak, jer znamo stvarne vrednosti parametara, pa moZzemo odmah

krenuti sa racunanjem matrice W'.

Vektor m nije jedinstveno odreden. Izbor ogranicavajucih funkcija momenata koje ¢e Ciniti
ovaj vektor odredi¢emo putem testiranja. Simulirali smo vremenske nizove kao §to je opisano
u nastavku podpoglavlja, a zatim ocenjivali nepoznate parametre modela koristeci razlicite
ogranicavajuce funkcije momenata i razlicite dimenzije za vektor m. Na osnovu sprovedenog

testiranja zakljucili smo da se najbolji rezultati dobijaju izborom sledece tri funkcije:

T
mi=(T—1)"Y ¢
=2
T
mo = (T — 1)_1 Zein_l
=2

110



3.2. Model sa razlicitim parametrima tining operatora

ms = (T — 1)_1

7

T
o = (B(X?1Xi1,Yim) = (B(Xi| X1, Yi0))?)

=2

gdeje e; = X; — F(X;|X;_1,Y;_1). Dodavanje i drugih funkcija u vektor m samo povecavaju

vreme izracunavanja. Ve¢ nam i sama funkcija m; daje dobre rezultate. Uvodenje funkcija ms

i m3 doprinele su da se dode do boljih rezultata za uzorke manjih obima. Analogne funkcije

se razmatraju i za ocenjivanje vektora 1. Parametar a ocenjujemo kao sredinu datog uzorka,
odnosno @ = £ 37 | S;, gde je S; = (X; + Y;)/2.

Asimptotska raspodela ocena dobijenih GMM metodom

Parametar a je ocenjen kao sredina uzorka { (X1, Y1), ..., (X,,Y,)}, a zatim je ta ocenjena
vrednost kori§éena za ocenjivanje preostalih Sest parametara a1, o, 51, B2, p i q. Zato utvrdimo

najpre asimptotsku raspodelu ocene parametra a.

Teorema 3.19 (Popovi¢ (2015b), teorema 7). Niz ocenjenih vrednosti {a,}, gde je

a, = % " S, je asimptotski normalno raspodeljen sa parametrima a i n"'v, gde je

Us = Zzoz—oo COU(S’rw Sn—k): a Sz - (Xz + K)/2,Z = 1, n.

Dokaz: Teoreme 3.161 3.18 dokazale su da je { Z;} strogo stacionaran i ergodican, $to implicira
dajei {S;} stacionaran. Prateéi diskusiju iz potpoglavlja (3.2.2), niz {S;} je takode ergodican.
Dakle, slucajni niz {S; — a} je stacionaran, ergodi¢an sa srednjom vredno$c¢u 0. Prema teoremi
Wold-a o dekompoziciji (koja se takode moze na¢i u Brockwell (2002), strana 77.) ovaj niz

moZe se predstaviti kao

Si—a= Z dr&i—k

k=0

gdeje 1) do = 1,2) 0%, d2 < 001 3) {&} je beli Sum sa parametrima (0, 02). Tada se proces
S; moze predstaviti kao

Si=at Y dibs (3.37)

k=—o00

gde je d, = 0zak < 0. Uslov 2) implicirada je >7° _  |di| < co. Takode

Cov(Sy, Si—k) = = (Cov( Xy, Xy—) + Cov(Xy, Vi) + Cov( Xy, Yy) + Cov(Yy, Yig)) -

AN,

Ovi sabirci su elementi matrice Cov(Z;, Z; ) = A*Var(Z;) i prema korelacionoj strukturi

modela i osobina matrice A, svi sabirci iz gornje jednaCine su nenegativni, dok su prvi i
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poslednji strogo pozitivni. 1z jednacine (3.37) sledi da je

Z Cov(Sy, Si—k) = o2 Z dk ,
k=—o00 k=—oc0
Sto dalje implicira da je > ;2 di # 0. Sad moZemo primeniti teoremu 7.1.2 iz Brockwell
i Davis (1991), koja kaZe da za niz {S;} koji je predstavljen jednaCinom (3.37) vazi da je
za dati uzorak (Si,...,S,), srednja vrednost uzorka, S, = + 31", S;, asimptotski normalno
raspodeljena sa ocekivanjem a i disperzijom n~lv,. [J

Brinnis (1993) je pokazao da je asimptotska kovarijaciona matrica ocena data izrazom
| T
~(GW'G) (3.38)
n

gde je G = ama); (gz_’)n) i analogno za vektor 1. U nastavku ¢emo detaljno prodiskutavati

raspodelu ovih ocena.

Teorema 3.20 (Popovié¢ (2015b), teorema 8). Niz GMM ocena {(;En} konvergira u raspodeli
ka normalno raspodeljenom sluc¢ajnom vektoru sa ocekivanjem ¢ i kovarijacionom matricom

(3.38), pri Cemu je ¢ vektor stvarnih parametara.

Dokaz: Da bismo dokazali teoremu iskoristicemo teoremu 3.1 autora Hansen (1982). Ova
teorema bazirana je na Sest pretpostavki. Teoreme 3.16 i 3.18 dokazale su da je
BVDCINAR(1) model stacionaran i ergodian, ¢ime je zadovoljena pretpostavka 3.1 iz
Hansen (1982). Prostor parametara je podskup od RY gde ¢ predstavlja broj nepoznatih
parametara, Sto znaci da je i pretpostavka 3.2 iz Hansen (1982) ispunjena. Pretpostavke 3.3 i
3.4 su trivijalno zadovoljene jer su ograniCavaju¢e funkcije momenata kombinacije
elementarnih funkcija pa su onda neprekidne i diferencijabilne. Za pretpostavku 3.5, uvedimo

oznake sli¢no kao i Hansen (1982)

Wi =m(Xy, @)
‘/;g - E[Wo\]:(W,t, W,tfl, )] - E[WU"F(W,tfl, W,t,Q, )]

gde su f(X;, ¢) ograniCavajuée funkcije momenata koje koristimo za GMM ocenjivanje.
Postoje tri takve funkcije. Posmatrajmo o-algebru F_, = F(W_,,W_,_1,...). Za prvu

funkciju vazi
E(X; — BE(Xe| Xio1, Y1) | Fieoi) = E(Xe| Foop) — BE(E(Xe| Xo1, Vi) [ Fik),  (3.39)

k = 1,2,.... Prateci definiciju procesa imamo da je F(X;|X;_1,Yi—1) = E(X;|Fi—1). Kako

je Fi—r € Fi_1, jednacina (3.39) je jednaka nuli. 1z istog razloga i za drugu funkciju momenta
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imamo
E(Xi 1 B(Xe| X1, Y| Fik) = E(BE(Xo X1 | Fio1) | Fiek) = E(X X1 | Fiei),

odnosno E(X;_1(X; — E(X¢|Xi—1,Y-1))|Fi—r) = 0. Dalje, imajuéi u vidu prethodnu
diskusiju E(X?|F;—x) = F(E(X?|X;_1,Y;_1)|Fi—x). Na osnovu osobina binomnog tining
operatora da je F(Uy o (XiYy)|Fiek) = aapE(X:Y:|Fi—k) i na osnovu definicije procesa
zakljuCujemo da je

E(XiB(Xy| Xi 1Y )| Fir) = B(B(Xi| X 1Y 1)) Fis),

Sto implicira da je uslovno oCekivanje trece ograni¢avajuce funkcije momenta u odnosu na F;_,
takode nula. Prema tome, za sve ograni¢avajuce funkcije momenata vazi E(W;|F;_;) = 0 za
k = 1,2, ... Ovo takode implicira da je V; uvek nula, ¢ime je zadovoljena pretpostavka 5. U

vezi pretpostavke 6 uveS¢emo sledece oznake:

1.
My en = ﬁ Z mj(Xi7 ¢)
i=1

a,=G,W!
omy
G = “H" ().

Pretpostavimo da ¢,, minimizira vektor ograniavajucih funkcija momenata, m, ,. To znacli

men () = 0, Sto dalje implicira da je 2722 ()W, ' (¢pn) = 0 odnosno

a;m, ,(¢,) = 0. Tada, na osnovu definicije 3.1. iz Hansen (1982) ¢,, je niz ocena dobijenih

da je

GMM metodom koje konvergiraju u verovatnoci ka ¢y. Kako w; konvergira u verovatnoci ka
nekoj konstantnoj vrednosti, to imamo da matrica W,, konvergira u verovatno¢i ka nekoj
konstantnoj matrici, jer su njeni elementi linearna kombinacija od w;. Matrica W,, je
regularna pa stoga W, "! konvergira u verovatno¢i ka nekoj konstantnoj matrici. Prema lemi
3.2 koju je dao Hansen (1982), imamo da a;, konvergira u verovatno¢i ka konstantnoj matrici.

Na osnovu teoreme 3.1 od Hansen (1982), niz GMM ocena {q@n} konvergira u raspodeli

ka normalno raspodeljenom sluc¢ajnom vektoru sa ocekivanjem ¢ i kovarijacionom matricom
(3.38). U

Rezultati na osnovu simulacija

U nastavku potpoglavlja ocenjivacemo nepoznate parametre BVDCINAR(1) modela na
simuliranom uzorku pomoéu GMM i CML metoda. Takode ¢emo testirati GMM metod sa
razli¢itim teZinskim matricama. Najpre ¢emo implementirati GMM metod sa teZinskom

matricom koju su predstavili Newey i West (1986) (GM My ) i koja je data jednacinom (3.36),
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Tabela 3.3: Ocenjene vrednosti nepoznatih parametara za BVDCINAR(1) model za izbor
parametara a) i b). Za svaki metod prva vrsta sadrZzi ocenjene vrednosti, druga vrsta standardnu
devijaciju.

a)a; = 0.6, 0 = 0.55 5 = 0.45, B2 = 0.5,p=0.55,¢ =0.4,a =3 b) a; = 0.6, ay = 0.55 51 = 0.45, B3 = 0.5, p = 0.55,¢g = 0.4, a =15
[ Metod | &1 4 B B ) q i [ & 4 B B P

obim=100 obim=100
GM My | 0.6341 0.5961 0.4739 0.5466 0.5251 0.4302 2.9337 || 0.6323 0.589 0.4852 0.5539 0.5288 0.4272 14.9863
0.2091 0.203 0.2105 0.2203 0.2143 0.2315 04722 || 0.169 0.1421 0.132 0.1881 0.1791 0.1943 2.1839
GMM; | 0.629 04562 0.5177 0.4758 0.4839 0.4505 2.9337 | 0.646 0.5076 0.4271 0.4401 0.5149 0.4539 14.9863
0.2591 0.2052 0.2271 0.2401 0.2406 0.2449 0.4722 || 0.221 0.198 0.2081 0.1982 0.2279 0.2439 2.1839
CML 0.6039 0.5211 0.4678 0.5266 0.5656 0.4281 3.0577 || 0.606 0.5457 0.4555 0.502 0.5353 04114 14.9901
0.2384 0.2802 0.2352 0.2259 0.2868 0.314 0.7301 || 0.0295 0.0345 0.0458 0.0323 0.0892 0.0938 0.0895

obim=500 obim=100
GMMy | 0.6175 0.5804 0.4672 0.5298 0.5314 0.3971 299 || 0.6145 0.5701 0.4309 0.5287 0.5393 0.4064 14.8596
0.1105 0.0793 0.0925 0.091 0.0957 0.1059 0.2224 || 0.0918 0.0874 0.122 0.1162 0.0984 0.1023 0.9568
GMM; | 0.5831 0.4946 0.4831 0.4814 0.5266 0.4126 2.99 0.5985 0.5634 0.4283 0.4701 0.5412 0.4145 14.8596
0.1443 0.1115 0.141 0.1192 0.141 0.1515 0.2224 || 0.1191 0.1263 0.1437 0.1337 0.1292 0.1314 0.9568
CML 0.6202 0.543 0.4446 0.5003 0.5549 0.4006 3.0041 || 0.6006 0.5482 0.4535 0.4984 0.5448 0.3957 14.9936
0.0343 0.0294 0.0434 0.0358 0.0445 0.058 0.1738 || 0.014 0.0132 0.0218 0.0161 0.0383 0.0373 0.0673
obim=1000 obim=100

GM My | 0.6074 0.5701 0.4548 0.5167 0.5424 0.3959 2.9975 | 0.6118 0.5674 0.4512 0.519 0.5491 0.4021 14.8778
0.075 0.0551 0.0742 0.0883 0.0765 0.0897 0.1448 || 0.0728 0.0715 0.0801 0.0821 0.0744 0.0736 0.6192
GMM; | 0.5963 0.5291 0.4688 0.489 0.5297 0.4114 2.9975 || 0.6023 0.5577 0.4625 0.4789 0.5614 0.4138 14.8778
0.1103 0.0762 0.0993 0.0904 0.1036 0.1025 0.1448 || 0.0879 0.0941 0.0883 0.0975 0.0912 0.0858 0.6192
CML | 0.6021 0.5429 0.447 0.4994 0.5552 0.4001 3.0102 || 0.5995 0.5476 0.4514 0.4999 0.5455 0.3997 14.9961
0.0224 0.0243 0.0299 0.0248 0.0276 0.0425 0.1338 || 0.0089 0.0102 0.0138 0.0101 0.0237 0.0264 0.0198

q a

a zatim i sa jedinicnom teZinskom matricom dimenzije 3 x 3 (GM Mj). Generisali smo
podatke sa slede¢im kombinacijama parametara: a) o; = 0.6, as = 0.55 5, = 0.45, By = 0.5,
p=0.55,q=04,a=3;b)a; = 0.6, = 0.55 3, = 0.45, B2 = 0.5, p = 0.55, ¢ = 0.4,
a=15¢c)a; =0.1, a0 =025 5, =0.2, 5, =0.15,p =055, ¢ = 0.4, a = 3;d) ay = 0.1,
as = 0.25 f; = 0.2, By = 0.15, p = 0.55, ¢ = 0.4, a = 15. Vrednosti parametara su izabrane
tako da dobijemo nizove sa malom srednjom vrednoS¢u i izraZzenom autokorelacijom i
kroskorelacijom (izbor parametara a), zatim sa velikom srednjom vredno$¢u i izraZenom
autokorelacijom i kroskorelacijom (izbor parametara b), onda sa malom srednjom vrednoscu i
malom autokorelacijom i kroskorelacijom (izbor parametara c) i na kraju sa velikom srednjom
vredno§cu 1 malom autokorelacijom i kroskorelacijom (izbor parametara d). Skupovi podataka
sadrZe po 100 uzoraka obima 100, 500 1 1000. Rezultati su predstavljeni u tabelama 3.3 1 3.4.
U tabelama pored vrednosti ocenjenih parametara, nalaze se i standardne devijacije dobijenih

ocena.

Rezultati prikazani u tabelama 3.3 1 3.4 sugeriSu da sva tri metoda konvergiraju ka
stvarnim vrednostima parametara sa porastom obima uzorka. U celini gledano, CML metod
daje rezultate najblize stvarnim vrednostima. Ocenjene vrednosti CML metoda bliske su
stvarnim vrednostima Cak i za uzorak obima 100. Postoje neka odstupanja ovog metoda za
izbor parametara c), gde je najbolje vrednosti ocena dao GM My,. Mogu se uociti prednosti
upotrebe matrice W kao teZinske matrice umesto jedini¢ne matrice. Konvergencija je brza, a
standardna devijacija ocena je manja. Inace najmanju standardnu devijaciju dobijamo CML

metodom. Za izbor parametara a) i b), kad su parametri relativno velike vrednosti, upotreba
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Tabela 3.4: Ocenjene vrednosti nepoznatih parametara za BVDCINAR(1) model za izbor
parametara c¢) i d). Za svaki metod prva vrsta sadrzi ocenjene vrednosti, druga vrsta standardnu
devijaciju.

o =0.1,00=02553, =02, =0.15p=055¢=04,a=3 d)a; =01,a,=02506 =0.2, 8, =0.15,p=0.55,¢ = 0.4, a = 15
b =

| Metod | & Qo B Ba q a [ & o B Ba D q a
obim=100 obim=100
GMMy | 0.1193 0.2701 0.2125 0.1941 0.5288 0.3474 3.0193 || 0.1061 0.2593 0.2218 0.1789 0.5221 0.3701 15.0338

0.1229 0.1194 0.1221 0.1039 0.1165 0.1088 0.3108 || 0.1406 0.1032 0.153 0.1192 0.1045 0.0922 1.2568
GMM; | 0.1141 0.2669 0.1784 0.2073 0.5126 0.3409 3.0193 || 0.0923 0.2598 0.1579 0.1979 0.5165 0.353 15.0338
0.1826 0.1574 0.1923 0.154 0.133 0.1222 0.3108 || 0.1867 0.1334 0.1786 0.168 0.1145 0.1039 1.2568
CML 0.1356 0.2736 0.2274 0.1756 0.5572 0.4418 29917 || 0.1082 0.2539 0.2076 0.1668 0.5332 0.4122 15.016
0.1077 0.1481 0.1652 0.1284 0.1825 0.1891 0.2513 || 0.0574 0.0839 0.0818 0.0616 0.1841 0.1755 0.1283
obim=500 obim=100
GM My | 0.1126 0.2534 0.2109 0.1792 0.5493 0.3872 3.0042 || 0.1065 0.2556 0.2117 0.1624 0.5349 0.3808 14.9269
0.1018 0.0814 0.0995 0.0701 0.0521 0.0389 0.12 0.0404 0.0529 0.0663 0.0908 0.0225 0.0607 0.5627
GMM; | 0.1124 0.2587 0.1774 0.1877 0.5444 0.3747 3.0042 || 0.1096 0.2494 0.1671 0.1797 0.5354 0.3646 14.9269
0.1224 0.0565 0.1044 0.0779 0.0681 0.0473  0.12 0.0566 0.0764 0.0764 0.1042 0.0392 0.0585 0.5627

CML | 0.1111 0.257 0.2078 0.1663 0.5322 0.4208 3.0053 || 0.1028 0.247 0.198 0.1538 0.5456 0.3988 14.992
0.0539 0.0798 0.102 0.0616 0.1348 0.146 0.1198 || 0.0262 0.0376 0.0374 0.0197 0.0774 0.0931 0.083
obim=1000 obim=100

GM My | 0.1089 0.2505 0.2024 0.1603 0.5489 0.3965 3.0114 || 0.1004 0.251 0.2108 0.1614 0.5471 0.3901 14.9696
0.041 0.0622 0.0371 0.0497 0.0329 0.0378 0.0899 || 0.0214 0.0445 0.0501 0.0644 0.0205 0.0267 0.3953
GMM; | 0.1114 0.2535 0.1867 0.1782 0.5552 0.3845 3.0114 || 0.1047 0.2545 0.1775 0.1634 0.5373 0.3724 14.9696
0.0315 0.0615 0.0458 0.0676 0.0331 0.0452 0.0899 || 0.0394 0.0525 0.0526 0.074 0.0339 0.0257 0.3953
CML | 0.1044 0.2524 0.2095 0.1555 0.5344 0.4011 3.0107 || 0.1011 0.2474 0.1966 0.151 0.5486 0.3953 14.9879
0.0318 0.052 0.0697 0.0409 0.09 0.1067 0.0906 || 0.0183 0.0253 0.0226 0.0161 0.048 0.0604 0.1089

matrice W joS viSe dobija na znacaju. Ve¢ za uzorak obima 500, ocenjene vrednosti GM My,
metodom su vrlo blizu stvarnim vrednostima. Kada primenjujemo G'M M; metod na uzorke
malog obima postoje odstupanja od stvarnih vrednosti, dok za uzorke obima 1000 dobijene
ocene su sasvim dobre. Primetimo jo$S da je vreme potrebno za izraCunavanje znatno krace
kod G M My metoda nego kod ostala dva. Stoga, kada je vreme bitan faktor pri izracunavanju,
G M M je bolji izbor za uzorke obima 1000 i vece.

3.2.4 Primena na stvarnim podacima

U ovom poglavlju razmatraemo prakti¢ni aspekt BVDCINAR(1) modela. Model je
baziran na binomnom tining operatoru, $to nam sugeriSe da je model pogodan za serije Ciji
procesi preZivljavanja ne generiSu nove dogadaje. S druge strane, marginalne raspodele nizova
su geometrijske pa pripadaju skupu "samo-generiSuc¢ih" nizova. Ova osobina obuhvacena je
kroz inovacioni proces. Izabracemo nizove sa ovakvim osobinama iz baze podataka, koja se
moZe naéi na adresi http://www.forecastingprinciples.com/index.php?option=
com_content&view=article&id=47&Itemid=250. Fokusiraéemo se na informacije iz
policijske stanice broj 36055002700 iz Rocestera, na broj lakih prestupa (SIMPASS) i broj
provala (BRG). Ova krivicna dela koja se dogadaju u istom kraju grada, verovatno su
pocinjena od strane istih prestupnika, Sto ukazuje na zavisnost izmedu nizova. Za aktivnosti je
karakteristicno da oSte¢ena osoba nije potencijalni pocinilac istih ovih dela. Tako, proces

prezivljavanja predstavlja broj ponovnih pocinioca prestupa i on ne generiSe nove prestupnike.
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Tabela 3.5: Ocenjeni parametri sa standardnom devijacijom u zagradi, AIC, BIC, RMS za
vremenske nizove SIMPASS i BRG.

Model CML ocene AIC BIC

314(0.089), &2 = 0.73(0.072)
.824(0.052), B2 = 0.426(0.065)
.516(0.107), § = 0.428(0.077)
a = 3.27(0.302)
0.554(0.052), B = 0.574(0.044)
0.427(0.101), § = 0.472(0.099) 11583  1178.48 2.41 2.23
a = 2.456(0.277)
698(0.074), B = 0.768(0.087)
505(0.061), G = 0.612(0.085) 1153.94  1168.35 2.43 2.23
= 3.327(0.522)
11 =0. 164(0 058), 412 = 0.173(0.057)
21 = 0.291(0.057), da2 = 0.206(0.054)
A1 = 1.78(0.283), A2 = 1.273(0.26)
$ = 0.45(0.186)
= 0.182(0.058), A1 = 2.774(0.239)
BVPOIBINAR(1) = 0.239(0.055), Ao = 2.615(0.227)  1197.52  1211.94 2.46 2.4
é = 0.541(0.207)
= 0.155(0.07), A1 = 2.866(0.306)
BVNBIBINAR(1) = 0.222(0.066), Ay = 2.675(0.288)  1153.15  1167.56 2.46 2.41

B = 0.273(0.065)

RMS RMS
SIMPASS  BRG

OAé =
BVDCINAR(1) p1= 1150.1 117028  2.39 2.18
p =

oo o

BVGGINAR(1) P

e

&
BVNGINAR(1) p

a1
G

FULLBVPOIBINAR(1) 116435  1184.53 242 2.25

Takode, moZemo primetiti da je kod oba niza odnos disperzije i srednje vrednosti veci od
jedan, Sto na neki nacin sugeriSe da bi geometrijska raspodela mogla biti adekvatna. Ovi
nizovi sadrze 132 opservacije od januara 1991. do decembra 2001. godine. Ova dva niza su
pozitivno korelisana i imaju koeficijent korelacije 0.32. Uzoracke sredine nizova su 3.39 i
3.43, a uzoraCke disperzije 6.5 i 6.61 za SIMPASS i BRG redom. Za poredenje
BVDCINAR(1) modela, uzeCemo dvodimenzionalne modele koje su uveli Risti¢, Nastic,
Jayakumar i Bakouch (2012) (BVNGINAR(1)), Pedeli i Karlis (2011) (BVPOIBINAR(1) i
BVNBIBINAR(1)), Pedeli i Karlis (2013) (FULLBVPOIBINAR(1)) i model razmatran u
ovom poglavlju ali sa istim parametrima tining operatora (BVGGINAR(1)). Poredenje ne
implicira da je neki model najbolji, ve¢ samo da su konkretne serije bolje opisane tim
modelom. Kao kriterijume za poredenje koristicemo Akaike informacioni kriterijum (AIC),
Bajesov informacioni kriterijum (BIC) i srednjekvadratnu greSku (RMS).

Grafik 3.4 pokazuje prisustvo autokorelacije kod ovih serija. Takode, kroskorelacioni
grafici ukazuju na znacajnu koreliranost sa korakom jedan izmedu nizova. Rezultati dobijeni
razmatranim modelima sumirani su u tabeli 3.5. Ocene nepoznatih parametara dobijene su
CML metodom jer Zelimo da uvazimo raspodelu posmatranih nizova.

Tabela 3.5 pokazuje da je BVDCINAR(1) model najbolji izbor za posmatrane serije.
Postize najnizu AIC vrednost, dok je BIC vrednost samo malo iznad BIC vrednosti
BVNGINAR(1) i BVNBIBINAR(1) modela, ali ima RMS manji za oba niza, a najvece

poboljSanje je ostvareno kod RMS za BRG niz. Primetimo razliku izmedu parametara o 1 ava,
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ACF

kroskorelacija: simpass — burg

8 10 12

2 4 6

03 0.2 02 04 06 08 10 0

0.1

-0.1

simpass

ACF

kroskorelacija: burg — simpass

8 10 12

5]

02 04 06 08 10 0

-0.2

0.1 03

-0.1

i

Slika 3.4: Trakasti dijagrami, grafici autokorelacije 1 kroskorelacije za vremenske nizove
SIMPASS i BRG.

a takode i izmedu [, i f. Ove vrednosti u opste nisu slicne, pa bi pretpostvaka o njihovoj

jednakosti bila pogreSna.

To se potvrduje 1 kroz rezultate postignute BVDCINAR(1) i

BVGGINAR(1) modelima. Postoje poboljSanja po sva tri kriterijuma kad pretpostavimo da

ovi parametri nisu jednaki. Pomenimo jo§ da su vrednosti parametara p i ¢ daleko od 11 0, Sto

takode potvrduje medusobnu zavisnost ova dva niza.
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Glava 4

Dvodimenzionalni model sa slu¢ajnim
koeficijentima i zavisnim inovacionim

procesima

Modeli koji ¢e se izuCavati u ovom poglavlju definisani su preko slucajnih koeficijenata ali
za razliku od do sada razmatranih modela, imaju zavisne inovacione procese. Procesi
prezivljavanja su sada definisani kao nepotpune autoregresivnhe komponente posmatranog
vremenskog niza. Drugim re¢ima, model sa verovatno¢om p ima autoregresivnu komponentu
dok je sa verovatno¢om 1 — p ta komponenta izostavljena. Jednodimenzionalne modele sa
ovakvim procesima preZivljavanja posmatrali su Zheng, Basawa i Datta (2007) 1 Bakouch i
Risti¢ (2010). Kako su koeficijenti kojima je opisana autoregresivnost slucajne promenljive,
omogucena je kontrola uticaja prethodnog stanja procesa na trenutno stanje. Ovi modeli su
pogodni za modelovanje dvodimenzionalnih slucajnih nizova kod kojih u pojedinim
momentima nizovi nisu zavisni od vrednosti iz prethodnog stanja.

Razmatra¢emo dva modela ovog tipa. Dok jedan pretpostavlja da su inovacioni procesi
generisani dvodimenzionalnom Puasonovom raspodelom, drugi za zajednicku raspodelu
inovacionih procesa uzima dvodimenzionalnu negativnu binomnu. Kako bismo opravdali
uvodenje ovakvih modela dali smo primer primene modela na stvarnim podacima.

Poglavlje je podeljeno na dve celine. Najpre ¢emo razmatrati model u opStem smislu bez
uvodenja pretpostavke o raspodeli inovacionih procesa. Pored egzistencije dokazacemo i
statisticke osobine modela. Zatim ¢emo detaljno diskutovati model kod koga su inovacioni
procesi generisani dvodimenzionalnom Puasonovom raspodelom. IzveS¢emo metode za
ocenjivanje nepoznatih parametara i dokazati asimptotsku raspodelu tih ocena. Dacemo
primer primene modela gde ¢emo posmatrati dva vremenska niza stvarnih podataka.
Navescemo jednu od mogucih modifikacija modela gde ¢emo posmatrati model kod koga su

inovacioni procesi generisani dvodimenzionalnom negativnom binomnom raspodelom.
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4.1 Opsta definicija modela

U ovom poglavlju definisacemo dvodimenzionalni autoregresivni model reda jedan za
nenegativne celobrojne vrednosti sa zavisnim inovacionim procesima, pri ¢emu neemo
uvoditi pretpostavku o zajedniCkoj raspodeli inovacionih procesa. Posmatrajuci ovako opstu

formu, dokaza¢emo postojanje modela, a odredi¢emo i momente i korelacionu strukturu.

Dvodimenzionalni vremenski niz {(X; ¢, Xo;) }+cz definisan je jednacinama

a0 X1+ €1, S.V.PI,

Xip = “4.1)
€1t s.v. 1 —pyq,
g0 Xoy1+ €24, S.V. Do,

Xz,t _ 2 2,t—1 2t b2 (4.2)
€9t s.v. 1 — po,

gde su aj,as € (0,1) i p1,p2 € [0,1]. Binomni tining operator definisan je kao
ajo X, = Zfij’f Bj;, gde je { Bj;} niz medusobno nezavisnih jednako raspodeljenih slucajnih
promenljivih sa Bernulijevom raspodelom i parametrom «;, 5 = 1,2. BrojaCki nizovi koji
definiSu o o X4 1 ap © X5 sumedusobno nezavisni, pa su i sluCajne promenljive o; o X ;1
o o Xy, medusobno nezavisne za poznate vrednosti X+ 1 Xo;. SluCajne promenljive €, 1
€2+ su u opStem slucaju medusobno zavisne jer pretpostavljamo da su generisane nekom
dvodimenzionalnom raspodelom, dok su nezavisne od brojackih nizova za svako t € Nj. JoS

vazi da je slucajni vektor (14, £2+) nezavisan od (X 5, Xo5) za s < t.
Sli¢no kao u poglavlju 2.1, definisaéemo nezavisne slucajne promenljive a1 1 oy tako da
je
P(O[lt:Oq) = ]_—P(Oélt:()) = D1
P(O./Qt :Ozg) = 1—P<052t :O> = P2.

Sada jednacine (4.1) i (4.2) moZemo zapisati kao

Xig=apoXi1+ey,, teEN,
Xoy =0 X9y 1 +egy, tEN.

Tako smo dobili nenegativne celobrojne autoregresivne vremenske nizove reda jedan sa
slucajnim koeficijentima. Gornje jednaline moZemo da zapiSemo i u matricnom obliku
Q¢

uvodenjem slucajne matrice A; = 0 i slucajnih vektora Z; = (Xy4 Xo,)' i
Qg
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4.1. Opsta definicija modela

e; = (€14,€2,)". Sada na§ model ima oblik
Zt = At (¢] Zt,1 + €y, t e N, (43)

gde je A,o definisano kao mnoZenje matrica pri ¢emu se umesto operatora mnozZenja primenjuje
binomni tining operator. Model definisan jednacinom (4.3) je proces Markova reda jedan.

Primetimo da je ocekivanje slu¢ajne matrice A, jednako

0
EAt:A:{alpl ]

0 agpo

Kako je det(A — M) = (a1p1 — A)(agps — A), zakljuCujemo da matrica A ima sopstvene
vrednosti A\ = ayp; 1 Ao = s, a one se nalaze unutar jedini¢nog kruga. Prema tome, prateci
diskusiju iz Latour (1997) matrica I — A je regularna. Na osnovu osobina binomnog tining

operatora dobijamo da vazi sledeca lema.

Lema 4.1 (Popovi¢ (2015a), lema 2.1). Za slucajnu matricu A, i slucajni vektor Z = (X,Y)'

vazi:
1. E(At o Z) = AFEZ

! ’ 2 ]_ — EX2

2 E(A0 Z)(Ac0 2)) = AB(ZZ)A 4 | "W~ P) 0
0 aZps(1 — po) BY
api(l —ap)EX 0

0 Oé2p2<1 — OéQ)EY

Dokaz: Prva osobina sledi direktno iz osobina binomnog tining operatora. Druga osobina sledi

na osnovu leme 3.13 kada je ap, = B = 0. [J

Lema 4.2. Za slucajnu matricu A, i sluc¢ajni vektor Z = (XY, vaZi
At e} (At—l O Z) i (At . At—l) o Z
Dokaz: Primetimo da je

Ao (Ao Zo) = a0 (a1 0X) 0

0 Qg © (Oé2t—1 o Y)

Slucajne promenljive o 1 aj;—1, su medusobno nezavisne za svako ¢,7 = 1,21t € N pa

imamo da je

P(ogio(ap—10X) =z,a900(ay_10Y) =y)
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Glava 4. Dvodimenzionalni model sa slu¢ajnim koeficijentima i zavisnim inovacionim procesima

=pip2Plag o (10 X) =000 (ay_10Y) =y)

+ (1= p1)p2P(0o (10 X) =x,000 (agg_10Y) =)
+p1(1 —po)P(azo(a_10X)=2,00(ay_10Y)=y)

+ (1 =p)(L =p2) P00 (10 X) =z,00 (g1 0Y) =y).

Na osnovu leme 3.11, prvi sabirak ove jednacine dalje glasi

pip2P(ag o (a1 0 X) =z, 000 (ag_10Y) = 9)
= p1p2[pipeP(a1 o (o X) = 2,00 (g 0Y) =y)
+ (1 —p1)pePlago (0o X)=z,000 (ae0Y) =)
+pi(l=po)Plaro(moX)=z,a50(00Y) =vy)
+(1—=p1)(1 =p2)Plago (0o X)=z,a00(00Y) =1y)]
= pip2[pipaP((a1 - a1) o X =2, (ap - ap) o Y = y)
+(1—p)paP((a1-0) 0o X =, (a2 - 3) 0 Y = y))
+p1(1—=po)P((c1 - 1) o X =2, (e -0) oY =)
+ (1 —=p)(1 =pa)P((ar-0)o X =z, (ay-0) 0 Y = y)]
=pipaP((a1 - 1) o X =, (g - qip—1) o Y = y).

Na isti na¢in moZemo predstaviti i ostala tri sabirka polazne jednacine, $to na kraju implicira

da je
P(ayo(ay-10X) =z, ag0(ag-_10Y) =y) = P((ay-ay-1)oX =z, (ay-ay_1)0Y =y),

¢ime je lema dokazana. [J

Lema 4.3. Proizvod niza sluc¢ajnih matrica { A;} je slucajna matrica definisana kao

f[Az:[al” 0 ]

i=1 0 ao,

i 0
gde je o, : (al ) ),i:l,Q.
pi 1—pf

Dokaz: Dokaz ¢emo izvesti matematiCkom indukcijom. Primetimo da je

ALA, = [ 11002 0 } ’

0 Q21 (2
gde imamo da je P(ajia # 0) = Plajioue = of) = p?, i = 1,2. Jo$ vazi da je P(ajiaun =
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4.1. Opsta definicija modela

0) =1 —p?, i = 1,2. Pretpostavimo da ovo vaZi za prvih n slu¢ajnih matrica. Onda je

n ag, 0 Q1 0
fracac=[o 2] [ 0]

i=1 0 oy Qon+1

Sada je po indukcijskoj pretpostavci Py @ini1 7 0) = P(inQing1 = ala;) = pip; = pit .

Takode vazi da je P(anini1 = 0) = 1 — p*!, Cime je lema dokazana. [J

Sledeéa teorema daje nam dokaz o postojanju modela definisanog jednacinom (4.3).

Teorema 4.4 (Popovi¢ (2015a), teorema 2.1). Postoji jedinstveno strogo stacionarno,

ergodicno resenje jednacine (4.3).

Dokaz: Primenom jednacine (4.3) k-puta i prateci rezultate leme 4.2, proces Z; moZemo

zapisati kao

Zy=A0(A10Z; 2+ e 1)+ e
= At o At,lo. .. At,kJrl @) thk + At ] At,lo. .. At7k+2 O€t ki1 +...+ At oe;_1+ €

k—1 k i—1
g (H Atz) ¢) thk + Z (H Atj) oe;; + €.

i=0 i=1 \j=0

Oznatimosa Y; = Z; — Zle (Hé;}) At_j) oe;_; — e Tada

(T ) 2) (I 4-) o)

= E((Ay 0 Zi—i) (A © Ziy) ) (4.4)

E(YY,)=E

gde je matrica Ay, definisana u lemi 4.3. Ona je oblika

Qg 0 ]

Ay =
0 oo

a elementi ove matrice su slucajne promenljive raspodeljene kao

af 0 i a0
Akt - Qoft - .
py 1 —pf s 1—1ph

Na osnovu osobine 2 iz leme 4.1 jednacina (4.4) postaje

BE(YY]) =

E(ZtZQ)[(mgﬁk O ]

g (042p2)k

0 (capo)

[ (Oé1p1)k 0
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Glava 4. Dvodimenzionalni model sa slu¢ajnim koeficijentima i zavisnim inovacionim procesima

o pi (1 —pf)EXE, 0
i 0 as*ph (1 — ph) EX3,
[ (oup1)*(1 — o) EX1, 0
0 (042p2)k(1 - Oég)EXz,t

+

Prema tome, F(Y;Y;) teZi ka nula matrici kad k teZi beskona¢nosti, ¢ime smo dokazali
postojanje reSenja u srednje kvadratnom smislu. MoZemo zakljuciti da je reSenje jednacine

(4.3) u srednje kvadratnom smislu oblika

i=1 \j=0

00 i—1
Zt = Z (H At]) O €r_; + €. (45)

Kako reSenje (4.5) ima istu funkcionalnu formu za svako ¢, zakljuCujemo da je stacionarno.
Kako je reSenje stacionarno to sledi da je i {Z, = (Xy;, Xo)'} stacionaran vremenski niz.

Sada na osnovu jednacine (4.3) i konstatacije da je matrica I — A regularna dobijamo da je
EZ, = (I—- A 'pu., (4.6)
gde je p. ocekivanje sluajnog vektora e;.

DokaZimo jedinstvenost reSenja. Pretpostavimo da postoji jo$ jedno reSenje Z;". PokaZimo
da je u srednjekvadratnom smislu razlika izmedu ova dva reSenja jednaka nuli. Kako je Z;
takode resenje jednacine (4.3), to prema jednacini (4.6) vazi E(Z,;) = E(Z}). Dalje, na osnovu

stacionarnosti reSenja vazi da je

E(Xi, — X{,)? = EX{, — 2EX,EX], + Ex;jf
=EX}, | —2EX, EX{, | +EX{, | = E(X11— X7, 47

kaoidaje

E((X10— X7 ) (Xay — X3,)) = B(X1,X2,) — EX1,EX3, — EX{,EXp, + E(X],X3,)
=E ((Xl,t—l — X7 1)(Xop1 — X;,t—l)) : (4.8)

Na osnovu osobine 2 iz leme 4.1 imamo da je

’

E((Z; - Z7)(Z; - Z:)/) =E((Ato(Zi1— Z7 ))(Avo(Zi1 — Z[ )

/ !

= AE(Zy1— Z; ) (21— Z7,) )A

afpr(1—p)E(Xy1 — X7, )2 0
0 0‘%?2(1 - pZ)E(Xthl — Xik,t_l)Q

)=
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4.1. Opsta definicija modela

arpi (1 — o) E( Xy -1 — XT4y) 0
0 apa(l — ) E(Xoy 1 — X5, )

Iz ove jednakosti, po elementima, vaZzi da je

E(X1y—X1,)? =FE(ayo X114+ —apo Xty —e)’ = E(an o (X101 — X141))?
= aip B(X1 0 — X5, ) +aapi(1 = an) B(X1 0 — X7, y)
= Pt E(X1m1 — X, 1) + adpi(1 = p) B(Xyo1 — X7, 4)?
+opi(l—oq)E(Xq -1 — X;T,t_l)
< Oflp%E(Xl,tfl - Xit,1)2 +api(1 —p1)E(Xq -1 — Xf,t,1)2
= alplE(Xl,tfl - Xit71>27

kao 1

E ((X1e = X7,)(X20 — X3,))

= E[E (oo (X1 = X7,1) - (020 (Xap1 = X5, )| Xus1, X7y, Xogo1, X5, )]
= B[E (o0 (Xiemr — Xiy )X, X7y ) - B (s 0 (Xogr — X5, )Xo, X5,
= B [on(X1 o1 = X7, ) - 0o(Xog1 — X5,)]

= BayBayB (Xi1 — X1, 1) (X201 — X3,1))

= avaopipoE (i1 = Xi o) (Ko — X5,)) -

Sada na osnovu jednaCina (4.7) i (4.8) imamo da vazi da je F(X,, — X},)*> = 0i

E (X140 = X5)(Xaoy — X3,)) = 0. ZakljuSujemo da je E((Z;, — Z{)(Z, — Z;)') = 0, §to
implicira da je reSenje Z; jedinstveno u srednjekvadratnom smislu.

Dalje, e; i e; sunezavisni za ¢ # j. Slucajni vektori By, i By;, koji su generisani brojackim
nizovima {By;} i { B}, su medusobno nezavisni za svako i, j € N, a nezavisni su i od e;.
Dakle, {(e;, By:, Bat)} je niz nezavisnih jednako raspodeljenih slucajnih vektora, pa je on i
ergodi¢an. Neka je o-algebra G; generisana sa (Z;, Z;_1, ...). Onda je G, podalgebra o-algebre
F; koja je generisana sa (e;, By, Ba, €41, Byy_1, Boy 1, . ..) za svako t. Stoga zaklju¢ujemo

da je iniz {Z;} ergodi¢an. (]
Napomena 2. Za neke specijalne slucajeve ovaj model se svodi na poznate modele:
o Ako sup; = 11ips = 1 model se svodi na model koji su uveli Pedeli i Karlis (2011).

o Ako pretpostavimo nezavisnost izmedu nizova {e1,} i {e2.}, tada su (4.1) i (4.2) dva

nezavisna jednodimenzionalna niza koje su razmatrali Bakouch i Risti¢ (2010).
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4.1.1 Osobine modela

U ovom potpoglavlju diskutovacemo kako marginalnu tako i zajednicku raspodelu za
uvedeni model. Takode, izveS¢emo uslovnu raspodelu verovatnoca i uslovne i bezuslovne
momente. Uslovni momenti su izvedeni za k£ koraka unapred i diskutovane su njihove

asimptotske osobine.

Raspodelu ¢emo izvesti pomocu funkcije generatrisa verovatnoce. Najpre obratimo paznju

na funkciju generatrisa verovatnoca slucajne promenljive X, ;, ¢ = 1, 2 koja je data kao

D, (5) = PiPaiox,, 1 (5) ey, (s) + (1 — pi)De,  (5)
=pi®x,, (1 —ai(l —9))2,, (s) + (1 — pi) P, ,(5)
=piPx,, (1 —ai(1—5)P,, (1 -l —s))P.,(s)
+pi(1 = pi)®e,, (1 Oéz(l )) P, ,(s) + (1 — pi) @, (5)

k j—l
+(1—p) Z p H O, (1—af"(1—5s)). (4.9)

Kako se konstrukcija modela bazira na pretpostavci o zajedni¢koj raspodeli inovacionih
v . v . . 2 . 2 . . .
procesa, 0znalimo sa fi., 1 ji, oCekivane vrednosti, a sa o7, i o, disperzije ovih procesa.

Kovarijansu izmedu inovacionih procesa oznac¢imo sa ¢. Dobijamo za vremenske nizove { X ; }

E(X,,) = 1_“ap i=1,2. (4.10)

Dalje, imamo da je

E(th) = piE(a; 0 X1+ 5z‘,t)2 + (1 - pi>E(522,t)
= Of?plE(th) + Ozl(]_ — az)plE(XZ,t) + QOéipiE(Xi7t)E(5i7t) + E(E?’t%

odakle sledi da je

E(gir)(i(1 — ci)pi + 205pi E(gip)) + (1 — cups ) E(e7,)
(1 —afpi)(1 — aip;) '

E(X}) = (4.11)

Na osnovu jednacina (4.10) i (4.11) dobijamo disperziju slu¢ajne promenljive X; ; koja glasi

aipi(1 — ai)(1 — qipi)pe, + aipi(l —pipe, + (1~ aipi)’oz,
(1—a2p;)(1 — auip;) ’ 7

Var(X;:) =

(4.12)
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Kovarijacija niza za k koraka rauna se kao

Cov(Xiprr, Xit) = DiE((i 0 Xippn1) Xie + iapaXin) + (1 — pi) E(EisnXi) — (EXiy)
= a;pi E(Xi111-1Xip) + B Xe) — (EXi,t)2

= api[pi E((0i0 X pin—2)Xi s i1 Xi) + A —P)E €1 Xi )|+ E€igex X) — (BXip)?
= a?P?E(Xi,t+k—2Xi,t) + aipiE(gi,t+k—1Xt) + E<5i,t+kXt) - (EXz',t)Q

2 k
IU/EZ' i—
= afpfB(XE) = (BXie)* + = 3 (aps)
Wi =1
2 k,.k
_ k. ok 2 2 2/ k k :usi(l_aipi)
= afpf (B(X2) — (BEX:)®) + (EXiy)* (alpf — 1) + O —ap)?
2(aipf 1) p2 (1= ofpf)
bt (B(X2) — (BX)?) + Ml el” — b
aip! (BOXE) = (BXu)’) + =4 =05 + 8 —am?
= o Var(X.,), i=1,2, (4.13)

pa imamo da ona teZi nuli kad & teZi beskonacnosti. Pre nego Sto odredimo kovarijaciju
izmedu sluCajnih promenljivih X ; 1 Xy, izraCunatemo ocekivanje proizvoda ovih slucajnih

promenljivih:

E(X1:Xay)

=pipa B (o Xi -1 + 1) (20X 1 +24)) +D1(1 — p2) E((0n0 Xy -1 +€1,4)€24)

+ (1 = p1)peE(e1 (020X 1 +€24)) + (L —p1)(1 — po) Ee14€24)

= pip2E((noXy-1)(a20X24-1)) + E((cr0 X1 -1)e24) + E((a20 Xop-1)e1) + E(e1,462:)
= a1op1p2 B (X121 X0-1) + aap1 EXq 1 Feoy + aope EXoy 1 Eery + E(e1624).

Onda je

Cov(Xy4, Xoy) = E(X14Xoy) — EX1,EXoy =

= a1aop1pe E( X111 Xoy1) +oupr EX o1 Feoy + opa EXoy 1 Fevy + Eeq€2,)
— loqoop1pe EXy 1 EXoyq + aipi EXq 1 Begy + aopo EXo 1 Eeyy + Eeq 4 Eeoy
= ayaop1p2Cov(Xy 1, Xoy—1) + Cov(ery, €2,),

odakle, na osnovu stacionarnosti niza {(X; 4, X2,)} imamo da je

CO'U(ELt, 52775)

1 — aqoapips

Cov(X14, Xoy) = (4.14)

Primec¢ujemo da je kovarijacija izmedu nizova proporcionalna kovarijaciji izmedu inovacionih
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procesa. Na slican nacin dobijamo da je

E(Xl,tJrka X2,t) =D [E(Oél o Xl,t+k71 : X2,t) + E(€1,t+kX2,t)] + (1 - pl)E(€1,t+kX2,t)
= a1p1 E(X1 14k-1Xot) + Eer 1 EXo .

Kovarijacija izmedu nizova za k koraka dobija se kao
Cov(Xipn, Xjp) = b piCov( Xy, Xjy), 4,5 =1,2. (4.15)

Iz jednacina (4.13) i (4.15) zakljuCujemo da kovarijacije tezZe nuli kad k teZi beskonacnosti.
Na osnovu osobina binomnog tining operatora i definicije nizova { X; ;} i { X1, } dobijamo

da je uslovno ocekivanje za k koraka unapred dato jednacinom

1— (aipi)k

E(Xi,t+k|X1,t, X2,t) = aipiE(Xi,t+k—l|X1,t7XQ,t) + e, = .= (aipi>kXit + L, 1— aips

ZakljuCujemo iz gornje jednacine da uslovno ocekivanje tezi ka bezuslovnom kad k teZi
beskonacnosti. Pre nego Sto izvedemo i uslovnu disperziju procesa naveScemo sledece
jednakosti koje proizilaze iz osobina binomnog tining operatora primenjenog na posmatrani

model:

E(a; 0 Xtk X, Xoy) =pil(0;000 X, i1+ 0085 140k Xa g, Xog) +(1—pi) E(a;0€; 14k)
= PiE(Oélz 0 Xitrh-1|X1t, Xoy) + E(cy 0 €i1k). (4.16)

Istim pristupom dolazimo i do

E((ovi © Xip1x)*| X1, Xo4)

=piE ((Oéi o (a; 0 Xypp—1 + 5i,t+kz))2|Xl,t+kz, XQ,t+k> + (1 —p)E(o 0 5i,t+k)2

=piE ((04? o Xirin1)?1 X1, XQ,t) + 20ipi B (0 0 Xipik-1| X1, Xog) E(€i k)

+ E(aiogipk)?. 4.17)

Jednacine (4.16) i (4.17) odredjuju nam sledeci izraz:

Var(a; o Xipik| X1, Xog) = piVar(ad o X pip1| X1, Xay)

i1 = ) (E(02 0 Xypopa| X1, X))+ Var(e 0 €i41)

= p;Var(e; o X;pyn-o| X1 4, Xoy) + p7 (1 — pi) (E<Oé? o Xiprr-2|X14, X2,t))2

+ Var(a? ogipip—1) +pi(1 — p;) (E(CY? o X k-1 X14, X2,t)>2 + Var(a;oe; k)

= pf\/ar(afﬂ © i,t|X1,t> X2,t)
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k k-1
+(1=p) D plE(™ 0 Xy il Xie, Xoa) + Y plVar(edt ogipny)  (4.18)
=1 =0

Jednacina (4.18) nam je potrebna za izvodenje uslovne disperzije vremenskih nizova { X ; }

i {X5:} za k koraka i ona se dobija kao

VaT'(Xi,t+k|Xl,ta XQ,t)

= piE((cvi o Xitin1)?| X1, Xog) + 200 BE( Xy psn1| X114, Xog ) E€igin + Eei”"‘

= i (B0 0 Xigpno1| X1 X20))* = 2000 E( X1 | X Xo) Beiin — (Beigin)”
=p;Var(o; o Xiir-1] X1, Xog) + pi(1 — pi) (B 0 X ph-1| X114, Xoy))? + Var(eir)

k
= praT(ozf o Xi,t|X1,t7 X2,t) + (1 - Pz‘) ZP?(E(CI? o Xi,t+k—j|X1,ta X2,t))2
=1
E—1 ‘
+ ZP?VC”"(OZ? O & tih—j)
=0

L—afph \’1- o e,
l—ap;’ ') 1—adp

= piVar(af o X; | X1, Xoy) + (1 — pi) (prin,t +

k-1
+ Y pl(ao? + al(1— o ue,)
§=0

= afpf (1 — of) Xy,

1—afpt 1\’ 1 — a2kpk 1 akph
+ |(1—p:) (afpri,t + szu&) azp; + 02 — e, 1219@ e, il
1 —a;p; ! 1 —aip; 1 —aip;

Jo$ jednom primecéujemo da uslovna disperzija tezi bezuslovnoj kad £ tezi beskonacnosti.

4.2 Model generisan dvodimenzionalnom Puasonovom

raspodelom

U ovom poglavlju uves¢emo pretpostavku o zajednickoj raspodeli inovacionih procesa. Za
tako definisanu raspodelu, u potpoglavlju 4.2.1, izves¢emo bezuslovno ocekivanje i disperziju
i za k koraka unapred uslovno ocekivanje i disperziju. Ocenjivanje nepoznatih parametara
detaljno ¢emo prodiskutovati. U potpoglavlju 4.2.2, izloziéemo metod uslovne maksimalne
verodostojnosti i metod momenata. Posmatrali smo takode i asimptotsku raspodelu ocena
dobijenih metodom momenata. Oba metoda su testirana na simuliranim skupovima podataka u

potpoglavlju 4.2.2. Alternativni pristup konstrukciji modela izlozili smo u potpoglavlju 4.2.4.
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4.2.1 Definicija modela

Neka je zajednicka raspodela sluCajnih promenljivih €; ; 1 €5 ; dvodimenzionalna Puasonova

sa parametrima A1, Ay i ¢, BP (A1, A2, @), pri Cemu je raspodela verovatnoca data sa

~ura-g) AL = 9)" (ho — )"
u! v!

XZ( )() ((Al djzAz—eb))i’ &1

gde je A\, Ay > 0, ¢ € [0, min(Ay, A2)], u,v € Ny ik = min(u,v). Jednadine (4.1) i (4.2), uz

pretpostavku o zajednickoj raspodeli inovacionih procesa, definiSu nam dvodimenzionalni

Ple1y =u,e0p =v) =€

autoregresivni model reda jedan za nenegativne celobrojne vremenske nizove sa zavisnim
procesima inovacije, BVDPINAR(1). Dok parametri A\; i Ay odreduju srednje vrednosti i
disperzije slucajnih nizova {e;,} i {2}, redom, korelacija izmedu ovih nizova jednaka je
parametru ¢. Marginalna raspodela inovacionih procesa je Puasonova sa parametrima A\ i Ao,
redom. Ako pretpostavimo da je ¢ = 0, tada se BVDPINAR(1) model svodi na dva nezavisna
jednodimenzionalna nenegativna celobrojna autoregresivna modela. Jednacina (4.9) definiSe

nam marginalne raspodele sluc¢ajnih nizova { X, ;} i { X5}, pa imamo da je

1—
(I)Xi,t(s) = pic(bxi,t—k(]' - Oéf(l - 3))6>\i(5_1)ﬁ

k . lfa 7o¢j
F (1= p) S pATITR B (g Z 1 A
j=1

Srednje vrednosti i disperzije slu¢ajnih nizova {X;+} 1 {X5,} su

\

EXiy= 1 i=1,2, (4.20)
— Q;P;

— aZpi)(1 — aipi)\i + aZpi(1 — pi) A

(1 —afp;)(1 — aip;)?

1
Var(X;,) = ( L i=1,2. 4.21)

Kovarijacija za k koraka unapred je data jednacinom (4.13) i glasi

aFpk [(1— a2pi) (1 — cipi) \i + @2pi(1 — pi)N?]
(1 - szzpi)(l - aipi)2

COU( lt-‘rk‘aX ) = y = 1, 2. (422)

Kroskovarijacija izmedu sluc¢ajnih promenljivih X, ; i X, iz jednaCine (4.14) dobija se kao

Cov(X1y, Xoy) = ¢ (4.23)

1 — ajaspip2

Imajuéi u vidu da je a; € (0,1), p; € [0,1], i = 1,2, to iz Cinjenice da ¢ uzima nenegativne
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vrednosti, mozemo zakljuciti da su sluCajne promenljive X ; 1 X5, nenegativno korelisane.

Kroskovarijacija za k koraka unapred se preko jednacine (4.15) racuna kao

akpke

COU(Xi,t-‘rk’ XN) - TOQPUUQ.

(4.24)

Dalje, uslovno ocekivanje i uslovna disperzija date su redom jedna¢inama

1 — (ayp;)F
E(Xir| X1, Xop) = (aipi)kXivt + )\il—(oz?p-)

Var(Xon X1, Xog) = (ip)"(1 — af) Xi s + adpi (1 — p;)

2
— (api)*\" 1 — af*pf i /\.1 — (cupi)”
1 —a;p; 1 —aip; Clap

1
X <(@ipz‘)kXi,t + A\

MozZzemo primetiti da kad £ teZi beskonacCnosti to uslovno ocekivanje i disperzija teze

bezuslovnom ocekivanju i disperziji, redom.

4.2.2 Ocenjivanje nepoznatih parametara

BVDPINAR(1) model definisan je pomocu sedam parametara. U ovom potpoglavlju
dac¢emo dva metoda za ocenjivanje tih parametara, metod uslovne maksimalne verodostojnosti
(CML) i metod momenata (MM).

Metod uslovne maksimalne verodostojnosti

Uslovna raspodela verovatnoca slu¢ajnog vektora (X ;11, X2+4+1) u odnosu na (X ¢, Xo ;)
je tezinska suma uslovnih raspodela verovatnoa komponenata koje definiSu slucajne

promenljive X ;1 Xo,:

P(Xl,tJrl = an2,t+1 = ?J|X1,t = U,X2,t = U)

=pipaPlogo Xy 4+ e =2, 000 Xoy + 20401 = y| X1 = u, Xoy = 0)

+ (1 —p1)pePeryr =z, 000 Xoy + 9401 = y| X1t = u, Xoy = 0)

+p1(1 —p2)P(as o Xig+ 141 =T, €241 = ?J|X1,t =u,Xop = v)

+ (1 =p1)(1 —po)Ple1441 = @, 69041 = Y| X1t = u, Xop = v) (4.25)

Slucajni vektor (14, €2,) nezavisan je od (X 5, X2 ) za s < t. Binomni tining operator «; o
Xt za poznato X;; = wu;, definiSe binomnu sluCajnu promenljivu sa parametrima oy 1 u;,

Bin(a;, u;), koja je pritom nezavisna od X, ¢, = 1,2, ¢ # j, te na osnovu svega ovoga
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dobijamo jednacine

Plogo Xy +e1 1 =2,000 Xoy+ 9401 =y X1 =u, Xoy =0)

Ty
- Z Z P(Bin(ay,u) =z — m)P(Bin(as,v) =y — n)P(€1,t+1 =Mm,E2¢41 = n),

m=s1 n=s9
gde je s; = max(z — u,0) i s2 = max(y — v,0). Jo§ dve komponente jednaCine (4.25)

racunamo kao

P(e1pr1 =z, 000 Xog + 0441 = Y| X1t = u, Xop = v)

y
= Z P(Bin(as,v)=y —n)P(e111=2,€2411=")

n=sgs

Plogo Xy +e141 =2, 6041 = y| X1t = u, Xoy = 0)

= Z P(Bin(ar, u)=x — m)P(g1441=m, 2441 =Y).

m=s1
ZajedniCka raspodela verovatnoéa inovacionih procesa data je jednac¢inom (4.19), pa sada

mozemo jednacinu (4.25) zapisati kao

P(Xit41 =2, Xop1 =yl Xqp =u, Xop = 0)

z Y
= P1po Z Z P(Bin(ai,u) = x —m)P(Bin(az,v) =y —n)P(e1441 = M, 2441 = n)

m=s1 n=s9

Yy
+ (1 - pl)pz Z P(Bin(ozg,v):y - n)P(€1,t+1:$, €2,t+1:n)

n=so
+p1(1 —p2) Y P(Bin(og,u)=x —m)P(e111="m,€2441=Y)

m=s1
+ (1 =p1)(1 —p2) P11 = @, €2441 = Y) (4.26)

Ocene nepoznatih parametara modela dobijamo kao vrednosti koje maksimiziraju

logaritamsku funkciju verodostojnosti, koja je oblika
n—1
L(G) = Z In P(X1,z‘+1 = T1,i+1, X2,i+1 = I2,i+1‘X1,i = Il,i7X2,z' = X2, 9)

=1

gde je 6 vektor nepoznatih parametara. Maksimizaciju ove funkcije sprovodimo numerickim

metodama.
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Metod momenata

Pretpostavimo da imamo slucajni uzorak {(X; ;, Xo )} Uvedimo nove parametre kao

j=1n"
U = a1P1 1 Uy = agpo. Ovi parametri mogu se oceniti jednacinom (4.13) pa je

x, (1
g = 5l gy (4.27)
IVX@'(O)
Sada, iz jednacine (4.20) dobijamo
ANi=1—-0)X;, i=1,2, (4.28)
gde je, za uzorak {X;1, ..., X;,}, X, uzoratka sredina, x, (0) uzoracka disperzija i vy, x, (1)

uzoraCka autokovarijacija za korak jedan, : = 1,2. Dalje, kad u jednacinu (4.21) uvedemo

T—g) A+ (o —ug ) AZ+(1—ug) 2\

. (1—a " .
smenu u; = «;p; dobicemo Var(X;;) = ui(l=ei)( (i —arun) (=) -. Resavanjem ove

jednacine po «; dobi¢emo ocenu parametra kao

A1 —@;) — 0252 — (1 — @;)%7x,(0
&i: ( UA) ulAZ ( U’) ,sz( ) , Z: 172 (429)
i (1 — i)\ — A7 — (1 — )%y, (0)
Ocenu parametra p; dobi¢emo kao p; = %, 1 =1,2.
Na kraju, parametar ¢ ocenjujemo iz jednacine (4.23) kao

— Uty

pri Gemu je vx,x,(s) = 5 X2 (Kiegs — Xo)(Xje — X;), 0,7 = 1,2,
Oznacéimo sa m,, = (my, . .. ,m7)/ vektor (ogranicavajucih) funkcija momenata koris¢enih

za ocenjivanje parametara (n u indeksu oznacava obim uzorka), pri ¢emu su

)\1 ~ D% 1 -
m 1 —aip; pEEEE A nz )
1—afp)(1 —aip)M +aipi(1 —p)AT 1L
my = L7 0iP)0cip)h Fafn(L=p)N Ly x )
(1—aip)(1 = cup) =
ms = afpi [(1 = afp) (1 — ap) M +aipi (L =p)A] 1 "zi Xii1—X1) (X1 —X1)
(1 —afp)(1 — arpr)? n—li7 " Z |
)\2 ~ D% 1 -
= NyedejeXo=—)Y Xu,
my —— 2,8de Je A2 n; 2,
1— a2po)(1 — Ao+ adpa(l—po)Ad 1 &
iy — (L= 081 = 0om) - adpp(L=p)f Lo
(1~ a3ps)(1 — azpn) "=
afpE (1 — a2pa) (1 — aapo) Ay + a2pa(1 — po) A2 1 & X X
e — 5P [( 502)( 2P2) A2 aP2( P2)A3] Z(XQ,Hl—XQ)(X?J_Xz)’

(1 —a3pa)(1 — agps)? n—1 i=1
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m7 = ¢ - ! zn:(Xl,z' - Y1)<X2,i - Y2)-

11— aragpips n—1 i—1

Vektor nepoznatih parametara ozna¢imo sa @ = (A1, Ao, a1, a2, p1, pa, @). Ako bi razvili u

Tejlorov red m,,(6) = 0 u okolini stvarne vrednosti parametra, 8y, dobi¢emo aproksimaciju

0~ m,(0y) + Gn(60)(6 — 6y),

iz koje dalje sledi da je
V(0 — 0y) =~ —[G,(0)] " vm,(6y), (4.31)
gde je G, = [35"9"]. Kako su sve funkcije momenata neprekidne kao sloZene funkcije

elementarnih funkcija, prema centralnoj grani¢noj teoremi kad n teZi beskonacnosti,
v/nm,,(68y) je normalno raspodeljen sa srednjom vredno$¢u 0 i kovarijacionom matricom
F = [F};]. Matrica F je dimenzije 7 x 7, ¢iji su elementi
1 & _ _
Fy = - > [(my (X6 X o) — 175) (mi (X, Xo,0) — 723,
i=1

pI'i ¢emu je mj = 1/7’L Z?:l mj(XLZ-, X2,i)’ j = 17 7.

Dalje, kako su sve funkcije momenata funkcionalno nezavisne, G, (6,) konvergira ka
regularnoj konstantnoj matrici. Prema tome, desna strana jednakosti (4.31) je asimptotski

normalno raspodeljena sa ocekivanjem O i kovarijacionom matricom ®. Kovarijaciona
/ -1 ..
matrica dobija se kao grani¢na vrednost od ®, = %(Gn(O)FflGn(O)) , kad n tezi

beskonacnosti. Matrica G = [G};] je dimenzije 7 x 7, Ciji su elementi parcijalni izvodi
funkcija momenata G;; = %’gj koriS¢enih za ocenjivanje parametara. Elementi ove matrice su:
1
Gn=—"—
1 —oaap
p1A1
Giz3=—"—""—
BT —aip)?
Ozl)\l
Gis = — L
v (1 —ap1)?
Gia=Guu=Gis=Gi7=0
Gy = 1 209p1(1 = p1)As
L—aipr = (1—afp)(l —aipi)?
Gy = 1A n arpi(1 = p)M (2 — aapi(1 + aipy))
(1 —aip)? (I = aip1)*(1 — aapr)?
G — a1\ AiX2(1 —2p; + agpi(1 + a1 — a?))
(1 —aip1)? (1 —afpi)?(1 — aip)?
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Goo = Gog = G = Ga7 =0

Gy — 1 2057 (1 — p1)\
L—aqpr (1 —afp)(1 —aipy)
Gy — D1 4pi(1—p1)(3 —aap1 (2 + 1)) A}
(1 - 041}91)2 (1 - Oé%ply(l - a1p1)2
Gas — a1\ N AP (2 — (3 + ay + ad)pr + 201 (1 + a1)p? — a3p?)
(1 - 041]71)2 (1 - O‘%pl)Q(l - 041}71)2
G32 = G34 — G36 = G37 =0
1
Gp=—"—
I — agpo
D22
Guy= 122
(1 - agp)?
042)\2
G — 272
10 (1 — qopo)?
Gn=Gr=0Gi5=Gi=0
G52 _ 1 2@%]92(1 — p2)>\2
1 —aopy (1 —adpa)(l — agpy)?
Gy = D22 opa(1 — p2)A3(2 — copa(1 + a3ps))
(1 - 042172)2 (1 - a§p2)2(1 - 042192)2
O — Qag a33(1 — 2py + ap3(1 + ap — a3))
56 =
(1 - 042]?2)2 (1 - 043172)2(1 - 042]72>2
Gs1 = Gs3 = G55 =G57 =0
Ges = Qa2 26“319%(1 - P2)/\2
1 —agpy (1 —adps)(1— asps)
Gt = D22 a3pa(1 — p2)(3 — aapa(2 + a)) A3
(1 - 042292)2 (1 - 04%1?2)2(1 - 042292)2
G — oy N aspar3(2 — (3 + ag + a2)ps + 20 (1 + a)p3 — aspd)
(1 - 042172)2 (1 - Oé%pz)Q(l - 042]72)2
Ge1 = Ggg = Gos = Ge7r = 0
Gn=Gn=0
Gy = PO 4 041042]9%272(75

1 —ajoopipe - (1 — araspipz)?
B afpipad

Gira = .

(1 - 041062271]72)
a1p i 04%042P1p2¢

Grs =
1 —ajoopipe - (1 — araspipz)?
afaopio
G76 = D)
(1 — ayaopip2)
Q1P
G =

1 — ajaapipe
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Kako su a; 1 ay strogo manji od nule, svi elementi matrice G' su konacni, pa je i asimptotska

kovarijaciona matrica, ®, konacna.

Rezultati na osnovu simulacija

Naveli smo dva metoda za ocenjivanje nepoznatih parametara. Kako bismo ispitali
preciznost ovih metoda, ocenjivaCemo parametre na simuliranom skupu podataka. Skupovi
sadrze po 100 uzoraka obima 50, 100, 500 i 1000, gde su vrednosti generisane za sledece
izbore parametara: a) a; = 0.6, as = 0.55, p; = 0.55, po = 0.4, \; =5, Ay = 3, ¢ = 1;b)
a; = 0.3, ap = 0.2, p; = 0.65, po = 0.6, \; =5, \y = 3, ¢ = 1. Rezultati su dati u tabeli 4.1.
Tabela 4.1 sadrzi kako ocenjene vrednosti parametara, tako i standardnu devijaciju tih ocena.
U prvoj koloni dat je broj Monte Karlo simulacija za dati izbor parametara. Procedura
ocenjivanja parametara implementirana je u programskom jeziku R.

Primecujemo da oba metoda konvergiraju ka stvarnim vrednostima parametara uz
smanjenje standardne devijacije sa porastom obima uzorka. CML metod daje dobre rezultate
cak 1 za uzorke obima 100, dok kod uzoraka obima 50 postoje neka odstupanja Sto se takode
moze primetiti kroz nesto vecu standardnu devijaciju dobijenih ocena. Standardna devijacija
ocenjenih parametara manja je kod CML nego kod MM metoda. MM metod je dosta
neprecizan za male obime uzorka. Kada parametri o; uzimaju velike vrednosti, kao pri izboru
parametara a), rezultati su nesto bolji ali je i dalje potreban uzorak obima veceg od 100 za
postizanje ocenjenih vrednosti bliskih originalnim. Kada je uzorak obima 1000, ocenjene
vrednosti dobijene MM metodom su sasvim dobre. Zbog kompleksnosti samog modela,

vremena potrebna za izraCunavanje na osnovu uzorka obima 1000 za MM i CML metode su

Tabela 4.1: Ocenjene vrednosti nepoznatih parametara za BVDPINAR(1). Prva vrsta sadrzi
ocenjene vrednosti, druga vrsta standardnu devijaciju.

MM CML

‘ ‘ aq Qi P1 P2 )\1 /\2 O ‘ aq Qg D1 D2 /\1 )\2 O ‘
a)a; =0.6,a0 =0.55,p=0.55,¢g =04, A1 =5, \2=3,90=1
50 0.5986 0.4473 0.4963 0.488 5.0695 3.0345 1.1524 | 0.6013 0.5081 0.5396 0.472 4955 2.9713 1.0303
0.178 0.3332 0.2456 0.3652 0.9019 0.6349 1.092 | 0.1269 0.3027 0.1646 0.3119 0.6323 0.4463 1.1042
100 | 0.5971 0.4879 0.4941 0.4683 5.1058 2.9775 1.0263 | 0.5973 0.5645 0.5304 0.4204 4.9394 29868 1.0471
0.1106 0.2658 0.1545 0.618 0.5776 0.4359 0.8233 | 0.0687 0.2132 0.1052 0.2324 0.4437 0.3459 0.6186
500 0.593 0.5059 0.5473 0.4523 49423 29246 1.1887 | 0.598 0.5529 0.548 0.3874 4.9278 2.9858 1.082
0.0407 0.1044 0.0624 0.1366 0.2946 0.1953 0.4252 | 0.0271 0.0809 0.0418 0.0866 0.1784 0.1305 0.2845
1000 | 0.5956 0.5193 0.5498 0.4288 4.9314 2.9277 1.1826 | 0.5982 0.5504 0.5514 0.3925 4.9352 2.9826 1.069
0.0298 0.0615 0.0504 0.0927 0.2302 0.1391 0.3177 | 0.021 0.0502 0.0306 0.0608 0.1342 0.0995 0.2049
b)a; =03, =0.2,p=0.65,g=06,\1 =5, \=3,9p=1

50 0.3794 0.3447 0.4679 0.3286 5.2949 3.2607 1.267 | 0.3426 0.2086 0.6218 0.7023 5.0648 3.1589 1.1625
0.2888 0.3592 0.351 0.3866 0.7692 0.5501 0.767 | 0.1566 0.2317 0.274 0.304 0.547 0.3648 0.5412
100 | 0.3692 0.3005 0.4865 0.3616 5.2166 3.1819 1.1993 | 0.3342 0.1943 0.5986 0.7001 5.0943 3.1565 1.1116
0.2419 03178 0.2975 0.3814 0.6407 0.3967 0.5342 | 0.125 0.1754 0.248 0.2898 0.4813 0.3032 0.4312
500 | 0.3392 0.2368 0.5562 0.4844 5.0773 3.1136 1.1667 | 0.327 0.2046 0.6251 0.6208 5.0766 3.1254 1.0842
0.0705 0.1879 0.141 0.3265 0.3022 0.1827 0.2404 | 0.0478 0.1557 0.1096 0.3057 0.2361 0.1714 0.1818
1000 | 0.324 0.2078 0.5925 0.5932 5.0449 3.117 1.1451 | 0.3099 0.207 0.6474 0.6189 5.0629 3.1269 1.066
0.0437 0.1158 0.0893 0.2906 0.2023 0.1351 0.1661 | 0.0385 0.0841 0.0762 0.2755 0.1622 0.1205 0.1438
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drasti¢no razli€ita. Vreme izraCunavanja MM metodom meri se sekundama, dok se kod CML

metoda meri satima.

4.2.3 Primena na stvarnim podacima

Kako bismo demonstrirali prakti¢ni znacaj BVDPINAR(1) modela, posmatracemo njegovu
primenu na stvarnim podacima. Diskutova¢emo rezultate i statistiCke osobine razmatranih
vremenskih nizova. Nije nam cilj da pokaZemo da je model dobar samo za ove konkretne
nizove, ve¢ zelimo da opiSemo problem za koji bi BVDPINAR(1) model nudio adekvatan
pristup. Dobijeni rezultati bi¢e uporedeni sa rezultatima nekih drugih BINAR modela.

Analiziramo podatke iz baze http://www.forecastingprinciples.com/index.php?
option=com_content&view=article&id=47&Itemid=250, gde se fokusiramo na broj
mesecnih krada (LAR) 1 broj naruSavanja javnog reda (CMIS) u Pitsburgu od januara 1990. do
decembra 2001. godine. Ove aktivnosti mogu se svrstati u lakSa krivicna dela. LAR se
karakteriSe kao nenasilna krada, dok CMIS predstavlja oSteéivanje ili uniStavanje predmeta u
tudem vlasniStvu ili javne svojine bez odobrenja. Dakle, isto socijalno okruZenje dovodi do
obeju ovih aktivnosti. S druge strane, ne moZe se opravdati kroskoreliranost sa korakom jedan
izmedu ovih nizova i ako su oni korelirani. Srednje vrednosti nizova LAR i CMIS su 1.18 i
1.43, dok su disperzije 1.37 1 1.95 redom. Koeficijent korelacije je 0.31. Kod obe serije
koli¢nik disperzije i srednje vrednosti je samo malo veci od jedinice, $to sugeriSe da bi
Puasonova raspodela mogla biti dobar izbor. Imamo 144 opservacije. Grafici vremenskih
nizova, autokorelacione funkcije i kroskorelacione funkcije dati su na slici 4.1. Primecujemo
da nizovi imaju vrlo sli¢no ponaSanje kroz vreme, Sto opravdava pretpostavku da su zavisne.
Autokorelacija sa korakom jedan prisutna je kod oba niza, dok je kroskorelacija na koraku
jedan gotovo zanemarljiva, Sto je u skladu sa konstruisanim modelom.

Kriterijumi za ispitivanje adekvatnosti modela bi¢e Akaike informacioni kriterijum (AIC),
Bajesov informacioni kriterijum (BIC) i srednje kvadratna greSka (RMS). Dok prva dva
opisuju adekvatnost pretpostavljene raspodele vremenskih nizova, tre¢i nam daje informaciju
o preciznosti predvidanja za jedan korak unapred. BVDPINAR(1) model uporedujemo sa jos
dva slicna modela ali sa konstantnim koeficijentima, a to su BVPOIBINAR(1) i
BVNBIBINAR(1) modeli koje su uveli Pedeli i Karlis (2011) i jo§ sa FULLBVPOIBINAR(1)
modelom koji su uveli Pedeli i Karlis (2013), a koji modeluje i kroskoreliranost sa korakom
jedan. Svi ovi modeli pretpostavljaju zavisnost izmedu inovacionih procesa, gde su inovacioni
procesi generisani dvodimenzionalnom Puasonovom raspodelom kod BVPOIBINAR(1) i
FULLBVPOIBINAR(1), a negativnom binomnom kod BVNBIBINAR(1) modela. Nije nam
cilj da pokazemo kako je neki model globalno gledano najbolji, ve¢ da je za nizove sa nekim
specificnim osobinama jedan model bolji od drugih. Rezultati su sumirani u tabeli 4.2. Za

ocenjivanje parametara modela koristili smo CML metod iz dva razloga. Prvi je Sto Zelimo da
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Slika 4.1: Trakasti dijagram, grafik autokorelacione i kroskorelacione funkcije za vremenske
nizove LAR i CMIS.

ukljuc¢imo raspodelu nizova u proces ocenjivanja, a drugi je taj Sto je uzorak mali za postizanje
preciznih ocena MM metodom.

Iz tabele 4.2 moZzemo primetiti da su modeli bazirani na dvodimenzionalnoj Puasonovoj
raspodeli bolji izbor, po sva tri kriterijuma. BVDPINAR(1) model postiZe najbolje rezultate.
Mogu se uociti poboljSanja u odnosu na BVPOIBINAR(1) model, mada su im BIC vrednosti

skoro iste, Sto je posledica ¢injenice da BVDPINAR(1) model ima dva parametra viSe nego
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Tabela 4.2: Ocenjeni parametri sa standardnom devijacijom u zagradi, AIC, BIC i RMS za
vremenske nizove LAR i CMIS.

RMS _ RMS

Model CML ocene AIC BIC LAR CMIS
&1 = 0.977(0.273), p1 = 0.183(0.094)

BVDPINAR(1) G2 = 0.323(0.188), pp = 0.537(0.35) g5y ¢ 97538 1130 1360
A1 = 0.979(0.106), Az = 1.179(0.125)

N

¢ = 0.286(0.094)
61 = 0.135(0.074), Ay = 1.036(0.121)
BVPOIBINAR(1) a2 = 0.121(0.065), Ao = 1.261(0.13) 860.8  875.66 1.142  1.367

A~

¢ = 0.337(0.093)
&1 = 0.089(0.057), A1 = 1.558(0.222)
BVNBIBINAR(1) a2 = 0.002(0.0715), A2 = 2.253(0.367) ~ 905.43 92028 124 161

B = 0.918(0.067)
&11 = 0.271(0.109), A2 = 0.002(0.079)
621 = 0.113(0.089), daz = 0.159(0.089)
A1 = 1.094(0.129), Ay = 1.165(0.121)

é = 0.404(0.105)

FULLBVPOIBINAR(1) 881.11 901.19 1.161  1.369

BVPOIBINAR(1). Ukljuc¢ivanje kroskorelacije sa korakom jedan u modelovanje dodatno kvari
rezultat, Sto se moZe videti iz vrednosti kriterijumskih funkcija za FULLBVPOIBINAR(1)
model. Ako obratimo paZnju na ocenjene parametre BVDPINAR(1) modela, vide¢emo da
je mala autokoreliranost konstatovana na slici 4.1 za niz LAR, opisana malom vredno$cu za
parametar p;. Na osnovu ocenjenih parametara, srednje vrednosti nizova su 1.192 1 1.426, a
disperzije su 1.437 1 1.482 za LAR 1 CMIS, redom. Ove vrednosti su sasvim blizu uzorackoj
sredini i disperziji kod oba niza. Parametar ¢ je razlicit od nule, Sto implicira da su inovacioni
procesi nizova LAR i CMIS zavisni. Koeficijent korelacije je 0.202, dok je kroskorelacija sa
korakom jedan izmedu LAR 1 CMIS 0.036, a izmedu CMIS i1 LAR 0.035 Sto je u skladu sa

empirijskim rezultatima predstavljenim na slici 4.1.

4.2.4 Alternativni pristup konstrukciji modela

U ovom potpoglavlju razmotri¢emo jo§ jedan aspekt BINAR(1) modela sa zavisnim
inovacionim procesima. Pretpostavicemo da je zajednicka raspodela inovacionih procesa
dvodimenzionalna negativna binomna. Za tako odredenu raspodelu odredi¢emo osobine
modela, kao Sto su bezuslovni i uslovni momenti, prodiskutovaéemo autokorelacionu i
kroskorelacionu strukturu. Da¢emo i metode za ocenjivanje nepoznatih parametara ali kako je
ovaj model vrlo sli¢an modelu predstavljenom u potpoglavlju 4.2.1, neCemo se detaljno baviti
efikasno$¢u metoda i asimptotskim raspodelama njihovih ocena. Prakti¢ni aspekt ovih modela
takode je detaljno razmatran u potpoglavlju 4.2.3, pa ¢emo i to ovom prilikom izostaviti.

Pretpostavimo da je zajednicka raspodela inovacionih procesa, {e1:} 1 {e2:},

dvodimenzionalna negativna binomna sa parametrima A\, Ay i ¢, BN B()\1, A2, ¢). Raspodela
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verovatnoca slucajnog vektora (£1 ¢, £2) data je jednacinom

rp"+z+y) Mg~/
LB+ DTy + 1) (A + Ap + ¢71)mHo™

Pleiy =60 = y) = (4.32)
gde je T'(z) = [ e tt"'dt, dok su parametri \;, A2, ¢ strogo pozitivni. Jednacine (4.1) i
(4.2), pri Cemu je raspodela inovacionih procesa data jednaCinom (4.32), definiSu
dvodimenzionalni autoregresivni model reda jedan za nenegativne celobrojne vremenske

nizove BVDNBINAR(1). Za inovacione procese imamo da je marginalna raspodela slucajne

promenljive ¢;; jednodimenzionalna negativna binomna sa parametrima ¢~ i Aiﬁ;l_l, Cije je
ocekivanje ., = A; i disperzijom afi’t = XNi(1+ N\o), i = 1,2. Kovarijacija izmedu nizova
{€1+} i {e2+} odredena je parametrom ¢ kao Cov(e1+,€2:) = A A2¢.

Prethodna diskusija i jednacine (4.10) i (4.12) daju nam srednju vrednosti i disperziju

slucajne promenljive X, ; kao

C1- QP
Aill = aipi(1 + qipi(1 = ai))] + A[aipi(1 — pi) + (1 — 20upi + aipi)]
(1 —afpi)(1 — aip;)?

E(Xiy) (4.33)

Var(X;:) =

(4.34)

gde je i = 1,2. Autokovarijacija slucajnih nizova {X;,}, i = 1,2 data je jednacinom (4.13),
gde je takode data veza izmedu disperzije i autokovarijacije sa korakom k. Kovarijacija izmedu

ova dva niza racuna se kao

A1 A2¢

1— 041612]91172.

Cov(X1y, Xoy) = (4.35)

Uslovno ocekivanje i disperzija sluCajne promenljive X; ;;; u odnosu na X, ; 1 X5, date su

redom jednacinama
k 1 — (cuips)” .
E( Xk X1, Xoy) = (ap)" X, + )\i177 1=1,2,
— i
k k k 1 — (ap)"
Var(Xiper X1, Xog) = (ipi)" (1 — a) Xip + (1 = p) |(ipi)" Xip + W)\i
1 — (a2py)" L—(a2p)* |\ 1— (aps)®
X (a‘f ) aip; + Ao <a’2p) + A G L i=1,2.
1-— azp; 1— a;D; 1— Y

Ocenjivanje nepoznatih parametara

Kao i kod prethodnog modela i za BVDNBINAR(1) model prokomentarisaiemo dva

metoda za ocenjivanje nepoznatih parametara, metod uslovne maksimalne verodostojnosti
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4.2. Model generisan dvodimenzionalnom Puasonovom raspodelom

(CML) i metod momenata (MM). Kako je re¢ o slicnim modelima, oba metoda
prodiskutovac¢emo u kratkim crtama.

Kako BVDPINAR(1) tako i BVDNBINAR(1) model pripada grupi modela definisanoj u
poglavlju 4.1 pa je njihova struktura ista. Prema tome, uslovna raspodela verovatnoca slu¢ajnog
vektora (Xj++1, X2.41) kada je poznata realizacija vektora (X, X»,) data je jednacinom
(4.25). Jedina razlika ogleda se u tome $to je zajednicka verovatnoda inovacionih procesa
odredena jednac¢inom (4.32).

Kada je re¢ o metodi momenata, ponovo ¢emo uvesti parametar u; = a;p;, ¢ = 1, 2. Tada je
u; ocenjen jednacinom (4.27). Parametre \; ocenjujemo jednacinom (4.28), dok ¢ ocenjujemo

jednacinom (4.30). Jedina razlika je u jednaCini za ocenjivanje parametra «; koja sada glasi

(1 —0,)*VarX; N1 — 2,1 — ;) —
@1(1 - ﬁi)2VarXi7t + 5\1@1(@@

o(1 —24,) — 43)

&; = L i=1,2.

A(
+ 2

Parametar p; moZemo oceniti kao p; = %, i = 1,2. Asimptotska raspodela ovako dobijenih
by

ocena detaljno je razmatrana kod BVDPINAR(1) modela, pa je neéemo ponovo navoditi.
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Glava 5

Zakljuéak

U disertaciji su predstavljeni dvodimenzionalni autoregresivni modeli prvog reda za
nenegativne celobrojne vremenske nizove. ObrazloZena je znaCajnost postojanja ovakvih
modela i date su smernice daljeg razvoja. Dat je pregled vec postojecih modela, a zatim su
definisani novi modeli za ovakav tip vremenskih nizova. SuStinska razlika izmedu vec
postojecih modela i onih koji su definisani u ovoj disertaciji ogleda se u tome Sto su ovi drugi
zasnovani na slucajnim koeficijentima. Dokazane su najznacajnije osobine uvedenih modela.
Posebna paznja data je ocenjivanju nepoznatih parametara modela. Za svaki od uvedenih
modela posmatrana je primena na stvarnim podacima, pri ¢emu su rezultati uporedivani sa
rezultatima najznacajnijih, ve¢ poznatih modela.

U drugoj glavi definisan je dvodimenzionalni model kod koga su brojacki nizovi
generisani Bernulijevom raspodelom. Zavisnost izmedu dva niza ovog dvodimenzionalnog
modela definisana je kroz autoregresivnu komponentu koja je upravo odredena ovim
brojackim nizovima. Detaljno je razmatrano ocenjivanje nepoznatih parametara modela, pri
¢emu su dokazane i1 asimptotske raspodele dobijenih ocena. Dat je paralelni prikaz dva
modela ovakvog tipa, gde su kod jednog modela brojacki nizovi generisani Bernulijevom, a
kod drugog geometrijskom raspodelom. Na stvarnim podacima pokazano je da je model sa
brojackim nizovima generisanim Bernulijevom raspodelom pogodniji za nizove kod kojih
prethodno stanje nije u mogucnosti da generiSe nove dogadaje, dok je kod modela sa
brojackim nizovima generisanim geometrijskom raspodelom obrnut slucaj. U nastavku ove
glave dat je novi pristup ocenjivanju gresSke predvidanja modela za jedan korak unapred. Kako
se ovi modeli sastoje iz procesa preZivljavanja i inovacionog procesa, izmerena je greska
predvidanja koja je posledica predvidanja jednog ili drugog procesa zasebno. Ovako izmerene
greske ukazuju na nesavrSenosti jedne ili druge komponente modela i daju smernice za buduca
poboljsanja.

Uopstavanja dvodimenzionalnih autoregresivnih modela reda jedan sa slucajnim

koeficijentima za nenegativne celobrojne vremenske nizove uvedena su u trecoj glavi . Najpre
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je definisan dvodimenzionalnog modela kod koga su marginalne raspodele dva niza sa
razli¢itim parametrima. Ovakav model omogucio je modelovanje zavisnih nizova sa
razli¢itom srednjom vrednos$cu, §to je znatno doprinelo potencijalnoj primeni modela. Takode,
dokazana je egzistencija ovakvih modela. Dalje uopStavanje zasnivalo se na definisanju
modela kod koga su svi brojacki nizovi generisani razli¢itim Bernulijevim raspodelama. Na
taj nacin izbegnuta je pretpostavka o jednakosti raspodela procesa preZivljavanja. Konstruisan
je model koji na prirodniji na¢in modeluje zavisnost izmedu dva niza. Prakti¢ni znacaj svih
ovih modela potkrepljen je rezultatima na stvarnim podacima.

Nesto drugaciji model, gde je prisutna zavisnost inovacionih procesa, razmatran je u
Cetvrtoj glavi. Model je i dalje definisan preko slucajnih koeficijenata ali je sada proces
prezivljavanja generisan samo pod uticajem prethodnih stanja sopstvenog niza. Na taj nacin je
obuhvaceno i modelovanje dvodimenzionalnih nizova kod kojih nema zavisnosti izmedu
procesa preZivljavanja. Dokazana je egzistencija ovakvih modela i data je njihova primena.

Kako je potencijalna primena ovakvih modela vrlo Siroka, od velikog je znacaja nihov
dalji razvoj i usavrSavanje. Oni predstavljaju najprirodniji nacin za modelovanje celobrojnih
nenegativnih vremenskih nizova i kao takvi bie oblast interesovanja mnogih jo§ dugi niz

godina.
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