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Глава 1

Увод

“Бавиш се физиком? Ја то никада не бих могао”. Уврежено ми-
шљење је да је физика “тешка” наука. Она то заиста и јесте. Физи-
чки концепти наизглед не одговарају нашем свакодневном искуству,
и потребни су сложени модели да би се адекватно описала физичка
реалност. Проучавање физике подразумева овладавање захтевним ма-
тематичким апаратом, као и експерименталним техникама. У новије
време, потребно је и знање програмирања. Као фундаментална наука,
физика је присутна свуда, али је, истовремено, ученицима, студентима
и општој популацији често далека, тешка и неразумљива.

Због улоге физике у модерном друштву и тешкоћа које ученици има-
ју у њеном разумевању, настава физике има изузетан значај. Она треба
да тежак и непопуларан предмет представи на интересантан, разумљив
и сврсисходан начин. Треба да буде тачна, сликовита, практична, и да
има у виду ученичке тешкоће, заблуде и претконцепције.

Настава механике, као дела физике, има своје специфичне тешкоће.
С обзиром на то да се односи на свакодневне појаве, ученици кроз соп-
ствено искуство стичу уверења која су често у супротности са законима
физике. Иако се механика бави проучавањем макроскопских појава1,
узроци тих појава леже у комплексности микросвета. Мноштво поје-
диначних интеракција микрочестица апроксимира се једноставнијим
макроскопским законима. Због тога ти закони имају ограничен домен
примене, тј. важе у идеализованим околностима. У свакодневном ис-
куству ученика, насупрот контролисаним лабораторијским условима,
на посматрану појаву утиче пуно различитих фактора, које ученици

1Њутнова механика применљива је на макроскопска тела која се крећу нерелати-
вистичким брзинама, тј. за тела чије су димензије d � d0, где је d0 ' 1× 10−12 m
радијус прве Борове орбите, и чије су брзине v � c, где је c ' 3× 108 m · s−1 брзина
светлости у вакууму [18].
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не разматрају уопште, или их разматрају некритички. Управо ови кон-
цепти, у које ученици чврсто верују, представљају препреку усвајању
тачних физичких концепата. Адекватна настава физике мора имати у
виду ученичке потешкоће, које су готово универзалне, и активно ради-
ти на њиховом отклањању.

Због свега наведеног, као и због недовољног броја физичара, наста-
ва физике је врло актуелан проблем. Ова дисертација замишљена је
као приказ остварених резултата њеног аутора, али и као приручник
класичне механике.

Посебан осврт дат је на следеће теме:

• Физика дизања тегова (Глава 2),

• Улога демонстрација у настави физике (Глава 3),

• Трење (Глава 4),

• Нормална сила (Глава 5),

• Дијаграми сила (Глава 6).

У свакој од њих крију се многе ученичке заблуде, привидни пара-
докси и теме за дискусију. Приказани материјал погодан је за уводне
курсеве механике на студијама физике и сродних факултета, при чему
је релевантан и за ученике средњих школа, са коригованим математи-
чким апаратом.

1.1 Научни допринос дисертације
Употреба примера из биомеханике у настави физике (Глава 2) пред-

ставља најзначајнију новину и основни научни допринос дисертације.
Ове идеје представљене су у радовима [1, 2, 9] од којих је [2] уврштен
у Highlights of 2018, као један од двадесет најзанимљивијих радова об-
јављених у European Journal of Physics у тој години, што представља
велико и ретко признање у свету.

Пре наших публикација, у литератури која се бави наставом физике
готово да није било примера који спајају физику и тренинг снаге: један
научни рад [19], и једноставни примери у стандардним уџбеницима
опште физике [20, 21]. У оквиру дисертације приказана је адаптација
метода и примера из биомеханике за потребе наставе физике.

Након тога, представљени су резултати педагошког истраживања
спроведеног са ученицима првог разреда гимназије “Бора Станковић” у
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Нишу (Глава 3). Иако ограниченог домета, ово истраживања потврђује
раније публикована запажања да присуство лабораторијских вежби, у
овом случају једноставних демонстрационих огледа које су изводили
сами ученици, не мора увек да гарантује бољи успех на тесту. Ови
резултати публиковани су у [4].

У оквиру педагошког истраживања, тестиран је утицај огледа на
усвајање градива о трењу. Више детаља о трењу дато је у Глави 4.
Адекватно разумевање силе трења, нарочито приликом котрљања, је-
дан је од највећих изазова за ученике и студенте. Научни допринос
представља систематизација познатих резултата и формирање списка
ученичких заблуда о трењу, на основу литературе и ауторовог искуства
у настави. Списак заблуда је први корак у изради концептуалног теста
о трењу. У будућности је планиран завршетак и валидација овог теста.
Досадашњи резултати публиковани су у [8, 11].

Једна од честих заблуда о нормалној сили у динамици крутог тела
описана је у Глави 5. Приликом цртања дијаграма сила, нормална сила
се обично црта у тежишту тела2. Међутим, тако оријентисана сила ~N
не задовољава увек основне једначине равнотеже. Овај “парадокс” је
познат од раније, а допринос се састоји у креирању једноставног огледа
који потврђује дато објашњење. Резултати су публиковани у [3, 5].

На крају, у Глави 6, представљен је алгоритам за решавање зада-
така. Слични алгоритми се могу наћи у стандардним уџбеницима, и у
ауторовој пракси су се показали као корисни и популарни. Алгоритам
је публикован у [10].

1.2 Допринос других колега
За остварене резултате значајан је директан допринос следећих ко-

лега.
Многобројне дискусије са проф. др Љубишом Нешићем, ментором,

у дугогодишњој сарадњи, допринеле су развоју и обликовању предста-
вљених идеја. Поред сарадње у вези са докторатом и публиковањем
радова, сарађивали смо и у оквиру предмета Механика и Наставна
средства физике, био сам укључен у организацију конференција, пу-
бликовање приручника и реализацију пројеката.

Др Милан Милошевић учествовао је у реализацији експеримента и
обради резултата мерења представљених у одељку 2.6, што ми је било

2Постоје извесне разлике између појмова тежиште и центар масе. У оквиру
примера датих у овој дисертацији, подразумева се да је гравитационо поље хомогено,
па се ове две тачке подударају.
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од велике помоћи.
Проф. др Миодраг Радовић дао је идеју за педагошко истражива-

ње, представљено у Глави 3, у оквиру испита Лабораторијски експери-
мент у настави физике на докторским студијама физике. Др Миодраг
Ђорђевић је помогао око статистичке обраде резултата код истог ис-
траживања.

Проф. др Ненад Милојевић је интересантним питањем, предста-
вљеним у одељку 2.1 покренуо идеју за обраду теме физика и дизање
тегова. Такође је имао мноштво корисних сугестија у току припреме
радова и помогао у реализацији експеримената. Данило Делибашић је,
такође, својим сугестијама помогао у реализацији истраживања и при-
преми ових радова. Поред тога што су физичари, обојица су искусни
дизачи тегова, па су њихове сугестије биле интердисциплинарне.

Захваљујем се свима на помоћи.

1.3 Напомене

Представљене теме потекле су из ауторовог искуства у настави.
На Природно-математичком факултету у Нишу, током протеклих пет
година, реализовао је вежбе из предмета Механика, Теоријска механи-
ка, Физика у школи, Наставна средства физике и Физика за студенте
географије. На основу тога, стекао је увид у то које тешкоће имају
студенти који почињу са изучавањем физике (Механика), који су на
средини студија (Теоријска механика), који завршавају факултет (Фи-
зика у школи, Наставна средства физике) и који не студирају физику
(Физика за студенте географије). Поред тога, аутор је три године држао
натаву физике у два одељења гимназије “Бора Станковић” у Нишу, у
специјалном информатичком и билингвалном одељењу.

Теме које су обрађене у дисертацији примерене су студентима прве
године основних академских студија, у оквиру уводног курса Меха-
нике. Већи део материјала се успешно може прилагодити ученицима
средње школе, у редовној настави, или у додатном раду. У том смислу,
не прави се разлика између појма студент и ученик, и све што је у тек-
сту наведено за студенте важи и за ученике. Једини изузетак од тога
је Глава 3, где је представљено истраживање у коме су учествовали
ученици гимназије.

У дисертацији није прављена разлика између силе Земљине теже и
гравитационе силе Земље. Иако разлика постоји, и сила Земљине теже
у себи укључује гравитациону интеракцију и ефекте ротације Земље
(центрифугална и Кориолисова сила), за проучаване појаве, ови ефекти
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су занемарљиви.
Такође, у дисертацији постоји делимично преклапање текста о тре-

њу. Разлог за то је што је у додатку дисертације 8.1 дат неизмењен
текст који је употребљен са ученицима приликом истраживања пред-
стављеног у Глави 3.

Све слике су оригинално дело аутора, или су настале модифика-
цијом слика које не подлежу ауторским правима3. Код слика које су
претходно публиковане, то је јасно назначено, и наведена је првобитна
публикација.

3енг. royalty-free files.
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Глава 2

Физика дизања тегова

Просечан студент мисли да је спорт лак и забаван, а физика тешка
и сувопарна. Просечан физичар – обрнуто. Дизање тегова, као спорт-
ска, физичка и естетска активност, веома је популарно међу младима.
Насупрот томе, у литератури о настави физике мало је примера који
се баве биомехаником, а нарочито дизањем тегова. Употребом примера
из свакодневних активности студената, физика се може учинити ре-
левантнијом, а студенти мотивисанији да се њоме баве. Осим радова
аутора ове дисертације, не постоји ниједан рад који се бави физичким
аспектима дизања тегова. Може се наћи само један базичан рад о тре-
нингу снаге генерално [19], или једноставни примери попут држања
тега у руци у стандардним уџбеницима опште физике [20, 21].

Највећи допринос дисертације је адаптација биомеханичких истра-
живања и развој примера који могу бити употребљени у образовне
сврхе на часовима физике.

Тренинг снаге укључује неколико спортских дисциплина: Олимпиј-
ско дизање тегова,4 powerlifting,5 такмичење за најјачег човека6 итд.
Основни фокус овог рада биће powerlifting. Укратко, powerlifting [22]
подразумева извођење следећих вежби7 (слика 2.1):

• Чучањ – дизач изводи чучањ са тегом који је на леђима, у висини
рамена;

• Бенч прес – дизач лежи на клупи, спушта тег до груди, и подиже
га у почетни положај;

4енг. Olympic weightlifting.
5Не постоји адекватан превод.
6енг. Strongmen competition.
7енг. squat, bench press, deadlift.

11
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Слика 2.1: Подизање тега у вежби: чучањ, бенч прес и мртво дизање.
Слика претходно публикована у [2] ©European Physical Society. Reproduced by
permission of IOP Publishing. All rights reserved.

• Мртво дизање – дизач подиже тег са пода до нивоа кукова.

Остварени рекорди на званичним powerlifting такмичењима су за-
дивљујући. У мушкој конкуренцији [23], ти рекорди су: чучањ – 505 kg;
бенч прес – 410 kg; мртво дизање – 397,5 kg.

Узимајући у обзир наведене бројке, може постојати бојазан да ова-
кав спорт није безбедан, нарочито за адолесценте. Безбедност неког
спорта процењује се на основу броја повреда на 1000 сати тренинга,
при чему је повреда догађај који онемогућава даље тренирање или так-
мичење [24]. Према овом критеријуму, powerlifting је безбедан колико и
плес [24], са ниском стопом повреда од (1 − 4)/1000 h. Поређења ради,
фудбал има стопу повреда од 17,1/1000 h, што га чини више него 4 пута
опаснијим. Радови [25, 26] такође потврђују безбедност powerlifting-а.

Већина повреда која се јавља у powerlifting-у код младих потиче од
неправилног извођења вежби [27]. Сажет приказ правилног извођења
вежби дат је у [28–30], док [31–33] дају детаљан приказ.

Поред тога што је безбедан, powerlifting је и користан за здравље
опште популације, као и адолесцената [27]. Ово је нарочито битно за
адолесценте који нису довољно физички активни. Powerlifting побољ-
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шава стање код неких пацијената са болом у леђима [34, 35] и повећава
густину костију [36].

Узимајући у обзир популарност тренинга снаге, ниску стопу по-
вреда и позитиван утицај на здравље, примери из powerlifting-а могу
освежити стандардни час физике. Они могу помоћи студентима да уви-
де значај физике у свакодневним активностима, и подстакнути их да
пажљивије размотре форму са којом изводе вежбе.

Поред већ поменутих предности употребе примера из powerlifting-а
у настави физике, предности су и то што:

• Пуно студената је заинтересовано за физичко вежбање и дизање
тегова.

• Студенти имају прилику да “персонализују” тему и проучавају
сопствено извођење вежбе, или да врше прорачуне према сопстве-
ним димензијама тела.

• Приказани примери могу се спровести у било којој учионици или
лабораторији. Тегови (или било који други тежак предмет) су
лако доступни, као и остала потребна опрема. Софтвер који је
коришћен је бесплатан.

• Друге вежбе или свакодневне активности могу се анализирати на
сличан начин.

• Модели су довољно једноставни да их студенти могу успешно
разумети и употребити.

• Израчунавања дају добре резултате. У случају теоријских пред-
виђања, показано је добро слагање са експерименталним резулта-
тима из литературе. У случају извођења експеримената, резулта-
ти из различитих извора били су сагласни.

• Тема је интердисциплинарна. Студенти уче о физици, анатомији,
здрављу, употреби лабораторијске опреме и вршењу мерења, итд.

Како је тема интердисциплинарна, и свака област има свој “жаргон”,
добро је повезати основне појмове из физике са појмовима из биоме-
ханике [37, 38]. Кинематика8 има исто значење у обе науке, док се у
биомеханици користи појам кинетика9 уместо динамике. Акцелероме-
три10 су уређаји за мерење убрзања.

8енг. kinematics.
9енг. kinetics.

10енг. accelerometers, inertial measurment units.
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Такође, под појмом тег подразумеваће се целокупни терет који се
подиже, а који се састоји од шипке, на које су наређане плоче одређене
масе (слика 2.2).

У даљем тексту је:

• Показано како распоред масе тега утиче на извођење вежбе, са
експерименталном потврдом (Одељак 2.1),

• Дефинисан модел стандардног човека (Одељак 2.2),

• Израчунат извршен рад приликом подизања тега у вежби мртво
дизање (Одељак 2.3)

• Израчунато оптерећење лумбалног дела кичме приликом извође-
ња вежбе мртво дизање (Одељак 2.4),

• Израчунати су моменти сила који се јављају у куковима и коле-
нима приликом извођења чучња (Одељак 2.5),

• Одређена временска зависност сила којом дизач делује на шипку
приликом мртвог дизања (профил силе). Упоређена су два експе-
риментална приступа: видео анализа и акцелерометри (Одељак
2.6).

2.1 Утицај избора плоча на извођење веж-
бе

2.1.1 Теоријско разматрање
Претпоставимо да је млади студент физике почео да се бави power-

lifting-ом, и да након неколико месеци тренинга може да подигне тег
масе 85 kg. У овом тренутку, није важно коју powerlifting вежбу разма-
трамо, јер је дискусија применљива на сваку (под условом да се код
мртвог дизања тег увек подиже са исте иницијалне висине).

С обзиром на то да је маса шипке са учвршћивачима 25 kg [22], на
шипку треба додати плоче укупне масе 60 kg. Да ли је једнако тешко
подићи тег ако се на шипку ставе 4 плоче од 15 kg, или 12 плоча од 5 kg
(слика 2.2)? Ако има разлике, шта је теже подићи и зашто?

Ради лакшег изражавања, прву конфигурацију означићемо са 4-15
(четири плоче од 15 kg), а другу са 12-5 (дванаест плоча од 5 kg). Иако
је маса тега иста у обе конфигурације, она је другачије распоређена.
Због тога перцепција тежине тега није иста у оба случаја, а што је маса
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Слика 2.2: Шта је лакше подићи? Слика претходно публикована у [2]
©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing. All
rights reserved.

Слика 2.3: Нападна тачка вектора силе Земљине теже на групу плоча ~Fgp

различита је у свакој од конфигурација.

ближа максималној коју дизач може да подигне, то је разлика уочљиви-
ја. Нападна тачка силе Земљине теже у 12-5 конфигурацији померена
је бочно у односу на 4-15 конфигурацију. То значи да ће крак силе у
тој конфигурацији бити већи, па самим тим, и момент силе (слика 2.3).
Студенти најчешће разматрају једну страну тега (само леву, или само
десну) независно од друге, па им је због тога ово решење примамљиво.
Дијаграм сила за овакав приступ приказан је левој страни слике 2.4.
Силе које потичу од руку дизача означене су са ~F1 и ~F2, док ~Fg, ~Fgp и
~Fgs означавају силу Земљине теже која делује на цео тег, једну групу
плоча и једну половину шипке, редом.

На десној страни исте слике налази се дијаграм сила ако тег раз-
матрамо као целину, тј. као једно круто тело. Пошто је у обе конфигу-
рације тег симетричан, нападна тачка силе Земљине теже је у центру
тега, па ће дијаграми сила за обе конфигурације бити идентични. То
је први наговештај да разлика у нападној тачки силе Земљине теже
можда није адекватно објашњење.

Да бисмо се у то експлицитно уверили, потребно је написати једна-
чине кретања. При томе ћемо претпоставити да се тег креће трансла-
торно, тј. да се све време помера паралелно свом почетном положају.
Ако посматрамо тег као целину, на њега делују силе које потичу од
руку дизача ~F1 и ~F2, и сила Земљине теже ~Fg = m~g. Ако претпостави-
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Слика 2.4: Дијаграм сила за тег у обе конфигурације (4-15 горе и 12-5 доле)
када се засебно разматрају лева и десна половина тега (лево) и тег као це-
лина (десно). Слика претходно публикована у [2] ©European Physical Society.
Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.
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мо да су вектори ~F1, ~F2 и ~a усмерени вертикално, онда Други Њутнов
закон пројектован на ову вертикалну y-осу гласи:

F1 + F2 −mg = ma, (2.1)

где су F1, F2 и a интензитети одговарајућих вектора, m је маса те-
га. Како тег не ротира, укупан момент силе једнак је нули, ~M = 0.
Ако разматрамо моменте у односу на осу која је ортогонална на раван
цртежа и пролази кроз центар тега, онда је:

F2
l

2
− F1

l

2
= 0, (2.2)

где је l растојање између руку дизача. Шипке имају симетрично поста-
вљена места за хват, са шаром за боље приањање, па можемо сматрати
да су шаке постављене симетрично, свака на растојању l

2
од центра

шипке.
Решавањем претходних једначина, добија се:

F1 = F2 =
1

2
m(g + a). (2.3)

Студенти могу бити сумњичави да ће разматрање леве и десне стра-
на тега одвојено довести до истог резултата као и разматрање тега као
целине. Због тога може бити потребно исписати аналогне једначине за
тај приступ, на основу слике 2.4.

Из једначине (2.3), видимо да су руке једнако оптерећене у току
дизања тега, али и даље немамо објашњење за наведену разлику у
конфигурацијама. Ипак, овај резултат може бити први наговештај ре-
шења.

Људи нису савршено симетрични и једна рука, обично десна, је до-
минантна, тј. јача од друге. Због тога силе којом руке делују на шипку
приликом подизања терета често неће бити исте. У случају подизања
максималног терета, овај ефекат је израженији јер тада обе руке делују
максималном силом. Професионални дизачи често и користе несиме-
тричан хват, тако да се шака доминантне руке иде “испод шипке”, а
шака недоминантне руке “изнад шипке”. Као последица тога, крета-
ње тега неће бити савршена транслација, већ низ малих транслација и
ротација.

Размотримо истовремену транслацију и ротацију тега, како је при-
казано на слици 2.5.

Једначине које описују транслацију и ротацију су, редом:

F1 + F2 −mg = ma, (2.4)

F2
l

2
cos θ − F1

l

2
cos θ = Iα. (2.5)
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Слика 2.5: Дијаграм сила за ротирани тег. Угао θ је наглашен због пре-
гледности. Слика претходно публикована у [2] ©European Physical Society.
Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.

Угао за који је тег ротиран, момент инерције тега и интензитет ње-
говог угаоног убрзања означени су са θ, I и α. Претпоставили смо, као
и раније, да оса ротације пролази кроз центар тега. Тег може ротира-
ти око осе која пролази кроз центар, као што смо претпоставили, али
може ротирати и око неке друге осе. У том случају, решења једначина
ће имати нешто другачији облик, али ће њихова суштина и тумачење
бити исто. Због тога је довољно размотрити само ротацију око центра
тега, јер ће ротације око осталих оса дати аналогна решења.

Решавањем претходне две једначине, добијамо:

F1 =
1

2

[
m(g + a)− Iα

l cos θ

]
, (2.6)

F2 =
1

2

[
m(g + a) +

Iα

l cos θ

]
. (2.7)

Како је момент инерције I већи у 12-5 него у 4-15 конфигурацији,
потребна је већа сила F2 да би се тег кретао на исти начин (тј. са истим
убрзањима a и α). Зато ће бити теже подићи тег у 12-5 конфигурацији.
С друге стране, ако је F2 максимална вредност силе коју дизач може
да развије, онда a и α морају бити мањи у 12-5 конфигурацији у по-
ређењу са 4-15 конфигурацијом, јер је I веће. Самим тим ће и време
подизања тега бити дуже, што је напорније за мишиће, нарочито у слу-
чају великих маса. Закључујемо, дакле, да је теже подићи тег у 12-5
конфигурацији јер је потребно (а) развити већу силу за подизање тега,
или (б) више времена да се тег подигне.

Интересантно је прорачунати разлику у моменту инерције у конфи-
гурацијама 4-15 и 12-5 на основу званичних димензија тегова [22, 39].
Укупна дужина шипке је ls = 2,2 m, док је дужина између унутрашњих
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lun

d

ls

Слика 2.6: Рачунање момента инерције. Свака тачка представља једну
плочу. Маса једне плоче је mp = 15 kg (горе) и mp = 5 kg (доле). Маса
учвршћивача mu додата је маси последње плоче, тако да је маса крајњих
плоча mp +mu. Слика претходно публикована у [2] ©European Physical Soci-
ety. Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.

граничника lun = 1,334 m (ово је такође минимално растојање на коме
се могу наћи две плоче са супротних страна шипке). Маса шипке је
ms = 20 kg. Узимајући у обзир дужину шипке, плоче можемо сматра-
ти материјалним тачкама на растојању d = 22 mm, што је приближна
ширина плоча од 5 kg и 15 kg (слика 2.6). Да бисмо избегли увођење до-
датних ознака, масу плоча ћемо означити са mp, а конкретна вредност
од 5 kg и 15 kg зависиће од контекста конфигурације.

За 4-15 конфигурацију имамо:

I(4−15) = Isipke + Iploca (2.8)

=
1

12
msl

2
s + 2mp(lun/2)2 + 2 (mp +mu) (lun/2 + d)2

≈ 33 kg ·m2,

а за 12-5 конфигурацију имамо:

I(12−5) = Isipke + Iploca (2.9)

=
1

12
msl

2
s +

n=4∑
n=0

2mp(lun/2 + nd)2 + 2(mp +mu)(lun/2 + 5d)2

≈ 41 kg ·m2.

Разлика у моменту инерције између конфигурација је ∆I = 8 kg ·m2,
што је повећање за чак 24 %.

2.1.2 Експериментална потврда
Приказано објашњење се ослања на претпоставку да се тег “лелуја”

приликом подизања. Најједноставнија демонстрација може се урадити
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Слика 2.7: Извођење вежби у лабораторији Департмана за физику
Природно-математичког факултета у Нишу и њихова анализа у Tracker-
у.

помоћу лењира или оловке. Ако студент држи лењир у близини груди,
а затим исправља руке, може се запазити лелујање. Приликом дизања
тега, када су руке под оптерећењем, и на већем растојању, ефекат је
израженији.

За ригорознију потврду, урађено је истраживање у лабораторији Де-
партмана за физику Природно-математичког факултета у Нишу (сли-
ка 2.7). За поређење кретања леве и десне стране тега употребљена
је видео анализа у програму Tracker [40]. Графици су нацртани кори-
стећи програм SciDAVis [41]. Оба програма су бесплатна, што их чини
погодним за употребу у образовању.

Процедура мерења обухватала је следеће кораке:

1. На свакој страни тега означена је тачка за праћење. Боја тачке
треба да буде у контрасту са позадином да би грешка приликом
праћења у софтверу била мања.

2. Направљен је видео снимак извођења вежбе дигиталном камером
Nikon D3100 са одговарајућим стативом. Стабилно постављен мо-
билни телефон може бити адекватна замена за камеру. Камера
мора бити хоризонтална, а тег све време у кадру. Потребно је да
у кадру буде и неки објекат познате висине.

3. Након пребацивања видео записа на рачунар, видео је учитан
у Tracker. У самом програму је потребно поставити референтни
систем тако да једна од оса буде хоризонтална (у нашем случају,
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то је x-оса, док је y-оса вертикална). Вертикална оса референтног
система поравната је са хоризонталном линијом на зиду (слика
2.7).

4. Затим је у програму одабрана референтна дужина у односу на
коју ће се добити коректне вредности координата. У нашем слу-
чају, то је вертикално растојање између две полице на металној
сталажи у десном делу кадра (слика 2.7).

5. Након одабира тачака за праћење, Tracker аутоматски даје поло-
жај, брзину и убрзање сваке од тачака. Tracker такође даје гра-
фички приказ ових величина, али за детаљнију обраду графика,
потребно је експортовати податке из Tracker-а, и на основу њих
нацртати графике у SciDAVis-у.

Више информација о употреби Tracker-а и SciDAVis може се наћи на
њиховим званичним сајтовима [40, 41].

Да бисмо мерили ефекат лелујања, упоређене су вредности y-компо-
нената тачака на крајевима шипке. Слике 2.8, 2.9 и 2.10 приказују
координате тачке на левој (пуна линија) и десној страни шипке (ис-
прекидана линија) у зависности од времена. Видимо да су графици у
већој мери паралелни, чак и за велике масе. Једини изузетак од овога
је бенч, приказан на слици 2.12, који за велике масе приказује велико
лелујање. Разлог за то је што аутор нема много искуства у извођењу
ове вежбе, па моторика за овај покрет није тако добро развијена као за
остале вежбе.

Апсолутна вредност y-компоненти леве и десне стране тега није од
значаја, већ само њихова разлика ∆y. Ако нема лелујања тега и поди-
зање је савршено симетрично, онда је разлика ∆y константна. Што тег
више лелуја, то ће и вредност ∆y више да варира. Због тога су гра-
фици који приказују ∆y, приказани на сликама 2.11, 2.12 и 2.13, много
погоднији за утврђивање да ли је и у којој мери дошло до лелујања.
На основу ових графика јасно се види да је ред величине померања за
малу и велику масу за (а) чучањ 3 cm и 6 cm, (б) бенч 8 cm и 20 cm,
(в) мртво дизање 6 cm и 14 cm.

Узимајући у обзир дужину шипке од 170 cm, максимална померања
за веће тежине за чучањ, бенч и мртво дизање приближно одговарају
угловима од 2°, 7° и 5°. На овај начин је потврђен ефекат лелујања
приликом подизања терета, што даје потпору приказаном теоријском
објашњењу.
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Слика 2.8: Вертикална позиција тачака на крајевима шипке приликом из-
вођења чучња са малом масом (лево) и великом масом (десно).

Слика 2.9: Вертикална позиција тачака на крајевима шипке приликом из-
вођења бенча са малом масом (лево) и великом масом (десно). Слика са леве
стране претходно публикована у [17].

Слика 2.10: Вертикална позиција тачака на крајевима шипке приликом
извођења чучња са малом масом (лево) и великом масом (десно).
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Слика 2.11: Разлика у положају леве и десне тачке приликом извођења
чучња са малом масом (лево) и великом масом (десно). Слика претходно
публикована у [17].

Слика 2.12: Разлика у положају леве и десне тачке приликом извођења
бенча са малом масом (лево) и велим масом (десно). Слика са десне стране
претходно публикована у [17].

Слика 2.13: Разлика у положају леве и десне тачке приликом извођења
мртвог дизања са малом масом (лево) и велим масом (десно). Слика са десне
стране претходно публикована у [17].
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Слика 2.14: “Стандардни човек”. Дужине свих сегмената дате су као про-
ценат висине субјекта (%H). Слика претходно публикована у [2] ©European
Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.

2.2 Модел стандардног човека у биомеха-
ници

За потребе прорачуна у одељцима 2.3, 2.4 и 2.5, на слици 2.14 при-
казан је модел “стандардног човека”. Модел је сачињен на основу по-
датака о просечним димензијама људског тела (дужина удова, торзоа,
њихова маса, положај центра масе и слично) из [42]. Претпоставка при-
ликом примене овог модела је да су сегменти тела савршено крути и
спојени идеалним зглобовима (без трења)11. Број сегмената у моделу
може варирати, зависно од проучаваног покрета. На слици 2.14, дужи-
на 10,75 %H даје висину центра масе главе и врата у односу на рамена.
Слично, дужина сегмента шаке од 5,75 %H дата је од зглоба до центра
масе шаке. Димензија 9,3 %H означава висину пелвиса (карлице).

Покрет који изводи “стандардни човек” може се третирати на више
начина [38, 43, 44]:

• (Квази)статички модел. Подизање тега се посматра као низ ста-
тичких позиција. Убрзање тега и сегмената једнако је нули. Неки
аутори [45] не праве разлику између статичког и квази-статичког

11енг. rigid-links model.
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модела и сматрају да су код оба модела и брзина и убрзање у
сваком тренутку једнаки нули. У докторату је усвојен овај став.

Други аутори [46] подразумевају да су код статичког модела и
брзина и убрзање једнаки нули, а код квази-статичког само убр-
зање.

• Квази-динамички модел. Убрзање сегмената тела се занемарује,
а убрзање тега се узима у обзир.

• Динамички модел. Сва убрзања – убрзање тега и убрзања сегме-
ната, узимају се у разматрање.

По узору на [47–49], овде је употребљен статички модел. За велике
тежине, подизање може трајати преко 4 секунде, а разлика између
динамичког и статичког модела иде од 10 % па све до 1 % за чучањ
[47].

Због поређења теоријских резултата са експерименталним подаци-
ма у литератури, у модел су убачене конкретне вредности висине и
масе дизача, као и вредности масе тега. Те вредности одговарају просе-
чним вредностима субјеката у конкретном експерименталном раду из
биомеханике са којима су поређени резултати.

2.3 Извршени рад над тегом приликом мр-
твог дизања

2.3.1 Теоријски увод и заблуде студената о закону
одржања енергије

Рад је, по дефиницији:

AF =

Z
~F · d~r, (2.10)

где је ~F тренутна сила којом дизач делује на тег, а d~r његов померај
у бесконачно малом временском интервалу. Да би се рад израчунао
по дефиницији, потребно је у сваком тренутку (тј. у сваком положају)
знати вредности силе ~F , којом дизач делује на тег12.

12Више детаља о сили ~F којом дизач делује на тег дато је у одељку 2.6 на страни
38.
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С друге стране, рад силе Земљине теже је лако израчунати јер је
њен вектор константан и по интензитету и по оријентацији:

Aszt =

Z
m~g · d~r = −mg∆h, (2.11)

где је ∆h разлика у висини тега у почетном и крајњем положају, m
његова маса, а g интензитет убрзања Земљине теже. Гравитациона сила
је конзервативна, па рад зависи само од почетног (тег је на поду, дизач
се припрема да га подигне) и крајњег положаја (дизач је усправљен са
тегом у рукама).

На основу закона одржања енергије, може се наћи рад који дизач
изврши над тегом:

E1 +Anc +Asp = E2. (2.12)

Енергије система пре и после разматраног процеса означене су са E1 и
E2. Члан Anc описује рад неконзервативних унутрашњих сила. Ако се
механичка енергија система13 смањује, као код трења, овај члан је онда
негативан, и то је чешћи случај. Ако се механичка енергија система
повећава, као код пуцања петарде, онда је овај члан позитиван [21].
Члан Asp описује рад спољашњих сила. Ако оне додају енергију систе-
му, члан Asp ће бити позитиван, и обрнуто. Закон одржања енергије у
“развијеном” облику гласи:

Ek1 + Ep1 +Anc +Asp = Ek2 + Ep2. (2.13)

Први корак у примени претходне једначине је одабир система. Како
је циљ израчунати рад који дизач врши над тегом, најзгодније је да се
систем састоји само од тега. Тада ће силе којом дизач делује на тег и
гравитациона силе представљати спољашње силе. Ако би систем укљу-
чивао и дизача, онда би приликом писања закона одржања енергије
морали да узмемо у обзир и промену висине центра масе самог дизача.

Студенти обично размишљају на следећи начин. Енергија система
(тега) у почетном положају, када тег мирује на земљи је E1 = ��

�* 0
Ek1 +

Ep1 = mgh1. Слично томе, у крајњем положају, када је тег подигнут
и такође мирује, енергија је E2 = mgh2. Како нема неконзервативних
сила, Anc = 0, а рад спољашњих сила је Asp = Aszt +AF . Рад силе силе
Земљине теже, према једначини (2.11), износи Aszt = −mg∆h. Зато ће
студенти закон одржања енергије (2.13) најчешће записати у следећем
облику:

mgh1 +Aszt +AF = mgh2, (2.14)
13Збир кинетичке и потенцијалне енергије система.
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што сређивањем постаје:

AF = 2mg∆h. (2.15)

Објашњење за овакав резултат обично гласи да се од уложеног
2mg∆h, “једно mg∆h” троши на савладавање негативног рада грави-
тационе силе, а “друго mg∆h” на промену потенцијале енергије тега.
Једначина (2.15), међутим, није тачна јер је рад гравитационе силе
урачунат два пута. Потенцијална енергија придружена је промени ра-
спореда тела у систему. У случају тега, он је систем од једног тела
које је, по претпоставци, круто. Зато нема прерасподеле тела унутар
система, а самим тим ни промене потенцијалне енергије. У односу на
овакав систем, гравитациона сила је спољашња, и нема смисла писати
изразе за гравитациону потенцијалну енергију, иако то студенти раде
“по навици”. Дакле, E1 = 0 и E2 = 0, а Asp = Aszt+AF , па се решавањем
једначине (2.13) добија:

AF = mg∆h. (2.16)

Насупрот томе, ако је систем тег и планета Земља, онда постоји
потенцијална енергија која је придружена распореду тела у систему па
је E1 = mgh1 и E2 = mgh2, и тада је Asp = AF јер је гравитациона
сила унутрашња. Решавање оваквог скупа једначина, подразумевајући
да је кинетичка енергија Земље пре и после подизања тега истоветна,
довешће до истог решења као у једначини (2.16).

Избор система представља само једну од тешкоћа студената при
разматрању концепта енергије [50, 51]. Пуно интересантних дискусија
о појму енергије, у домену механике и на граници са термодинамиком,
може се наћи у [50–58].

2.3.2 Прорачун рада у конвенционалном и сумо сти-
лу

Иако има различитих варијанти мртвог дизања које се користе у
тренингу [59, 60], на такмичењима су доминантни конвенционални и
сумо стил. У конвенционалном стилу, стопала су на растојању које је
приближно ширини рамена (слика 2.15), а руке су са спољне стране
ногу. У сумо стилу, стопала су раширена, приближно на две ширине
рамена, а руке пролазе уз унутрашњу страну бутина (слика 2.16) [59].
Овај став приликом подизања подсећа на сумо-рваче, па отуд и име.

На основу [48], у наставку су наведене особине дизача за кога врши-
мо прорачун, као и уведене претпоставке:
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• Висина дизача је H = 171 cm, његова маса је md = 74,2 kg, а маса
тега је m = 218,1 kg.

• Размак између стопала код конвенционалног стила је 19,6 %H,
код сумо стила 46,06 %H (извођење је дато у наставку).

• Претпоставили смо да у оба стила дизач има хват који је у ширини
рамена. То значи да се руке пружају вертикално наниже према
шипки. Ова претпоставка је мало одступање у односу на реалне
вредности.

• Почетна висина тежишта тега једнака је полупречнику највеће
плоче, тј. h0 = 22,5 cm (плоча од 25 kg, на основу [39]).

• Рачунат је рад који дизач изврши над тегом, а није узет у об-
зир рад који је потребан да се подигне и центар масе дизача. У
референтном раду [48] дата су оба податка, па је поређење са
експерименталним вредностима могуће.

Рад гравитационе силе зависи само од почетног и крајњег положаја
тега. Почетна висина је позната и треба наћи само још крајњу висину
тега. Зато је потребно је прерачунати на којој висини су шаке стан-
дардног човека, прво код конвенционалног, а потом и код сумо стила.
У односу на потпуно усправан став, разлика у висини потиче од нижег
положаја кукова јер су ноге раширене. Код усправног става (без тега),
подразумевамо да су стопала у ширини кукова (слика 2.14).

Растојање између стопала код конвенционог става [48] је 80 % ши-
рине рамена, тј. 19,6 %H. Како је ширина кукова 11,3 %H (слика 2.14),
разлика између ширине стопала и кукова јесте 8,3 %H. Краћа катета
троуглова на слици 2.15 је половина те разлике, тј. 4,15 %H. Хипоте-
нуза троугла је дужина ногу, тј. 52,15 %H, па се на основу Питагорине
теореме добија висина кукова од 51,98 %H. Ово је врло мала разли-
ка у висини у односу на особу која стоји потпуно усправно, што је и
очекивано.

Да бисмо добили положај шака, односно висину на којој се налази
тег, висини кукова је потребно додати дужину трупа, да би се добила
висина рамена, а затим од те висине одузети дужину руку (слика 2.16).
У коначном, за крајњу висину тега добија се 43,33 %H. На основу тога,
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Слика 2.15: Конвенционално мртво дизање. Све дужине дате су као про-
ценат висине дизача (%H).

Слика 2.16: Мртво дизање у сумо стилу. Све дужине дате су као проценат
висине дизача (%H).
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померај тега и извршени рад код конвенционалног мртвог дизања су:

∆h = h− h0
= 43,33 %H − h0 (2.17)
= 51,59 cm,

Ac = mg∆h (2.18)
= 1103,80 J.

Користећи аналогну процедуру, узимајући у обзир да је растојање
стопала 188 % од ширине рамена [48], за извршени рад у сумо мртвом
дизању (слика 2.16), добијамо:

hkukova = 47,17 %H, (2.19)

h = hkukova + ltrupa − lruku
= 49,17 %H + 30,0 %H − 38,65 %H (2.20)
= 40,52 %H,

∆h = h− h0
= 40,52 %H − h0 (2.21)
= 46,79 cm,

As = mg∆h (2.22)
= 1001,10 J.

Величине hkukova, ltrupa и lruku означавају висину кукова, дужину трупа
и дужину руку, редом.

Поређење добијених теоријских резултата са експерименталним вре-
дностима дато је у табели 2.1. Резултати за конвенционални стил мр-
твог дизања у одличном су слагању са експериментом, док резултати
за сумо стил нису. Неслагање резултата за сумо стил мртвог дизања је
једини податак у приказаним прорачунима који се не слаже са експери-
менталним подацима. Утврђивање разлога за неслагање биће предмет
будућих анализа.

Иако је просечни дизач тегова извршио 10,26 % више рада у конвен-
ционом у односу на сумо дизање, то не значи да је сумо стил “лакши”.
Различита позиција тела приликом подизања активира друге мишиће,
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Табела 2.1: Поређење извршеног рада приликом мртвог дизања за конвенци-
онални и сумо стил, теоријске и експерименталне вредности [48].

теор. вредн. експ. вредн.
сред. вредн. распон

Извршени рад, конв. стил (J) 1103,80 1003 735-1271
Извршени рад, сумо стил (J) 1001,10 739 600-878

под другачијим угловима. Од индивидуалне анатомије, снаге поједи-
начних мишића, флексибилности и сл. зависиће и перцепција тежине
вежбе. Зато се могу наћи препоруке [61] који стил ће за конкретног
дизача бити погодан, на основу релативне дужине сегмената.

2.3.3 Мерење извршеног рада

Поред приказаног теоријског прорачуна помоћу модела стандард-
ног човека, извршени рад се може утврдити експериментом у учионици
или лабораторији. Најједноставнији експеримент подразумева да се по-
четна и крајња висина измере метарском траком. Ово је могуће једино
ако је маса довољно мала, да је дизач може стабилно и дуго држати у
руци у току мерења. У супротном, овакав приступ није безбедан.

Видео анализа је погодна за мерење извршеног рада приликом по-
дизања већих маса. Тада нема ометања дизача јер нема никаквог кон-
такта са њим, па је ова метода самим тим и безбеднија. Употреба видео
анализе уз помоћ Tracker-а већ је приказана у одељку 2.1.2 на страни
20, па ћемо овде навести само резултате.

Измерена разлика висина у почетном и крајњем положају је ∆h =
65,4 cm. Тег је подигнут конвенционалним стилом. Теоријска вредност,
на основу модела стандардног човека за висину дизача (аутор) H =
186 cm, износи ∆hteor = 58,1 cm. Ипак, за право поређење неопходно
је уједначити полупречнике плоча, јер се они разликују у теоријској
и експерименталној анализи. У експерименту, почетна висина центра
тега у односу на подлогу била је 15 cm (заштита за под дебљине 2,5 cm
и плоча полупречника 12,5 cm). Када се унесе ова корекција, теоријско
предвиђање даје вредност ∆h∗teor = 65,6 cm, што се врло добро поклапа
са експерименталним резултатом од ∆h = 65,4 cm.
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Слика 2.17: Скица анатомије кичме и њених пршљенова: вратни (енг. cer-
vival (C)), леђни (енг. thoracic (T)), слабински (енг. lumbar (L)), крстачни
(енг. sacral (S)). Пршљенови су коштана структура карактеристичног обли-
ка, а међупршљенски диск хркавичасто ткиво које апсорбује потресе. Слика
претходно публикована у [2] ©European Physical Society. Reproduced by per-
mission of IOP Publishing. All rights reserved.

2.4 Оптерећење лумбалног дела кичме при-
ликом подизања терета

Мртво дизање као вежба, и подизање терета са земље као свакод-
невна активност, у суштини представљају исте покрете. Зато је проу-
чавање мртвог дизања важно за спортисте, физичке раднике, али и за
просечног човека.

Сила компресије14 између L4/L5 пршљенова (слика 2.17) је основни
критеријум за процену оптерећења кичме приликом подизања терета
[62]. Разлог за то је што се 90 % озбиљних повреда кичме дешава у
доњем делу леђа. Управо то је био мотив за рачунање компресионе
силе у конвенционалном15 мртвом дизању, на основу модела стандард-
ног човека. У остатку текста ћемо под силом која делује на доњи део
кичме подразумевати компресиону силу (укупна сила укључује и силу
смицања, коју овде занемарујемо).

На основу [47], у наставку су наведене особине дизача за кога врши-
мо прорачун, као и уведене претпоставке:

• Висина дизача је H = 171 cm, његова маса је md = 86,3 kg, а маса

14У инжењерским уџбеницима среће се појам сила притиска.
15Видети слике 2.15 и 2.16 на странама 29 и 29 за поређење конвенционалног и

сумо сила мртвог дизања.
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тега је m = 256,7 kg.

• Потколеница је вертикална, а руке су праве и такође вертикалне.
Испод колена, руке и потколенице се преклапају (слика 2.18).

• Подизање је потпуно симетрично и може се разматрати у једној
равни, у односу на коју се дизач посматра са стране (тзв. сагитал-
на раван). Оваква дводимензионална анализа је оправдана када
се рачунају моменти сила на кичму, нарочито приликом конвен-
ционалног мртвог дизања [48].

• Занемарен је утицај унутрашњег притиска абдомена на кичму. Он
потиче од плућа и осталих унутрашњих органа. Више информа-
ција о рачунању унутрашњег притиска абдомена може се наћи у
[63].

Иако је кичма врло сложена, за потребе овог модела, може се пред-
ставити као двосегментни систем. Један сегмент је пелвис, а остатак
трупа, укључујући главу и врат, представља други сегмент. Подела на
сегменте извршена је између пршљенова L3 и L4 (слика 2.17), у скла-
ду са [42], који је коришћен за димензије и масу сегмената. Добијени
теоријски резултати поређени су са радом [47], у коме је подела на
сегменте извршена између пршљенова L4 и L5. То значи да је сила
прорачуната за пршљенове L3/L4, а поређена са силом за пршљенове
L4/L5. Узимајући у обзир број пршљенова и дужину кичме, ова апрок-
симација не утиче значајно на резултат. Поред тога, прерачун дужине
и масе сегмената без адекватних експерименталних података био би
непрецизан јер је људско тело нехомогено.

Према употребљеном двосегментном моделу, сваки од сегмената ки-
чме је крут, али се кичма може савијати на њиховом споју (слика 2.18,
лево). Да би кичма била у неутралном положају приликом подизања
терета, мишићи морају да спрече све спољашње моменте силе који те-
же да заротирају кичму око тог зглоба. Дакле, да бисмо израчунали
силу која делује на кичму (која потиче од мишића који су за њу при-
чвршћени), потребно је прво израчунати моменте спољашњих сила.

Тег је у почетном тренутку на поду, што значи да је шипка на фик-
сној висини од 22,5 cm = 13,6 %H. То значи да руке дизача, такође,
морају бити на тој висини у почетном тренутку (слика 2.18, десно).
Ако додамо дужину руку овој вредности, добијамо висину на којој се
налазе рамена: 13,16 %H + 38,65 %H = 51,81 %H. Користећи познату
дужину потколенице са стопалом, растојање од колена до рамена је
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Слика 2.18: Дужине сегмената кичме (лево) и осталих сегмената (десно)
у најнижем положају мртвог дизања. На левој слици тачком је означена
позиција L3/L4, а испрекидана линија је крак силе Земљине теже за тег и
руке. Све дужине дате су као проценат висине дизача (%H). Слика прет-
ходно публикована у [2] ©European Physical Society. Reproduced by permission
of IOP Publishing. All rights reserved.

51,81 %H − 28,95 %H = 22,86 %H (слика 2.18, десно). Решавањем тро-
угла16 који формирају колено, кук и раме, у коме су све три стране
познате, добијамо вредност угла ϕ = 49,85° између руку и трупа.

Када је угао ϕ познат, могу се израчунати моменти сила за тег и
сегменте тела. Тег и обе руке имају исти крак силе (означен испре-
киданом линијом на слици 2.18, десно) који износи 20,7 %H sinϕ. Маса
једне руке је 5,77 %md, а маса тега јеm = 256,7 kg. Положај центра масе
трупа17 приказан је на слици 2.19. Након мало сређивања, добијамо:

Mteg = 20,7 %mgH sinϕ, (2.23)
Mruka = 1,200 %mdgH sinϕ, (2.24)
MCM = 6,133 %mdgH sinϕ, (2.25)

Mspoljno = Mteg +MCM + 2Mruka ≈ 776 N ·m. (2.26)

Коначно, за добијање силе која сабија кичму, употребили смо екви-
валентни мишић дефинисан у [47]. Сложена мускулатура кичме, која
одржава кичму у неутралном положају, замењена је једним еквива-
лентним мишићем. Вектор силе овог мишића усмерен је према пелви-
су, под углом од 5° у односу на кичму, са ефективним краком силе од

16Да би се смањило одвлачење пажње студентима математичким дигресијама, мо-
гућа је употреба неког од многобројних online калкулатора за троуглове. Када се
унесе минимални број параметара троугла, програм решава троугао, тј. приказује
дужину свих страница и вредности углова троугла.

17Студенти могу самостално, за вежбу, да израчунају ову вредност, користећи по-
датке из [42].
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Слика 2.19: Глава, врат и грудни кош укомбиновани су у један сегмент (из-
над линије). Пелвис је засебан сегмент (испод линије). Линија пролази кроз
L3/L4 диск. Маса комбинованог сегмента дата је са леве стране, као проце-
нат дизачеве укупне телесне масе (%md). Растојање између горње ивице пел-
виса и центра масе комбинованог сегмента је са десне стране, као проценат
укупне висине дизача (%H). Слика претходно публикована у [2] ©European
Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.

Табела 2.2: Оптерећење кичме приликом мртвог дизања – поређење тео-
ријских са експерименталним вредностима [47].

теор. вредн. експ. вредн.
сред. вредн. распон

момент силе на L4/L5
пршљеновима (N ·m) 777 714 565,6-862,4
сила притиска (N) 12 900 12 641 10 201-15 081

dekv = 6 cm. Дакле, неопходна сила еквивалентног мишића је:

F = Mspoljno/dekv. (2.27)

Сила која сабија кичму (компресиона сила) је:

Fkomp = F cos(5°) ' 12 900 N. (2.28)

Поређење теоријских вредности добијених на овај начин са експе-
рименталним вредностима датим у [47] показују одлично слагање и за
момент силе и за силу (табела 2.2).

Студенти ће обично запазити да је добијена вредност компресив-
них сила веома велика (и пропустити да примете да исто важи и за
момент силе). Процењена критична вредност [36] за компресивну си-
лу (тј. максимална сила која неће изазвати оштећење кичме) је преко
36 000 N, што је заиста изванредно.
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2.5 Рачунање момената сила које делују
на кук и колено приликом чучња

Код чучња, дводимензиона (2D) анализа, попут оне у претходном
одељку, може се применити само ако је раскорачни став довољно узак,
тако да су стопала у ширини рамена [49]. Приликом спуштања у чу-
чањ са широким ставом долази до ширења ногу и померања колена
у страну, у много већој мери него код чучња са уским ставом. Тада,
посматрано са стране, долази до привидног скраћивања удова. Што
је став шири, то ће више приближна 2D анализа одступати од тачне
3D анализе. Комплетна 3D анализа била би превише сложена у кон-
тексту употребе у учионици, јер се различити сегменти тела крећу у
различитим равнима.

На основу [22, 49], у наставку су наведене особине дизача за кога
вршимо прорачун, као и уведене претпоставке:

• Висина дизача је H = 176,7 cm, његова маса је md = 82,4 kg, а
маса тега је m = 208,3 kg.

• У најнижем положају, бутине су паралелне са подлогом. Ово је
минимална дубина до које се дизач мора спустити у такмичењу,
да би чучањ био регуларан.

• Торзо је под углом од ϕ = 60° у односу на хоризонталну линију
(слика 2.20).

• Позиција центра масе тега подударна је са раменом дизача.

На основу слике 2.20 и једноставних тригонометријских израчунава-
ња, добија се да је крак силе тега у односу на кук dkuk = 30 %H cos(60°) =
15 %H = 26,5 cm. Одузимањем dkuk од дужине бутине, крак силе тега у
односу на колено је dkol = 23,2 %H − 15 %H = 8,2 %H = 14,49 cm.

Поред масе тега, и маса самог дизача доприноси укупном моменту
силе. Момент силе у односу на кук зависи од масе горњег дела тела –
торзо, глава, врат и обе руке. Комбинацијом података о овим сегменти-
ма, добија се положај центра масе горњег дела тела sCM = 19,33 %H, и
mCM = 66,64 %ml (слика 2.21). Кракови сила, у односу на кук и колено
су dCM

kuk = 9,665 %H = 17,078 cm и dCM
kol = 15,535 %H = 23,916 cm. Подра-

зумевано је да је центар масе савијене руке на половини подлактице,
тј. на 8,6 %H од рамена, посматрано вертикално.

Коначно, за рачунање момента силе око колена, потребно је урачу-
нати и бутину. Њен центар масе је на 56,7 % њене дужине посматрано
од колена, тако да је dbutkol = 56,7 %(23,2 %H) = 23,24 cm.
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Слика 2.20: Најнижи положај у чучњу. Бутине су паралелне са подло-
гом. Угао трупа је ϕ = 60°. Дужине су дате као проценат укупне висине
дизача %H. Слика претходно публикована у [2] ©European Physical Society.
Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.

55.15.77

18.9

Слика 2.21: Позиција центра масе целог трупа (укључујући главу и врат),
и позиција центра масе савијене руке. Маса ових сегмената приказана је на
левој страни слике, као проценат укупне масе дизача (%md). Растојање од
дна пелвиса до центра масе ових сегмената дато је на десној страни слике,
као проценат укупне висине дизача (%H). Слика претходно публикована у
[2] ©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing. All
rights reserved.
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Табела 2.3: Моменти силе који се јављају у куковима и коленима – поређење
теоријских са експерименталним вредностима [49].

теор. вредн. експ. вредн.
сред. вредн. распон

момент силе у куковима (N ·m) 634 514 355-673
момент силе у коленима (N ·m) 445 573 394-752

Дакле, добијамо:

Mkuk = mgdkuk +mCMgd
CM
kuk ≈ 634 N ·m, (2.29)

и
Mkol = mgdkol +mCMgd

CM
kol +mbutgd

but
kol ≈ 445 N ·m. (2.30)

Ови резултати показују добро слагање са експерименталним вред-
ностима и налазе се унутар експерименталне грешке (табела 2.3). Да
би се стекао утисак о томе колико су ове вредности велике, треба имати
у виду да мотор Ferrari F8 spider-а производи момент силе од макси-
мално 770 N ·m [64].

2.6 Рачунање силе која делује на шипку
приликом мртвог дизања

Зависност силе од времена F = F (t) у биомеханици се најчешће на-
зива профил силе18. Аналогно се дефинишу и профили брзине и убрза-
ња. У овом одељку, биће представљен поступак за добијање профила
силе којом дизач делује на шипку приликом мртвог дизања.

Постоји више разлога за проучавање профила силе управо код мр-
твог дизања:

• У литератури из биомеханике није публикован профил силе којом
дизач делује на шипку, према нашим сазнањима. Може се наћи
профил реакције подлоге19 [65, 66], што је слично – али не и екви-
валентно. За чучањ се такође може наћи само профил реакције
подлоге, док је за бенч, профил силе којом дизач делује на шипку
одређен пре више деценија [67, 68]. Радови за бенч били су узор
овом истраживању у домену видео анализе.

18енг. force profile.
19енг. ground reaction force profile.
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• Безбедност и практичност. И чучањ и бенч захтевају присуство
других људи због безбедности. Њихова улога је да, у случају да
дизач не може да подигне тег, спрече да тег падне на дизача.
Код мртвог дизања, ако је потребно, тег се једноставно може ис-
пустити, без опасности по дизача. Слично томе, и чучањ и бенч
захтевају додатну опрему – сталак за чучањ и бенч клупу. За мр-
тво дизање није потребна додатна опрема, осим оне за заштиту
пода20. И чучањ и бенч започињу спуштањем тега, што је непрак-
тично јер ми анализирамо подизање тега. Код мртвог дизања, тег
у почетку мирује на поду, а затим се подиже.

• Релевантност. Мртво дизање је једна од најпопуларнијих вежби
у теретани, и код мушкараца и код жена, код професионалаца
(спортиста, војника, полицајаца) и код аматера. Поред тога, по-
дизање терета у свакодневном животу с једне стране, и мртво
дизање као вежба с друге стране, у суштини представљају исти
покрет. Зато је оно релевантно и за особе које се не баве дизањем
тегова. На крају, мртво дизање је једна од ауторових омиљених
вежби, па је он био лично заинтересован за тему.

2.6.1 Теоријски увод

Сила којом дизач делује на шипку може се одредити на основу масе
и убрзања тега, према Другом Њутновом закону (ово је тзв. инверзна
употреба Њутнових закона21). Маса тегова је позната, док је убрзање
добијено експериментално, на два начина, уз помоћ видео анализе и
акцелерометра.

Мртво дизање је вертикалан покрет (слика 2.1 на страни 12), тако је
претпостављено да су вектори свих сила оријентисани дуж вертикалне
осе. То значи да се силе које потичу од руку дизача ~F1 = F1~ey(L) и
~F2 = F2~ey(L) вертикалне, као и сила Земљине теже (слика 2.22). Други
Њутнов закон за тег гласи:

~F1 + ~F2 + ~Fg = m~a, (2.31)

где су m, ~a и ~Fg = −mg~ey(L) маса и убрзање тега, и сила Земљине теже
која делује на њега. Укупна сила којом дизач делује на тег/шипку22 је

20За ово се могу искористити наређане старе свеске, чврст сунђер, гума и слично.
21енг. inverse dynamics.
22Пошто је тег моделован крутим телом, израз “сила којом дизач делује на тег”

еквивалентан је изразу “сила којом дизач делује на шипку”.
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Слика 2.22: Силе које делују на тег приликом мртвог дизања: ~F1 и ~F2

су силе којима дизач делује на тег, ~Fg = m~g је сила Земљине теже која
делује на тег. Оријентација лабораторијског (L у индексу) система референце
је приказана на десној страни слике. Слика претходно публикована у [1]
©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing. All
rights reserved.

~F = ~F1 + ~F2. Пројекцијом (2.31) на вертикалну yL осу лабораторијског
референтног система, добија се:

F −mg = may(L)
(2.32)

тј.
F = m(g + ay(L)

). (2.33)

Ако се тег помера напред-назад у односу на дизача, неопходно је
написати једначине и за вертикалну yL-осу и за хоризонталну zL-осу
(одабир ознака за осе биће јаснији у одељку 2.6.3). Тада једначина
(2.32) за вертикалну осу постаје Fy −mg = may(L)

, док за zL-осу важи
Fz = maz(L)

, где су Fy и Fz компоненте укупне силе којом дизач делује
на тег. Интензитет силе F у дводимензионалној (2D анализи) је:

F = m
√

(g + ay(L)
)2 + (az(L)

)2 (2.34)

где је:
a =

√
a2x(L)

+ a2y(L)
+ a2z(L)

(2.35)

интензитет укупног убрзања у лабораторијском систему референце.
Ако је az(L)

' 0, тада једначина (2.34) постаје (2.33).
Дакле, да бисмо на основу једначина (2.33) или (2.34) одредили силу

којом дизач делује на шипку, неопходне је прво одредити убрзање тега.
Како ће бити показано, ово убрзање се мења са временом, па ће се тако
мењати и интензитет силе F .
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Слика 2.23: Плава тачка на страни шипке је употребљена за праћење у
Tracker-у. Vernier акцелерометар (везан за шипку) и Lenovo K6 паметни
телефон (црни) били су примарни акцелерометри. Samsung Galaxy Core (бе-
ли) и Sony Ericsson Xperia Mini Pro (плави, окачен да виси) употребљени су
за поређење. Укупна маса свих мерних уређаја је занемарљива у односу на
масу тега. Слика претходно публикована у [1] ©European Physical Society.
Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.

2.6.2 Поступак мерења

Убрзање се може одредити експериментално помоћу видео анализе
или акцелерометара. У биомеханици се користе оба приступа, при чему
је видео анализа стандард.

За видео анализу су употребљени апарати Nikon D3100 (резолуција
1920× 1080, 30 fps, auto shutter time) и Nikon D5600 (резолуција 1920×
1080, 24 fps, shutter time 1/200 s) и бесплатан софтвер Tracker [40]. На
страни шипке означена је тачка за праћење у Tracker-у. (слика 2.23).
Приликом извођења вежбе претпостављено је да се шипка не криви.

Различити уређаји су употребљени као акцелерометри (слика 2.23).
Основни су били Vernier Go Direct Force and Acceleration Sensor23 [69]
уз одговарајући софтвер Graphical Analysis 4 [70] и Lenovo K6 паметни
телефон, користећи његове сензоре за мерење убрзања и угаоне брзине
(акцелерометар са жироскопом) и бесплатну апликацију Phyphox [71,
72]. Vernier акцелерометар био је чврсто везан за шипку док је паметан
телефон био учвршћен уз помоћ држача телефона за бицикл.

За рачунање, обраду резултата и цртање графика написана је скрип-
та у програмском језику R и Python.

23Који у себи садржи и жироскопски сензор за мерење угаоне брзине.
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Слика 2.24: Графици “сирових” података убрзања за цео понављај вежбе.
Ударци у шипку изазвали су два карактеристична пика на графицима за
акцелерометар (лево) и паметни телефон (средина) и подрхтавање у графи-
ку за видео анализу (десно). Пикови на крају графика одговарају тренутку
када тег удара о подлогу, а на самом почетку графика се могу видети подрх-
тавања која одговарају подешавању тегова пре подизања. Слика претходно
публикована у [1] ©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP
Publishing. All rights reserved.

Синхронизација

С обзиром на то да је исто извођење вежбе праћено са више уређаја
и да су употребљене различите методе, било је неопходно извршити
синхронизацију мерења. Пре сваког подизања тега, шипка је ударена
два пута на свом крају малом плочом од 2,5 kg. Сваки ударац изазвао
је карактеристичан пик (шиљак) на графику убрзања добијеног из ак-
целерометара (слика 2.24). Први пик је употребљен за синхронизацију
графика, а други је био контролни.

Интересантно је да је график добијен видео анализом могао бити
синхронизован на исти начин. Удари у шипку узроковали су вибраци-
је шипке, и померање маркера на њеном крају. Као последица тога,
график убрзања добијен на основу видео анализе садржао је информа-
ције о ударцима (слика 2.24). Синхронизација се може извршити и на
основу информације о визуелном контакту плоче од 2,5 kg и шипке, са
видео снимка.

2.6.3 Резултати

Видео анализа

Употреба видео анализе изискује више времена да би се добили
резултати него употреба акцелерометра, и то је њена основна мана.
Основна предност је та што се може поставити лабораторијски ре-
ферентни систем, што омогућује несметано поређење једнодимензионе
(1D) и дводимензионе (2D) анализе (слика 2.25).
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Слика 2.25: Аутор изводи пробна мерења у физичкој лабораторији ПМФ-а
у Нишу (лево). Хоризонтална оса референтног система поравната је са хо-
ризонталном линијом на зиду. Лењир Атвудове машине је употребљен за
референтну дужину. Типична путања тега је приближно вертикална ли-
нија (десно). Слика претходно публикована у [1] ©European Physical Society.
Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.

Слика 2.26 показује поређење вредности интензитета силе F на
основу апроксимативне једначине (2.33) и тачне једначине (2.34). Две
линије се савршено поклапају и стопљене су у једну, што показује да је
допринос az(L)

у овом случају занемарљив. Осенчене области означене
словима A, P и D одговарају подизању тега, паузи на врху, и спуштању
тега, редом24. Сви понављаји вежбе имали су сличан профил силе, са
јасно израженим етапама. Позитивна вредност убрзања јавља се и код
спуштања тега јер је спуштање било контролисано (да се под лаборато-
рије не би оштетио). Пик на крају графика одговара тренутку када тег
удари о подлогу и нема физичко значење јер потиче од силе реакција
подлоге, а не од силе ~F .

Акцелерометри

Највећа предност употребе акцелерометра у поређењу са видео ана-
лизом је да се резултати могу добити веома брзо, што може бити важно
у учионици или лабораторији. Код акцелерометара проблем предста-
вља то што се они померају заједно са тегом. То утиче на њихова
очитавања и једначине за обраду резултата постају комплексније.

У току припреме експеримента, примећено је да приликом поди-
зања тега долази до његове ненамерне ротације око осе која је дуж
шипке (слика 2.27). Ово утиче на очитавање акцелерометра, иако не-
ма реалне промене транслаторног убрзања шипке у лабораторијском

24енг. ascending, pause, descending.
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Слика 2.26: Одређивање интензитета силе F на основу видео анализе и јед-
начина (2.33) и (2.34). Типичан профил силе има следеће етапе: A – подизање
тега, P – пауза на врху, D – спуштање тега. Слика претходно публикована
у [1] ©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing.
All rights reserved.

референтном систему (слика 2.28).
Слика 2.29 приказује референтни систем акцелерометра (постављен

у складу са [73, 74]) у односу на лабораторијски референтни систем,
када је акцелерометар под углом θ у односу на вертикалу. Треба запа-
зити да координатни почетак акцелерометра убрзава и да његове осе
мењају оријентацију.

За одређивање убрзања шипке (B) у лабораторијском систему ре-
ференце (L), на основу убрзања у референтном систему акцелерометра
(A), може се искористи веза између убрзања у два референтна система

Слика 2.27: Ненамерна ротација шипке у току подизања тега утиче на
очитавање акцелерометара. Слика претходно публикована у [1] ©European
Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.
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Слика 2.28: “Погрешна” очитавања убрзања настала због ротације шипке –
пример великог одступања. График показује поређење вертикалних компонен-
ти убрзања мерених акцелерометром (црвена тачкаста линија), паметног
телефона (зелена пуна линија) и видео анализе (плава испрекидана линиија).
Резултат добијен видео анализом је “тачан”. Слика претходно публикована
у [1] ©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing.
All rights reserved.
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Слика 2.29: Убрзање шипке B у односу на лабораторијски (L) и референтни
систем везан за акцелерометар (А). Тачка B означава центар шипке, а та-
чка A позицију сензора у уређају. Осе xL и xA су ортогоналне на цртеж, усме-
рене од посматрача. Слика претходно публикована у [1] ©European Physical
Society. Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.
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[18, 75]:

~a ≡ ~aB(L)
= ~aA(L)

+
d~ωA(L)

dt
×~rB(A)

+ 2~ωA(L)
× ~vB(A)

+ ~ωA(L)
×
(
~ωA(L)

×~rB(A)

)
+ ~aB(A)

(2.36)

где је ~aB(L)
убрзање шипке B у односу на лабораторијски систем (L),

~aA(L)
убрзање акцелерометра A у односу на лабораторијски систем (L),

и тако даље.
Акцелерометри мере сопствено убрзање на основу сила које делују

на пробну масу унутар сензора. Унутрашњост сензора се може зами-
слити као систем у коме је мало тело закачено опругицама дуж три осе.
Очитавања акцелометра дуж ових оса одговарају силама еластичних
деформација које се јављају у опругицама, по јединици масе. Силе ко-
је сабијају или истежу опругице унутар сензора су инерцијалне силе,
и сила гравитације. Због тога ће акцелерометар који мирује очитати
“убрзање” од −9,81 m · s−2, иако је његово реално убрзање једнако нули.
Више информација о томе како акцелерометри раде може се наћи у
[74, 76, 77].

Phyphox апликација има опцију да елиминише g аутоматски, док
Vernier акцелерометар нема ту опцију. Ради лакшег извођења, овде
ће бити подразумевано да је g елиминисано, а затим ће бити унета
корекција за оне акцелерометре који немају опцију да сами елиминишу
g.

Практично говорећи, очитавања акцелерометра axA
, ayA и azA одго-

варају разлагању убрзања акцелерометра (у односу на лабораторијски
референтни систем) на осе његовом референтног система. Другим ре-
чима:

~aA(L)
= ayA~ey(A)

+ azA~ez(A)
, (2.37)

где су ayA и azA очитавања акцелерометра и не треба их помешати
са компонентама убрзања из референтног система везаног за акцеле-
рометар. За axA

је претпостављено да је једнако нули, у складу са
геометријом разматраног проблема.

Слично, очитавања жироскопа одговарају разлагању вектора угаоне
брзине акцелерометра (у односу на лабораторијски референтни систем)
на осе сопственог система референце, тако да је:

~ωA(L)
= ωxA

~ex(A)
, (2.38)

где је ωxA
очитавање жироскопа, и за ωyA и ωzA је претпостављено да

су једнаки нули.
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Може се уочити да је:

d~ωA(L)

dt
=

d

dt

(
ωxA

~ex(A)

)
=

dωxA

dt
~ex(A)

= αxA
~ex(A)

, (2.39)

~rB(A)
= −R~ez(A)

, (2.40)

~vB(A)
= 0, (2.41)

~aB(A)
= 0, (2.42)

где је претпостављено је да ~ex(A)
не мења своју оријентацију јер се

ротација дешава око xA и xL оса, које су паралелне. Вредност αxA

може се добити нумерички из очитавања жироскопа (ωxA
). Растојање

између центра шипке и акцелерометра је R = 7 cm.
Користећи (2.37)–(2.42), једначина (2.36) постаје:

~aB(L)
= (ayA +RαxA

)~ey(A)
+
(
azA +Rω2

xA

)
~ez(A)

. (2.43)

Пошто је ротација око x-осе описана матрицом ротације облика [78]:

Rx(θ) =

1 0 0
0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 , (2.44)

то значи да за сваки вектор ~V важи:

~V(A) = Rx(θ)~V(L). (2.45)

Примењујући претходну једначину на јединичне векторе, добија се:

~ex(A)
= ~ex(L)

(2.46)

~ey(A)
= cos θ~ey(L)

+ sin θ~ez(L)
, (2.47)

~ez(A)
= − sin θ~ey(L)

+ cos θ~ez(L)
. (2.48)

Заменом (2.47) и (2.48) у једначину (2.43), добија се:

ay(L)
= (ayA +RαxA

) cos θ −
(
azA +Rω2

xA

)
sin θ, (2.49)

az(L)
= (ayA +RαxA

) sin θ +
(
azA +Rω2

xA

)
cos θ. (2.50)

Коначно, ако акцелерометар нема опцију да елиминише g, његова
очитавања садрже “лажно” убрзање g~ey(L)

које је потребно елиминисати:

ay(L)
= (ayA +RαxA

) cos θ −
(
azA +Rω2

xA

)
sin θ − g, (2.51)

az(L)
= (ayA +RαxA

) sin θ +
(
azA +Rω2

xA

)
cos θ. (2.52)
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Треба запазити да ayA , azA , ωxA
, αxA

и θ могу имати позитивне и
негативне вредности. Како је ротација шипке (слика 2.27) углавном
у негативном смеру (на слици 2.29 x-оса увире у папир, тако да је
ротација у смеру казаљке на сату, тј. у негативном физичком смеру), то
значи да ће и величине које описују ротацију углавном бити негативне.
Такође, не треба подразумевати да је g = 9,81 m · s−2; вредност g је
најбоље одредити усредњавањем укупног убрзања пре подизања тега,
када је акцелерометар непомичан.

Тренутни нагиб акцелерометра је:

θ(t) = θ0 +

tZ

0

ωxA
dt. (2.53)

где је θ0 почетни нагиб. Користећи опцију “Нагиб” у Phyphox-у или
очитавањем података Vernier акцелерометра уживо, акцелерометар се
може позиционирати вертикално, тако да је θ0 = 0. Поузданији начин
је да се θ0 одреди из “сирових” података акцелерометра (са укљученим
g), на основу формуле:

θ0 = arctan

(
−azA
ayA

)
(2.54)

и података пре подизања тега. Угао θ0 такође може имати позитивне и
негативне вредности, зависно од иницијалне позиције акцелерометра.

На основу једначина (2.49)–(2.52), можемо разликовати ефекте ори-
јентације акцелерометра, описане углом θ, и ефекте ротације, описане
са ωxA

и αxA
. Чланови са θ описују нежељене промене у очитавању

узроковане нагнутошћу акцелерометра у односу на вертикалу. Члано-
ви са ωxA

и αxA
описују нежељене промене у очитавању које настају

због тога што се телефон креће по кружници полупречника R, поред
тога што се креће транслаторно, са шипком.

Чланови RαxA
и Rω2

xA
су мали у поређењу са убрзањима ayA и azA ,

па су и ефекти ротације такође мали. Слика 2.30 приказује поређење
једначина (2.51) и (2.52) са истим једначинама када су ефекти ротације
занемарени (αxA

= 0, ωxA
= 0).

Сви графици са резултатима са акцелерометара филтрирани су по-
моћу movavg функције (moving average filter) [79] да би се елиминисао
шум и добили прегледнији графици. Више информација о разлозима
за употребу филтера у биомеханици може се наћи у [80].

Због тога што су ефекти ротације мали, 1D анализа уз помоћ памет-
ног телефона и опције “убрзање без g” у Phyphox-у може се искористити
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за брзу демонстрацију. Употреба 1D анализе значајно поједностављује
и убрзава поступак у односу на приказану 2D анализу, јер није потребно
писати скрипте које рачунају претходне кораке. У том случају, памет-
ни телефон се може поставити под било којим углом θ0, а очитавања
интензитета укупног убрзања одговараће убрзању у лабораторијском
референтном систему. Ово се може видету из једначина (2.49) и (2.50)
тако што се занемаре чланови25 са αxA

и ωxA
и рачунањем укупног

убрзања као a =
√
a2y(L)

+ a2z(L)
. С обзиром на то да је овако израчуна-

то укупно убрзање увек позитивно (интензитет убрзања), потребно је
извршити корекцију да би се добиле позитивне и негативне вредности
компоненте ay(L)

у једначини (2.33), тј. ay(L)
у (2.33) треба заменити са

±a. Ово се може учинити у ходу, користећи знак доминантне компо-
ненте убрзања. Употреба само ay(L)

дало би погрешне резултате (слика
2.28), због ефеката оријентације. Поређење 1D и 2D анализе на основу
једначина (2.33) и (2.34) приказано је на слици 2.31. Насупрот видео
анализи, где се не могу уочити разлике између 1D и 2D анализе, (слика
2.26, страна 44), код акцелерометара се могу видети мале разлике због
додатних апроксимација.

Подударање резултата из различитих извора

С обзиром на то да једначине (2.49)-(2.52) дају убрзање у лаборато-
ријском систему референце, ови резултати би требало да се поклапају
са оним добијеним из видео анализе. Слика 2.32 показује да је слагање
врло добро. То је важно јер потврђује тачност целог експеримента и
извођења приказаног у одељку 2.6.3.

Такође, не постоји значајна разлика између Vernier акцелерометра
и Lenovo паметног телефона, као ни између различитих телефона међу
собом. На пример, 1D поређење Vernier акцелерометра, Lenovo памет-
ног телефона и видео анализе дато је на слици 2.33, лево, а поређење
различитих модела телефона на десној страни исте слике. Чак је и на-
чин постављања телефона на шипку (крута веза, или окачен о канап
– слика 2.23 на страни 41) имао мање утицаја него што је очекивано,
нарочито у етапама подизања и спуштања тега. Сви телефони су били
у могућности да покрену најновију верзију Phyphox апликације. Ста-
рији модели телефона немају жироскопски сензор, тако да је њихова
употреба ограничена на 1D анализу.

25За које је већ показано да су довољно мали.
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Слика 2.30: Поређење убрзања ay(L)
и az(L)

на основу очитавања акцелероме-
тра са ефектима ротације (R) и када су ефекти ротације занемарени (noR).
Слика претходно публикована у [1] ©European Physical Society. Reproduced by
permission of IOP Publishing. All rights reserved.
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Слика 2.31: Одређивање интензитета силе F користећи једнодимензиону
и дводимензиону анализу са акцелерометрима. Слика претходно публикована
у [1] ©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing.
All rights reserved.
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Слика 2.32: Поређење ay(L)
и az(L)

компоненти на основу очитавања па-
метног телефона (sph) видео анализе (vid). Слика претходно публикована у
[1] ©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing. All
rights reserved.
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Слика 2.33: Поређење 1D резултата акцелерометра, паметног телефона
и видео анализе (лево) и три различита паметна телефона са различитим
оријентацијама и начинима повезивања на шипку (десно). Црвена испрекида-
на линија представља телефон који је висио. Слика претходно публикована
у [1] ©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP Publishing.
All rights reserved.
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2.6.4 Дискусија
У овом одељку дато је неколико предлога за употребу представље-

них примера. Како је подизање тега етапа од интереса, сви наредни
графици приказиваће само тај део вежбе.

Час се може започети следећим питањима:

• Да ли ће интензитет силе F бити константан приликом подизања
тега, или не? Ако неће бити константан, како ће се сила мењати?

• Можете ли да процените најмању и највећу вредност интензитета
силе F за конкретан тег?

• Како бисмо могли да измеримо колика сила делује на тег?

На основу разговора са студентима, могу се запазити два типична
одговора. Они који немају искуство у дизању тегова обично ће рећи
да је сила константна, посматрајући проблем са чисто физичарског
становишта. С обзиром на то да треба превазићи силу Земљине теже
mg, довољно је применити силу истог интензитета а супротног смера
да би се тег кретао константном брзином. Они студенти који имају
искуства у теретани обично ће поистоветити осећај напора приликом
подизања са силом коју примењују на тег. Због тога ће они рећи да
је сила максимална на самом почетку подизања терета и постепено
(линеарно) опада. При томе, студенти сматрају да сила F ни у ком
тренутку не може да се спусти испод вредности mg, а максималну
вредност не могу да процене.

Профил силе (слика 2.34) показује да претпоставке студената не
одговарају измереним вредностима силе – сила није ни константна,
ни увек већа од mg. Студенти ће бити нарочито изненађени другом
тврдњом. Ако је интензитет примењене силе F мањи од mg, како то да
тег не падне?

Приликом мртвог дизања, тег мирује и у почетном и у крајњем
тренутку подизања (слика 2.1 на страни 12). То значи да је брзина
тега у почетном тренутку једнака нули, затим расте, а потом поново
опада на нулу када је тег у највишем положају. Дакле, тег убрзава
и успорава. Тег неће пасти на земљу и када је F < mg јер већ има
неку почетну брзину. Управо тада тег успорава. Док год је вредност
(вертикалне компоненте) брзине позитивна, тег ће се кретати навише.
Слично се дешава и у фази спуштања тега, где је присутна позитивна
вредност убрзања јер тег није бачен, већ контролисано спуштен.

Да би се студентима додатно приближио овај резултат, тренутна
брзина и убрзање дати су на истом графику на слици 2.35. Битно је
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запазити да брзина и даље расте чак и када убрзање почне да опада.
Пикови за брзину и убрзање се не поклапају, како студенти често мисле.
Тек када убрзање постане негативно, брзина почиње да опада.

Вредност максималне силе може се проценити на основу графика
датог на слици 2.34. Јасно је, на основу једначина (2.33) и (2.34) (стра-
на 40), да ће вредност максималне силе зависити како од масе тега,
тако и од постигнутог убрзања тега, па ће бити различита за сваки
понављај. У конкретном случају приказаном на слици 2.34, за тег од
60 kg, максимална сила износи 680 N, што је приближно 115 %mg.

Поред тога, извођење приказано у одељку 2.6.3 може се употреби-
ти за обогаћивање часова теоријске механике или математичке физи-
ке. Веза између убрзања у неинерцијалном и инерцијалном систему
референце, иако важна, студентима је често напорна и апстрактна.
Извођење ове везе у контексту спортских активности, насупрот само
формалном математичком извођењу, може дати сврху и смисао сло-
женој математичкој процедури, приближити је студентима и учинити
занимљивијом.

Шта би могла бити практична употреба профила силе, осим поме-
нутих образовних примена? Једна од могућности је праћење замора у
току тренинга. Ако постоји значајна разлика у профилу силе пре и у
току тренинга, то значи да се дизач заморио. Замор може условити
неправилно извођење вежбе и повређивање. Зато је важно прекину-
ти тренинг на време, а профил силе може помоћи у процени када то
учинити.

Друга примена би могла бити процена максималне масе коју дизач
може да подигне, без подизања те масе. Ово је важно јер често тести-
рање максимума није пожељно (за професионалце, не више од 1-2 пута
годишње). Ипак, познавање максимума је важно да би се направио
адекватан план вежбања. Овакав начин процене може се применити
ако дизач има другачији профил силе када диже максималну (100 %)
и не-максималну (' 80 %) масу, што је примећено за бенч [68].

Претпоставимо да дизач има типични профил за масе до 80 kg (тј. до
80 % свог максимума), а другачији за масе 90−100 kg (при чему је 100 kg
његов максимум). Након завршеног тренажног циклуса, ако је његов
профил силе за масе до 90 kg типичан, то значи да је он напредовао и да
је 90 kg сада приближно 80 % његовог новог максимума. Дакле, груба
процена његовог новог максимума била би 112 kg. Он овај податак може
искористити за планирање новог тренажног циклуса.

Неки од начина како се представљени примери могу укључити у
наставу физике су:
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Слика 2.34: Профил силе за подизање тега у једнодимензионој видео ана-
лизи. Испрекидана линија одговара вредности Fg = mg. Слика претходно
публикована у [1] ©European Physical Society. Reproduced by permission of IOP
Publishing. All rights reserved.
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Слика 2.35: Вредности убрзања (црна испрекидана линија) и брзине (плава
пуна линија) у зависности од времена за подизање тега, на основу резултата
видео анализе. Слика претходно публикована у [1] ©European Physical Society.
Reproduced by permission of IOP Publishing. All rights reserved.
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• Брза и једноставна демонстрација у току часа, на основу 1D ана-
лизе и једначине (2.33) (страна 40). Оваква демонстрација је по-
годна за уводни курс механике, јер не захтева превише времена и
најједноставнија је за разумевање јер је у питању 1D анализа.

• Дубља дискусија и употреба 2D видео анализе и једначине (2.34)
(страна 40). Употреба 2D видео анализе може бити примерена у
оквиру предмета посвећеним наставним средствима физике.

• Студентски пројекат у коме се пореде резултати 1D и 2D анализе,
или акцелерометра и видео анализе, како је овде представљено.
Овакве активности могу бити примерене за семинарске или ма-
стер радове студената, или додатне активности.

На основу нашег искуства, присуство тегова у лабораторији било је
довољно да заинтересује студенте. Често су имали додатна питања и
идеје недељама након демонстрације.
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Глава 3

Улога демонстрација у
настави физике – резултати
педагошког истраживања

Експериментални рад ученика и демонстрациони огледи наставни-
ка сматрају се саставним делом наставе физике. Ипак, у школама у
Србији и окружењу, практичан аспекат наставе често је изостављен.
У педагошком истраживању које ће бити представљено, употребљено
је градиво о трењу јер ученици често имају проблема са разумевањем
овог градива. Више детаља дато је у Глави 4, на страни 69.

У истраживању су упоређена три приступа настави: текстуални, ви-
зуелни и практични. Иста лекција о трењу реализована је са три групе
ученика. Прва група имала је текстуалну верзију лекције, без икаквих
цртежа, дијаграма, шема и слично. Ученици у овој групи слушали су
вербално излагање, или читали текст (без слика). Друга група учени-
ка имала је уобичајен час, где је наставник своја вербална објашњења
допуњивао цртежима и дијаграмима на табли. Трећа група је имала
“комплетан пакет” – вербална објашњења, цртеже и дијаграме на табли
и могућност да сами изврше једноставне експерименте.

Поређем резултата ове три групе ученика може се добити увид у
којој мери овакво “обогаћивање” наставе утиче на знање ученика. За
потребе истраживања, припремљен је концептуални тест о трењу.

3.1 Поступак истраживања

Истраживање је спроведено у гимназији “Бора Станковић” у Нишу,
и обухватало је 50 ученика из два одељења првог разреда природно-

57
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математичког смера. Аутор је у периоду од три године радио као на-
ставник физике у овој гимназији, и био је и наставник ученицима који
су учествовали у истраживању. Прво одељење било је специјализовано
информатичко одељење са 20 ученика. Друго одељење било је енглеско-
српско билингвално одељење26 са 30 ученика.

Ученици су подељени у три групе:

1. Текст група – 20 ученика информатичког одељење (цело одеље-
ње); просечна оцена 4,08;

2. Дијаграм група – 15 ученика билингвалног одељења (половина
одељења); просечна оцена 3,63;

3. Експеримент група – 15 ученика билингвалног одељења (друга
половина одељења); просечна оцена 3,65.

Ученици билингвалног одељења поређани су према својој просечној
оцени, а затим су непарни и парни чланови низа додељени групама
2 и 3, редом. На овај начин је обезбеђена уједначена просечна оцена
група. Просечна оцена израчуната је на основу свих оцена ученика из
те групе (4 од 5 планираних оцена по ученику у току школске године).
Прва група је имала извесну предност у просечној оцени, док су друга
и трећа група готово изједначене.

У додатку на крају дисертације, одељак 8.1 на страни 113, приказан
је материјал употребљен на часу, сачињен на основу [20, 21, 81, 82]. У
првој групи употребљен је само текст (без слика и једначина). У дру-
гој групи, наставник је употребљавао дијаграме и једначине. Ученици
трећа групе су, поред тога, могли да самостално ураде једноставне ек-
сперименте. Детаљан приказ тока часа са сваком од група наведен је у
наставку.

Текст група

Да би се оправдало одступање од уобичајеног начина рада, ученици-
ма је речено да је циљ часа увежбавање прављења белешки и анализа
текста. Група је подељена у 4 петочлана тима.

Час је текао на следећи начин:

26Иако делује као “језичко” одељење, сва настава у билингвалном одељењу одвијала
се по плану и програму природно-математичког смера. Ипак, избор оваквог одељења
упућује да су ученици склони језицима, а не нужно физици и другим природно-
математичким наукама.
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• Наставник чита текст дат у одељку 8.1 (верзију текста без слика и
једначина). Сваки ученик треба да запише од 5 до 10 најбитнијих
идеја из текста који слуша (15 min).

• Ученици упоређују своје белешке унутар тимова (5 min).

• Сваки тим добија по један примерак текста да допуни своје беле-
шке (20 min).

• Наставник врши резиме презентованог материјала и наглашава
најбитније закључке из текста (5 min).

У току целог часа, наставник је прилазио ученицима, дискутовао
са њима и одговарао на њихова питања. Експерименти који су рађени
у експеримент групи, у текст групи били су предмет дискусије, као
мисаони експерименти.

Дијаграм група
Час је текао у складу са текстом датим у одељку 8.1. Ученици су

подељени у 3 петочлана тима. У току часа, наставник је постављао
питања и стварао проблемске ситуације, а ученици су се консултова-
ли унутар тимова и давали одговоре. Слично текст групи, у дијаграм
групи дискутовани су исти експерименти, али сада уз скице на табли.
На пример, наставник би упитао “Како би ово могли експериментално
да покажемо?”, а ученици би се консултовали унутар група и давали
предлоге. Наставник би онда коментарисао ове предлоге, цртао скице
експеримената на табли, и објашњавао појаве. На самом крају часа
свака група добила је одштампани примерак материјала за поређење
са својим белешкама.

Експеримент група
Ученици су сада, поред објашњења, једначина и дијаграма имали

прилику да сами изврше експерименте уз помоћ приручне опреме која
се састојала од кликера, стрмих равни, дрвених блокова и сл. Ученици
су опрему добијали сукцесивно.

Наставник је постављао питања, ученици су се затим консултовали
унутар тима, испробавали огледе и давали своје мишљење. Наставник
је коментарисао и давао смернице за правилно извођење огледа ако је
за то било потребе.

Реализовани су следећи квалитативни огледи:
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1. Оглед са дрвеним квадром и стрмом равни. Дрвени квадар
поставља се на стрму раван, а затим се стрма раван подиже до
критичног угла. Под критичним углом подразумева се максимал-
ни угао при коме квадар и даље мирује на стрмој равни. Тада
сила статичког трења има максималну вредност и по интензитету
је једнака паралелној компоненти силе Земљине теже јер квадар
мирује. Међутим, ако се квадар мало “ћушне”, он почиње да се
креће и спушта се све до дна стрме равни. Овако се показује да
максимална сила трења мировања већа од силе трења клизања,
тј. да је µs > µk. Типични експерименти у којима се динамометар
повлачи руком показали су се као непрецизни и непредвидиви, па
је зато употребљена стрма раван и критични угао.

2. Оглед са кликером и песком. Кликер се пушта низ стрму
раван са жлебом (увек са исте висине), а затим прелази на хори-
зонталну подлогу. У првом случају, хоризонтална подлога је узак
послужавник напуњен песком. У другом случају, хоризонтална
подлога је дрвени сто. Ученици уочавају да кликер прелази мно-
го мањи пут када се котрља по песку, и да у песку остаје путања
кликера. Ово је основ за дискусију о улози деформација приликом
котрљања.

3. Оглед са дрвеним колицима и ваљцима. Користећи стрму
раван на начин описан у првом огледу, ученици проверавају када
је најлакше покренути колица: (а) када су постављена наопако,
тако да клизају, (б) када се котрљају на примитивним точковима,
(в) када су постављена наопако, и котрљају се на ваљцима. Уче-
ници се уверавају да је у случају под (а) то најтеже, а у случају
под (в) најлакше.

4. Оглед са тањирима и лоптицама. Помоћу овог огледа уче-
ницима се демонстрира принцип рада кугличних лежајева. Два
пластична тањира су првобитно убачена један у други, без лопти-
ца. Доњи тањир се држи чврсто, а горњи ротира. Затим се између
тањира убацују лоптице за стони тенис и понавља поступак. Ка-
да су између тањира лоптице, ротација се дешава знатно лакше.
Слично, када се између осовине примитивног точка и самог точка
убаце куглице, ротација точка је ефикаснија. Ово је основна идеја
иза изума кугличних лежајева.

За тестирање концептуалног разумевања појава о трењу, развијен
је тест за потребе овог истраживања, приказан у одељку 8.2 на стра-
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ни 120. Ученици су имали на располагању 45 min за решавање теста.
Тестирање је извршено 9 дана након обраде градива.

3.2 Валидност педагошког експеримента

Валидност истраживања показује у којој мери су донесени закљу-
чци оправдани и општи. Разликујемо унутрашњу и спољашњу валид-
ност педагошког експеримента [83].

Унутрашња (интерна) валидност односи се на основаност претпо-
стављених узрочно-последичних веза зависне и независне променљиве.
На пример, ако желимо да меримо утицај присуства огледа на кон-
цептуално знање ученика, онда морамо елиминисати утицај других
променљивих, попут претходног знања физике, старости учесника ис-
траживања, условима у којима се врши истраживање и слично. Ако ови
фактори нису контролисани (тј. ако нису исти у свим групама), тада
нисмо сигурни у којој мери је уочена разлика између група зависи од
проучаване променљиве, а колико од других фактора.

Спољашња (екстерна) валидност односи се на то колико су резул-
тати општи, тј. да ли се изведени закључци могу применити на друге
субјекте (репрезентативност узорка, генерализација у односу на попу-
лацију), и у другим околностима (генерализација у односу на околно-
сти). Пожељна је што већа општост закључака, а екстерна валидност
даје процену у којој мери се закључци могу генерализовати, а тај суд
се не може донети на основу једног истраживања.

У току дизајна истраживања узете су у обзир следеће променљиве:

1. Претходно знање физике. Ова променљива контролисана је фор-
мирањем група са приближном просечном оценом. Прва група
била је фаворизована, са нешто вишом просечном оценом, и она
је због тога намерно проглашена текст групом.

2. Утицај наставника. Исти наставник реализовао је све активности
у току истраживања, као и наставу у току целе школске године,
тако да је стил рада био уједначен27.

3. Групни облик рада. Како су била доступна три комплета за из-
вођење експеримената, експеримент група је морала бити подеље-
на у три петочлана тима. Да би исти облик рада био заступљен

27Утицај наставника из основних школа је практично немогуће контролисати као
променљиву, али се то може подвести под претходно знање физике.
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и у остале две групе, ученици тих група такође су подељени у
петочлане тимове.

4. Активност ученика у току обраде градива. С обзиром на то да је
постојала могућност да се ученици текст групе “искључе” због вр-
ло непримамљивог начина обраде садржаја, они су добијали раз-
личите задатке да би остали активни. Ти задаци укључују одабир
5-10 најбитнијих закључака из текста, поређење белешки унутар
тима, самостална допуна белешки на основу текста и сл. На тај
начин је обезбеђено да ученици читавог часа активно анализирају
материјал.

5. Прикривање експеримента. Приликом реализације педагошког
експеримента, важно је да учесници не знају да су део експе-
римента. У супротном, то би могло да утиче на веродостојност
резултата28. Због тога је ово истраживање спроведено у оквиру
редовних часова физике. Подела у групе и обрада нетипичних
тема били су чести у току школске године, тако да се часови
у оквиру педагошког експеримента нису ни по томе истицали.
Такође, ученици једне групе нису имали увид шта је рађено са
осталим групама. То је остварено тако што је прва групе била
засебно одељење, док се са другом и трећом групом (које су из
истог одељења) радило на одвојеним часовима.

Након завршеног педагошког експеримента, сви ученици су добили
шансу да испробају огледе, што је важно са образовне и етичке стране.

3.3 Резултати и дискусија

Атмосфера на часу обраде градива
У текст групи, неактивност ученика је била очигледна, нарочито у

току читања текста. Ученици су почетку покушали да прате текст, а
онда постепено одустајали. Они који су били активни, често су сами
цртали дијаграме у свесци, углавном погрешне. Ови дијаграми нису
исправљени чак ни када су ученици добили примерак текста да допуне
своје белешке. У току часа, ученици су постављали питања, и наставник
је на њих детаљно одговарао и дискутовао са ученицима. Било је више
него довољно времена да се цео материјал детаљно проучи.

28Ако се присуство експеримента не може прикрити, онда треба прикрити његову
сврху.
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Са ученицима друге групе час је био активан и интересантан. Зани-
мљива питања од стране наставника, сарадња унутар група, надметање
између група – све је то позитивно утицало на мотивацију ученика за
рад. Насупрот једнаким напорима наставника, интересовање ученика
у првој групи било је значајно мање него у другој групи. Дакле, уба-
цивање дијаграма помогло је да час “оживи”. Било је довољно времена
да се пређе целокупно градиво и одговори на сва ученичка питања.

У трећој групи ученици су показали пуно ентузијазма и били врло
заинтересовани за опрему коју су добили. Испробавали су, дискутова-
ли, вршили мерења, и у коначном, извели све планиране експерименте.
Повремено је деловало да је опрема (и њена непланирана употреба)
одвлачила пажњу ученика од наставникових објашњења. Када су до-
били кликере, лоптице, дрвена колица, стрме равни, посуде с песком
и осталу опрему, ученици су реаговали како би сваки петнаестогоди-
шњак реаговао – почели су да се играју! Такође, повремена ненамерна
бука настала обарањем кликера, лоптица и остале опреме одвлачила је
пажњу и наставнику. Уопштено, било је потребно више напора да се
руководи часом.

Било је једва довољно времена да се обради све што је планирано, и
морало је да се ради помало ужурбано. Додавање опреме ученицима и
постављање чак и овако једноставних огледа захтевало је изненађујуће
много времена. Због тога је постојање адекватног кабинета за физику
(који у овој гимназији не постоји) кључно за ефикасан експериментални
рад.

Насупрот поменутим проблемима, час је био успешан, и ученици и
наставник су уживали. Пуно ученика је то отворено изразило и рекло
да би што чешће желели да имају овакве часове. Ова запажања у
складу су са резултатима публикованим у [84].

Резултати тестирања

Тест се састојао од 16 питања, а тачан одговор вредео је 1 поен29.
Једини изузетак од овог правила било је питање 13, где је ученик до-
бијао 0, 5 поена ако је правилно оријентисао силу, али са погрешном
нападном тачком (у тежишту, уместо на контакту кугле и подлоге).
Резултати концептуалног тестирања израчунати су на основу резулта-
та 46 од 50 ученика. Четири ученика су била одсутна. Њихово одсуство
утицало је на просечну оцену група. Коригована вредност просечних
оцена дата је у табели 3.1. Једносмерна анализа варијансе (ANOVA)

29За нетачан одговор добијало се 0 поена, тј. није било негативних поена.
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Табела 3.1: Просечна оцена ученика сваке групе и просечан резултат оства-
рен на концептуалном тесту, изражен у броју поена (max = 16) и процен-
туално.

Текст група Дијаграм група Експеримент група

Просечна оцена 4,04 3,63 3,77
Резултат (бр.п.) 10,17 9,80 10,00
Резултат (%) 63,56 61,25 62,50

показала је да нема статистички значајне разлике у просечној оцени
група F (2, 43) = 0, 886 и p = 0, 42.

У табели 3.1 се такође могу видети резултати концептуалног те-
стирања све три групе. Већ на први поглед, види се велика уједна-
ченост резултата група. Једносмерна ANOVA потврђује ову тврдњу
F (2, 43) = 0, 140 и p = 0, 87. Текст група је, изненађујуће, имала нај-
бољи резултат, упркос сувопарном и досадном начину рада. Сличност
резултата дијаграм и експеримент групе је очекивана. У литератури
је већ примећено да експериментални рад не мора нужно да утиче на
успех [85–88], као ни употреба информационо-комуникационих техно-
логија (ИКТ) [89]. Такође, примећено је и да су резултати концептуал-
них тестова готово независни од стила наставе [90].

Резултати појединачних питања по групама дати су слици 3.1. Мак-
сималан број поена који се може остварити на тесту је 16, док је највећи
остварени резултат 14 поена, и то у све три групе. Минимални број бо-
дова такође је исти у све три групе, и износи 7 поена.

Поред већ поменутих статистичких анализа, извршена је и једно-
смерна анализа коваријансе (ANCOVA), уз контролу просечне оцене
група. Првобитно је употребом Колмогоров-Смирнов теста утврђено да
се дистрибуција за просечну оцену, и за резултате на тесту, не разлику-
ју значајно од нормалне дистрибуције. Једносмерна ANCOVA показала
је да нема статистички значајне разлике F (2, 42) = 0, 028 и p = 0, 97 из-
међу резултата група када се изврши контрола њихове просечне оцене.

Можемо закључити да су све три групе имале уједначену просечну
оцену, и да су оствариле уједначене резултате на концептуалном тести-
рању. У том смислу, употреба једноставних огледа није донела жељени
наставни учинак.

Једно од слабости истраживање јесте недостатак интервјуа са уче-
ницима након тестирања. Тада би са већом сигурношћу могли да се
утврде разлози за остварене резултате. Ипак, на основу ауторових за-
пажања у току реализације експеримента, у наставку је дата анализа
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Слика 3.1: Удео тачних одговора за свако од 16 питања концептуалног
теста. Стубићи, с лева на десно, одговарају текст, дијаграм и експеримент
групи.

питања, груписаних према резултату. Сам тест дат је у одељку 8.2 на
страни 120.

Питања са сличним резултатом

Питања 1, 6, 9, 11, 15 имала су сличан резултат у све три групе.
Питање 1 бави се основним типовима трења. Било је довољно зна-

ти два одговора, јер се преостало добија системом елиминације. Све
групе оствариле су висок резултат, са свега неколико ученика који су
направили грешку.

Питање 6 је требало да провери ученичко разумевање утицаја де-
формација на трење. Ученици су имали висок резултат на овом питању
јер је исти пример употребљен приликом часа обраде градива.

Питања 9 и 11 су слична у смислу да је одговор на оба питања
једноставан, и стаје у једну реченицу. Питање 9 је захтевније и захтева
добро познавање статичког трења.

Питање 15 је сасвим базично и на њега се може дати одговор и
без формалног знања физике, па су све групе имале сличан резултат.
Формализована верзија овог питања је питање 5, које има знатно нижи
резултат. Овде је експеримент група имала најбољи резултат вероватно
зато што је ово питање у вези са експериментом са дрвеним квадром и
стрмом равни (одељак 3.1 на страни 59).
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Питања са различитим резултатом

Питања 2, 3, 8, 10, 12, 13, 14 имала су различит резултат међу
групама.

Експеримент група имала је мањи резултат на питању 2, које је
једноставно и на које су сви ученици осталих група дали тачан одговор.
Ово је необично, нарочито узимајући у обзир резултат на питању 5 и
претходно поменути оглед са дрвеним квадром и стрмом равни.

Питање 3 веома је слично питању 14, и могу се сматрати текстуал-
ном и визуелном формом истог питања. Бољи резултат остварен је на
питању 3 јер је питање 14 лоше срочено. Формулација питања упућује
да постоји сила трења, иако је тачан одговор да не делује сила трења.

На питању 8, дијаграм група имала је најбољи резултат и оно про-
верава да ли ученици схватају да се израз облика f = µN примењује
само ако има клизања (у случају котрљања, то би било котрљање са
проклизавањем).

Питање 10 проучава ефекте нормалне силе на силу трења. Питање
12 бави се трењем приликом котрљања и детаљно је обрађено у току
часа обраде. Верујемо да је експеримент група имала најбољи резултат
јер су извршили оглед са дрвеним колицима и ваљцима, који је уско
повезан са овим питањем.

Неадекватна питања

Питања која треба побољшати су 7, 14, 15 и 16.
Питања 7 и 16 треба елиминисати из теста. Знање које је потребно да

би се тачно одговорило на питање 7 садржано је у материјалу, али није
довољно наглашено, и свакако није било фокус часа обраде. Одговор
на ово питање захтева записивање једначина кретања, за транслацију
и ротацију, и уочавање да момент инерције није исти за куглу и ваљак.
Питање 16 је тривијално. Интересантно је да друга група остварила
лош резултат на овом питању. Претпостављамо да нису добро разумели
питање.

Питање 14 треба преформулисати, како је већ поменуто. Питање
15, иако је добро схваћено, би такође могло бити побољшано. Треба да
нагласити да терет клизи константном брзином преко храпаве подлоге.

Остатак питања

Питање 4 проверавало је да ли ученици разумеју да се код статичког
трења једначина не може записати “унапред”, тј. без анализе једначина
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кретања. Интересантно је запазити да су текст и експеримент група
остварили висок резултат на питању 4, и низак резултат на питању 8.

Питање 13 се показало као тешко за све групе. Текст група је имала
највиши резултат.

3.4 Закључак
Иако ограниченог обима, ово истраживање је показало да присуство

експеримената у настави не мора нужно да повећа концептуално разу-
мевање градива. То не значи да експерименте не треба користити, већ
да треба пажљиво приступити њиховој реализацији да би они имали
жељени наставни учинак. Добар резултат текст групе је изненадио, а
ученици дијаграм и експеримент групе су очекивано били мотивисани-
ји да учествују.

Неки од разлога за уједначеност резултата могу бити:

1. Употребљени концептуални тест није довољно дискриминативан.

2. Примењени концептуални тест фаворизује текст и дијаграм гру-
пу. Равноправније тестирање укључивало би и практично тести-
рање ученичких вештина. Интересантно је то да су поједини уче-
ници, из свих група, користили своје оловке и остали прибор за
приручне експерименте док су радили тест.

3. Обрада градива и тестирање били су раздвојени временским пе-
риодом од 9 дана, због техничких ограничења приликом извођења
експеримента. Овај период је можда био предуг, и узроковао за-
борављање градива и, самим тим, уједначење резултата.

4. Трајање истраживања било је кратко и обухватало само једну
лекцију.

Има више начина да се истраживање побољша и уопшти: (а) употре-
ба већег узорка, (б) укључивање других области физике, (в) употреба
валидираних концептуалних тестова, (г) провера како самостално из-
вођење огледа утиче на мотивацију ученика да се баве физиком.

Ово истраживање уједно представља увод у свеобухватње истражи-
вање за креирање и валидацију концептуалног теста о трењу, за које
је планирано тестирање ученика из целог региона (Србија, Хрватска,
Словенија, Македонија).
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Глава 4

Трење

Опис трења подразумева много више од једначине f = µN . Идеали-
зовани примери са којима се ученици и студенти сусрећу у настави не
поклапају се увек са оним што они опажају у реалности, и то је узрок
многих заблуда. Адекватно разумевање трења кључно је за прелазак са
аристотеловске на њутновску физику. Многе ученичке заблуде о тре-
њу поменуте су у литератури, али не постоји обједињени списак, нити
одговарајући концептуални тест о трењу. Иако је могуће наћи поједине
тестове о трењу [91–96], ни један од њих није објављен у часописима са
SCI листе (на основу претраге на [97, 98]).

У овој глави, дат је кратак историјски развој науке о трењу, а затим
исцрпан опис концепата, заблуда и примера. Овај списак концепата
представља увод у формирање концептуалног теста о трењу.

4.1 Историјски развој трибологије

Трибологија представља грану физике која проучава трење под раз-
личитим условима. Назив трибологија потиче од грчке речи tribos, која
значи трљање. Ова кованица употребљена је тек у 20. веку, али проу-
чавање трења датира знатно раније [99].

Још у древној Асирији постоје записи који приказују употребу при-
митивних шарки у вратима, око 5000 године пре нове ере. Слично
томе, у Египту, 2400 год. пре н.е. коришћене су технике за смањење
непожељног трења приликом градње пирамида. У гробницама је про-
нађена слика која приказује радника који сипа течност30 док група
робова “санкама” вуче велику статуу.

30Није познато да ли је у питању вода, уље, млеко или нека друга течност.
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Прво систематско проучавање трења и формулисање емпиријских
закона обавио је Леонардо да Винчи31, иако су његови записи остали
неоткривени све до двадесетог века [100]. У 17. веку, Амонтон32 је у
својим (независним) емпиријским истраживањима дошао до правила
која се поклапају са Да Винчијевим запажањима, док је Кулон33 обје-
динио и употпунио ове законе. Запажања ових научника, позната као
Да Винчи-Амонтон-Кулонове законе, гласе:

1. Сила трења пропорционална је нормалној сили која делује на
тело.

2. Сила трења независна је од привидне додирне површине тела.

3. Сила трења независна је од релативне брзине клизања додирних
површина.

Кулон је сам нагласио да трење не зависи од брзине у ограниченом
домену, као и да коефицијенти статичког и динамичког трења имају
различите вредности. Кулон је такође предложио да се у неким си-
туацијама сила трења опише уз помоћ два члана, као f = µN + kS.
Први члан описује зависност од нормалне силе, а други прилепљивање
површина (адхезиони члан). У претходној формули, S представља ма-
кроскопску (привидну) додирну површину два тела, а k је коефицијент
пропорционалности. У случају да је присутан адхезиони члан, трење
се може јавити и када је нормална сила једнака нули, или чак када је
негативна (код неких врста гума, пластелина и слично, или код високо
углачаних металних површина, где долази до појаве “хладног” вара).

У новије време, проучавање трења спушта се на микроскопски ниво,
где адхезиони члан постаје доминантан. Због тога испољавање трења
на микроскопском нивоу не одговара макроскопским законима. Филип
Боуден34 и Давид Табор35 показали су да постоји линеарна веза између

31Leonardo di ser Piero da Vinci (1452-1519), италијански сликар, вајар, проналазач
и инжењер.

32Guillaume Amontons (1663-1705), француски физичар, један од пионира триболо-
гије. Изумео је уређаје за мерење притиска и влажности ваздуха, и уочио везу између
температуре и притиска, дајући прве идеје које су касније водиле до увођења појма
апсолутне нуле.

33Charles-Augustin de Coulomb (1736-1806), француски физичар, најпознатији по
свом раду у области електростатике.

34Frank Philip Bowden (1903-1968), аустралијски физичар, вођа групе за истра-
живање трења у оквиру Кевендиш лабораторије. Резултате својих фундаменталних
истраживања са применама објавио је заједно са Давидом Табором, који је био члан
његове групе.

35David Tabor (1913-2005), британски физичар, аутор кованице трибологија и један
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Слика 4.1: Приказ привидне и стварне додирне површине. Слика претходно
публикована у [11].

стварне додирне површине тела и силе трења и нормалне силе, тј. f =
const ·Ss и N = const ·Ss, где је Ss стварна површина контакта. Стварна
(микроскопска) додирна површина мања је од привидне (макроскопске)
додирне површине и представља укупну површину додира највећих
неравнина (слика 4.1). Ово је елементарни приказ, и сам Табор је указао
да је овај однос сложенији.

Предмет истраживања трибологије додатно се проширује употре-
бом уља и мазива за смањење штетног трења. При томе су потребе
индустрије (нпр. железнице) утицале на развој трибологије, али је и
адекватан развој трибологије био неопходан предуслов за развој инду-
стрије (нпр. аутомобилске индустрије).

Иако су Да Винчи-Амонтон-Кулонови закони трења основа за из-
учавање трења, како у средњим школама, тако и у већини основних
курсева на факултету, ова упрошћена слика не даје довољно нагове-
штаја у сву комплексност и значај ове теме. Ови закони, такође, могу
бити у сукобу са неким свакодневним искуством ученика. Због тога је
важно предочити ограничен домен важења феноменолошких закона,
историјски развој проучавања трења, и актуелни статус науке. У на-
стави се често употребљавају (само) примери који потврђују неки закон
(парадигматична настава), што може бити штетно за развој критичког
и креативног мишљења. Зато је корисно скренути пажњу студенти-
ма да постоје актуелни изазови, као и примери који нису у складу са
приказаним законом.

У остатку текста, трење ће се разматрати на нивоу феноменолошких
Да Винчи-Амонтон-Кулонових закона, али тако да се не дође у сукоб
са модерним ставовима о трењу.

од пионира модерне науке о трењу.
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4.2 Битни концепти о трењу

Листа битних концепата (табела 4.1) даје списак конкретних ставова
које студенти треба да савладају и дефинисана је на основу ауторовог
искуства у настави, релевантних књига [20, 21, 101], радова [93, 102–
105] и консултација са колегама36. Тумачења дата у референцама не
осликавају увек ауторове ставове.

Сваки од поменутих концепата је објашњен, поменуте су најчешће
заблуде ученика и студената, карактеристични примери и предлози за
превазилажење заблуда. Због лакшег сналажења (табела 4.1), концепти
су груписани и нумерисани: (О) основни концепти, (С) статичко трење,
(К) трење клизања, и (Р) трење приликом ротације.

4.3 Основни концепти

Сви концепти наведени као основни односе се на појаву трења уо-
пштено.

(О1) Постоје 3 основне врсте трења: статичко трење, трење
клизања и трење котрљања. Који тип трења ће се испољити за-
виси од тога како се додирне површине крећу, и да ли се при томе
деформишу, или не. Ученици често не разматрају додир две површи-
не, већ само кретање тела од интереса. Затим сили трења придружују
“префикс” уоченог кретања. Другим речима, ученици сматрају да, ако
тело: (а) мирује, јавиће се сила статичког трења; (б) креће се транс-
латорно, јавиће се сила трења клизања; (в) котрља се, јавиће се сила
трења котрљања.

Детаљнија разрада дата је у оквиру концепата (С1), (К1) и (Р1).

(О2) Трење се супротставља међусобном кретању две површи-
не. Веома честа и упорна заблуда је да се сила трења супротставља
кретању тела, тј. да је увек усмерена супротно од брзине тела (или
у неким примерима – супротно спољашњој сили, или убрзању). Ова
заблуда поспешена је недовољно прецизним дефиницијама, на пример,
код блока који клизи по подлози [20]. У том случају, проклизавање те-
ла и проклизавање додирних површина се подудара, па је сила трења

36То укључује колеге са Департмана за физику ПМФ-а у Нишу, али и колеге из
целе Србије и региона у оквиру VII Међународне конференције о настави физике у
средњим школама (Алексинац, 2019), где је рад презентован.



4.3. ОСНОВНИ КОНЦЕПТИ 73

Табела 4.1: Преглед најбитнијих концепата о трењу и најчешћих ученичких
заблуда.

 Битни концепти  Најчешће заблуде 

 Основни концепти   

О1 Постоје 3 основне врсте трења: ста-

тичко трење, трење клизања и трење 

котрљања.  

 Постоји једна врста трења, а разли-

чити називи само описују како се тело 

креће. 

О2 Трење се супротставља међусобном 

кретању две површине. 

 Трење се супротставља кретању тела. 

Смер силе трења супротан је брзини 

тела (или убрзању, или спољашњој 

сили). 

О3 Правац силе трења паралелан је до-

дирној површини. 

 Правац силе трења је увек хоризонта-

лан. 

О4 Сила 𝑁 је сила која делује нормално 

на површину конктакта. 

 Сила 𝑁 = 𝑚𝑔 или 𝑁 = 𝑚𝑔 cos 𝜃.   

O5 Сила трења делује на обе површине у 

контакту. 

 Сила трења делује само на тела које се 

креће.  

O6 Коефицијент трења је позитивна вели-

чина, 𝜇 ≥ 0.  

 Коефицијент трења је у распону од 

нула до један, 𝜇 ∈ [0,1]. 

 Статичко трење   

С1 Сила статичког трења јавља се када 

додирне површине међусобно мирују, 

и постоји активна сила која има тен-

денцију да их покрене. 

 Сила статичког трења јавља се када 

тело мирује. 

Сила статичког трења не може се ја-

вити ако се тело креће. 

С2 Интензитет силе статичког трења 

може имати вредност у распону од 

нуле до максималне вредности дате 

изразом 𝜇𝑠𝑁. Конкретна вредност 

интензитета не може се знати док се 

не реше једначине за транслацију и ро-

тацију тела. 

 Ако тело мирује, сила трења једнака је 

нули. 

Ако тело мирује, сила трења има вред-

ност 𝜇𝑠𝑁. 

 

С3 Смер силе статичког трења не може се 

знати док се не реше једначине за 

транслацију и ротацију тела. 

 Сила статичког трења увек је усме-

рена супротно од активне силе. 

 Трење клизања   

К1 Сила трења клизања јавља се када су 

две површине у међусобном кретању. 

 Сила трења клизања јавља се када се 

тело креће транслаторно. 

К2 Интензитет силе трења клизања дат је 

изразом 𝑓 =  𝜇𝑘𝑁. 

 Интензитет силе трења (независно од 

типа трења) дат је изразом 𝑓 =  𝜇𝑘𝑁. 

Интензитет силе трења клизања дат је 

изразом 𝑓 = 𝜇𝑘𝑚𝑔. 

К3 Смер силе трења клизања супротан је 

релативном кретању две површине. 

 Смер силе трења клизања супротан је 

кретању тела. 

К4 Максимална вредност силе статичког 

трења већа је од вредности силе трења 

клизања. 

 Ученици добро разумеју овај концепт. 

 Трење и котрљање   

Р1 Ако се круто тело котрља без прокли-

завања по крутој подлози, јавља се 

статичка сила трења. 

 Сила трења приликом котрљања увек 

је усмерена супротно од брзине. 

Р2 Ако се круто тело котрља са прокли-

завањем по крутој подлози, јавља се 

сила трења клизања. 

 Котрљање се увек одвија без прокли-

завања. 

Кад год се тело котрља важе релације 

𝑣 = 𝑅𝜔 и 𝑎 = 𝑅𝛼. 

Р3 Сила трења котрљања јавља се само 

ако су тело и/или подлога пластично 

деформабилни. 

 Када год се тело котрља, јавља се сила 

трења котрљања. 

 



74 ГЛАВА 4. ТРЕЊЕ

у овом случају усмерена супротно брзини тела. Ипак, пречестом упо-
требом оваквих примера, студенти добијају утисак да је трење увек
усмерено супротно од брзине тела. Да ствар буде гора, поједини уџбе-
ници [106, 107] експлицитно помињу да је сила трења по дефиницији
усмерена супротно од брзине, што је потпуно погрешно. Ако би такво
тумачење било тачно, смер силе трења би зависио од избора референт-
ног система [108], јер и брзина тела зависи од тог избора.

Слично, у образовним стандардима за крај основног образовања
[109] помиње се следеће: “У ситуацијама када тело клиза по подлози
ученик зна да на њега делује сила трења. Зна да се она супротставља
кретању и да ће у случају када у правцу кретања нема других сила
које делују на тело које се клиза, сила трења зауставити тело” [курзив
додат].

Коректно тумачење је да се сила трења супротставља релативном
кретању две површине у додиру, било да се оне крећу (трење клизања),
или да мирују (статичко трење). Релативна брзина две површине не
зависи од избора референтног система, па самим тим ни смер силе
трења, како и очекујемо.

(О3) Правац силе трења паралелан је додирној површини.
Иако ученици лако схватају да је сила трења увек усмерена паралелно
подлози, с обзиром да се обично разматрају примери када је тело на
хоризонталној подлози, или на стрмој равни, ученици могу превидети
да сила трења може деловати и у правцу који није хоризонталан.

На пример, студенти мисле да је сила која спречава падање чаше
она сила којом рука стиска чашу. Међутим, ова сила делује ортого-
нално на зидове чаше, па не може уравнотежити силу Земљине теже.
Овде је нормална сила у ствари хоризонтална, док силе трења делује
вертикално. Овај пример може се искористити за увођење силе трења,
да би се предупредила заблуда да је сила трења увек хоризонтална.

(О4) Сила N је она сила која делује нормално на површи-
ну контакта. Студенти, с друге стране, мисле да увек важи да је
N = mg или N = mg cos θ, због пречесте употребе примера у који-
ма интензитет нормалне силе има ове вредности. Претходно поменути
пример са држањем чаше може се употребити за отклањање ове заблу-
де.

Још један интересантан пример подразумева нормалну силу која не
само да није хоризонтална, већ није ни механичког порекла [104]. Ако
ставимо ексер у чашу и са спољашње стране прислонимо магнет, он се
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међусобно привлаче и стоје приљубљени уз чашу са супротних страна
стакла. Овде је нормална сила магнетног порекла, а оно што спречава
да ексер и магнет падну јесте сила трења између њих и чаше. Ово је
такође добра демонстрација да су силе акције и реакције једнаке по
интензитету.

(О5) Сила трења делује на обе површине у контакту. Прили-
ком решавања задатака, ретко или никада се не приказује деловање
силе трења на подлогу. Због тога ученици сматрају да она делује са-
мо на тело у покрету, а не и на подлогу. Ова заблуда ствара проблем
у концептуалном и практичном смислу. У концептуалном смислу, сила
трења бива изузета од Закона акције и реакције. У практичном смислу,
ако се једно тело налази на другом телу, студенти греше у решавању
задатка.

(О6) Коефицијент трења је позитивна величина, µ ≥ 0. У зада-
цима се за коефицијент трења обично дају вредности у распону између
нуле и јединице. То може навести ученике да помисле да се вредност
коефицијента трења може налазити само у овом опсегу. Међутим, не
постоји горња граница за коефицијент трења; доња граница је нула.

Ситуација када је µ > 1 може се демонстрирати уз помоћ две све-
ске. Листови свезака се међусобно испреплету, као када се меша шпил
карата. Затим се свеске повлаче тако да се раздвоје, што је готово не-
могуће ако су довољно испреплетане. Оглед је пуно интересантнији ако
студенти покушавају раздвајање. Укупна нормална сила је реда вели-
чине тежине бележница, а сила потребна за раздвајање је знатно већа,
па је јасно да је коефицијент трења већи од јединице.

Поједини аутори уводе и негативну вредност коефицијента трења
[110–112], на основу испитивања на нано-скали. Овде се ради о нега-
тивној вредности ефективног коефицијента трења, јер се код неких
супстанци сила трења повећава са опадањем нормалне силе. Међутим,
у таквим околностима је формула f = µN неприменљива, јер је адхе-
зиони члан доминантан и доводи до опажених ефеката. Зато увођење
негативног коефицијента трења делује непотребно, а на нивоу уводног
курса физике то свакако није оправдано. Међутим, опажене појаве се
могу поменути, у контексту актуелних становишта о трењу.
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Слика 4.2: (а) Нема активне силе, па нема ни појаве трења; (б) Нема
релативног кретања површи, па је f ≤ µsN ; (в) Интензитет примењене
силе достиже µsN и тело почиње да клизи; (г) При релативном кретању
тела у односу на подлогу, сила трења клизања једнака је µkN ; (д) График
зависности силе трења од интензитета примењене силе.

4.4 Статичко трење

Интензитет силе статичког трења описује се законом fs ≤ µsN , где
је N интензитет нормалне сила, а µs коефицијент силе статичког трења
(слика 4.2).

(С1) Сила статичног трења јавља се када додирне површине
међусобно мирују, и постоји активна сила која има тенденци-
ју да их покрене. Као што је поменуто у концепту (О1), студенти
поистовећују стање кретања тела са одговарајућем силом трења. Зато
могу сматрати да ће сила статичког трења увек деловати на непокрет-
но тело, чак и када нема активних сила. И слично томе, могу сматрати
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Слика 4.3: Дијаграм сила за прво и друго тело. Због прегледности слике,
поједини вектори имају исту ознаку иако имају супротан смер или нападну
тачку.

да на тело које се креће не може деловати сила статичког трења.
У првом случају, тело не би било у равнотежи, јер би сила трења

била једина хоризонтална сила. Да би се јавила сила трења, потребно
је да постоји сила која има тенденцију да изазове међусобно кретање
две површине у додиру. Ако такве силе нема, као код блока који мирује
на непокретној подлози, нема ни силе трења.

У другом случају, треба разликовати кретање тела, односно његовог
центра масе, од релативног кретања две површине. Један од примера
у коме се тело креће, а јавља се сила статичког трења јесте ходање.
Други пример су два блока, један на другом, док на горњи делује
нека сила ~F (слика 4.3). Ако се оба блока крећу као целина, односно
нема проклизавања између њих, сила статичког трења је покретачка
сила за доњи блок. Ако не би било трења, горњи блок би једноставно
склизнуо преко доњег, који би остао у стању мировања. На питање шта
изазива кретање доњег тела, студенти често дају одговор “зато што
су спојени”, превиђајући да је сила трења, а не пуки додир, оно што
изазива кретање. Ако се силом ~F делује на доњи блок, ситуација је
аналогна.

(С2) Интензитет силе статичког трења може имати вредност
у распону од нуле до максималне вредности дате изразом µsN .
Конкретна вредност интензитета не може се знати док се не
реше једначине за транслацију и ротацију тела. Студенти те-
шко прихватају да за силу статичког трења не постоји “унапред дата”
формула, налик на f = µkN за силу трења клизања. Они често у фор-
мули за силу статичког трења (fs ≤ µsN) занемарују знак неједнакости,
и пишу израз f = µN . Или, алтернативно, сматрају да је интензитет
силе трења једнака нули, као у примеру са слике 4.2, или са слике 4.3,
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када се блокови крећу заједно, као целина.
Иако постоје примери сила у механици са особином да њихов ин-

тензитет није одређен конкретном формулом (попут нормалне сила N ,
силе затезања T ), вероватно је “појмовна близина” силе трења клиза-
ња узрок заблуда да за статичку силу трења важе исти или слични
обрасци.

(С3) Смер силе статичког трења не може се знати док се не
реше једначине за транслацију и ротацију тела. Слично прет-
ходном концепту, ни смер силе статичког трења не може се унапред
знати. Он ће бити такав да спречи релативно кретање две површи-
не, али конкретан смер може се добити једино решавањем једначина за
транслацију и ротацију. Ученици често мисле да ће сила статичког тре-
ња бити усмерена супротно од активне силе, јер најчешће и јесте тако.
Али, постоје примери котрљања у којима важи обрнуто (на ово питање
ћемо се вратити касније, када разматрамо трење приликом котрљања).

Два карактеристична задатка која се могу употребити за ојачавање
поменутих концепата о статичком трењу су: први задатак са Окру-
жног такмичења за ученике првог разреда средњих школа, одржаног
2011. године [113], и први задатак са Осме међународне олимпијаде из
физике [114].

4.5 Трење клизања
Вратимо се примеру приказаном на слици 4.2, страна 76. Повећава-

њем вредности активне силе, у једном тренутку, квадар ће почети да
клизи по столу. Због међусобног кретања две површине, јавља се трење
клизања. Сила трења клизања има приближно константну вредност,
нешто мању од максималне вредности силе статичког трења.

У уском домену појава које се разматрају у оквиру уводног курса
механике, сила трења клизања може се сматрати независном од бр-
зине37 и може се представити законом fk = µkN , где је N нормална
реакција подлоге, а µk коефицијент трења клизања.

Трење клизања је вероватно најбоље схваћени концепт, али то не
значи да је без ученичких заблуда.

(К1) Сила трења клизања јавља се када су две површине у
међусобном кретању. Овај концепт је у вези са оним објашњеним

37Као што је раније речено (одељак 4.1, страна 69), студентима треба нагласити да
је ово апроксимација и да сила трења на сложен начин зависи од брзине.
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Слика 4.4: Погонска сила статичког трења ~fs1 уравнотежена је силом
статичког трења ~fs2 на непогонским точковима.

у (О1), јер ученици мисле да се трење клизања јавља кад год се тело
креће транслаторно, тј. када се помера његов центар масе. Контра-
пример могла би бити ситуација приказана на слици 4.3 на страни 77,
у случају да је коефицијент трења између доњег тела и подлоге велики.
Тада ће доње тело стојати у месту,38 а горње клизити преко њега. Тада
се на горњој површини доњег тела јавља сила трења клизања, иако оно
стоји.

Сликовити пример могло би бити трчање јунака из цртаног филма
на леду. Цртани лик остаје у месту, иако се између њега и подлоге јавља
клизање. Са овим примером треба бити обазрив јер није коректан, иако
је ученицима познат. Ако цртани лик трчи (и ако претпоставимо да има
две ноге), онда је само једна нога у додиру са подлогом. То значи да
би онда цртани лик морао да се креће напред под утицајем силе трења
клизања, ма колико то било споро, јер не постоји друга хоризонтална
сила која би се уравнотежила са “погонском” силом трења.

Код аутомобила, с друге стране, не-погонски точкови (слика 4.4)
могу условити статичку силу трења ~fs2 која би се супротставила по-
гонској сили трења ~fs1, па је заиста могуће да аутомобил “шлајфује” и
савршено стоји у месту. Више детаља о трењу приликом ротације дато
је касније у тексту. Све ово су интересантне тема за дискусију на часу.

(К2) Интензитет силе трења клизања дат је изразом f = µkN .
Једна од ученичких заблуда је употреба формуле f = µN за све облике
трења. Такође, веома честа заблуда је да је f = µkmg, што је у вези са
концептом (О4) и тиме што се сила трења често проучава на хоризон-
талној (или стрмој) равни. Зато студенти могу погрешно закључити да
је сила трења суштински повезана са гравитационом силом. Превази-
лажење ове заблуде може бити оглед са чашом, ексером и магнетом,
описан код концепта (О4).

38И између њега и подлоге деловаће статичка сила трења.
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(К3) Смер силе трења клизања супротан је релативном кре-
тању две површине. Овај концепт је у вези са оним објашњеним у
(О2), када ученици мисле да је смер силе трења супротан макроскоп-
ском кретању тела, уместо кретању две површине. Поново, пример у
коме је сила трења усмерена исто као брзина тела могао би бити онај
приказан на слици 4.3 на страни 77. Ако се горње тело повлачи довољ-
но великом силом да се јави проклизавање, и ако је коефицијент трења
између доњег тела и подлоге довољно мали да се и то тело креће, оно
ће се кретати управо под деловањем силе трења клизања на његовој
горњој површини. Тада ће сила трења, као покретачка сила, имати ис-
ти смер као и брзина тог тела. Ако трење између два тела није довољно
да би се извела ова на горњу површину доњег тела може се залепити
брусни папир.

Други пример могао би бити блок који клизи по непокретној подло-
зи и прелази на покретну траку. Ако је брзина траке већа од брзине
блока (у односу на непокретну подлогу), онда ће се јавити сила трења
клизања која ће убрзавати тело, и самим тим, бити у истом смеру као
и брзина тела.

(К4) Максимална вредност силе статичког трења већа је од
вредности силе трења клизања. Ученици добро савладавају овај
концепт. Он се може демонстрирати уз помоћ огледа са дрвеним ква-
дром и стрмом равни, како је описано на страни 59.

4.6 Трење приликом котрљања
Јасно је да је трење приликом котрљања мање него приликом кли-

зања. Има неколико начина да се на сликовит начин то и демонстрира.
На пример, ако укрстимо напола савијене прсте обе руке, биће веома
тешко да шаке померимо транслаторно јер прсти запињу једни о дру-
ге. Међутим, ако шаке ротирају тако да прсти једне руке упадају у
простор између прстију друге руке, отпор је врло мали. Слично је и
са неравнинама на површини тела и подлоге када тело по њој клизи,
или се котрља. Погодни демонстрациони огледи су огледи са квадром
и ваљцима, и тањиром и лоптицама, описани на страни 59.

Трење приликом котрљања је сложен процес, па је један од највећих
изазова за правилно разумевање. Додатни извор забуне представља то
што се углавном разматра идеализована ситуација у којој је деформа-
ција тела и подлоге занемарљива, а да то није експлицитно наглашено.
Такође, употреба аутомобила или колица за примере у којима се ова
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тела заправо третирају као материјалне тачке само доприноси конфу-
зији.

Како је поменуто у концепту (О1) ученици често распоређују си-
ле трења “по кретањима”, па у случају котрљања подразумевају да се
јавља сила трења котрљања. То не мора нужно бити случај. Прво је по-
требно уочити какво кретање разматрамо – идеализовани случај када
нема деформација (или су оне занемарљиве, или савршено симетри-
чне), или се подлога и/или тело деформишу (при чему деформације
морају бити асиметричне). У првом случају, јавља се сила статичког
трења или трења клизања. Трење котрљања јавља се само у другом
случају. Због тога је наслов овог одељка Трење приликом котрљања, а
не Трење котрљања.

Да ствар буде сложенија, има примера који у себи укључују више
појава. Приликом проклизавање гума на асфалту, јавља се и трење
клизања, али и трење котрљања, јер се гума деформише приликом
котрљања39. У случају да је ауто заглављен, и нема транслаторног
кретања тела, студенти могу рећи да се онда јавља статичко трење.
И биће делимично у праву – сила статичког трења јавља се између
непогонских точкова и подлоге (слика 4.4). Зато се проблему мора
приступити пажљиво и постепено.

За почетак ћемо разматрати котрљање без деформација, а затим и
са деформацијама, на феноменолошком нивоу.

4.6.1 Котрљање без деформација

Ова дискусија одговарала би реалном примеру котрљању кликера
по столу (хоризонталном или нагнутом). Концепти који се односе на
примере без деформација су:

(Р1) Ако се тело котрља без проклизавања по крутој подлози,
јавља се статичка сила трења. Овај концепт је повезан са наред-
ним концептом.

(Р2) Ако се круто тело котрља са проклизавањем по крутој
подлози, јавља се сила трења клизања. Котрљање кугле или
ваљка низ стрму раван је врло чест уводни пример. Малим модифи-
кацијама овог примера могу се открити многе заблуде. На пример,
у поставци задатка готово увек је дат услов да се кугла котрља без

39Деформише се и асфалт, али у знатно мањој мери, па се то може занемарити.
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Слика 4.5: Котрљање кугле низ стрму раван. Слика претходно публикована
у [11].

клизања. Због тога ученици често мисле да кугла која се полази из ми-
ровања и котрља се низ стрму раван никада не проклизава, већ да се
проклизавање дешава у неким необичнијим ситуацијама. Зато би прва
модификација задатка била да се у њега укључи дискусија о томе да
ли кугла проклизава низ стрму раван. Друга заблуда која може остати
скривена јесте да се сила трења супротставља брзини. Ово се може
разоткрити ако се посматра и кретање кугле уз стрму раван – тада је
сила статичког трења усмерена као и брзина кугле. Више детаља дато
је у наставку.

Котрљање низ стрму раван

Ако би ефекти трења били занемарљиви (µs,k = 0), кугла би кли-
зила низ стрму раван без ротације јер не постоји ниједна сила чији
би момент изазвао ротацију. Ако је коефицијент трења мали, јавиће
се “прелазни режим” котрљања са проклизавањем. Тада је сила трења
присутна, изазива ротацију, али није довољно јака да довољно заокреће
куглу и обезбеди међусобно мировање контактних површина. Коначно,
ако је коефицијент трења µ довољно велик, сила трења ће обезбеди-
ти да површина кугле и подлоге међусобно мирују, односно јавиће се
котрљање без проклизавања.

Нас занима под којим условима се јавља котрљање са и без про-
клизавања, и којим убрзањем ће се кугла кретати у оба случаја. За
почетак, посматраћемо ситуацију када се кугла котрља без проклиза-
вања. Сила трења је једина сила чији правац не пролази кроз тежиште,
и која има не-нулти момент, па она изазива ротацију кугле (слика 4.5).
Због тога сила статичког трења мора бити усмерена као на слици.

За транслаторно кретање кугле важе следеће једначине (за осу па-
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ралелну стрмој равни, и осу нормалну на стрму раван):

Fg,p − fs = ma, (4.1)
N − Fg,n = 0, (4.2)

односно,

mg sin θ − fs = ma, (4.3)
N −mg cos θ = 0, (4.4)

где је θ нагибни угао стрме равни, а Fg = mg, fs и N су интензитети
одговарајућих вектора. За ротационо кретање кугле важи:

M = Iα, (4.5)

fsR =
2

5
mR2α, (4.6)

где је M – интензитет укупног момента силе који делује на куглу, I –
момент инерције кугле (рачунат у односу на осу која пролази кроз њен
центар) a – убрзање центра масе кугле, α – угаоно убрзање кугле, а R
њен полупречник.

С обзиром да разматрамо случај када кугла не проклизава, тада
важи да је убрзање најниже тачке кугле А једнако нули, тј. ~aA = 0,
што се своди на услов a = Rα. Сређивањем ових једначина, добија се
вредност убрзања кугле низ стрму раван:

a = (5/7)g sin θ. (4.7)

Треба нагласити да би у овом случају било погрешно писати да
је f = µN . Како нема проклизавања, по услову задатка, то најнижа
тачка кугле, којом она додирује подлогу, мирује у односу на подлогу.
Због тога се јавља статичко трење, а поменута једначина важи само за
трење клизања.

Заменом вредности убрзања (4.7) у једначину (4.6), уз услов да је
a = Rα, за силу трења добија се израз:

fs = (2/7)mg sin θ. (4.8)

Како је сила статичког трења дата изразом fs ≤ µsN , и N =
mg cos θ, тада је fs ≤ µsmg cos θ. Комбинацијом претходних једначина,
добија се услов котрљања без проклизавања:

µs ≥ (2/7) tan θ. (4.9)
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Слика 4.6: Котрљање кугле уз стрму раван.

Видимо да ће режим котрљања зависити од коефицијента статичког
трења, нагиба стрме равни, и тела које се котрља (преко разломка,
који зависи од момента инерције тела).

До истог услова мора се доћи и када се разматра котрљање са
проклизавањем (“услови зашивања”). Како је поменуто, сила трења
обезбеђује ротацију. Због тога је она и у случају проклизавања усмерена
уз стрму раван, као и код котрљања без проклизавања, па важи исти
сет једначина за транслацију и ротацију (4.3), (4.4) и (4.6) само што
ће у њима фигурисати fk уместо fs. Додатни услов је да је fk = µkN ,
јер се сада дешава проклизавање, али зато не важи израз a = Rα.
Решавањем ових једначина, добија се вредност убрзања:

a = g(sin θ − µ cos θ) (4.10)

што се разликује од вредности убрзања када нема проклизавања.
Ако бисмо желели да добијемо услов за котрљање без проклиза-

вања, потребно изједначити a са производом Rα. Из једначине (4.5),
односно (4.6) следи да је Rα = (5/2)µg cos θ. Комбиновање те једначине
са (4.10) добија се да је µ = (2/7) tan θ, што се поклапа са претходним
резултатом.

Котрљање уз стрму раван

Размотримо сада случај котрљања кугле уз стрму раван, без про-
клизавања. Студенти тада оријентишу силу трења супротно од смера
брзине, односно низ стрму раван. Међутим, коректан дијаграм сила
изгледаће идентично као када се кугла спушта низ стрму раван (слика
4.6). Приликом кретања уз стрму раван кугла успорава и транслатор-
но и ротационо, а једина сила чији момент може обезбедити успорење
ротације је сила статичког трења.

Због тога што дијаграм сила, изгледа исто, једначине за транслацију
и ротацију (4.3), (4.4) и (4.6) имаће исти облик као и раније. Једино
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се разликују почетни услови кретања, тј. транслаторна и ротациона
брзина у почетном тренутку, и положај кугле.

Гранични услови за угао

Корисно је размотрити и шта се дешава у граничним случајевима,
тј. када је θ = 0 и θ = π/2.

У првом случају, имамо котрљање по хоризонталној равни40. Како
је услов за котрљање без клизања (4.9) увек задовољен, то значи да
се кугла котрља без проклизавања. Из (4.8) следи да је f = 0, а из
једначине кретања (4.3) да је a = 0. Ово није једина ситуација у којој
се тело котрља, а сила трења је једнака нули41 [82, 102].

Ученике обично збуњује идеја да се кугла котрља, а да нема силе
трења. Они из искуства знају да ће се, на пример, кошаркашка лопта
која се откотрљала, након неког времена зауставити42. Због тога они
силу трења уцртавају у супротном смеру од смера кретања кугле43,
као на слици 4.7. Ово објашњава успорење транслације кугле, али ће
овако оријентисана сила трења својим моментом изазивати угаоно убр-
зање. Тада би кугла требало да успорава своје транслаторно кретање
и да при томе ротира све брже и брже, што нема физичког смисла.
Насупрот томе, неки студенти ће рећи да приликом ротације, доњи део
кугле има тенденцију да се креће у супротном смеру од смера крета-
ња центра масе кугле, а како нема проклизавања, сила трења делује
у смеру кретања кугле и спречава проклизавање. Ипак, то доводи до
сличних тешкоћа као и малопре јер би онда сила трења успоравала
ротацију, али убрзавала транслацију.

Ако се кугла котрља без проклизавања, то значи да је тачка контак-
та између кугле и подлоге непомична, и тада се јавља сила статичког
трења. Она нема унапред задат закон деловања и њен интензитет, пра-
вац и смер зависе од конкретне ситуације која се разматра. У овој

40Како кугла полази из мировања када је на врху стрме равни, тривијални случај
када се кугла налази на хоризонталној подлози је да на њој мирује. Тај случај је
са физичке стране незанимљив, па можемо посматрати шта се дешава ако кугла са
стрме равни пређе на хоризонталну подлогу. После кратког времена у коме се може
јавити проклизавање, кугла прелази на режим котрљања без проклизавања. Више
детаља о котрљању са проклизавањем дато је у одељку 4.6.1

41Пошто је у питању статичка сила трења, зависно од нападне тачке активне силе
која делује на тело, и од њеног интензитета, сила трења може бити усмерена супротно
од брзине тела, у смеру брзине тела, или бити једнака нули, иако се тело креће.

42Одговор на ово питање дат је у одељку 4.6.2 где је размотрено котрљање са
деформацијама.

43Ово је опет у вези са концептом (О2), и заблудом да се трење увек супротставља
кретању.
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Слика 4.7: Котрљање кугле по хоризонталној подлози и проблем оријента-
ције силе трења. Слика претходно публикована у [11].

Слика 4.8: Деловање на куглу и изазивање кретања (лево) и котрљање кугле
са проклизавањем (десно). Слика претходно публикована у [11].

ситуацији, кугла се креће по инерцији и ротира по инерцији, па је сила
трења једнака нули44.

У другом граничном случају, када је θ = π/2, на основу једначине
f = µN = µmg cos θ, добија се f = 0 и на основу (4.10) добија се a = g,
односно кугла слободно пада, како је и очекивано.

Котрљање са проклизавањем на хоризонталној подлози

Један од примера у коме тело ротира и проклизава је фелш ударац
билијарске кугле, као на слици 4.8 (прст показује како треба деловати
на куглу). Овакав ударац изазива ротацију у “контра-смеру”, односно
супротно него када се кугла котрља без проклизавања. Зависно од по-
четних услова, након престанка проклизавања, кугла се може котрљати
у истом смеру, зауставити или се котрљати назад. Ова појава се лако
може и демонстрирати на часу, уз помоћ било које круте кугле, дрвеног
ваљка и слично45. Слична ситуација добија се ако се кошаркашка лоп-
та заврти у “контра фелш” приликом бацања46 или приликом сервиса
лоптице за тенис или стони тенис итд. При паду на подлогу, доћи ће
до проклизавања, и лопта неће одскочити под истим углом под којим
је упала.

44Описано котрљање по хоризонталној подлози одговара кретању куглице по хори-
зонталном делу Галилејевог жлеба, који се иначе користи за демонстрацију кретања
константном брзином.

45Билијарски штап није неопходан. Довољно је прислонити прсте на куглу, а онда
на деловати на њу како је приказано на слици 4.8.

46Ако занемаримо деформације лопте и нееластичност судара.
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Слика 4.9: Еластична и нееластична деформација подлоге приликом котр-
љања.

Још један интересантан пример који вреди размотрити јесте 3. зада-
так са Републичког такмичења из физике за први разред средње школе
из 2006. године [115].

4.6.2 Котрљање са деформацијама

(Р3) Сила трења котрљања јавља се само ако су тело и/или
подлога пластично деформабилни. Коначно, остало је да размо-
тримо шта се дешава приликом котрљања са деформацијама подлоге
или тела. Можемо разликовати симетричне и асиметричне деформаци-
је.

Силе ~F1 и ~F2 представљају укупну интеракцију кугле са делићима
подлоге лево и десно од њеног центра масе (слика 8.3). У случају са-
вршено еластичних, симетричних деформација, силе ~F1 и ~F2 су истог
интензитета и усмерене симетрично у односу на вертикалну линију која
пролази кроз тежиште кугле (слика 8.3, лево). Зато правац резултујуће
силе ~F1 + ~F2 пролази кроз тежиште кугле и осу ротације, па је момент
силе једнак је нули. Векторски збир сила ~F1 и ~F2 заправо даје нормалну
силу N , и ова ситуација одговара оној када се круто тело котрља по
крутој подлози.

У случају асиметричних деформација подлоге (слика 8.3, десно),
подлога иза кугле биће сабијена. Ово је случај када се, на пример,
крута кугла котрља по песку47. Тада ће резултујућа сила ~F1 + ~F2 бити
усмерена тако да њен правац не пролази кроз тежиште и њен момент
ће успоравати ротацију, а њен хоризонтални компонентни вектор ће
успоравати транслацију кугле. Што је деформација већа, то је трење
котрљања веће.

У случају да је кугла деформабилна а подлога крута, разматрање
је аналогно. Зато ће се, на пример, испумпана лопта много раније зау-

47Видети Оглед са кликером и песком на страни 59.
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ставити него добро напумпана лопта која се креће под истим условима.
Ако су и кугла и подлога деформабилни, ефекат је израженији.

4.7 Остали концепти
Зависност од брзине. Као што је поменуто у одељку 4.1 на страни
69, и сам Кулон је нагласио да сила трења не зависи од брзине рела-
тивног кретања површина само у одређеним околностима. Због тога би
било погрешно инсистирати да сила трења не зависи од брзине, иако се
на основу формула за трење то може закључити. Напротив, ученицима
треба нагласити да је зависност трења од релативне брзине две по-
вршине сложена и да се у прецизним прорачунима ова зависност мора
узети у обзир.

Зависност од површине. Такође, у одељку 4.1 поменуто је да сила
трења не зависи од привидне површине контакта два тела, али зависи
од стварне површине контакта [104]. У том смислу, веровање ученика
да сила трења зависи од додирне површине не мора бити заблуда.
Оно може послужити као основа за продубљивање знања, уз помоћ
следећих демонстрационих огледа.

Мерењем силе трења када се квадар постави на његове различи-
те странице, може се показати да сила трења не зависи од привидне
површине контакта (под условом да су све странице квадра једнако
углачане).

Разлика између стварне и привидне додирне површине може се де-
монстрирати на два начина. Први је уз помоћ печата, или неког другог
тела са неравном површином (попут новчића). Ако поставимо чист пе-
чат на папир, чини се да је додирна површина између печата и папира
једнака површини круга који чини доњу страну печата. Међутим, ако
печат или новчић прво утиснемо у јастуче са мастилом, а онда га стави-
мо на папир, добијени отисак показаће да је додирна површина једнака
угравираној шари на печату и да је мања од површине целог круга. У
другом огледу треба протрљати индиго-папир и бели папир. Отисак
индиго папира на белом папиру није равномерно умрљан већ се јавља-
ју плаве и беле шаре, што указује на постојање ситних неравнина и на
то да је стварна додирна површина мања од привидне. Папири су били
у додиру само у тачкама где се бели папир обојио у плаво.

Ако је разматрана супстанца лепљива, и адхезиони члан постаје
доминантан, онда зависност од додирне површине постаје сложени-
ја. Интересантан пример који ово илуструје су пнеуматици за болиде
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Формуле 1. Они немају шару као стандардне аутомобилске гума, већ
су “глатки”. Разлог за то је што присуство шара смањује додирну по-
вршину, а што је већа додирна површина, то је већа и сила трења и
приањање гума. На тај начин ће и снага мотора бити ефикасније иско-
ришћена за убрзавање јер је смањено проклизавање. Ако је тако, по-
ставља се питање зашто гуме на путничким аутомобилима имају шару,
ако се тако смањује трење и употребљивост гума. На болидима Фор-
муле 1 глатки су само пнеуматици за суво време. У случају да је стаза
мокра, на болиде се монтирају гуме са шаром. Слој воде који се јавља
између гуме и подлоге значајно мења особине контакта, па је потребно
елиминисати тај слој воде за безбедну употребу пнеуматика. Како је на
путничким аутомобилима непрактично често мењати пнеуматике, они
се праве тако да задовоље шири спектар временских услова.

Формула за силу трења котрљања. Коначно, у случају котрља-
ња са деформацијама, могуће је увести силу трења користећи формулу
која је аналогна оној код клизања [116–118]. Ипак, узимајући у обзир
тешкоће студената у разумевању базичнијих типове трења, котрљање
са деформацијама у оквиру уводног курса механике довољно је по-
знавати на феноменолошком нивоу. Ово знање се може продубити у
оквиру виших курсева.
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Глава 5

Нормална сила

Дијаграм сила, приказан на слици 5.1, приказује тело које миру-
је на стрмој равни. Овакав дијаграм сила, или њему слични48, могу
се наћи готово свуда, од блогова посвећених физици до стандардних
универзитетских уџбеника.

Како квадар мирује, за њега морају бити задовољене једначине рав-
нотеже. Решавање ових једначина за приказани дијаграм сила, пак,
даје парадоксалан резултат јер оне упућују на то да би квадар требало
да се претури.

У наставку текста представљена је дискусија заснована на [119],
и њено проширење демонстрационим експериментом (одељак 5.4). Ек-
сперимент је реализован у лабораторијама Департмана за физику При-
родно-математичког факултета у Нишу, брз је, прецизан и једноставан

48На пример, када тело клизи низ стрму раван константном брзином, или са неким
убрзањем.

Слика 5.1: Типични дијаграм сила за непокретно тело на стрмој равни.
Слика претходно публикована у [3].
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за извођење, и не захтева скупу опрему.

5.1 Квадар на стрмој равни
Покажимо експлицитно да је дијаграм 5.1 нетачан за круто тело.

Како је квадар у равнотежи, резултујућа сила и резултујући момент
морају бити једнаки нули, тј. ∑

~Fi = 0, (5.1)∑
~Mi = 0. (5.2)

Пројектујући једначину (5.1) на паралелну и нормалну осу, добија-
мо:

mg sin θ − f = 0, (5.3)
−mg cos θ +N = 0. (5.4)

На основу једначине (5.2), укупан момент у односу на осу49 која је
нормална на раван цртежа и пролази кроз тачку О износи:

M (O) = mg cos θ
l

2
−mg sin θ

h

2
−N l

2
, (5.5)

где су h и l висина и дужина квадра, а угао θ је нагиб стрме равни.
Момент силе трења ~f једнак је нули јер њен правац пролази кроз тачку
О, па је крак силе једнак нули.

Заменом једначине (5.4) у (5.5), добијамо:

M (O) = −mg sin θ
h

2
(5.6)

што очито није једнако нули. Предзнак “−” упућује да би квадар роти-
рао у негативном физичком смеру, односно у смеру казаљке на сату.

То значи да би резултујући момент претурио квадар, а наша по-
четна претпоставка, која одговара реалној ситуацији, јесте да квадар
мирује. Дакле, нешто није у реду са дијаграмом сила – или нека сила
није уцртана, или је нека од уцртаних сила лоше распоређена. Тело
интерагује са Земљом (сила ~Fg), и са подлогом (силе ~N и ~f), и не-
ма других интеракција. Зато можемо одбацити могућност да је нека

49Избор осе у односу на које разматрамо моменте сила у случају равнотеже је
произвољан јер тело мирује у односу на све осе.
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Слика 5.2: Употреба разложених сила да би се нашла нападна тачка нор-
малне силе N . Нормална сила померена је дуж линије силе због боље преглед-
ности слике. Слика претходно публикована у [3].

сила изостављена. Гравитациона сила је адекватно оријентисана, са
нападном тачком у тежишту тела за хомогено тело, што следи из саме
дефиниције тежишта. Сила трења мора бити паралелна са подлогом;
ако претпоставимо да није, додатни нормални компонентни вектор си-
ле трења могао би се придружити постојећој нормалној сили ~N . И тако,
системом елиминације, долазимо до потенцијалног решења проблема –
оријентација силе ~N .

5.2 Решење проблема

5.2.1 “Стандардни” приступ
Нападна тачка нормалне силе може се добити као решење једначина

равнотеже (5.1) и (5.2). Као и пре, разматрамо квадар дужине l и
висине h, на стрмој равни нагиба θ. На слици 5.2 гравитациона сила је
такође разложена на компонентне векторе, што је уобичајено приликом
решавања оваквих проблема.

Једначине (5.3) и (5.4) и даље важе, а момент силе у односу на осу
која пролази кроз О је

M (O) = mg cos θ
l

2
−mg sin θ

h

2
−Nx = 0, (5.7)

где је x растојање од О до линије силе ~N , које је за сада непознато.
Узимајући о обзир једначину (5.4), након кратког рачуна, из једна-

чине (5.7) добија се:

x =
l

2
− h

2
tan θ. (5.8)
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Слика 5.3: У ситуацији на левој страни, контактна сила ~Fk усмерена је
вертикално навише, и одговара нормалној сили ~N . У примеру са десне стране,
нормална сила ~N и сила трења ~f су компонентни вектори контактне силе.

Уз мало геометрије, једначина (5.8) показује да је нападна тачка
нормалне силе управо на пресеку линије дуж које делује сила Земљине
теже и стрме равни.

5.2.2 Употреба јединствене контактне силе
Контакт два тела обично се моделује уз помоћ две одвојене силе:

нормалне силе ~N и силе трења ~f [20, 21, 106, 107], како је приказано у
претходном одељку. Алтернативни приступ је да се разматра јединстве-
на контактна сила ~Fk (слика 5.3), при чему су ~N и ~f њени компонентни
вектори. Овај приступ може се наћи у [101, 119].

Употреба две силе је математички захтевнија, али је такав при-
ступ студентима познат. Употреба једне силе је елегантно и математи-
чки једноставно решење, и доводи до бољег концептуалног разумевања
[120]. Долазак до истог резултата на два начина може помоћи студен-
тима у комплетнијем сагледавању проблема.

У оваквом приступу, на квадар делују само све силе – једна која
потиче од гравитационог привлачења Земље, и једна која потиче од
директног контакта квадра и подлоге (слика 5.4). Сила Земљине теже
усмерена је вертикално наниже, што значи да контактна сила мора
имати исти интензитет и правац и бити супротног смера, да би квадар
мировао. Једначине равнотеже за транслацију и ротацију су очигледно
задовољене.

Ако контактну силу сада разложимо на нормалну силу ~N и силу
трења ~f (слика 5.4), ове две силе морају имати исту нападну тачку као
и оригинална контактна сила.

Закључујемо, дакле, да се линије сила ~Fg, ~f и ~N морају сећи у једној
тачки. Та тачка је она у којој сила Земљине теже ~Fg пресеца подлогу
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Слика 5.4: Две силе које делују на квадар су контактна сила ~Fk и сила
Земљине теже ~Fg. Ове две силе делују дуж истог правца, али су на слици
нацртане дуж два блиска правца, због прегледности. На десној страни слике
приказана је разложена контактна сила. Слика претходно публикована у
[3].

Слика 5.5: Линије сила Земљине теже, силе трења и нормалне силе. Сила
трења и нормална сила померене су дуж својих линија силе због прегледности
слике. Слика претходно публикована у [3].

(слика 5.5). Треба запазити да ~N не пролази кроз тежиште квадра
(насупрот дијаграму на слици 5.1)

Што је угао стрме равни већи, то ће линија нормалне силе N про-
лазити ближе тачки О, што се види из једначине (5.8). Квадар ће се
преврнути када се тачка пресека прође кроз тачку О. Наравно, може
се десити да квадар пре тога проклиза, што зависи од коефицијента
трења између квадра и подлоге.

5.3 Узрок заблуде
Дијаграм 5.1 нема увек значење које му студенти придају. Приликом

цртања дијаграма сила, тело може бити моделовано на три начина [121],
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Слика 5.6: Да ли ће ова два дијаграма сила бити еквивалентни зависи од
тога како је моделовано разматрано тело.

и то као:

• честица. Све димензије тела се занемарују, и оно се третира као
материјална тачка у физичком смислу. Сви вектори који делују на
тело имају нападну тачку у центру масе тела. Ефекти ротације
су искључени из разматрања, и свако уздужно или паралелно
померање вектора даје еквивалентан вектор.

• круто тело. Димензије тела се узимају у обзир, али се оно тре-
тира као потпуно круто, што значи да се подразумева да нема
промене међусобног положаја тачака тела. Тада су ефекти рота-
ције узети у обзир, али не и ефекти деформација тела. Вектори
се могу померати дуж својих линија сила, и нападна тачка може
бити било где дуж те линије.

• деформабилно тело. Сви вектори су “везани” и не постоји помера-
ње које би дало еквивалентан вектор.

Да бисмо илустровали претходну поделу, размотримо слику 5.6, која
садржи два дијаграма силе. Вертикалне силе уклоњене због преглед-
ности дијаграма. Да ли су ова два дијаграма еквивалентна, или не?
(а) Ако је тело материјална тачка дијаграми су еквивалентни јер су
вектори ~F1 и ~F1′ , ~F2 и ~F2′ , ~F3 и ~F3′ међусобно паралелни. (б) Ако је
тело круто, вектори ~F1 и ~F1′ као и ~F2 и ~F2′ су међусобно еквивалентни
јер су дуж исте линије, за разлику од вектора ~F3 и ~F3′ . Једначине за
транслацију за ова дијаграма биће једнаке, али не и једначине за ро-
тацију. (в) Коначно, ако је тело деформабилно, ниједан пар сила неће
бити еквивалентан. На левом дијаграму тело ће бити сабијено, а на
десном развучено. Једначине за транслацију и ротацију зависиће од
деформабилних особина тела.

У уџбеницима опште физике на универзитетском нивоу [20, 21, 101,
106, 107, 122, 123], доминантно се употребљавају модели честице и кру-
тог тела. Забуна може настати ако се подразумева модел честице, а
црта дијаграм који даје утисак да се ради о моделу крутог тела. Иако
је у тексту углавном наглашено који модел се користи, на сликама се
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Слика 5.7: Дијаграм сила за модел крутог тела (лево), и за модел чести-
це (десно). Употреба различитих дијаграма јасније упућује на то како се
моделује разматрано тело.

може видети како нормална сила пролази кроз тежиште [20, 21, 122].
Због присуства оваквих слика и чињенице да се ни један од консулто-
ваних уџбеника не враћа овом проблему у области статике, студенти
често остају уверени да правац нормалне силе увек пролази кроз те-
жиште тела50.

Најкоректније је да се у случају крутог тела силе цртају на самом
телу, а у случају честице на дијаграму поред скице проблема (слике
5.7, 5.8, 6.1). Овакав приступ може се наћи у уџбеницима [101, 107].

Неки аутори [124] за превазилажење овог проблема предлажу увође-
ње посебних ознака за силе које нису “тачкасте”. У том смислу, гравита-
циона сила се сматра тачкастом, јер делује у тежишту, док су нормалне
силе и сила трења “распоређене” по површини контакта. Ова идеја не
делује оправдано јер је гравитациона сила такође “распоређена” по це-
лом телу. Гравитациона сила заправо представља интеракцију Земље
и сваког делића тела, а ми ове интеракције замењујемо једном “та-
чкастом” силом која делује у тежишту. Ако је тежиште ван тела, као
код празне стаклене чаше, постаје очигледно да је “тачкаста природа”
гравитационе силе само математичка конструкција. У том смислу, не
постоји суштинска разлика између “тачкастих записа” вектора нормал-
не силе и силе трења у односу на гравитациону силу. Увођење додатних
ознака, дакле, не би допринело суштинском разумевању природе сила,
а отежало би читање дијаграма.

Закључујемо, дакле, да је дијаграм на слици 5.1 тачан само ако се
квадар посматра као материјална тачка, а не као круто тело. Да би се
избегла забуна најбоље је употребити различите дијаграме за различи-
те моделе, као на слици 5.8. Упутства за лакше цртање дијаграма сила
дати су у Глави 6, на страни 103.

50Као, на пример, аутор ове дисертације.
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Слика 5.8: Леви дијаграм сила доноси се на модел честице, док се десни
односи на модел крутог тела. Ове дијаграме треба користити конзистентно,
да би се избегла забуна око позиционирања сила.

5.4 Поставка експеримента

Приказана теоријска разматрања могу се поткрепити једноставним
експериментом. Дрвени квадар постављен је на две дигиталне ваге, које
се налазе на стрмој равни (слика 5.9). На доњи део квадра залепљене су
танке чачкалице, да би контакт са вагицама био приближно тачкасти.

На основу слике 5.11, решавањем једначина равнотеже, добија се:

N1 =
mg

2

(
cos θ − h

l
sin θ

)
, (5.9)

N2 =
mg

2

(
cos θ +

h

l
sin θ

)
, (5.10)

где су h и l висина и дужина квадра, а θ угао стрме равни, као и раније.
Запажамо следеће:

• интензитети сила N1 и N2 се разликују (осим у тривијалном слу-
чају када је θ = 0),

• како је N1 ≥ 0, то значи да је tan θmax = l
h
, што је услов превртања.

Ако би нормална сила ~N деловала дуж правца која пролази кроз
тежиште, онда би интензитети сила N1 и N2 морали бити једнаки. Ако
је наша претпоставка тачна, и сила ~N заиста не пролази кроз тежиште,
очитавања вагица морала би да поткрепе тај резултат.
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Слика 5.9: Поставка експеримента. Слика претходно публикована у [3].

Слика 5.10: Квадар који је коришћен у експерименту. Димензије су дате у
милиметрима (mm). Слика претходно публикована у [3].

Слика 5.11: Дијаграм сила за експеримент. Слика претходно публикована
у [3].
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Табела 5.1: Резултати експеримента.

Угао θ Теор. вредн. Експ. вредн.

N1 [N] N2 [N] N1 [N] N2 [N]

0 1,86 1,86 1,85 1,86
5 1,77 1,93 1,77 1,93
10 1,67 1,99 1,66 1,98
15 1,55 2,04 1,56 2,02
20 1,42 2,06 1,42 2,04

Убацивањем димензија тела (слика 5.10) у једначине (5.9) и (5.10),
можемо израчунати конкретне вредности интензитета сила N1 и N2,
а затим то упоредити са очитавањима са вагица. Дужина квадра је
l = 129 mm, висина51 h = 65 mm, док је његова ширина небитна. Маса
квадра је 378,6 g. Резултати показују одлично слагање, нарочито за
тако једноставан експеримент (табела 5.1). Мерење је поновљено више
пута, али је одступање од наведених вредности било занемарљиво, па
зато у табелу није унешена грешка мерења.

Уместо потврде решења за проблем равнотеже, овај експеримент се
може применити “инверзно”, да би се одредила нападна тачка нормалне
силе ~N . На основу очитавања вагица и добијених вредности интензи-
тета сила N1 и N2, решавањем система паралелних сила на основу
општег векторског рачуна, студенти могу наћи нападну тачку силе ~N
и то упоредити са једначином (5.8).

5.5 Тело на три ослонца

Приликом дизајнирања експеримента и проучавања проблема, једна
од идеја била је постепено повећање броја контаката квадра и подлоге.
На основу облика сила за 2, 3, 4, 5, итд. контакта, очекивали смо да
добијемо зависност која ће у лимесу када n → ∞ осликати положај
“тачкасте силе” ~N , односно резултујуће силе какву иначе цртамо.

Међутим, већ код три ослонца, сусрећемо се са ограничењима нашег
модела. Пошто имамо две једначине за равнотежу (

∑ ~F = 0,
∑ ~M = 0),

а више од две непознате величине (~N1’
~N2 и ~N3), немогуће је једнозна-

чно решити систем. Како се онда практично израчунавају вредности

51Висина квадра без чачкалица је 64 mm, а са чачкалицама 66 mm. Зато је висина
квадра апроксимирана са 65 mm.
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које ти ослонци треба да издрже, на пример, у грађевинарству? Додат-
не једначине за решавање система добијају се из једначина за деформа-
ције тела, обично уз помоћ нумеричких модела и адекватног софтвера.
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Глава 6

Дијаграми сила

На часовима вежби Механике од студената се може чути реченица
“Ах, увек заборавим неку силу!”. Студенти су често несистематични
приликом поставке проблема – цртају силе, разлажу на компоненте
векторе једну силу пре него што су нацртали наредну, пишу једначине
пре него што су се уверили да су нацртали све силе и сл.

Неки пут се на лицима студената може видети нелагодност пред
постављеним задатком. Поједини задаци “паралишу” студенте својом
сложеношћу и они одустају од решавања још пре него што су и почели
јер не знају “са које стране” да приђу задатку.

Зато је аутор саставио Алгоритам за решавање задатака, као сво-
јеврсну мапу за студенте52, а испоставило се да поједини уџбеници
[101, 107] садрже слична упутства за цртање дијаграма сила.

У наставку је представљен алгоритам у две верзије – за модел че-
стице и за модел крутог тела53. Модел крутог тела је општији и у себи
укључује и модел честице, али је овде дат засебно јер тако предста-
вљен и студентима, кроз постепено усложњавање како одмиче обрада
градива.

6.1 Алгоритам за модел честице
1. Објашњење ситуације – Како се тела крећу?

• Нацртати скицу проблема.
• Означити претпостављена убрзања свих тела.

2. Нацртати онолико честица колико има тела незанемарљиве масе.
52И за себе.
53Више детаља о овим моделима дато је у одељку 5.3 на страни 95.
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3. Нацртати дијаграме сила за свако од тела/честица.

(а) Гравитација ~Fg – на свако масивно тело.

(б) Да ли је разматрано тело у контакту са нечим?

• Додир са другим телом.
– Нормална сила ~N .
– Сила трења – статичког или клизања?

• Канап – сила затезања ~T .
• Опруга – сила еластичних деформација ~Fe.

4. Уочити сила истог интензитета које делују на различита тела (ЗА-
ИР54).

5. Написати Други Њутнов закон за свако тело и пројектовати јед-
начине на одговарајуће осе.

6.2 Алгоритам за модел крутог тела
1. Објашњење ситуације – Како се тела крећу?

• Нацртати скицу проблема.

• Означити претпостављена транслаторна убрзања свих тела
(убрзање ЦМ55).

• Означити претпостављени смер ротације тела и осу ротације.

2. Нацртати онолико истих слика колико има тела незанемарљиве
масе. На свакој од слика шрафирати разматрано тело.

3. Нацртати дијаграме сила за свако од тела.

(а) Гравитација ~Fg – на свако масивно тело.

(б) Да ли је разматрано тело у контакту са нечим?

• Додир са другим телом.
– Нормална сила ~N .
– Сила трења – статичког или клизања?

• Канап – сила затезања ~T .
• Опруга – сила еластичних деформација ~Fe.

54Закон акције и реакције.
55Центра масе.
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4. Уочити сила истог интензитета које делују на различита тела (ЗА-
ИР).

5. Написати Други Њутнов закон за свако тело и пројектовати јед-
начине на одговарајуће осе.

6. Написати основни закон динамике ротације за свако тело које
ротира.

6.3 Објашњење и примена алгоритама
Приликом израде задатака, студенти имају алгоритам на папиру

испред себе. Наставник поставља иста кључна питања приликом готово
сваке употребе алгоритма, све док студенти не усвоје концепте.

Примену алгоритама илустроваћемо са два примера. У првом се
користи модел честице, што је типично у динамици транслације, а у
другом модел крутог тела, што је уобичајено за задатке из динамике
ротације и статике.

За први пример употребљен је задатак са Окружног такмичења из
физике за ученике првог разреда средње школе, које је одржано 2012.
године [125]. Овај задатак примерен је и за студенте уводног курса
механике.

У систему приказаном на слици блок масе 2m налази се
на дасци масе 3m. Блок је повезан са другим блоком масе
m неистегљивом безмасеном нити која је пребачена преко
идеалног котура занемарљиве масе. Ако се систем пусти да
почне да се креће из стања мировања, блок проклизава по
дасци, а даска се креће по површини стола. Коефицијент
трења између блока и даске је µ1 = 0, 35 а између даске
и површине стола µ2 = 0, 1. Одредити убрзање блокова и
односу на подлогу.

У првом кораку алгоритма је потребно нацртати слику проблема, а
затим је студентима постављено следеће питање “Овако изгледа систем
у почетном тренутку. Замислимо да је пред нама симулација. Када
бисмо сада притиснули дугме ‘Play’ и покренули симулацију, како би
се кретала приказана тела?”. Затим се на слици означавају убрзања
тела.

У другом кораку студенти цртају по једну честицу за свако тело
незанемарљиве масе. Врло је важно да се силе које делују на различита
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тела не цртају на истој слици, јер студенти онда тешко разазнају која
сила делује на које тело, могу да потру силе акције и реакције, или да
направе сличне грешке. Такође, слике су прегледније, што је битно код
сложенијих проблема. Зато се црта по једна честица за свако тело и на
њој се означавају само оне силе које делују на то тело.

У случају да се разматра кретање крутог тела, уместо честица треба
нацртати тело са димензијама, да би се направила дистинкција у односу
на модел честице. У том случају се мора водити рачуна и о нападној
тачки силе.

У трећем кораку студенти цртају дијаграм сила за свако тело од
значаја. Поред формалне дефиниције, која каже да је сила мера интер-
акције два тела, важно је студентима приближити овај појам употребом
свакодневног говора. Пример дискусије текао би на следећи начин:

“Сила описује како једно тело делује на друго. Наведите
ми пример како бих ја могао да делујем на овај сто.”

“Можете да гурнете сто.”
“Тако је. Могу да гурнем сто, повучем сто, подигнем сто.

У сваком од тих случаја, моје деловање на сто описао бих
векторима силе који су усмерени овако, овако и овако [на-
ставник показује смер деловања вектора].
Да ли бих некако могао да делујем на сто, а да га не додир-
нем?”

“Не, то је немогуће. [или други одговор:] Може, гравита-
ционом силом.”

“Тако је, једини начин да делујем на сто је путем грави-
тационе силе, али та сила је занемарљиво мала између мене
и стола. Постоји ли неки случај када гравитациона сила није
занемарљиво мала?”

“Ако је између Земље и неког тела.”

Кроз овакву дискусију, заједно са студентима долазимо до закљу-
чка да је за све силе осим гравитационе потребан директан контакт56.
Због тога је гравитациона сила одвојена у алгоритму (3.а), као једина
бесконтактна сила, док остале силе моделују различите врсте контакта
(алгоритам, 3.б).

Пример дискусије изгледао би овако:
56Начин преношења интеракције један је од фундаменталних питања физике. Овде

о контактним и бесконтактним силама говоримо у домену механике. На микроскоп-
ском нивоу, и нормална силе или силе трења могу се сматрати бесконтактним јер је у
њиховој основи мноштво електромагнетних интеракција између између честица које
их чине.
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Слика 6.1: Кинематички дијаграм (горе) и дијаграми сила за свако тело
незанемарљиве масе.

“Да ли је ово тело у контакту са нечим?”
“Није.”
“Дакле, овај канап не додирује тело?”
“Аха, додирује.”
“То значи да тај контакт морамо описати неком силом.

Којом силом канап делује на ово тело?”
“Силом затезања.”
“Да ли канап гура или повлачи тело?”
“Канап може само да повлачи тело.”
“Тако је. Зато вектор силе затезања треба усмерити ова-

ко. . . ”

Више детаља о нормалној сили дато је у Глави 5 на страни 91, а о
сили трењу у Глави 4 на страни 69.

Примењујући прва три корака алгоритма за модел честице, долази
се до дијаграма приказаних на слици 6.1.

Приликом цртања дијаграма сила за различита тела, све силе су
означене различитим индексима, нпр. ~N1, ~N2, ~N3. . . У четвртом кораку
алгоритма, студенти уочавају парове сила које су једнаког интензитета,
по Трећем Њутновом закону. Након неког времена, овај корак се мо-
же спојити са претходним, и силе једнаког интензитета могу се одмах
означити истим индексом.
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У конкретном случају, то су парови T1 = T2, N1 = N2 и f1 = f2.
Силе затезања су једнаке јер нит и котур имају занемарљиву масу; у
супротном, та једначина не би важила.

Коначно, у завршним корацима треба записати једначине. Студенти
бирају две ортогоналне осе и разлажу све векторске величине на ове
две осе (укључујући и убрзања са прве слике). Затим пишу Други
Њутнов закон за сваку од оса.

Примењујући пети корак, узимајући у обзир и кинематички дија-
грам, добијамо за прво, друго и треће тело, редом:

mg − T1 = ma1, (6.1)

T2 − f1 = 2ma2, (6.2)
N1 − 2mg = 0, (6.3)

f2 − f3 = 3ma3, (6.4)
N3 −N2 − 3mg = 0. (6.5)

Комбиновањем претходних једначина, уз једначине за силе трења
клизања облика f = µN и услов да је a1 = a2 због неистегљивости
нити, добијамо решив систем једначина.

Овим кораком је завршена примена алгоритма за модел честице. Да
бисмо илустровали и алгоритам за модел крутог тела, претпоставићемо
да у претходном задатку и котур има масу m, и да су тела 2m и 3m
незанемарљивих димензија.

Применом прва три корака алгоритма, долазимо до дијаграма као
на слици 6.2. У четвртом кораку, добијамо да је T1 = T3, T2 = T4,
N1 = N2 и f1 = f2. Запажамо да силе затезања T1 и T2 нису једнаке као
када котур нема масу, али зато парови сила T1 и T3, и T2 и T4 јесу јер
нит има занемарљиву масу.

Како се котур не креће транслаторно57, пети корак даће исти сет
једначина (6.1)-(6.5). Потребно је још написати Основни закон динами-
ке ротације58 ~M = I~α за свако тело незанемарљивих димензија. Како
нас не занима59 одсуство ротације тела 2m и 3m, довољно је записа-
ти једначину ротације котура која гласи. Момент силе који делује на

57Једначина за транслаторно кретање котура је од интереса једино ако нас занима
вредност силе N4.

58Тзв. “Други Њутнов закон за ротацију”.
59Ове једначине би биле од интереса ако бисмо, на пример, желели да израчунамо

тачну позицију нападне тачке нормалне силе.
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Слика 6.2: Кинематички дијаграм (горе лево) и дијаграми сила за свако
тело незанемарљиве масе. Сила N4 означава реакцију ослонца котура. Силе
N1, N2 и N3 уцртане су произвољно, јер њихову нападну тачку не можемо
да знамо док не решимо једначине (одсуства) ротације за та дела. Слика
претходно публикована у [10].

котур је:

M = MT3 −MT4 (6.6)
= T3R− T4R (6.7)

Ако сматрамо да је низ неистегљива, и да нема проклизавања ни-
ти преко котура, онда за кинематичке величине важи a1 = a2 = Rα.
Узимајући у обзир да је за котур I = 1

2
mR2, уз једначине за трење

клизања, добијамо решив систем једначина.

6.4 Алгоритам за силу трења
Узимајући у обзир популарност алгоритма за цртање дијаграма си-

ла, кроз рад са студентима спонтано је настао и алгоритам за утврђива-
ње облика трења, који је приказан у наставку. Више детаља о трењу
дато је у Глави 4 на страни 69.

Како се крећу две површине у додиру?

1. Мирују – Сила статичког трења, не постоји унапред дата форму-
ла.
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2. Клизају – Сила трења клизања, f = µN

3. Јавља се котрљање.

(а) Нема деформација.

и. Котрљање без проклизавања – Сила статичког трења.
ии. Котрљање са проклизавањем – Сила трења клизања.

(б) Има деформација – Сила трења котрљања.



Глава 7

Закључак и правци даљег
истраживања

У оквиру дисертације, у Глави 2, приказано је како се примери из
биомеханике могу употребити у настави физике. Представљен је мо-
дел стандардног човека, и показано је: (а) како избор плоча за тегове
утиче на извођење вежбе, са експерименталном потврдом разматраног
ефекта. (б) како се може проценити извршени рад и оптерећење на ки-
чму приликом подизања терета, оптерећење кукова и колена приликом
чучња. Поређење са експерименталним резултатима доступним у лите-
ратури показује одлично слагање. (в) како се може одредити зависност
силе од времена приликом подизања терета, користећи акцелерометре,
паметне телефоне, или видео анализу. Сва три метода дају готово по-
дударне резултате.

У будућности је планирано истраживање у коме ће бити израчуната
оптерећења зглобова употребом динамичког модела. Убрзање сегмена-
та биће одређено учвршћивањем мобилних телефона и употребом по-
датака из њихових сензора. Овај финансијски приступачан и мобилан
начин мерења биће упоређен са сложеном тродимензионалном видео
анализом која се користи у биомеханици, и која захтева скупу опрему,
софтвер и мора се урадити у лабораторији. Основни изазов предста-
вља добијање адекватних података из паметних телефона јер они све
време мењају своју оријентацију приликом покрета. Зато је неопход-
но прерачунати убрзања из локалног референтног система паметног
телефона у лабораторијски референтни систем. Пред самог убрзања,
то захтева податке о тренутном положају и оријентацији телефона, из
више различитих сензора истовремено. План истраживања је:

• развој теоријског модела;
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• развој нумеричког модела и писање одговарајуће скрипте;

• валидација модела на основу референтног примера, где ће се ре-
зултати са телефона поредити са неким независно добијеним ре-
зултатом;

• употреба модела на подизање терета;

• поређење са сложеним оптичким системима са више камера, који
су у употреби у биомеханичким видео анализама.

Затим је, у Глави 3, показано да присуство огледа на часу обраде
градива о трењу не утиче значајно на резултате концептуалног тести-
рања. Даљи правци истраживања укључују понављање овог истражи-
вања на већем узорку ученика, са другим темама, или у дужем трајању.

У Глави 4, која се бави трењем дата је листа концепата о трењу које
би ученици требало да савладају, као и њихове најчешће заблуде. Ова
листа концепата и заблуда сачињена је на основу прегледа литературе,
и на основу искуства у раду са ученицима и студентима. Планиран је
наставак развоја концептуалног теста о трењу, који је започео формира-
њем ових концепата, а затим и његово тестирање на великом узорку, са
студентима окружења (Србија, Словенија, Хрватска, Македонија. . . ).

У Глави 5 описана је честа ученичка заблуда око оријентације нор-
малне силе и представљен је једноставан оглед који може помоћи у
отклањању те заблуде. Даља истраживања укључују разматрање тела
на више од два ослонца и употреба деформабилних модела.

У Глави 6 приказан је алгоритам који помаже у поступку решавања
задатака из механике. Даља истраживања могла би да дају поређење
резултата две групе студената, једне која ради са алгоритмом, и друге
која ради без њега.

И коначно, механика укључује неке од области којима у овој ди-
сертацији није поклоњена никаква пажња, попут осцилација, таласа и
елемената специјалне теорије релативности. Даља истраживања могли
би ићи у смеру расветљавања ученичких заблуда у овим областима
механике.



Глава 8

Додаци

8.1 Трење и котрљање – од точка до тео-
рије и назад60

Приликом изучавања трења, најчешће разликујемо три основна об-
лика трења – статичко трење, трење клизања и трење котрљања. Сваки
од ових облика трења описују се сродним, али донекле различитим
законима. Проучићемо сваки од ових облика трења.

Статичко трење

Ако на тело које мирује применимо веома малу хоризонталну силу,
оно ће и даље мировати. На пример, ако веома слабо повучемо столицу
или дрвени квадар који лежи на столу, они ће остати непокретни. То
значи да је вредност активне силе (сила којом вучемо предмет) јед-
нака сили трења – у овом случају, статичког трења. Ако повећавамо
вредност ове силе (слика 8.1), тело ће и даље мировати, што значи да
ће сила статичког трења расти заједно са примењеном активном си-
лом. Ако смањимо интензитет деловања активне силе, или променимо
њен смер, сила статичка трења мењаће се у складу са тим, тако да
тачке контакта столице са подлогом остану међусобно непомичне. Ако
је вредност активне силе једнака нули, и вредност силе трења биће
једнака нули.

Статичка сила трења описује се законом fs ≤ µsN , где је N нор-
мална реакција подлоге, а µs коефицијент максималне силе статичког

60Представљени текст о трењу дат је неизмењеном облику, какав је употребљен
и приликом проучавања градива о трењу. За више информација видети Главу 3 на
страни 57.
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Слика 8.1: а) Нема активне силе, па нема ни појаве трења; б) Нема рела-
тивног кретања додирних површи, па је fs ≤ µsN ; в) Интензитет примење-
не силе достиже µsN и тело почиње да клизи; г) При релативном кретању
тела у односу на подлогу, сила трења клизања једнака је µkN ; д) График
зависности силе трења од интензитета примењене силе.

трења, непосредно пре проклизавања.

Трење клизања

Ако повећавамо вредност активне силе, у једном тренутку, квадар
ће почети да клизи по столу (слика 8.1). Непосредно пре покретања
квадра, сила статичког трења достигла је максималну вредност. Када је
тело у покрету, нема силе статичког трења, већ се јавља трење клизања
и оно има приближно константну вредност, која је мања од максималне
вредности силе статичког трења.

У уском домену појава које најчешће проучавамо у оквиру меха-
нике, сила трења клизања може се сматрати независном од брзине и
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величине додирне површине и може се представити законом fk = µkN ,
где је N нормална реакција подлоге, а µk коефицијент трења клизања.

Трење приликом котрљања
Размотримо куглу која се котрља без проклизавања по подлози

(слика 8.2). Из искуства знамо да ће се кугла након неког времена
зауставити, што наводи на закључак да сила трења делује у супротном
смеру од смера кретања кугле. Ово објашњење коректно је у смислу
транслације јер кугла успорава. Међутим, ако посматрамо ротацију ку-
гле око сопствене осе, онда ће овако оријентисана сила трења својим
моментом изазивати угаоно убрзање! Тада би кугла требало да успора-
ва своје транслаторно кретање и да при томе ротира све брже и брже,
што је теоријски немогуће, а ни у пракси се тако не дешава.

Слика 8.2: Котрљање кугле по хоризонталној подлози.

Насупрот томе, можемо рећи да приликом кретања кугле, доњи део
кугле има тенденцију да се креће у супротном смеру од смера кретања
центра масе кугле, а како нема проклизавања, сила трења делује у
смеру кретања кугле и спречава проклизавање. Ипак, то нас доводи
до сличних тешкоћа као и малопре јер би онда сила трења успоравала
ротацију, али убрзавала транслацију, што је немогуће.

Објашњење овог парадокса лежи у кључној улози деформација ку-
гле и/или подлоге приликом котрљања. При томе, деформације морају
бити асиметричне, односно, различите са предње и задње стране кугле
која се котрља [126].

Да бисмо то показали, размотримо прво симетричне деформације
(слика 8.3, лево). Укупну интеракцију делића кугле са подлогом лево
од центра масе можемо представити силом ~F1, а десно силом ~F2. У
случају савршено еластичних, симетричних деформација, силе ~F1 и
~F2 симетричне су у односу на вертикалну линију која пролази кроз
тежиште, и имају исти интензитет, тако да правац резултујуће силе
~F1+~F2 пролази кроз тежиште кугле, који је уједно и оса ротације кугле.
Тада је момент силе једнак нули јер је крак резултујуће силе једнак
нули. С обзиром на то да се ротација кугле мора успоравати, онда
мора постојати и момент који ће то узроковати, па потпуно симетричне
деформације не пружају адекватно објашњење.
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Слика 8.3: Еластична и нееластична деформација тела при котрљању.

С друге стране, ако се кугла котрља по песку, песак иза ње биће
сабијен, тако да се у овом случају јављају асиметричне деформације
(слика 8.3, десно). Тада ће резултујућа сила ~F1 + ~F2 бити усмерена тако
да њен правац не пролази кроз тежиште и њен момент ће успорава-
ти ротацију, а њена хоризонтална компонента успораваће транслацију.
Ово објашњење је адекватно јер је у складу са реалним понашањем
кугле.

Управо због тога је знатно теже гурати куглу по деформабилној
подлози, нпр. песку или земљи, него по мање деформабилној подлози,
као што је дрвени сто.

Дакле, кугла успорава и зауставља се зато што се њена енергија
постепено троши због деформација.

Ипак, и даље остаје нерешено питање ротације кугле без деформа-
ција, нпр. котрљање кликера по дрвеном столу. У овом случају, дефор-
мације кликера и подлоге могу се сматрати занемарљивим.

Размотримо, зато, кретање кугле у два случаја (а) низ стрму ра-
ван; (б) по хоризонталној подлози, након спуста низ стрму раван. Све
време подразумевамо да се кугла котрља без проклизавања и да нема
деформација кугле и подлоге. Ако кугла не проклизава, то значи да је
тачка контакта између кугле и подлоге непомична, и да је сила трења
која делује у тачки контакта заправо сила статичког трења. Важно је
подсетити да сила статичког трења нема унапред задат закон деловања
и да њен интензитет, правац и смер зависе од конкретне ситуације која
се разматра, тј. од примењене активне силе.

Стрма раван. Ако би ефекти трења били занемарљиви, кугла би
клизила низ стрму раван без ротације. Како се кугла котрља, мора
постојати сила трења чији момент силе изазива ротацију. Када се кугла
котрља низ стрму раван, сила трења делује у супротном смеру од смера
кретања, паралелно са подлогом (слика 8.4).

За транслаторно кретање кугле важе следеће једначине (за осу па-
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Слика 8.4: Котрљање кугле по стрмој равни.

ралелну стрмој равни, и осу нормалну на стрму раван):

(mg)p − f = ma, (8.1)
(mg)n = N, (8.2)

док за ротационо кретање кугле важи:

M = Iα, (8.3)

fR =
2

5
mR2α, (8.4)

где је a – убрзање центра масе кугле, α – угаоно убрзање кугле. С
обзиром на то да кугла не проклизава, важи да је a = Rα. Сређивањем
ових једначина, може се добити вредност убрзања кугле низ стрму
раван. Треба нагласити да би у овом случају било погрешно писати
да је f = µN , јер је у питању сила статичког трења, а не сила трења
клизања.

Хоризонтална подлога. Размотримо сада шта се дешава када
кугла пређе на хоризонталну подлогу. Ако бисмо хоризонталну подлогу
третирали као посебан случај стрме равни (када је угао θ = 0), сила
трења била би усмерена паралелно подлози, у смеру супротном смеру
кретања кугле, као на слици 8.2. Али тада се долази до проблема који
је описан на почетку овог одељка, у коме сила трења парадоксално
успорава транслацију, а убрзава ротацију. Како онда описати кретање
по хоризонталној подлози и да ли се онда може тврдити да је приказани
опис кретања низ стрму раван био исправан?

Одговор лежи у томе што сила статичког трења нема унапред за-
дат интензитет, правац и смер деловања, већ он зависи од конкретних
активних сила која делују на тело, и то од њиховог правца, смера, ин-
тензитета и нападне тачке. Сетимо се примера у коме столица мирује
док ми на њу примењујемо хоризонталну силу, и на који начин сила
статичког трења зависи од примењене активне силе.

У случају кретања кугле низ стрму раван, сила трења се јавља
као последица паралелне компоненте силе Земљине теже, која је овде
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Слика 8.5: Котрљање кугле по хоризонталној подлози и силе које тада на
њу делују.

активна сила. У случају кретања кугле по хоризонталној подлози не
постоји активна сила која делује паралелно са подлогом, па се не јавља
ни статичка сила трења. Дакле, Изненађујућ закључак је да сила тре-
ња не делује на куглу приликом котрљања равномерном брзином по
хоризонталној подлози (слика 8.5). Дакле, тежиште кугле наставља да
се креће равномерно праволинијски, по инерцији, јер ниједна сила не
мења то стање кретања. Такође, кугла наставља да ротира константном
угаоном брзином, јер ни један момент силе не мења то стање ротације.

У реалним условима, кугла се после неког времена зауставља због
нечистоћа између ње и подлоге, деформација на микро-нивоу, отпора
ваздуха и сличних ефеката.

Точак као технолошка револуција. С обзиром на то да прили-
ком котрљања по хоризонталној подлози у идеалним условима нема
силе трења, то значи да ће и у реалним условима бити много ефика-
сније неки терет померати уз помоћ котрљања, него га просто клизати
преко подлоге. Примитивни точак користи описане особине силе трења
да олакша померање терета. Примитивни точак састоји се из осовине,
на пример металне или дрвене, на који су навучени точкови. При томе
сила трења клизања није замењена силом трења котрљања, како се у
неким уџбеницима наводи, јер се и даље јавља клизање између осовине
точка и самог точка. Ипак, ово је ефикасније јер се клизање дешава
дуж много мањег пута него без употребе точкова. Ако бисмо подмет-
нули ваљке између терета и подлоге, онда бисмо силу трења клизања у
потпуности заменили силом трења котрљања, и тада би било најлакше
померити тело, али овакво решење је често непрактично.

Ова појава се може демонстрирати уз помоћ малих дрвених коли-
ца на које су причвршћени примитивни точкови (слика 8.6). У првом
случају, колица се повлаче динамометром док леже наопако, на својој
равној страни. Тада се она просто клизају по подлози, и динамометар
показује највећу вредност. У другом случају, колица се повлаче док су
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Слика 8.6: Повлачење колица на различите начине.

Слика 8.7: Шематски приказ точка са кугличним лежајем.

на точковима. Сада динамометар показује мању вредност. И у трећем
случају, колица се поново окрећу наопако, али се између њих и подлоге
постављају ваљци. Динамометар сада показује најмању вредност.

Да би се разрешио проблем појаве клизања код примитивног точка,
између осовине и самог точка, употребљени су куглични лежајеви. Из-
међу осовине и точка уметнуте су куглице које ротирају унутар лежаја
када се точак окреће. Колико је ово велика уштеда може се показати
следећим огледом. Ако два пластична тањира поставимо један у други,
доњи држимо непокретним, а горњи покушамо да заротирамо, видимо
да је за потребно уложити значајну силу. Ако између тањира убацимо
неколико лоптица за стони тенис и покушамо поново, видимо да је са-
да окретање знатно лакше. Управо на овом принципу раде куглични
лежајеви (слика 8.7).
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8.2 Тест о трењу
У наставку следи концептуални тест о трењу. Представљен је у

потпуно истој форми какав је и био пред ученицима.
Приликом употребе концептуалних тестова препорука је да се они

никада тако не називају пред ученицима, већ да буду названи једно-
ставно Тест. Ово је урађено да би се спречило да ученици претражују
тестове по интернету, што би утицало на резултате.



Т Е С Т 
 

 

Име, презиме и одељење: __________________________________________ 

 

датум: ____________________ 

 

 

1. Повезати стрелицама следеће појаве са основним облицима трења: 

а) ходање        1. трење котрљања 

   (стопало које је на подлози) 

  

б) кочење       2. статичко трење 

   (гумена плочица која належе на  

    обод точка бицикла) 

 

в) вожња ролерима      3. трење клизања 

    (гумени точкићи у контакту са подлогом) 

 

 

2. Сила статичког трења достиже максималну вредност непосредно пре покретања тела. 

ТАЧНО    НЕТАЧНО 

 

3. Приликом котрљања кугле по хоризонталној подлози константном брзином, при чему 

нема проклизавања, нити се кугла и подлога деформишу, 

а) на куглу делује сила трења клизања; 

б) на куглу делује сила трења котрљања; 

в) на куглу делује сила статичког трења; 

г) на куглу не делује сила трења. 

 

4. Заокружи слово испред тачног тврђења: 

а) Сила статичког трења има унапред задан облик, независно од ситуације. 

б) Сила статичког трења нема унапред задан облик, већ њена вредност, правац и 

смер зависе од конкретне ситуације која се проучава. 

 

5. Статичко трење  

а) веће је од трења клизања; 

б) мање је од трења клизања; 

в) једнако је трењу клизања. 

 

6. Да ли је лакше гурати кола која су на асфалту или на ливади? 

а) Лакше је гурати кола на асфалту. 

б) Лакше је гурати кола на ливади. 

 

7. Кугла и ваљак исте масе котрљају се низ исту стрму раван без проклизавања. Сила 

трења приликом котрљања кугле биће иста као и приликом котрљања ваљка. 

ТАЧНО    НЕТАЧНО 

 

8. Кугла се котрља низ стрму раван без проклизавања. У овом случају, сила трења 

описана је изразом 𝐹𝑡𝑟 = 𝜇𝑁. 

ТАЧНО    НЕТАЧНО 



 

9. Сила трења између два чврста тела може да буде једнака нули и онда када је додирна 

површина између та два тела храпава. 

ТАЧНО    НЕТАЧНО 

 

10. Да ли је сила трења клизања за исто тело које се налази на истој подлози већа када је та 

подлога хоризонтална, или је у виду стрме равни? 

а) Када је хоризонтална. 

б) Када је као стрма раван. 

  

11. Открићем и коришћењем примитивног точка у потпуности је елиминисано трење 

клизања и замењено трењем котрљања. 

ТАЧНО    НЕТАЧНО 

  

12. Старо-римски роб добио је задатак да веома тежак терет пребаци са једног места на 

друго, дуж римског друма.  

У првом случају терет је постављен на колица са примитивним точковима, у другом 

случају испод терета су постављени ваљци, а у трећем случају су испод терета 

постављене санке.  

Поређати ове начине пребацивања терета од најефикаснијег ка најмање ефикасном. 

 

а)       б) 

  
 

 

 в) 

 
 

 

 

 

Одговор: _________;___________;__________ 

 

 

  



13. Нацртати како делује сила трења на тело у ситуацијама приказаним на сликама. У оба 

случаја, кугла се котрљања без клизања, и деформације кугле и подлоге су 

занемарљиви. 

 

 

 

 
 

 

 

14. Нацртати како делује сила трења на тело у ситуацијама приказаним на сликама. У оба 

случаја, кугла се котрљања без клизања, и деформације кугле и подлоге су 

занемарљиви. 

 

 

 
 

 

 

 

15. Да ли је лакше покренути терет из мировања, или га вући константном брзином? 

а) Лакше је терет покренути из мировања. 

б) Лакше је вући терет константном брзином. 

 

16. Ако гурамо велики дрвени сандук пун песка преко наведених подлога, у ком случају 

ће трење клизања бити најмање? 

а) лед; 

б) песак; 

в) шмиргла; 

г) асфалт; 

д) њива. 
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