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Predgovor

Matematičke metode imaju široku primenu u različitim biološkim oblastima, uklju-
čujući populacionu dinamiku i epidemiologiju. Kako se biološki fenomeni mogu opisati
različitim matematičkim modelima, matematičke oblasti poput teorije verovatnoća,
statistike, linearne algebre, teorije grafova, kombinatorike, dinamičkih sistema i dife-
rencijalnih jednačina su integralni deo istraživanja u ovom domenu.

Za opisivanje dinamike epidemijskih bolesti se često primenjuje matematičko mode-
liranje koje ima važnu ulogu u analizi širenja i kontroli zaraznih bolesti. Kao značajan
deskriptivni alat, matematički modeli se konstruišu tako da obuhvataju suštinske oso-
bine složenih bioloških sistema. Osnovna svrha formulisanja epidemioloških modela
je razumevanje kratkoročnog i dugoročnog ponašanja epidemijskih bolesti i razvijanje
mogućih strategija za njihovu kontrolu ili suzbijanje.

Matematički epidemiološki modeli imaju dugu istoriju primene u proučavanju šire-
nja zaraznih bolesti. Prvi matematički epidemiološki model konstruisao je švajcarski
fizičar Danijel Bernuli 1766. godine, kada je matematički opisao širenje malih bogi-
nja. Kasnije su i drugi fizičari počeli da se bave matematičkim modeliranjem širenja
bolesti. Među najpoznatijima su Anderson Grej Makendrik i Vilijam Ogivli Kermak,
koji su predstavili jednostavan deterministički model kojim je uspešno opisivano po-
našanje epidemijskih bolesti. Kod ovog epidemiološkog modela se pojedinci određene
populacije grupišu u različite klase tj. kompartmente na osnovu faze epidemije u kojoj
se nalaze: klasu S (Susceptible) pojedinaca podložnih bolesti, klasu I (Infected) zara-
ženih i infektivnih pojedinaca, klasu R (Recovered) oporavljenih i imunih pojedinaca.
Prelazi između ovih klasa modeliraju se matematički pomoću diferencijalnih jednačina
koje uključuju ključne parametre kao što su stopa infekcije, stopa oporavka i stopa
smrtnosti.

Prema najširoj klasifikaciji matematičkih epidemioloških modela razlikuju se deter-
ministički i stohastički modeli. Prvi razvijeni modeli koji su opisivali širenje tuberku-
loze, boginja i rubeola, bili su deterministički, predstavljeni sistemima diferencijalnih
jednačina, čija se rešenja najčešće izražavaju kao funkcije vremena koja su jedinstveno
određena početnim uslovima. Deterministički modeli su često istraživani u literaturi.
Ovi modeli imaju za cilj da opišu dinamiku širenja bolesti na nivou populacije. Među-
tim, slučajne fluktuacije okruženja značajno utiču na sve aspekte realnog života, zbog
čega je potrebno uključiti ove fluktuacije u epidemiološke modele. Ove fluktuacije se
ne mogu adekvatno opisati primenom determinističkog pristupa.

Nasuprot tome, stohastički modeli su formulisani tako da inkorporiraju demografske
i varijabilnosti iz okruženja. Stohastički epidemiološki modeli su najčešće konstruisa-
ni uvođenjem slučajnosti iz okruženja u determinističke epidemiološke modele. Postoje
različiti pristupi za uključivanje slučajnosti iz okruženja u determinističke modele. Prvi
pristup podrazumeva perturbaciju određenog parametra modela, na primer, stope pre-
nosa, stope smrtnosti i drugih (videti, na primer, [1–3]). Drugi pristup je uvođenje šuma
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u deterministički model koji je direktno proporcionalan odgovarajućim klasama mode-
la (videti, na primer, [4], [5]). Prema trećem pristupu, stohastički model se konstruiše
uvođenjem pretpostavke da se parametar modela može modelirati nekim procesom,
na primer, stacionarnim Ornstein-Uhlenbeckovim procesom, CIR (Cox–Ingersoll–Ross)
procesom i drugim (videti [6], [7]).

Prilikom širenja epidemija, često se javlja vremenski interval između početka odre-
đene promene (kao što su infekcija ili izlaganje) i njenog uticaja na stanje populacije.
U epidemiološkim modelima se ovaj fenomen opisuje vremenskim kašnjenjem. Ovaj
pojam se često koristi za opisivanje vremenskog perioda koji je potreban da bi se efek-
ti manifestovali u različitim fazama epidemije, poput inkubacije bolesti, vremenskog
razmaka između infekcije i pojave simptoma, ili vremena potrebnog da osoba postane
zarazna ili da se izleči. Uključivanjem kašnjenja u epidemiološke modele, dobija se si-
stem diferencijalnih jednačina sa kašnjenjem, koji pruža realniji prikaz prirode bolesti
i omogućava preciznije predviđanje dinamike njenog širenja u populaciji.

U realnosti, iznenadne ekološke katastrofe, poput zemljotresa, poplava i suša, mogu
imati značajan uticaj na ekološke sisteme. Ovi događaji često dovode do kompleksnih
promena u sistemima, čineći trajektorije njihovog ponašanja prekidnim i sa naglim pro-
menama vrednosti. Takve pojave nije moguće precizno opisati diferencijalnim sistemi-
ma zasnovanim na Brownovom kretanju. Kako bi se ovi fenomeni adekvatno modelirali,
naučnici su sugerisali uvođenje Lévyjevih procesa u modele. Sve veća pažnja posvećena
je analizi stohastičkih epidemioloških modela koji uključuju Lévyjeve skokove. Važnost
Lévyjevog šuma u epidemiologiji ogleda se u njegovoj sposobnosti da modelira nepredvi-
dive aspekte epidemija, kao što su iznenadni skokovi u broju zaraženih ili neočekivane
promene u brzini širenja bolesti. Na ovaj način se dobijaju preciznije prognoze broja
zaraženih pojedinaca, pa samim tim omogućavaju bolje upravljanje resursima.

Slučajni faktori iz okruženja mogu dovesti do promena u intenzitetu različitih po-
java, što se može interpretirati kao prelazak iz jednog režima u drugi. Ovi spoljašnji
uticaji mogu izazvati promene osnovnih parametara epidemioloških modela. U mate-
matičkim modelima se takve promene često modeliraju telegrafskim šumom, poznatim
i kao obojeni šum i predstavljaju kao prelaz između dva ili više režima. Prema brojnim
studijama, prelazi između režima obično imaju svojstvo odsustva memorije, dok vre-
menski interval između dva prelaza ima eksponencijalu raspodelu (videti, na primer,
[8–10]). Primena telegrafskog šuma u epidemiološkim modelima omogućava preciznije
modeliranje različitih scenarija, uključujući pojavu novog soja virusa sa različitim svoj-
stvima širenja, nasumične varijacije u brzini širenja, kao i efekte vakcinacije i efikasnost
društvenih mera.

Motivisani prethodnom diskusijom, u ovoj disertaciji se razmatraju različiti stoha-
stički epidemiološki modeli u kojima je slučajnost inkorporirana na različite načine.
Rezultati su izloženi u pet glava.

Prva glava je uvodnog karaktera i u njoj su navedeni osnovni pojmovi i rezultati te-
orije stohastičkih procesa, stohastičkih diferencijalnih jednačina, populacione dinamike
kao i neke nejednakosti koje se koriste u disertaciji.

U Glavi 2 su proučavani stohastički epidemiološki modeli za prenos virusa Zapad-
nog Nila koji su konstruisani na bazi determinističkih modela predstavljenih u radu
[11]. Razmatrani modeli se sastoje iz populacije vektora i jedne populacije domaćina,
i populacije vektora i dve populacije domaćina. Stohastički modeli su dobijeni per-
turbacijom koeficijenata prenosa pomoću međusobno nezavisnih Brownovih kretanja.
Za konstruisane stohastičke modele je dokazano postojanje i jedinstvenost globalnog
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pozitivnog rešenja i izvedeni su dovoljni uslovi pod kojima dolazi do iskorenjivanja i
perzistentnosti bolesti. Dobijeni teorijski rezultati su ilustrovani numerički primenom
balance implicit numeričke metode koja očuvava pozitivnost rešenja.

U Glavi 3 je predstavljena analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i sto-
hastičkog epidemiološkog modela širenja virusa SARS-CoV-2 koji uključuju više klasa
inficiranih. Originalni rezultati su objavljeni u radu [12]. Najpre je analiziran determi-
nistički epidemiološki model, izračunat je njegov osnovni reprodukcioni broj i ispitano
je postojanje i stabilnost endemskog ekvilibrijuma. Potom je proučavana dinamička
analiza stohastičkog epidemiološkog modela, izvedeni su potrebni i dovoljni uslovi za
iskorenjivanje i perzistentnost bolesti, i određen je osnovni reprodukcioni broj. Prikaza-
na je analiza osetljivosti osnovnog reprodukcionog broja determinističkog i stohastičkog
modela na parametre modela. Pored toga, izvedeni su dovoljni uslovi za postojanje sta-
cionarne raspodele stohastičkog modela primenom teorije Hasminskog [13].

U Glavi 4 se proučavaju dva stohastička epidemiološka modela koji uključuju vak-
cinaciju. U prvom delu ove glave je analiziran problem optimalne kontrole sa i bez
ograničenja za stohastički epidemiološki model sa logističkim rastom populacije i satu-
risanom funkcijom incidence kada imunitet, stečen vakcinacijom ili prirodnim putem,
nije trajan. Originalni rezultati iz Poglavlja 4.1 su objavljeni kao poglavlje knjige [14].
Osnovni princip optimalne kontrole u epidemiologiji je identifikacija najefikasnije stra-
tegije među dostupnim opcijama, uz minimizaciju broja inficiranih osoba i optimizaciju
troškova povezanih sa primenom terapija ili vakcina radi kontrole progresije bolesti. Iz-
vedeni su potrebni uslovi za postojanje optimalne kontrole bez i sa ograničenjima, kon-
strukcijom Hamiltonijana i primenom principa maksimuma. Teorijski rezultati dobijeni
u ovom poglavlju su ilustrovani numerički na primeru ispitivanja uticaja vakcinacije
i definisanja optimalne strategije vakcinacije u praktičnim scenarijima širenja bolesti
ebole. U drugom delu ove glave je analizirana dinamika stohastičkog SVIR modela sa
kašnjenjem koje ima neprekidnu raspodelu kod kog je uključen logistički rast popula-
cije i saturisana funkcija incidence. Originalni rezultati iz Poglavlja 4.2 su objavljeni u
radu [15]. Kašnjenje, koje je predstavljeno u ovom poglavlju, odražava vreme potrebno
da se nakon kontakta infekcija razvije i osoba postane zarazna. Neprekidne fluktuacije
okruženja su uključene u model pomoću Gaussovog belog šuma dok su iznenadne ali
značajne fluktuacije opisane Poissonovim procesom. Za tako konstruisani stohastički
model su izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje i perzistentnost bolesti, kao i uslovi
za postojanje ergodične stacionarne raspodele. Postojanje stacionarne raspodele je po-
kazano primenom teoreme o međusobno isključivim verovatnoćama za procese Fellera,
jer se u ovom slučaju teorija Khasminskog [13] ne može primeniti budući da se ona
odnosi na stohastičke jednačine koje uključuju samo Brownovo kretanje. Da su teorij-
ski rezultati usaglašeni sa realnim podacima, ilustrivano je na primeru širenja bolesti
ebole.

U Glavi 5 se razmatra epidemiološki model koji uključuje preventivne mere i može
se primeniti za opisivanje širenja virusa SARS-CoV-2 u stohastičkom okviru. Originalni
rezultati iz Poglavlja 5.1 su objavljeni u radu [16]. Poseban fokus stavljen je na kon-
strukciju stohastičkog modela koji integriše više vrsta slučajnosti, čime se postiže veći
nivo realističnosti u poređenju sa modelima kod kojih je slučajnost opisana isključivo
putem Gaussovog belog šuma. U model su, pre svega, uključene neprekidne fluktuacije
iz okoline, prateći rezultate iz [17], pri čemu se pretpostavlja da stopa transmisije za-
dovoljava Ornstein-Uhlenbeckov proces. Takođe, za modeliranje iznenadnih i značajnih
uticaja okoline, primenjen je Poissonov proces, dok je za opisivanje prelaza vrednosti
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parametara modela iz jednog stanja u drugo korišćen neprekidni lanac Markova sa ko-
načnim brojem stanja. Na kraju, period inkubacije bolesti je integrisan u model kroz
konstantno vremensko kašnjenje. Na taj način je dobijen složen model koji bolje opi-
suje realne fenomene u prirodi i epidemiološke karakteristike i ima bogatiju dinamičku
strukturu u odnosu na postojeće modele. Cilj je istražiti kako kombinacija različitih
vrsta slučajnosti, opisanih belim šumom, telegrafskim šumom i skokovima Lévyja sa
vremenskim kašnjenjem, utiče na dinamiku modela. Pored toga, za konstruisani model
dokazano je postojanje stacionarne raspodele primenom teoreme o međusobno isklju-
čivim verovatnoćama za procese Fellera, s obzirom na to da, kao i u prethodnoj glavi,
teorija Khasminskog [13] u ovom slučaju nije primenljiva. Ovaj model može se primeniti
i na druge zarazne bolesti koje imaju slične karakteristike i načine prenošenja.
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Glava 1

Uvodni pojmovi i rezultati teorije
stohastičkih diferencijalnih jednačina

U ovoj glavi su navedeni neki osnovni rezultati iz teorije stohastičkih procesa i sto-
hastičkih diferencijalnih jednačina (SDJ), koji će biti korišćeni u narednim delovima
disertacije. Detalji o ovim temama mogu se pronaći u literaturi poput [18–24]. Pogla-
vlje 1.1 pokriva osnovne pojmove poput merljivosti, separabilnosti, svojstva Markova1,
stacionarnosti i drugih. Posebna pažnja je posvećena Brownovom kretanju2 (Wienerov3

proces) i Itôvom4 integralu, i njihovim osobinama, koji su predstavljeni u Poglavljima
1.2 i 1.3, redom. Kako se u ovoj doktorskoj disertaciji proučava dinamika određenih
stohastičkih epidemioloških modela, nepoznate veličine predstavljaju brojnost popula-
cije u određenom trenutku. Stoga je neophodno pokazati da su rešenja ovih sistema
globalna i pozitivna. Poglavlje 1.4 je posvećeno stohastičkim diferencijalnim jednači-
nama Itôa i teoremama koje obezbeđuju egzistenciju i jedinstvenost njihovog rešenja.
U Poglavlju 1.5 su navedeni rezultati koji se odnose na stohastičke funkcionalne dife-
rencijalne jednačine, a u Poglavlju 1.6 su opisane stohastičke diferencijalne jednačine
sa prelazima Markova.

Kako bi se realističnije opisalo širenje epidemije, razmatrane su i stohastičke dife-
rencijalne jednačine sa skokovima, koji se modeliraju Lévyjevim procesom. Ovi procesi
omogućavaju uključivanje retkih i naglih promena u dinamiku širenja bolesti, poput ne-
očekivanog povećanja broja zaraženih usled masovnih okupljanja ili migracija, čime se
obuhvataju diskontinuirani efekti koji nisu adekvatno opisani tradicionalnim modelima.
U Poglavlju 1.7 su navedene osobine procesa Lévyja, dok su u Poglavlju 1.8 sadržane
stohastičke diferencijalne jednačine sa skokovima Lévyja i teoreme koje obezbeđuju eg-
zistenciju i jedinstvenost njihovog rešenja. Poglavlje 1.9 je posvećeno rezultatima koji
se odnose na stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine sa skokovima Lévyja,
a Poglavlje 1.10 rezultatima koji se odnose na stohastičke diferencijalne jednačine sa
skokovima Lévyja i prelazima Markova. U Poglavlju 1.11 su navedeni rezultati koji
se odnose na stohastičke diferencijalne jednačine sa skokovima Lévyja, kašnjenjem i
prelazima Markova.

Pojam ergodičke stacionarne raspodele, kao i teoreme koje garantuju njeno postoja-
nje, predstavljeni su u Poglavlju 1.12. Osnovni koncepti populacione dinamike sadržani

1Andrey AndreyevichMarkov
2Robert Brown
3Norbert Wiener
4Kiyosi It ô
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Osnovni pojmovi teorije stohastičkih procesa

su u Poglavlju 1.13. Poglavlje 1.14 obuhvata neke osnovne nejednakosti koje se koriste
kao ključni alati u dokazivanju glavnih rezultata u narednim poglavljima.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastičkih procesa
Stohastički procesi predstavljaju skup vremenski uređenih slučajnih promenljivih i

koriste se kao matematički modeli za opisivanje sistema i pojava koje se odvijaju na
slučajan način. Nalaze široku primenu u raznim oblastima, uključujući bioinformati-
ku, finansijska tržišta, savremeno mašinsko učenje (machine learning) itd. Stohastički
procesi mogu opisivati veličinu populacije, kretanje cene akcija, kamatnih stopa i dru-
gih tržišnih faktora, služe za predviđanje i analizu vremenskih serija, opisivanje širenja
zaraznih bolesti i slično.

Razvoj stohastičkih procesa započeo je početkom dvadesetog veka kao odgovor na
potrebu za opisivanjem pojava koje se menjaju tokom vremena, a koje klasična teorija
verovatnoće nije mogla adekvatno obuhvatiti. Ovaj napredak bio je podstaknut naglim
razvojem nauke i tehnologije, kao i potrebom za detaljnijim proučavanjem dinamičkih
sistema.

U nastavku ovog poglavlja navedeni su osnovni pojmovi teorije stohastičkih procesa.
Podrazumeva se da su slučajne promenljive i stohastički procesi koji se navode

u nastavku definisani na prostoru verovatnoća (Ω,F ,P) sa parametarskim skupom
T ⊂ R, pri čemu T može biti interval oblika [0,∞), [0, T ] ili [t0, T ] ⊂ [0,∞), gde
parametar t ∈ T predstavlja vreme.

Definicija 1.1 ([18], Poglavlje 1.3) Familija X = {x(t), t ∈ T } slučajnih merljivih
funkcija x(ω, t) : Ω×T → Rd, se naziva stohastički proces sa faznim prostorom (Rd,B)
i parametarskim skupom T .

Proces iz prethodne definicije se naziva stohastički proces sa vrednostima u Rd

ili d-dimenzionalan proces. Za svako fiksirano t ∈ T stohastički proces je slučajna
promenljiva. Kako je slučajna promenljiva funkcija od ω ∈ Ω sledi da je stohastički
proces funkcija od dva argumenta, odnosno, {x(ω, t)|ω ∈ Ω, t ∈ T }. Dakle, za fiksirano
t ∈ T , stohastički proces se svodi na slučajnu promenljivu x(t) : Ω → Rd koja se
naziva zasek stohastičkog procesa u trenutku t. Sa druge strane, za fiksirano ω ∈ Ω,
stohastički proces postaje realna funkcija vremena x(t) :T → Rd, i naziva se trajektorija
ili realizacija stohastičkog procesa.

Ukoliko je parametarski skup T1 diskretan, na primer, T1 = {0, 1, 2, ...}, tada se
familija {x(t), t ∈ T1} naziva stohastički proces sa diskretnim vremenom ili slučajni niz.
Sa druge strane, ako je t ∈ R onda se govori o stohastičkom procesu (u užem smislu).

U nastavku će biti razmatrani procesi sa neprekidnim vremenom.
Stohastički proces određuje familiju konačno-dimenzionalnih funkcija raspodela

Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) = P{x(t1) < x1, . . . , x(tn) < xn},

pri čemu je xi ∈ Rd i ti ∈ T , i = 1, 2, . . . , n, n ∈ N.
Da bi se definisala mera P na prostoru Ω, familija konačno-dimenzionalnih funkcija

raspodela Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn) treba da zadovoljava sledeća dva uslova:

- uslov simetrije, odnosno, da za svaku permutaciju (i1, . . . , in) skupa {1, . . . , n} važi

Fti1 ,ti2 ,...,tin (x1, x2, . . . , xn) = Ft1,t2,...,tn(x1, x2, . . . , xn);
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1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastičkih procesa

- uslov saglasnosti, odnosno, da važi

Ft1,t2,...,tn−1,tn(x1, x2, . . . , xn−1,+∞) = Ft1,t2,...,tn−1(x1, x2, . . . , xn−1).

Fundamentalna teorema Daniel5–Kolmogorova6 tvrdi da za svaku familiju kona-
čno-dimenzionalnih funkcija raspodela koja zadovoljava uslove simetrije i saglasnosti
postoji prostor verovatnoća (Ω,F ,P) i stohastički proces {x(t), t ∈ T } definisan na
tom prostoru kome odgovara data familija konačno-dimenzionalnih funkcija raspodela.

U nastavku je naveden pojam separabilnosti koji je značajan u određivanju vero-
vatnoća događaja opisanih pomoću stohastičkih procesa koji su definisani na neprebro-
jivom parametarskom skupu.

Definicija 1.2 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces X = {x(t), t ∈ T } je separa-
bilan ako postoji prebrojiv skup S ⊂ T (separant) i događaj Λ ⊂ Ω za koji je P(Λ) = 0,
tako da se za proizvoljan zatvoren skup F ⊂ Rd i proizvoljan otvoren interval I ⊂ T
skupovi

{ω : x(ω, t) ∈ F, t ∈ I} i {ω : x(ω, t) ∈ F, t ∈ I ∩ S}
razlikuju na podskupu od Λ.

Doob7 je pokazao da se neseparabilnost procesa jednostavno može prevazići komple-
tiranjem prostora verovatnoća. To se postiže dodavanjem σ-algebri F svih podskupova
događaja čija je verovatnoća jednaka nuli. U cilju formulisanja Doobove teoreme o se-
parabilnosti stohastičkih procesa najpre se uvode pojmovi stohastičke ekvivalentnosti,
neprekidnosti i merljivosti stohastičkog procesa.

Definicija 1.3 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički procesi {x(t), t ∈ T } i {x̃(t), t ∈
T }, definisani na istom prostoru verovatnoće i sa istim skupom stanja, su stohastički
ekvivalentni ako je

P{x(t) = x̃(t)} = 1 za svako t ∈ T .
U tom slučaju se kaže da je jedan proces stohastička modifikacija (verzija) drugog.

Definicija 1.4 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces {x(t), t ∈ T } je merljiv ako
je x(ω, t) merljiva funkcija u odnosu na BT ×F , gde je BT Borelovo σ-polje nad T , tj.
za svaki Borelov skup B, važi {(ω, t) : x(ω, t) ∈ B} ∈ BT ×F .

Definicija 1.5 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces {x(t), t ∈ T } je stohastički
neprekidan u tački t0 ∈ T ako za svako ε > 0 važi

P{|x(t)− x(t0)| > ε} → 0, t→ t0. (1.1)

Stohastički proces je stohastički neprekidan na skupu S ⊆ T ako (1.1) važi za svako
t0 ∈ S. U nastavku će se za procese sa osobinom stohastičke neprekidnosti koristiti i
termin neprekidni procesi.

Teorema 1.1 (Doobova teorema, [25], Teorema 3.7) Za svaki stohastički nepre-
kidan stohastički proces {x(t), t ∈ T } postoji stohastički ekvivalentan, separabilan i
merljiv stohastički proces {x̃(t), t ∈ T } definisan na istom prostoru verovatnoće i sa
istim skupom vrednosti.

5Daniel Wyler Stroock
6Andrey Kolmogorov
7JosephLeoDoob
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1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastičkih procesa

Stohastički proces {x̃(t), t ∈ T } iz Teoreme 1.1 se naziva separabilna i merljiva
modifikacija stohastičkog procesa {x(t), t ∈ T }.

Definicija 1.6 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces {x(t), t ∈ T } je neprekidan
u srednjem reda p, tj. Lp-neprekidan, u tački t0 ∈ T ako važi

E|x(t)− x(t0)|p → 0, t→ t0. (1.2)

Stohastički proces je Lp-neprekidan na skupu S ⊆ T ako (1.2) važi za svako t0 ∈ S.

Definicija 1.7 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces {x(t), t ∈ T } je skoro izve-
sno neprekidan na segmentu [a, b] ⊂ T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne
na [a, b], odnosno, ako važi

P{ω : x(ω, t) ima prekid na [a, b]} = 0.

U nastavku je navedena teorema, poznata kao kriterijum Kolmogorova, koja daje
dovoljne uslove skoro izvesne neprekidnosti stohastičkog procesa.

Teorema 1.2 (Kriterijum Kolmogorova, [20], Teorema 2.3.3) Stohastički proces
{x(t), t ≥ 0} ima skoro izvesno neprekidnu modifikaciju ako postoje pozitivne konstante
p, q i k, tako da za svako T > 0 i svako 0 ≤ s, t ≤ T važi

E|x(t)− x(s)|p ≤ k|t− s|1+q.

Definicija 1.8 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces {x(t), t ∈ T } je proces reda
p (Lp-proces) ako je E|x(t)|p <∞, za svako t ∈ T .

FunkcijaK(s, t) = E[(x(s)−E[x(s)])(x(t)−E[x(t)])], s, t ∈ T je korelaciona funkcija
stohastičkog procesa {x(t), t ∈ T }, pri čemu je Ex(t) = (Ex1(t),Ex2(t), . . . , Exd(t))
matematičko očekivanje d-dimenzionalnog stohastičkog procesa {x(t), t ∈ T }.

Definicija 1.9 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces drugog reda {x(t), t ∈ T } je
stacionaran (u užem smislu) ako za svaki izbor parametara t1, t2, . . . , tn ∈ T i h ∈ R,
za koje je t1 + h, t2 + h, . . . , tn + h ∈ T , zajednička raspodela za (x(t1 + h), x(t2 +
h), . . . , x(tn + h)) ne zavisi od h.

Definicija 1.10 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces {x(t), t ∈ T } je staciona-
ran (u širem smislu) ako za svako s, t ∈ T važi E|x(t)|2 < ∞, Ex(t) = a = const i
korelaciona funkcija K(s, t) zavisi samo od |t− s|.

Na datom prostoru verovatnoća (Ω,F ,P) familija {Ft, t ∈ T } pod-σ-algebri od F
za koju važi Fs ⊂ Ft ⊆ F , s ≤ t, s, t ∈ T , naziva se filtracija. Ako je T = [0,∞), tada
je F∞ = σ{∪t≥0Ft}.

Neka je Ft− = σ{∪s<tFs} σ-algebra događaja koji prethode momentu t > 0 i neka
je Ft+ = σ{∩s>tFs} σ-algebra događaja koji se dešavaju neposredno posle trenutka
t > 0. Filtracija {Ft, t ≥ 0} je neprekidna zdesna (neprekidna sleva) ako za svako t ≥ 0
važi Ft = Ft+ (Ft = Ft−). Za filtraciju se kaže da je neprekidna ako je Ft− = Ft = Ft+,
za svako t ≥ 0.

Filtracija {Ft, t ≥ 0} zadovoljava uobičajene uslove ako je neprekidna zdesna i F0

sadrži sve događaje iz F čija je verovatnoća nula. U nastavku će se podrazumevati da
filtracija zadovoljava uobičajene uslove.
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1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastičkih procesa

Definicija 1.11 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces {x(t), t ∈ T } je adaptiran
u odnosu na filtraciju {Ft, t ∈ T } ako je za svako t ∈ T slučajna promenljiva x(t)
Ft-merljiva.

Stohastički proces {x(t), t ∈ T } adaptiran u odnosu na filtraciju {Ft, t ∈ T } ozna-
čava se sa {x(t),Ft, t ∈ T }.

Za dati stohastički proces X = {x(t), t ∈ T }, prirodna filtracija je ona koja je
generisana samim procesom, odnosno, FX

t = σ{x(s), s ≤ t} je najmanja σ-algebra u
odnosu na koju je x(s) merljivo za svako s ≤ t. Dakle, X je adaptiran u odnosu na
filtraciju {FX

t , t ∈ T }. Ako je X̃ = {x̃(t), t ∈ T } modifikacija procesa X, tada je i X̃
adaptiran u odnosu na {FX

t , t ∈ T } ako F0 sadrži sve događaje iz F čija je verovatnoća
nula.

Definicija 1.12 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces {x(t),Ft, t ≥ 0} je progre-
sivno merljiv ako za svako t ≥ 0 i B ∈ Bd važi

{(s, ω) : s ≤ t, ω ∈ Ω, x(ω, s) ∈ B} ∈ B([0, t])×Ft,

pri čemu je B([0, t]) Borelovo8 σ-polje nad [0, t].

Očigledno, svaki progresivno merljiv stohastički proces {x(t),Ft, t ≥ 0} je merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0}.

Teorema 1.3 ([26], Teorema 1.5) Ako je stohastički proces {x(t), t ≥ 0} merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0}, tada on ima progresivno merljivu modi-
fikaciju.

Teorema 1.4 ([26], Teorema 1.7) Ako je stohastički proces {x(t), t ≥ 0} adaptiran
u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0} i neprekidan zdesna ili sleva, tada on ima progresivno
merljivu modifikaciju.

Definicija 1.13 ([18], Poglavlje 2.9) Stohastički proces {x(t), t ≥ 0} je proces Mar-
kova ako je za svako s < t i svaki Borelov skup B ∈ Bd

P{x(t) ∈ B|Fs} = P{x(t) ∈ B|x(s)}, skoro izvesno.

Lema 1.1 ([18], Lema 9.2) Neka je h̄(x, ω) ograničena, merljiva slučajna funkcija
argumenta x, nezavisna od Fs i neka je ζ slučajna promenljiva koja je Fs-merljiva.
Tada je

E(h̄(ζ, ω)|Fs) = H(ζ),

gde je H(x) = E(h̄(x, ω)).

Definicija 1.14 ([18], Poglavlje 1.3) Stohastički proces {x(t),Ft, t ≥ 0} je martin-
gal u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥ 0} ako je

(i) E|x(t)| <∞;

(ii) E(x(t)|Fs) = x(s) skoro izvesno (s.i.), za 0 ≤ s < t.

Definicija 1.15 ([18], Poglavlje 1.3) Slučajna promenljiva τ :Ω → [0,∞] se naziva
vreme zaustavljanja filtracije {Ft, t ≥ 0}, ako važi {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft za svako t ≥ 0.

8EmileBorel
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1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastičkih procesa

Definicija 1.16 ([18], Poglavlje 1.3) Neka je X = {x(t),Ft, t≥ 0} neprekidan pro-
gresivno merljiv proces i neka je τ vreme zaustavljanja. Tada se proces {x(t∧τ),Ft, t ≥
0} naziva zaustavljen proces od X.

U nastavku je navedena varijanta poznate Doobove teoreme.

Teorema 1.5 (Doobova teorema o zaustavljanju martingala, [18], Teorema
1.3.3) Neka je {x(t),Ft, t ≥ 0} neprekidan martingal i neka je τ vreme zaustavljanja.
Tada za svako 0 ≤ s < t <∞ važi

E(xt∧τ |Fs) = xs∧τ s.i.,

odnosno, zaustavljen proces {x(t ∧ τ),Ft, t ≥ 0} je takođe martingal.

Definicija 1.17 ([18], Poglavlje 1.3) Neprekidan (neprekidan zdesna) proces {x(t),
Ft, t ≥ 0}, za koji je x(0) = 0 skoro izvesno, se naziva lokalan martingal ako postoji
neopadajući niz vremena zaustavljanja {τk, k ≥ 1} filtracije {Ft, t ≥ 0}, pri čemu je
P{limk→∞ τk = ∞} = 1, takav da je {x(t ∧ τk),Ft, t ≥ 0} martingal za svako k ≥ 1.

Dakle, svaki martingal je i lokalan martingal, dok u opštem slučaju obrat ne mora
da važi.

Sa ciljem da se navede rezultat koji je poznat kao strogi zakon velikih brojeva za
martingale, najpre se uvode pojmovi semimartingala, kvazimartingala i kvadratne va-
rijacije.

Definicija 1.18 ([22], Poglavlje 3.1) Slučajna promenljiva koja predstavlja totalnu
varijaciju trajektorija procesa A se označava sa |A|t ili

∫ t
0
|dA(s)| i izračunava na sledći

način |A|t = supn≥1

∑∞
k=1 |A tk

2n
− A t(k−1)

2n
|.

Definicija 1.19 ([22], Poglavlje 3.1) Adaptiran, càdlàg proces A je proces ograni-
čene varijacije, ako su trajektorije procesa A s.i. ograničene varijacije na svakom kom-
patnom podskupu od [0,∞), tj. |A|t <∞ za svako t ≥ 0.

Definicija 1.20 ([22], Poglavlje 3.1) Adaptiran, càdlàg proces Y je semimartingal,
ako postoje procesi N i A, za koje je N(0) = A(0) = 0 takvi da je

Y (t) = Y (0) +N(t) + A(t),

gde je N lokalni martingal i A proces ograničene varijacije .

Definicija 1.21 ([22], Poglavlje 3.1) Neka je τ = (t0, t1, ..., ti+1) particija [0,∞] i
neka je Xti ∈ L1 za svako ti ∈ τ . Definiše se

C(X, τ) :=
n∑
i=0

|E{Xti −Xti+1
|Fti}|.

Varijacija procesa X duž τ je

V arτ (X) = E{C(X, τ)}.

Varijacija procesa X je definisana sa

V ar(X) = sup
τ
V arτ (X).
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1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastičkih procesa

Definicija 1.22 ([22], Poglavlje 3.1) Adaptiran, càdlàg proces X je kvazimartingal,
ako je E{|Xt|} <∞, za svako t i V arE(X) <∞.

Definicija 1.23 ([22], Poglavlje 3.5) Neka su X, Y semimartingali. Kvadratna va-
rijacija procesa X, u oznaci [X,X] = {[X,X]t}t≥0, je definisana na sledeći način

[X,X] = X2 − 2

∫
X−dX,

gde je X0− = 0. Kvadratna kovarijacija (engleski nazivi: quadratic covariance, bracket
process) procesa X i Y je definisana sa

[X, Y ] = XY −
∫
X−dY −

∫
Y−dX.

Teorema 1.6 (Raova teorema, [22], Teorema 3.4.15) Kvazimartingal X ima je-
dinstvenu dekompoziciju X =M+A, pri čemu je M lokalan martingal i A je predvidiv
proces sa trajektorijama lokalno integrabilne varijacije i A0 = 0.

Definicija 1.24 ([22], Poglavlje 3.5) Neka je A proces ograničene varijacije sa A0 =
0 i lokalno integrabilnom ukupnom varijacijom. Jedinstveni predvidiv proces ograničene
varijacije Ã, takav da je A− Ã lokalan martingal, se naziva kompenzator procesa A.

Definicija 1.25 ([22], Poglavlje 3.5) Neka je X semimartingal takav da je njegov
proces kvadratne varijacije [X,X] lokalno integrabilan. Uslovna kvadratna varijacija
(engleski nazivi: conditional quadratic variance, sharp bracket, angle bracket, oblique
bracket) procesa X, u oznaci ⟨X,X⟩ = {⟨X,X⟩t}t≥0, se definiše kao kompenzator
procesa [X,X], odnosno, ⟨X,X⟩ = [̃X,X].

Napomena 1.1 ([22], Poglavlje 3.5) Ako je X neprekidan semimartingal, tada je
proces [X,X] takođe neprekidan i prema tome predvidiv. Dakle, ⟨X,X⟩ = [X,X] kada
je X neprekidan.

Teorema 1.7 (Strogi zakon velikih brojeva, [18], Teorema 1.3.4) Neka {X(t),
Ft, t≥ 0} predstavlja realan neprekidan lokalan martingal za koji je X(0) = 0. Tada,
ako je

lim
t→∞

⟨X,X⟩t = ∞ s.i. ⇒ lim
t→∞

Xt

⟨X,X⟩t
= 0 s.i.,

i
lim
t→∞

⟨X,X⟩t
t

<∞ ⇒ lim
t→∞

Xt

t
= 0 s.i.

Teorema 1.8 (Strogi zakon velikih brojeva za lokalne martingale, [27], Lema
2) Neka je {X(t),Ft, t ≥ 0} lokalan martingal za koji je X(0) = 0 i neka je

ρX(t) :=

∫ t

0

d ⟨X,X⟩ (s)
1 + s2

, t ≤ 0,

pri čemu je ⟨X,X⟩ (t) Mejerov proces uslovne kvadratne varijacije. Tada je

lim
t→∞

X(t)

t
<∞, s.i. pod uslovom da važi lim

t→∞
ρX(t) <∞, s.i.
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Brownovo kretanje

U nastavku su navedene leme koje će biti primenjivane u dokazu glavnih rezultata.

Lema 1.2 (Borel-Cantellijeva lema, [18], Lema 1.2.4)
1. Ako je Ak ⊂ F i

∑∞
k=1 P(Ak) <∞, tada je

P(lim sup
k→∞

Ak) = 0.

Odnosno, postoji skup Ω0 ∈ F za koji je P(Ω0) = 1 i slučajna promenljiva sa celobroj-
nim pozitivnim vrednostima k0 takva da za svako ω ∈ Ω0, važi da ω /∈ Ak za svako
k ≥ k0(ω).
2. Ako je niz Ak ⊂ F nezavisan i

∑∞
k=1 P(Ak) = ∞, tada je

P(lim sup
k→∞

Ak) = 1.

Odnosno, postoji skup Ω1 ∈ F za koji je P(Ω1) = 1, takav da za svako ω ∈ Ω1, postoji
podniz Aki ⊂ F , tako da ω ∈ Aki za svako i ≥ 1.

Lema 1.3 ([28], Teorema 5.1) Neka su P,P1,P2, ... verovatnosne mere na Rd. Sle-
deća tvrđenja su ekvivalentna:

1. Niz {Pn : n = 1, 2, ...} slabo konvergira ka P.

2. Jednakost
lim
n→∞

∫
Rd
f(x)dPn(x) =

∫
Rd
f(x)dP(x),

važi za sve beskonačno diferencijabilne funkcije f(x) koje nestaju van ograničenog
skupa9.

3. Fn(x) → F(x) kada n → ∞, u svakoj tački neprekidnosti x funkcije F, pri čemu
su F,Fn, n = 1, 2, ..., funkcije raspodele koje odgovaraju verovatnoćama P,Pn, n =
1, 2, ..., redom.

1.2 Brownovo kretanje
Brownovo kretanje je prvi uočio škotski botaničar Robert Braun 1827. godine. Po-

smatrao je nasumična mikroskopski vidljiva kretanja malih čestica unutar polenovih
zrnaca na površini tečnosti. Iako je u početku bio predmet interesa botaničara, ovaj fe-
nomen su kasnije fizičari uveli u fiziku i razvili kvantitativnu teoriju kako bi ga objasnili.
Najznačajniji doprinos razumevanju Brownovog kretanja dali su Albert Einstein10, Ma-
rian von Smoluchowski11 i Paul Langevin12, čiji su radovi tokom 20. veka kulminirali
u potpunijem fizičko-matematičkom opisu ovog fenomena.

Albert Einstein je 1905. godine razvio fizičko-matematički model za opis Brownovog
kretanja, iako nije pružio njegov potpun matematički opis. Njegova ključna hipoteza
bila je da haotično kretanje čestica polenovog praha nastaje kao rezultat sudara sa mo-
lekulima vode, pri čemu čestice polena i molekuli vode poseduju istu kinetičku energiju.

9Za funkciju se kaže da nestaje van ograničenog skupa ako je jednaka 0 van ograničenog skupa (tj.
ima ograničenu podršku).

10Albert Einstein
11Marian von Smoluchowski
12Paul Langevin
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1.2 Brownovo kretanje

Kasnije su se brojni matematičari i fizičari bavili ovom temom. Posebno značajan
doprinos dao je Norbert Wiener, koji je 1923. godine definisao strogu matematičku
formulaciju Brownovog kretanja. U njegovu čast, Brownovo kretanje se često naziva
i Wienerov proces. Fenomen je nastavio da intrigira i fizičare, o čemu svedoče radovi
Ornsteina13 i Uhlenbecka14. Posebnu pažnju zaslužuje i rad Louisa Bacheliera15, koji je
još 1900. godine iskoristio koncept Brownovog kretanja za opisivanje slučajnih promena
cena akcija. Time je postavio temelje probabilističkog pristupa u finansijama, čime je
postao preteča modernih finansijskih matematičkih modela.

Brownovo kretanje ima široku primenu i predstavlja univerzalan matematički pojam
za opisivanje mnogih složenih procesa u različitim naučnim disciplinama.

Definicija 1.26 ([18], Definicija 1.4.1) Stohastički proces B = {B(t), t ≥ 0} je
Brownovo kretanje ako zadovoljava sledeće uslove:

1. B(0) = 0, skoro izvesno;

2. ima nezavisne priraštaje, odnosno, za svako 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn, n ∈ N,
slučajne promenljive B(t0), B(t1)−B(t0), . . . , B(tn)−B(tn−1) su nezavisne;

3. B(t)−B(s) ∼ N (0, σ2|t− s|), 0 ≤ s < t.

Specijalno, za σ2 = 1, proces B je standardno Brownovo kretanje.
Pored Brownovog kretanja, treba pomenuti i Gaussove16 procese kojima se modelira

veliki broj pojava iz bioloških, fizičkih, tehničkih i ekonomskih nauka.

Definicija 1.27 ([18], Poglavlje 1.4) Stohastički proces {x(t), t ≥ 0} je Gaussov
proces ako je svaka linearna kombinacija njegovog n-dimenzionalnog zaseka (x(t1), x(t2),
. . . , x(tn)) Gaussova slučajna promenljiva, odnosno, ako je za svako n ∈ N, t1, . . . , tn ≥
0 i α1, . . . , αn ∈ R, slučajna promenljiva

∑n
i=1 αix(ti) Gaussova.

Može se dokazati da je stohastički proces {B(t), t ≥ 0} Brownovo kretanje ako i
samo ako je Gaussov proces i EB(t) = 0, K(s, t) = σ2min{s, t}, s, t ≥ 0.

Neka je σ(B) = {Ft, t ≥ 0} prirodna filtracija Brownovog kretanja.
Brownovo kretanje ima mnogo važnih osobina među kojima su izdvojene sledeće:

- Drugog je reda, odnosno, E|B(t)|2 <∞, ∀t ≥ 0;

- Konačno dimenzionalne gustine su: za proizvoljne n ∈ N, 0 ≤ t1 < · · · < tn i
u1, . . . , un ∈ R

fn(t1, . . . , tn;u1, . . . , un)

=f1(t1;u1) · f1(t2 − t1;u2 − u1) · · · · · f1(tn − tn−1;un − un−1);

- Homogen je proces Markova;

- Srednje kvadratno je neprekidan;
13Leonard Salomon Ornstein
14George Eugene Uhlenbeck
15Louis Bachelier
16Carl F.Gauss
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1.2 Brownovo kretanje

- Skoro izvesno je neprekidan, odnosno, skoro sve njegove trajektorije su neprekidne
funkcije na [0,∞);

- Skoro sve trajektorije su nediferencijabilne funkcije u svakoj tački;

- Proces {B(t),Ft, t ≥ 0} je martingal;

- Skoro izvesno je neograničene varijacije i konačne srednje-kvadratne varijacije
na svakom segmentu [a, b] ⊂ [0,∞), odnosno, za proizvoljnu konstantu c ∈ R
i proizvoljnu particiju a = t0 < t1 < · · · < tn = b segmenta [a, b] za koju
max1≤k≤n(tk − tk−1) → 0, n→ ∞, važi

P

{
n∑
k=1

|B(tk)−B(tk−1)| > c

}
→1 (srednje-kvadratno),

n∑
k=1

|B(tk)−B(tk−1)|2→ σ2(b− a) (srednje-kvadratno);

- Može se definisati na intervalu (−∞,+∞), pri čemu je EB(t) = 0 i K(s, t) =
1
2

(
|t| + |s| − |t − s|

)
. Na taj način se dobijaju nezavisna Brownova kretanja

{B(t), t ≥ 0} i {B(−t), t ≥ 0} čije su trajektorije skoro izvesno spojene u tački
t = 0.

Definicija 1.28 ([18], Definicija 1.4.3) Stohastički proces {B(t), t ≥ 0} = {(B1(t),
B2(t), . . . , Bm(t)), t ≥ 0} je m-dimenzionalno Brownovo kretanje ako ispunjava sledeće
uslove:

- B(0) = 0, skoro izvesno;

- ima nezavisne priraštaje;

- B(t)−B(s) ∼ N (0, σ2(t− s)I), 0 ≤ s < t, gde je I jedinična matrica reda m.

Koordinate m-dimenzionalnog Brownovog kretanja su nezavisna Brownova kretanja.
Za m-dimenzionalno Brownovo kretanje važe iste osobine kao za jednodimenzionalan
slučaj.

U fizičkim sistemima beli šum se najčešće opisuje stacionarnim procesom {ξ(t), t ≥
0} koji ima očekivanje nula i konstantnu spektralnu gustinu S(λ) = S0, λ ∈ R, pri
čemu je S(λ) = 1

2π

∫∞
−∞ cos(λt)K(τ)dτ , gde je K(τ) korelaciona funkcija belog šuma

koja kod stacionarnih procesa zavisi samo od vremenske razlike trenutaka, a ne samih
trenutaka. Gaussov proces {ξ(t), t ≥ 0} se naziva Gaussov beli šum. Reč „beli” u nazivu
potiče iz radiotehnike i ima smisla ako se ima u vidu da je za ξ(t) spektralni sastav
nepromenljiv kao i kod bele svetlosti, dok je reč „šum” više istorijskog karaktera. Naime,
procesi ovog tipa su se najpre proučavali u radiotehnici gde su se javljali kao šumovi
na linijama radiopredaje.

Za Gaussov beli šum slučajne promenljive ξ(t) i ξ(s) su međusobno nekorelirane
ako je t ̸= s, čak i kada su t i s vrlo bliske po vrednosti. Pored toga, disperzija belog
šuma je +∞, tako da ovaj proces u prirodi ne postoji, ali je pogodna matematička
apstrakcija za opisivanje pojava koje mnogo variraju sa prelaskom iz jednog stanja u
drugo.
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Integral Itôa

Na kraju treba istaći da se Gaussov beli šum {ξ(t), t ≥ 0} može posmatrati kao
uopšten stohastički proces koji predstavlja formalan izvod Brownovog kretanja, tačnije
ξ(t) = dB(t)

dt
= Ḃ(t) i može se predstaviti u integralnom obliku kao B(t) =

∫ t
0
ξ(s)ds

(videti [29], Poglavlje 2).

1.3 Integral Itôa
Itôv integral predstavlja jedan od ključnih pojmova u stohastičkoj analizi. Japanski

matematičar K. Itô, je 1944. godine uveo koncept stohastičkog integrala∫ t

0

φ(s)dB(s),

u odnosu na m-dimenzionalno Brownovo kretanje B(·) za klasu d×m-dimenzionalnih
stohastičkih procesa φ(·). Glavni motiv za uvođenje ovog integrala bio je razvoj ma-
tematičkog pristupa za rešavanje diferencijalnih jednačina koje uključuju stohastičke
procese. Neograničena varijacija Brownovog kretanja i činjenica da njegove trajektori-
je skoro izvesno nemaju izvod ni u jednoj tački predstavljale su značajne prepreke u
ranijim pokušajima definisanja integracije u odnosu na Brownovo kretanje.

Za razliku od klasičnih Riman17-Stieltjesovih18 ili Lebesgueovih19 integrala, Itôv
integral se definiše u kontekstu stohastičkih procesa i njegova glavna karakteristika je
ta što uzima u obzir specifične osobine stohastičkih procesa, kao što su prekidi (skokovi),
koji su prisutni u mnogim realnim sistemima, poput tržišta finansija, bioloških i fizičkih
sistema.

Jedna od najpoznatijih primena Itôvog integrala jeste u finansijama za modeliranje
cena akcija i u biologiji za modeliranje dinamike sistema pod uticajem stohastičkih
faktora.

1.3.1 Konstrukcija integrala Itôa

Neka su sve slučajne promenljive i procesi koji će biti razmatrani u nastavku defi-
nisani na kompletnom prostoru verovatnoće (Ω,F ,P).

Neka je B = {B(t),Ft, t ≥ 0} jednodimenzionalno standardno Brownovo kretanje
adaptirano u odnosu na rastuću familiju pod-σ-algebri {Ft, t ≥ 0} σ-algebre F pri
čemu je Ft = σ{B(s), s ≤ t}, Fs ⊂ Ft, s < t, i B(t)− B(s) nezavisno u odnosu na Fs

za svako s < t.
Za 0 ≤ t0 < T < ∞ sa M2([t0, T ];R) je označena klasa stohastičkih procesa

φ = {φ(t), t ∈ [t0, T ]} sa sledećim osobinama:

1. φ je B ⊗ F -merljiv;

2. φ je adaptiran u odnosu na familiju {Ft, t ≥ 0};

3. ∥φ∥2 =
∫ T
t0
E|φ(t)|2dt <∞.

17BernhardRiemann
18Thomas JoannesStieltjes
19HenriLebesgue
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1.3 Integral Itôa

Prostor (M2([t0, T ];R), ∥ · ∥) je Banachov20 i u tom prostoru se poistovećuju φ i φ̃ ako
je ∥φ− φ̃∥ = 0.

Neka važi pretpostavka da su proces φ i Brownovo kretanje nezavisni.

Definicija 1.29 ([18], Definicija 1.5.2) Stohastički proces φ ∈ M2([t0, T ];R) je ste-
penasti proces ako postoji particija t0 < t1 < · · · < tn = T, nezavisna od B, tako da
je

φ(t) = φ(tk) s.i., tk ≤ t < tk+1, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Definicija 1.30 ([18], Definicija 1.5.3) Neka je φ ∈ M2([t0, T ];R) stepenasti sto-
hastički proces. Slučajna promenljiva

I(φ) =

∫ T

t0

φ(t)dB(t) :=
n−1∑
k=0

φ(tk)(B(tk+1)−B(tk)),

naziva se stohastički integral stepenastog procesa φ u odnosu na Wienerov proces B ili
integral Itôa.

Sledeća lema ima ključnu ulogu u definisanju integrala Itôa za proizvoljan proces
φ ∈ M2([t0, T ];R).

Lema 1.4 ([18], Lema 1.5.6) Neka je B={B(t),Ft, t≥0} Brownovo kretanje i neka
je φ ∈ M2([t0, T ]; R). Tada:

1. postoji niz stepenastih procesa {φn, n ∈ N} tako da

∥φ− φn∥2 =
∫ T

t0

E|φ(t)− φn(t)|2dt→ 0, n→ ∞;

2. ako niz stepenastih procesa {φn, n ∈ N} aproksimira φ u smislu da je ∥φ−φn∥ →
0, n→ ∞ i ako je integral I(φn) definisan kao u Definiciji 1.30 tada niz slučajnih
promenljivih {I(φn), n ∈ N} konvergira u srednje–kvadratnom (s.k.) smislu kada
n→ ∞;

3. ako su {φn, n ∈ N} i {φ′
n, n ∈ N} dva niza stepenastih procesa koji aproksimiraju

φ, tada je
s.k. lim

n→∞
I(φn) = s.k. lim

n→∞
I(φ′

n).

Integral Itôa I(φ) može se definisati kao srednje-kvadratna granična vrednost niza
stepenastih procesa {φn, n ∈ N}, tj.

I(φ) =

∫ T

t0

φ(t)dB(t) := s.k. lim
n→∞

∫ T

t0

φn(t)dB(t),

što je direktna posledica Leme 1.4.
Neke od najvažnijih osobina integrala Itôa navedene su u teoremi koja sledi.

Teorema 1.9 ([18], Teorema 1.5.8) Neka su φ, ψ ∈ M2([t0, T ];R) i α, β ∈ R proi-
zvoljne konstante. Tada je:

20StefanBanach
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1.3 Integral Itôa

1. I(φ) FT -merljivo;

2. EI(φ) = 0;

3. I(αφ+ βψ) = αI(φ) + βI(ψ);

4. E|I(φ)|2 =
∫ T
t0
E|φ(t)|2dt (stohastička integralna izometrija);

5. E[I(φ)I(ψ)] =
∫ T
t0
E[φ(t)ψ(t)]dt.

Integral Itôa se može definisati pod slabijim uslovima od prethodno navedenih.
Naime, neka je L2([t0, T ];R) klasa stohastičkih procesa koji su B ⊗F -merljivi, adapti-
rani u odnosu na familiju {Ft, t ≥ 0} i za koje važi da je

P

{∫ T

t0

|φ(t)|2dt <∞
}

= 1.

Na osnovu definicije klase L2([t0, T ];R) može se zaključiti da je ona šira u odnosu na
klasu M2([t0, T ];R). Pored toga, za svako φ ∈ L2([t0, T ];R) postoji niz {φn, n ∈ N} iz
klase M2([t0, T ];R) tako da se integral Itôa procesa φ može definisati kao

I(φ) = lim
n→∞

I(φn) (u verovatnoći).

U ovom slučaju osobine 1-3 Teoreme 1.9 važe, dok ostale ne važe.
Integral Itôa procesa φ ∈ L2([t0, T ];R) zadovoljava sledeću osobinu: za proizvoljne

pozitivne konstante N i ε važi

P
{∣∣∣∣∫ T

t0

φ(t)dB(t)

∣∣∣∣ > ε

}
≤ P

{∫ T

t0

|φ(t)|2dt > N

}
+
N

ε2
.

1.3.2 Neodređeni integral Itôa

U nastavku će biti definisan neodređeni stohastički integral Itôa.
Neka je T > 0 i φ ∈ M2([t0, T ];R). Tada za sve 0 ≤ a < b ≤ T funkcija {φ(t)|t ∈

[a, b]} ∈ M2([t0, T ];R) i integral
∫ b
a
φ(t)dB(t) je dobro definisan. Pod ovim uslovima

integral Itôa poseduje sledeću osobinu∫ b

a

φ(t)dB(t) +

∫ c

b

φ(t)dB(t) =

∫ c

a

φ(t)dB(t), 0 ≤ a < b < c ≤ T.

Definicija 1.31 ([18], Definicija 1.5.11) Neka je I{s<t}, t0 ≤ s < t < T indikator
skupa [t0, t]. Neodređeni integral Itôa procesa φ ∈ M2([t0, T ];R) je stohastički proces
X = {x(t), t ∈ [t0, T ]}, pri čemu je

x(t) :=

∫ T

t0

I{s<t}φ(s)dB(s) =

∫ t

t0

φ(s)dB(s), t ∈ [t0, T ].

Neodređeni stohastički integral Itôa poseduje sledeće osobine:

1. x(t) je Ft-merljivo za t ∈ [t0, T ];

13



1.3 Integral Itôa

2. {x(t),Ft, t ∈ [t0, T ]} ima separabilnu i merljivu modifikaciju;

3. x(t0) = 0 skoro izvesno;

4. x(t)− x(s) =
∫ t
s
φ(u)dB(u);

5. Ex(t) = 0;

6. E|x(t)|2 =
∫ t
t0
E|φ(s)|2ds;

Teorema 1.10 ([18], Teorema 1.5.14) Neka je φ ∈ M2([t0, T ];R). Neodređeni sto-
hastički integral Itôa {x(t),Ft, t ∈ [t0, T ]} je kvadratno integrabilan neprekidan martin-
gal sa kvadratnom varijacijom [x, x]t

[x, x]t =

∫ t

t0

|φ(u)|2du, t ∈ [t0, T ].

Na osnovu prethodne teoreme sledi da, ako je τ vreme zaustavljanja u odnosu na
{Ft, t ∈ [t0, T ]}, tada je za φ ∈ M2([t0, T ];R) stohastički proces

x(t ∧ τ) =
∫ t∧τ

t0

φ(s)dB(s), t ∈ [t0, T ],

martingal u odnosu na {Ft, t ∈ [t0, T ]} i Ex(t ∧ τ) = 0.
Neodređeni integral Itôa se može definisati i za stohastičke procese φ ∈ L2([t0, T ];R)

imajući u vidu Definiciju 1.31. Tada je proces X = {x(t),Ft, t ∈ [t0, T ]} merljiv i skoro
izvesno neprekidan, dok u opštem slučaju, nije martingal. Međutim, proces X je lokalni
martingal, odnosno, {x(t∧ τn),Ft, t ∈ [t0, T ]} je martingal, pri čemu je {τn, n ∈ N} niz
vremena zaustavljanja definisanih sa

τn = inf
t∈[t0,T ]

{∫ t

t0

|φ(s)|2ds ≥ n

}
.

1.3.3 Formula Itôa

Budući da direktno izračunavanje Itôvog integrala po definiciji nije efikasan pristup,
u ovom poglavlju će biti razmatrana stohastička verzija smene promenljivih, koja se
koristi za rešavanje Itôvog integrala, poznata kao Itôva formula.

Ovu formulu je prvi uveo K. Itô 1944. godine u radovima [30, 31], a uopštio je
Meyer [32].

Bez umanjenja opštosti u nastavku se pretpostavlja da je t0 = 0.
Najpre je uvedena jednodimenzionalna formula Itôa koja će se u nastavku uopštiti

na višedimenzionalni slučaj.
Neka je B = {B(t),Ft, t ≥ 0} jednodimenzionalno Brownovo kretanje definisano na

kompletnom prostoru verovatnoća (Ω,F ,P). Neka su f ∈ L1(R+;R) i g ∈ L2(R+;R),
što znači da su to merljivi procesi, adaptirani u odnosu na familiju {Ft, t ≥ 0}, pri
čemu je, za svako T > 0,∫ T

0

|f(t)|dt <∞ s.i ,
∫ T

0

|g(t)|2dt <∞ s.i.
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1.3 Integral Itôa

Definicija 1.32 ([18], Definicija 1.6.1) Neka su f ∈ L1(R+;R) i g ∈ L2(R+;R).
Jednodimenzionalan stohastički proces {x(t), t ≥ 0}, gde je

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s)ds+

∫ t

0

g(s)dB(s), t ≥ 0, (1.3)

se naziva proces Itôa. Kaže se da x(t) ima stohastički diferencijal dx(t) za t ≥ 0 oblika

dx(t) = f(t)dt+ g(t)dB(t).

Prvi integral u izrazu (1.3) je Lebesgueov, dok je drugi integral Itôa. Kako su oba
integrala merljiva, Ft-adaptirana i skoro izvesno neprekidna, to i proces Itôa ima iste
osobine. Očigledno, proces Itôa {x(t), t ≥ 0} i njegov stohastički diferencijal dx(t) se
mogu razmatrati na bilo kom segmentu [a, b] ⊂ R.

Teorema 1.11 (Formula Itôa, [18], Teorema 1.6.2) Neka je {x(t), t ≥ 0} proces
Itôa sa stohastičkim diferencijalom dx(t) = f(t)dt+g(t)dB(t) i neka je F : R+×R → R
neslučajna funkcija sa neprekidnim parcijalnim izvodima F ′

t(t, x), F
′
x(t, x), F

′′
xx(t, x).

Tada je {F (t, x(t)), t ≥ 0} takođe proces Itôa sa stohastičkim diferencijalom

dF (t, x(t)) = F ′
t(t, x(t))dt+ F ′

x(t, x(t))dx(t) +
1

2
F ′′
xx(t, x(t))g

2(t)dt, t ≥ 0. (1.4)

Izraz (1.4) je poznat kao Itôva formula za stohastičko diferenciranje u jednodimen-
zionalnom slučaju.

U nastavku se navodi višedimenzionalna formula Itôa. Iz tog razloga potrebno je
najpre uvesti pojam višedimenzionalnog stohastičkog diferencijala.

Definicija 1.33 ([18], Definicija 1.6.3) Neka je B = {B(t),Ft, t ≥ 0} m-dimenzi-
onalno Brownovo kretanje. Neprekidan i adaptiran d-dimenzionalan stohastički proces
{x(t), t≥0}, pri čemu je x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xd(t))

T , je proces Itôa ako je oblika

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s)ds+

∫ t

0

g(s)dB(s),

gde je a ∈ L1(R+;Rd) i b ∈ L2(R+;Rd×m). Kaže se da {x(t), t ≥ 0} ima stohastički
diferencijal dx(t) za t ≥ 0, pri čemu je

dx(t) = f(t)dt+ g(t)dB(t).

Neka C1,2([0,∞)×Rd;R) predstavlja familiju nenegativnih realnih funkcija V (t, x)
sa neprekidno-diferencijabilnim parcijalnim izvodima prvog reda po t i prvog i drugog
reda po x. Uvode se sledeće oznake

Vt =
∂V

∂t
, Vx =

(
∂V

∂x1
, . . . ,

∂V

∂xd

)
,

Vxx =

(
∂2V

∂xi∂xj

)
d×d

=


∂2V

∂x1∂x1
. . . ∂2V

∂x1∂xd...
∂2V

∂xd∂x1
. . . ∂2V

∂xd∂xd

 .
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Teorema 1.12 (Višedimenzionalna formula Itôa, [18], Teorema 1.6.4) Neka
je {x(t), t ≥ 0} d-dimenzionalan proces Itôa sa stohastičkim diferencijalom dx(t) =
f(t)dt + g(t)dB(t) i neka je V ∈ C1,2([0,∞) × Rd;R). Tada je {V (t, x(t)), t ≥ 0}
takođe proces Itôa sa stohastičkim diferencijalom

dV (t, x(t)) =
[
Vt(t, x(t))+ Vx(t, x(t))f(t) +

1

2
trace

(
gT (t)Vxx(t, x(t))g(t)

) ]
dt

+ Vx(t, x(t))g(t)dB(t), t ≥ 0.

1.4 Stohastičke diferencijalne jednačine
Stohastičke diferencijalne jednačine predstavljaju proširenje običnih diferencijalnih

jednačina. One uključuju stohastičke procese kojima se opisuje neizvesnost ili slučajnost
u promenama sistema i ključne su za modeliranje sistema sa inherentnom neizvesno-
šću, omogućavajući matematičko razumevanje i predviđanje njihovog ponašanja. SDJ
imaju široku primenu u raznim disciplinama, uključujući fiziku, biologiju, finansije,
inženjerstvo i epidemiologiju.

Teorija stohastičkih diferencijalnih jednačina počela je da se razvija u okviru teorije
stohastičkih procesa pedesetih godina prošlog veka. Nezavisno jedan od drugog, ovu
teoriju su razvili I. I. Gikhman21 [33], [34] i K. Itô [30], [35], [36]. Danas je opšte
prihvaćena terminologija koju je uveo Itô.

Neka je promena stanja nekog sistema, čija je dinamika opisana stohastičkim pro-
cesom X = {x(t), t ∈ [0, T ]} za vremenski period dt, zadata sledećom diferencijalnom
jednačinom

ẋ(t) = f(t, x(t)) + g(t, x(t))ξ(t), t ∈ [0, T ], x(0) = x0, (1.5)

gde su f : [0, T ]× Rd → Rd, g : [0, T ]× Rd → Rd×m neslučajne Borelove funkcije.
S obzirom na pomenutu vezu između Gaussovog belog šuma i Brownovog kretanja

jednačina (1.5) se može predstaviti stohastičkom diferencijalnom jednačinom

dx(t) = f(t, x(t))dt+ g(t, x(t))dB(t), t ∈ [0, T ], x(0) = x0, (1.6)

pri čemu je B = {B(t), t ∈ [0, T ]} m-dimenzionalno Brownovo kretanje, a x0 je d-
dimenzionalna slučajna promenljiva koja je stohastički nezavisna u odnosu na proces
B.

Imajući u vidu Definiciju 1.33 stohastičkog diferencijala, jednačina (1.6) se može
zapisati u ekvivalentnom integralnom obliku na sledeći način

x(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, x(s))ds+

∫ t

0

g(s, x(s))dB(s), t ∈ [0, T ]. (1.7)

Funkcije f(t, x(t)) i g(t, x(t)) su koeficijenti jednačine (1.6), pri čemu se f(t, x(t)) naziva
koeficijent prenosa, a g(t, x(t)) koeficijent difuzije ili rasipanja.

Nadalje će se podrazumevati da je filtracija F = {Ft, t ≥ 0}, Ft = σ{x0, B(s), 0 ≤
s ≤ t} generisana Brownovim kretanjem.

Definicija 1.34 ([18], Definicija 2.2.1) Merljiv stohastički proces X = {x(t), t ∈
[0, T ]} je strogo rešenje jednačine (1.6) ako zadovoljava sledeće uslove:

21Iosif I .Gikhman
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1. x(t) je Ft-merljivo za svako t ∈ [0, T ];

2.
∫ T
0
|f(t, x(t))|dt <∞ s.i.,

∫ T
0
|g(t, x(t))|2dt <∞ s.i.;

3. x(0) = x0 s.i.;

4. jednačina (1.7) je zadovoljena skoro izvesno za svako t ∈ [0, T ].

Jednačina (1.6) ima jedinstveno strogo rešenje ako za svaka dva stroga rešenja x i x̃
važi

P{x(t) = x̃(t), t ∈ [0, T ]} = 1.

Lebesgueov i Itôv integral na desnoj strani jednakosti (1.7) dobro su definisani i
skoro izvesno neprekidni, zbog čega je i X(·) skoro izvesno neprekidan proces. To je
direktna posledica osobina 1 i 2 Definicije 1.34. Pored toga, oba integrala su jedinstvena
do stohastičke ekvivalentnosti. U tom slučaju, u skladu sa Teoremom 1.1 Dooba, uvek
se pretpostavlja da se radi sa merljivom, separabilnom i skoro izvesno neprekidnom
modifikacijom strogog rešenja.

Definicija 1.35 ([18], Definicija 5.2.7) Neka je τ vreme zaustavljanja filtracije F
pri čemu je 0 ≤ τ ≤ T <∞ skoro izvesno. Tada se Ft-adaptiran, neprekidan stohastički
proces {x(t), 0 ≤ t < τ} sa vrednostima u Rd naziva lokalno rešenje jednačine (1.7) ako
je x(0) = x0 i ukoliko postoji neopadajući niz {τk}k≥0 vremena zaustavljanja filtracije
F tako da 0 ≤ τk ↑ τ skoro izvesno i

x(t) = x0 +

∫ t∧τk

0

f(s, x(s))ds+

∫ t∧τk

0

g(s, x(s))dB(s), t ∈ [0, T ), s.i. (1.8)

Pored toga, ako lim supt→τ |x(t)| = ∞ skoro izvesno za τ < T < ∞, tada je x(t),
t ∈ [0, τ ] maksimalno lokalno rešenje, a τ je vreme eksplozije.

U sledećoj teoremi su dati dovoljni uslovi egzistencije i jedinstvenosti strogog rešenja
jednačine (1.6). Radi jednostavnosti u izražavanju, nadalje će se umesto termina strogo
rešenje koristiti samo termin rešenje.

Teorema 1.13 ([18], Teorema 2.3.1) Neka je m-dimenzionalno Brownovo kretanje
B i x0 slučajna promenljiva, nezavisna od B, za koju je E|x0|2 < ∞. Neka su f :
[0, T ] × Rd → Rd, g : [0, T ] × Rd → Rd × Rm Borelove funkcije koje zadovoljavaju
globalni Lipschitzov22 uslov i uslov linearnog rasta, odnosno, postoji konstanta L > 0
tako da za svako (t, x), (t, y) ∈ [0, T ]× Rd, važi

|f(t, x)− f(t, y)|+ |g(t, x)− g(t, y)| ≤ L|x− y|, (1.9)
|f(t, x)|2 + |g(t, x)|2 ≤ L2(1 + |x|2). (1.10)

Tada postoji jedinstveno skoro izvesno neprekidno rešenje jednačine (1.6) sa osobi-
nom E supt∈[0,T ] |x(t)|2 < ∞. Pored toga, ako je E|x0|p < ∞, za p ≥ 2, tada je
E supt∈[0,T ] |x(t)|p <∞.

Sledeća teorema predstavlja uopštenje Teoreme 1.13 u kojoj je uniformni Lipschit-
zov uslov zamenjen lokalnim Lipschitzovim uslovom.

22Rudolf Lipschitz
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Teorema 1.14 ([18], Teorema 2.3.4) Neka važi uslov linearnog rasta (1.10) i neka
je Lipschitzov uslov (1.9) zamenjen sledećim lokalnim Lipschitzovim uslovom: za svaki
ceo broj n ≥ 1, postoji pozitivna konstanta Ln takva da je za svako t ∈ [0, T ] i za svako
x, y ∈ Rd za koje je |x| ∨ |y| ≤ n,

|f(t, x)− f(t, y)|+ |g(t, x)− g(t, y)| ≤ Ln|x− y|. (1.11)

Tada postoji jedinstveno rešenje x(t), t ∈ [0, T ], jednačine (1.6) sa osobinom

E sup
t∈[0,T ]

|x(t)|2 <∞.

Teorema 1.15 ([18], Teorema 5.2.8) Neka važi lokalni Lipschitzov uslov tj. za sva-
ki ceo broj n ≥ 1, postoji pozitivna konstanta Ln takva da je za svako t ∈ [0, T ] i za
svako x, y ∈ Rd za koje je |x| ∨ |y| ≤ n,

|f(t, x)− f(t, y)|+ |g(t, x)− g(t, y)| ≤ Ln|x− y|. (1.12)

Tada postoji jedinstveno maksimalno lokalno rešenje x(t), t ∈ [0, T ], jednačine (1.6).

Rešenje stohastičke diferencijalne jednačine može imati i globalno svojstvo. Za uvo-
đenje pojma globalnog rešenja, potrebno je razmatrati rešenje stohastičke diferencijalne
jednačine (1.6) na intervalu [0,∞), koje zadovoljava početni uslov x(0) = x0. Ukoliko
pretpostavke Teoreme egzistencije i jedinstvenosti rešenja 1.13 tj. 1.14 važe na svakom
konačnom podintervalu [0, T ] intervala [0,∞), tada jednačina (1.6) ima jedinstveno
rešenje x(t) na celom intervalu [0,∞). Rešenje koje poseduje ovu osobinu naziva se
globalno rešenje.

Teorema 1.16 ([18], Teorema 2.2.9) Neka je {x(t), t ∈ [0, T ]} rešenje jednačine
(1.6) čiji koeficijenti zadovoljavaju uslove teoreme postojanja i jedinstvenosti rešenja.
Tada je {x(t), t ∈ [0, T ]} proces Markova čije su verovatnoće prelaza definisane sa

P(x, t1; t, B) := P(xξ,t1(t) ∈ B)

gde je xξ,t1(t) rešenje jednačine

xξ,t1(t) = ξ +

∫ t

t1

f(u, xξ,t1(u))du+

∫ t

t1

g(u, xξ,t1(u))dB(u), t ≥ t1.

Definicija 1.36 ([20], Definicija 7.3.3) Infinitezimalni operator L pridružen jedna-
čini (1.6) se definiše na sledeći način

L=
∂

∂t
+

d∑
i=1

fi(t, x)
∂

∂xi
+
1

2

d∑
i,j=1

[
gT (t, x)g(t, x)

]
ij

∂2

∂xi∂xi
. (1.13)

Kao i u prethodnom poglavlju, neka je C1,2([0,∞) × Rd;R+) familija svih nene-
gativnih funkcija V (t, x) sa neprekidno-diferencijabilnim parcijalnim izvodima prvog
reda po t i prvog i drugog reda po x. Tada je za V ∈ C1,2([0,∞)×Rd;R+), diferencijalni
operator L definisan u (1.13), određen na sledeći način

LV (t, x)=Vt(t, x)+Vx(t, x)f(t, x)+
1

2
trace

[
gT (t, x)Vxx(t, x)g(t, x)

]
.
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Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine

Ukoliko je V (t, 0) = 0, t ≥ 0, tada se funkcija V (t, x) naziva funkcija Lyapunova23.
Metod funkcije Lyapunova se može koristiti u proučavanju različitih kvalitativnih i

kvantitavnih svojstava stohastičkih diferencijalnih jednačina.
Za rešenje stohastičke diferencijalne jednačine (1.6) sa datim početnim uslovom,

važi sledeća teorema:

Teorema 1.17 (Dynkinova24 formula, [20], Teorema 7.4.1) Neka je τ vreme za-
ustavljanja i neka je E[τ |x0] <∞. Tada je

E[φ(xτ )|x0] = φ(x0) + E

[∫ τ

0

L(φ(xt))dt|x0
]
,

gde je L operator definisan sa (1.13), a φ je dva puta neprekidno diferencijabilna funk-
cija.

1.5 Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine
Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine (SFDJ) se prvi put pominju u

radovima Eulera25, Bernoullija26, Lagrangea27 i Laplacea28 u XVIII veku. Sistemi ovih
jednačina se koriste u modeliranju pojava u različitim oblastima kao što su fizika,
mehanika, biologija, ekologija, ekonomija, finansije, medicina i druge.

Neka su sve slučajne promenljive i procesi definisani na prostoru verovatnoće (Ω,F ,P)
sa filtracijom {Ft, t≥0} koja zadovoljava uobičajene uslove.

Za fiksirano τ > 0, neka je C([−τ, 0];Rd) familija neprekidnih funkcija φ : [−τ, 0] →
Rd, sa supremum-normom definisanom na sledeći način ||φ|| := sup−τ≤θ≤0 |φ(θ)|. Pored
toga, (C([−τ, 0];Rd), || · ||) je Banahov prostor. Neka je C = C([−τ, 0];Rd), a D prostor
svih F0-adaptiranih slučajnih promenljivih φ ∈ C.

Definicija 1.37 ([37], Definicija 2.1) Za svaki stohastički proces Y (t) : [−τ, T ] ×
Ω → Rn i svako t ∈ [0, T ], segment proces Yt : [−τ, T ]×Ω → Rn se definiše na sledeći
način

Yt(θ, ω) := Y (t+ θ, ω), θ ∈ [−τ, 0], ω ∈ Ω.

Stohastička funkcionalna diferencijalna jednačina je oblika

dx(t) = f(t, xt) dt+ g(t, xt) dB(t), t ∈ [0, T ], (1.14)

gde su funkcionali f : [0, T ]× C → Rd, g : [0, T ]× C → Rd×m Borel merljivi, {x(t), 0 ≤
t ≤ T} je d-dimenzionalan proces i xt := {x(t + θ), θ ∈ [−τ, 0]} je stohastički segment
proces iz familije C i interpretira se kao prošlost stanja u odnosu na trenutak t. Zbog
zavisnosti od prošlosti, početni uslov je zadat na čitavom intervalu [−τ, 0], tj.

x0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}, (1.15)

pri čemu ξ predstavlja F0-merljivu slučajnu promenljivu iz familije C, za koju važi
E||ξ||2 <∞.

23AleksandrMikhailovichLyapunov
24EugeneDynkin
25Leonhard Euler
26Daniel Bernoulli
27Joseph − Louis Lagrange
28Pierre − Simon Laplace
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1.5 Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine

Definicija 1.38 ([18], Definicija 5.2.1) Za d-dimenzionalan stohastički proces {x(t),
t ∈ [−τ, T ]} se kaže da je rešenje jednačine (1.14) ako ima sledeće osobine:

• neprekidan je i {xt, t ∈ [0, T ]} je Ft-adaptiran,

•
∫ T
0
|f(t, xt)| dt <∞,

∫ T
0
|g(t, xt)|2 dt <∞,

• x0 = ξ i za svako t ∈ [0, T ], integralni oblik jednačine (1.14) je zadovoljen s.i.

Rešenje {x(t), t ∈ [−τ, T ]} jednačine (1.14) je jedinstveno ako je bilo koje drugo rešenje
{x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} stohastički ekvivalentno tom rešenju, tj. ako je

P{x(t) = x̃(t), t ∈ [−τ, T ]} = 1.

Teorema 1.18 ([18], Teorema 5.2.2) Ako za funkcionale f i g važe uniformni Lipsc-
hitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da je

|f(t, φ)− f(t, ψ)| ∨ |g(t, φ)− g(t, ψ)| ≤ K||φ− ψ||, (1.16)
|f(t, φ)| ∨ |g(t, φ)| ≤ K(1 + ||φ||), (1.17)

za svako t ∈ [0, T ] i φ, ψ ∈ C, tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno rešenje x(t)
jednačine (1.14). Uz to, ako je E||ξ||p <∞ za p ≥ 2, tada je E sup−τ≤t≤T |x(t)|p <∞.

Ako se pretpostavi da je f(t, 0) ≡ 0 i g(t, 0) ≡ 0, jednačina (1.14) ima rešenje
x(t) ≡ 0 koje odgovara početnom uslovu x0 = 0. Ovo rešenje se naziva trivijalno
rešenje stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine (1.14).

Diferencijalni operator pridružen jednačini (1.14) se definiše formulom

LV (t, ξ) := lim sup
∆→0

Et,ξV (t+∆, xt+∆)− V (t, ξ)

∆
,

gde je x(s), s ≥ t rešenje jednačine (1.14) sa početnim uslovom xt = ξ, a V (t, ξ) je
funkcional definisan za t ≥ 0 i ξ ∈ D.

U nastavku će klasa funkcionala V (t, ξ) biti redukovana da bi se odredio operator
L. Najpre, za t ≥ 0 i funkciju ξ ∈ D, neka je V (t, ξ) = V (t, ξ(0), ξ(θ)), −τ ≤ θ ≤ 0.
Tada se definiše funkcija

Vξ(t, x) = V (t, ξ) = V (t, xt) = V (t, x, x(t+ θ)), −τ ≤ θ ≤ 0,

gde je ξ = xt, x = ξ(0) = x(t).
Neka je C1,2([0,∞)×D;R+) familija funkcionala V (t, ξ), tako da su, za svako t ≥ 0

neprekidno-diferencijabilni prvi parcijalni izvod po t i prvi i drugi parcijalni izvod po
x funkcije Vξ(t, x) i Vξ(t, 0) = 0. Tada je V (t, ξ) funkcional Lyapunova [18]. Primenom
operatora L, koji je pridružen jednačini (1.14), dobija se

LV (t, xt)=
∂Vξ(t, x)

∂t
+fT (t, xt)

∂Vξ(t, x)

∂x
+
1

2
trace

[
gT(t, xt)

∂2Vξ(t, x)

∂x2
g(t, xt)

]
.

Kako SFDJ (1.14) zavisi od stanja sistema iz prošlosti, njeno rešenje ne zadovoljava
svojstvo Markova. Međutim, u [38] je pokazano da za segment proces xt = {x(t+θ), θ ∈
[−τ, 0]}, važi svojstvo Markova.
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1.5 Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine

Teorema 1.19 (Svojstvo Markova, [38], Teorema 3.1.1) Ako za funkcionale f i
g jednačine (1.14), važi uniformni Lipschitzov uslov (1.16), tada trajektorije {xξt , t ≥
0, ξ ∈ C} predstavljaju proces Markova sa vrednostima u C i verovatnoćama prelaza

p(t1, ξ; t2, B) := P(ω : ω ∈ Ω, xξ,t1t2 ∈ B), t1 ≤ t2, B ∈ B(C), ξ ∈ C,

gde je xξ,t1(·) rešenje jednačine (1.14) sa početnom vrednošću ξ u trenutku t1, tj. zado-
voljava jednačinu

xξ,t1(t) = ξ(t1) +

∫ t

t1

f(u, xξ,t1u ) du+

∫ t

t1

g(u, xξ,t1u ) dB(u), t ∈ [t1, T ], (1.18)

x0 = ξ(θ), t1 − τ < θ < t1.

Drugim rečima, važi svojstvo Markova

P(xt2 ∈ B|Ft1) = p(t1, xt1(·); t2, B) = P(xt2 ∈ B|xt1), s.i.

1.5.1 Stohastičke diferencijalne jednačine sa kašnjenjem

Stohastičke diferencijalne jednačine sa kašnjenjem čine značajnu klasu stohastič-
kih funkcionalnih diferencijalnih jednačina. Uvodi se sledeća stohastička diferencijalna
jednačina sa konstantnim kašnjenjem

dx(t) = F (t, x(t), x(t− τ))dt+G(t, x(t), x(t− τ))dw(t), t ∈ [0, T ], (1.19)

sa početnim uslovom (1.15), gde je F : [0, T ] × Rd × Rd → Rd i G : [0, T ]
× Rd × Rd → Rd×m. Ako se definišu funkcije f(t, ξ) = F (t, ξ(0), ξ(−τ)) i g(t, ξ) =
G(t, ξ(0), ξ(−τ)), pri čemu je (t, ξ) ∈ [0, T ] × C([−τ, 0];Rd), tada se jednačina (1.19)
može zapisati u obliku (1.14). Shodno tome, zaključuje se da Teorema egzistencije i
jedinstvenosti rešenja 1.18 važi i za jednačinu (1.19). Neka funkcije F i G zadovoljavaju
lokalni Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta tj. neka za svaki ceo broj n ≥ 1 postoji
pozitivna konstanta Kn tako da je za svako t ∈ [0, T ] i svako x, y, x̄, ȳ ∈ Rd za koje je
|x| ∨ |y| ∨ |x̄| ∨ |ȳ| ≤ n, važi

|F (t, x, y)− F (t, x̄, ȳ)|2 ∨ |G(t, x, y)−G(t, x̄, ȳ)|2 ≤ Kn(|x− x̄|2 + |y − ȳ|2) (1.20)

i postoji konstanta K > 0 takva da za svako (t, x, y) ∈ [0, T ]× Rd × Rd važi

|F (t, x, y)|2 ∨ |G(t, x, y)|2 ≤ K(1 + |x|2 + |y|2). (1.21)

Tada, na osnovu Teoreme 1.18, postoji jedinstveno rešenje jednačine (1.19).
Međutim, uslov (1.20) se može oslabiti. Naime, na intervalu [0, τ ] jednačina (1.19)

postaje
dx(t) = F (t, x(t), ξ(t− τ))dt+G(t, x(t), ξ(t− τ))dw(t)

sa početnim uslovom x(0) = ξ(0). Poslednja jednačina predstavlja stohastičku diferen-
cijalnu jednačinu bez kašnjenja koja ima jedinstveno rešenje ukoliko uslov linearnog
rasta (1.21) važi i ako su funkcije F (t, x, y) i G(t, x, y) lokalno Lipschitz neprekidne
samo po x. Dakle, ukoliko je poznato rešenje jednačine x(t) na intervalu [0, τ ] tada
isti argument (lokalna Lipschitz neprekidnost) važi i na intervalima [τ, 2τ ], [2τ, 3τ ], itd.
Nastavljajući postupak dobija se rešenje na celom intervalu [−τ, T ], tj. važi sledeća
teorema.
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Stohastičke diferencijalne jednačine sa prelazima Markova

Teorema 1.20 ([18], Teorema 5.3.1) Neka važi uslov linearnog rasta (1.21) i neka
za svaki ceo broj n ≥ 1 postoji konstanta Kn takva da je za svako t ∈ [0, T ], y ∈ Rd i
x, x̄ ∈ Rd za koje je |x| ∨ |x̄| ≤ n,

|F (t, x, y)− F (t, x̄, y)|2 ∨ |G(t, x, y)−G(t, x̄, y)|2 ≤ Kn|x− x̄|2. (1.22)

Tada postoji jedinstveno rešenje stohastičke diferencijalne jednačine sa kašnjenjem
(1.19).

Kako bi se što realnije prikazao kumulativni efekat istorije procesa na njegovo tre-
nutno stanje, u nekim modelima se koristi vremenski raspodeljeno kašnjenje, koje može
biti konačno ili beskonačno. Ovi modeli nalaze primenu u opisivanju dinamike popu-
lacije i epidemiologiji. Opšti oblik stohastičke diferencijalne jednačine sa vremenski
raspodeljenim kašnjenjem (engleski naziv: Stochastic differential equations with time-
distributed delay) je

dx(t) = F

(
t, xt,

∫ 0

−∞
k1(s)x(t+ s)ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)x(t+ s)ds

)
dt (1.23)

+G

(
t, xt,

∫ 0

−∞
k1(s)x(t+ s)ds, . . . ,

∫ 0

−∞
kr(s)x(t+ s)ds

)
dw(t), t ≥ 0,

sa početnim uslovom x0 = ξ = {ξ(θ),−∞ < θ ≤ 0} ∈ LpF0
((−∞, 0];Rd) 29 i F :

R+ × Rd × Rd×r → Rd, G : R+ × Rd × Rd×r → Rd×m. Funkcije ki ∈ L((−∞, 0];R+)
30,

i = 1, 2, . . . , r, poseduju svojstvo
∫ 0

−∞ ki(s)ds = 1 i nazivaju se jezgro.

1.6 Stohastičke diferencijalne jednačine sa prelazima
Markova

Stohastičke diferencijalne jednačine nalaze široku primenu u brojnim naučnim i
tehničkim disciplinama. U pojedinim oblastima, sistemi opisani ovim jednačinama to-
kom vremena podležu promenama koje se odvijaju prema različitim zakonitostima, a
u slučajnim trenucima mogu naglo preći iz jednog režima u drugi.

Takvi prelazi se modeliraju korišćenjem lanaca Markova sa konačnim brojem stanja,
što predstavlja ključni motiv za proučavanje stohastičkih diferencijalnih jednačina sa
prelazima Markova. U knjizi [19] je analiziran ovaj tip jednačina.

Pored već uvedenih oznaka, neka a = {a(t), t ∈ [0, T ]} označava neprekidan zdesna
lanac Markova definisan na datom prostoru verovatnoća, sa konačnim skupom stanja
A = {1, 2, ..., N} i generatorom Γ = (γij)N×N definisanim sa

P{a(t+∆) = j|a(t) = i} =


γij∆+ o(∆), i ̸= j,

1 + γii∆+ o(∆), i = j,

29Lp
F0

(Ω;Rd) predstavlja familiju F0−merljivih slučajnih promenljivih ξ sa vrednostima u Rd za
koje je E|ξ|2 < ∞,

30Lp([a, b];Rd) predstavlja familiju Borel merljivih funkcija h : [a, b] → Rd za koje je
∫ b

a
|h(t)|pdt <

∞
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1.6 Stohastičke diferencijalne jednačine sa prelazima Markova

pri čemu je ∆ > 0, a γij ≥ 0 predstavlja gustinu prelaza iz stanja i u stanje j, kada je
i ̸= j, dok je

γii = −
∑
j ̸=i

γij.

Pretpostavlja se da je lanac Markova a(·) nezavisan u odnosu na Brownovo kretanje
B(·). Pritom je skoro svaka trajektorija procesa a(·) neprekidna zdesna stepenasta
funkcija sa konačnim brojem skokova na intervalu [0, T ].

Uvodi se sledeća stohastička diferencijalna jednačina sa prelazima Markova

dx(t) = f(t, x(t), a(t))dt+ g(t, x(t), a(t))dB(t), 0 ≤ t ≤ T, (1.24)

x(0) = x0 ∈ L2
F0
(Ω;Rd), r(0) = r0,

pri čemu su

f : [0, T ]× Rd × A → Rd, g : [0, T ]× Rd × A → Rd×m

Borelove funkcije.

Definicija 1.39 ([19], Definicija 3.11) Stohastički proces {x(t), 0 ≤ t ≤ T} sa vred-
nostima u Rd je rešenje jednačine (1.24) ako ima sledeća svojstva:

(1) neprekidan je i Ft adaptiran;

(2) {f(t, x(t), a(t))}0≤t≤T ∈L1([0, T ];Rd) i {g(t, x(t), a(t))}0≤t≤T ∈ L2([0, T ];Rd×m);

(3) jednačina

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s, x(s), a(s))ds+

∫ t

0

g(s, x(s), a(s))dw(s), 0 ≤ t ≤ T,

je zadovoljena sa verovatnoćom jedan.

Rešenje {x(t), 0 ≤ t ≤ T} je jedinstveno ako za bilo koje drugo rešenje {x̄(t, 0 ≤ t ≤
T )} važi

P{x(t) = x̄(t) za svako 0 ≤ t ≤ T} = 1.

Teorema 1.21 ([19], Teorema 3.13) Ako koeficijenti f i g jednačine (1.24) zado-
voljavaju Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K̄ tako da
za svako x, y ∈ Rd, t ∈ [0, T ] i i ∈ A važi

|f(t, x, i)− f(t, y, i)|2 ∨ |g(t, x, i)− g(t, y, i)|2 ≤ K̄|x− y|2,

i ako postoji konstanta K > 0 tako da za svako (t, x, i) ∈ [0, T ]× Rd × A važi

|f(t, x, i)|2 ∨ |g(t, x, i)|2 ≤ K(1 + |x|2),

tada postoji jedinstveno rešenje {x(t), t ∈ [0, T ]} jednačine (1.24). Štaviše, ako je x(t)
rešenje jednačine (1.24) onda je

E( sup
0≤t≤T

|x(t)|2) ≤ (1 + 3E|x0| 2)e3KT (T+4),

tj. rešenje pripada klasi M2([0, T ];Rd).
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Lévyjev proces

Teorema 1.22 ([19], Teorema 3.27) Neka je x(t) rešenje jednačine (1.24) za t ≥ 0,
čiji koeficijenti f i g zadovoljavaju uslove teoreme postojanja i jedinstvenosti rešenja
(npr. Teoreme 1.21). Tada je (x(t), a(t)), proces Markova sa verovatnoćama prelaza

p(s, (ξ, i); t, B × {j}) = P(ω : ω ∈ Ω, x(ξ,i)s (t) ∈ B × {j}),

za B ∈ B(Rn), (ξ, i) ∈ Rn × A i j ∈ A, gde je x(ξ,i)s rešenje jednačine (1.24) za t ≥ s,
sa početnom vrednošću x(s) = ξ i a(s) = i ∈ A. Odnosno,

x(ξ,i)s (t) =

t∫
s

f(u, x(ξ,i)s (u), ais(u))du+

t∫
s

g(u, x(ξ,i)s (u), ais(u))dB(u), t ≥ s.

1.7 Lévyjev proces
Teorijska i empirijska istraživanja ukazuju na to da je za analizu dinamike epidemija

ključno razmatrati mogućnost gotovo trenutnih promena velike amplitude (skokova) u
broju zaraženih ili preminulih. Za matematičko modeliranje ovih pojava u literaturi se
primenjuju procesi sa skokovima.

U ovom poglavlju biće predstavljeni Lévyjevi procesi, nazvani po francuskom ma-
tematičaru Polu Lévyju, i naglašena njihova bogata struktura. Navedeni su osnovni
pojmovi i ključni rezultati koji su primenjivani u analizi difuzionih procesa sa skoko-
vima u nastavku disertacije. Navedeni rezultati se mogu naći u knjigama [21], [23],
[24].

Neka je (Ω,F , {Ft} t ≥ 0,P) potpun prostor verovatnoće sa prirodnom filtracijom
{Ft}t≥0, koja je neprekidna zdesna i takva da F sadrži sve skupove mere nula.

Definicija 1.40 ([21], Definicija 1.1) Ft-adaptiran proces {Z(t), t ≥ 0} = {Zt, t ≥
0} sa vrednostima u R se naziva procesom Lévyja ako važi:

• Z(0) = 0 s.i.

• Z(t) je neprekidan u verovatnoći (odnosno, za svako t ≥ 0 i k > 0 važi P(|Z(t+
ϵ)−Z(t)| > k) → 0 kada ϵ→ 0),

• ima stacionarne priraštaje (odnosno, raspodela priraštaja Z(t+ s)− Z(t) zavisi
od s, a ne zavisi od t),

• ima nezavisne priraštaje (odnosno, Z(t) − Z(s) ne zavisi od Fs = σ(Z(u), 0 ≤
u ≤ s)).

Lema 1.5 ([21], Teorema 1.2) Neka je {Z(t), t ≥ 0} proces Lévyja. Tada proces
Z(t) ima svoju càdlàg verziju, odnosno, verziju koja je neprekidna zdesna i ograničena
sleva, koja je takođe proces Lévyja.

Skok procesa Z(t) za t ≥ 0 je definisan sa

∆Z(t) = Z(t)−Z(t−).

Neka je B0 familija Borelovih skupova U ⊂ R čije zatvorenje U ne sadrži 0. Za U ∈ B0,

N̄(t, U) = N̄(t, U, ω) :=
∑

s:0<s≤t

IU (∆Z(s))
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1.7 Lévyjev proces

Drugim rečima, N̄(t, U) je broj skokova veličine ∆Z(s) ∈ U koji se dešavaju pre ili
u trenutku t. N̄(t, U) se naziva Poissonova slučajna mera (ili mera skokova) procesa
Z(·). Budući da je trajektorija procesa càdlàg (neprekidna zdesna i ograničena sleva),
za svako U ∈ B0, važi N̄(t, U) <∞, s.i.

Jedan primer procesa Lévija je Brownovo kretanje koje ima stacionarne i nezavisne
priraštaje, zbog čega se klasifikuje kao Lévyjev proces sa s.i. neprekidnim trajektorija-
ma. Drugi značajan primer procesa Lévyja je Poissonov proces. Poissonov proces Θ(t)
sa intenzitetom λ > 0 je Lévyjev proces čije vrednosti pripadaju skupu N∪{0} za koji
važi

P(Θ(t) = n) = e−λt
(λt)n

n!
, n = 0, 1, 2...

Teorema 1.23 ([21], Teorema 1.5)

1. Skupovna funkcija U → N̄(t, U, ω) definiše σ-konačnu meru na B0 za svako fik-
sirano t, ω. Diferencijalna forma ove mere je N̄(t, dz).

2. Skupovna funkcija [a, b) × U → N̄(b, U, ω) − N̄(a, U, ω), [a, b) ⊂ [0,∞), U ∈ B0

definiše σ-konačnu meru za svako fiksirano ω. Diferencijalna forma ove mere je
N(dt, dz).

3. Skupovna funkcija
λ(U) = E[N̄(1, U)],

pri čemu E = EP označava očekivanje u odnosu na meru P , takođe definiše
σ-konačnu meru na B0, koja se naziva Lévyjeva mera procesa {Z(t), t ≥ 0}.

4. Za fiksiran skup U ∈ B0, proces

ΘU(t) = ΘU(t, ω) := N̄(t, U, ω)

je Poissonov proces sa intenzitetom λP = λ(U).

1.7.1 Itô-Lévyjeva dekompozicija

Sledeći rezultati pružaju opis procesa Lévyja.

Teorema 1.24 (Itô–Lévyjeva dekompozicija, [21], Teorema 1.7) Neka je {Z(t),
t ≥ 0} Lévyjev proces. Tada {Z(t), t ≥ 0} ima dekompoziciju

Z(t) = αt+ σB(t) +

∫
|z|<R

Ñ(t, dz) +

∫
|z|≥R

N̄(t, dz) (1.25)

za neke konstante α ∈ R, σ ∈ R, R ∈ [0,∞]. Takođe, mera

Ñ(dt, dz) = N̄(dt, dz)− λ(dz)dt

je kompenzovana Poissonova slučajna mera procesa Z(·), i B(t) je Brownovo kretanje
nezavisno od Ñ(dt, dz). Za svako A ∈ B0 proces

Mt := Ñ(t, A)

je martingal. Ako je α = 0 i R = ∞, proces {Z(t), t ≥ 0} je Lévyjev martingal.
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1.7 Lévyjev proces

Teorema 1.25 ([21], Teorema 1.8) Ako je R = 1 i E|Zt| <∞ za svako t ≥ 0, tada
je ∫

|z|≥1

|z|λ(dz) <∞.

Ako je R = ∞, tada je

Z(t) = αt+ σB(t) +

∫
R
Ñ(t, dz).

Teorema 1.26 ([22], Teorema I.32) Lévyjev proces je strogi proces Markova.

Teorema 1.27 ([22], Posledica II.4) Lévyjev proces je semimartingal.

U cilju definisanja stohastičkog integrala u odnosu na Lévyjev proces, uvodi se
sledeća definicija i teorema.

Definicija 1.41 ([21], Definicija 1.12) Neka je Ducp prostor càdlàg adaptiranih pro-
cesa, sa topologijom uniformne konvergencije u verovatnoći na kompaktnim skupovi-
ma (oznaka ucp). Hn → H ucp ako za svako t > 0, sup0≤s≤t|Hn(s) − H(s)| → 0
u verovatnoći (An → A u verovatnoći ako za svako ϵ > 0 postoji nϵ ∈ N tako da je
n ≥ nϵ ⇒ P(|An − A| > ϵ) < ϵ). Neka je Lucp prostor adaptiranih càglàd procesa
(neprekidni sleva sa desnim granicama), sa ucp topologijom. Ako je H(t) stepenasta
funkcija oblika

H(t) = H0(t)I0(t) +
∑
i

Hi(t)I(Ti,Ti+1](t),

gde je Hi ∈ FTi, 0 = T0 ≤ T1 ≤ ... ≤ Tn+1 < ∞ su Ft-vremena zaustavljanja i X je
càdlàg, definiše se

JXH(t) :=

∫ t

0

H(s)dX(s) = H(0)X(0)+
∑
i

Hi(t)(X(Ti+1∧ t)−X(Ti∧ t)), t ≥ 0.

Teorema 1.28 ([21], Teorema 1.13) Neka je X semimartingal. Tada se preslikava-
nje JX može proširiti

JX : Lucp → Ducp

tako da se očuva neprekidnost i linearnost.

Ova konstrukcija dozvoljava da se definiše stohastički integral oblika∫ t

0

H(s)dZ(s)

za svako H ∈ Lucp. Na osnovu dekompozicije (1.25) ovaj integral se može podeliti na
integrale u odnosu na ds, dB(s), Ñ(ds, dz), i N̄(ds, dz).

Na osnovu ovog, prirodno je razmatrati uopšteniji stohastički integral oblika

X(t) =

t∫
0

f(s, ω)ds+

t∫
0

g(s, ω)dB(s) +

t∫
0

∫
R

h(s, ω, z)Ñ(ds, dz), (1.26)
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1.7 Lévyjev proces

pri čemu integrandi zadovoljavaju odgovarajuće uslove za postojanje integrala i, radi
jednostavnosti, označeno je

Ñ =

{
N̄(ds, dz)− λ(dz)ds, ako je |z| < R,
N̄(ds, dz), ako je |z| ≥ R,

pri čemu je R definisano u Teoremi 1.24. Kao što je uobičajeno, biće korišćena skraćena
diferencijalna notacija za procese X(t) koji zadovoljavaju (1.26):

X(t) = f(t, ω)dt+ g(t, ω)dB(t) +

∫
R

h(t, ω, z)Ñ(dt, dz). (1.27)

Ovakvi procesi se nazivaju Itô–Lévyjevi procesi.
Podsećanja radi, semimartingal M(t) se naziva lokalnim martingalom do trenutka

T (u odnosu na verovatnosnu meru P) ako postoji rastući niz Ft-vremena zaustavljanja
τn tako da je limn→∞ τn = T s.i. i M(t ∧ τn) je martingal u odnosu na verovatnosnu
meru P za sve n.

Neka je M(t) =
∫ t
0

∫
R+
η(t, ω, u)Ñ(du, ds), t ∈ [0, T ]. Tada,

(i) E

(∫ T

0

∫
R+

η2(t, ω, u)λ(du)dt

)
<∞ ⇒ M(t), t ∈ [0, T ], je martingal; (1.28)

(ii)

∫ T

0

∫
R+

η2(t, ω, u)λ(du)dt <∞, s.i. ⇒ M(t), t ∈ [0, T ], je lokalan martingal.

Napomena 1.2 Neka je

Ψ2
loc :=

{
ψ(t, z) predvidiv :

∫ t

0

∫
Y

|ψ(s, z)|2λ(du)ds <∞
}

i za svako ψ(t, z) ∈ Ψ2
loc,

M(t) :=

∫ t

0

∫
Y

ψ(s, z)Ñ(ds, du).

Tada, važi

⟨M,M⟩t =
∫ T

0

∫
Y

|ψ(t, u)|2λ(du)ds,

i

[M,M ]t =

∫ T

0

∫
Y

|ψ(t, u)|2Ñ(du)ds,

pri čemu je proces [M,M ](t) dat u Definiciji 1.23, a ⟨M,M⟩(t) u Definiciji 1.25.

1.7.2 Uopštena formula Itôa

U ovom poglavlju je navedena uopštena formula Itôa za Itô-Lévyjeve procese.
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1.7 Lévyjev proces

Teorema 1.29 (Jednodimenzionalna formula Itôa za Itô-Lévyjeve procese,
[21], Teorema 1.14) Neka je x(t) ∈ R Itô-Lévyjev proces oblika

dx(t) = f(t, ω)dt+ g(t, ω)dB(t) +
∫
Y
h(t, ω, u)dÑ(dt, du),

pri čemu je

Ñ =

{
N̄(ds, dz)− λ(dz)ds, ako je |z| < R,
N̄(ds, dz), ako je |z| ≥ R,

za neko R ∈ [0,∞].
Neka je F (t, x(t)) ∈ C2(R2) i neka je V (t) = F (t, x(t)). Tada je V (t), takođe,

Itô-Lévyjev proces i važi

dV (t, x(t)) =
∂F

∂t
(t, x(t))dt+

∂F

∂x
(t, x(t)) (f(t, ω)dt+ g(t, ω)dB(t))

+
1

2
g2(t, ω)

∂2F

∂x2
(t, x(t))dt

+

∫
|z|<R

(
F (t, x(t−) + h(t, ω, u))− F (t, x(t−))

−∂F
∂x

(t, x(t−))h(t, ω, u)

)
λ(du)dt

+

∫
R
(F (t, x(t−) + h(t, ω, u))− F (t, x(t−)))Ñ(dt, du).

Teorema 1.30 (Višedimenzionalna formula Itôa za Itô-Lévyjeve procese, [21],
Teorema 1.16) Neka je x(t) ∈ Rn, Itô-Lévyjev proces oblika

dx(t) = f(t, ω)dt+ g(t, ω)dB(t) +
∫
Rl h(t, ω, u)dÑ(dt, du), (1.29)

pri čemu su
f : [0, T ]× Ω → Rd, g : [0, T ]× Ω → Rd×m,

h : [0, T ]× Ω× Rl → Rd×m×l,

adaptirani procesi takvi da integrali postoje. Takođe, B(t) je m-dimenzionalno Browno-
vo kretanje i

Ñ(dt, du)T =
(
Ñ1(dt, du1), ..., Ñl(dt, dul)

)
=

(
N̄1(dt, du1)− I|z1|<R1λ1(du1)dt, ..., N̄l(dt, dul)− I|zl|<Rlλl(dul)dt

)
,

pri čemu su {N̄k} nezavisne Poissonove slučajne mere sa Lévyjevim merama λk, k ∈
{1, 2, ..., l}, koje potiču od nezavisnih jednodimenzionalnih Lévyjevih procesa Zk, k ∈
{1, 2, ..., l}.

Svaka kolona h(k) matrice h = [hij] dimenzije n × l, zavisi od u samo preko k-te
koordinate, odnosno,

h(k)(t, ω, u) = h(k)(t, ω, uk), (u1, ..., ul) ∈ Rl

Stoga je integral desne strane jednakosti (1.29) samo skraćeni matrični zapis. Kada se
napiše u razvijenom obliku relacija (1.29), je ekvivalentna relaciji

dxi(t) = fi(t, ω)dt+
m∑
j=1

gij(t, ω)dBj(t) +
l∑

j=1

∫
R

hij(t, ω, uj)dÑj(dt, duj),
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Stohastičke diferencijalne jednačine sa skokovima Lévyja

za 1 ≤ i ≤ n.
Neka je F (t, x(t)) ∈ C1,2([0, T ]× Rn;R) i neka je V (t) = F (t, x(t)). Tada je V (t),

takođe, Itô-Lévyjev proces i važi

dV (t, x(t)) =
∂F

∂t
dt+

n∑
i=1

∂F

∂xi
(fidt+ gidB(t)) +

1

2

n∑
i,j=1

(ggT )ij
∂2F

∂xi∂xj
dt

+
l∑

k=1

∫
|zk|<Rk

(
(F (t, x(t−) + h(k)(t, ω, uk))− F (t, x(t−))

−
n∑
i=1

h
(k)
i (t, ω, uk)

∂F

∂xi
(t, x(t−)))

)
λk(duk)dt

+
l∑

k=1

∫
R
(F (t, x(t−) + h(k)(t, ω, uk))− F (t, x(t−)))Ñk(dt, duk),

pri čemu je h(k) ∈ Rn, k-ta kolona n× l matrice h = [hik] i h(k)i = hik, i-ta koordinata
vektora h(k).

Teorema 1.31 (Izometrija Itô–Lévyja, [21], Teorema 1.17) Neka je X(t) ∈ Rn

definisan izrazom (1.29), pri čemu je X(0) = 0 i f = 0. Tada važi

E [X2(t)] = E
[∫ t

0

(∑n
i=1

∑m
j=1 g

2
ij(s, ω) +

∑n
i=1

∑l
j=1

∫
R h

2
ij(s, ω, uj)λj(duj)

)
ds
]

=
∑n

i=1E
[∫ T

0

(∑m
j=1 g

2
ij(s, ω) +

∑l
j=1

∫
R h

2
ij(s, ω, uj)λj(duj)

)
ds
]
,

pod uslovom da je desna strana ove jednakosti konačna.

Kao posledica ove teoreme, važe sledeći rezultati:

• Itôva izometrija

E

[(∫ t

0

g(s, ω)B(s)

)2
]
= E

[∫ t

0

g2(s, ω)ds

]
.

• Lévyjeva izometrija

E

[(∫ t

0

∫
R
h(s, ω, u)Ñ(ds, du)

)2
]
= E

[∫ t

0

∫
R
h2(s, ω, u)λ(du)ds

]
.

1.8 Stohastičke diferencijalne jednačine sa skokovima
Lévyja

Neka je (Ω,F , {Ft} t ≥ 0,P) potpun prostor verovatnoće sa prirodnom filtracijom
{Ft}t≥0, koja je neprekidna zdesna i takva da F sadrži sve P-nula skupove.

Neka je proces B(·) d-dimenzionalno Brownovo kretanje i (x(t)) za t ∈ [0, T ], di-
fuzioni proces opisan sledećim stohastičkim diferencijalnim jednačinama sa skokovima
Lévyja

dx(t) = f(t, x(t))dt+ g(t, x(t))dB(t) +

∫
Y

h(t, x(t−), u)Ñ(dt, du),

x(0) = x0 ∈ Rd, (1.30)
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pri čemu su f : [0, T ]×Rd → Rd, g : [0, T ]×Rd → Rd×m, h : [0, T ]×Rd×Rl → Rd×m×l,
Borelove funkcije. Takođe, g(x, k)gT (x, k) =: (dij(x, k)), i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Definicija 1.42 ([21], Definicija 1.5) Neka je τ vreme zaustavljanja filtracije F pri
čemu je 0 ≤ τ ≤ T < ∞ s.i. Tada se Ft-adaptiran, neprekidan stohastički proces
{x(t), 0 ≤ t < τ} sa vrednostima u Rd naziva lokalno rešenje jednačine (1.30) ako je
x(0) = x0 i ukoliko postoji neopadajući niz {τk}k≥0 vremena zaustavljanja filtracije F
tako da 0 ≤ τk ↑ τ s.i. i

x(t) = x0 +

∫ t∧τk

0

f(s, x(s))ds+

∫ t∧τk

0

g(s, x(s))dB(s)

+

∫ t∧τk

0

h(s, x(s−), u)Ñ(ds, du), t ∈ [0, T ), s.i.

Teorema 1.32 ([21], Teorema 1.19) Neka koeficijenti f, g i h jednačine (1.30) za-
dovoljavaju sledeće uslove:

• (Lipschitzov uslov) postoji konstanta K̄ tako da za svako x, y∈ Rd, t ∈ [0, T ] važi

|f(t, x)− f(t, y)|2 + ||g(t, x)− g(t, y)||2

+
l∑

k=1

∫
Y

|hk(t, x, zk)− hk(t, y, zk)|2λk(dzk) ≤ K̄|x− y|2, (1.31)

• (uslov linearnog rasta) postoji konstanta K > 0 tako da za svako (t, x) ∈ [0, T ]×
Rd važi

|f(t, x)|2 ∨ ||g(t, x)||2 +
l∑

k=1

∫
Y

|hk(t, x, zk)− hk(t, y, zk)|2λk(dzk) ≤ K(1 + |x|2).

(1.32)

Tada postoji jedinstveno, càdlàg adaptirano rešenje {x(t), t ∈ [0, T ]} jednačine (1.30),
tako da je

E(|x(t)|2) <∞.

Teorema 1.33 ([23], Teorema 6.2.11) Neka važi lokalni Lipschitzov uslov tj.

• za svaki ceo broj n ≥ 1, postoji pozitivna konstanta K̄n takva da je za svako
t ∈ [0, T ] i za svako x, y ∈ Rd za koje je |x| ∨ |y| ≤ n,

|f(t, x)− f(t, y)|2 + ||g(t, x)− g(t, y)||2

+
l∑

k=1

∫
Y

|hk(t, x, zk)− hk(t, y, zk)|2λk(dzk) ≤ K̄n|x− y|2. (1.33)

Tada postoji jedinstveno maksimalno lokalno rešenje stohastičke diferencijalne jedna-
čine (1.30).

Napomena 1.3 Na osnovu Napomene 2, Poglavlje 4.1 na strani 234 u [39], može
se zaključiti da pethodne teoreme važe i u slučaju kada su koeficijenti f(t, x), g(t, x) i
h(t, x, z) jednačine (1.30) slučajne funkcije adaptirane u odnosu na filtraciju {Ft, t ≥
0}, a uslovi teorema su zadovoljeni sa verovatnoćom 1 (pritom konstante K, K̄, K̄n, n ∈
N nisu slučajne).
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Rešenje jednačine u vremenski-homogenom slučaju, odnosno, kada je f(t, x) = f(x),
g(t, x) = g(x) i h(t, x, z) = h(x, z) se naziva difuzija sa skokovima ili Lévyjeva difuzija.

Teorema 1.34 ([22], Teorema V.32) Rešenje jednačine (1.30) je proces Markova,
dok je u vremenski-homogenom slučaju Lévyjeva difuzija strogi proces Markova.

Definicija 1.43 ([21], Definicija 1.21) Neka je X(t) sa vrednostima u Rn rešenje
jednačine (1.30). Tada je operator L procesa X definisan na funkcijama V : R+×Rn →
R na sledeći način

LV (t, x) = lim
t→0+

1

t
{E[V (t,X(t))|x0]− V (0, x0)} (ako postoji limes),

gde je X(0) = x0.

Teorema 1.35 ([21], Teorema 1.22) Neka je V (x, t) ∈ C2,1
0 (R+×Rn). Tada postoji

operator L sistema (1.30) i važi

LV (t, x) =
∂V (t, x)

∂t
+

n∑
i=1

fi(t, x)
∂V (x, t)

∂xi
+

1

2

n∑
i=1

(ggT )ij(t, x)
∂2V (t, x)

∂xi∂xj
(1.34)

+

∫
Y

l∑
k=1

(V (t, x+ h(k)(t, x, u))− V (t, x) +▽V (t, x)h(k)(t, x, u))λk(duk).

Teorema 1.36 (Dynkinova formula I, [21], Teorema 1.23) Neka je X(t) sa vred-
nostima u Rn Lévyjeva difuzija i neka je φ ∈ C2

0(Rn). Neka je τ vreme zaustavljanja i
neka je E[τ |x0] <∞. Tada je

E[φ(xτ )|x0] = φ(x0) + E

[∫ τ

0

Lφ(x(t))dt|x0
]
,

gde je operator L(·) definisan sa (1.34).

Teorema 1.37 (Dynkinova formula II, [21], Teorema 1.24) Neka je X(t) sa vred-
nostima u Rn Lévyjeva difuzija, G ⊂ Rn otvoren skup i neka je φ ∈ C2(G) ∩ C(Ḡ).
Neka je τ <∞ vreme zaustavljanja i

τ ≤ τG := inf{t > 0;X(t) /∈ G

X(τ) ∈ Ḡ, s.i.

E

[
|φ(xτ )|+

∫ τ

0

Lφ(x(t))dt|x0
]
<∞,

Tada je

E[φ(xτ )|x0] = φ(x0) + E

[∫ τ

0

Lφ(x(t))dt|x0
]
,

gde je operator L(·) definisan sa (1.34).
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U nastavku ovog poglavlja je navedena Teorema upoređivanja rešenja stohastičkih
diferencijalnih jednačina, koja se može naći u [40].
Razmatraju se dve jednodimenzionalne stohastičke diferencijalne jednačine:

dX1(t) = X1(0) +

∫ t

0

f1(s,X1(s))ds+

∫ t

0

g1(s,X1(s))dB(s)

+

∫ t

0

∫
R
h1(s,X1(s

−), u)Ñ(ds, du),

i

dX2(t) = X2(0) +

∫ t

0

f2(s,X2(s))ds+

∫ t

0

g2(s,X2(s))dB(s)

+

∫ t

0

∫
R
h2(s,X2(s

−), u)Ñ(ds, du),

sa početnim uslovima X1(0) i X2(0).

Teorema 1.38 (Teorema upoređivanja rešenja SDJ, [40], Teorema 3.1) Sledeća
dva tvrđenja su ekvivalentna:
1) Za proizvoljno t ∈ [0, T ], važi

X1(0) ≤ X2(0) ⇒ X1(t) ≤ X2(t), s.i.

2) za svako (t,X) ∈ [0, T ] × R, koeficijenti fi(t,X), gi(t,X), i hi(t,X), i = 1, 2, zado-
voljavaju

f1(t,X) < f2(t,X),

g1(t,X) = g2(t,X),

h1(t,X, u) = h2(t,X, u), λ(du)− s.i.

1.9 Stohastičke funkcionalne diferencijalne jednačine
sa skokovima Lévyja

Neka su sve slučajne promenljive i procesi definisani na prostoru verovatnoće (Ω,F ,P)
sa filtracijom {Ft, t≥ 0} koja zadovoljava uobičajene uslove. Za fiksirano τ > 0, neka
je M([−τ, 0];Rd) familija càdlàg funkcija φ : [−τ, 0] → Rd, sa supremum-normom de-
finisanom na sledeći način ||φ|| := sup−τ≤θ≤0 |φ(θ)|. Pored toga, (M([−τ, 0];Rd), || · ||)
je Banahov prostor. Neka je M := M([−τ, 0];Rd), a D prostor svih F0-adaptiranih
slučajnih promenljivih φ ∈ M.

U ovom poglavlju se uvodi stohastička funkcionalna diferencijalna jednačina sa
skokovima Lévyja (SFDJsL) oblika

dX(t) = f(t,Xt) dt+ g(t,Xt) dB(t) +

∫
R
h(s,Xt, u)Ñ(dt, du), (1.35)

X0 = ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]}, (1.36)

gde su funkcionali f : [0, T ]×M → Rd, g : [0, T ]×M → Rd×m, h : [0, T ]×M×Rl →
Rd×m×l Borel merljivi, ξ je F0-merljiva slučajna promenljiva iz familije M, za koju važi
E||ξ||2 <∞ i Xt := {X(t+ θ), θ ∈ [−τ, 0]} je stohastički segment proces iz familije M
i interpretira se kao prošlost stanja u odnosu na trenutak t.
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Definicija 1.44 ([37], Definicija 1.5) Neka je τ vreme zaustavljanja filtracije Ft pri
čemu je 0 ≤ τ ≤ T < ∞ s.i. Tada se Ft-adaptiran, neprekidan stohastički proces
{X(t), 0 ≤ t < τ} sa vrednostima u Rd naziva lokalno rešenje jednačine (1.35) ako
je X0 = ξ i ukoliko postoji neopadajući niz {τk}k≥0 vremena zaustavljanja filtracije Ft

tako da 0 ≤ τk ↑ τ s.i. i

X(t) = x0 +

∫ t∧τk

0

f(s,Xs)ds+

∫ t∧τk

0

g(s,Xs)dB(s) +

∫ t∧τk

0

h(s,Xs, u)Ñ(ds, du),

t ∈ [0, T ), s.i.

U nastavku je navedena teorema koja daje uslove egzistencije i jedinstvenosti rešenja
stohastičkih funkcionalnih diferencijalnih jednačina sa skokovima Lévyja, koja se može
naći u [37].

Teorema 1.39 ([37], Teorema 2.12) Ako za funkcionale f, g i h važi uniformni Lip-
schitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da je

||f(t, φ)− f(t, ψ)|| ∨ ||g(t, φ)− g(t, ψ)|| ∨ ||h(t, φ, z)− h(t, ψ, z)|| ≤ K||φ− ψ||, (1.37)
||f(t, φ)|| ∨ ||g(t, φ)|| ∨ ||h(t, φ, z)|| ≤ K(1 + ||φ||), (1.38)

za svako t ∈ [0, T ] i φ, ψ ∈ M, tada postoji jedinstveno rešenje X(t) jednačine (1.35).

Kako SFDJsL (1.35) zavisi od stanja sistema iz prošlosti, njeno rešenjeX ne zadovo-
ljava svojstvo Markova. Međutim, u [37] je pokazano da segment proces Xt zadovoljava
svojstvo Markova.

Teorema 1.40 (Svojstvo Markova, [37], Teorema 3.9) Neka za funkcionale f, g
i h jednačine (1.18), važe uniformni Lipschitzov uslov (1.37) i uslov linearnog rasta
(1.38), i neka je X(ξ,x)(·), jedinstveno strogo rešenje sistema (1.35) sa početnom vred-
nošću (1.36). Tada polje

{(X(ξ,x)
t , X(ξ,x)(t)), t ≥ 0},

opisuje proces Markova sa verovatnoćama prelaza

p(t1, (ξ, x); t2, B) := P(ω : ω ∈ Ω, X
t1,(ξ,x)
t2 ∈ B), t1 ≤ t2, B ∈ B(M), (ξ, x) ∈ M,

tj, za svako (ξ, x) ∈ L2(Ω,F0;M) i svako B ∈ B(M), važi svojstvo Markova

P(X(ξ,x)
t2 ∈ B|Ft1) = p(t1, X

(ξ,x)
t1 , t2, B) = P

(
X

(ξ,x)
t2 ∈ B|X(ξ,x)

t1

)
, s.i.

na Ω.

1.10 Stohastičke diferencijalne jednačine sa skokovi-
ma Lévyja i prelazima Markova

Kod populacionih sistema, osim uticaja Gaussovog belog šuma, često je prisutan i
obojeni ili, takozvani, telegrafski šum. Njegov uticaj se ogleda u slučajnim prelazima
sistema iz jednog stanja u drugo, što zavisi od raznih slučajnih faktora poput godišnjeg
doba, doba dana i slično. Ovakvi prelazi se modeliraju korišćenjem lanaca Markova sa
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konačnim brojem stanja, što predstavlja ključnu motivaciju za proučavanje stohastičkih
diferencijalnih jednačina sa prelazima Markova.

Pored već uvedenih oznaka, neka a = {a(t), t ∈ [0, T ]} označava neprekidan zdesna
lanac Markova definisan na datom prostoru verovatnoća, sa konačnim skupom stanja
A = {1, 2, ..., N} i generatorom Γ = (γij)N×N definisanim sa

P{a(t+∆) = j|a(t) = i} =


γij∆+ o(∆), i ̸= j,

1 + γii∆+ o(∆), i = j,

pri čemu je ∆ > 0, a γij ≥ 0 predstavlja gustinu prelaza iz stanja i u stanje j, kada je
i ̸= j, dok je

γii = −
∑
j ̸=i

γij.

Pretpostavlja se da su lanac Markova a(t), Brownovo kretanje B(t) i kompenzovani
Poissonov proces Ñ(t, ω) međusobno nezavisni i definisani na istom potpunom pro-
storu verovatnoće (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P). Pritom je skoro svaka trajektorija procesa a(t)
neprekidna zdesna stepenasta funkcija sa konačnim brojem skokova na intervalu [0, T ].

Stohastička diferencijalna jednačina sa skokovima Lévyja i prelazima Markova je
oblika

dx(t) = f(t, x(t), a(t))dt+ g(t, x(t), a(t))dB(t)

+

∫
Y

h(t, x(t), a(t), u)Ñ(dt, du), (1.39)

x(0) = x0, a(0) = a0,

pri čemu su f : [0, T ]×Rd×A → Rd, g : [0, T ]×Rd×A → Rd×m, h : [0, T ]×Rd×A×Rl →
Rd×m×l Borelove funkcije.

Definicija 1.45 ([41], Definicija 1.14) Neka je τ vreme zaustavljanja filtracije F
pri čemu je 0 ≤ τ ≤ T < ∞ s.i. Tada se Ft-adaptiran, neprekidan stohastički proces
{X(t), 0 ≤ t < τ} sa vrednostima u Rd naziva lokalno rešenje jednačine (1.39) ako
je X0 = ξ i ukoliko postoji neopadajući niz {τk}k≥0 vremena zaustavljanja filtracije F
tako da 0 ≤ τk ↑ τ s.i. i

x(t) = x0 +

∫ t∧τk

0

f(s, x(s), a(s))ds+

∫ t∧τk

0

g(s, x(s), a(s))dB(s)

+

∫ t∧τk

0

∫
Y

h(s, x(s), a(s), u)Ñ(ds, du), t ∈ [0, T ), s.i.

Teorema 1.41 ([41], Propozicija 7.1) Neka koeficijenti f, g i h jednačine (1.39) za-
dovoljavaju sledeće uslove:

• Lipschitzov uslov: postoji konstanta K tako da za svako x, x̄, ∈ Rd, k ∈ A važi

|f(t, x, k)− f(t, x̄, k)|2 + ||g(t, x, k)− g(t, x̄, k)||2

+
d∑
i=1

l∑
j=1

∫
Y

|hij(t, x, k, uj)− hij(t, x̄, k, uj)|2λj(duj) ≤ K|x− x̄|2, (1.40)
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• uslov linearnog rasta: postoji konstanta K̄ > 0 tako da za svako (t, x, k) ∈ [0, T ]×
Rd × A važi

|f(t, x, k)|2 ∨ ||g(t, x, k)||2 +
∫
Y

l∑
j=1

|h(j)(t, x, k, uj)|2λj(duj) ≤ K̄(1 + |x|2). (1.41)

Tada postoji jedinstveno, càdlàg adaptirano rešenje {x(t), t ∈ [0, T ]} jednačine (1.39),
tako da je

E(|x(t)|2) <∞.

Teorema 1.42 ([41], Propozicija 9.2) Rešenje jednačine (1.39) je proces Markova.

1.11 Stohastičke diferencijalne jednačine sa skokovi-
ma Lévyja, kašnjenjem i prelazima Markova

Pretpostavlja se da su lanac Markova a(t), Brownovo kretanje B(t) i kompenzova-
ni Poissonov proces Ñ(t, ω) međusobno nezavisni i definisani na potpunom prostoru
verovatnoće (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P) za koje važe svi uslovi iz Poglavlja 1.10.

Stohastička diferencijalna jednačina sa skokovima Lévyja, kašnjenjem i prelazima
Markova je oblika

dx(t) = f(t, x(t), x(t− τ), a(t))dt+ g(t, x(t), x(t− τ), a(t))dB(t)

+

∫
Y

h(t, x(t), x(t− τ), a(t), u)Ñ(dt, du), (1.42)

x(0) := ξ = {ξ(θ), θ ∈ [−τ, 0]} ∈ L2
F0
([−τ, 0];Rd), a(0) = a0,

pri čemu su f : [0, T ] × Rd × Rd × A → Rd, g : [0, T ] × Rd × Rd × A → Rd×m,
h : [0, T ]× Rd × Rd × A× Rl → Rd×m×l Borelove funkcije.

Teorema 1.43 ([42], Teorema 3.1) Neka koeficijenti f, g i h jednačine (1.42) zado-
voljavaju sledeće uslove:

• (Lipschitzov uslov) postoji konstanta K tako da za svako x, y, x̄, ȳ ∈ Rd, k ∈ A
važi

|f(t, x, y, k)− f(t, x̄, ȳ, k)|2 + ||g(t, x, y, k)− g(t, x̄, ȳ, k)||2 (1.43)

+
d∑
i=1

l∑
j=1

∫
Y

|hij(t, x, y, k, uj)− hij(t, x̄, ȳ, k, uj)|2λj(duj) ≤ K
(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
,

• (uslov linearnog rasta) postoji konstanta K̄ > 0 tako da za svako (t, x, y, k) ∈
[0, T ]× Rd × Rd × A važi

|f(t, x, y, k)|2∨||g(t, x, y, k)||2+
∫
Y

l∑
j=1

|h(j)(t, x, y, k, uj)|2λj(duj) ≤ K̄(1+|x|2+|y|2).

(1.44)
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Tada postoji jedinstveno, càdlàg adaptirano rešenje {x(t), t ∈ [0, T ]} jednačine (1.42),
tako da je

E(|x(t)|2) <∞.

Teorema 1.44 ([42], Teorema 3.3) Neka za koeficijente jednačine (1.42) važi lo-
kalni Lipschitzov uslov tj. postoji konstanta Kn > 0 takva da za svako k ∈ A i svako
x, x̄, y, ȳ ∈ Rd za koje je |x| ∨ |x̄| ∨ |y| ∨ |ȳ| ≤ n, važi

|f(t, x, y, k)− f(t, x̄, ȳ, k)|2 + ||g(t, x, y, k)− g(t, x̄, ȳ, k)||2

+
d∑
i=1

l∑
j=1

∫
Y

|hij(t, x, y, k, uj)− hij(t, x̄, ȳ, k, uj)|2λj(duj) ≤ Kn

(
|x− x̄|2 + |y − ȳ|2

)
.

Tada postoji jedinstveno maksimalno lokalno rešenje stohastičke diferencijalne jedna-
čine (1.42).

Kako sistem SDJ (1.42) sadrži kašnjenje, tj. stanje sistema u sadašnjem trenutku
zavisi od stanja sistema iz prošlosti, rešenje {x(t)}t∈[0,T ] sistema (1.42) nije proces
Markova [37]. Međutim, važi sledeća teorema.

Teorema 1.45 (Formula Itôa za procese sa skokovima Lévyja, kašnjenjem i
prelazima Markova, [43], Teorema 1.2) Neka je proces x(t) sa vrednostima u Rn,
dat sa (1.42). Takođe, B(t) je m-dimenzionalno Brownovo kretanje i

N̄(dt, du)T =
(
N̄1(dt, du1), ..., N̄l(dt, dul)

)
=

(
N1(dt, du1)− I|z1|<R1λ1(du1)dt, ..., Nl(dt, dul)− I|zl|<Rlλl(dul)dt

)
,

pri čemu su {Nr} nezavisne Poissonove slučajne mere sa Lévyjevim merama λr, r ∈
{1, 2, ..., l}, koje potiču od nezavisnih jednodimenzionalnih Lévyjevih procesa Zr, r ∈
{1, 2, ..., l}.

Svaka kolona h(r) matrice h = [hij] dimenzije d × l, zavisi od u samo preko r-te
koordinate, odnosno,

h(r)(t, x, y, k, u) = h(r)(t, x, y, k, ur), (u1, ..., ul) ∈ Rl, k ∈ A.

Stoga je integral desne strane jednakosti (1.42) skraćeni matrični zapis. Kada se napiše
u razvijenom obliku relacija (1.42) je ekvivalentna relaciji

dxi(t) = fi(t, x, y, k)dt+
m∑
j=1

gij(t, x, y, k)dBj(t) +
l∑

j=1

∫
R
hij(t, x, y, k, uj)N̄j(dt, duj),

za 1 ≤ i ≤ d.
Neka je V (t, x, k) ∈ C1,2([0, T ] × Rd × A;R). Operator L(·) se definiše na sledeći

način

LV (t, x, y, k) = Vt(t, x, k) + f(t, x, y, k)Vx(t, x, k) (1.45)

+
1

2
trace[g(t, x, y, k)Vxx(t, x, k)g

T (t, x, y, k)]

+
l∑

r=1

∫
Y

(
V (t, x+ h(r)(t, x, y, k, ur), k)− V (t, x, k)

−Vx(t, x, k)h(r)(t, x, y, k, ur)
)
λr(dur) +

N∑
j=1

γkjV (t, x, k),(1.46)
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gde je

Vx(t, x, k) =

(
∂V (t, x, k)

∂x1
, ...,

∂V (t, x, k)

∂xd

)
,

Vxx(t, x, k) =

(
∂2V (t, x, k)

∂xi∂xj

)
d×d

.

Tada važi

V (t, x(t), a(t)) = V (0, x(0), a(0)) +

t∫
0

LV (s, x(s), x(s− τ), a(s))ds

+

t∫
0

g(s, x(s), x(s− τ), a(s))Vx(s, x(s), a(s))dB(s)

+
l∑

r=1

t∫
0

∫
Y

(V (s, x(s) + h(r)(s, x(s), x(s− τ), a(s), ur), k) (1.47)

−V (s, x(s), a(s)))Ñ(ds, dur)

+

t∫
0

∫
Y

(V (s, x(s), k0 + h̄(a(s), k))− V (s, x(s), a(s)))µ(ds, dk),

pri čemu je funkcija h̄ definisana sa

h̄(i, j) =

{
j − i, za y ∈ ∆ij,
0, inače,

µ(ds, dl) = ν(ds, dl)−µ(dl) predstavlja martingalnu meru, ν slučajnu Poissonovu meru,
µ Lebegovu meru na R, dok su ∆ij uzastopni, levo zatvoreni, desno otvoreni intervali
realne prave.

1.12 Ergodička stacionarna raspodela
Neka je X = {x(t), t ∈ T } stohastički proces sa vrednostima u Rd koji je definisan

na prostoru verovatnoća (Ω,F ,P), pri čemu σ−algebra Ft = σ{x(s), 0 ≤ s ≤ t} sadrži
sve informacije o procesu za vremenski period 0 ≤ s ≤ t. Već je u Definiciji 1.13 rečeno
da se proces x(·) naziva proces Markova ukoliko za svako 0 ≤ s ≤ t < ∞ i za sve
Borelove skupove B ∈ B važi

P(x(t) ∈ B|Fs) = P(x(t) ∈ B|x(s)) s.i.

Verovatnoća prelaza procesa Markova je funkcija P(s, x; t, B) definisana na 0 ≤ s ≤
t <∞, x ∈ R, B ∈ B, sa sledećim osobinama:

1. P(s, x; t, B) = P(x(t) ∈ B|x(s));

2. P(s, x; t, ·) je verovatnosna mera na familiji Borelovih skupova B;

3. P(s, ·; t, B) je Borel merljiva funkcija;
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4. P(s, x; t, B) =
∫
R
P(r, y; t, B)P(s, x; r, dy).

Osobina 4 predstavlja poznate jednačine Chapman31-Kolmogorova.
Svojstvo Markova u terminima verovatnoća prelaza može se iskazati kao P(x(t) ∈

B|Fs) = P(s, x(s); t, B). Iz tog razloga opravdano je zapisati P(x(t) ∈ B|x(s) = x) =
P(s, x; t, B), što zapravo predstavlja verovatnoću da će proces biti u skupu B u trenutku
t, pod uslovom da je u trenutku s, s ≤ t, bio u stanju x. Proces Markova je vremen-
ski homogen (u odnosu na t) ukoliko je verovatnoća prelaza P(s, x; t, B) stacionarna,
odnosno,

P(s+ u, x; t+ u,B) = P(s, x; t, B), 0 ≤ s ≤ t <∞, x ∈ R, B ∈ B.

U tom slučaju je verovatnoća prelaza funkcija koja zavisi od x,B i razlike vremenskih
trenutaka t − s, jer je P(s, x; t, A) = P(0, x; t − s, B). Na osnovu izloženog, jasno je
P(0, x; t, B) = P(x; t, B). U opštem slučaju, neka P(x; t, ·) označava verovatnoću defi-
nisanu na sledeći način

P(x; t, B) = P(x(t) ∈ B|x(0) = x),

za proizvoljan Borelov skup B ∈ B.

Definicija 1.46 ([22], Poglavlje I.5) Stacionarna raspodela procesa Markova je ve-
rovatnosna mera ϑ, definisana na merljivom prostoru

(
Rd,B(Rd)

)
, koja zadovoljava∫

Rd
P (x; t, B)ϑ(dx) = ϑ(B), za svako x ∈ Rd, B ∈ B.

Definicija 1.47 ([22], Poglavlje I.5) Stohastička diferencijalna jednačina ima sta-
cionarnu raspodelu π(·) ukoliko postoji verovatnoća π(·) definisana na merljivom pro-
storu (Rd,B), tako da je

lim
t→∞

P(x; t, B) = π(B), za svako x ∈ Rd, B ∈ B.

U nastavku će biti izloženi teorijski rezultati Khasminskog32 [13] koji se koriste
prilikom dokazivanja postojanja stacionarne raspodele stohastičkih diferencijalnih jed-
načina.

Neka su Bi(t), 1 ≤ i ≤ d, nezavisna Brownova kretanja definisana na (Ω,F ,P).
Neka je Rd

+ = {x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd : xi > 0, 1 ≤ i ≤ d}.
Pretpostavlja se da je {x(t), t ≥ 0} homogen proces Markova u d-dimenzionalnom

Euklidovom prostoru Ed i da zadovoljava stohastičku diferencijalnu jednačinu

dx(t) = f(x(t))dt+
d∑
r=1

gr(x(t))dBr(t). (1.48)

Difuziona matrica procesa X data je sa G(x) = (ḡij(x)), i, j = 1, . . . , d, pri čemu je
ḡij(x) =

∑d
k=1 g

i
k(x)g

j
k(x).

Sledeća lema daje uslove pod kojima jednačina (1.48) ima ergodičku stacionarnu
raspodelu.

31Sydney Chapman
32Rafail ZalmonovichKhasminskii
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Lema 1.6 ([13], Teorema 4.1) Proces Markova x(·) (1.48) ima jedinstvenu ergo-
dičku stacionarnu raspodelu π(·) ukoliko postoji ograničen domen D ⊂ Rd sa glatkom
granicom ∂D i
(A.1) u domenu D i nekoj njegovoj okolini najmanja sopstvena vrednost difuzione ma-
trice G(x) nije u okolini nule;
(A.2) ukoliko je z ∈ Rd \D tada je srednje vreme τ, za koje trajektorija koja polazi iz
z dostiže skup D, konačno i supz∈K E(τ |x(0) = z) <∞ za bilo koji kompaktan podskup
K ∈ Rd.

Lema 1.7 ([13], Teorema 4.2) Neka proces Markova x(·) (1.48) ima jedinstvenu er-
godičku stacionarnu raspodelu π(·) i neka je f(x) integrabilna funkcija u odnosu na
meru π(·). Tada za svako x ∈ Rd važi

P
{
lim
t→∞

1

t

∫ t

0

f(x(s))ds =

∫
Rd
f(x)π(dx)

}
= 1.

Napomena 1.4 U radu [44], Napomena 3.2 na strani 1160, autori su pokazali da se
uslov (A.1) iz Leme 1.6 može zameniti slabijim uslovom: postoji i ∈ {1, 2, . . . , d} i
pozitivna konstanta κ tako da je

ḡii(x) ≥ κ, za svako x ∈ D ⊂ Rd. (1.49)

U ovoj disertaciji se primenjuju procesi koji zadovoljavaju jače svojstvo od svoj-
stva Markova, tzv. Fellerovo svojstvo. Definicija Fellerovog svojstva i Fellerovih procesa
uključuje uvođenje pretpostavke neprekidnosti za funkciju prelaza, što zahteva da se
razmatraju procesi unutar topološkog prostora (E, TE). Pretpostavlja se da je (E, TE)
lokalno kompaktan33, separabilan prostor sa prebrojivom bazom34 (engleski naziv: lo-
cally compact, separable space with a countable basis, kraće: lccb prostor).

Za topološki prostor E, C0(E) označava neprekidne funkcije sa realnim vrednostima
koje nestaju u beskonačnosti35, tj. funkcije za koje je skup {x : |f(x)| > ϵ} kompaktan
za svako ϵ > 0.

Definicija 1.48 (Svojstvo Fellera, [22], Poglavlje I.5) Neka je E lccb prostor. Ta-
da, funkcija prelaza {Pt}t≥0 poseduje svojstvo Fellera ako za svako f ∈ C0(E) važi

• Ptf ∈ C0(E),

• preslikavanje t→ Ptf je neprekidno u odnosu na normu topologije prostora C0(E),

• P0f = f.

Definicija 1.49 (Proces Fellera, [22], Poglavlje I.5) Proces Markova čija funkci-
ja prelaza ima svojstvo Fellera je proces Fellera.

Primeri procesa Fellera su Brownovo kretanje, Poissonov proces i svi procesi Lévyja.
33Topološki prostor E se naziva lokalno kompaktnim ako svaka tačka x ∈ E ima kompaktnu okolinu.
34Baza za topologiju T prostora E je porodica otvorenih skupova takva da svaki otvoreni skup može

biti izražen kao unija nekih elemenata iz baze.
35Funkcija f(x) nestaje u beskonačnosti ako njene vrednosti teže nuli dok njen argument x teži

beskonačnosti.
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Teorema 1.46 ([22], Teorema I.5.46) Neka je X càdlàg Fellerov proces u odnosu
na filtraciju F. Tada je on i proces Markova u odnosu na F.

U nastavku je navedena lema koja daje uslove pod kojima je rešenje SDJ sa skoko-
vima Lévyja proces Fellera. Neka je

dX0(t) = f(t,X0(t))dt+ g(t,X0(t))dB(t), (1.50)

dX(t) = f(t,X(t))dt+ g(t,X(t))dB(t) +

∫
Y

h(t,X−(t), u)Ñ(dt, du). (1.51)

Napomena 1.5 U [45], Sekcija 2 i [46], Poglavlje V, Sekcija 8, je pokazano da je
dovoljan uslov da proces X0(·) (1.50) ima strogo svojstvo Fellera i gustinu prelaza, da
je difuziona matrica tog procesa uniformno pozitivna.

Lema 1.8 ([47], Lema 4.3) Neka je karakteristična mera λ(·) procesa Lévyja N sa
kompenzatorom Ñ konačna i neka proces X0(·) (1.50) ima strogo svojstvo Fellera i
gustinu prelaza u odnosu na Lebesgueovu meru. Tada proces X(·) (1.51) ima strogo
svojstvo Fellera i gustinu prelaza u odnosu na Lebesgueovu meru.

U nastavku sledi formulacija leme koja se koristi da bi se dokazala egzistencija
stacionarne raspodele za procese Fellera.

Lema 1.9 (Međusobno isključive verovatnoće, [48], Teorema 4.2) Neka je x(·)
proces Fellera i C kompaktan skup. Tada, ili postoji invarijantna verovatnosna mera ϑ
ili je

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

P(s, x, C)ds = 0, (1.52)

gde je P(s, x, C) verovatnoća da x(s) ∈ C i x(0) = x0.

1.13 Osnovni pojmovi populacione dinamike
Glavni rezultati ove disertacije se odnose na širenje različitih zaraznih bolesti među

populacijom domaćina. U zavisnosti od toga kakav uticaj ta bolest ima na pojedince
iz populacije, populacija domaćina se deli na podklase, na primer, podložnih nekoj
bolesti, inficiranih, oporavljenih i slično. Značajno je ispitati dinamiku širenja bolesti.
Iz tog razloga se u ovom poglavlju uvode osnovni pojmovi populacione dinamike koji
će kasnije biti razmatrani za svaki od modela pojedinačno.

Neka je (Ω,F ,P) kompletan prostor verovatnoća sa filtracijom {Ft, t ≥ 0} koja
zadovoljava uobičajene uslove. Neka N(t) predstavlja veličinu posmatrane populacije
u trenutku t ≥ 0 i neka je početni broj jedinki u populaciji N(0) = N0 > 0 skoro
izvesno.

Definicija 1.50 ([49], Definicija 2.2) Osnovni pojmovi populacione dinamike:

• Do lokalnog istrebljenja populacije dolazi ako za broj jedinki u populaciji N(t), t ≥
0, važi da je

lim
t→∞

N(t) = 0 s.i.
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• Populacija je neperzistentna u srednjem ako za broj jedinki u populaciji N(t), t ≥
0, važi da je

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

N(s) ds = 0 s.i.

• Do eksponencijalnog istrebljenja populacije dolazi ako za broj jedinki u populaciji
N(t), t ≥ 0, važi da je

lim sup
t→∞

1

t
N(t) = 0 s.i.

• Populacija je stohastički slabo perzistentna ako za broj jedinki u populaciji N(t), t ≥
0, važi da je

lim sup
t→∞

1

t
N(t) > 0 s.i.

• Populacija je stohastički slabo perzistentna u srednjem ako za broj jedinki u po-
pulaciji N(t), t ≥ 0, važi da je

lim sup
t→∞

1

t

∫ t

0

N(s) ds > 0 s.i.

• Populacija je stohastički strogo perzistentna u srednjem ako za broj jedinki u
populaciji N(t), t ≥ 0, važi da je

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

N(s) ds > 0 s.i.

• Populacija je stohastički postojana ako za proizvoljno ϵ ∈ (0, 1) postoje pozitivne
konstante β = β(ϵ) i M = M(ϵ) tako da za broj jedinki u populaciji N(t), t ≥ 0,
važi da je

P
{
lim inf
t→∞

N(t) ≥ β
}
≥ 1− ϵ i P

{
lim sup
t→∞

N(t) ≤M

}
≥ 1− ϵ.

Na osnovu prethodne definicije može se zaključiti da iz eksponencijalnog istreblje-
nja populacije sledi njena neperzistentnost u srednjem i lokalno istrebljenje. Takođe, iz
stohastičke postojanosti populacije sledi njena stohastička stroga i slaba perzistentnost
u srednjem i slaba perzistentnost, iz stohastičke stroge perzistentnosti u srednjem sledi
njena stohastička slaba perzistentnost u srednjem i slaba perzistentnost, a iz stoha-
stičke slabe perzistentnosti u srednjem sledi njena stohastička slaba perzistentnost. U
opštem slučaju, obrnuto ne važi. Pored toga, populacija je stohastički postojana, ako
je stohastički ograničena i perzistentna.

1.14 Elementarne, integralne i stohastičke nejedna-
kosti

Prilikom dokazivanja glavnih rezultata u ovoj disertaciji, koristiće se neke elemen-
tarne nejednakosti, nejednakost izmedju aritmetičke i geometrijske sredine kao i stoha-
stičke nejednakosti.
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• Elementarne nejednakosti koje će biti navedene mogu se naći u [50]. Neka su
a, b ∈ R i ϵ > 0 proizvoljni. Tada:

(a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2;

±2ab ≤ a2 + b2;

|ab| ≤ ϵa2 +
1

ϵ
b2.

• Nejednakost izmedju aritmetičke i geometrijske sredine (A-G nejednakost) [50]:
Za proizvoljne nenegativne realne brojeve x1, x2, . . . , xn, n ∈ N, važi nejednakost

x1 + x2 + . . .+ xn
n

≥ n
√
x1 · x2 · . . . · xn

Za potrebe daljeg razmatranja biće navedena jedna od verzija Grönwall36–Bellmanove37

nejednakosti, s obzirom na to da postoji više verzija. Dokaz navedene nejednakosti se
može naći u [18].

Teorema 1.47 (Grönwall–Bellmanova nejednakost, [18], Teorema 1.8.1) Neka
je T > 0 i c ≥ 0. Neka je u(·) Borelova ograničena nenegativna funkcija definisana na
[0, T ] i neka je v(·) nenegativna integrabilna funkcija na [0, T ]. Ako je

u(t) ≤ c+

∫ t

0

v(s)u(s)ds, t ∈ [0, T ],

tada je
u(t) ≤ c e

∫ t
0 v(s)ds, t ∈ [0, T ].

Teorema 1.48 (Hölderova38 nejednakost, [18], Poglavlje 1.2) Neka je p > 1,
1
p
+ 1

q
= 1, i X, Y slučajne promenljive takve da X ∈ Lp(Ω,Rd), Y ∈ Lq(Ω,Rd). Tada

je
E |XTY | ≤ E(Xp)

1
p E(Y q)

1
q .

Teorema 1.49 (Chebyshevljeva39 nejednakost, [18], Poglavlje 1.2) Neka je p >
0, b > 0 i X slučajna promenljiva takva da X ∈ Lp(Ω,Rd). Tada je

P{ω ∈ Ω : |X(ω)| ≥ b} ≤ b−pE|X|p.

Teorema 1.50 (Burkholder40-Davis41-Gundyjeva42 nejednakost, [18], Teore-
ma 1.7.3) Neka je g ∈ L2(R+;Rd×m). Za t > 0, definiše se,

x(t) =

∫ t

o

g(s)dB(s) i A(t) =

∫ t

0

|g(s)|2ds.

36ThomasHakonGrönwall
37RichardBellman
38OttoHölder
39Pafnuty Chebyshev
40DonaldL.Burkholder
41BurgessDavis
42RichardF.Gundy
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Tada, za svako p > 0, postoji univerzalne pozitivne konstante cp, Cp (koje zavise samo
od p), tako da je

cp E |A(t)|
p
2 ≤ E

(
sup
0≤s≤t

x(s)p
)

≤ Cp E |A(t)|
p
2 ,

za svako t > 0. Specijalno, može se uzeti

cp =
(p
2

)p
, Cp =

(
32

p

) p
2

, za 0 ≤ p < 2,

cp = 1, Cp = 4, za p = 2,

cp = (2p)−
p
2 , Cp =

[
pp+1

2(p− 1)p−1

] p
2

, za p > 2.

Lema 1.10 (Fatouova43 lema, [18], Lema 1.2.4) Neka je (Ω,F , µ) merljiv pro-
stor i X ∈ F , i neka je {fn} niz (F ,BR̄+

)-merljivih nenegativnih funkcija, pri čemu
fn : X → [0,+∞]. Definiše se funkcija f : X → [0,+∞], f(x) := lim inf

n→∞
fn(x), za sva-

ko x ∈ X. Tada je f (F ,BR̄+
)-merljiva funkcija i važi∫
X

f dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
X

fn dµ,

pri čemu integrali i granična vrednost mogu biti beskonačni.

U nastavku su navedene eksponencijalne martingalne nejednakosti koje će biti pri-
menjivane u dokazivanju glavnih rezultata.

Teorema 1.51 (Eksponencijalna martingalna nejednakost, [18], Teorema 1.7.4)
Neka je g = (g1, . . . , gm) ∈ L2(R+;R1×m), i neka su T, α, β proizvoljni pozitivni broje-
vi. Tada važi

P

{
sup
t∈[0,T ]

[∫ t

0

g(s)dB(s)− α

2

∫ t

0

|g(s)|2ds
]
> β

}
≤ e−αβ.

Teorema 1.52 (Eksponencijalna martingalna nejednakost sa skokovima, [23],
Teorema 5.2.9) Neka su g : [t0,∞) → R i h : [t0,∞) × Y → R, t0 ≥ 0, predvidivi
Ft-adaptirani procesi tako da je, za svako T > 0,∫ T

t0

|g(t)|2 dt <∞, i
∫ T

t0

∫
Y

|h(t, u)|2 λ(du)dt <∞, s.i.

Tada za svake dve konstante α, β > 0, važi

P
{

sup
t0≤t≤T

[∫ t

t0

g(s)dB(s)− α

2

∫ t

t0

|g(s)|2 ds+
∫ t

t0

∫
Y

h(s, u)Ñ(ds, du)

− 1

α

∫ t

t0

∫
Y

(
eαh(s,u) − 1− αh(s, u)

)
λ(du)ds

]
> β

}
≤ e−αβ.

43Pierre Joseph ÉtienneFatou
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Glava 2

Stohastički epidemiološki modeli
širenja bolesti koje se prenose putem
vektora

Bolesti koje se prenose putem vektora predstavljaju značajnu pretnju javnom zdra-
vlju širom sveta. Ozbiljnost ovih bolesti ogleda se u njihovom potencijalu da izazovu
velike zdravstvene, socijalne i ekonomske posledice. Često imaju visoke stope smrt-
nosti ili dugotrajne posledice po zdravlje, dok njihovo širenje zavisi od kompleksnih
interakcija između vektora (komaraca, krpelja i dr.), domaćina (ljudi, ptica, konja i
dr.) i okruženja. Bolesti koje se prenose putem vektora, kao što su malarija, denga,
virus Zapadnog Nila, Zika virus i lajmska bolest, postale su sve šire rasprostranjene
širom sveta. Ovo širenje je u velikoj meri podstaknuto faktorima kao što su klimatske
promene, koje omogućavaju vektorima, poput komaraca i krpelja, da nastanjuju nova
područja. Urbanizacija i globalizacija dodatno doprinose ovom procesu, jer povećava-
ju ljudsku mobilnost i stvaraju povoljne uslove za širenje vektora u područjima koja
prethodno nisu bila ugrožena. Kao rezultat toga, bolesti koje su ranije bile ograničene
na specifične geografske regije sada se pojavljuju i u novim, neočekivanim područjima,
čineći ih ozbiljnim globalnim izazovom za javno zdravlje. Za mnoge bolesti koje prenose
vektori ne postoje specifični lekovi ili vakcine (npr. virus Zapadnog Nila i denga gro-
znica), a mogu izazvati ozbiljne simptome poput visoke temperature, bolova, krvarenja
i neuroloških komplikacija, pa i da dovedu do smrtnog ishoda. Njihovo razumevanje,
praćenje i kontrola, uz razvoj preventivnih mera i terapija, ključni su za smanjenje
njihovog uticaja na globalnom nivou.

Epidemiološki modeli širenja bolesti koje se prenose putem vektora igraju ključnu
ulogu u razumevanju dinamike širenja bolesti, proceni uticaja mera kontrole i pružaju
dragocene uvide u epidemiologiju bolesti kao što su malarija, virus Zapadnog Nila i
Zika virus. Modeli koji opisuju ove bolesti su složeni jer uključuju interakciju izme-
đu domaćina i vektora, koji predstavljaju ključni element u širenju bolesti. Direktan
kontakt među domaćinima nije značajan u ovim modelima. Ovi modeli su često uop-
štenja klasičnih kompartmentalnih modela, koji pored dinamike populacije domaćina,
uzimaju u obzir i dinamiku populacije vektora.

Ova glava je organizovana na sledeći način. U Poglavlju 2.1 su predstavljeni de-
terministički modeli širenja virusa Zapadnog Nila razmatrani u [11], na osnovu kojih
su formulisani odgovarajući stohastički modeli u Poglavljima 2.2 i 2.3. Pored toga,
u Poglavlju 2.2 dokazano je postojanje i jedinstvenost globalnog pozitivnog rešenja

44



Uvod i motivacija

stohastičkog modela koji uključuje populacije vektora i jednu populaciju domaćina i
dobijeni su dovoljni uslovi pod kojima dolazi do iskorenjivanja i perzistentnosti bolesti.
U Poglavlju 2.3 dokazano je postojanje i jedinstvenost globalnog pozitivnog rešenja
stohastičkog modela koji uključuje populacije vektora i dve vrste domaćina i dobijeni
su dovoljni uslovi pod kojima dolazi do iskorenjivanja i perzistentnosti bolesti. Pored
toga, Poglavlja 2.2 i 2.3, sadrže numeričke simulacije koje ilustruju teorijske rezultate.

2.1 Uvod i motivacija
Virus Zapadnog Nila (VZN) je virus koji uzrokuje groznicu Zapadnog Nila i neuro-

invazivnu bolest Zapadnog Nila kod ljudi. Prenosni ciklus VZN uključuje komarce kao
vektore i ptice kao prirodne rezervoare ili amplifikacione domaćine. Glavni vektori su
komarci iz rodova Culex i Aedes, ali je poznato da i drugi rodovi komaraca u prirodi
mogu biti zarazni, dok veliki broj divljih ptica može igrati ulogu amplifikacionih doma-
ćina. Virus Zapadnog Nila može inficirati ljude, konje i druge sisare, koji predstavljaju
krajnje domaćine, jer se sa njih virus ne može preneti nazad na komarce, budući da
razvijaju niske nivoe viremije. Danas bolesti koje prenose vektori predstavljaju glavni
uzrok smrti u mnogim zemljama u razvoju. Trenutno je virus Zapadnog Nila prisutan
u Africi, na Bliskom Istoku, u Evropi, Aziji, Australiji i Americi, te je postao najra-
sprostranjeniji virus iz porodice flavivirusa koji može prouzrokovati encefalitis (upalna
stanja koja zahvataju mozak).

U epidemiologiji, matematički modeli predstavljaju moćne alate za proširivanje zna-
nja o dinamici epidemija kako bi se one mogle kontrolisati. U radu [51], autori su uveli
deterministički model koji se sastoji iz sistema običnih diferencijalnih jednačina (ODJ)
za opisivanje dinamike širenja VZN i ispitali uticaj migratornih ptica i temperatur-
nih uslova na njegovu dinamiku. U [52] je razmatran deterministički model prenosa
VZN koji se sastoji iz sistema ODJ u koji je uključena mera uklanjanja komaraca, i
analizirana dinamika prenosa bolesti. U radu [53] je primenjen statistički pristup za
analizu širenja VZN, kako bi se identifikovali ključni faktori iz okruženja koji doprinose
njegovom prenosu.

U realnosti, epidemiološki modeli su neizbežno podložni slučajnim uticajima iz
okruženja. Stoga je prirodno uključiti slučajne fluktuacije opisane šumovima u epi-
demiološke modele kako bi se oni učinili realističnijim u poređenju sa njihovim deter-
minističkim pandanima. Fluktuacije iz okruženja mogu se uključiti u ove modele na
različite načine. Jedan od načina je perturbacija određenih parametara modela, poput
stope prenosa, stope smrtnosti i drugih (videti, na primer, [1–3]), pomoću Brownovog
kretanja. Drugi način je uvođenje šuma u deterministički model proporcionalno odgo-
varajućim klasama modela (videti, na primer, [4], [5]), dok treći način podrazumeva
uvođenje pretpostavke da se parametar modela može opisati nekim procesom, npr.
stacionarnim Ornstein-Uhlenbeckovim procesom (kao u radovima [6], [7]). Stohastički
epidemiološki model širenja bolesti koje prenose vektori, je razmatran u [54], gde su us-
postavljeni uslovi za stabilnost endemskog ekvilibrijuma za modele sa i bez kašnjenja.
U ovoj glavi je cilj proučiti neke epidemiološke modele za prenos VZN u stohastičkom
okviru i otkriti kako slučajni uticaji iz okruženja utiču na dinamiku prenosa bolesti.
Stohastički epidemiološki modeli su konstruisani na bazi determinističkih epidemio-
loških modela širenja VZN koji su predstavljeni u radu [11], tako što su koeficijenti
prenosa perturbovani pomoću međusobno nezavisnih Brownovih kretanja.
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2.1.1 Deterministički modeli širenja virusa Zapadnog Nila

U ovom poglavlju su predstavljeni deterministički epidemiološki modeli širenja vi-
rusa Zapadnog Nila u populacijama komaraca kao vektora i ptica kao domaćina, koji
su analizirani u [11].

Ukupna populacija vektora podeljena je u tri klase: podložni (Sv), izloženi (Ev) i
zaraženi (Iv) vektori. Slično tome, ukupna populacija ptica podeljena je u četiri klase:
podložne (Sb), izložene (Eb), zaražene (Ib) i oporavljene (Rb) ptice. Parametari koji
se odnose na populaciju vektora imaju indeks "v", dok parametari koji se odnose na
populaciju ptica imaju indeks "b". Broj podložnih komaraca i ptica se uvećava po kon-
stantnoj stopi ψj, j ∈ {v, b}, dok se sve klase populacija komaraca i ptica umanjuju po
stopi µj, j ∈ {v, b} koja predstavlja prirodnu stopu smrtnosti. Izloženi komarci (ptice)
postaju zaraženi po konstantnoj stopi νv (νb), koja predstavlja recipročnu vrednost pe-
rioda inkubacije. Zaražene ptice se oporavljaju po stopi γb i umiru od bolesti po stopi
δb, dok oporavljene ptice gube imunitet i postaju podložne po stopi ρb. K predstavlja
kapacitet (maksimalni broj jedinki) populacije ptica i neka je

H :=
µb
ψb
K.

Ukupne populacije komaraca i ptica u trenutku t ≥ 0 su označene sa

Nv(t) = Sv(t) + Ev(t) + Iv(t) i Nb(t) = Sb(t) + Eb(t) + Ib(t) +Rb(t).

U nastavku će biti opisana dva deterministička epidemiološka modela prenosa VZN.
Model I se sastoji iz populacija vektora i jedne vrste ptica, dok se Model II sastoji iz
populacija vektora i dve vrste ptica (stanarice i selice/migracione).

Model I. Podložni komarci prelaze u klasu izloženih komaraca kada ujedu zaraženu
pticu, po stopi infekcije λv(t). Slično, osetljive ptice prelaze u klasu izloženih ptica kada
ih ujede zaraženi komarac, po stopi infekcije λb(t). Snage infekcija vektora λv(t) i ptica
λb(t), definisane su kao

λv(t) := bvb(t)βvb
Ib(t)

Nb(t)
i λb(t) := bbv(t)βbv

Iv(t)

Nv(t)
.

Snaga infekcije ptica λb(t), predstavlja proizvod prosečnog broja ujeda po ptici dnevno(
bvb(t) =

b(t)
Nb(t)

)
, verovatnoće prenosa virusa sa komarca na pticu (βbv) i verovatnoće(

Iv(t)
Nv(t)

)
da je komarac zarazan u trenutku t. Snaga infekcije komaraca, λv(t), definiše

se slično kao λb(t), i predstavlja proizvod prosečnog broja ujeda po komarcu dnevno(
bbv(t) =

b(t)
Nv(t)

)
, verovatnoće prenosa virusa sa ptice na komarca (βvb) i verovatnoće(

Ib(t)
Nb(t)

)
da je ptica zarazna u trenutku t.

Za stopu ujeda se pretpostavlja da je nelinearna funkcija oblika

b(t) =
σvNv(t)σbNb(t)

σvNv(t) + σbNb(t)
,

gde je σv prosečan broj ujeda za komarca dnevno ukoliko postoji dostupan domaćin, σb
broj ujeda koje domaćin može tolerisati dnevno nakon čega će preduzeti mere zaštite
protiv dodatnih ujeda (npr. napuštanjem područja).
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Deterministički epidemiološki model za modeliranje dinamike širenja virusa Zapad-
nog Nila dat je sledećim sistemom jednačina

dSv(t) = (ψvNv(t)− λv(t)Sv(t)− µvSv(t)) dt,

dEv(t) = (λv(t)Sv(t)− νvEv(t)− µvEv(t)) dt,

dIv(t) = (νvEv(t)− µvIv(t)) dt,

dSb(t) = (ψbH + ρbRb(t)− λb(t)Sb(t)− µbSb(t)) dt,

dEb(t) = (λb(t)Sb(t)− νbEb(t)− µbEb(t)) dt,

dIb(t) = (νbEb(t)− γbIb(t)− µbIb(t)− δbIb(t)) dt,

dRb(t) = (γbIb(t)− ρbRb(t)− µbRb(t)) dt. (2.1)

Opseg vrednosti parametara modela, koji je preuzet iz nekoliko naučniih radova
(videti [55–68]), dat je u Tabeli 2.1.

Parametar Vrednost Rang Jedinica
βvb 0.9738 0.65-1 ujed−1

βvm 0.8875 0.65-1 ujed−1

βiv 0.462 0.32-0.58 ujed−1

ψv 0.0666 – dan−1

µv 0.0666 0.05-0.33 dan−1

νv 0.1 0.07-0.14 dan−1

δv 0 – dan−1

σv 0.25 0.125-0.33 ujeda× dan−1

ψm 0.0014 0-0.033 dan−1

µm 0.0014 0-0.01 dan−1

νm 0.5 0.33-1 dan−1

γm 0.2222 0.2-0.25 dan−1

ρm 0 – dan−1

δm 0 0-0.125 dan−1

σm 30 0−∞ ujeda× dan−1

ψb 0.0164 0-0.022 dan−1

µb 0.0014 0-0.01 dan−1

νb 0.5 0.33-1 dan−1

γb 0.1 0-0.2 dan−1

ρb 0 – dan−1

δb 0.26 0.125-0.33 dan−1

σb 5 0−∞ ujeda× dan−1

Tabela 2.1: Opseg vrednosti parametara modela (2.1)

Širok spektar vrsta ptica može biti optimalan domaćin za VZN, pa različite preferen-
ce koje komarci imaju prema određenim vrstama ptica mogu biti ključne u modeliranju
širenja VZN. Zbog toga je u radu [11] razmatran i deterministički model širenja VZN
koji sadrži dve vrste ptica (stanarice i selice/migracione ptice).

Preferirani domaćin za vrstu Culex pipiens, koja je važan vektor u prenošenju VZN-
a, jeste američki drozd (videti [69]). Iz tog razloga, da bi procenili opseg vrednosti pa-
rametara za populaciju ptica selica, autori su izabrali američkog drozda kao vrstu ptica
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selica, iako u ovu kategoriju mogu spadati i druge vrste ptica (npr. severni kardinali,
domaći vrapci ([70–72])).

Model II. U modelu sa dve vrste ptica, klase i parametri koji se odnose na ptice
selice označeni su indeksom m (migracione ptice), dok je za stanarice ostao indeks b kao
u modelu (2.1). Parametri koji se odnose na ptice selice su: stopa rađanja ψm, prirodna
stopa smrtnosti µm, stopa pri kojoj ptice selice postaju zaražene νm, stopa oporavka
γm, stopa smrtnosti zbog bolesti δm, stopa pri kojoj oporavljene ptice gube imunitet
ρm. Parametri σm i σb sadrže preferencu komaraca prema različitim vrstama ptica.
Veće vrednosti parametara σi, i ∈ {b,m} označavaju veću preferencu koju komarac
ima prema toj vrsti ptica. Ovde se pretpostavlja da komarci imaju veću preferencu
prema pticama selicama i da ptice selice imaju nižu stopu smrtnosti zbog bolesti u
odnosu na ptice stanarice. Stopa ujeda i-te populacije ptica je data sa σiNi(t)

σmNm(t)+σbNb(t)
,

za i = m, b.
Deterministički model širenja VZN sa dve vrste ptica, predstavljen u [11], ima

sledeći oblik:

dSv(t) = (ψvNv(t)− λv(t)Sv(t)− µvSv(t)) dt,

dEv(t) = (λv(t)Sv(t)− νvEv(t)− µvEv(t)) dt,

dIv(t) = (νvEv(t)− µvIv(t)) dt,

dSb(t) = (ψbH − λb(t)Sb(t)− µbSb(t)) dt,

dIb(t) = (λbSb(t)− γbIb(t)− µbIb(t)− δbIb(t)) dt,

dRb(t) = (γbIb(t)− µbRb(t)) dt.

dSm(t) = (ψmH − λm(t)Sm(t)− µmSm(t)) dt,

dIm(t) = (λmSm(t)− γmIm(t)− µmIm(t)− δmIm(t)) dt,

dRm(t) = (γmIm(t)− µmRm(t)) dt. (2.2)

U ovom modelu, snage infekcije λb(t) i λm(t) su modifikovane kako bi uključile
populaciju ptica selica i mogu se izračunati kao proizvod ukupnog broja ujeda po ptici
b(t)
Ni(t)

, i ∈ {b,m}, verovatnoće da je komarac zaražen Iv(t)
Nv(t)

, u trenutku t, verovatnoće
prenosa po ujedu, βiv, i ∈ {b,m}, i udelom ujeda koji se dešavaju na razmatranoj vrsti
ptica, σiNi(t)

σmNm(t)+σbNb(t)
, i = b,m. Snaga infekcije populacije komaraca, λv(t), može se

izračunati kao zbir snaga infekcije populacija domaćih i ptica selica. Odnosno,

λv(t) := bvb(t)βvb
Ib(t)

Nb(t)
+ bvm(t)βvm

Im(t)

Nm(t)
,

λb(t) := bbv(t)βbv
Iv(t)

Nv(t)
, λm(t) := bmv(t)βmv

Iv(t)

Nv(t)
.

Za i ∈ {b,m}, bvi(t) označavaju stope ujeda po ptici stanarici ili selici od strane komarca
dnevno, dok biv(t) označava stopu ujeda ptice stanarice ili selice po komarcu dnevno i
definišu se na sledeći način:

bvb(t) :=
b(t)

Nb(t)

σbNb(t)

σmNm(t) + σbNb(t)
, bvm(t) :=

b(t)

Nm(t)

σmNm(t)

σmNm(t) + σbNb(t)
,

bbv(t) :=
b(t)

Nv(t)

σbNb(t)

σmNm(t) + σbNb(t)
, bmv(t) :=

b(t)

Nv(t)

σmNm(t)

σmNm(t) + σbNb(t)
,
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gde je b(t) stopa ujeda u trenutku t,

b(t) :=
σvNv(t)(σmNm(t) + σbNb(t))

σvNv(t) + σmNm(t) + σbNb(t)
.

Stopa ujeda u modelu sa dve vrste ptica uključuje različitu dostupnost ptica i preference
komaraca.

2.2 Stohastički epidemiološki model širenja virusa Za-
padnog Nila sa jednom vrstom ptica

Kako slučajne varijacije iz okruženja mogu imati značajan uticaj na sve sfere života,
prirodno je istražiti kako takve varijacije utiču na dinamiku epidemioloških modela. U
ovom poglavlju će, na osnovu determinističkog modela (2.1) koji opisuje širenje VZN
u populacijama komaraca kao vektora i ptica stanarica, biti konstruisan stohastički.

Neka je (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P) kompletan prostor verovatnoće sa prirodnom filtracijom
{Ft}t≥0, koja je neprekidna zdesna takva da F sadrži sve skupove mere nula. Pored
toga, neka su B1(·) i B2(·) međusobno nezavisna standardna Brownova kretanja, defi-
nisana na datom prostoru verovatnoće i

R7
+ := {(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7) |xi > 0, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}} .

Pretpostavlja se da fluktuacije iz okruženja utiču na parametre transmisije βvb i βvb
tako da je

βvb 7−→ βvb + σ1Ḃ1(t),

βbv 7−→ βbv + σ2Ḃ2(t), (2.3)

pri čemu su σ2
1 > 0 i σ2

2 > 0 intenziteti belih šumova Ḃ1(t) =
dB1(t)
dt

i Ḃ2(t) =
dB2(t)
dt

, t ≥
0, redom. Ovi diferencijali ne postoje u običnom (jakom) smislu, ali kako su preslikava-
nja t 7−→ Bi(t, ω), i = 1, 2, neprekidna za skoro svako ω, ona su slabo diferencijabilna
za skoro svako ω, i mogu se interpretirati u slabom smislu (videti Poglavlje 1.2).

Zamenom (2.3) u (2.1), dobija se stohastički model oblika

dSv(t) = (ψvNv(t)− λv(t)Sv(t)− µvSv(t)) dt− σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)
Sv(t)dB1(t),

dEv(t) = (λv(t)Sv(t)− νvEv(t)− µvEv(t)) dt+ σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)
Sv(t)dB1(t),

dIv(t) = (νvEv(t)− µvIv(t)) dt,

dSb(t) = (ψbH + ρbRb(t)− λb(t)Sb(t)− µbSb(t)) dt− σ2bbv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sb(t)dB2(t),

dEb(t) = (λb(t)Sb(t)− νbEb(t)− µbEb(t)) dt+ σ2bbv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sb(t)dB2(t),

dIb(t) = (νbEb(t)− γbIb(t)− µbIb(t)− δbIb(t)) dt,

dRb(t) = (γbIb(t)− ρbRb(t)− µbRb(t)) dt, (2.4)

sa početnom vrednošću

Sv(0) = S0
v , Ev(0) = E0

v , Iv(0) = I0v , Sb(0) = S0
b , Eb(0) = E0

b , Ib(0) = I0b , Rb(0) = R0
b .

49



2.2 Stohastički epidemiološki model širenja VZN sa jednom vrstom ptica

Parametri ovog modela imaju istu biološku interpretaciju kao u determinističkom mo-
delu (2.1).

Kako Nv(t) = Sv(t) + Ev(t) + Iv(t), t ≥ 0 označava ukupnu populaciju vektora,
sumiranjem prve tri jednačine sistema (2.4), dobija se sledeća diferencijalna jednačina

dNv(t) = (ψv − µv)Nv(t)dt.

Njenim rešavanjem, dobija se,

Nv(t) = e(ψv−µv)tNv(0).

Odavde je

lim sup
t→∞

Nv(t) =


+∞, ψv > µv,
Nv(0), ψv = µv,
0, ψv < µv.

(2.5)

Ako je ψv < µv, tada dolazi do izumiranja populacije vektora, dok u slučaju ψv > µv
dolazi do prekomernog razmnožavanja vektora. Ovo je ilustrovano na Slici 2.1 (a).

Napomena 2.1 U biologiji je poznato da broj organizama koji mogu preživeti unutar
jednog ekosistema zavisi od kapaciteta sredine. Kada broj jedinki određene populacije
dostigne kapacitet sredine, ta vrsta će početi da iscrpljuje svoje resurse hrane, vode i
drugih. U tom slučaju, dostupni resursi neće biti dovoljni da omoguće populaciji da
nastavi da se uvećava na duži rok, tako da će populacija na kraju početi da se smanjuje.
Dakle, populacija se može uvećavati samo dok ne dostigne kapacitet sredine, što je
ilustrovano na Slici 2.1 (b). Više detalja o kapacitetu sredine mogu se naći u radovima
[73] i [74].

(a)
0 100 200 300 400 500 600

t

10000

20000

30000

40000

Nv(t)

Kv

(b)

Slika 2.1: Evolucija populacije vektora.

Na osnovu Napomene 2.1, pretpostavlja se da je veličina populacije vektora ograni-
čena kapacitetom sredine Kv. Kako bi se prevazišao nedostatak modela (2.4), izvršena
je njegova modifikacija tako što je u prvoj jednačini član koji opisuje rast populacije,
ψvNv(t) zamenjen sa ψvHv, gde je Hv :=

µv
ψv
Kv. Na taj način model dobija sledeći oblik:

dSv(t) = (ψvHv − λv(t)Sv(t)− µvSv(t)) dt− σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)
Sv(t)dB1(t),

dEv(t) = (λv(t)Sv(t)− νvEv(t)− µvEv(t)) dt+ σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)
Sv(t)dB1(t),

dIv(t) = (νvEv(t)− µvIv(t)) dt,
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dSb(t) = (ψbH + ρbRb(t)− λb(t)Sb(t)− µbSb(t)) dt− σ2bbv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sb(t)dB2(t),

dEb(t) = (λb(t)Sb(t)− νbEb(t)− µbEb(t)) dt+ σ2bbv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sb(t)dB2(t),

dIb(t) = (νbEb(t)− γbIb(t)− µbIb(t)− δbIb(t)) dt,

dRb(t) = (γbIb(t)− ρbRb(t)− µbRb(t)) dt, (2.6)

sa početnom vrednošću

Sv(0) = S0
v , Ev(0) = E0

v , Iv(0) = I0v , Sb(0) = S0
b , Eb(0) = E0

b , Ib(0) = I0b , Rb(0) = R0
b .

Neka je

Γ =

{
(Sv, Ev, Iv, Sb, Eb, Ib, Rb) ∈ R7

+ : 0 < Sv + Ev + Iv ≤ Kv =
ψvHv

µv
,

ψbH

µb + δb
≤ Sb + Eb + Ib +Rb ≤ K =

ψbH

µb

}
. (2.7)

2.2.1 Egzistencija i jedinstvenost globalnog pozitivnog rešenja

Teorema 2.1 Za svako t ≥ 0 i proizvoljnu početnu vrednost (Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0),
Eb(0), Ib(0), Rb(0)) ∈ Γ, postoji jedinstveno rešenje (Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Eb(t), Ib(t),
Rb(t)) sistema (2.6) i rešenje ostaje u Γ sa verovatnoćom jedan. Pored toga, važi

0 ≤ Nv(t) ≤
ψvHv

µv
i

ψbH

µb + δb
≤ Nb(t) ≤

ψbH

µb
, t ≥ 0.

Dokaz. Kako koeficijenti sistema (2.6) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, tada
za proizvoljnu početnu vrednost (Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0), Eb(0), Ib(0), Rb(0)) postoji
jedinstveno lokalno rešenje na [0, τe], gde je τe vreme eksplozije (Teorema 1.15). Da bi
se pokazalo da je ovo rešenje globalno, potrebno je pokazati da je τe = ∞ s.i. Neka je
k0 > 0 dovoljno veliko tako da su Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0), Eb(0), Ib(0) i Rb(0) unutar
segmenta [ 1

k0
, k0]. Za svako k ≥ k0, definiše se vreme zaustavljanja na sledeći način

τk := inf

{
t ∈ [0, τe) : min {Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Eb(t), Ib(t), Rb(t)} ≤ 1

k
ili

max {Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Eb(t), Ib(t), Rb(t)} ≥ k} .

Niz τk je rastući po k. Neka je τ∞ = limk→∞ τk. Tada, τ∞ ≤ τe s.i. Ako se pokaže τ∞ = ∞
s.i, tada je τe = ∞ , odnosno, (Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Eb(t), Ib(t), Rb(t)) ∈ R7

+, s.i. za
svako t ≥ 0. Ako ovo ne bi bilo zadovoljeno, tada postoji T > 0 i ϵ ∈ (0, 1) tako da
P {τ∞ ≤ T} > ϵ. Prema tome, postoji ceo broj k1 ≥ k0 tako da

P {τk ≤ T} ≥ ϵ

za svako k ≥ k1.
Sumiranjem prve tri jednačine sistema (2.6), dobija se diferencijalna jednačina ko-

jom je opisana dinamika ukupne populacije vektora

dNv(t) = (ψvHv − µvNv(t))dt.
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Njenim rešavanjem, dobija se

Nv(t) =
ψvHv
µv

+
(
Nv(0)− ψvHv

µv

)
e−

∫ t
0 µvds.

Na osnovu uslova teoreme, kako je 0 ≤ Nv(0) ≤ ψvHv
µv

, sledi da je

0 ≤ Nv(t) ≤
ψvHv

µv
, t ≥ 0.

Slično, sumiranjem poslednje četiri jednačine sistema (2.6), dobija se diferencijalna
jednačina kojom je opisana dinamika ukupne populacije ptica

dNb(t) = (ψbH − δbIb(t)− µbNb(t))dt.

Tada je

(ψbH − (µb + δb)Nb(t)) dt ≤ dNb(t) ≤ (ψbH − µbNb(t)) dt

⇔ (µb + δb)
(

ψbH
µb+δb

−Nb(t)
)
dt ≤ dNb(t) ≤ µb

(
ψbH
µb

−Nb(t)
)
dt,

za t ∈ [0, τk). Odavde sledi

d
(

ψbH
µb+δb

−Nb(t)
)
+ (µb + δb)

(
ψbH
µb+δb

−Nb(t)
)
dt ≤ 0,

d
(
ψbH
µb

−Nb(t)
)
+ µb

(
ψbH
µb

−Nb(t)
)
dt ≥ 0,

za t ∈ [0, τk). Integracijom od 0 do t, t ∈ [0, τk), dobija se(
ψbH
µb+δb

−Nb(t)
)
≤
(

ψbH
µb+δb

−Nb(0)
)
e−

∫ t
0 (µb+δb)ds,(

ψbH
µb

−Nb(t)
)
≥
(
ψbH
µb

−Nb(0)
)
e−

∫ t
0 µbds.

Na osnovu uslova teoreme, kako je ψbH
µb+δb

≤ Nb(0) ≤ ψbH
µb

, sledi

ψbH

µb + δb
≤ Nb(t) ≤

ψbH

µb
, t ∈ [0, τk) .

Neka je C2 -funkcija V : R7
+ → R+ ∪ {0} definisana na sledeći način

V (X(t)) := V (Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Eb(t), Ib(t), Rb(t))

= Sv(t)− 1− lnSv(t)) + (Ev(t)− ln(Ev(t) + 1)) + (Iv(t)− 1− ln Iv(t))

+(Sb(t)− 1− lnSb(t)) + (Eb(t)− ln(Eb(t) + 1)) + (Ib(t)− 1− ln Ib(t))

+(Rb(t)− 1− lnRb(t)). (2.8)

Kako je u− 1− lnu ≥ 0 za svako u > 0 , to je V (X(t)) nenegativna funkcija. Neka je
k ≥ k0 i T > 0 proizvoljno. Primenom Itôve formule (Teorema 1.12), dobija se

dV (X(t)) = LV (X(t))dt+ σ1

(
1− Sv(t)

Ev(t) + 1

)
bvb(t)

Ib(t)

Nb(t)
dB1(t)

+σ2

(
1− Sb(t)

Eb(t) + 1

)
bbv(t)

Iv(t)

Nv(t)
dB2(t),
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gde je LV : R7
+ → R, definisan sa

LV (X(t)) :=
(
1− 1

Sv(t)

)
(ψvHv − (λv(t) + µv)Sv(t)) +

1
2
σ2
1b

2
vb(t)

I2b (t)

N2
b (t)

+
(
1− 1

Ev(t)+1

)
(λv(t)Sv(t)− (νv + µv)Ev(t))

+1
2

1
(Ev(t)+1)2

σ2
1b

2
vb(t)

I2b (t)

N2
b (t)

S2
v(t) +

(
1− 1

Iv(t)

)
(νvEv(t)− µvIv(t))

+
(
1− 1

Sb(t)

)
(ψbH + ρbRb(t)− (λb(t) + µb)Sb(t))

+1
2
σ2
2b

2
bv(t)

I2v (t)
N2
v (t)

+
(
1− 1

Eb(t)+1

)
(λb(t)Sb(t)− (νb + µb)Eb(t))

+1
2

1
(Eb(t)+1)2

σ2
2b

2
bv(t)

I2v (t)
N2
v (t)

S2
b (t) +

(
1− 1

Ib(t)

)
(νbEb(t)− (γb + µb + δb)Ib(t))

+
(
1− 1

Rb(t)

)
(γbIb(t)− (ρb + µb)Rb(t))

≤ ψvHv + σvKvβvb + 3µv +
σ2
1

2
σ2
vK

2
v (1 +K2

v ) + νv + ψbH + σvβbv + 4µb

+
σ2
2

2
σ2
v(1 +K2) + νb + γb + δb + ρb =: C.

Na osnovu poslednje dve relacije, dobija se

dV (X(t)) ≤ Cdt+ σ1

(
1− Sv(t)

Ev(t) + 1

)
bvb(t)

Ib(t)

Nb(t)
dB1(t)

+σ2

(
1− Sb(t)

Eb(t) + 1

)
bbv(t)

Iv(t)

Nv(t)
dB2(t).

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do τk ∧ T = min {τk, T} i računanjem očeki-
vanja, sledi

EV (X(τk ∧ T )) ≤ CE(τk ∧ T ) + V (X(0)) ≤ CT + V (X(0)).

Neka je Ωk = {k ≤ T}. Tada je P(Ωk) ≥ ϵ. Za svako ω ∈ Ωk, bar jedan od Sv(τk, ω),
Ev(τk, ω), Iv(τk, ω), Sb(τk, ω), Eb(τk, ω), Ib(τk, ω) i Rb(τk, ω) je jednak ili k ili 1

k
. Dakle,

V (Sv(τk, ω), Ev(τk, ω), Iv(τk, ω), Sb(τk, ω), Eb(τk, ω), Ib(τk, ω), Rb(τk, ω) nije manje ili od
k − 1− ln k ili od 1

k
− 1− ln 1

k
. Prema tome, važi

V (X(τk ∧ T )) ≥ min

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
.

Tada je

CT + V (X(0)) ≥ E[IΩkV (X(τk ∧ T ))] ≥ ϵmin

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
,

gde je IΩk indikator događaja Ωk. Kada k → ∞, dobija se

∞ > V (X(0)) + CT = ∞,

što je u suprotnosti sa pretpostavkom. Dakle, τ∞ = ∞ s.i, čime je dokaz kompletan. △

Napomena 2.2 Skup Γ je pozitivno invarijantni skup sistema (2.6) za svako t ≥ 0,
odnosno, ako početna vrednost sistema pripada Γ, on nikad ne napušta Γ.
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2.2.2 Iskorenjenje bolesti

U ovom poglavlju biće izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjenje bolesti u modelu
(2.6).

Teorema 2.2 Neka je (Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Eb(t), Ib(t), Rb(t)) ∈ Γ rešenje siste-
ma (2.6) sa proizvoljnom početnom vrednošću (Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0), Eb(0), Ib(0),
Rb(0)) ∈ Γ. Ako važi

σ2
1 >

β2
vb

2(νv + µv)
i σ2

2 >
β2
bv

2(νb + µb)
,

tada je
lim
t→∞

Ev(t) = 0, lim
t→∞

Iv(t) = 0, lim
t→∞

Eb(t) = 0,

lim
t→∞

Ib(t) = 0, lim
t→∞

Rb(t) = 0 s.i,

odnosno, bolest će biti iskorenjena iz populacije.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.1, rešenje sistema (2.6) je pozitivno za svako t ≥ 0.
Primenom Itôve formule (Teorema 1.12) na funkciju logEv(t), dobija se

d logEv(t) =

[
1

Ev(t)
(λv(t)Sv(t)− (νv + µv)Ev(t))−

1

2

(
σ1bvb(t)

Sv(t)Ib(t)

Ev(t)Nb(t)

)2
]
dt

+σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)
Sv(t)

1

Ev(t)
dB1(t).

Integracijom obe strane poslednje jednakosti od 0 do t je

logEv(t) = logEv(0) +

∫ t

0

[
λv(t)

Sv(t)

Ev(t)
− (νv + µv)−

1

2

(
σ1bvb(s)

Sv(s)Ib(s)

Ev(s)Nb(s)

)2
]
ds

+M1(t), (2.9)

pri čemu je M1(t) =
∫ t
0

(
σ1bvb(s)

Sv(t)Ib(s)
Ev(t)Nb(s)

)
dB1(s). Na osnovu osobina Brownovog kre-

tanja (Teorema 1.10) M1(·) je neprekidan martingal. Primenom eksponencijalne mar-
tingalne nejednakosti (Teorema 1.51), dobija se

P

{
sup

0≤t≤n

[
M1(t)−

α

2

∫ t

0

(
σ1bvb(s)

Sv(s)Ib(s)

Ev(s)Nb(s)

)2

ds

]
> β

}
≤ e−αβ,

gde je n > 1 proizvoljan nenegativan ceo broj i α i β su proizvoljne pozitivne konstante
koje će biti određene u nastavku. Neka je ϵ ∈ (0, 1) proizvoljno. Ako su α = ϵ i β = 2 lnn

ϵ
,

tada je

P

{
sup

0≤t≤n

[
M1(t)−

ϵ

2

∫ t

0

(
σ1bvb(s)

Sv(s)Ib(s)

Ev(s)Nb(s)

)2

ds

]
>

2 lnn

ϵ

}
≤ 1

n2
.

Kako red
+∞∑
n=1

1
n2 konvergira, na osnovu Borel-Cantellijeve leme, sledi da postoji Ω0 ⊂ Ω

za koji je P(Ω0) = 1, tako da za svako ω ∈ Ω0 postoji ceo broj n0(ω), tako da za
n ≥ n0(ω) i t ∈ [n− 1, n], važi

sup
0≤t≤n

[
M1(t)−

ϵ

2

∫ t

0

(
σ1bvb(s)

Sv(s)Ib(s)

Ev(s)Nb(s)

)2

ds

]
≤ 2 lnn

ϵ
.
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Tada je

M1(t) ≤
ϵ

2

∫ t

0

(
σ1bvb(s)

Sv(s)Ib(s)

Ev(s)Nb(s)

)2

ds+
2 lnn

ϵ
. (2.10)

Zamenom (2.10) u (2.9), dobija se

logEv(t) ≤ logEv(0) +
2 lnn
ϵ

+

t∫
0

[
λv(s)

Sv(s)

Ev(s)
− (νv + µv)−

1− ϵ

2

(
σ1bvb(s)

Sv(s)Ib(s)

Ev(s)Nb(s)

)2
]
ds

≤ logEv(0)− (νv + µv)t+
2 lnn
ϵ

+

t∫
0

[
−σ

2
1(1− ϵ)

2

(
λv(s)

βvb

Sv(s)

Ev(s)
− βvb

(1− ϵ)σ2
1

)2

+
β2
vb

2(1− ϵ)σ2
1

]
ds

≤ logEv(0)− (νv + µv)t+
β2
vb

2(1−ϵ)σ2
1
t+ 2 lnn

ϵ
.

Deljenjem obe strane poslednje nejednakosti sa t, sledi

logEv(t)

t
≤ logEv(0)

t
− (νv + µv) +

β2
vb

2(1− ϵ)σ2
1

+
2 lnn

tϵ
.

Računanjem lim sup kada t→ ∞ u poslednjoj nejednakosti, dobija se

lim sup
t→+∞

logEv(t)

t
≤ β2

vb

2(1− ϵ)σ2
1

− (νv + µv), (2.11)

za svako ϵ ∈ (0, 1). Neka je niz {ϵk}k takav da je ϵk ∈ (0, 1), za svako k ∈ N, i
lim
k→∞

ϵk = 0. Tada je

lim sup
t→+∞

logEv(t)

t
≤ β2

vb

2(1− ϵk)σ2
1

− (νv + µv), ∀k ∈ N.

Računanjem lim sup kada k → ∞ u poslednjoj nejednakosti, dobija se

lim sup
t→+∞

logEv(t)

t
≤ β2

vb

2σ2
1

− (νv + µv) < 0,

na osnovu uslova teoreme σ2
1 >

β2
vb

2(νv+µv)
. Odavde sledi da je,

lim
t→+∞

Ev(t) = 0 s.i.

Eksplicitnim rešavanjem treće diferencijalne jednačine sistema (2.6), dobija se

Iv(t) = e−µvt
[
Iv(0) +

∫ t

0

(νvEv(s)e
µvs) ds

]
.

Računanjem granične vrednosti kada k → ∞ u poslednjoj nejednakosti i primenom
L’Hospitalovog pravila, sledi da je

lim
t→+∞

Iv(t) = 0 s.i.
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Slično, primenom Itôve formule (Teorema 1.12) na logEb(t), dobija se

d logEb(t) =

[
1

Eb(t)
(λb(t)Sb(t)− (νb + µb)Eb(t))−

1

2

(
σ2bbv(t)

Sb(t)Iv(t)

Eb(t)Nv(t)

)2
]
dt

+σ2bbv(s)
Sb(s)Iv(s)

Eb(s)Nv(s)
dB2(t).

Integracijom obe strane poslednje nejednakosti od 0 do t, dobija se

logEb(t) = logEb(0)− (νb + µb)t+

∫ t

0

[
λb(t)

Sb(t)

Eb(t)
− 1

2

(
σ2bbv(s)

Sb(s)Iv(s)

Eb(s)Nv(s)

)2
]
ds

+M2(t),

gde je M2(t) =
t∫
0

(
σ2bbv(s)

Sb(s)Iv(s)
Eb(s)Nv(s)

)
dB2(s). Na osnovu osobina Brownovog kretanja

(Teorema 1.10) M1(·) je neprekidan martingal. Primenom eksponencijalne martingalne
nejednakosti (Teorema 1.51), pri čemu je kao i u prvom delu dokaza n > 1 proizvoljan
nenegativan ceo broj, ϵ ∈ (0, 1) proizvoljno, α = ϵ i β = 2 lnn

ϵ
, dobija se

M2(t) ≤
ϵ

2

∫ t

0

(
σ2bbv(s)

Sb(s)Iv(s)

Eb(s)Nv(s)

)2

ds+
2 lnn

ϵ
.

Na osnovu poslednje dve relacije, sledi

logEb(t) ≤ logEb(0)− (νb + µb)t+
2 lnn
ϵ

+

t∫
0

[
−σ

2
2(1− ϵ)

2

(
λb(s)

βbv

Sb(s)

Eb(s)
− βbv

(1− ϵ)σ2
2

)2

+
β2
bv

2(1− ϵ)σ2
2

]
ds

≤ logEb(0)− (νb + µb)t+
β2
bv

2(1−ϵ)σ2
2
t+ 2 lnn

ϵ
.

Deljenjem obe strane poslednje nejednakosti sa t i i računanjem lim sup kada t → ∞,
dobija se

lim sup
t→+∞

logEb(t)

t
≤ β2

bv

2(1− ϵ)σ2
2

− (νb + µb),

za proizvoljno ϵ ∈ (0, 1). Odavde sledi

lim sup
t→+∞

logEb(t)

t
≤ β2

bv

2(1− ϵk)σ2
2

− (νb + µb), ∀k ∈ N.

Računanjem granične vrednosti kada k → ∞ u poslednjoj nejednakosti, dobija se

lim sup
t→+∞

logEb(t)

t
≤ β2

bv

2σ2
2

− (νb + µb) < 0,

na osnovu uslova teoreme σ2
2 >

β2
bv

2(νb+µb)
. Tada je

lim
t→+∞

Eb(t) = 0 s.i.
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Eksplicitnim rešavanjem šeste i sedme diferencijalne jednačine sistema (2.6), dobija se

Ib(t) = e−(γb+µb+δb)t

[
Ib(0) +

∫ t

0

(
νbEb(s)e

(γb+µb+δb)s
)
ds

]
,

Rb(t) = e−(ρb+µb)t

[
Rb(0) +

∫ t

0

(
γbIb(s)e

(ρb+µb)s
)
ds

]
.

Računanjem graničnih vrednosti kada t → ∞ u poslednjim jednakostima i primenom
L’Hospitalovog pravila, sledi da je

lim
t→+∞

Ib(t) = 0 s.i, lim
t→+∞

Rb(t) = 0 s.i.

Time je dokaz kompletan. △
Rezultat Teoreme 2.2 je ilustrovan na Slici 2.2. Za aproksimaciju rešenja sistema

(2.6), primenjena je Balance Implicit numerička metoda ([75], Teorema 1) koja očuvava
pozitivnost rešenja, s obzirom da koeficijenti sistema (2.6) zadovoljavaju uslove za njenu
primenu. Ova metoda se koristi za aproksimaciju rešenja diferencijalnih jednačina kod
epidemioloških modela ili drugih sistema gde je važno očuvati fizički smislen opseg
rešenja, poput pozitivnosti veličine populacija ili koncentracija. Ova metoda će biti
korišćena za aproksimaciju rešenja i u nastavku ove glave.

(a) Podložni vektori (b) Eksponirani vektori (c) Inficirani vektori

(d) Podložne ptice (e) Eksponirane ptice (f) Inficirane ptice

(g) Oporavljene ptice

Slika 2.2: Determinističke (plave) i stohastičke (crvene) trajektorije sistema (2.6) sa
parametrima modela iz Tabele 2.1 i σ2

1 = 0.45, σ2
2 = 0.2

U simulacijama na Slici 2.2 su korišćene vrednosti parametara iz Tabele 2.1 i po-
četni uslovi Sv(0) = 9000, Ev(0) = 600, Iv(0) = 400, Sb(0) = 750, Eb(0) = 80, Ib(0) =
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100, Rb(0) = 70. Radi jednostavnosti, pretpostavlja se da je ψv = µv, što implicira da
je populacija vektora konstantna. Za ovakav izbor vrednosti parametara modela, neka
su σ2

1 = 0.45 i σ2
2 = 0.2. Takav izbor parametara zadovoljava uslove Teoreme 2.2, što

znači da dolazi do iskorenjivanja bolesti. Grafici na Slici 2.2 potvrđuju teorijski rezultat
odsustva bolesti.

2.2.3 Perzistentnost u srednjem

U nastavku se razmatraju dovoljni uslovi pod kojima je virus perzistentan u sred-
njem u populaciji.

Neka je ⟨X(t)⟩ := 1
t

∫ t
0
X(s)ds.

Definicija 2.1 Sistem (2.6) sa proizvoljnom početnom vrednošću (Sv(0), Ev(0), Iv(0),
Sb(0), Eb(0), Ib(0), Rb(0)) ∈ Γ, je strogo perzistentan u srednjem ako važi bar jedan od
sledećih uslova

lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

Ev(s)ds > 0 s.i. ili lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

Iv(s)ds > 0 s.i. ili,

lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

Eb(s)ds > 0 s.i. ili lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

Ib(s)ds > 0 s.i.

Teorema 2.3 Za proizvoljnu početnu vrednost (Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0), Eb(0), Ib(0),
Rb(0)) ∈ Γ, ako važi

ϖ := 2

√√√√ σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

ψbH

K + 1
− ψbH

(
1− µb

µb + δb

)
− σvβbv − µb

−σ
2
2σ

2
v

2
(1 +K2)−

σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

K

K + 1
> 0, (2.12)

tada je bolest strogo perzistentna u srednjem u populaciji ptica, odnosno, važi

lim inf
t→+∞

⟨Eb(t)⟩ ≥
1

νb + µb
ϖ > 0,

lim inf
t→+∞

⟨Ib(t)⟩ ≥
νb

γb + µb + δb

1

νb + µb
ϖ > 0,

lim inf
t→+∞

⟨Rb(t)⟩ ≥
γb

ρb + µb

νb
γb + µb + δb

1

νb + µb
ϖ > 0.

Dokaz. Primenom Itôve formule (Teorema 1.12) na funkciju Sb(t) + Eb(t) + Ib(t) +
Rb(t)− logSb(t)− log(Eb(t) + 1), dobija se

d (Sb(t) + Eb(t) + Ib(t) +Rb(t)− logSb(t)− log(Eb(t) + 1))

= ψbH − µbNb(t)− δbIb(t)−
ψbH

Sb(t)
− ρbRb(t)

Sb(t)
+ (λb(t) + µb) +

σ2
2b

2
bv(t)I

2
v (t)

2N2
v (t)

−λb(t)Sb(t)
Eb(t) + 1

+
(νb + µb)Eb(t)

Eb(t) + 1
+

σ2
2b

2
bv(t)I

2
v (t)S

2
b (t)

2N2
v (t)(Eb(t) + 1)2

+

(
σ2bbv(t)Iv(t)

Nv(t)
+
σ2bbv(t)Iv(t)Sb(t)

Nv(t)(Eb(t) + 1)

)
dB2(t)
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≤ ψbH

(
1− µb

µb + δb

)
− δbIb(t)−

ψbH

Sb(t)
+ σvβbv + µb +

σ2
2σ

2
v

2
(1 +K2)

−
σvσb

ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

Sb(t)

K + 1
+

σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

K

K + 1
+ (νb + µb)Eb(t)

+

(
σ2bbv(t)Iv(t)

Nv(t)
+
σ2bbv(t)Iv(t)Sb(t)

Nv(t)(Eb(t) + 1)

)
dB2(t)

≤ ψbH

(
1− µb

µb + δb

)
+ σvβbv + µb +

σ2
2σ

2
v

2
(1 +K2)

−2

√√√√ σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

ψbH

K + 1
+

σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

K

K + 1
+ (νb + µb)Eb(t)

+

(
σ2bbv(t)Iv(t)

Nv(t)
+
σ2bbv(t)Iv(t)Sb(t)

Nv(t)(Eb(t) + 1)

)
dB2(t),

pri čemu su izostavljeni neki nepozitivni članovi, primenjene ocene Sb(t) ≤ Nb(t) ≤
K, Iv(t)

Nv(t)
≤ 1, bbv(t) ≤ σv, λb(t) ≤ σvβbv,

1
Eb(t)+1

≤ 1, i nejednakost između aritmetičke i
geometrijske sredine. Integracijom prethodne nejednakosti od 0 do t i deljenjem sa t,
dobija se
1
t
(Nb(t)−Nb(0)− logSb(t)− log(Eb(t) + 1) + logSb(0) + log(Eb(0) + 1))

≤ ψbH
(
1− µb

µb+δb

)
+ σvβbv + µb +

σ2
2σ

2
v

2
(1 +K2)− 2

√
σvσb

ψbH

µb+δb
βbv

σvKv+σb
ψbH

µb+δb

ψbH
K+1

+
σvσb

ψbH

µb+δb
βbv

σvKv+σb
ψbH

µb+δb

K
K+1

+ (νb + µb) ⟨Eb(t)⟩+ M3(t)
t
,

(2.13)

gde je M3(t) =
∫ t
0

(
σ2bbv(t)Iv(t)

Nv(t)
+ σ2bbv(t)Iv(t)Sb(t)

Nv(t)(Eb(t)+1)

)
dB2(t). Na osnovu osobina Brownovog

kretanja (Teorema 1.10), proces M3(t) je neprekidan martingal, M3(0) = 0, i

lim sup
t→+∞

⟨M3,M3⟩t
t

≤ σ2
2σ

2
v(1 +K2) < +∞ s.i.

Primenom strogog zakona velikih brojeva za neprekidne martingale (Teorema 1.7), sledi
da je

lim
t→+∞

M3(t)

t
= 0, s.i.

Kako je Sb(t)+Eb(t)+Ib(t)+Rb(t)− logSb(t)− log(Eb(t)+1) ≥ − logK > −∞, t ≥ 0,
tada je

lim inf
t→+∞

Nb(t)−Nb(0)− logSb(t)− log(Eb(t) + 1) + logSb(0) + log(Eb(0) + 1)

t
= 0 s.i.

Izračunavanjem granične vrednosti kada t→ +∞ u (2.13), dobija se

lim inf
t→+∞

(νb + µb) ⟨Eb(t)⟩ ≥ 2

√√√√ σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

ψbH

K + 1
− ψbH

(
1− µb

µb + δb

)

−σvβbv − µb −
σ2
2σ

2
v

2
(1 +K2)−

σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

K

K + 1
.
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Odavde, na osnovu uslova 2.12, važi da je

lim inf
t→+∞

⟨Eb(t)⟩ ≥ 1

νb + µb
ϖ > 0. (2.14)

Integracijom šeste jednačine sistema (2.6), i deljenjem sa t, dobija se

Ib(t)− Ib(0)

t
=

1

t

∫ t

0

νbEb(s)ds−
1

t

∫ t

0

(γb + µb + δb)Ib(s)ds.

Kako važi relacija (2.14), izračunavanjem granične vrednosti kada t→ +∞ u prethod-
noj nejednakosti, sledi

lim inf
t→+∞

⟨Ib(t)⟩ = lim inf
t→+∞

νb
γb + µb + δb

⟨Eb(t)⟩ ≥
νb

γb + µb + δb

1

νb + µb
ϖ > 0. (2.15)

Slično, kako važi relacija (2.15), integracijom sedme jednačine sistema (2.6), delje-
njem sa t i izračunavanjem granične vrednosti kada t→ +∞, sledi

lim inf
t→+∞

⟨Rb(t)⟩ = lim inf
t→+∞

γb
ρb + µb

⟨Ib(t)⟩ ≥
γb

ρb + µb

νb
γb + µb + δb

1

νb + µb
ϖ > 0.

Ovim je dokaz kompletan. △
Teorijski rezultat Teoreme 2.3 je ilustrovan na Slici 2.3.

(a) Podložni vektori (b) Eksponirani vektori (c) Inficirani vektori

(d) Podložne ptice (e) Eksponirane ptice (f) Inficirane ptice

(g) Oporavljene ptice

Slika 2.3: Determinističke (plave) i stohastičke (crvene) trajektorije modela sa parame-
trima datim u Tabeli 2.1 i σ1 = 0.00001, σ2 = 0.000003 (jedinica vremena ∆t je 1 dan).
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U simulacijama na Slici 2.3 su korišćene vrednosti parametara modela iz Tabele 2.1
i početni uslovi Sv(0) = 1080, Ev(0) = 50, Iv(0) = 70, Sb(0) = 260, Eb(0) = 10, Ib(0) =
20, Rb(0) = 10. Radi jednostavnosti, pretpostavlja se da je ψv = µv, što implicira da je
populacija vektora konstantna. Za ovakav izbor parametara modela, neka su vrednosti
σ1 = 0.00001 i σ2 = 0.000003. Takav izbor parametara zadovoljava uslove Teoreme
2.3, što znači da je bolest perzistentna. Grafici na Slici 2.3 potvrđuju teorijski rezultat
perzistentnosti bolesti.

Napomena 2.3 Na osnovu razmatranja u Teoremama 2.2 i 2.3, može se zaključiti
da manji intenziteti Gaussovog belog šuma garantuju perzistentnost bolesti, dok veći
intenziteti belog šuma omogućuju njeno iskorenjivanje, što pokazuje značaj fluktuacija
iz okruženja na dinamičko ponašanje bolesti.

2.3 Stohastički epidemiološki model širenja VZN sa
dve vrste ptica

U nastavku će biti predstavljen stohastički model za širenje VZN koji se sastoji iz
populacije komaraca kao vektora, i dve vrste ptica. Model je konstruisan uvođenjem
slučajnosti u deterministički epidemiološki model (2.2).

Neka je (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P) kompletan prostor verovatnoće sa prirodnom filtracijom
{Ft}t≥0, koja je neprekidna zdesna takva da F sadrži sve skupove mere nula i ne-
ka su B1(·), B2(·), B3(·) i B4(·) međusobno nezavisna standardna Brownova kretanja,
definisana na prostoru (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P). Takođe,

R9
+ = {(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9) |xi > 0, i ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}} .

Uvodi se pretpostavka da slučajnost iz okruženja prevashodno utiče na stope trans-
misije βvb, βvm, βbv i βmv, odnosno, da važi

βvb 7−→ βvb + σ1Ḃ1(t), βvm 7−→ βvm + σ2Ḃ2(t),

βbv 7−→ βbv + σ3Ḃ3(t) i βmv 7−→ βmv + σ4Ḃ4(t), (2.16)

pri čemu su σ2
1 > 0, σ2

2 > 0, σ2
3 > 0 i σ2

4 > 0 intenziteti belih šumova Ḃ1(·), Ḃ2(·), Ḃ3(·)
i Ḃ4(·), redom. Zamenom (2.16) u model (2.2), dobija se sledeći sistem stohastičkih
diferencijalnih jednačina

dSv(t) = (ψvNv(t)− (λv(t) + µv)Sv(t)) dt− σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)
Sv(t)dB1(t)

−σ2bvm(t)
Im(t)

Nm(t)
Sv(t)dB2(t),

dEv(t) = (λv(t)Sv(t)− (νv + µv)Ev(t)) dt+ σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)
Sv(t)dB1(t)

+σ2bvm(t)
Im(t)

Nm(t)
Sv(t)dB2(t),

dIv(t) = (νvEv(t)− µvIv(t)) dt,

dSb(t) = (ψbH − λb(t)Sb(t)− µbSb(t)) dt− σ3bbv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sb(t)dB3(t), (2.17)

dIb(t) = (λb(t)Sb(t)− (γb + µb + δb) Ib(t)) dt+ σ3bbv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sb(t)dB3(t),

61



2.3 Stohastički epidemiološki model širenja VZN sa dve vrste ptica

dRb(t) = (γbIb(t)− µbRb(t)) dt,

dSm(t) = (ψmH − λm(t)Sm(t)− µmSm(t)) dt− σ4bmv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sm(t)dB4(t),

dIm(t) = (λm(t)Sm(t)− (γm + µm + δm) Im(t)) dt+ σ4bmv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sm(t)dB4(t),

dRm(t) = (γmIm(t)− µmRm(t)) dt,

sa početnim uslovom

Sv(0) = S0
v , Ev(0) = E0

v , Iv(0) = I0v , Sb(0) = S0
b , Ib(0) = I0b , Rb(0) = R0

b ,

Sm(0) = S0
m, Im(0) = I0m, Rm(0) = R0

m.

Parametri modela imaju isto značenje opisano u Poglavlju 2.2.2.
Kako je Nv(t) = Sv(t) +Ev(t) + Iv(t), t ≥ 0, sumiranjem prve tri jednačine sistema

(2.17), dobija se
dNv(t) = (ψv − µv)Nv(t)dt.

Eksplicitnim rešavanjem prethodne jednačine, sledi

Nv(t) = e(ψv−µv)tNv(0).

Tada je

lim sup
t→∞

Nv(t) =


+∞, ψv > µv,
Nv(0), ψv = µv,
0, ψv < µv.

Na osnovu Napomene 2.1, populacija vektora je ograničena kapacitetom okoline Kv.
Kako bi se izbegao neograničen rast populacije vektora u slučaju ψv > µv, model (2.17)
je modifikovan, tako što je član koji opisuje rast populacije ψvNv(t) u prvoj jednačini
zamenjen sa ψvHv, gde je Hv =

µv
ψv
Kv, i dobijen je model

dSv(t) = (ψvHv − (λv(t) + µv)Sv(t)) dt− σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)
Sv(t)dB1(t)

−σ2bvm(t)
Im(t)

Nm(t)
Sv(t)dB2(t),

dEv(t) = (λv(t)Sv(t)− (νv + µv)Ev(t)) dt+ σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)
Sv(t)dB1(t)

+σ2bvm(t)
Im(t)

Nm(t)
Sv(t)dB2(t),

dIv(t) = (νvEv(t)− µvIv(t)) dt,

dSb(t) = (ψbH − λb(t)Sb(t)− µbSb(t)) dt− σ3bbv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sb(t)dB3(t), (2.18)

dIb(t) = (λb(t)Sb(t)− (γb + µb + δb) Ib(t)) dt+ σ3bbv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sb(t)dB3(t),

dRb(t) = (γbIb(t)− µbRb(t)) dt,

dSm(t) = (ψmH − λm(t)Sm(t)− µmSm(t)) dt− σ4bmv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sm(t)dB4(t),

dIm(t) = (λm(t)Sm(t)− (γm + µm + δm) Im(t)) dt+ σ4bmv(t)
Iv(t)

Nv(t)
Sm(t)dB4(t),

dRm(t) = (γmIm(t)− µmRm(t)) dt,
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sa početnim uslovom

Sv(0) = S0
v , Ev(0) = E0

v , Iv(0) = I0v , Sb(0) = S0
b , Ib(0) = I0b , Rb(0) = R0

b ,

Sm(0) = S0
m, Im(0) = I0m, Rm(0) = R0

m.

Neka je

Γ1 =
{
(Sv, Ev, Iv, Sb, Ib, Rb, Sm, Im, Rm) ∈ R9

+ : 0 ≤ Sv + Ev + Iv ≤ Kv,

ψbH

µb + δb
≤ Sb + Ib +Rb ≤

ψbH

µb
,

ψmH

µm + δm
≤ Sm + Im +Rm ≤ ψmH

µm

}
.

2.3.1 Postojanje i jedinstvenost globalnog pozitivnog rešenja

Teorema 2.4 Za proizvoljnu početnu vrednost (Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0), Ib(0), Rb(0),
Sm(0), Im(0), Rm(0)) ∈ Γ1, postoji jedinstveno rešenje (Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Ib(t),
Rb(t), Sm(t), Im(t), Rm(t)) sistema (2.18) i rešenje ostaje u Γ1 sa verovatnoćom jedan.
Pored toga,

ψbH

µb + δb
≤ Nb(t) ≤

ψbH

µb

i
ψmH

µm + δm
≤ Nm(t) ≤

ψmH

µm
.

Dokaz. Kako koeficijenti sistema (2.18) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, za pro-
izvoljnu početnu vrednost (Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0), Ib(0), Rb(0), Sm(0), Im(0), Rm(0))
postoji jedinstveno lokalno rešenje na [0, τe] , gde je τe vreme eksplozije (Teorema
1.15). Da bi se pokazalo da je rešenje globalno, potrebno je pokazati da je τe =
∞ s.i., kao što je urađeno u Teoremi 2.1. Neka je k0 ≥ 0 dovoljno veliko tako da
se Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0), Ib(0), Rb(0), Sm(0), Im(0) i Rm(0) nalaze unutar segmenta
[ 1
k0
, k0]. Za svaki ceo broj k ≥ k0, definiše se vreme zaustavljanja na sledeći način

τk = inf

{
t ∈ [0, τe) : min {Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Ib(t), Rb(t), Sm(t), Im(t), Rm(t)} ≤ 1

k

ili max {Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Ib(t), Rb(t), Sm(t), Im(t), Rm(t)} ≥ k} .

Niz τk je rastući po k. Neka je τ∞ = limk→∞ τk, odakle sledi τ∞ ≤ τe s.i. Ako važi da
je τ∞ = ∞ s.i, tada je τe = ∞, što znači da je (Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Ib(t), Rb(t),
Sm(t), Im(t), Rm(t)) ∈ R9

+ s.i. za svako t ≥ 0. U suprotnom, postoje T > 0 i ϵ ∈ (0, 1)
tako da je P {τ∞ ≤ T} > ϵ. Tada, postoji k1 ≥ k0, tako da je

P {τk ≤ T} > ϵ

za svako k ≥ k1.
Sumiranjem prve tri jednačine sistema (2.18), dobija se diferencijalna jednačina

dNv(t) = (ψvHv − µvNv(t))dt.

Njenim rešavanjem, dobija se

Nv(t) =
ψvHv
µv

+
(
Nv(0)− ψvHv

µv

)
e−

∫ t
0 µvds.
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Na osnovu uslova teoreme, kako je 0 ≤ Nv(0) ≤ ψvHv
µv

, sledi da je

0 ≤ Nv(t) ≤
ψvHv

µv
, t ≥ 0.

Kako je Nb(t) = Sb(t)+ Ib(t)+Rb(t), t ≥ 0, i Nm(t) = Sm(t)+ Im(t)+Rm(t), t ≥ 0,
sumiranjem jednačina sistema (2.18) koje se odnose na ptice stanarice (sa indeksom b)
i sumirnjem jednačina sistema (2.18) koje se odnose na ptice selice (sa indeksom m),
dobijaju se diferencijalne jednačine

dNb(t) = (ψbH − δbIb(t)− µbNb(t))dt,

dNm(t) = (ψmH − δmIm(t)− µmNm(t))dt.

Za populaciju ptica stanarica, važi

(ψbH − (µb + δb)Nb(t)) dt ≤ dNb(t) ≤ (ψbH − µbNb(t)) dt

⇔ (µb + δb)
(

ψbH
µb+δb

−Nb(t)
)
dt ≤ dNb(t) ≤ µb

(
ψbH
µb

−Nb(t)
)
dt,

za t ∈ [0, τk). Na osnovu toga je

d
(

ψbH
µb+δb

−Nb(t)
)
+ (µb + δb)

(
ψbH
µb+δb

−Nb(t)
)
dt ≤ 0,

d
(
ψbH
µb

−Nb(t)
)
+ µb

(
ψbH
µb

−Nb(t)
)
dt ≥ 0,

za t ∈ [0, τk). Integracijom od 0 do t, t ∈ [0, τk), dobija se(
ψbH
µb+δb

−Nb(t)
)
≤
(

ψbH
µb+δb

−Nb(0)
)
e−

∫ t
0 (µb+δb)ds,(

ψbH
µb

−Nb(t)
)
≥
(
ψbH
µb

−Nb(0)
)
e−

∫ t
0 µbds.

Na osnovu uslova teoreme, kako je ψbH
µb+δb

≤ Nb(0) ≤ ψbH
µb

, sledi

ψbH

µb + δb
≤ Nb(t) ≤

ψbH

µb
, t ∈ [0, τk) .

Slično, za populaciju ptica selica, važi

ψmH

µm + δm
≤ Nm(t) ≤

ψmH

µm
, t ∈ [0, τk) .

Neka je nenegativna C2 -funkcija V : R9
+ → R+ ∪ {0} definisana na sledeći način

V (X(t)) := V (Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Ib(t), Rb(t), Sm(t), Im(t), Rm(t))

= (Sv(t)− 1− lnSv(t)) + (Ev(t)− ln(Ev(t) + 1)) + (Iv(t)− 1− ln Iv(t))

+(Sb(t)− 1− lnSb(t)) + (Ib(t)− ln(Ib(t) + 1)) + (Rb(t)− 1− lnRb(t))

+(Sm(t)− 1− lnSm(t)) + (Im(t)− ln(Im(t) + 1))

+(Rm(t)− 1− lnRm(t)).

Na osnovu u− 1− lnu ≥ 0 za svako u > 0 sledi nenegativnost funkcije V (X(t)). Neka
je k ≥ k0 i T > 0 proizvoljni. Primenom Itôve formule (Teorema 1.12) na funkciju
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V (X(t)), dobija se

dV (X(t)) = LV (X(t))dt+ σ1bvb(t)
Ib(t)

Nb(t)

(
1− Sv(t)

Ev(t) + 1

)
dB1(t)

+σ2bvm(t)
Im(t)

Nm(t)

(
1− Sv(t)

Ev(t) + 1

)
dB2(t)

+σ3bbv(t)
Iv(t)

Nv(t)

(
1− Sb(t)

Ib(t) + 1

)
dB3(t)

+σ4bmv(t)
Iv(t)

Nv(t)

(
1− Sm(t)

Im(t) + 1

)
dB4(t),

gde je LV : R9
+ → R definisan sa

LV (X(t)) =

(
1− 1

Sv(t)

)
(ψvHv − (λv(t) + µv)Sv(t)) +

1

2
σ2
1b

2
vb(t)

I2b (t)

N2
b (t)

+
1

2
σ2
2b

2
vm(t)

I2m(t)

N2
m(t)

+

(
1− 1

Ev(t) + 1

)
(λv(t)Sv(t)− (νv + µv)Ev(t))

+
1

2

1

(Ev(t) + 1)2

(
σ2
1b

2
vb(t)

I2b (t)

N2
b (t)

+ σ2
2b

2
vm(t)

I2m(t)

N2
m(t)

)
S2
v(t)

+

(
1− 1

Iv(t)

)
(νvEv(t)− µvIv(t))

+

(
1− 1

Sb(t)

)
(ψbH − (λb(t) + µb)Sb(t)) +

1

2
σ2
3b

2
bv(t)

I2v (t)

N2
v (t)

+

(
1− 1

Ib(t) + 1

)
(λb(t)Sb(t)− (γb + µb + δb)Ib(t))

+
1

2

1

(Ib(t) + 1)2
σ2
3b

2
bv(t)

I2v (t)

N2
v (t)

S2
b (t) +

(
1− 1

Rb(t)

)
(γbIb(t)− µbRb(t))

+

(
1− 1

Sm(t)

)
(ψmH − (λm(t) + µm)Sm(t)) +

1

2
σ2
4b

2
mv(t)

I2v (t)

N2
v (t)

+

(
1− 1

Im(t) + 1

)
(λm(t)Sm(t)− (γm + µm + δm)Im(t))

+
1

2
σ2
4b

2
mv(t)

S2
m(t)

(Im(t) + 1)2
I2v (t)

N2
v (t)

+

(
1− 1

Rm(t)

)
(γmIm(t)− µmRm(t))

≤ ψvHv + (βvbσvKv + βvmσvKv) + 3µv + νv +
σ2
1 + σ2

2

2
σ2
vK

2
v (1 +K2

v ) + ψbH

+σvβbv + γb + δb + 3µb +
σ2
3

2
σ2
v(1 +K2) + ψmH + σvβmv + γm + δm

+3µm +
σ2
4

2
σ2
v(1 +K2) =: C.

Na osnovu poslednje dve relacije, važi

dV (X(t)) ≤ Cdt+

(
1− Sv(t)

Ev(t) + 1

)(
σ1bvb(t)

Ib(t)

Nb(t)
dB1(t) + σ2bvm(t)

Im(t)

Nm(t)
dB2(t)

)
+σ3

(
1− Sb(t)

Ib(t) + 1

)
bbv(t)

Iv(t)

Nv(t)
dB3(t)

+σ4

(
1− Sm(t)

Im(t) + 1

)
bmv(t)

Iv(t)

Nv(t)
dB4(t).
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Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do τk ∧ T = min {τk, T} i izračunavanjem
očekivane vrednosti, dobija se

EV (X(τk ∧ T )) ≤ CE(τk ∧ T ) + V (X(0)) ≤ CT + V (X(0)).

Neka je Ωk = {k ≤ T}. Tada je P(Ωk) ≥ ϵ. Za svako ω ∈ Ωk, bar jedan od Sv(τk, ω),
Ev(τk, ω), Iv(τk, ω), Sb(τk, ω), Ib(τk, ω), Rb(τk, ω), Sm(τk, ω), Im(τk, ω) i Rm(τk, ω) je jed-
nak ili k ili 1

k
. Prema tome, važi

V (X(τk ∧ T )) ≥ min

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
.

Odavde sledi

CT + V (X(0)) ≥ E[IΩkV (X(τk ∧ T ))] ≥ ϵmin

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
,

gde je IΩk indikator događaja Ωk. Kada k → ∞, dobija se

∞ > V (X(0)) + CT = ∞,

što je u kontradikciji sa pretpostavkom. Dakle, τ∞ = ∞ s.i. čime je dokaz kompletan.
△

Napomena 2.4 Skup Γ1 je pozitivno invarijantan skup sistema (2.18) za svako t ≥ 0,
tj. rešenje sistema (2.18) ne napušta Γ1 za proizvoljnu početnu vrednost iz skupa Γ1.

2.3.2 Iskorenjivanje bolesti

U ovom delu biće izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje bolesti za model (2.18)
koji uključuje dve grupe ptica.

Teorema 2.5 Neka je (Sv(t), Ev(t), Iv(t), Sb(t), Ib(t), Rb(t), Sm(t), Im(t), Rm(t)) ∈ Γ1

rešenje sistema (2.18) sa proizvoljnom početnom vrednošću (Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0),
Ib(0), Rb(0), Sm(0), Im(0), Rm(0)) ∈ Γ1. Ako važi

β2
vb

σ2
1

+
β2
vm

σ2
2

< 2(νv + µv), σ2
3 >

β2
bv

2(γb + µb + δb)
i σ2

4 >
β2
mv

2(γm + µm + δm)
,

tada dolazi do iskorenjivanja bolesti, tj.

lim
t→+∞

Ev(t) = 0, lim
t→+∞

Iv(t) = 0, lim
t→+∞

Ib(t) = 0,

lim
t→+∞

Rb(t) = 0, lim
t→+∞

Im(t) = 0, lim
t→+∞

Rm(t) = 0 s.i.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 2.4, rešenje sistema (2.18) je pozitivno za svako t ≥ 0.
Primenom Itôve formule (Teorema 1.12) na logEv(t), a potom integracijom od 0 do t,
dobija se

logEv(t) = logEv(0) +

∫ t

0

[
λv(t)

Sv(t)

Ev(t)
− (νv + µv)−

1

2

(
σ1bvb(t)

Sv(t)Ib(t)

Ev(t)Nb(t)

)2

−1

2

(
σ2bvm(t)

Sv(t)Im(t)

Ev(t)Nm(t)

)2
]
ds+M4(t) +M5(t), (2.19)
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gde su M4(t) =
∫ t
0
σ1bvb(s)

Sv(s)Ib(s)
Ev(s)Nb(s)

dB1(s) i M5(t) =
∫ t
0
σ2bvm(s)

Sv(s)Im(s)
Ev(s)Nm(s)

dB2(s) ne-
prekidni martingali, na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema 1.10). Primenom
eksponencijalne martingalne nejednakosti (Teorema 1.51) dobija se

P

{
sup

0≤t≤n

[
M4(t)−

α

2

∫ t

0

(
σ1bvb(s)

Sv(s)Ib(s)

Ev(s)Nb(s)

)2

ds

]
> β

}
≤ e−αβ,

P

{
sup

0≤t≤n

[
M5(t)−

α

2

∫ t

0

(
σ2bvm(s)

Sv(s)Im(s)

Ev(s)Nm(s)

)2

ds

]
> β

}
≤ e−αβ,

pri čemu je n > 1 proizvoljan ceo broj, α i β pozitivne konstante koje će biti određene
u nastavku.

Na osnovu sličnog razmatranja kao u Teoremi 2.2, dobijaju se sledeće ocene

M4(t) ≤
ϵ

2

∫ t

0

(
σ1bvb(s)

Sv(s)Ib(s)

Ev(s)Nb(s)

)2

ds+
2 lnn

ϵ
, (2.20)

i

M5(t) ≤
ϵ

2

∫ t

0

(
σ2bvm(s)

Sv(s)Im(s)

Ev(s)Nm(s)

)2

ds+
2 lnn

ϵ
, (2.21)

pri čemu je n > 1 proizvoljan ceo broj, ϵ ∈ (0, 1) proizvoljan, α = ϵ i β = 2 lnn
ϵ

.
Zamenom (2.20) i (2.21) u (2.19), dobija se

logEv(t) = logEv(0)− (νv + µv)t+

t∫
0

[
−σ

2
1(1− ϵ)

2

(
λv(s)

βvb

Sv(s)

Ev(s)
− βvb

(1− ϵ)σ2
1

)2

+
β2
vb

2(1−ϵ)σ2
1
− σ2

2(1−ϵ)
2

(
λv(s)
βvm

Sv(s)
Ev(s)

− βvm
(1−ϵ)σ2

2

)2
+ β2

vm

2(1−ϵ)σ2
2

]
ds+ 4 lnn

ϵ

≤ logEv(0)− (νv + µv)t+
β2
vb

2(1−ϵ)σ2
1
t+ β2

vm

2(1−ϵ)σ2
2
t+ 4 lnn

ϵ
.

Deljenjem sa t i računanjem lim sup kada t→ ∞ u prethodnoj nejednakosti, dobija se

lim sup
t→+∞

logEv(t)

t
≤ β2

vb

2(1− ϵ)σ2
1

+
β2
vm

2(1− ϵ)σ2
2

− (νv + µv),

za svako ϵ ∈ (0, 1). Neka je niz {ϵk}k takav da je ϵk ∈ (0, 1), za svako k, i limk→∞ ϵk = 0.
Tada je

lim sup
t→+∞

logEv(t)

t
≤ β2

vb

2(1− ϵk)σ2
1

+
β2
vm

2(1− ϵk)σ2
2

− (νv + µv), ∀k ∈ N.

Računanjem granične vrednosti kada k → ∞ u poslednjoj nejednakosti, dobija se

lim sup
t→+∞

logEv(t)

t
≤ β2

vb

2σ2
1

+
β2
vm

2σ2
2

− (νv + µv) < 0 s.i.,

na osnovu uslova teoreme. Odavde sledi da je

lim
t→+∞

Ev(t) = 0 s.i. (2.22)
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Eksplicitnim rešavanjem treće jednačine sistema (2.18), dobija se

Iv(t) = e−µvt
[
Iv(0) +

∫ t

0

(νvEv(s)e
µvs) ds

]
.

Računanjem granične vrednosti kada k → ∞ u poslednjoj nejednakosti, primenom
L’Hospitalovog pravila i (2.22), sledi da je

lim
t→+∞

Iv(t) = 0 s.i.

Slično, primenom Itôve formule (Teorema 1.12) na log Ib(t) i integracijom od 0 do
t, dobija se

log Ib(t) = log Ib(0)−
t∫

0

[
λb(t)

Sb(t)

Ib(t)
− 1

2

(
σ3bbv(s)

Sb(s)Iv(s)

Ib(s)Nv(s)

)2
]
ds

−(γb + µb + δb)t+M6(t),

gde je M6(t) =
∫ t
0

(
σ3bbv(s)

Sb(s)Iv(s)
Ib(s)Nv(s)

)
dB3(s). Na osnovu osobina Brownovog kretanja

(Teorema 1.10),M6(t) je neprekidan martingal. Primenom eksponencijalne martingalne
nejednakosti (Teorema 1.51), kao u prvom delu dokaza, dobija se

M6(t) ≤
ϵ

2

∫ t

0

(
σ3bbv(s)

Sb(s)Iv(s)

Ib(s)Nv(s)

)2

ds+
2 lnn

ϵ
,

pri čemu je n > 1 proizvoljan ceo broj. Na osnovu poslednje dve relacije, sledi

log Ib(t) ≤ log Ib(0)− (γb + µb + δb)t+
β2
bv

2(1−ϵ)σ2
3
t+ 2 lnn

ϵ
.

Ponavljanjem procedure kao pri računanju limt→∞Ev(t), dobija se da je

lim
t→+∞

Ib(t) = 0 s.i. (2.23)

Eksplicitnim rešavanjem šeste jednačine sistema (2.18), dobija se

Rb(t) = e−µbt
[
Rb(0) +

∫ t

0

(γbIb(s)e
µbs) ds

]
.

Računanjem granične vrednosti kada t → ∞ u poslednjoj nejednakosti, primenom
L’Hospitalovog pravila i (2.23), sledi da je

lim
t→+∞

Rb(t) = 0 s.i.

Pored toga, primenom Itôve formule (Teorema 1.12) na log Im(t) i integracijom od
0 do t, dobija se

log Im(t) = log Im(0)−
∫ t

0

[
λm(t)

Sm(t)

Im(t)
− 1

2

(
σ4bmv(s)

Sm(s)Iv(s)

Im(s)Nv(s)

)2
]
ds

−(γm + µm + δm)t+M7(t),
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gde je M7(t) =
∫ t
0

(
σ4bmv(s)

Sm(s)Iv(s)
Im(s)Nv(s)

)
dB4(s), neprekidan martingal, na osnovu oso-

bina Brownovog kretanja (Teorema 1.10). Primenom eksponencijalne martingalne ne-
jednakosti (Teorema 1.51) i ponavljanjem procedure kao pri računanju limt→∞Ev(t) i
limt→∞ Ib(t), dobija se da je

lim
t→+∞

Im(t) = 0 s.i. (2.24)

Eksplicitnim rešavanjem devete jednačine sistema (2.18), dobija se

Rm(t) = e−µmt
[
Rm(0) +

∫ t

0

(γmIm(s)e
µms) ds

]
.

Računanjem granične vrednosti kada t → ∞ u poslednjoj nejednakosti, primenom
L’Hospitalovog pravila i (2.24), sledi da je

lim
t→+∞

Rm(t) = 0 s.i.

Ovim je dokaz kompletan. △

Na Slici 2.4 je ilustrovan rezultat Teoreme 2.5. U slučaju kada model (2.18) uključuje
ptice stanarice i ptice selice, uvodi se pretpostavka da se u trenutku t = 0, tj. na početku
prve posmatrane godine, ptice selice doseljavaju na određeno područje, dok u trenutku
t = 180 dan one napuštaju područje, i isto ponašanje pokazuju u toku svake sledeće
godine.

(a) Podložni vektori (b) Eksponirani vektori (c) Inficirani vektori

(d) Podložne ptice stanarice (e) Inficirane ptice stanarice (f) Oporavljene ptice stanari-
ce

(g) Podložne ptice selice (h) Inficirane ptice selice (i) Oporavljene ptice selice

Slika 2.4: Determinističke (plave) i stohastičke (crvene) trajektorije modela (2.18).
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Simulacije na Slici 2.4 su dobijene korišćenjem parametara modela iz Tabele 2.1 i
početnim vrednostima Sv(0) = 9000, Ev(0) = 600, Iv(0) = 400, Sb(0) = 370, Ib(0) =
90, Rb(0) = 40, Sm(0) = 380, Im(0) = 90, Rb(0) = 30. Pretpostavlja se da je ψv = µv
odnosno, da je populacija vektora konstantna i σ2

1 = 0.9, σ2
2 = 0.9 σ2

3 = 0.12 i σ2
4 = 0.2.

Takav izbor parametara modela zadovoljava uslov Teoreme 2.5, što znači da dolazi do
iskorenjivanja bolesti. Grafici na Slici 2.4 ilustruju teorijski rezultat.

2.3.3 Perzistentnost u srednjem

Definicija 2.2 Sistem (2.18) je strogo perzistentan u srednjem ako važi bar jedan od
sledećih uslova

lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

Ev(s)ds > 0 s.i. ili lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

Iv(s)ds > 0 s.i. ili

lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

Ib(s)ds > 0 s.i. ili lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

Im(s)ds > 0 s.i.

Teorema 2.6 Za proizvoljnu početnu vrednost (Sv(0), Ev(0), Iv(0), Sb(0), Ib(0), Rb(0),
Sm(0), Im(0), Rm(0)) ∈ Γ1, ako važi

ϖ2 = 2

√
σvσb

ψbH

µb+δb
βbv

σvKv+σb
ψbH

µb+δb
+σm

ψmH
µm

ψbH
K+1

− ψbH
(
1− µb

µb+δb

)
− σvβbv − µb

−σ2
3σ

2
v

2
(1 +K2)−

σvσb
ψbH

µb+δb
βbv

σvKv+σb
ψbH

µb+δb
+σm

ψmH
µm

K
K+1

+2

√
σvσm

ψmH
µm+δm

βmv

σvKv+σb
ψbH

µb
+σm

ψmH
µm+δm

ψmH
ψmH
µm

+1
− ψmH

(
1− µm

µm+δm

)
−σvβmv − µm − σ2

4σ
2
v

2
(1 + ψ2

mH
2

µ2m
)− σvσm

ψmH
µm+δm

βmv

σvKv+σb
ψbH

µb
+σm

ψmH
µm+δm

ψmH
µm

ψmH
µm

+1
> 0,

(2.25)

tada je bolest strogo perzistentna u srednjem, odnosno, važi da je

lim inf
t→+∞

(⟨Ib(t)⟩+ ⟨Im(t)⟩) ≥ 1

max{γb + µb, γm + µm}
ϖ2 > 0,

lim inf
t→+∞

(⟨Rb(t)⟩+ ⟨Rm(t)⟩) ≥ min{γb, γm}
max{ρb, ρm}

1

max{γb + µb, γm + µm}
ϖ2 > 0.

Dokaz. Neka je U(X(t)) := Sb(t) + Ib(t) +Rb(t)− logSb(t)− log(Ib(t) + 1) + Sm(t) +
Im(t)+Rm(t)− logSm(t)− log(Im(t)+ 1). Primenom Itôve formule (Teorema 1.12) na
U(X(t)), dobija se

d (U(X(t))) = ψbH − µbNb(t)− δbIb(t)−
ψbH

Sb(t)
+ (λb(t) + µb) +

σ2
3b

2
bv(t)I

2
v (t)

2N2
v (t)

−λb(t)Sb(t)
Ib(t) + 1

+
(γb + µb + δb)Ib(t)

Ib(t) + 1
+
σ2
3b

2
bv(t)I

2
v (t)S

2
b (t)

2N2
v (t)(Ib(t) + 1)2

+

(
σ3bbv(t)Iv(t)

Nv(t)
+
σ3bbv(t)Iv(t)Sb(t)

Nv(t)(Ib(t) + 1)

)
dB3(t) + ψmH − µmNm(t)

−δmIm(t)−
ψmH

Sm(t)
+ (λm(t) + µm) +

σ2
4b

2
mv(t)I

2
v (t)

2N2
v (t)

−λm(t)Sm(t)
Im(t) + 1

+
(γm + µm + δm)Im(t)

Im(t) + 1
+
σ2
4b

2
mv(t)I

2
v (t)S

2
m(t)

2N2
v (t)(Im(t) + 1)2
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+

(
σ4bmv(t)Iv(t)

Nv(t)
+
σ4bmv(t)Iv(t)Sm(t)

Nv(t)(Im(t) + 1)

)
dB4(t)

≤ ψbH

(
1− µb

µb + δb

)
− δbIb(t)−

ψbH

Sb(t)
+ σvβbv + µb +

σ2
3σ

2
v

2
(1 +K2)

−
σvσb

ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

+ σm
ψmH
µm

Sb(t)

K + 1
+

σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

+ σm
ψmH
µm

K

K + 1

+(γb + µb + δb)Ib(t) +

(
σ3bbv(t)Iv(t)

Nv(t)
+
σ3bbv(t)Iv(t)Sb(t)

Nv(t)(Ib(t) + 1)

)
dB3(t)

+ψmH

(
1− µm

µm + δm

)
− δmIm(t)−

ψmH

Sm(t)
+ σvβmv + µm

+
σ2
4σ

2
v

2

(
1 +

ψ2
mH

2

µ2
m

)
−

σvσm
ψmH
µm+δm

βmv

σvKv + σb
ψbH
µb

+ σm
ψmH
µm+δm

Sm(t)
ψmH
µm

+ 1

+
σvσm

ψmH
µm+δm

βmv

σvKv + σb
ψbH
µb

+ σm
ψmH
µm+δm

+ σm
ψmH
µm

ψmH
µm

ψmH
µm

+ 1
+ (γb + µb + δb)Ib(t)

+

(
σ4bmv(t)Iv(t)

Nv(t)
+
σ4bmv(t)Iv(t)Sm(t)

Nv(t)(Im(t) + 1)

)
dB4(t)

≤ ψbH

(
1− µb

µb + δb

)
+ σvβbv + µb +

σ2
3σ

2
v

2
(1 +K2)

−2

√√√√ σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

+ σm
ψmH
µm

ψbH

K + 1
+

σvσb
ψbH
µb+δb

βbv

σvKv + σb
ψbH
µb+δb

+ σm
ψmH
µm

K

K + 1

+(γb + µb)Ib(t) +

(
σ3bbv(t)Iv(t)

Nv(t)
+
σ3bbv(t)Iv(t)Sb(t)

Nv(t)(Ib(t) + 1)

)
dB3(t)

+ψmH

(
1− µm

µm + δm

)
+ σvβmv + µm +

σ2
4σ

2
v

2
(1 +

ψ2
mH

2

µ2
m

)

−2

√√√√ σvσm
ψmH
µm+δm

βmv

σvKv + σb
ψbH
µb

+ σm
ψmH
µm+δm

ψmH
ψmH
µm

+ 1
+

σvσm
ψmH
µm+δm

βmv

σvKv + σb
ψbH
µb

+ σm
ψmH
µm+δm

ψmH
µm

ψmH
µm

+ 1

+(γm + µm)Im(t) +

(
σ4bmv(t)Iv(t)

Nv(t)
+
σ4bmv(t)Iv(t)Sm(t)

Nv(t)(Im(t) + 1)

)
dB4(t),

pri čemu su neki nepozitivni članovi izostavljeni, primenjene ocene Sb(t) ≤ Nb(t) ≤
K,Sm(t) ≤ Nm(t) ≤ ψmH

µm
, Iv(t)
Nv(t)

≤ 1, bbv(t), bmv(t) ≤ σv, λb(t) ≤ σvβbv, λm(t) ≤
σvβmv,

1
Ib(t)+1

≤ 1, 1
Im(t)+1

≤ 1, i nejednakost između aritmetičke i geometrijske sre-
dine. Integracijom prethodne nejednakosti od 0 do t i deljenjem sa t, dobija se

U(X(t))− U(X(0))

t
≤ −ϖ2 + (γb + µb) ⟨Ib(t)⟩+ (γm + µm) ⟨Im(t)⟩

+
M8(t)

t
+
M9(t)

t
, (2.26)

gde je ϖ2 definisan izrazom (2.25), M8(t) =
∫ t
0

(
σ3bbv(t)Iv(t)

Nv(t)
+ σ3bbv(t)Iv(t)Sb(t)

Nv(t)(Ib(t)+1)

)
dB3(t) i

M9(t) =
(
σ4bmv(t)Iv(t)

Nv(t)
+ σ4bmv(t)Iv(t)Sm(t)

Nv(t)(Im(t)+1)

)
dB4(t). Na osnovu osobina Brownovog kreta-
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nja (Teorema 1.10), M8(t) i M9(t) su neprekidni martingali. Pored toga, važi

lim sup
t→+∞

⟨M8,M8⟩t
t

≤ σ2
3σ

2
v(1 +K2) < +∞ s.i.

lim sup
t→+∞

⟨M9,M9⟩t
t

≤ σ2
4σ

2
v(1 +

ψ2
mH

2

µ2
m

) < +∞ s.i.

Primenom strogog zakona velikih brojeva za martingale (Teorema 1.51), sledi

lim
t→+∞

M8(t)

t
= 0 s.i, lim

t→+∞

M9(t)

t
= 0 s.i.

Kako je U(X(t)) ≥ − logSb(t)− logSm(t) ≥ − log ψbH
µb

− log ψmH
µm

> −∞, t ≥ 0, tada je

lim inf
t→+∞

U(X(t))− U(X(0))

t
= 0 s.i.

Računanjem lim inf kada t→ +∞ u (2.26), dobija se

lim inf
t→+∞

((γb + µb) ⟨Ib(t)⟩+ (γm + µm) ⟨Im(t)⟩) ≥ ϖ2.

Tada je

lim inf
t→+∞

(⟨Ib(t)⟩+ ⟨Im(t)⟩) ≥ 1

max{γb + µb, γm + µm}
ϖ2 > 0, (2.27)

na osnovu uslova teoreme (2.25).
Sumiranjem šeste i devete jednačine sistema (2.18), a zatim integracijom i deljenjem

sa t, dobija se

Rb(t)−Rb(0)

t
+
Rm(t)−Rm(0)

t
=
γb
t
⟨Ib(t)⟩ −

ρb
t
⟨Rb(t)⟩+

γm
t

⟨Im(t)⟩ −
ρm
t

⟨Rm(t)⟩ .

Kako važi (2.27), računanjem lim inf kada t→ +∞ u prethodnoj nejednakosti, dobija
se

lim inf
t→+∞

(⟨Rb(t)⟩+ ⟨Rm(t)⟩) ≥ min{γb, γm}
max{ρb, ρm}

1

max{γb + µb, γm + µm}
ϖ2 > 0.

Ovim je dokaz kompletan. △
Slika 2.5 ilustruje rezultat perzistentnosti bolesti dokazan u Teoremi 2.6. Simula-

cije su dobijene sa parametrima modela definisanim u Tabeli 2.1 i početnim uslovima
Sv(0) = 1080, Ev(0) = 50, Iv(0) = 70, Sb(0) = 170, Ib(0) = 20, Rb(0) = 10, Sm(0) =
82, Im(0) = 13, Rb(0) = 5. Za ovakav izbor parametara modela odabrane su vrednosti
σ1 = 0.00000003, σ2 = 0.00000003, σ3 = 0.0000001 i σ4 = 0.0000001 koje zadovoljavaju
uslove Teoreme 2.6.

Za odabrane vrednosti parametra i početne uslove, sa grafika se može videti da je
bolest perzistentna u populaciji, što potvrđuje teorijski rezultat.

I u ovom slučaju kada razmatrani model uključuje populacije ptica stanarica i ptica
selica, dokazano je da manji intenzitet belog šuma osigurava perzistentnost bolesti, dok
veći intenzitet beliog šuma dovodi do iskorenjivanja bolesti.
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Zaključak i napomene

(a) Podložni vektori (b) Eksponirani vektori (c) Inficirani vektori

(d) Podložne ptice stanarice (e) Inficirane ptice stanarice (f) Oporavljene ptice stanari-
ce

(g) Podložne ptice selice (h) Inficirane ptice selice (i) Oporavljene ptice selice

Slika 2.5: Determinističke (plave) i stohastičke (crvene) trajektorije modela (2.18).

2.4 Zaključak i napomene
U ovoj glavi su proučavana dva stohastička epidemiološka modela za širenje viru-

sa Zapadnog Nila. Prvi model se sastoji od populacije vektora i populacije jedne vrste
ptica, dok se drugi model sastoji od populacije vektora i populacija dve vrste ptica. Slu-
čajnost je uključena u model pod pretpostavljkom da fluktuacije okruženja prvenstveno
utiču na stope prenosa virusa između vektora i populacije domaćina. Dokazano je da
razmatrani sistemi imaju jedinstvena globalna pozitivna rešenja. Izvedeni su dovoljni
uslovi za iskorenjivanje i perzistentnost bolesti. Na osnovu analize, može se zaključiti da
manji intenzitet belog šuma doprinosi perzistentnosti bolesti, dok veći intenziteti belog
šuma dovode do iskorenjivanja bolesti. Ovi rezultati pokazuju da fluktuacije okruženja
opisane belim šumom imaju značajan uticaj na dinamiku širenja bolesti.

Oba stohastička modela mogu biti generalizovana pod pretpostavkom da su koefici-
jenti modela ograničene funkcije vremena (na primer ψv(s) itd.). To bi modele učinilo
realnijim jer bi vremenska zavisnost koeficijenata efikasnije opisivala širenje bolesti.
Druga generalizacija modela je da koeficijenti zavise od parametra l koji bi uključio
svojstva geografske oblasti u modele (na primer ψv(l) itd.). Pored toga, temperatura
je značajan faktor koji utiče na veličinu populacije i širenje bolesti, tako da se važna
generalizacija može dobiti uzimajući da koeficijenti modela zavise od temperature (na
primer ψv(t), itd.). Model može sadržati sve tri generalizacije. U ovom slučaju koefici-
jenti bi bili funkcije tri parametra (na primer ψv(s, l, t), itd.). Ove vrste generalizacija
modele bi učinile realnijim.
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Glava 3

Epidemiološki modeli koji uključuju
više klasa inficiranih

Kao što je već pomenuto, jedan od proučavanijih epidemioloških modela u literaturi
je SIR epidemiološki model, u kojem je ukupna populacija (N) podeljena u tri klase, i to
klasu osetljivih (S), klasu zaraženih (I) i klasu oporavljenih (R) osoba. Epidemiološke
modele je moguće modifikovati uvođenjem dodatnih klasa kako bi što realnije opisi-
vali tok epidemije i predvideli broj slučajeva zaraze, hospitalizacija i smrtnosti tokom
vremena. Uvođenje više klasa inficiranih osoba omogućava preciznije modeliranje kom-
pleksnih epidemioloških situacija, uključujući period inkubacije, razlike u stadijumima
bolesti i nivoima infektivnosti, kao i razlikovanje asimptomatskih slučajeva i osoba sa
blagim simptomima od onih koje su hospitalizovane ili u kritičnom stanju. Tako modi-
fikovani modeli omogućavaju identifikaciju populacionih grupa koje su najugroženije i
pomažu u proceni resursa, kao što su kapaciteti bolnica, broj medicinskog osoblja, broj
respiratora i količina lekova potrebnih za lečenje i negu pacijenata tokom epidemija.
Takvi modeli realnije opisuju stvarne potrebe sistema tokom epidemija i pandemija,
obezbeđujući ključne uvide za planiranje intervencija i donošenje političkih strategija
vlasti u cilju očuvanja zdravlja populacije.

U Poglavlju 3.1 je predstavljena analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i
stohastičkog epidemiološkog modela širenja virusa teškog akutnog respiratornog sindro-
ma koronavirusa 2 (Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2 ), SARS-CoV-2.
Originalni rezultati iz ovog poglavlja su objavljeni u radu [12]. Opis epidemioloških mo-
dela je dat u Podpoglavlju 3.1.1. Podpoglavlje 3.1.2 je posvećeno analizi deterministič-
kog epidemiološkog modela. Najpre su navedeni preliminarni rezultati u delu 3.1.2.1,
a potom je u delu 3.1.2.2 izračunat osnovni reprodukcioni broj determinističkog mo-
dela, koji predstavlja epidemiološki značajan parametar i određuje potencijal zarazne
bolesti da uđe u populaciju, o čemu će više reči biti u delu 3.1.2.1. U delu 3.1.2.3 je
ispitano postojanje i stabilnost endemskog ekvilibrijuma. U Podpoglavlju 3.1.3 je data
dinamička analiza stohastičkog epidemiološkog modela. Naime, izvedeni su potrebni i
dovoljni uslovi za iskorenjivanje (u delu 3.1.3.1) i perzistentnost bolesti (u delu 3.1.3.2),
i određen je osnovni reprodukcioni broj RS

0 stohastičkog modela. Podpoglavlje 3.1.4 je
posvećeno analizi osetljivosti osnovnog reprodukcionog broja determinističkog i stoha-
stičkog modela na parametre modela. U Poglavlju 3.2 su izvedeni dovoljni uslovi za
postojanje stacionarne raspodele stohastičkog modela.
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Analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i stohastičkog modela širenja virusa
SARS-CoV-2

3.1 Analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i
stohastičkog modela širenja virusa SARS-CoV-2

Infekcije koronavirusom u populacijama ljudi nisu novina, jer je tokom poslednje
dve decenije bilo nekoliko epidemija, uključujući teški akutni respiratorni sindrom ko-
ronavirusa (engleski naziv: Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus, kraće:
SARS-CoV), u Kini 2002. godine i bliskoistočni respiratorni sindrom koronavirusa (en-
gleski naziv: Middle East Respiratory Syndrome Coronavirus, kraće: MERS-CoV), u
Saudijskoj Arabiji 2012. godine. U novembru 2019. godine prijavljen je prvi potvrđe-
ni slučaj SARS-CoV-2, nakon čega se SARS-CoV-2 infekcija vrlo brzo proširila širom
sveta. Bolest koju izaziva virus SARS-CoV-2 poznata je kao Covid-19. Simptomi bo-
lesti Covid-19 mogu biti veoma različiti, od blagih do ozbiljnih, uključujući i smrtne
ishode. Zbog toga je pandemija Covid-19 proglašena globalnom vanrednom situacijom
od strane Svetske zdravstvene organizacije [76].

Na temelju objavljenih istraživanja zaključuje se da se Covid-19 primarno preno-
si s čoveka na čoveka oralnim putem dok respiratorne aerosole i kapljice iz okruženja
kontaminirane virusom igraju manju ulogu u širenju bolesti (videti [77] ). Osobe zara-
žene SARS-CoV-2 virusom koje pokazuju simptome bolesti prenose virus na podložne
osobe bliskom kontaktom (fizička ili prostorna blizina sa zaraženim osobama, rukova-
nje ili grljenje). Međutim, zaraženi pojedinci mogu biti bez simptoma (asimptomatski
zaraženi) a takođe prenositi virus (videti [78]). Na osnovu analize u [79], pojedinci
sa simptomima imaju veći značaj u širenju infekcije od asimptomatskih pojedinaca.
(Više informacija o asimptomatskim prenosiocima virusa i procenama njihovog učešća
u zaraženoj populaciji mogu se naći u radovima [80] i [81].) Zaraženi pojedinac je su-
perprenosilac virusa ukoliko ima visok nivo virusnog opterećenja, koji se javlja zbog
problema sa imunitetom ili primarne bolesti, i/ili povećanu društvenu aktivnost.

Opisani su i proučavani brojni deterministički epidemiološki modeli širenja SARS-
CoV-2 virusa. U radovima [82–85] su analizirani deterministički SIR i SEIR modeli kao
i različite verzije ovih epidemioloških modela.

Pored toga, slučajnost iz životne sredine (npr. variranje u temperaturi, količini pa-
davina, apsolutnoj vlažnosti vazduha i druge) i ponašanja infektivnih agenasa kao što
su bakterije, virusi, gljivice i paraziti, u takvom okruženju, sugeriše uvođenje Gausso-
vog belog šuma u epidemiološke modele kako bi se inkorporirao efekat slučajnosti. Na
taj način su dobijeni stohastički epidemiološki modeli. Stohastički epidemiološki mo-
deli širenja SARS-CoV-2 virusa su proučavani u radovima [1], [86], [87]. U [1], autori
su definisali stohastički model širenja bolesti Covid-19 perturbacijom stopa prenosa
bolesti i uspostavili dovoljne uslove za perzistentnost i iskorenjivanje bolesti. U ovom
poglavlju su analizirani epidemiološki modeli širenja korona virusa SARS-CoV-2, koji
su proučavani u radu [1].

3.1.1 SARS-CoV-2 epidemiološki modeli

Osnovna pretpostavka modela koji je analiziran u ovoj glavi je da je populacija
podeljena u sedam međusobno disjunktnih klasa:

◦ S - klasa podložnih osoba,
◦ E - klasa osoba koje su bile izložene virusu SARS-CoV-2, ali nisu još uvek razvili

virulenciju da bi mogli preneti virus (mogu postati zarazni nakon perioda inkubacije),
◦ I - klasa zaraženih osoba sa simptomima,
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3.1 Analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i stohastičkog modela

◦ P - klasa superkliconoša (osoba koje prenose zaraznu bolest na znatno veći broj
ljudi nego što je to uobičajeno za većinu zaraženih osoba, često zbog većih količina
virusa u organizmu ili specifičnih uslova koji olakšavaju prenos, kao što su kontakt u
zatvorenom prostoru ili specifične navike kao što su kašljanje ili kijanje),

◦ H - klasa hospitalizovanih osoba,
◦ A - klasa asimptomatski zaraženih osoba,
◦ R - klasa osoba oporavljenih od virusa.

Ukupna veličina populacije u trenutku t ≥ 0, je

N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + P (t) + A(t) +H(t) +R(t).

Deterministički model se sastoji od običnih diferencijalnih jednačina (ODJ), oblika

dS(t) =

(
Λ−

(
β

N(t)
(I(t) + lH(t)) +

β′

N(t)
P (t) + µ

)
S(t)

)
dt,

dE(t) =

(
β

N(t)
(I(t) + lH(t))S(t) +

β′

N(t)
P (t)S(t)− (κ+ µ)E(t)

)
dt,

dI(t) = (κρ1E(t)− (γa + k1γi + δi)I(t)) dt,

dP (t) = (κρ2E(t)− (γa + k2γi + δp)P (t)) dt, (3.1)
dH(t) = (γa(I(t) + P (t))− (γr + δh)H(t)) dt,

dA(t) = (κ(1− ρ1 − ρ2)E(t)− (γi + µ)A(t)) dt,

dR(t) = (γi(A(t) + k1I(t) + k2P (t)) + γrH(t)− µR(t)) dt,

sa početnim uslovom S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0, P (0) = P0, H(0) = H0, A(0) =
A0, R(0) = R0, pri čemu je biološka interpretacija parametara modela data u Tabeli
3.1.

Simbol Opis Vrednost
Λ broj novorođenih 310 [88]
β stopa prenosa bolesti za inficirane 2.55 [83]
l relativna prenosivost hospitalizovanih pojedinaca 1.56 [83]
β′ stopa prenosa bolesti za superkliconoše 7.65 [83]
κ stopa po kojoj eksponirani postaju infektivni 0.25 [83]
ρ1 stopa prelaza iz klase eksponiranih u klasu inficiranih 0.58 [83]
ρ2 stopa prelaza iz klase eksponiranih u klasu superkliconoša 0.001 [83]
γa stopa hospitalizacije 0.94 [83]
γr stopa oporavka za hospitalizovane 0.5 [83]
γi stopa oporavka za nehospitalizovane 0.27 [83]
k1 težinski koeficijent stope oporavka za klasu zaraženih 0.85 [p]
k2 težinski koeficijent stope oporavka za klasu superkliconoša 0.95 [p]
δi stopa smrtnosti od bolesti za inficirane 1/23 [89]
δp stopa smrtnosti od bolesti za superskliconoše 1/23 [89]
δh stopa smrtnosti od bolesti za hospitalizovane 1/23 [89]
µ prirodna stopa smrtnosti 0.00714 [88]

Tabela 3.1: Vrednosti parametara modela, dobijene na osnovu epidemije u Wuhanu u
periodu Januar 4 - Mart 9, 2020, ili racionalno pretpostavljeni (k1, k2).
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3.1 Analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i stohastičkog modela

Neka su nezavisna Brownova kretanja B1 = {B1(t), t ≥ 0} i B2 = {B2(t), t ≥ 0},
definisana na kompletnom prostoru verovatnoće (Ω,F ,F,P) sa filtracijom F = {Ft, t ≥
0} koja sadrži sve skupove mere nula, pri čemu je Ft := FB1

t ∪ FB2
t , i FBi

t , i = 1, 2, su
σ-algebre generisane Brownovim kretanjima B1 i B2.

Stohastički model je konstruisan pod pretpostavkom da slučajnost iz okruženja
najviše utiče na stope prenosa β i β′, tj. stope prenosa β i β′ su perturbovane na
sledeći način

β 7→ β + σ1dB1(t), β′ 7→ β′ + σ2dB2(t),

gde su σ1 > 0 i σ2 > 0 intenziteti belih šumova. Dobijeni stohastički model je oblika

dS(t) =

(
Λ−

(
β

N(t)
(I(t) + lH(t)) +

β′

N(t)
P (t) + µ

)
S(t)

)
dt

− σ1
N(t)

(I(t) + lH(t))S(t) dB1(t)−
σ2
N(t)

P (t)S(t) dB2(t),

dE(t) =

(
β

N(t)
(I(t) + lH(t))S(t) +

β′

N(t)
P (t)S(t)− (κ+ µ)E(t)

)
dt

+
σ1
N(t)

(I(t) + lH(t))S(t) dB1(t) +
σ2
N(t)

P (t)S(t) dB2(t),

dI(t) = (κρ1E(t)− (γa + k1γi + δi)I(t)) dt, (3.2)
dP (t) = (κρ2E(t)− (γa + k2γi + δp)P (t)) dt,

dH(t) = (γa(I(t) + P (t))− (γr + δh)H(t)) dt,

dA(t) = (κ(1− ρ1 − ρ2)E(t)− (γi + µ)A(t)) dt,

dR(t) = (γi(A(t) + k1I(t) + k2P (t)) + γrH(t)− µR(t)) dt,

sa početnim uslovom

S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0, P (0) = P0, H(0) = H0,

A(0) = A0, R(0) = R0,

gde su k1, k2 konstante za koje važi k2 < k1 < 1. Opis i vrednosti parametara modela
su dati u Tabeli 3.1.

3.1.2 Analiza determinističkog modela

U ovom podpoglavlju će biti proučavan deterministički model (3.1). Najpre su na-
vedeni preliminarni rezultati.

3.1.2.1 Preliminarni rezultati

Neka je x = (x1, ..., xn), xi = xi(t) i t vremenska promenljiva (t ≥ 0). Posmatra se
sistem običnih diferencijalnih jednačina (ODJ) koji se sastoji iz n grupa oblika

dxi
dt

= fi(x1, ..., xn), i = 1, ..., n, (3.3)

koji se može napisati u matričnom obliku

dx

dt
= f(x), f : Rn → Rn, f ∈ C(Rn). (3.4)
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3.1 Analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i stohastičkog modela

Definicija 3.1 ([90], Definicija 1.1.6) Neka je D ⊂ Rn. Vektorska funkcija f(x), f :
D → Rn, zadovoljava Lipschitzov uslov po promenljivoj x u oblasti D, ako postoji
konstanta L > 0 tako da za bilo koje dve tačke x, y ∈ D važi

∥f(x)− f(y)∥ ≤ L∥x− y∥.

Definicija 3.2 ([90], Definicija 1.1.7) Neka je D ⊂ Rn. Vektorska funkcija f(x), f :
D → Rn, zadovoljava lokalni Lipschitzov uslov po promenljivoj x u oblasti D, ako za
svaku tačku x0 ∈ D postoji okolina U ⊂ D te tačke takva da postoji konstanta Lu > 0,
tako da za bilo koje dve tačke x, y ∈ U važi

∥f(x)− f(y)∥ ≤ Lu∥x− y∥.

Teorema 3.1 (Picardova teorema egzistencije i jedinstvenosti rešenja, [90],
Teorema 1.1.2) Neka je vektorska funkcija f(x) definisana i neprekidna u oblasti
G ⊂ Rn i neka zadovoljava lokalni Lipschitzov uslov po promenljivoj x na G. Tada kroz
svaku tačku x0 ∈ G prolazi jedinstveno rešenje x = ϕ(t) sistema (3.3), definisano u
nekoj okolini tačke t0.

Ako su funkcije fi lokalno Lipschitz neprekidne po promenljivoj x na G, po Teoremi
3.1 oblast egzistencije i jedinstvenosti rešenja dinamičkog sistema (3.3) je R × G - za
bilo koju tačku (t0, x

0), t0 ∈ R, x0 ∈ G postoji jedinstveno neproduživo rešenje x = x(t)
sistema (3.3), definisano na maksimalnom intervalu egzistencije I(x0), koje zadovoljava
početni uslov x(t0) = x0.

Geometrijsko mesto tačaka Γ = {(t, x(t)) : t ∈ I(x0)} ⊂ G se naziva integralna
kriva rešenja x = x(t), t ∈ I(x0). Ona daje potpunu informaciju o rešenju. Međutim,
često je dovoljno poznavati faznu trajektoriju rešenja, kao geometrijsko mesto tačaka
γ = {(x(t)) : t ∈ I(x0)} ⊂ Rn. Dakle, fazna trajektorija je projekcija integralne krive
na fazni prostor

Rn = {(x1, x2, ..., xn) : xi ∈ R},
paralelno t-osi. Specijano za n = 2, fazni prostor se naziva fazna ravan.

Pravac fazne trajektorije je pravac kretanja tačke (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) po faznoj
trajektoriji u pravcu rasta promenljive t. Tako se dolazi do faznog portreta-grafika
faznih trajektorija u faznom prostotu (ravni) sa naznačenim pravcima.

Definicija 3.3 ([90], Definicija 7.1.2) Tačka x0 ∈ Rn u kojoj je f(x0) = 0 se naziva
položaj ravnoteže ili ekvilibrijum dinamičkog sistema (3.3).

Očigledno, ako je tačka x0 položaj ravnoteže sistema (3.4), tada ovaj sistem ima
rešenje x(t) = x0, t ∈ R, a odgovarajuća trajektorija je upravo tačka x0 u faznom
prostoru Rn.

Neka je

A :=
∂f

∂x
(x∗) = Df(x∗) =


∂f1
∂x1

(x∗) ... ∂f1
∂xn

(x∗)
∂f2
∂x1

(x∗) ... ∂f2
∂xn

(x∗)

...
∂fn
∂x1

(x∗) ... ∂fn
∂xn

(x∗)


n×n

, (3.5)

gde je x∗ položaj ravnoteže sistema (3.4). Matrica A se naziva Jakobijeva matrica
položaja ravnoteže x∗ sistema (3.4). Linearizovan sistem dinamičkog sistema (3.4) dat
je sa

dx

dt
= Ax. (3.6)
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Definicija 3.4 ([90], Poglavlje 7.1) Položaj ravnoteže x∗ nelinearnog sistema (3.4)
naziva se hiperbolički ako je realni deo svake sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice
J(x∗) različit od nule. Ako je realni deo neke sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice
J(x∗) jednak nuli, položaj ravnoteže x∗ se naziva nehiperbolički.

Definicija 3.5 (Lokalna stabilnost položaja ravnoteže, [90], Definicija 7.4.1)
Položaj ravnoteže x0 sistema (3.4) je lokalno stabilan, ako za svako R > 0, postoji
r = r(R) > 0, tako da za svaku faznu trajektoriju x = x(t) ovog sistema važi

∥x(t0)− x0∥ < r ⇒ ∥x(t)− x0∥ < R,

za svako t ∈ [t0,∞). Položaj ravnoteže je nestabilan ako nije stabilan.

Definicija 3.6 (Lokalna asimptotska stabilnost položaja ravnoteže, [90], De-
finicija 7.4.2) Položaj ravnoteže x0 sistema (3.4) je lokalno asimptotski stabilan, ako
je stabilan i postoji δ > 0, tako da važi

∥x(t0)− x0∥ < δ ⇒ lim
t→∞

∥x(t)− x0∥ = 0.

Definicija 3.7 (Globalna asimptotska stabilnost položaja ravnoteže, [90], Po-
glavlje 7.4) Položaj ravnoteže x0 sistema (3.4) je globalno asimptotski stabilan, ako
za svaku trajektoriju x(t), važi

lim
t→∞

∥x(t)− x0∥ = 0.

U nastavku je predstavljen metod matrice sledeće generacije. Posmatra se dinamički
model koji se sastoji iz n grupa:

dxi
dt

= fi(x), i = 1, ..., n, (3.7)

sa nenegativnim početnim uslovima i neka je m, m ≤ n, broj infektivnih grupa u
modelu (3.7). Definiše se Xs kao skup svih stanja bez bolesti na sledeći način

Xs = {x ≥ 0|xi = 0, i = 1, 2, ...m}.

Definicija 3.8 ([91], Poglavlje 1) Osnovni reprodukcioni broj R0 definiše se kao oče-
kivani broj sekundarnih slučajeva koje jedan zaraženi pojedinac generiše tokom svog
zaraznog perioda u potpuno osetljivoj populaciji.

Da bi se izračunao osnovni reprodukcioni broj R0 za sistem (3.7), važno je razlikovati
nove infekcije od svih drugih promena u populaciji. Neka je:

◦ 𭟋i(x) stopa pojavljivanja novih infekcija u grupi i;
◦ ν+i (x) stopa pojavljivanja svih drugih individua u grupi i;
◦ ν−i (x) stopa odlaska individua iz grupe i;

za i = 1, ..., n.
Za ovako definisane funkcije 𭟋i(x), ν

+
i (x) i ν−i (x) podrazumeva se da su najmanje

dva puta neprekidno-diferencijabilne po svakoj promenljivoj.
Sada se sistem jednačina (3.7) može zapisati na sledeći način

dxi
dt

= fi(x) = 𭟋i(x)− νi(x), i = 1, ..., n, (3.8)
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gde je νi(x) = ν−i (x)− ν+i (x).
Funkcije iz sistema (3.8) zadovoljavaju sledeće uslove:
◦ C1: Ako je xi ≥ 0 onda važi 𭟋i(x), ν

+
i (x), ν

−
i (x) ≥ 0 za i = 1, ..., n.

◦ C2: Ako je xi = 0 onda je ν−i (x) = 0 (i-ta grupa je prazna pa nema ko da je
napusti). Očigledno, ako x ∈ Xs onda je i = 0 za svako ν−i = 1, ...,m.

◦ C3: 𭟋i(x) = 0 za i > m.
◦ C4: Ako x ∈ Xs, tada je 𭟋i(x) = 0 i νi(x) = 0 za svako i = 1, ...,m.
◦ C5: Ako je 𭟋(x) = 0, tada sve sopstvene vrednosti matriceDf(x0) imaju negativni

realni deo.

Lema 3.1 ([91], Lema 1) Ako je x0 položaj ravnoteže bez bolesti sistema (3.8) i fi(x)
zadovoljavaju uslove C1-C5, tada su matrice D𭟋(x0) i Dν(x0) date sa

D𭟋(x0) =

(
F 0
0 0

)
, Dν(x0) =

(
V 0
J3 J4

)
, (3.9)

gde su matrice F i V matrice dimenzija m×m definisane sa

F =

(
∂𭟋(x0)

∂xi

)
, V =

(
∂ν(x0)

∂xi

)
, (3.10)

za 1 ≤ i ≤ m, F je nenegativna i V je invertibilna matrica.

Matrica FV −1 je matrica sledeće generacije a osnovni reprodukcioni broj je defini-
san kao spektralni radijus (tj. sopstvena vrednost matrice sa najvećim modulom) ove
matrice tj.

R0 = ρ
(
FV −1

)
, (3.11)

gde ρ(A) označava spektralni radijus matrice A.
Naredna teorema tvrdi da je osnovni reprodukcioni broj R0 granični parametar za

stabilnost položaja ravnoteže bez bolesti.

Teorema 3.2 ([91], Teorema 2) Neka je x0 položaj ravnoteže bez bolesti sistema
(3.8) i neka funkcije fi(x) zadovoljavaju uslove C1-C5. Ako je R0 < 1 tada je x0
lokalno asimptotski stabilan položaj ravnoteže, dok ako je R0 > 1 tada je x0 nestabilan
položaj ravnoteže, gde je R0 dato sa (3.11).

U nastavku se razmatra sistem običnih diferencialnih jednačina (ODJ) sa parame-
trom ϕ:

dx

dt
= f(x, ϕ), f : Rn × R → Rn, f ∈ C(Rn × R). (3.12)

Uobičajna definicija bifurkacije je: do bifurkacije dolazi za vrednost parametra ϕ =
ϕ0 ako postoji parametar ϕ1 proizvoljno blizu parametra ϕ0 tako da sistemi dx

dt
= f(x, ϕ1)

i dx
dt

= f(x, ϕ0) nisu topološki ekvivalentni; konstantu ϕ0 nazivamo bifurkacioni kritični
parametar.

Kaže se da dolazi do bifurkacije ako se sa promenom vrednosti parametra ϕ menja
kvalitativna struktura faznog portreta sistema. Zapravo, može doći do promene u broju
položaja ravnoteže (do nestajanja određenih ili nastajanja novih položaja ravnoteže)
ili može doći do promene u stabilnosti postojećih položaja ravnoteže. Bifurkacije su
veoma značajne sa stanovišta primene.
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U primenama često položaj ravnoteže uvek postoji bez obzira na vrednost parame-
tra ϕ. Međutim, može se desiti da položaj ravnoteže menja svoju stabilnost u zavisnosti
od parametra. Transkritična bifurkacija je klasičan oblik bifurkacije koja opisuje ovakve
promene u faznom portretu.

Teorija centar manifolda se koristi za određivanje lokalne stabilnosti nehiperbolič-
kog ravnotežnog stanja. U nastavku je opisana teorija koja ne samo da može da odredi
lokalnu stabilnost nehiperboličkog ravnotežnog stanja, već i rešava pitanje postojanja
drugog ravnotežnog stanja (koje bifurkira iz nehiperboličkog ravnotežnog stanja). Ova
teorija je zasnovana na opštoj teoriji centar manifolda.

Bez gubitka opštosti, uvodi se pretpostavka da je 0 ravnotežno stanje sistema (3.12)
za sve vrednosti parametra ϕ, tj.

f(0, ϕ) ≡ 0, ∀ϕ.

Teorema 3.3 ([92], Teorema 4.1) Neka važe sledeći uslovi:
◦ A = Dxf(0, 0) =

(
∂fi
∂xj

(0, 0)
)

je matrica linearizacije sistema (3.12) oko ravnote-
žnog stanja (ekvilibrijuma) 0, pri čemu je parametar ϕ evaluiran u 0. Nula je jedno-
stavna sopstvena vrednost matrice A, a sve ostale sopstvene vrednosti matrice A imaju
negativne realne delove;

◦ Matrica A ima nenegativan desni sopstveni vektor ω i levi sopstveni vektor v koji
odgovaraju sopstvenoj vrednosti nula.

Neka je fk k-ta komponenta funkcije f i

a =
n∑

k,i,j=1

vkωiωj
∂2fk
∂xi∂xj

(0, 0), b =
n∑

k,i=1

vkωi
∂2fk
∂xi∂ϕ

(0, 0).

Lokalna dinamika sistema (3.12) oko ravnotežnog stanja 0 potpuno je određena izrazima
a i b i važi

1. a > 0, b > 0. Kada je ϕ < 0 i |ϕ| ≪ 1, ekvilibrijum 0 je lokalno asimptotski sta-
bilan, i postoji pozitivan nestabilan ekvilibrijum; kada je 0 < ϕ≪ 1, ekvilibrijum
0 je nestabilan, i postoji negativan lokalno asimptotski stabilan ekvilibrijum;

2. a < 0, b < 0. Kada je ϕ < 0 i |ϕ| ≪ 1, ekvilibrijum 0 je nestabilan; kada je
0 < ϕ ≪ 1, ekvilibrijum 0 je lokalno asimptotski stabilan, i postoji pozitivan
nestabilan ekvilibrijum;

3. a > 0, b < 0. Kada je ϕ < 0 i |ϕ| ≪ 1, ekvilibrijum 0 je nestabilan, i postoji lokalno
asimptotski stabilan negativan ekvilibrijum; kada je 0 < ϕ ≪ 1, ekvilibrijum 0 je
stabilan, i javlja se pozitivan nestabilan ekvilibrijum;

4. a < 0, b > 0. Kada je ϕ najpre negativan a potom pozitivan, ekvilibrijum 0 me-
nja svoju stabilnost tj. iz stabilnog stanja prelazi u nestabilno. U skladu s tim,
negativan nestabilan ekvilibrijum postaje pozitivan i lokalno asimptotski stabilan.

3.1.2.2 Osnovni reprodukcioni broj

Da bi se odredio osnovni reprodukcioni broj R0 za sistem (3.1), primenjuje se metod
matrice sledeće generacije (Lema 3.1). Ekvilibrijum bez bolesti sistema (3.1) je

ε0

(Λ
µ
, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
.
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Klase inficiranih pojedinaca modela (3.1) su (E(t), I(t), P (t), H(t)). Sledeći metodu
matrice sledeće generacije, matrica F transmisionih članova i matrica V tranzicionih
članova, izračunate u tački ε0, date su sa

F =


0 β β′ l β
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 , V =


κ+ µ 0 0 0
−κρ1 ωi 0 0
−κρ2 0 ωp 0
0 −γa −γa ωh

 ,

pri čemu su

ωi = γa + k1γi + δi, ωp = γa + k2γi + δp, ωh = γr + δh. (3.13)

Izračunavanjem dominantne sopstvene vrednosti matrice sledeće generacije F · V −1,
dobija se osnovni reprodukcioni broj

RD
0 =

κ

κ+ µ

ωh(βρ1ωp + β′ρ2ωi) + ℓ βγa(ρ1ωp + ρ2ωi)

ωhωiωp
.

Na osnovu metode matrice sledeće generacije (Teorema 3.2), ako je RD
0 < 1, tada je

ekvilibrijum bez bolesti lokalno asimptotski stabilan a ako je RD
0 > 1, tada je ne-

stabilan. Poznato je da se iskorenjivanje bolesti dešava pod uslovima za asimptotsku
stabilnost ekvilibrijuma bez bolesti, dok se perzistentnost javlja kada je RD

0 > 1.

3.1.2.3 Postojanje i stabilnost endemskog ekvlibrijuma

U nastavku se istražuje postojanje i stabilnost endemskog ekvilibrijuma. Neka je

ε⋆ :=
(
S⋆, E⋆, I⋆, P ⋆, H⋆, A⋆, R⋆

)
endemski ekvilibrijum sistema. Snaga infekcije Covid-19 je označena sa

F ⋆(t) := β
I⋆(t)

N⋆(t)
+ lβ

H⋆(t)

N⋆(t)
+ β′ P

⋆(t)

N⋆(t)
. (3.14)

Da bi se pronašli uslovi za postojanje endemskog ekvilibrijuma odnosno, kada je bar
jedna od vrednosti E, I, P,H,A različita od nule, rešenja jednačina sistema (3.1) su
izražena u terminima snage infekcije u stacionarnom stanju. U slučaju stacionarnog
stanja (odnosno kada je desna strana modela nula), dobija se

S⋆ =
Λ

F ⋆ + µ
, E⋆ =

ΛF ⋆

(F ⋆ + µ)(κ+ µ)
,

I⋆ =
ΛF ⋆κρ1

(F ⋆ + µ)(κ+ µ)ωi
, P ⋆ =

ΛF ⋆κρ2
(F ⋆ + µ)(κ+ µ)ωp

,

H⋆ =
ΛF ⋆κγa(ρ2ωi + ρ1ωp)

(F ⋆ + µ)(κ+ µ)ωhωiωp
, A⋆ =

ΛF ⋆κ(1− ρ1 − ρ2)

(F ⋆ + µ)(κ+ µ)σa
,

R⋆ = F ⋆κΛ
[
γaγrσa(ρ1ωp + ρ2ωi) + γiωhσa(k1ρ1ωp + k2ρ2ωi) + γi(1− ρ1 − ρ2)ωhωiωp

]
,

gde je σa = γi + µ i ωh, ωi, ωp su dati izrazom (3.13). Uvrštavanjem prethodnih jed-
nakosti u (3.14), dobija se nenulti ekvilibrijum sistema (3.1) koji zadovoljava linearne
jednačine, date u terminima F ⋆, kao u nastavku:

νF ⋆ = µσaη,
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pri čemu je
η = (κ+ µ)(RD

0 − 1)ωhωiωp,

ν = σaκ
(
ρ2m2ωi + ρ1m1ωp

)
+ σaωhωiωp

(
κ(1− ρ1 − ρ2) + µ

)
,

m1 = γa(γr + µ) + ωh(µ+ k1γi),

m2 = γa(γr + µ) + ωh(µ+ k2γi) .

Očigledno, ν > 0, dok je η > 0 samo ako je RD
0 > 1. Stoga se može reći da sistem

(3.1) ima jedinstven pozitivan endemski ekvilibrijum kada je RD
0 > 1, a nema pozitivan

ekvilibrijum kada je RD
0 < 1.

Teorema 3.4 Model (3.1) ima endemski ekvilibrijum ε⋆ sa svim pozitivnim kompo-
nentama, pod uslovom da je RD

0 > 1.

Dakle, endemski ekvilibrijum postoji ako i samo ako je RD
0 > 1, odnosno, ako i

samo ako je ekvilibrijum bez bolesti nestabilan. U nastavku, se pokazuje da je endemski
ekvilibrijum ε⋆ lokalno asimptotski stabilan kada je RD

0 > 1. Zapravo, kada je RD
0 =

1, model (3.1) prolazi kroz transkritičnu bifurkaciju, pri čemu je β′ := β′
c kritični

bifurkacioni parametar, definisan sa

β′ := β′
c =

(κ+ µ)ωhωpωi − lβ κγa(ρ2ωi + ρ1ωp)− βκρ1ωhωp
κρ2ωhωi

, (3.15)

kad god je
β < βc =

κ+ µ

κ
· ωhωiωp
lγa(ρ1ωp + ρ2ωi) + ρ1ωhωp

. (3.16)

Teorema 3.5 1. Model (3.1) prolazi kroz transkritičnu bifurkaciju, pri čemu je β′
c defi-

nisan sa (3.15), kritični bifurkacioni parametar, kada koeficijent prenosa zbog regularnih
zaraženih individua β zadovoljava (3.16).

2. Endemski ekvilibrijum ε⋆ sistema (3.1) je lokalno asimptotski stabilan ako je
RD

0 > 1.

Dokaz. 1. Neka je x := (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7)
T = (S,E, I, P,H,A,R)T . Tada se

model (3.1) može zapisati u obliku

dx

dt
= f(x), gde je f(x) = (f1(x), . . . , f7(x)),

na sledeći način:
dx1
dt

= λ− β
x3
X

− β′x4
X

− l β
x5
X

− µx1,

dx2
dt

= β
x3
X

+ β′x4
X

+ l β
x5
X

− σex2,

dx3
dt

= κρ1x2 − ωix3,

dx4
dt

= κρ2x2 − ωpx4, (3.17)

dx5
dt

= γax3 + γax4 − ωhx5,

dx6
dt

= κ(1− ρ1 − ρ2)x2 − σax6,

dx7
dt

= k1γix3 + k2γix4 + γrx5 + γix6 − µx7,
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pri čemu je X = x1 + · · · + x7, σe = κ + µ, σa = γi + µ i ωh, ωi, ωp su dati izrazima
(3.13). Jakobijan J⋆ sistema (3.17) u tački ε0 ekvilibrijuma bez bolesti, je

J⋆ =



−µ 0 −β −β′ −lβ 0 0
0 −σe β β′ lβ 0 0
0 κρ1 −ωi 0 0 0 0
0 κρ2 0 −ωp 0 0 0
0 0 γa γa −ωh 0 0
0 κ(1− ρ1 − ρ2) 0 0 0 −σa 0
0 0 k1γi k2γi γr γi −µ


.

Karakteristična jednačina matrice J⋆ koja odgovara sopstvenoj vrednosti λ je det(J⋆−
λ I4) = 0. Na osnovu karakteristične jednačine, tri sopstvene vrednosti matrice J⋆ su
realne i negativne, odnosno, λ1 = λ2 = −µ i λ3 = −σa = −γi − µ. Ostale četiri
sopstvene vrednosti se mogu dobiti iz sledeće jednačine

Q(λ) = λ4 + a1λ
3 + a2λ

2 + a3λ+ a4 = 0 ,

pri čemu je

a4 = ωhωiωpσe(1−RD
0 ),

a3 = σe(ωhωi + ωhωp + ωiωp) + ωhωiωp − l βκγa(ρ1 + ρ2)

−κωh(βρ1 + β′ρ2)− κ(βρ1ωp + β′ρ2ωi), (3.18)
a2 = σe(ωh + ωi + ωp) + ωhωi + ωhωp + ωiωp − κ(βρ1 + β′ρ2),

a1 = σe + ωh + ωi + ωp.

U nastavku se proučava slučaj kada je RD
0 = 1. Neka je β′ bifurkacioni parametar.

Rešavanjem RD
0 = 1 po β′, dobija se (3.16). Uz pretpostavku (3.16), β′

c je pozitivno.
Za β′ = β′

c, na osnovu (3.18) dobija se a4 = 0 i a1 > 0, a1a2 − a3 > 0, tako da je
λ = 0 koren polinoma Q(λ), i na osnovu kriterijuma stabilnosti Routh-Hurwitz sledi
da ostala tri korena ovog polinoma imaju strogo negativne realne delove.

Stoga, transformisani sistem (3.17), za β′ = β′
c, ima hiperbolički ekvilibrijum, od-

nosno, Jakobijan J⋆ evaluiran za β = β′
c, u oznaci J⋆

∣∣
β′=β′

c
, ima jednostavnu sopstvenu

vrednost sa nulitim realnim delom, dok sve ostale sopstvene vrednosti imaju negativne
realne delove.

2. Teorema 3.3 se može koristiti za analizu dinamike modela (3.17) u okolini β′ = β′
c.

Jacobijan J⋆
∣∣
β=β′

c
ima desni sopstveni vektor (koji odgovara sopstvenoj vrednosti nula)

v = (v1, v2, v3, v4, v5, v6, v7)
T , pri čemu je

v1 = −σaσeωhωiωp, v2 = µσaωhωiωp, v3 = κµρ1σaωhωp, v4 = κµρ2σaωhωi,

v5 = κµγaσa(ρ1ωp + ρ2ωi), v6 = κµ(1− ρ1 − ρ2)ωhωiωp, v7 = κΩ,

Ω = γaγrσa(ρ1ωp + ρ2ωi) + γiωh
(
σa(k2ρ2ωi + k1ρ1ωp) + (1− ρ1 − ρ2)ωiωp

)
,

i levi sopstveni vektor (koji odgovara sopstvenoj vrednosti nula) u = (u1, u2, u3, u4, u5,
u6, u7), gde je

u1 = u6 = u7 = 0, u2 = κρ2ωhωi, u3 = βκρ2(l γa + ωh),

u4 = σeωhωi − βκρ1(l γa + ωh), u5 = l βκρ2ωi.
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Odnosno, važi

a =
∑7

k,i,j=1 ukvivj
∂2fk
∂xi∂xj

(ε0)
∣∣∣
β′=β′

c

= −2κσaσeρ2µ2ω2
hω

2
i ωp

Λ

×
[
κΩ + κσaµ(γa + ωh)(ρ2ωi + ρ1) + µωhωiωp(κ(1− ρ1 − ρ2) + σa)

]
< 0,

b =
∑7

k,i=1 ukvi
∂2fk
∂xi∂β′ (ε0)

∣∣∣
β′=β′

c

= µσa(κρ2ωhωi)
2 > 0.

Primenom Teoreme 3.3 transkritična bifurkacija se dešava pri RD
0 = 1, a jedinstveni

endemski ekvilibrijum je lokalno asimptotski stabilan za RD
0 > 1. △

Rezultati Teoreme 3.5 numerički su ilustrovani simulacijom modela (3.1) koristeći
sledeći skup parametarskih vrednosti

ρ1 = 0.58; ρ2 = 0.001; γa = 0.94; γi = 0.27; δi = δp = δh =
1
23
;

γr = 0.5; k1 = 0.85; k2 = 0.95; µ = 0.00714; κ = 0.25 .
(3.19)

Dobijeni rezultat je prikazan na Slici 3.1, gde je prikazana snaga infekcije Covid-19 F ⋆

kao funkcija osnovnog reprodukcionog broja RD
0 ∈ [0, 2].
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0.002

0.004

0.006

Stabilan ekvilibrijum bez bolesti

Nestabilan ekvilibrijum bez bolesti

Stabilan endemski ekvilibrijum

Osnovni reprodukcioni broj R0
D

Slika 3.1: Transkritična bifurkacija za snagu infekcije F ⋆ u odnosu na osnovni repro-
dukcioni broj RD

0 modela (3.1), koristeći vrednosti parametara date u (3.19)

Uzimajući l = 0.97, dobija se da je βc = 0.802476, i kako bi uslov (3.16) bio zadovo-
ljen, neka je β = 0.8, što daje vrednost kritičnog bifurkacionog parametra β′

c = 3.9353.
Tada je snaga infekcije Covid-19 F ⋆, kao funkcija koeficijenta prenosa superprenosioca
β′ ∈ [3.6, 4.3], prikazana na Slici 3.2.

3.1.3 Dinamička analiza stohastičkog modela

U ovom podpoglavlju će biti proučavana dinamika stohastičkog modela (3.2).
Najpre je sledećom teoremom pokazano da je rešenje sistema (3.2) globalno i pozi-

tivno.
Neka je

Γ⋆ = {(S(t), E(t), I(t), P (t), H(t), A(t), R(t)) :

S(t) > 0, E(t) > 0, I(t) > 0, P (t) > 0, H(t) > 0, A(t) > 0, R(t) > 0, N(t) ≤ Λ/µ}
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1.5×10-6

2.×10-6

Stabilan ekvilibrijum bez bolesti

Nestabilan ekvilibrijum bez bolesti

Stabilan endemski ekvilibrijum

Koeficijent prenosa superprenosioca β'

Slika 3.2: Transkritična bifurkacija za silu infekcije F ⋆ u odnosu na koeficijent prenosa
superprenosioca β′ modela (3.1), koristeći vrednosti parametara (3.19) i l = 0.97,
β = 0.8.

Teorema 3.6 Za proizvoljnu početnu vrednost (S(0), E(0), I(0), P (0), H(0), A(0), R(0))
∈ Γ⋆, sistem (3.2) ima jedinstveno globalno pozitivno rešenje (S(t), E(t), I(t), P (t), H(t),
A(t), R(t)). Štaviše, važi da je

Λ

µ+ δ
≤ N(t) ≤ Λ

µ
, t ≥ 0.

Dokaz. Kako koeficijenti sistema (3.2) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, to za
proizvoljnu početnu vrednost (S(0), E(0), I(0), P (0), H(0), A(0), R(0)) postoji jedin-
stveno lokalno rešenje na [0, τe], gde je τe vreme eksplozije (Teorema 1.15). Da bi se
pokazalo da je ovo rešenje globalno, potrebno je pokazati da je τe = ∞ s.i. Neka je
k0 > 0 dovoljno veliko tako da su S(0), E(0), I(0), P (0), H(0), A(0) i R(0) unutar seg-
menta [ 1

k0
, k0]. Za svako k ≥ k0, definiše se vreme zaustavljanja na sledeći način

τk = inf

{
t ∈ [0, τe) : min {S(t), E(t), I(t), P (t), H(t), A(t), R(t)} ≤ 1

k
ili

max {S(t), E(t), I(t), P (t), H(t), A(t), R(t)} ≥ k} .

Niz τk je rastući po k. Neka je τ∞ = limk→∞ τk. Tada, τ∞ ≤ τe s.i. Ako se pokaže
τ∞ = ∞ s.i, tada je τe = ∞ , odnosno, (S(t), E(t), I(t), P (t), H(t), A(t), R(t)) ∈ R7

+,
s.i. za svako t ≥ 0. Ako ovo ne bi bilo zadovoljeno, tada postoji T > 0 i ϵ ∈ (0, 1) tako
da P {τ∞ ≤ T} > ϵ. Prema tome, postoji ceo broj k1 ≥ k0 tako da P {τk ≤ T} ≥ ϵ za
svako k ≥ k1.

Kako N(t) = S(t)+E(t)+I(t)+P (t)+H(t)+A(t)+R(t), t ≥ 0, označava ukupnu
populaciju, sumiranjem jednačina sistema (3.2), dobija se diferencijalna jednačina

dN(t) = (Λ− δiI(t)− δpP (t)− δhH(t)− µ(S(t) + E(t) + A(t) +R(t)))dt.

Neka je δ = max{δi, δp, δh}. Tada je

(Λ− (µ+ δ)N(t)) dt ≤ dN(t) ≤ (Λ− µN(t)) dt

⇔ (µ+ δ)
(

Λ
µ+δ

−N(t)
)
dt ≤ dN(t) ≤ µ

(
Λ
µ
−N(t)

)
dt,

86



3.1 Analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i stohastičkog modela

za t ∈ [0, τk). Odavde sledi

d
(

Λ
µ+δ

−N(t)
)
+ (µ+ δ)

(
Λ
µ+δ

−N(t)
)
dt ≤ 0,

d
(

Λ
µ
−N(t)

)
+ µ

(
Λ
µ
−N(t)

)
dt ≥ 0,

za t ∈ [0, τk). Integracijom od 0 do t, t ∈ [0, τk), dobija se(
Λ
µ+δ

−N(t)
)
≤
(

Λ
µ+δ

−N(0)
)
e−

∫ t
0 (µ+δ)ds,(

Λ
µ
−N(t)

)
≥
(

Λ
µ
−N(0)

)
e−

∫ t
0 µds.

Na osnovu uslova teoreme, kako je Λ
µ+δ

≤ N(0) ≤ Λ
µ
, sledi

Λ

µ+ δ
≤ N(t) ≤ Λ

µ
, t ∈ [0, τk) .

Neka je C2 -funkcija F : R7
+ → R+ ∪ {0} definisana na sledeći način

F (X(t)) = F (S(t), E(t), I(t), P (t), H(t), A(t), R(t))

= S(t)− 1− lnS(t)) + (E(t)− ln(E(t) + 1)) + (I(t)− 1− ln I(t))

+(P (t)− ln(P (t) + 1)) + (H(t)− 1− lnH(t)) + (A(t)− 1− lnA(t))

+(R(t)− 1− lnR(t)). (3.20)

Kako je u− 1− lnu ≥ 0 za svako u > 0 , to je F (X(t)) nenegativna funkcija. Neka je
k ≥ k0 i T > 0 proizvoljno. Primenom Itôve formule (Teorema 1.12), dobija se

dF (X(t)) = LF (X(t))dt+ σ1

(
1− S(t)

E(t) + 1

)
I(t) + lH(t)

N(t)
dB1(t)

+σ2

(
1− S(t)

E(t) + 1

)
P (t)

N(t)
dB2(t),

gde je LF : R7
+ → R definisano sa

LF (X(t)) =
(
1− 1

S(t)

)(
Λ−

(
β

N(t)
(I(t) + lH(t)) + β′

N(t)
P (t) + µ

)
S(t)

)
+1

2
σ2
1
(I(t)+lH(t))2

N2(t)
+ 1

2
σ2
2
P 2(t)
N2(t)

+
(
1− 1

E(t)+1

)(
βS(t)
N(t)

(I(t) + lH(t)) + β′S(t)
N(t)

P (t)− (κ+ µ)E(t)
)

+
σ2
1

2
(I(t)+lH(t))2S2(t)
(E(t)+1)2N2(t)

+
σ2
2

2
P 2(t)S2(t)

(E(t)+1)2N2(t)

+
(
1− 1

I(t)

)
(κρ1E(t)− (γa + k1γi + δi)I(t))

+
(
1− 1

P (t)

)
(κρ2E(t)− (γa + k2γi + δp)P (t))

+
(
1− 1

H(t)

)
(γa(I(t) + P (t))− (γr + δh)H(t))

+
(
1− 1

A(t)

)
(κ(1− ρ1 − ρ2)E(t)− (γi + µ)A(t))

+
(
1− 1

R(t)

)
(γi(A(t) + k1I(t) + k2P (t)) + γrH(t)− µR(t))

≤ C.
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Na osnovu poslednje dve relacije, dobija se

dF (X(t)) ≤ Cdt+ σ1

(
1− S(t)

E(t) + 1

)
I(t) + lH(t)

N(t)
dB1(t)

+σ2

(
1− S(t)

E(t) + 1

)
P (t)

N(t)
dB2(t).

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do τk ∧ T = min {τk, T} i računanjem očeki-
vanja, sledi

EF (X(τk ∧ T )) ≤ CE(τk ∧ T ) + F (X(0)) ≤ CT + F (X(0)).

Neka je Ωk = {k ≤ T}. Tada je P(Ωk) ≥ ϵ. Za svako ω ∈ Ωk, bar jedan od S(τk, ω),
E(τk, ω), I(τk, ω), P (τk, ω), H(τk, ω), A(τk, ω) i R(τk, ω) je jednak ili k ili 1

k
. Dakle,

F (S(τk, ω), E(τk, ω), I(τk, ω), P (τk, ω), H(τk, ω), A(τk, ω), R(τk, ω) nije manje ili od k−
1− ln k ili od 1

k
− 1− ln 1

k
. Prema tome, važi

F (X(τk ∧ T )) ≥ min

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
.

Tada je

CT + F (X(0)) ≥ E[IΩkF (X(τk ∧ T ))] ≥ ϵmin

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
,

gde je IΩk indikator događaja Ωk. Kada k → ∞, dobija se

∞ > F (X(0)) + CT = ∞,

što je u suprotnosti sa pretpostavkom. Dakle, τ∞ = ∞ s.i, čime je dokaz kompletan. △

Napomena 3.1 Skup Γ⋆ je pozitivno invarijantni skup sistema (3.2) za svako t > 0,
odnosno, za početnu vrednost sistema (3.2) koja pripada skupu Γ⋆, rešenje sistema (3.2)
neće napustiti Γ⋆.

Neka je

RS
0 =

βh1 + β′h2

κ+ µ+
σ2
1

2
h21 +

σ2
2

2
h22
, (3.21)

gde su ωi, ωp, ωh definisani izrazom (3.13), h1 :=
(
1 + l γa

ωh

)
κρ1
ωi

+ l γa
ωh

κρ2
ωp

i h2 := κρ2
ωp

.

3.1.3.1 Iskorenjivanje bolesti

Teorema 3.7 Za proizvoljnu početnu vrednost (S(0), E(0), I(0), P (0), A(0), H(0), R(0))
∈ Γ⋆ sistema (3.2), ako važi

σ2
1 ≤ β

h1
, σ2

2 ≤ β′

h2
i RS

0 < 1,

gde je RS
0 definisano sa (3.21), tada dolazi do iskorenjivanja bolesti, odnosno,

lim
t→∞

(E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t)) = 0 s.i.

i
lim sup
t→∞

S(t) =
Λ

µ
s.i.
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Dokaz. Neka je σ2
1 ≤ β

h1
, σ2

2 ≤ β′

h2
i RS

0 < 1. Integracijom treće jednačine sistema (3.2),
dobija se

I(t)− I(0) = κρ1
∫ t
0
E(s)ds− (γa + k1γi + δi)

∫ t
0
I(s)ds.

Kako je 0 < I(t), I(0) ≤ Λ
µ
, tada je

−Λ

µ
≤ κρ1

∫ t

0

E(s)ds− (γa + k1γi + δi)

∫ t

0

I(s)ds ≤ Λ

µ
,

0 ≤ κρ1E(t)− (γa + k1γi + δi)I(t) ≤ 0,

što implicira
I(t)

E(t)
=

κρ1
γa + k1γi + δi

=
κρ1
ωi

. (3.22)

Slično, na osnovu četvrte i pete jednačine sistema (3.2), dobija se

P (t)

E(t)
=
κρ2
ωp

i
H(t)

I(t) + P (t)
=
γa
ωh
. (3.23)

Na osnovu (3.22) i (3.23), sledi da je

(I(t) + lH(t))S(t)

E(t)N(t)
≤ I(t) + lH(t)

E(t)
=

(
1 + l γa

ωh

)
I(t) + l γa

ωh
P (t)

E(t)

=

(
1 + l

γa
ωh

)
κρ1
ωi

+ l
γa
ωh

κρ2
ωp

= h1,

P (t)S(t)

E(t)N(t)
≤ P (t)

E(t)
=
κρ2
ωp

= h2. (3.24)

Primenom formule Itôa (Teorema 1.12) na funkciju logE(t), dobija se

d (logE(t)) =
1

E(t)

(
β

N(t)
(I(t) + lH(t))S(t) +

β′

N(t)
P (t)S(t)− (κ+ µ)E(t)

)
dt

− S2(t)

2E2(t)N2(t)

(
σ2
1 (I(t) + lH(t))2 + σ2

2P
2(t)
)
dt

+
S(t)

E(t)N(t)
(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t))

≤
(
βh1 + β′h2 − (κ+ µ)− σ2

1

2
h21 −

σ2
2

2
h22

)
dt (3.25)

+
S(t)

E(t)N(t)
(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t))

=: R∗dt+ σ1
S(t) (I(t) + lH(t))

E(t)N(t)
dB1(t) + σ2

S(t)P (t)

E(t)N(t)
dB2(t),

pri čemu je primenjena osobina da su funkcije f1(x) = βx − 1
2
σ2
1x

2 (gde je x =
S(t)(I(t)+lH(t))

E(t)N(t)
) i f2(y) = β′y− 1

2
σ2
2y

2 (gde je y = S(t)P (t)
E(t)N(t)

) rastuće na segmentima
[
0, β

σ2
1

]
i
[
0, β

′

σ2
2

]
, redom, i ograničenost rešenja. Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do t

i deljenjem sa t, sledi

logE(t)− logE(0)

t
≤ 1

t

∫ t

0

R∗dt+
M1(t)

t
+
M2(t)

t
, (3.26)

89



3.1 Analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i stohastičkog modela

pri čemu su

M1(t) = σ1

t∫
0

S(t) (I(t) + lH(t))

E(t)N(t)
dB1(s), M2(t) = σ2

t∫
0

S(t)P (t)

E(t)N(t)
dB2(s).

Na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema 1.10), M1(t) i M2(t) su neprekidni
martingali za koje važi M1(0) = 0,M2(0) = 0 i

lim sup
t→∞

⟨M1,M1⟩t
t

≤ σ2
1h

2
1 <∞, lim sup

t→∞

⟨M2,M2⟩t
t

≤ σ2
2h

2
2 <∞,

pri čemu je primenjena relacija (3.24). Na osnovu strogog zakona velikih brojeva za
neprekidne martingale (Teorema 1.7), sledi

M1(t)

t
→ 0 i

M2(t)

t
→ 0 s.i. kada t→ ∞. (3.27)

Računanjem lim sup kada t→ ∞ u (3.26) i primenom prethodne ocene, dobija se

lim sup
t→∞

logE(t)

t
≤ βh1 + β′h2 − (κ+ µ)− σ2

1

2
h21 −

σ2
2

2
h22

=

(
κ+ µ+

σ2
1

2
h21 +

σ2
2

2
h22

)(
RS

0 − 1
)
< 0 s.i,

odakle sledi
lim
t→∞

E(t) = 0 s.i. (3.28)

Eksplicitnim rešavanjem jednačina sistema (3.2), dobija se

I(t) = e−(γa+k1γi+δi)tI(0) + κρ1
1

t

∫ t

0

E(s)ds,

P (t) = e−(γa+k2γi+δp)tP (0) + κρ2
1

t

∫ t

0

E(s)ds,

H(t) = e−(γr+δh)tH(0) + γa
1

t

∫ t

0

(I(s) + P (s))ds, (3.29)

A(t) = e−(γi+µ)tA(0) + κ (1− ρ1 − ρ2)
1

t

∫ t

0

E(s)ds,

R(t) = e−µtR(0) + γi
1

t

∫ t

0

(I(s) + P (s) + A(s))ds+ γr
1

t

∫ t

0

H(s)ds.

Računajući graničnu vrednost kada t → ∞ u (3.29), primenom L’Hôpitalovog pravila
i (3.28), sledi da je

lim
t→∞

I(t) = 0, lim
t→∞

P (t) = 0, lim
t→∞

A(t) = 0,

lim
t→∞

H(t) = 0, i lim
t→∞

R(t) = 0 s.i.

Kako je
N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t),
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i limt→∞(E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) + R(t)) = 0, na osnovu Teoreme 3.6, sledi
da je

lim sup
t→∞

S(t) = lim sup
t→∞

N(t) =
Λ

µ
, s.i.

Ovim je dokaz kompletan. △

3.1.3.2 Perzistentnost u srednjem bolesti

Virus ostaje perzistentan u srednjem u populaciji ako bar jedna od klasa zaraženih
(zaraženih sa simptomima I, zaraženih bez simptoma A, zaraženih koji su hospitali-
zovani H ili superkliconoša P ) nije prazna. U matematičkim terminima, u skladu sa
analizom u radu [1], sistem (3.2) je perzistentan u srednjem ako važi

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

(I(s) + P (s) + A(s) +H(s)) ds > 0 s.i. (3.30)

Uvodi se oznaka

⟨x(t)⟩ := 1

t

∫ t

0

x(s) ds.

Teorema 3.8 Neka je (S(t), E(t), I(t), P (t), A(t), H(t), R(t)) ∈ Γ⋆, rešenje sistema
(3.2) sa proizvoljnom početnom vrednošću (S(0), E(0), I(0), P (0), A(0), H(0), R(0)) ∈
Γ⋆. Ako važi

σ2
1 ≤ 2β

h1
, σ2

2 ≤ 2β′

h2
i RS

0 > 1,

pri čemu je RS
0 definisano sa (3.21), tada je bolest perzistentna u srednjem, tj,

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

E(t) dt ≥ C
(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i,

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

I(t) dt ≥ κρ1C

γa + k1γi + δi

(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i,

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

P (t) dt ≥ κρ2C

γa + k2γi + δp

(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i,

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

H(t) dt ≥
(

κρ1
γa + k1γi + δi

+
κρ2

γa + k2γi + δp

)
γaC

γr + δh

(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i,

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

A(t) dt ≥ κ (1− ρ1 − ρ2)C

γi + µ

(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i,

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

R(t) dt ≥ C

µ
K1

(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i,

gde je

K1 :=

(
γik1 +

γaγr
γr + δh

)
κρ1

γa + k1γi + δi
+

(
γik2 +

γaγr
γr + δh

)
κρ2

γa + k2γi + δp

+
κ (1− ρ1 − ρ2) γi

γi + µ
,

C :=
κ+ µ+

σ2
1

2
h21 +

σ2
2

2
h22((

β − σ2
1

2
h1

)
1
Λ
h1 +

(
β′ − σ2

2

2
h2

)
1
Λ
h2

)
(βh1 + β′h2)

.
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Dokaz. Primenom Itôve formule (Teorema 1.12) na funkciju logE(t), dobija se

d (logE(t)) =
1

E(t)

(
β

N(t)
(I(t) + lH(t))S(t) +

β′

N(t)
P (t)S(t)− (κ+ µ)E(t)

)
dt

− S2(t)

2E2(t)N2(t)

(
σ2
1 (I(t) + lH(t))2 + σ2

2P
2(t)
)
dt

+
S(t)

E(t)N(t)
(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t)) .

Koristeći (3.24), sledi

d (logE(t)) ≥
(
βh1 + β′h2 − (κ+ µ)−

(
β − σ2

1

2
h1

)(
h1 −

(I(t) + lH(t))S(t)

E(t)N(t)

)
−σ

2
1

2
h21 −

(
β′ − σ2

2

2
h2

)(
h2 −

P (t)S(t)

E(t)N(t)

)
− σ2

2

2
h22

)
dt

+
S(t)

E(t)N(t)
(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t)) . (3.31)

Na osnovu prve jednačine sistema (3.2), dobija se ocena

dS(t) =
(
Λ− β (I(t)+lH(t))S(t)

N(t)
− β′ P (t)S(t)

N(t)
− µS(t)

)
dt

− S(t)
E(t)N(t)

(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t))

≥
(

Λ
h2

(
h2 − P (t)S(t)

E(t)N(t)

)
− βh1E(t)− β′h2E(t)− µS(t)

(
1− Λ

µh2

P (t)
E(t)N(t)

))
dt

− S(t)
E(t)N(t)

(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t))

≥
(

Λ
h2

(
h2 − P (t)S(t)

E(t)N(t)

)
− βh1E(t)− β′h2E(t)

)
dt

− S(t)
E(t)N(t)

(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t)) ,

odakle sledi da je

−
(
h2 −

P (t)S(t)

E(t)N(t)

)
dt ≥ −h2

Λ
(βh1 + β′h2)E(t)dt−

h2
Λ
dS(t) (3.32)

−h2
Λ

S(t)

E(t)N(t)
(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t)) .

Slično,

dS(t) ≥
(

Λ
h1

(
h1 − (I(t)+lH(t))S(t)

E(t)N(t)

)
− βh1E(t)− µS(t)

(
1− Λ

µh1

I(t)+lH(t)
E(t)N(t)

)
−β′h2E(t)) dt− S(t)

E(t)N(t)
(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t))

≥
(

Λ
h1

(
h1 − (I(t)+lH(t))S(t)

E(t)N(t)

)
− βh1E(t)− β′h2E(t)

)
dt

− S(t)
E(t)N(t)

(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t)) ,

što implicira

−
(
h1 −

(I(t) + lH(t))S(t)

E(t)N(t)

)
dt ≥ −h1

Λ
(βh1 + β′h2)E(t)dt−

h1
Λ
dS(t)

−h1
Λ

S(t)

E(t)N(t)
σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t)

−h1
Λ

S(t)

E(t)N(t)
σ2P (t)dB2(t), (3.33)
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pri čemu je primenjena jednakost (3.23). Zamenom (3.32) i (3.33), u (3.31), dobija se

d (logE(t)) ≥
(
βh1 − (κ+ µ)− σ2

1

2
h21 −

(
β − σ2

1

2
h1

)
h1
Λ

(βh1 + β′h2)E(t)

+β′h2 −
σ2
2

2
h22 −

(
β′ − σ2

2

2
h2

)
h2
Λ

(βh1 + β′h2)E(t)

)
dt

−
((

β − σ2
1

2
h1

)
h1 +

(
β′ − σ2

2

2
h2

)
h2

)
(
1

Λ
dS(t) +

σ1
Λ

(I(t) + lH(t))S(t)

E(t)N(t)
dB1(t) +

σ2
Λ

P (t)S(t)

E(t)N(t)
dB2(t)

)
+

S(t)

E(t)N(t)
(σ1 (I(t) + lH(t)) dB1(t) + σ2P (t)dB2(t)) .

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do t i deljenjem sa t, dobija se

logE(t)− logE(0)

t
≥ βh1 + β′h2 − (κ+ µ)− σ2

1

2
h21 −

σ2
2

2
h22

−
((

β − σ2
1

2
h1

)
h1
Λ

+

(
β′ − σ2

2

2
h2

)
h2
Λ

)
(βh1 + β′h2) ⟨E(t)⟩

+
1

t
φ1(t) +

1

t
φ2(t) +

1

t
φ3(t), (3.34)

gde je

φ1(t) = −
((

β − σ2
1

2
h1

)
h1
Λ

+

(
β′ − σ2

2

2
h2

)
h2
Λ

)
(S(t)− S(0)) ,

φ2(t) = σ1

(
1− h1

Λ

(
β − σ2

1

2
h1

)
− h2

Λ

(
β′ − σ2

2

2
h2

))∫ t

0

(I(s) + lH(s))S(s)

E(s)N(s)
dB1(s),

φ3(t) = σ2

(
1− h1

Λ

(
β − σ2

1

2
h1

)
− h2

Λ

(
β′ − σ2

2

2
h2

))∫ t

0

P (s)S(s)

E(s)N(s)
dB2(s).

Na osnovu ograničenosti rešenja, sledi da je

lim
t→∞

1

t
φ1(t) = 0, i lim

t→∞

logE(t)− logE(0)

t
= 0. (3.35)

Pored toga, na osnovu (3.24), sledi da je

lim
t→∞

1

t
φ2(t) = 0, lim

t→∞

1

t
φ3(t) = 0. (3.36)

Koristeći (3.35) i (3.36), iz (3.34), sledi

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

E(s) ds ≥ C
(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i, (3.37)

gde je C definisano u formulaciji teoreme, s obzirom na to da važi uslov RS
0 > 1.

Integracijom treće jednačine sistema (3.2) od 0 do t i deljenjem sa t, dobija se

I(t)− I(0)

t
=

1

t

∫ t

0

κρ1E(t) dt−
1

t

∫ t

0

(γa + k1γi + δi) I(t) dt.
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Računanjem granične vrednosti kada t → ∞ u prethodnoj jednakosti i primenom
(3.37), dobija se

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

I(t) dt ≥ κρ1
γa + k1γi + δi

C
(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i. (3.38)

Slično, integracijom četvrte i šeste jednačine sistema (3.2) od 0 do t i deljenjem sa t,
dobija se

P (t)− P (0)

t
=

1

t

∫ t

0

κρ2E(t) dt−
1

t

∫ t

0

(γa + k2γi + δp)P (t) dt,

A(t)− A(0)

t
=

1

t

∫ t

0

κ (1− ρ1 − ρ2)E(t) dt−
1

t

∫ t

0

(γi + µ)A(t) dt.

Primenom (3.37), iz prethodnih jednakosti sledi

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

P (t) dt ≥ κρ2
γa + k2γi + δp

C
(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i. (3.39)

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

A(t) dt ≥ κ (1− ρ1 − ρ2)

γi + µ
C
(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i. (3.40)

Kada su klase I i P perzistentne, može se pokazati da je i klasa H perzistentna.
Integracijom pete jednačine sistema (3.2) od 0 do t i deljenjem sa t, dobija se

H(t)−H(0)

t
=

1

t

∫ t

0

γa (I(t) + P (t)) dt− 1

t

∫ t

0

(γr + δh)H(t) dt,

odakle, primenom (3.38) i (3.39), sledi

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

H(t) dt ≥
(

κρ1
γa + k1γi + δi

+
κρ2

γa + k2γi + δp

)
γa

γr + δh
C
(
RS

0 − 1
)

> 0 s.i. (3.41)

Takođe, iz perzistentnosti klasa I, P,A, i H, sledi perzistentnost klase R. Integracijom
sedme jednačine sistema (3.2) od 0 do t i deljenjem sa t, dobija se

R(t)−R(0)

t
=

1

t

∫ t

0

(γi (A(t) + k1I(t) + k2P (t)) + γrH(t)) dt− 1

t

∫ t

0

µR(t) dt.

Računanjem granične vrednosti kada t → ∞ u prethodnoj jednakosti i primenom
(3.38), (3.39), (3.40) i (3.41), dobija se

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

R(t) dt ≥ C
1

µ
K1

(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i,

gde je K1 definisano u formulaciji teoreme. Ovim je dokaz kompletan. △

Napomena 3.2 Na osnovu Teorema 3.7 i 3.8, može se zaključiti da, pod uslovom
σ2
1 ≤ β

h1
, σ2

2 ≤ β′

h2
i RS

0 < 1, bolest će biti iskorenjena skoro izvesno dok pod uslovom
σ2
1 ≤ 2β

h1
, σ2

2 ≤ 2β′

h2
i RS

0 > 1, bolest će biti perzistentna u srednjem skoro izvesno.
To znači da, u navedenom opsegu vrednosti intenziteta šumova σ1 i σ2, veličina RS

0

predstavlja granični parametar koji određuje da li će infekcija biti iskorenjena ili opstati
u populaciji. Dakle, RS

0 ima osobine osnovnog reprodukciong broja pa se može smatrati
osnovnim reprodukcionim brojem stohastičkog modela (3.2) za σ2

1 ≤ β
h1

i σ2
2 ≤ β′

h2
.
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3.1.4 Analiza osetljivosti osnovnog reprodukcionog broja de-
terminističkog i stohastičkog modela

U ovom podpoglavlju je prikazana analiza osetljivosti osnovnog reprodukcionog bro-
ja RD

0 determinističkog modela (3.1) i RS
0 stohastičkog modela (3.2), koja je izvedena na

osnovu vrednosti odgovarajućih normalizovanih forward indeksa osetljivosti. Normali-
zovani forward indeks osetljivosti meri relativnu promenu u osnovnim reprodukcionim
brojevima Ri

0, i ∈ {D,S}, u odnosu na promenu vrednosti parametra i pruža sveo-
buhvatnu informaciju o robusnosti modela prema tim promenama. Pored toga, koristi
se za identifikaciju parametara koji imaju najveći uticaj na osnovne reprodukcione
brojeve, pa samim tim, i na dinamičko ponašenje širenja bolesti. Tačnije, normalizova-
ni forward indeks osetljivosti je odnos relativne promene u osnovnim reprodukcionim
brojevima Ri

0 prema relativnoj promeni u parametru θ, pod pretpostavkom da je Ri
0

diferencijabilan u odnosu na taj parametar:

Υ
Ri0
θ :=

dRi
0

dθ

θ

Ri
0

, i ∈ {D,S}, (3.42)

pri čemu se Ri
0 posmatra kao funkcija parametra θ. Kako su oba reprodukciona broja

RD
0 i RS

0 racionalne funkcije parametara modela, normalizovani forward indeks osetlji-
vosti postoji za sve parametre modela koji se pojavljuju u eksplicitnoj formuli koja
definiše ove osnovne reprodukcione brojeve.

Vrednosti indeksa ostetljivosti su izračunate pomoću vrednosti parametara iz Tabele
3.1 (koje su zasnovane na demografskim podacima Kine i epidemiološkim podacima iz
Wuhana iz februara 2020 (videti [83], [88] i [89]) ili su racionalno pretpostavljene i
označene sa [p]) i σ1 = 0.05 i σ2 = 0.1 i prikazane u Tabeli 3.2.

Parametar Vrednost Υ
RD0
θ Vrednost Υ

RS0
θ

β 0.9986 0.9986
l 0.7289 0.7275
β′ 0.0014 0.0014
κ 0.0001 −0.0009
ρ1 0.9974 0.9955
ρ2 0.0026 0.0026
γa −0.0459 −0.0459
γr −0.6706 −0.6693
γi −0.1892 −0.1889
k1 −0.1887 −0.1883
k2 −0.0005 −0.0005
δi −0.0358 −0.0357
δp −0.0001 −0.0001
δh −0.0583 −0.0582
µ −0.0001 −0.0001
σ1 −−− −0.002
σ2 −−− −1.62425 · 10−9

Tabela 3.2: Vrednosti indeksa osetljivosti za RD
0 i RS

0 izračunate sa vrednostima para-
metara iz Tabele 3.1, σ1 = 0.05 i σ2 = 0.1.

95



3.1 Analiza dinamike i osetljivosti determinističkog i stohastičkog modela

Vrednosti osnovnog reprodukcionog broja determinističkog i stohastičkog modela
za vrednosti parametara date u Tabeli 3.1, σ1 = 0.05 i σ2 = 0.1 su

RD
0 = 4.5206, RS

0 = 4.5162.

Na osnovu Tabele 3.2 zaključuje se da je osnovni reprodukcioni broj RD
0 deter-

minističkog modela najosetljiviji na promenu vrednosti parametara β, ρ1, l, γi i γr.
Uticaj povećanja vrednosti jednog parametra za 10%, pri čemu su svi ostali parametri
fiksirani, na vrednost RD

0 za ovih pet parametara prikazan je u Tabeli 3.3.

Parametar Vrednost RD
0 Relativna promena veličine RD

0 (%)
β 4.9720 +9.98
ρ1 4.9715 +9.97
l 4.8501 +7.29
γi 4.4366 −1.86
γr 4.2429 −6.14

Tabela 3.3: Promena vrednosti RD
0 pri povećanju vrednosti parametara β, ρ1, l, γi i γr

za 10%.

Znaci indeksa osetljivosti za parametre koji imaju najveći uticaj na RD
0 su očekivani.

Na primer, povećanje stope prenosa bolesti sa zaraženih osoba β za samo 10% dovodi do
povećanja vrednosti RD

0 za 9.98%. Štaviše, povećanje stope oporavka za hospitalizovane
osobe γr za 10% dovodi do smanjenja RD

0 za 6.14%, što se može tumačiti kao doprinos
oporavljenih pojedinaca imunitetu populacije. Prethodno je prikazano na Slici 3.3.

(a) RD
0 (β, l) (b) RD

0 (β, ρ1)

(c) RD
0 (β, γi) (d) RD

0 (β, γr)

Slika 3.3: RD
0 kao funkcija parametara sa visokim indeksom osetljivosti.
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Iz Tabele 3.2 se vidi da su osnovni reprodukcioni brojevi determinističkog i stoha-
stičkog modela RD

0 i RS
0 , najosetljiviji na promene u vrednostima parametara β, ρ1, l,

γi i γr. Ponašanje RS
0 u odnosu na promenu vrednosti parametara sa visokim indeksom

osetljivosti je isto kao i ponašanje RD
0 , s obzirom na to da imaju približno jednake

vrednosti indeksa osetljivosti, što je prikazano na Slici 3.3.
Izračunavanjem indeksa osetljivosti u odnosu na stope prenosa β i β′ se može uočiti

da je Υs
β + Υs

β′ = 1, bez obzira na vrednsti parametara β i β′. Ponašanje osnovnog
reprodukcionog broja RS

0 u zavisnosti od parametara σ1 i σ2, kao i od parametara β i
β′, prikazano je na Slici 3.4.

(a) RS
0 (β, β

′) (b) RS
0 (σ1, σ2)

Slika 3.4: RS
0 kao funkcija parametara β, β′, σ1 i σ2.

Uticaj povećanja vrednosti jednog parametra za 10%, pri čemu su svi ostali para-
metri fiksirani, na vrednost RS

0 prikazan je u Tabeli 3.4.

Parametar Vrednost RS
0 Relativna promena RS

0 (%)
β 4.9672 +9.98
ρ1 4.9656 +9.95
l 4.8447 +7.27
γi 4.4324 −1.85
γr 4.2393 −6.13

Tabela 3.4: Promena vrednosti RS
0 pri povećanju vrednosti parametara β, ρ1, l, γi i γr

za 10%.

Poređenjem RS
0 sa RD

0 , može se zaključiti da je

RS
0 =

κ+ µ

κ+ µ+
σ2
1

2

((
1 + l γa

ωh

)
κρ1
ωi

+ l γa
ωh

κρ2
ωp

)2
+

σ2
2

2

(
κρ2
ωp

)2RD
0 ≤ RD

0 .

Naime, kada su intenziteti šuma σ1 = 0, σ2 = 0, tada je RS
0 = RD

0 , a kada je σ1 > 0 ili
σ2 > 0, tada jeRS

0 < RD
0 . Ovo znači da su uslovi za iskorenjivanje bolesti u stohastičkom

modelu slabiji od uslova odgovarajućeg determinističkog modela. Pored toga, s obzirom
da je RS

0 ≤ RD
0 , za odgovarajući izbor parametara modela može biti RS

0 < 1 < RD
0 , što

znači da je bolest iskorenjena iz poulacije u stohastičkom modelu, dok je perzistentna
u njegovom determinističkom pandanu. Ovo implicira da prisustvo šuma može suzbiti
bolest.
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Primer 3.1. Razmatra se drugi soj virusa sa stopom prenosa virusa β = 0.5615.
Vrednosti osnovnog reprodukcionog broja determinističkog i stohastičkog modela izra-
čunate za β = 0.5615, σ1 = 0.005 i σ2 = 0.05 i sa vrednostima ostalih parametara
datim u Tabeli 3.1, su:

RD
0 = 1.00023 i RS

0 = 1.00022.

Na osnovu rezultata u Podpoglavljima 3.1.2 i 3.1.3 se može zaključiti da će i determi-
nistički i stohastički model predviđati perzistentnost bolesti. Međutim, umereno pove-
ćanje intenziteta šumova (bilo σ1 ili σ2), dovodi do smanjenja vrednosti RS

0 . Zaista, ako
su vrednosti intenziteta šumova σ1 = 0.05 i σ2 = 0.1, tada se RD

0 ne menja (budući da
ne zavisi od šumova), dok je

RS
0 = 0.99925.

Iz Podpoglavlja 3.1.2 i 3.1.3, sledi da će, pri ovim vrednostima parametara i intenziteta
šumova, deterministički model predviđati perzistentnost bolesti, dok će stohastički mo-
del predviđati iskorenjenje bolesti. Ovaj primer ilustruje važnost uključivanja slučajnih
fluktuacija iz okruženja u epidemiološke modele.

Više detalja o ulozi slučajnosti u smanjenju osnovnog reprodukcionog broja odeđe-
nih modela prenosivih bolesti, mogu se naći u [6] i [7]. Analizu osetljivosti različitih
stohastičkih modela sa kompartimentima za Covid-19 u odnosu na intenzitet šuma,
može se naći u [93]. Ovi argumenti mogu se smatrati opravdanjem za upotrebu stoha-
stičkih diferencijalnih modela u opisivanju i predviđanju toka epidemije.
Za slične pristupe analizi osetljivosti osnovnog reproduktivnog broja u vezi sa različitim
zaraznim bolestima, pogledati [94] i [95], a za Covid-19 [96] i [97].

3.2 Stacionarna raspodela stohastičkog modela šire-
nja virusa SARS-CoV-2

Kako stacionarna raspodela stohastičkog sistema ima istu ulogu kao ekvilibrijum
determinističkog sistema, u literaturi se za stohastičke modele razmatra postojanje
jedinstvene ergodičke stacionarne raspodele. Postojanje stacionarne raspodele stoha-
stičkih modela omogućava bolje razumevanje ponašanja rešenja u okolini endemskog
ekvilibrijuma. Stoga je postojanje stacionarne raspodele stohastičkih modela izazvalo
veliko interesovanje u literaturi. Postojanje stacionarne raspodele stohastičkog sistema
ne znači samo njegovu slabu stabilnost, već takođe omogućava dublje razumevanje ka-
ko slučajnost iz okruženja utiče na endemski ekilibrijum. Mnogi autori su proučavali
postojanje stacionarne raspodele epidemioloških modela koji uključuju beli šum (na
primer, [4, 98–101]), beli i obojeni šum (na primer, [8, 102]), ili kombinaciju belog i
obojenog šuma i Lévyjevih skokova (na primer, [103]).

U ovom poglavlju biće izvedeni dovoljni uslovi za postojanje stacionarne raspodele
modela (3.2), primenom teorije date u [13]. Primena ove teorije je opravdana budući
da sistem (3.2) sadrži slučajnost isključivo kroz Brownovo kretanje, i odgovara tipu
jednačina analiziranom u [13].

Sledeća teorema daje dovoljne uslove za postojanje ergodičke stacionarne raspodele
epidemiološkog modela (3.2).
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Teorema 3.9 Neka je (S(t), E(t), I(t), P (t), H(t), A(t), R(t)) , t ≥ 0 rešenje sistema
(3.2) sa proizvoljnom početnom vrednošću (S(0), E(0), I(0), P (0), H(0), A(0), R(0)) ∈
Γ⋆. Ako je

R∗ :=

√
Λµβ+β

′

Λ+µ

Λ− Λmin {µ,δi,δp,δh}
max {µ,δi,δp,δh}

+ (β + β′)
(
1 + Λ

µ

)
+ µ+ 1

2
(σ2

1 + σ2
2)
(
1 + Λ2

µ2

) > 1, (3.43)

tada stohastički model (3.2) ima jedinstvenu ergodičku stacionarnu raspodelu.

Dokaz. U dokazu teoreme, biće primenjena Lema 1.6. Sistem (3.2) se može napisati
u matričnom obliku na sledeći način

X(t) = f(X(t), t)dt+ g(X(t), t)dB(t),

pri čemu je
X(t) = (S(t), E(t), I(t), P (t), H(t), A(t), R(t))T ,

f(X(t), t) =



Λ−
(

β
N(t)

(I(t) + lH(t)) + β′

N(t)
P (t) + µ

)
S(t)

β
N(t)

(I(t) + lH(t))S(t) + β′

N(t)
P (t)S(t)− (κ+ µ)E(t)

κρ1E(t)− (γa + k1γi + δi)I(t)
κρ2E(t)− (γa + k2γi + δp)P (t)
γa(I(t) + P (t))− (γr + δh)H(t)
κ(1− ρ1 − ρ2)E(t)− (γi + µ)A(t)

γi(A(t) + k1I(t) + k2P (t)) + γrH(t)− µR(t)


i

g(X(t), t) =



− σ1
N(t)

(I(t) + lH(t))S(t)− σ2
N(t)

P (t)S(t)
σ1
N(t)

(I(t) + lH(t))S(t) + σ2
N(t)

P (t)S(t)

0
0
0
0
0


.

Difuziona matrica sistema (3.2) je oblika

G(X(t), t) =



g11(X(t), t) g12(X(t), t) 0 0 0 0 0
g21(X(t), t) g22(X(t), t) 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0


,

gde je

g11(X(t), t) = g22(X(t), t) =
σ2
1

N2(t)
(I(t) + lH(t))2 S2(t) +

σ2
2

N2(t)
P 2(t)S2(t),

g12(X(t), t) = g21(X(t), t) = − σ2
1

N2(t)
(I(t) + lH(t))2 S2(t)− σ2

2

N2(t)
P 2(t)S2(t).
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Ako se definiše ograničen otvoren skup na sledeći način

D =

{
(S,E, I, P,H,A,R) ∈ R7

+ : ϵ < S <
Λ

µ
− ϵ, ϵ < E <

Λ

µ
− ϵ, ϵ2 < I <

Λ

µ
− ϵ2,

ϵ2 < P <
Λ

µ
− ϵ2, ϵ3 < H <

Λ

µ
− ϵ3, ϵ2 < A <

Λ

µ
− ϵ2, ϵ3 < R <

Λ

µ
− ϵ3

}
gde je 0 < ϵ < 1 konstanta, tada za svako (S,E, I, P,H,A,R) ∈ Γ⋆, i, na primer, i = 1
važi

g11(X(t), t) ≥ σ2
1(1 + l)S2(t) + σ2

2S
2(t) > (σ2

1(1 + l) + σ2
2)ϵ

2.

Na osnovu Napomene 1.4, sledi da je uslov (B.1) Leme 1.6 zadovoljen. Da bi teorema
bila dokazana, potrebno je još proveriti da li važi uslov (B.2) Leme 1.6.

Neka je W (X(t)) = W (S(t), E(t), I(t), P (t), H(t), A(t), R(t)) : R7
+ → R, definisana

na sledeći način

W (X(t)) := M (S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t)− ln (E(t) + 1)

− lnS(t)) + 1
2
(S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t))2

− lnS(t)− ln I(t)− lnP (t)− lnH(t)− lnA(t)− lnR(t),

gde je M > 0 dovoljno velika pozitivna konstanta za koju važi

−Mψ1 + A1 ≤ −2,

ψ1 =

(
Λ− Λ

min {µ, δi, δp, δh}
max {µ, δi, δp, δh}

+ (β + β′)

(
1 +

Λ

µ

)
+ µ+

1

2

(
σ2
1 + σ2

2

)(
1 +

Λ2

µ2

))
× (R∗ − 1) , (3.44)

R∗ je definisano izrazom (3.43), A1 je oblika

A1 = sup
X(t)∈R7

+

{
−1

2
µS2(t)− 1

2
µE2(t)− 1

2
µA2(t)− 1

2
δiI

2(t)− 1
2
δpP

2(t) + 3µ

−1
2
δhH

2(t)− 1
2
µR2(t) + C + β

N(t)
(I(t) + lH(t)) + β′

N(t)
P (t)

+1
2
(σ2

1 + σ2
2) + 2γa + k1γi + δi + k2γi + δp + γr + δh + γi

}
,

(3.45)

i C je definisano na sledeći način

C = max
X(t)∈R7

+

{
Λ (S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t))− 1

2
µS2(t)

−1

2
µE2(t)− 1

2
µA2(t)− 1

2
δiI

2(t)− 1

2
δpP

2(t)− 1

2
δhH

2(t)− 1

2
µR2(t)

}
.

Kako je d2W (X(t)) > 0, sledi da postoji tačka X(t0) u unutrašnjosti R7
+ u kojoj

funkcijaW (X(t)) dostiže minimalnu vrednost. Tada se definiše nenegativna C2-funkcija
W̃ (X(t)) = W̃ (S(t), E(t), I(t), P (t), H(t), A(t), R(t)) : R7

+ → R+ na sledeći način

W̃ (X(t)) := M (S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t)− ln (E(t) + 1)

− lnS(t)) + 1
2
(S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t))2

− lnS(t)− ln I(t)− lnP (t)− lnH(t)− lnA(t)− lnR(t)
−W (S(t0), E(t0), I(t0), P (t0), H(t0), A(t0), R(t0)).
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Radi jednostavnijeg zapisa, biće korišćene oznake

W1(X(t)) := S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t)− lnS(t)

− ln (E(t) + 1),

W2(X(t)) :=
1

2
(S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t))2 ,

W3(X(t)) := − lnS(t)− ln I(t)− lnP (t)− lnH(t)− lnA(t)− lnR(t).

Primenom operatora L(·) definisanog sa (1.13) na funkciju W1(X(t)), dobija se

LW1(X(t)) ≤ Λ−min {µ, δi, δp, δh}N(t)− Λ
S(t)

+ β
N(t)

(I(t) + lH(t))

+ β′

N(t)
P (t) + µ− β

N(t)(E(t)+1)
(I(t) + lH(t))S(t)

− β′

N(t)(E(t)+1)
P (t)S(t) + (κ+ µ) E(t)

E(t)+1

+ 1
2N2(t)

(
σ2
1 (I(t) + lH(t))2 + σ2

2P
2(t)
)

+ S2(t)
2(E(t)+1)2N2(t)

(
σ2
1 (I(t) + lH(t))2 + σ2

2P
2(t)
)

≤ Λ−min {µ, δi, δp, δh}N(t)− Λ
S(t)

+ (β + β′)
(
1 + Λ

µ

)
+µ− β+β′

E(t)+1
S(t) + (κ+ µ)E(t) + 1

2
(σ2

1 + σ2
2)
(
1 + Λ2

µ2

)
≤ Λ− Λmin {µ,δi,δp,δh}

max {µ,δi,δp,δh}
−
√

Λβ+β′
Λ
µ
+1

+ (β + β′)
(
1 + Λ

µ

)
+ µ

+(κ+ µ)E(t) + 1
2
(σ2

1 + σ2
2)
(
1 + Λ2

µ2

)
≤ (κ+ µ)E(t)− ψ1,

(3.46)

gde je ψ1 definisano sa (3.44).
Primenom operatora L(·) (1.13) na W2(X(t)), sledi

LW2(X(t)) = (S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t))
(Λ− µ(S(t) + E(t) + A(t) +R(t))− δiI(t)− δpP (t)
−δhH(t)) + 1

2
(g11 + g12 + g21 + g22)

≤ Λ (S(t) + E(t) + I(t) + P (t) +H(t) + A(t) +R(t))
−µS2(t)− µE2(t)− µA2(t)− δiI

2(t)− δpP
2(t)

−δhH2(t)− µR2(t)
≤ C − 1

2
µS2(t)− 1

2
µE2(t)− 1

2
µA2(t)− 1

2
δiI

2(t)− 1
2
δpP

2(t)
−1

2
δhH

2(t)− 1
2
µR2(t).

(3.47)

Primenom operatora L(·) (1.13) na W3(X(t)), dobija se

LW3(X(t)) = − 1
S(t)

(
Λ−

(
β

N(t)
(I(t) + lH(t)) + β′

N(t)
P (t) + µ

)
S(t)

)
+ 1

2N2(t)

(
σ2
1 (I(t) + lH(t))2 + σ2

2P
2(t)
)

− 1
I(t)

(κρ1E(t)− (γa + k1γi + δi)I(t))

− 1
A(t)

(κ(1− ρ1 − ρ2)E(t)− (γi + µ)A(t))

− 1
P (t)

(κρ2E(t)− (γa + k2γi + δp)P (t))

− 1
H(t)

(γa(I(t) + P (t))− (γr + δh)H(t))

− 1
R(t)

(γi(A(t) + k1I(t) + k2P (t)) + γrH(t)− µR(t))

≤ − Λ
S(t)

+
(

β
N(t)

(I(t) + lH(t)) + β′

N(t)
P (t) + µ

)
+ 1

2
(σ2

1 + σ2
2)

−E(t)
I(t)

κρ1 + (γa + k1γi + δi)

−E(t)
P (t)

κρ2 + (γa + k2γi + δp)− I(t)
H(t)

γa + (γr + δh)

−E(t)
A(t)

κ(1− ρ1 − ρ2) + (γi + µ)− A(t)
R(t)

γi + µ.

(3.48)
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Tada, na osnovu (3.46),(3.47) i (3.48), sledi

LW (X(t)) ≤ M (−ψ1 + (κ+ µ)E(t))− 1
2
µS2(t)− 1

2
µE2(t)

−1
2
µA2(t)− 1

2
δiI

2(t)− 1
2
δpP

2(t)− 1
2
δhH

2(t)− 1
2
µR2(t) + C

− Λ
S(t)

+
(

β
N(t)

(I(t) + lH(t)) + β′

N(t)
P (t) + µ

)
+ 1

2
(σ2

1 + σ2
2)

−E(t)
I(t)

κρ1 + (γa + k1γi + δi)

−E(t)
P (t)

κρ2 + (γa + k2γi + δp)− I(t)
H
γa + (γr + δh)

−E(t)
A(t)

κ(1− ρ1 − ρ2) + (γi + µ)− A(t)
R(t)

γi + µ.

(3.49)

Kako je D otvoren skup, definisan sa (3.44), tada je D̄ := D∪∂D kompaktan podskup
skupa R7

+. Može se odabrati ϵ dovoljno malo tako da, za svako X(t) = (S(t), E(t), I(t),
P (t), H(t), A(t), R(t)) ∈ R7

+ \ D̄, važe sledeće nejednakosti

− Λ

ϵ
+ A2 ≤ −1, (3.50)

gde je
A2 := supX(t)∈R7

+
Ã(X(t)), (3.51)

Ã(X(t)) := M (−ψ1 + (κ+ µ)E(t))− 1
2
µS2(t)− 1

2
µE2(t)− 1

2
µA2(t)

−1
2
δiI

2(t)− 1
2
δpP

2(t)− 1
2
δhH

2(t)− 1
2
µR2(t) + C

+
(

β
N(t)

(I(t) + lH(t)) + β′

N(t)
P (t) + µ

)
+ 1

2
(σ2

1 + σ2
2)

+2γa + k1γi + δi + k2γi + δp + γr + δh + γi + 2µ,

− ψ1M +M(κ+ µ)ϵ+ A1 ≤ −1, (3.52)

− κρ1
ϵ

+ A2 ≤ −1, (3.53)

− κρ2
ϵ

+ A2 ≤ −1, (3.54)

− γa
ϵ
+ A2 ≤ −1, (3.55)

− κ(1− ρ1 − ρ2)

ϵ
+ A2 ≤ −1, (3.56)

− γi
ϵ
+ A2 ≤ −1, (3.57)

− µ

4ϵ2
+ A3 ≤ −1, (3.58)

A3 = supX(t)∈R7
+

{
Ã(X(t)) + 1

4
µS2(t)

}
, (3.59)

− µ

4ϵ2
+ A4 ≤ −1, (3.60)

A4 = supX(t)∈R7
+

{
Ã(X(t)) + 1

4
µE2(t)

}
, (3.61)
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− δi
4ϵ4

+ A5 ≤ −1, (3.62)

A5 = supX(t)∈R7
+

{
Ã(X(t)) + 1

4
δiI

2(t)
}
, (3.63)

− δp
4ϵ4

+ A6 ≤ −1, (3.64)

A6 = supX(t)∈R7
+

{
Ã(X(t)) + 1

4
δpP

2(t)
}
, (3.65)

− δh
4ϵ6

+ A7 ≤ −1, (3.66)

A7 = supX(t)∈R7
+

{
Ã(X(t)) + 1

4
δhH

2(t)
}
, (3.67)

− µ

4ϵ4
+ A8 ≤ −1, (3.68)

A8 = supX(t)∈R7
+

{
Ã(X(t)) + 1

4
µA2(t)

}
, (3.69)

− µ

4ϵ6
+ A9 ≤ −1, (3.70)

i
A9 = supX(t)∈R7

+

{
Ã(X(t)) + 1

4
µR2(t)

}
. (3.71)

Za dovoljno malo ϵ, uslov (3.52) je ispunjen jer važi (3.44). Neka je

D1 :=
{
X(t) ∈ R7

+ : S(t) < ϵ
}
, D2 :=

{
X(t) ∈ R7

+ : E(t) < ϵ
}
,

D3 :=
{
X(t) ∈ R7

+ : E(t) ≥ ϵ, I(t) < ϵ2
}
, D4 :=

{
X(t) ∈ R7

+ : P (t) ≥ ϵ, I(t) < ϵ2
}
,

D5 :=
{
X(t) ∈ R7

+ : I(t) ≥ ϵ2, H(t) < ϵ3
}
, D6 :=

{
X(t) ∈ R7

+ : E(t) ≥ ϵ, A(t) < ϵ2
}
,

D7 :=
{
X(t) ∈ R7

+ : A(t) ≥ ϵ2, R(t) < ϵ3
}
, D8 :=

{
X(t) ∈ R7

+ : S(t) ≥ 1
ϵ

}
,

D9 :=
{
X(t) ∈ R7

+ : E(t) ≥ 1
ϵ

}
, D10 :=

{
X(t) ∈ R7

+ : I(t) > 1
ϵ2

}
,

D11 :=
{
X(t) ∈ R7

+ : P (t) > 1
ϵ2

}
, D12 :=

{
X(t) ∈ R7

+ : H(t) > 1
ϵ3

}
,

D13 :=
{
X(t) ∈ R7

+ : A(t) > 1
ϵ2

}
, D14 :=

{
X(t) ∈ R7

+ : R(t) > 1
ϵ3

}
.

Tada je R7
+ \ D̄ = ∪14

i=1Di.
Kako važi (3.49), u nastavku će biti pokazano da je LW (X(t)) ≤ −1 za svako

X(t) ∈ Di, i ∈ {1, 2, ..., 14}, što je ekvivalentno sa LW (X(t)) ≤ −1 za svako X(t) ∈
R7

+ \ D̄.

Slučaj 1. Za svako X(t) ∈ D1, važi da je

LW (X(t)) ≤ − Λ
S(t)

+ A2 ≤ −Λ
ϵ
+ A2,

pri čemu je A2 definisano izrazom (3.51). Na osnovu (3.50), sledi LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 2. Za svako X(t) ∈ D2, važi

LW (X(t)) ≤ M (−ψ1 + (κ+ µ)E(t)) + A1 ≤ −Mψ1 +M(κ+ µ)ϵ+ A1,

gde je A1 definisano izrazom (3.45). Na osnovu (3.52), dobija se LW (X(t)) ≤ −1.
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Slučaj 3. Za svako X(t) ∈ D3, važi

LW (X(t)) ≤ −κρ1E(t)
I(t)

+ A2 ≤ −κρ1
ϵ

+ A2.

Iz (3.53), sledi LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 4. Za svako X(t) ∈ D4, važi

LW (X(t)) ≤ −κρ2E(t)
P (t)

+ A2 ≤ −κρ2
ϵ

+ A2.

Iz (3.54), dobija se LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 5. Za svako X(t) ∈ D5, važi

LW (X(t)) ≤ −γa I(t)H(t)
+ A2 ≤ −γa

ϵ
+ A2.

Iz (3.55), sledi LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 6. Za svako X(t) ∈ D6, važi

LW (X(t)) ≤ −κ(1− ρ1 − ρ2)
E(t)
A(t)

+ A2 ≤ −κ(1−ρ1−ρ2)
ϵ

+ A2.

Iz (3.56), dobija se LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 7. Za svako X(t) ∈ D7, važi

LW (X(t)) ≤ −γi A(t)R(t)
+ A2 ≤ −γi

ϵ
+ A2.

Iz (3.57), sledi LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 8. Za svako X(t) ∈ D8, važi

LW (X(t)) ≤ −1
4
µS2(t) + A3 ≤ − µ

4ϵ2
+ A3,

pri čemu je A3 definisano izrazom (3.59). Iz (3.58), dobija se LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 9. Za svakoX(t) ∈ D9, važi

LW (X(t)) ≤ −1
4
µE2(t) + A4 ≤ − µ

4ϵ2
+ A4,

gde je A4 definisano izrazom (3.61). Iz (3.60), sledi LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 10. Za svako X(t) ∈ D10, važi

LW (X(t)) ≤ −1
4
δiI

2(t) + A5 ≤ − δi
4ϵ4

+ A5,

gde je A5 definisano izrazom (3.63). Iz (3.62), dobija se LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 11. Za svako X(t) ∈ D11, važi

LW (X(t)) ≤ −1
4
δpP

2(t) + A6 ≤ − δp
4ϵ4

+ A6,

gde je A6 definisano izrazom (3.65). Iz (3.64), sledi LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 12. Za svako X(t) ∈ D12, važi

LW (X(t)) ≤ −1
4
δhH

2(t) + A7 ≤ − δh
4ϵ6

+ A7,

104



3.2 Stacionarna raspodela stohastičkog modela širenja virusa SARS-CoV-2

gde je A7 definisano izrazom (3.67). Iz (3.66), dobija se LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 13. Za svako X(t) ∈ D13, važi

LW (X(t)) ≤ −1
4
µA2(t) + A8 ≤ − µ

4ϵ4
+ A8,

pri čemu je A8 definisano izrazom (3.69). Iz (3.68), sledi LW (X(t)) ≤ −1.

Slučaj 14. Za svako X(t) ∈ D14, važi

LW (X(t)) ≤ −1
4
µR2(t) + A9 ≤ − µ

4ϵ6
+ A9,

gde je A9 definisano izrazom (3.71). Iz (3.70), sledi LW (X(t)) ≤ −1.

Na osnovu prethodnih razmatranja, sledi da je

LW (X(t)) ≤ −1, za svako X(t) ∈ R7
+ \ D̄. (3.72)

Neka jeX0 ∈ R7
+\D̄ proizvoljno i neka je τD̄ definisano sa τD̄ = inf{t ≥ 0 : |X(t)| ∈ D̄}.

Pored toga, za svako r > |X0|, neka je

ρr := inf{t ≥ 0 : |X(t)| > r}.

Tada, primenom Itôve formule (1.4) i računanjem očekivanja, dobija se

W (X(t ∧ τD̄ ∧ ρr))−W (X0) ≤ E

∫ t∧τD̄∧ρr

0

LW (X(s))ds, ∀t > 0.

Na osnovu nenegativnosti funkcije W i relacije (3.72), sledi da je

0 ≤ W (X0)− E(t ∧ τD̄ ∧ ρr), ∀t > 0.

Kada r → ∞ i t→ ∞, dobija se

E(τD̄) ≤ W (X0), ∀X0 ∈ R7
+ \ D̄.

Poslednje implicira da je uslov (B.2) Leme 1.6 zadovoljen. Dakle, na osnovu Leme 1.6,
model (3.2) ima jedinstvenu stacionarnu raspodelu. Ovim je dokaz kompletan. △

Na osnovu Teoreme 3.9 sledi da, ako je RS
0 > 1, tada stohastički sistem (3.2) ima er-

godičko svojstvo, odnosno, netrivijalno rešenje stohastičkog sistema oscilira oko endem-
skog ekvilibrijuma odgovarajućeg determinističkog sistema, tj. bolest je perzistentna u
srednjem u populaciji.

105



Glava 4

Stohastički epidemiološki modeli koji
uključuju vakcinaciju

Vakcinacija se smatra fundamentalnim elementom preventivne medicine, koja ne
samo da štiti pojedinca, već i doprinosi opštem zdravlju zajednice. Ona predstavlja
jednu od najefikasnijih intervencija za prevenciju zaraznih bolesti i očuvanje javnog
zdravlja. Kroz primenu vakcina, imunološki sistem se priprema da prepozna i brani
organizam od specifičnih patogena, poput virusa i bakterija, čime se značajno smanjuje
rizik od oboljenja, komplikacija i smrtnosti. Vakcinacija direktno utiče na smanjenje
broja podložnih osoba i povećanje kolektivnog (trajnog ili privremenog) imuniteta čime
se usporava širenje bolesti.

Kod zaraznih bolesti za koje postoji razvijena vakcina, moguće je razmatrati model
koji, pored klasa osetljivih (S), zaraženih (I) i oporavljenih (R) osoba, sadrži i klasu
vakcinisanih osoba (V ) i proučavati uticaj vakcinacije na kolektivni imunitet popula-
cije i dinamiku širenja bolesti. Uključivanje klase vakcinisanih osoba u epidemiološke
modele omogućava analizu efikasnosti vakcina i trajanja imuniteta kao i određivanje
prioriteta za vakcinaciju. Tako modifikovani epidemiološki modeli, pored procene broja
zaraženih, pomažu u oblikovanju strategija vakcinacije.

U Poglavlju 4.1 je analiziran problem optimalne kontrole stohastičkog SVIR mo-
dela s logističkim rastom populacije i prenosom bolesti opisanim funkcijom zasićenja
(engleski naziv: saturated incidence function). Rezultati ovog poglavlja su objavljeni
kao poglavlje u knjizi [14]. U Podpoglavlju 4.1.1 je opisana konstrukcija stohastičkog
epidemiološkog modela. Podpoglavlje 4.1.2 sadrži analizu osetljivosti modela u odnosu
na njegove parametare. U Podpoglavlju 4.1.3 opisan je problem optimalne kontrole,
dok je u Podpoglavlju 4.1.4 analiziran problem optimalne kontrole modela bez ograni-
čenja. Dve vrste budžetskih ograničenja za problem optimalne kontrole proučavaju se
u Podpoglavlju 4.1.5. U Podpoglavlju 4.1.6 su prikazani brojni numerički primeri kako
bi se ilustrovali teorijski rezultati. U Poglavlju 4.2 je konstruisan i analiziran stohastič-
ki SVIR epidemiološki model koji uključuje i uticaje iz okruženja koji se ne dešvaju
često a imaju značajne efekte. Ovakvi uticaji se ne mogu modelirati Brownovim kre-
tanjem već se za njihovo modeliranje primenjuju procesi Lévyja. Za tako konstruisani
model, egzistencija globalnog pozitivnog rešenja je dokazana u Podpoglavlju 4.2.1. U
Podpoglavljima 4.2.2, 4.2.3 i 4.2.4 su izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje i perzi-
stentnost bolesti i postojanje stacionarne raspodele modela, redom. Podpoglavlje 4.2.5
sadrži numeričke simulacije koje ilustruju rezultate dokazane u Poglavlju 4.2. Originalni
rezultati Poglavlja 4.2 su objavljeni u radu [15].
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Optimalna kontrola stohastičkog SVIR modela

4.1 Optimalna kontrola stohastičkog SVIR modela
U ovom poglavlju analiziran je problem optimalne kontrole sa i bez ograničenja

za stohastički epidemiološki model sa logističkim rastom populacije i prenosom bolesti
opisanim funkcijom zasićenja (engleski naziv: saturated incidence function) kada imu-
nitet, stečen vakcinacijom ili prirodnim putem, nije trajan. Glavni cilj je definisanje
strategija koje mogu doprineti smanjenju širenja bolesti.

Budući da se mehanizmi prenosa bolesti razlikuju od jedne do druge bolesti, u li-
teraturi su predložene funkcije prenosa bolesti različitog oblika kako bi se on opisao
na adekvatniji način. U većini epidemioloških modela, funkcija prenosa bolesti opisana
funkcijom zasićenja obično ima bilinearnu formu βSI. Ova formulacija je zasnovana na
pretpostavci homogenog mešanja i bazira se na činjenici da pojedinac iz klase osetljivih
S postaje zaražen pri kontaktu sa zaraženim pojedincem iz klase I, gde β > 0 pred-
stavlja stopu prenosa. Međutim, postoje brojni razlozi zbog kojih bi ova standardna
bilinearna forma mogla zahtevati adaptaciju. Pre svega, pretpostavka homogenog me-
šanja nije primenljiva u svim scenarijima. Pored toga, efekti zasićenja mogu dovesti do
toga da funkcije prenosa bolesti rastu sporije od linearne funkcije po I i S. Na primer,
kada je broj zaraženih pojedinaca visok, verovatnoća izloženosti uzročniku bolesti je
veoma velika, što uzrokuje da funkcija prenosa bolesti raste sporije od linearne funk-
cije po I. S druge strane, funkcije prenosa bolesti koje rastu brže od linearne funkcije
po I mogu se javiti u različitim slučajevima, na primer, kada su potrebne višestruke
izloženosti uzročniku bolesti pre nego što dođe do infekcije (videti [104]).

Ostale uobičajene funkcije prenosa bolesti opisane funkcijom zasićenja primenjivane
u literaturi su:

• Standardna funkcija prenosa bolesti sa proporcionalnim mešanjem β SI
N

(videti
[105], [106]) ili funkcija prenosa bolesti zavisna od učestanosti βSI

S+I
(videti [107],

[108]), predstavlja bilinearnu funkciju prenosa bolesti normalizovanu ukupnim
brojem pojedinaca, odnosno, ukupnim brojem podložnih i zaraženih pojedinaca,
redom. Ove formulacije su posebno pogodne za velike populacije gde je kretanje
pojedinaca sporo, što ograničava kontakte pojedinaca u jedinici vremena. Takve
normalizovane funkcije prenosa bolesti pružaju precizniji opis dinamike prenosa
bolesti u poređenju sa bilinearnom funkcijom prenosa.

• Nelinearna funkcija prenosa bolesti opisana funkcijom zasićenja βSpIq (videti
[109]) zasniva se na pretpostavci da stopa zaražavanja nije linearna funkcija po
I i S. Na primer, funkcija prenosa bolesti sa sporijim rastom po I od linearne
funkcije javlja se zbog efekata zasićenja kada je udeo zaraženih visok, što vodi
ka velikoj verovatnoći izloženosti bolesti. Nasuprot tome, funkcija prenosa bolesti
koja raste brže od linearne funkcije po I može se pojaviti kada je udeo zaraženih
vrlo nizak ili kada je za infekciju potrebno višestruko izlaganje.

• Funkcije prenosa bolesti opisane funkcijama zasićenja kao što su βSI
1+αS

(videti
[110]) i βSI

1+αI
(videti [4]), gde α predstavlja konstantu zasićenja koja odražava pro-

mene u ponašanju pojedinaca koje utiču na efektivni broj kontakata, su značajne
u epidemiološkim modelima. Ove funkcije prenosa bolesti su važne jer uzimaju
u obzir moguće efekte zasićenja u broju efektivnih kontakata između zaraženih i
podložnih pojedinaca. Na primer, kada je broj zaraženih pojedinaca visok, funk-
cija prenosa bolesti βSI

1+αI
postaje manja u poređenju sa bilinearnom funkcijom
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prenosa bolesti. Ovo može odražavati psihološke efekte, gde porast broja zaraže-
nih dovodi do smanjenja kontakata u populaciji po jedinici vremena, kao reakcija
na visoku prevalenciju infekcije.

• Funkcija prenosa bolesti opisana funkcijom zasićenja βSIh

1+αIh
(videti [111], [112]),

gde kIh meri snagu infekcije bolesti, a 1/(1 + αIh) kvantifikuje efekat izazvan
promenom ponašanja podložnih pojedinaca u slučaju kada se broj podložnih ili
zaraženih pojedinaca značajno povećava. Ova formulacija se smatra praktičnijom
od βIpSq jer uzima u obzir efekte ponašanja pojedinaca kada dolazi do značajnog
rasta broja podložnih ili inficiranih osoba.

• Funkcija prenosa bolesti βSI
1+m1S+m2I

(videti [113], [114]) gde je β > 0 stopa prenosa
i m1,m2 parametri koji mere inhibitorni mehanizam, slična je funkciji prenosa
bolesti zavisnoj od učestanosti ali uključuje efekte inhibicije.

• Funkcija prenosa bolesti oblika
(
β1 − β2I

m+I

)
SI uključuje uticaj medijskog izvešta-

vanja na dinamiku širenja bolesti (videti [115]), gde β1 predstavlja stopu kontakta
pre pojave medijskih upozorenja, dok član β2I

m+I
kvantifikuje smanjenje stope kon-

takata usled medijskog obaveštavanja o prisustvu zaraženih osoba. Pretpostavlja
se da je β1 ≥ β2 > 0, što znači da medijsko izveštavanje može smanjiti, ali ne
i potpuno sprečiti širenje bolesti. Funkcija I

m+I
, gde je m > 0 konstanta polu-

zasićenja, predstavlja ograničenu funkciju koja uzima u obzir efekat zasićenja
bolesti (tj. da je već veliki broj ljudi zaražen ili imun) ili psihološke efekte.

U epidemiološkim modelima se često uvodi pretpostavka da je populacija konstant-
na, što nije uvek odgovarajuće za opisivanje veličina populacija sa većom mobilnošću
lokalnog stanovništva. Takođe, česta pretpostavka je da populacija ima eksponencijal-
ni rast sa konstantnom stopom rasta bez obzira na veličinu populacije, što dovodi do
ubrzanog rasta populacije kako se ona širi. Kod ovog tipa rasta populacije su zanema-
rena ograničenja koja proizilaze iz dostupnosti resursa, što nije u skladu sa prirodnim
zakonima po kojima su populacije ograničene kapacitetom sredine. Iz tih razloga su
ovi oblici rasta populacije zamenjeni logističkim rastom (videti [4], [5], [116–120]). Kod
logističkog rasta populacije, uzet je u obzir kapacitet sredine, koji predstavlja maksi-
malnu moguću veličinu populacije sa dostupnim resursima. Logistički rast populacije
je oblika γS(t)

(
1− S(t)

K

)
, gde je γ stopa rasta, a K kapacitet sredine. Kod logistič-

kog rasta, stopa rasta po glavi stanovnika postaje sve manja kako veličina populacije
dostiže maksimum nametnut ograničenim resursima u okruženju.

Epidemiološki modeli sa optimalnom kontrolom su široko primenjivani kao mo-
ćan alat koji omogućva konstruisanje strategija za upravljanje dinamikom epidemija.
Osnovni princip optimalne kontrole u epidemiologiji je identifikacija najefikasnije stra-
tegije među dostupnim opcijama, s ciljem minimiziranja broja infekcije uz optimizaciju
troškova povezanih sa primenom terapija ili vakcina radi kontrole progresije bolesti.

Neki od radova koji se bave problemima optimalne kontrole širenja zaraznih bolesti
uključuju analizu stohastičkog modela širenja AIDS-a (videti [121]), analizu stoha-
stičkih modela širenja COVID-19 (videti [122] i [123]), analizu stohastičkog i deter-
minističkog modela širenja hepatitisa B (videti [124]), analizu determinističkog SIR
modela sa ograničenjem trajanja intervencije i strogim karantinom (videti [125]), ana-
lizu determinističkog epidemiološkog modela širenja COVID-19 (videti [126]), analizu
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determinističkog epidemiološkog modela širenja ebole (videti [127]). Ovi modeli su ili
deterministički ili stohastički koji zavise od konstantnih parametara modela.

U ovom poglavlju je proučavan problem optimalne kontrole stohastičkog SVIR epi-
demiološkog modela sa logističkim rastom populacije i funkcijom prenosa bolesti opi-
sanom funkcijom zasićenja. Dobijeni teorijski rezultati postojanja procesa optimalne
kontrole su potvrđeni na primeru prenosa virusa ebole, koja je retka, ali opasna bolest
koja se može preneti kontaktom sa krvlju ili telesnim tečnostima inficiranog pacijenta.
Trenutno ne postoji licencirani tretman ili vakcina za ebolu. Zbog mogućnosti izbijanja
ozbiljnih epidemija, naročito u delovima Afrike, razvijaju se i testiraju potencijalne no-
ve vakcine i terapije (videti [76]). Iz tih razloga, važno je analizirati uticaj vakcinacije
na širenje virusa ebole i pronaći optimalan trend vakcinacije kako bi se spasili životi. S
obzirom na visoku stopu smrtnosti od ebole i postojanje samo eksperimentalnih vakci-
na, analiziran je epidemiološki model za opisivanje širenja virusa ebole koji uključuje
funkciju prenosa bolesti opisanu funkcijom zasićenja, uzimajući u obzir "psihološki efe-
kat" ili svest pojedinaca o ozbiljnosti bolesti (videti [76], [127–129] i reference u njima).
Pored toga, u model je uključen logistički rast populacije kao i slučajnost iz okruženja
kako bi se bolje opisala realnost. U cilju proučavanja složene dinamike širenja bolesti
kao i uticaja vakcinacije na širenje i kontrolu bolesti, prikazane su numeričke simulacije
stohastičkog modela sa optimalnom kontrolom.

4.1.1 Konstrukcija stohastičkog epidemiološkog modela

U nastavku će biti predstavljen stohastički SVIR epidemiološki model sa funkcijom
prenosa bolesti opisanom funkcijom zasićenja i logističkim rastom populacije proučavan
u [4]. Naime, ukupna populacija je podeljena u četiri disjunktne klase: klasu osoba
podložnih infekciji, klasu vakcinisanih, klasu inficiranih i klasu oporavljenih pojedinaca,
gde S(t), V (t), I(t) i R(t) označavaju broj pojedinaca u svakoj od ovih klasa u trenutku
t ≥ 0, redom. Dinamika epidemiološkog modela je opisana sistemom diferencijalnih
jednačina

dS(t) =
(
γS(t)

(
1− S(t)

K

)
− βS(t)I(t)

1+a1I(t)
− ζS(t) + vV (t)

)
dt,

dV (t) =
(
ζS(t)− βV (t)I(t)

1+a2I(t)
− vV (t)− µV (t)

)
dt,

dI(t) =
(
βS(t)I(t)
1+a1I(t)

+ βV (t)I(t)
1+a2I(t)

− (τ + µ+ δ) I(t)
)
dt,

dR(t) = (τI(t)− µR(t)) dt,

(4.1)

sa početnim uslovom S(0) = S0, V (0) = V0, I(0) = I0, R(0) = R0.
Parametri modela (4.1) imaju sledeće značenje:
◦ µ je prirodna stopa smrtnosti;
◦ stopa rasta populacije γ predstavlja razliku stope nataliteta b i prirodne stope

smrtnosti (γ = b− µ > 0);
◦ K je kapacitet sredine (lokalnog područja ili ekosistema);
◦ β je stopa prenosa bolesti;
◦ a1 i a2 označavaju konstante poluzasićenja koje uzimaju u obzir činjenicu da je

verovatnoća da se vakcinisana osoba zarazi od inficiranog pojedinca manja od verovat-
noće da se podložna osoba zarazi od inficiranog pojedinca, tj. važi a1 < a2;

◦ ζ je udeo podložnih osoba koje se vakcinišu;
◦ v je stopa gubitka imuniteta stečenog vakcinacijom;
◦ τ je stopa oporavka zaraženih;
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◦ δ označava stopu smrtnosti od bolesti.

Pretpostavlja se da se virus širi kada podložna osoba dođe u kontakt sa inficiranom
osobom, bez obzira na to da li je ta osoba vakcinisana ili ne, što je u modelu pred-
stavljeno saturisanim funkcijama incidence oblika βS(t)I(t)

1+a1I(t)
i βV (t)I(t)

1+a2I(t)
. Pored toga, rast

populacije se odvija prema logističkom trendu opisanom članom γS(t)
(
1− S(t)

K

)
.

U radu [4], autori su na osnovu determinističkog modela (4.1) konstruisali odgova-
rajući stohastički model, pretpostavljajući da je slučajnost iz okoline direktno propor-
cionalna klasama S(t), V (t), I(t), R(t), t ≥ 0.

Neka je (Ω,F , P ) prostor verovatnoće gde je Ω prostor ishoda, P verovatnosna mera,
i {Ft}t∈[0,T ] filtracija generisana Brownovim kretanjem {B(t) = (B1(t), B2(t), B3(t),
B4(t))}t∈[0,T ]. U nastavku, pod adaptiranim procesima smatraće se procesi adaptirani
u odnosu na ovu filtraciju.

Stohastički model analiziran u radu [4], ima sledeći oblik:

dS(t) =

(
γS(t)

(
1− S(t)

K

)
− βS(t)I(t)

1 + a1I(t)
− ζS(t) + vV (t)

)
dt+ σ1S(t)dB1(t),

dV (t) =

(
ζS(t)− βV (t)I(t)

1 + a2I(t)
− vV (t)− µV (t)

)
dt+ σ2V (t)dB2(t), (4.2)

dI(t) =

(
βS(t)I(t)

1 + a1I(t)
+
βV (t)I(t)

1 + a2I(t)
− (τ + µ+ δ) I(t)

)
dt+ σ3I(t)dB3(t),

dR(t) = (τI(t)− µR(t)) dt+ σ4R(t)dB4(t),

sa početnim uslovom S(0) = S0, V (0) = V0, I(0) = I0, R(0) = R0, gde su σ1, σ2, σ3
i σ4 intenziteti belog šuma. Za model (4.2), autori su pretpostavili da je imunitet
stečen nakon preležane bolesti trajan, dok imunitet nakon primanja vakcine nije trajan.
Međutim, u realnosti, imunitet stečen u oba slučaja nije trajan kod većine bolesti. To
je bila motivacija da se u ovom poglavlju blago modifikuje stohastički model (4.2),
uvođenjem pretpostavke da imunitet stečen nakon preležane bolesti nije trajan, već se
gubi nakon određenog vremena. Ovo je opisano u modelu stopom r, koja označava stopu
gubitka imuniteta za oporavljene osobe. Modifikovani stohastički model ima sledeći
oblik

dS(t) =

(
γS(t)

(
1− S(t)

K

)
− βS(t)I(t)

1 + a1I(t)
− ζS(t) + vV (t) + rR(t)

)
dt

+σ1S(t)dB1(t),

dV (t) =

(
ζS(t)− βV (t)I(t)

1 + a2I(t)
− vV (t)− µV (t)

)
dt+ σ2V (t)dB2(t), (4.3)

dI(t) =

(
βS(t)I(t)

1 + a1I(t)
+
βV (t)I(t)

1 + a2I(t)
− (τ + µ+ δ) I(t)

)
dt+ σ3I(t)dB3(t),

dR(t) = (τI(t)− (r + µ)R(t)) dt+ σ4R(t)dB4(t),

sa početnim uslovom S(0) = S0, V (0) = V0, I(0) = I0, R(0) = R0. Ostali parametri
modela imaju isto značenje kao što je prethodno opisano.
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4.1.2 Analiza osetljivosti stohastičkog epidemiološkog modela
na stopu vakcinacije

Cilj je ispitati uticaj vakcinacije u praktičnim scenarijima širenja bolesti ebole.
Numeričke simulacije razmatranog stohastičkog modela (4.3) su prikazane na Slikama
4.1, 4.2 i 4.3 kako bi se ilustrovao uticaj vakcinacije na širenje bolesti ebole. Kao što je
pomenuto u uvodu, trenutno ne postoji licenciran tretman ili vakcina za bolest virusa
ebola, ali se potencijalne nove vakcine i lekovi razvijaju i testiraju (videti [76]).

Uticaj različitih stopa vakcinacije na progresiju bolesti je prikazan na graficima Sli-
ka 4.1, 4.2 i 4.3 gde su odabrane konstantne vrednosti stope vakcinacije ζ ∈ {0, 0.1, 0.5}
tokom vremena. Simulacije su dobijene na osnovu realističnih vrednosti parametara za
širenje bolesti izazvane virusom ebola, koje su dobijene različitim statističkim metoda-
ma u radovima [127–130], na osnovu podataka Svetske zdravstvene organizacije [76] ili
racionalno pretpostavljene (p). Vrednosti parametara date su u Tabeli 4.1. U primerima
se pretpostavlja da su početne vrednosti S(0) = 2000, V (0) = 0, I(0) = 350, R(0) = 200
i kapacitet sredine K = 12000.

Simbol Opis Vrednost Reference
γ stopa rasta populacije 0.015 [76]
β stopa prenosa 0.0025 [76], [127–130]
v stopa gubljenja imuniteta vakcinisanih 0.00025 (p)
r stopa gubljenja imuniteta oporavljenih 0.00025 (p)
a1 saturaciona konstanta podložnih 0.01 (p)
a2 saturaciona konstanta vakcinisanih 1 (p)
ρ stopa oporavka 0.1 [76], [127–130]
δ stopa smrtnosti od bolesti 0.25 [76], [127–130]
µ prirodna stopa smrtnosti 0.015 [76]

Tabela 4.1: Vrednosti parametara modela (4.3)

Na Slici 4.1 je prikazano deset trajektorija rešenja modela (4.3) za ζ = 0, što pred-
stavlja scenario u kojem nema vakcinacije. Grafici prikazuju smanjenje broja podložnih
osoba, dok broj oporavljenih osoba raste. Takođe, dolazi do naglog povećanja broja za-
raženih osoba pre nego što on počne da opada i stabilizuje se. Međutim, varijabilnost
unutar klase zaraženih je značajna.
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Slika 4.1: 10 trajektorija rešenja modela (4.3) bez vakcinacije.

Na Slikama 4.2 i 4.3 prikazano je deset trajektorija rešenja modela (4.3) sa razli-
čitim stopama vakcinacije. Ove slike ilustruju kako različite stope vakcinacije utiču na

111



4.1 Optimalna kontrola stohastičkog SVIR modela

maksimum koji kriva zaraženih osoba dostiže.
Na Slici 4.2, trajektorije rešenja su dobijene kada je stopa vakcinacije ζ = 0.1, što

znači da 10% podložnih osoba dobija vakcinu. Ova slika pokazuje da broj zaraženih
osoba sporije raste i dostiže nižu maksimalnu vrednost u poređenju sa maksimumom
koji broj zaraženih osoba dostiže na Slici 4.1, gde nema vakcinacije. Pored toga, broj
podložnih osoba opada kao na Slici 4.1, dok broj vakcinisanih i oporavljenih osoba u
početku raste, a zatim opada. Disperzija u klasi zaraženih osoba je manja na Slici 4.2
nego na Slici 4.1.
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Slika 4.2: 10 trajektorija rešenja modela (4.3) sa vakcinacijom podložnih od 10%.

Na Slici 4.3 prikazano je deset trajektorija rešenja modela (4.3), pri čemu je stopa
vakcinacije ζ = 0.5, što znači da 50% podložnih osoba prima vakcinu.
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Slika 4.3: 10 trajektorija rešenja modela (4.3) sa vakcinacijom podložnih od 50%.
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Ova slika pokazuje da broj zaraženih osoba raste sporije i dostiže nižu maksimalnu
vrednost u poređenju sa maksimalnom vrednošću koju dostiže broj zaraženih osoba na
Slikama 4.1 i 4.2. Takođe, disperzija u klasi zaraženih osoba na Slici 4.3 značajno je
manja nego disperzija u klasi zaraženih osoba na Slikama 4.1 i 4.2. Kao i na Slici 4.2, na
Slici 4.3 broj osetljivih osoba ima opadajući trend, dok broj vakcinisanih i oporavljenih
osoba u početku ima rastući trend, a potom opadajući.

Poređenjem grafika zaraženih osoba na ovim slikama, može se zaključiti da kako
se procenat vakcinisanih osoba povećava, i vrh krive i varijabilnost zaraženih osoba
postaju manji. Ovo pokazuje efikasnost vakcinacije u kontroli bolesti. Međutim, kako
bi se izbegli nepotrebni troškovi vakcinacije populacije, potrebno je optimizovati stopu
vakcinacije.

4.1.3 Optimalna kontrola stohastičkog epidemiološkog SVIR
modela

Neka je T konačno vreme (krajnji trenutak vremenskog intervala od interesa) i neka
je {u(t)}t∈[0,T ] stohastički proces kontrole, gde u(t, ω) označava procenat vakcinisanih
osoba u trenutku t u scenariju ω ∈ Ω, tako da je u(t) = u(t, ω) ∈ [0, 1] za svako
t ∈ [0, T ]. Za funkciju kontrole se pretpostavlja da pripada skupu dopustivih kontrola

A := {u(t, ω) ∈ L∞ ([0, T ] ,Ω) : 0 ≤ u(t, ω) ≤ 1, s.i, (4.4)
ω ∈ Ω, t ∈ [0, T ] , u(t, ω) adaptiran} .

U nastavku je formulisan problem optimalne kontrole uvođenjem kontrolnog procesa
koji opisuje stopu vakcinacije u oznaci u(t) u model (4.3). Cilj uvođenja ovog kontrolnog
procesa je minimizacija broja inficiranih osoba i troškova vakcinacije.

Dobijeni model je dat sledećim sistemom SDJ

dS(t) =

(
γS(t)

(
1− S(t)

K

)
− βS(t)I(t)

1 + a1I(t)
− u(t)S(t) + vV (t) + rR(t)

)
dt

+σ1S(t)dB1(t),

dV (t) =

(
u(t)S(t)− βV (t)I(t)

1 + a2I(t)
− (µ+ v)V (t)

)
dt+ σ2V (t)dB2(t), (4.5)

dI(t) =

(
βS(t)I(t)

1 + a1I(t)
+
βV (t)I(t)

1 + a2I(t)
− (τ + µ+ δ) I(t)

)
dt+ σ3I(t)dB3(t),

dV (t) = (τI(t)− (µ+ r)R(t)) dt+ σ4R(t)dB4(t),

sa početnim uslovom S(0) = S0, V (0) = V0, I(0) = I0, R(0) = R0.
Poređenjem modela (4.3) i (4.5), uočava se da je konstanta ζ u modelu (4.3) za-

menjena procesom u(·) u modelu (4.5). Na taj način, stopa vakcinacije postaje proces
zavisan od vremena i scenarija, odražavajući slučajnost okruženja u svakom trenutku.

4.1.4 Problem stohastičke optimalne kontrole bez ograničenja

Najpre će biti analiziran stohastički model sa optimalnom kontrolom bez ograniče-
nja. To podrazumeva uvođenje funkcije performansi definisanu očekivanjem integrala
ponderisane sume dva člana, jednog koji zavisi od broja zaraženih osoba i drugog koji

113



4.1 Optimalna kontrola stohastičkog SVIR modela

zavisi od procenta vakcinisanih osoba:

J(u) := E
[∫ T

0

(
k1I(t) + k2u

2(t)
)
dt

]
, (4.6)

pri čemu su k1, k2 težinski koeficijenti.

Napomena 4.1 Izbor funkcije performansi je u skladu sa standardima u literaturi. U
ovom slučaju je primenjena kvadratna funkcija kako bi se obuhvatili nelinearni efekti
vakcinacije populacije (više detalja je dostupno u [7,8,15,16]). Ipak, mogu se definisati
i drugi oblici funkcija performansi, poput logaritamskih ili eksponencijalnih.

Da bi se identifikovala optimalna kontrola za posmatrani sistem, potrebno je da se
identifikuje strategija {u(t)}t∈[0,T ] koja minimizira funkciju performansi. Dakle, cilj je
pronalaženje optimalne kontrole u(·), tako da je

min
u∈A

J(u) = min
u∈A

E
[∫ T

0

(
k1I(t) + k2u

2(t)
)
dt

]
. (4.7)

Radi jednostavnijeg zapisa, uvode se oznake

X(t) = (X1(t), X2(t), X3(t), X4(t)) = (S(t), V (t), I(t), R(t)) ,

sa početnim uslovom x(0) = (x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)). Pored toga, neka je

A1 =


0 v 0 r
0 −(v + µ) 0 0
0 0 −(µ+ δ + τ) 0
0 0 τ −(µ+ r)

 , A2 =


−1 0 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

f(X(t)) =

(
γS(t)

(
1− S(t)

K

)
− β

S(t)I(t)

1 + a1I(t)
,−β V (t)I(t)

1 + a2I(t)
,

β
S(t)I(t)

1 + a1I(t)
+ β

V (t)I(t)

1 + a1I(t)
, 0, 0

)′

, (4.8)

g(X(t)) = (σ1S(t), σ2V (t), σ3I(t), σ4R(t))
′ . (4.9)

Tada, sistem (4.5) može biti predstavljen u matričnoj formi na sledeći način

dX(t) = [f(X(t)) + A1X(t) + A2X(t)u(t)] dt+ g(X(t))dW (t)
= b(X(t), u(t))dt+ σ(X(t))dB(t),

(4.10)

gde je
b(X(t), u(t)) := f(X(t)) + A1X(t) + A2X(t)u(t),
σ(X(t)) := g(X(t)).

(4.11)

Problem optimalne kontrole bez ograničenja stohastičkog sistema (4.10) je{
minu∈A Jx(0)(u),
dX(t) = b(X(t), u(t))dt+ σ(X(t))dB(t).

(4.12)
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Ovo je problem optimalne kontrole stohastičkog modela standardnog oblika, koji je
opisan u [131], u Poglavlju 11. Da bi se odredilo rešenje za problem optimalne kontrole
(4.7), primenjuje se princip maksimuma (videti [132–134], Poglavlje 3.2 u [135]). Princip
maksimuma će biti ukratko predstavljen u nastavku.

Neka su f : R+ × Rn × Rn → R i g : Rn → R date, neprekidno-diferencijabilne
funkcije. Razmatra se stohastički problem optimalne kontrole

minu(t)∈A E
[∫ T

0
f(t,X(t), u(t))dt+ g(X(t))

]
,

dX(t) = b(t,X(t), u(t))dt+ σ(t,X(t))dB(t),
X(0) = x,

(4.13)

pri čemu je U ⊂ R dati skup, b : R+ × Rn × U → R i σ : R+ × Rn × U → R,
b′x, σ

′
x ograničene i b, σ, f ′

x i g′x ograničene sa C(1 + |x|+ |u|), C ∈ R+. Kontrolni proces
u(t) = u(t, ω) : R+×Ω → U je iz skupa dopustivih kontrola u ∈ A, dinamika od X ima
jedinstveno, strogo rešenje za svako x ∈ Rn i Ex

[∫ T
0
f(t,X(t), u(t))dt+ g(X(t))

]
<∞.

Funkcija H : [0, T ] × Rn × U × Rn × Rn×m → R je Hamiltonijan (videti [134]),
definisan sa

H(t, x, u, p, q) = f(t, x, u) + bT (t, x, u)p+ tr(σT q).

Teorema 4.1 (Princip dovoljnog maksimuma, [134]) Ako je (û, X̂) rešenje pro-
blema optimalne kontrole (4.13), tada postoji rešenje (p̂(t), q̂(t)) odgovarajuće pridru-
žene jednačine

dp(t) = −∇xH(t,X(t), u(t), p(t), q(t)) + q(t)dB(t), t < T,
p(T ) = ∇g(X(T )),

(4.14)

tako da, za svako t, važi

H(t, X̂(t), û(t), p̂(t), q̂(t)) ≤ H(t, X̂(t), ν, p̂(t), q̂(t)), ν ∈ A. (4.15)

Napomena 4.2 Uslov (4.15) Teoreme 4.1 ima ovakav oblik jer koeficijent difuzije
σ(t,X(t)) ne sadrži kontrolni proces u(t).

Hamiltonijan H : [0, T ] × R4 × [0, 1] × R4 × R4 koji se odnosi na kontrolni sistem
(4.12) je definisan na sledeći način

H(t, x(t), u(t), p(t), q(t)) := k1x3(t) + k2u
2(t) + b(x(t), u(t))p(t) + σ(x(t))q(t)

= k1x3(t) + k2u
2(t) + f(X(t))p(t) + A1X(t)p(t)

+A2X(t)u(t)p(t) + g(x(t))q(t),
(4.16)

gde je pridruženi proces

p(t) = (p1(t), p2(t), p3(t), p4(t)), q(t) = (q1(t), q2(t), q3(t), q4(t)), t ∈ [0, T ],

rešenje sistema backward stohastičkih diferencijalnih jednačina (BSDJ):{
dp(t) = −∇xH(t)dt+ q(t)dB(t),
p(T ) = 0.

(4.17)
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Ovaj sistem u matričnoj formi je ekvivalentan sistemu

dp1(t) = −
[(

γ − 2γ

K
x1(t)− β

x3(t)

1 + a1x3(t)

)
p1(t) + β

x3(t)

1 + a1x3(t)
p3(t)− u(t)p1(t)

+u(t)p2(t) + σ1q1(t)

]
dt+ q1(t)dB1(t),

dp2(t) = −
[
− β

x3(t)

1 + a2x3(t)
p2(t) + β

x3(t)

1 + a2x3(t)
p3(t) + vp1(t)− (v + µ)p2(t)

+σ2q2(t)

]
dt+ q2(t)dB2(t), (4.18)

dp3(t) = −
[
w1 − β

x1(t)

(1 + a1x3(t))
2p1(t)− β

x2(t)

(1 + a2x3(t))
2p2(t)

+β
x1(t)

(1 + a1x3(t))
2p1(t) + β

x2(t)

(1 + a2x3(t))
2p2(t)− (µ+ δ + τ)p3(t)

+τp4(t) + σ3q3(t)

]
dt+ q3(t)dB3(t),

dp4(t) = − [rp1(t)− (r + µ)p4(t) + σ4q4(t)] dt+ q4(t)dB4(t),

pi(T ) = 0, i = 1, 2, 3, 4,

sa zadatim konačnim uslovom (funkcija performansi Jx(0)(u) ne sadrži komponentu
konačnog vremena).

U nastavku je navedena teorema koja garantuje postojanje rešenja linearne BSDJ.

Teorema 4.2 ([136]) Neka su α(·), β(·), predvidivi ograničeni procesi, yT ∈ L2(FT ),
φ(t) predvidiv proces za koji važi E[

∫ T
0
φ2(t)dt] < ∞. Jedinstveno rešenje (Y (t), Z(t))

linearne BSDJ

dY (t) = − (φ(t) + α(t)Y (t) + β(t)Z(t)) dt+ Z(t)dB(t),

Y (T ) = yT ,

dato je sa

Y (t) = E
[
yT

ΓT
Γt

+

∫ T

t

Γs
Γt
φ(s)ds|Ft

]
, 0 ≤ t ≤ T,

gde je

dΓ(t) = Γ(t−) (α(t)dz + β(t)dB(t)) , t ≥ 0,

Γ(0) = 1.

Kako je sistem BSDJ (4.18) linearan, na osnovu Teoreme 4.2 postoji jedinstveno
rešenje (p(t), q(t)), t ∈ [0, T ] za sistem pridruženih BSDJ.

Dakle, na osnovu principa dovoljnog maksimuma (Teorema 4.1), važi

∂H (t, x, u, p, q)

∂u
= 0,

odnosno,
2k2u(t)− x1(t)p1(t) + x1(t)p2(t) = 0.
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Rešavanjem ove jednačine po u(t), dobija se

u(t) =
S(t) (p1(t)− p2(t))

2k2
,

gde su p1(t), p2(t) rešenja pridruženog sistema BSDJ (4.18).
Proces u(t) ne mora da pripada skupu dopustivih kontrola A, jer nema garancija

da je u(t) = S(t)(p1(t)−p2(t))
2k2

∈ [0, 1], za t ∈ [0, T ], s.i. Međutim, ako se definiše

u∗(t) := min

{
max

{
0,
S(t) (p1(t)− p2(t))

2k2

}
, 1

}
,

tada, u∗(t) zadovoljava uslove principa maksimuma. Tada je, {u∗(t)}t∈[0,T ] proces opti-
malne stohastičke kontrole. Ova razmatranja su sumirana u sledećoj teoremi.

Teorema 4.3 Proces optimalne kontrole u∗(t), t ≥ 0, koji odgovara problemu optimal-
ne kontrole bez budžetskih ograničenja (4.7) koji se odnosi na sistem SDJ (4.5) je dat
sa

u∗(t) = min

{
max

{
0,
S(t) (p1(t)− p2(t))

2k2

}
, 1

}
, t ∈ [0, T ] . (4.19)

4.1.5 Problem optimalne kontrole sa ograničenjem troškova

U ovom delu će biti predstavljen problem stohastičke optimalne kontrole sa ogra-
ničenjem troškova i metod za njegovo rešavanje. Osnovni cilj je utvrditi optimalnu
strategiju vakcinacije koja minimizira broj zaraženih osoba uz minimalne troškove vak-
cinacije.

Neka je c(t), t ∈ [0, T ] data funkcija troškova potrebnih za vakcinaciju jedne osobe
u trenutku t. Razmatraće se dva tipa ograničenja

Ograničenje A: E
[∫ T

0

S(t)u(t)c(t) dt

]
≤ V . (4.20)

i

Ograničenje B:
∫ T

0

S(t)u(t)c(t) dt ≤ V , s.i, (4.21)

gde je V ∈ R+ data vrednost kojom se ograničavaju troškovi.
Ograničenje A omogućuje da očekivani ukupni trošak vakcinacije tokom celog perio-

da ne premašuje unapred određenu vrednost V , dok ograničenje B, osigurava da ukupni
trošak vakcinacije tokom celog perioda skoro izvesno ne premaši V . Treba napomenuti
da je ograničenje B strože od ograničenja A, jer ako je uslov (4.21) zadovoljen, tada je
zadovoljen i uslov (4.20).

U rešavanju problema stohastičke optimalne kontrole sa oba budžetska ograničenja
biće primenjen pristup koji uključuje primenu metoda generalizovanih Lagrangeovih
multiplikatora u kombinaciji sa tehnikama stohastičke optimalne kontrole (videti Po-
glavlje 11.3 u [131], [135] i Poglavlje 5 u [121]).

U nastavku će ukratko biti predstavljen metod Lagrangeovih multiplikatora, opisan
u Poglavlju 11.3 u [131].

Razmatra se problem pronalaženja Φ(x) i u∗(x) tako da je

Φ(x) = sup
u∈U

Ju(x) = Ju
∗
(x), (4.22)
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gde je

Ju(x) = Ex
[∫ T

0

F u(Xu(t))dt+K(Xu(T ))

]
i U prostor kontrolnih procesa u : Rn+1 → U ⊂ Rk tako da je

Ex[Mi(X
u(T ))] = 0, i = 1, 2, ..., l, (4.23)

pri čemu je M = (M1, ...,Ml) : Rn+1 → Rl data neprekidna funkcija,

Ex[|M(Xu(T ))|] < 1, ∀x ∈ Rn, u ∈ U.

Problem optimalne kontrole bez ograničenja je definisan na sledeći način.

• Za svako λ ∈ Rl i u ∈ U neka je

Juλ (x) = Ex
[∫ T

0

F u(Xu(t))dt+K(Xu(T )) + λ ·M(Xu(T ))

]
, (4.24)

gde · označava unutrašnji proizvod u Rl. Neka su Φλ(x) i u∗λ(x) takvi da važi

Φλ(x) = sup
u∈U

Juλ (x) = J
u∗λ
λ (x) (4.25)

bez terminalnih uslova.

Teorema 4.4 ([131]) Za svako λ ∈ Λ ⊂ Rl, neka procesi Φλ(x) i u∗λ zadovoljavaju
problem optimalne kontrole bez ograničenja (4.24),(4.25). Pored toga, neka postoji λ0 ∈
Λ tako da je

Ex[M(Xu∗λ0 (T ))] = 0.

Tada su Φ(x) := Φλ0(x) i u∗ := u∗λ0 rešenja problema optimalne kontrole sa ograniče-
njem (4.22), (4.23).

Ograničenje A.

Neka je λ ≥ 0 deterministički Lagrangeov multiplikator. Lagrangeova verzija pro-
blema optimalne kontrole sa ograničenjem je{

minu∈A Ex(0)
[∫ T

0
k1I(t) + k2u

2(t) dt+ λ
∫ T
0
S(t)u(t)c(t) dt

]
dX(t) = b(X(t), u(t))dt+ σ(X(t))dB(t).

(4.26)

Konačni član funkcije performansi je nula. Oznaka Ex(0)[·] je korišćena za uslovno
očekivanje pod uslovom da proces {X(t)}t∈[0,T ] počinje u x(0).

Da bi se rešio problem optimalne kontrole sa ograničenjima A, biće primenjena
Teorema 4.4 (videti takođe Teoremu 5.1 u [121]).

Hamiltonijan H : [0, T ]×R4 × [0, 1]×R4 ×R4 koji se odnosi na problem optimalne
kontrole (4.26) je

H(t, x, u, p, q) := k1x3(t) + k2u
2(t) + λx1(t)u(t)c(t) + b(x(t), u(t))p(t)

+σ(x(t))q(t) (4.27)
= k1x3(t) + k2u

2(t) + λx1(t)u(t)c(t)

+ (f(X(t)) + A1X(t) + A2X(t)u(t)) p(t) + g(x(t))q(t),
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gde su pridruženi procesi

p(t) = (p1(t), p2(t), p3(t), p4(t)), q(t) = (q1(t), q2(t), q3(t), q4(t)), t ∈ [0, T ]

rešenja sledećeg sistema BSDJ:

dp(t) = −∇xH(t)dt+ q(t)dB(t),
p(T ) = 0.

(4.28)

Ovaj sistem u matričnoj formi je ekvivalentan sistemu

dp1(t) = −
[
λu(t)c(t) +

(
γ − 2γ

K
x1(t)− β x3(t)

1+a1x3(t)

)
p1(t) + β x3(t)

1+a1x3(t)
p3(t)

−u(t)p1(t) + u(t)p2(t) + σ1q1(t)

]
dt+ q1(t)dB1(t),

dp2(t) = −
[
− β x3(t)

1+a2x3(t)
p2(t) + β x3(t)

1+a2x3(t)
p3(t) + vp1(t)− (v + µ)p2(t)

+σ2q2(t)

]
dt+ q2(t)dB2(t),

dp3(t) = −
[
k1 − β x1(t)

(1+a1x3(t))
2p1(t)− β x2(t)

(1+a2x3(t))
2p2(t) + β x1(t)

(1+a1x3(t))
2p1(t)

+β x2(t)

(1+a2x3(t))
2p2(t)− (µ+ δ + τ)p3(t) + τp4(t) + σ3q3(t)

]
dt

+q3(t)dB3(t),
dp4(t) = − [rp1(t)− (r + µ)p4(t) + σ4q4(t)] dt+ q4(t)dB4(t),
pi(T ) = 0, i = 1, 2, 3, 4,

(4.29)

pri čemu je konačni uslov pi(T ) = 0, i = 1, 2, 3, 4, jer funkcija performansi Jx(0)(u) ne
sadrži komponentu za terminalno vreme.

Ovaj sistem BSDJ je linearan. Na osnovu Teoreme 4.2 postoji jedinstveno rešenje
(p(t), q(t)), t ∈ [0, T ] sistema pridruženih BSDJ, a ista teorema daje i eksplicitno rešenje
ovog sistema.

Uslov principa dovoljnog maksimuma (Teorema 4.1) koji se primenjuje u određiva-
nju procesa optimalne kontrole je:

∂H (t, x, u, p, q)

∂u
= 0,

2k2u(t)− x1(t)p1(t) + x1(t)p2(t) + λx1(t)c(t) = 0.

Rešavanjem ove jednačine po u(t), dobija se

u(t) =
S(t) (p1(t)− p2(t)− λc(t))

2k2
, (4.30)

pri čemu se p1(t), p2(t) dobijaju rešavanjem pridruženog sistema BSDJ (4.29).
Kako u(t) = S(t)(p1(t)−p2(t)−λc(t))

2k2
ne mora da pripada segmentu [0, 1] za svako t ∈

[0, T ], s.i, u(t) ne mora pripadati skupu A. Iz tog razloga se definiše

u∗(t) := min

{
max

{
0,
S(t) (p1(t)− p2(t)− λc(t))

2k2

}
, 1

}
, (4.31)
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4.1 Optimalna kontrola stohastičkog SVIR modela

koji zadovoljava uslove principa dovoljnog maksimuma (Teorema 4.1). Dakle, na osnovu
Teoreme 4.4 (ili Teoreme 5.1 u [121]) i principa dovoljnog maksimuma, sledi da je
{u∗(t)}{t∈[0,T ]} proces stohastičke optimalne kontrole ako postoji λ0 ≥ 0 tako da

E
[∫ T

0

Su∗λ0
(t)u∗λ0(t)c(t) dt

]
− V = 0. (4.32)

Na osnovu [121], za određivanje takvog Λ0 u praksi, potrebno je uvesti u∗Λ0
u sistem

SDJ, kako bi se izračunala vrednost Su∗Λ0
, a zatim rešiti (4.32) pomoću metode Monte

Karlo [137].

Ograničenje B.

Formulacija problema optimalne kontrole sa ograničenjem B je slična formulaciji
problema optimalne kontrole sa ograničenjem A. Razlikuju se u stohastičkoj priro-
di Lagrangeovog multiplikatora Λ. Sličnim proračunom kao u slučaju ograničenja A,
dobija se

u∗(t) = min

{
max

{
0,
S(t) (p1(t)− p2(t)− Λc(t))

2k2

}
, 1

}
. (4.33)

Prema tome, u∗(t) zadovoljava uslove principa maksimuma. Na osnovu Teoreme 4.1
(videti, takođe, Teoremu 5.2 u [121]), {u∗(t)}t∈[0,T ] je proces stochastičke optimalne
kontrole ako postoji Λ0 ≥ 0 s.i. tako da važi∫ T

0

Su∗Λ0
(t)u∗Λ0

(t)c(t) dt− V = 0, s.i. (4.34)

Na osnovu [121], za određivanje takvog Λ0 u praksi, potrebno je inkorporirati u∗Λ0
u

sistem SDJ kako bi se izračunala vrednost Su∗Λ0
, a zatim rešiti (4.34) metodom Monte

Karla.

4.1.6 Numeričke simulacije

U nastavku su prikazane numeričke simulacije problema optimalne kontrole bez
ograničenja (4.12) kako bi se ispitala složena dinamika i uticaj vakcinacije na prenošenje
i kontrolu bolesti.

Vrednosti parametara korišćene u simulacijama su date u Tabeli 4.1 koja sadr-
ži realistične vrednosti parametara modela širenja virusa ebole, koje su dobijene na
osnovu podataka Svetske zdravstvene organizacije [76], ocenjene različitim statističkim
metodama u naučnim radovima [127–130] ili racionalno pretpostavljene (p).

Numeričke aproksimacije problema optimalne kontrole bez ograničenja (4.12) su
dobijene primenom iterativnog metoda, koji je opisan u radu [121]. Ovaj iterativni
metod sastoji se od nekoliko koraka:

• Prvi korak je određivanje aproksimativnog rešenja stohastičkog sistema (4.5) pri-
menom Eulerove numeričke šeme. Iz tog razloga, definisani su početni uslovi
S(0), V (0), I(0), R(0) i početna stopa vakcinacije u(0). Na ovaj način se može
odrediti numeričko rešenje stohastičkog sistema (4.5).

120



4.1 Optimalna kontrola stohastičkog SVIR modela

• Zatim, na osnovu numeričkog rešenja jednačine (4.5) dobijenog u prethodnom
koraku, dobijeno je aproksimativno rešenje pridruženog backward sistema (4.18)
primenom backward Eulerove šeme.

• Sledeći korak je redefinisanje kontrole u(·). Na taj način, kontrola postaje jed-
naka konveksnoj kombinaciji prethodne iteracije kontrole sa novo izračunatom
kontrolom izvedenom iz formule (4.19) u Teoremi 4.3. U i-toj iterativnoj petlji,
kontrola uzima sledeću vrednost:

ui = λoldu
old
i + λnewu

new
i ,

gde je uoldi kontrola dobijena u prethodnom iterativnoj petlji, a unewi je izračunata
pomoću formule (4.19).

• Iteracija se zaustavlja kada je razlika između numeričkog rešenja
(
S̃, Ṽ , Ĩ , R̃, p̃1,

p̃2, p̃3, p̃4, q̃1, q̃2, q̃3, q̃4) dobijenog u trenutnoj i prethodnoj iteraciji dovoljno mala,
za sve procese. Na ovaj način je unapred definisana apsolutna greška konvergencije
numeričkog rešenja.

Primer 1. Na Slici 4.4 prikazano je deset trajektorija sistema (4.12) dobijenih pri-
menom Teoreme 1. Početne vrednosti odabrane u simulacijama su S(0) = 2000, V (0) =
0, I(0) = 350, R(0) = 350, N(0) = 2550 i u(0) = 0.5 a terminalno vreme je 40 godi-
na. Neka koeficijenti k1, k2 koji figurišu u funkciji performansi (4.6), imaju vrednosti
k1 = 20, k2 = 0.3 · N(0), kapacitet sredine K = 12000 i intenziteti σ1

1 = 0.02, σ1
2 =

0.015, σ1
3 = 0.035 i σ1

4 = 0.01.
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Slika 4.4: 10 trajektorija rešenja modela (4.12).

Prema ovim graficima, optimalna stopa vakcinacije vrlo brzo dostiže maksimalnu
vrednost (u ovom slučaju, maksimalnu dozvoljenu stopu vakcinacije). Nakon određenog
vremena, optimalna stopa vakcinacija brzo opada i dostiže nulu u konačnom trenutku.

Primer 2. Primenom Teoreme 4.3 na Slici 4.5 je prikazano 10 trajektorija sistema
(4.12). Vrednosti parametara modela su odabrane kao u Primeru 1. Jedina promena u
vrednostima parametara modela u poređenju sa Primerom 1 su veće vrednosti inten-
ziteta šumova, odnosno, σ2

1 = 0.06, σ2
2 = 0.03, σ2

3 = 0.08 i σ2
4 = 0.05. Sa Slike 4.5 se
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4.1 Optimalna kontrola stohastičkog SVIR modela

može uočiti da povećanje intenziteta šumova u odnosu na Primer 1 prouzrokuje veću
disperziju trajektorija, dok trend procesa stohastičke optimalne kontrole ostaje isti.
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Slika 4.5: 10 trajektorija rešenja sistema SDJ (4.12).

Primer 3. Na Slici 4.6 je prikazano deset trajektorija procesa s različitim početnim
vrednostima u odnosu na prethodne primere. Početne vrednosti, odabrane u ovom pri-
meru, su S(0) = 500, V (0) = 0, I(0) = 35, R(0) = 50, N(0) = 585, kapacitet populacije
je K = 1200 i intenziteti šumova su σ3

1 = 0.03, σ3
2 = 0.02, σ3

3 = 0.06, σ3
4 = 0.05.

Terminalno vreme modela je 40 godina, početna vrednost procesa kontrole u(0) = 0.5
a težinski koeficijenti funkcije performanse (4.6) su k1 = 20, k2 = 0.3 · N(0), kao u
Primerima 1 i 2.
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Slika 4.6: Deset trajektorija rešenja modela (4.12).

Poredeći Primer 3 s Primerima 1 i 2, uočava se da u Primeru 3 optimalna stopa
vakcinacije počinje da opada ranije nego u Primerima 1 i 2, zbog različitih početnih
vrednosti i parametra K, koji je deset puta manji u Primeru 3.
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Dinamička analiza i stacionarna raspodela stohastičkog modela sa kašnjenjem i
Lévyjevim skokovima

Primer 4. Ispituje se uticaj vrednosti koeficijenta k2 koji se pojavljuje u funkciji
performansi, na optimalnu stopu vakcinacije. Iz tog razloga, na Slici 4.7, je prikazano
10 trajektorija modela, s istim izborom parametara modela kao u Primeru 3, osim
koeficijenta k2 koji je k2 = 0.3 ·N(0).
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Slika 4.7: Deset trajektorija rešenja sistema (4.12).

Na Slikama 4.6 i 4.7 se uočava da se opadajući trend optimalne stope vakcinacije na
Slici 4.7 javlja znatno kasnije u odnosu na isti na Slici 4.6. Ovakva dinamika optimalne
stope vakcinacije je očekivana, ako se uzme u obzir definicija funkcije performansi data
jednačinom (4.6).

4.1.7 Zaključak

U ovom poglavlju razmatran je problem optimalne kontrole za stohastički model
sa logističkim rastom i funkcijom prenosa bolesti opisanom funkcijom zasićenja. Stopa
vakcinacije predstavljena je funkcijom kontrole. Fokus je bio na identifikaciji najefi-
kasnije strategije među dostupnim za minimizaciju broja inficiranih, uz optimizaciju
troškova vakcinacije koja se koristi za suzbijanje širenja bolesti. Izvedeni su potrebni
uslovi za postojanje optimalne kontrole primenom principa maksimuma. Pored toga,
dobijeni teorijski rezultati su potvrđeni numeričkim simulacijama.

4.2 Dinamička analiza i stacionarna raspodela stoha-
stičkog modela sa kašnjenjem i Lévyjevim skoko-
vima

Zarazne bolesti poput side, ebole, zike, gripa, hepatitisa B, Covid-19 i drugih, pred-
stavljaju globalni rizik po javno zdravlje. One imaju značajan uticaj na javno zdravlje,
društveni i ekonomski razvoj, pa čak i na ljudski život (videti [138–140]). Da bi se bolje
razumeli mehanizmi prenosa zaraznih bolesti i došlo do efikasnih strategija za njihovu
prevenciju i kontrolu, matematičari su predložili brojne matematičke modele kako bi
proučavali dinamiku širenja zaraznih bolesti (videti, na primer, [139], [141], [142]).
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Različite pojave u prirodi, poput interakcija između ljudi i okruženja, kontakati
između ljudi, efikasnost vakcinacije, i druge, prirodno su izložene slučajnom uticaju
iz okruženja (videti [143], [144] i reference u njima). Mao i saradnici su u radovima
[145] i [146] pokazali da beli šum, koji odražava slučajnost, ima snažan destabilizujući
efekat na širenje bolesti i evoluciju vrsta, sugerišući da stohastički modeli mogu pružiti
dodatnu dozu realizma u poređenju sa njihovim determinističkim pandanima.

Iznenadni značajni uticaji iz životne sredine, kao što su epidemije, zemljotresi i
uragani, mogu dovesti do značajnog smanjenja populacije. Ovi uticaji se ne mogu mo-
delirati belim šumom. Zbog toga je za opisivanje ovih iznenadnih uticaja iz okruženja
primenjivan Lévyjev proces. U epidemiologiji, Lévyjevi procesi omogućavaju opis iz-
nenadnih promena u dinamici, poput neočekivanog povećanja broja inficiranih zbog
masovnih okupljanja ili migracija. Pored toga, može doći do naglog smanjenja broja
inficiranih usled redukcije kontakata ili masovne vakcinacije populacije. Uključivanje
Lévyjevog šuma u epidemiološke modele omogućava realističniju reprezentaciju okruže-
nja i ima značajan doprinos u opisivanju širenja bolesti (videti, na primer, [147–154]).

U poslednje vreme je posebna pažnja posvećena proučavanju dinamike epidemiolo-
ških modela sa vremenskim kašnjenjem. Konstantno vremensko kašnjenje je razmatrano
u radovima [54] i [155], dok je kašnjenje koje ima neki tip neprekidne raspodele analizi-
rano od strane Ma i saradnika u radu [156]. Kašnjenje kod epidemioloških modela može
da opisuje gubljenje imuniteta (videti [157–159]), vreme koje je potrebno da vakcina
počne da deluje (videti [160, 161]) ili period inkubacije ([54], [155]). Pokazano je da su
vremenska kašnjenja od značaja u proučavanju dinamičkih svojstava širenja bolesti.

U radu [99], autori su razmatrali stohastički SIRS epidemiološki model koji sa-
drži slučajnost tipa belog šuma, i utvrdili uslove za iskorenjivanje i perzistentnost u
srednjem bolesti, kao i dovoljne uslove za postojanje jedinstvene ergodične stacionarne
raspodele. U radu [101], autori su proučavali stohastički SIR epidemiološki model koji
sadrži slučajnost tipa belog šuma, sa kašnjenjem koje ima neprekidnu raspodelu i sa
degenerisanom difuzijom. Korišćenjem teorije Markovljevih polugrupa dokazano je po-
stojanje i jedinstvenost stacionarne raspodele. U radu [8] je analiziran stohastički SIS
epidemiološki model sa vakcinacijom, koji uključuje beli i obojeni šum. Za ovaj model,
dovoljni uslovi za postojanje jedinstvene ergodične stacionarne raspodele utvrđeni su
konstrukcijom funkcija Lyapunova.

Cilj u ovom poglavlju je analizirati dinamiku stohastičkog SVIR modela sa kašnje-
njem koje ima gama raspodelu kod kog je uključen logistički rast populacije i funkcija
prenosa bolesti opisana funkcijom zasićenja. Kašnjenje, koje se javlja u ovom mode-
lu, odražava vreme potrebno da se nakon kontakta infekcija razvije i osoba postane
zarazna.

4.2.1 Konstrukcija stohastičkog epidemiološkog modela sa ka-
šnjenjem i Lévyjevim skokovima

U ovom poglavlju je fokus na konstrukciji stohastičkog epidemiološkog modela sa
saturisanim funkcijama incidence i logističkim rastom populacije, na osnovu determi-
nističkog modela (4.1), koji je opisan u Podpoglavlju 4.1.1. Za razliku od stohastičkog
modela razmatranog u prethodnom poglavlju, u kojem je slučajnost iz okruženja opisa-
na Brownovim kretanjem, u ovom poglavlju će, pored Brownovog kretanja, biti korišćen
i Lévyjev proces za opisivanje slučajnosti.

Najpre je deterministički epidemiološki model (4.1) modifikovan na sledeći način.
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Funkcije prenosa bolesti opisane funkcijama zasićenja βS(t)I(t)
1+a1I(t)

i βV (t)I(t)
1+a2I(t)

koje se javljaju
u modelu (4.1) i uzimaju u obzir efekat značajnog povećanja broja inficiranih zamenje-
ne su funkcijama prenosa bolesti βS(t)I(t)

1+m1S(t)
i βV (t)I(t)
1+m2V (t)

, koje uzimaju u obzir odgovarajuće
preventivne mere preduzete od strane podložnih ili vakcinisanih pojedinaca u cilju kon-
trole širenja epidemije. Pored toga, prateći pristup iz [162], u deterministički model je
uvedeno kašnjenje sa jezgrom g(s). Na taj način je dobijen sistem od četiri diferencijalne
jednačine prikazan u nastavku:

dS(t)

dt
= γS(t)

(
1− S(t)

K

)
− βS(t)

1 +m1S(t)

∫ t

−∞
g(t− τ)I(τ)dτ − vS(t) + v1V (t),

dV (t)

dt
= vS(t)− βV (t)

1 +m2V (t)

∫ t

−∞
g(t− τ)I(τ)dτ − vV (t)− µV (t),

dI(t)

dt
=

βS(t)

1 +m1S(t)

∫ t

−∞
g(t− τ)I(τ)dτ +

βV (t)

1 +m2V (t)

∫ t

−∞
g(t− τ)I(τ)dτ

− (ρ+ µ+ δ) I(t),

dR(t)

dt
= ρI(t)− (r + µ)R(t), (4.35)

sa početnim uslovom S(0) = S0, V (0) = V0, I(θ) = φ,R(0) = R0, θ ∈ [−∞, 0].
Jezgro kašnjenja g : [0,∞) → [0,∞) je L1 -funkcija, koja zadovoljava

∫∞
0
g(s)ds =

1. Veličina ϱ =
∫∞
0
sg(s)ds je poznata kao prosečno (očekivano) kašnjenje za jezgro

g. U modeliranju bioloških sistema, najčešće se primenjuje jezgro kašnjenja koje ima
Gama raspodelu g(s) = snξn+1e−ξs

n!
, s > 0, gde je ξ > 0 parametar koji označava ek-

sponencijalno slabljenje pamćenja, poznato i kao efekat retrogradacije prošlih sećanja,
dok je n nenegativan ceo broj (videti [163]). Za ovu vrstu jezgra kašnjenja, može se
dokazati da je prosečno kašnjenje ϱ = n+1

ξ
. U literaturi, jezgro g(s) = ξe−ξs, s > 0 za

n = 0, se naziva slabim jezgrom i ono se najčešće primenjuje u modeliranju epidemi-
ja. U ovom poglavlju je analiziran epidemiološki model sa slabim jezgrom kašnjenja.
Zamenom izraza g(s) za n = 0 u sistem (4.35), dobija se sistem oblika:

dS(t)

dt
= γS(t)

(
1− S(t)

K

)
− βS(t)

1 +m1S(t)

∫ t

−∞
ξe−ξ(t−τ)I(τ)dτ − vS(t) + v1V (t),

dV (t)

dt
= vS(t)− βV (t)

1 +m2V (t)

∫ t

−∞
ξe−ξ(t−τ)I(τ)dτ − vV (t)− µV (t),

dI(t)

dt
=

βS(t)

1 +m1S(t)

∫ t

−∞
ξe−ξ(t−τ)I(τ)dτ +

βV (t)

1 +m2V (t)

∫ t

−∞
ξe−ξ(t−τ)I(τ)dτ

− (ρ+ µ+ δ) I(t),

dR(t)

dt
= ρI(t)− (r + µ)R(t), (4.36)

sa početnim uslovom S(0) = S0, V (0) = V0, I(θ) = φ,R(0) = R0, θ ∈ [−∞, 0]. Uvođe-
njem smene X(t) =

∫ t
−∞ ξe−ξ(t−τ)I(τ)dτ , sistem (4.36) se može transformisati u sledeći

ekvivalentan sistem

dS(t) =

(
γS(t)

(
1− S(t)

K

)
− βS(t)X(t)

1 +m1S(t)
− vS(t) + v1V (t)

)
dt,

dV (t) =

(
vS(t)− βV (t)X(t)

1 +m2V (t)
− v1V (t)− µV (t)

)
dt, (4.37)
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dI(t) =

(
βS(t)X(t)

1 +m1S(t)
+
βV (t)X(t)

1 +m2V (t)
− (ρ+ µ+ δ) I(t)

)
dt,

dR(t) = (ρI(t)− (r + µ)R(t)) dt,

dX(t) = ξ (I(t)−X(t)) dt,

sa početnim uslovom S(0) = S0, V (0) = V0, I(0) = I0, R(0) = R0, X(0) = X0. Na osno-
vu determinističkog epidemiološkog modela (4.37), konstruisan je odgovarajući stoha-
stički model pod pretpostavkom da se neprekidne fluktuacije iz životne sredine mogu
opisati Brownovim kretanjem, a nagli i značajni uticaji koji se ne dešavaju često pro-
cesom Lévyja. Smatra se da su ovi uticaji direktno proporcionalni klasama S, V, I, R i
X.

Neka je (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P) kompletan prostor verovatnoće sa prirodnom filtraci-
jom {Ft}t≥0, koja je neprekidna sa desna i sadrži sve skupove mere nula. Neka su
Bi(t), i = 1, 2, 3, 4, 5, nezavisna standardna Brownova kretanja, i N̄ Poissonov proces
prebrojavanja koji je nezavisan od Bi, i = 1, 2, 3, 4, 5, i definisan na datom prosto-
ru (Ω,F , {Ft}t≥0 ,P). Ñ(dt, du) = N̄(dt, du) − λ(du)dt je kompenzator procesa N̄ , a
karakteristična mera λ je definisana na merljivom podskupu Y skupa (0,+∞) koji
zadovoljava λ(Y ) < +∞. Stohastički epidemiološki model ima sledeći oblik:

dS(t) =

(
γS(t)

(
1− S(t)

K

)
− βS(t)X(t)

1 +m1S(t)
− vS(t) + v1V (t) + r1R(t)

)
dt

+σ1S(t)dB1(t) +

∫
Y

η1(u)S(t
−)Ñ(dt, du),

dV (t) =

(
vS(t)− βV (t)X(t)

1 +m2V (t)
− v1V (t)− µV (t)

)
dt+ σ2V (t)dB2(t)

+

∫
Y

η2(u)V (t−)Ñ(dt, du),

dI(t) =

(
βS(t)X(t)

1 +m1S(t)
+
βV (t)X(t)

1 +m2V (t)
− (ρ+ µ+ δ) I(t)

)
dt+ σ3I(t)dB3(t)

+

∫
Y

η3(u)I(t
−)Ñ(dt, du),

dR(t) = (ρI(t)− (r1 + µ)R(t)) dt+ σ4R(t)dB4(t) +

∫
Y

η4(u)R(t
−)Ñ(dt, du),

dX(t) = ξ (I(t)−X(t)) dt+ σ5X(t)dB5(t) +

∫
Y

η5(u)X(t−)Ñ(dt, du), (4.38)

sa početnim uslovom S(0) = S0, V (0) = V0, I(0) = I0, R(0) = R0, X(0) = X0, pri
čemu su sa S(t−), V (t−), I(t−), R(t−), X(t−) označene granične vrednosti sa leva od
S(t), V (t), I(t), R(t), X(t), redom, i ηi : Y × Ω → R, i = 1, 2, 3, 4, 5, su ograničene,
neprekidne i B(Y ) × Ft-merljive, gde je B(Y ), σ-algebra generisana sa Y . Neka je sa
N(t) = S(t) + V (t) + I(t) +R(t), t ≥ 0, označena ukupna populacija.

Da bi se proučilo dugoročno ponašenje rešenja modela (4.38), neophodno je uvesti
sledeće pretpostavke.

• (H1): Intenziteti skokova ηi(u) zadovoljavaju
∫
Y
η2i (u)λ(du) <∞ (i = 1, 2, 3, 4, 5).

• (H2): 1 + ηi(u) > 0 i
∫
Y
(ηi(u)− ln (1 + ηi(u)))λ(du) <∞ (i = 1, 2, 3, 4, 5).
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• (H3) : za p ∈ N, p > 2, l =
∫
Y
max{[1 + η̌(u)]p − 1 − pη̌(u), [1 + η̂(u)]p − 1 −

pη̂(u)}}λ(du), η̌(u) = maxi∈{1,2,3,4,5}{η̄i(u)}, η̂(u) = mini∈{1,2,3,4,5}{η̄i(u)}, η̄i(u) =
ηi(u), σ̄i = σi, i = 1, 2, 3, 4, η̄5(u) := µ+δ

ξ
η5(u), σ̄5 := µ+δ

ξ
σ5, važi

b = min{µ, µ+ δ − ξ, ξ} − p− 1

2
max

i∈{1,2,3,4,5}
{σ̄2

i } −
1

p
l ≥ 0.

Teorema 4.5 Neka važe pretpostavke (H1) i (H2). Za svaku početnu vrednost (S(0),
V (0), I(0), R(0), X(0)) ∈ R5

+, postoji jedinstveno strogo rešenje (S(t), V (t), I(t), R(t),
X(t)), t ≥ 0 sistema SDJ (4.38), koje ostaje u R5

+ sa verovatnoćom jedan.

Dokaz. Kako su koeficijenti sistema (4.38) lokalno Lipschitz neprekidni, na osnovu
Teoreme 1.33 sledi da za svaku početnu vrednost (S(0), V (0), I(0), R(0), X(0)) ∈ R5

+

postoji jedinstveno lokalno rešenje na [0, τe], gde je τe vreme eksplozije. Da bi se poka-
zalo da je ovo rešenje globalno, potrebno je dokazati da je τe = ∞ s.i. Neka je k0 > 0
tako da se S(0), V (0), I(0), R(0) i X(0) nalaze unutar segmenta [ 1

k0
, k0]. Za svaki ceo

broj k ≥ k0 definiše se vreme zaustavljanja na sledeći način

τk = inf

{
t ∈ [0, τe) : min {S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)} ≤ 1

k
ili

max {S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)} ≥ k} .
Niz {τk}k je rastući kada k → ∞. Definiše se τ∞ na sledeći način τ∞ = limk→∞ τk.
Tada je τ∞ ≤ τe s.i. Ako se pokaže da je τ∞ = ∞ s.i, tada je τe = ∞, što znači da je
(S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)) ∈ R s.i. za sve t ≥ 0. Pod pretpostavkom da ova tvrdnja
nije tačna, postoje konstante T > 0 i ϵ ∈ (0, 1) tako da je P {τ∞ ≤ T} > ϵ. Tada postoji
ceo broj k1 ≥ k0 tako da je P {τk1 ≤ T} > ϵ, odnosno,

P {τk ≤ T} ≥ ϵ,

za svako k ≥ k1.
Neka je nenegativna C2 funkcija F : R5

+ → R+ definisana na sledeći način

F (S, V, I, R,X) =

(
S − a− a ln

S

a

)
+

(
V − a− ln

V

a

)
+ (I − 1− ln I)

+ (R− 1− lnR) +
µ+ δ

ξ
(X − 1− lnX) ,

pri čemu je a pozitivna konstanta koja će kasnije biti određena. Neka je

max
S∈R+

{
γ(S − a)

(
1− S

K

)}
≤ C1,

gde je C1 ∈ R+. Primenom uopštene Itôve formule (Teorema 1.30) na funkciju F ,
dobija se

dF (S, V, I, R,X) = LF (S, V, I, R,X)dt+ σ1 (S(t)− a) dB1(t)

+a

∫
Y

(
η1(u)S(t

−)− ln(1 + η1(u))
)
Ñ(dt, du)

+σ2 (V (t)− a) dB2(t) + σ3 (I(t)− 1) dB3(t)

+a

∫
Y

(
η2(u)V (t−)− ln(1 + η2(u))

)
Ñ(dt, du)
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+

∫
Y

(
η3(u)I(t

−)− ln(1 + η3(u))
)
Ñ(dt, du)

+σ4 (R(t)− 1) dB4(t) + σ5
µ+ δ

ξ
(X(t)− 1) dB5(t)

+

∫
Y

(
η4(u)R(t

−)− ln(1 + η4(u))
)
Ñ(dt, du)

+
µ+ δ

ξ

∫
Y

(
η5(u)X(t−)− ln(1 + η5(u))

)
Ñ(dt, du),

pri čemu se LF može ograničiti na sledeći način

LF (S, V, I, R,X) ≤ γS

(
1− S

K

)
− µV − (µ+ δ)I − µR +

µ+ δ

ξ
ξ (I −X) + 3µ

−aγ
(
1− S

K

)
+ a

βX

1 +m1S
+ av + a

βX

1 +m2V
+ a(v1 + µ)

+2δ +
aσ2

1

2
+
aσ2

2

2
+

2∑
i=1

∫
Y

a(ηi(u)− ln(1 + ηi(u))λ(du)

+r1 + ρ+
σ2
3

2
+
σ2
4

2
+

4∑
i=3

∫
Y

(ηi(u)− ln(1 + ηi(u))λ(du)

+
µ+ δ

ξ

σ2
5

2
+
µ+ δ

ξ

∫
Y

(ηi(u)− ln(1 + ηi(u))λ(du)

≤ γ(S − a)

(
1− S

K

)
+ (2aβ − (µ+ δ))X + C2 ≤ C1 + C2 =: C,

i a se bira tako da se vrednost izraza u zagradi uz X anulira, tj. a = µ+δ
2β

. Na osnovu
poslednje dve relacije, važi

dF (S, V, I, R,X) ≤ C dt+ σ1 (S(t)− a) dB1(t) + σ2 (V (t)− a) dB2(t)

+a

∫
Y

(
η1(u)S(t

−)− ln(1 + η1(u))
)
Ñ(dt, du)

+σ2 (V (t)− a) dB2(t) + σ3 (I(t)− 1) dB3(t)

+a

∫
Y

(
η2(u)V (t−)− ln(1 + η2(u))

)
Ñ(dt, du)

+

∫
Y

(
η3(u)I(t

−)− ln(1 + η3(u))
)
Ñ(dt, du)

+σ4 (R(t)− 1) dB4(t) + σ5
µ+ δ

ξ
(X(t)− 1) dB5(t)

+

∫
Y

(
η4(u)R(t

−)− ln(1 + η4(u))
)
Ñ(dt, du)

+
µ+ δ

ξ

∫
Y

(
η5(u)X(t−)− ln(1 + η5(u))

)
Ñ(dt, du).

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do τk ∧ T i računanjem očekivanja, dobija se

EF (S(τk ∧ T ), V (τk ∧ T ), I(τk ∧ T ), R(τk ∧ T ), X(τk ∧ T ))
≤ F (S(0), V (0), I(0), R(0), X(0)) + CE(τk ∧ T )
≤ F (S(0), V (0), I(0), R(0), X(0)) + CT.
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Neka je Ωk = {τk ≤ T}. Tada je P(Ωk) ≥ ϵ. Za svako ω ∈ Ωk, bar jedan od S(τk, ω),
V (τk, ω), I(τk, ω), R(τk, ω) ili X(τk, ω) je jednak k ili 1

k
. Dakle, F (S(τk, ω), V (τk, ω),

I(τk, ω), R(τk, ω), X(τk, ω)) nije manje ili od k− 1− ln k ili od 1
k
− 1− ln 1

k
. Na osnovu

toga je
F (S(τk ∧ T ), V (τk ∧ T ), I(τk ∧ T ), R(τk ∧ T ), X(τk ∧ T ))

≥ min

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
.

Dakle,

F (S(0), V (0), I(0), R(0), X(0)) + CT

≥ E[IΩkF (S(τk ∧ T ), V (τk ∧ T ), I(τk ∧ T ), R(τk ∧ T ), X(τk ∧ T ))]

≥ ϵmin

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
,

pri čemu je IΩk indikator događaja Ωk. Kada k → ∞, dobija se

∞ > F (S(0), V (0), I(0), R(0), X(0)) + CT = ∞,

što je kontradikcija. Na osnovu toga se zaključuje da je τ∞ = ∞ s.i, čime je dokaz
kompletan. △

4.2.2 Iskorenjivanje bolesti

U ovom poglavlju biće izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje bolesti iz populacije.
Uvodi se sledeća oznaka:

⟨A(t)⟩ := 1

t

∫ t

0

A(s) ds, t ≥ 0, za proizvoljan proces A(t).

Lema 4.1 Neka važe pretpostavke (H1), (H2) i (H3) i neka je (S(t), V (t), I(t), R(t),
X(t)) rešenje sistema (4.38) za proizvoljnu početnu vrednost (S(0), V (0), I(0), R(0),
X(0)) ∈ R5

+. Tada je

lim
t→∞

S(t)

t
= 0, lim

t→∞

V (t)

t
= 0, lim

t→∞

I(t)

t
= 0, lim

t→∞

R(t)

t
= 0,

lim
t→∞

X(t)

t
= 0, lim

t→∞

1

t

∫ t

0

S(s)dB1(s) = 0, lim
t→∞

1

t

∫ t

0

V (s)dB2(s) = 0,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

I(s)dB3(s) = 0, lim
t→∞

1

t

∫ t

0

R(s)dB4(s) = 0,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

X(s)dB5(s) = 0, lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∫
Y

η1(u)S(s)Ñ(ds, du) = 0,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∫
Y

η2(u)V (s)Ñ(ds, du) = 0, lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∫
Y

η3(u)I(s)Ñ(ds, du) = 0,

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∫
Y

η4(u)R(s)Ñ(ds, du) = 0, lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∫
Y

η5(u)X(s)Ñ(ds, du) = 0.

Dokaz. Najpre će biti analizirana sledeća SDJ sa skokovima

dZ(t) = (Λ− µ1Z(t)) dt+ P̄1(S(t), V (t), I(t), R(t), X(t))
+P̄2(S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)),

Z(0) = zo ∈ R+,
(4.39)
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pri čemu je maxS(t)∈R+

{
γS(t)

(
1− S(t)

K

)}
≤ γK

4
= Λ, µ1 = µ+ δ,

P̄1(S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)) := σ1S(t)dB1(t) + σ2V (t)dB2(t) + σ3I(t)dB3(t)

+σ4R(t)dB4(t) +
µ+ δ

ξ
σ5X(t)dB5(t),

P̄2(S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)) :=

∫
Y

η1(u)S(t
−)Ñ(dt, du) +

∫
Y

η2(u)V (t−)Ñ(dt, du)

+

∫
Y

η3(u)I(t
−)Ñ(dt, du) +

∫
Y

η4(u)R(t
−)Ñ(dt, du)

+
µ+ δ

ξ

∫
Y

η5(u)X(t−)Ñ(dt, du).

Korak 1. Primenom uopštene formule Itôa (Teorema 1.30) na G(t) = Zp(t), dobija se

dZp(t) = L(Zp(t))dt+ pZp−1(t) (σ1S(t)dB1(t) + σ2V (t)dB2(t) + σ3I(t)dB3(t)

+σ4R(t)dB4(t) + σ̄5X(t)dB5(t)) +
∫
Y
((1 + η̌(u))p − 1)Zp(t−)Ñ(dt, du),

gde je

L(Zp(t)) ≤ pZp−1(Λ− µZ(t)− δI(t)) + p(p−1)
2

Zp−2(t) (σ1
1S

2(t) + σ2
2V

2(t)
+σ2

3I
2(t) + σ2

4R
2(t) + σ̄2

5X
2(t))

+
∫
Y
((1 + η̌(u))p − 1)Zp(t−)λ(du)

≤ pZp−2(t)
(
ΛZ(t)−

(
µ− p−1

2
σ̌ − 1

p
lp

)
Z2(t)

)
,

σ̌ = maxi∈{1,2,3,4,5}{σ̄i}, σ̄i = σi, i = 1, 2, 3, 4, σ̄5 = µ+δ
ξ
σ5. Neka je p > 1, takvo da je

Γp = µ− p−1
2
σ̌ − 1

p
lp > 0. Tada

dZp(t) ≤ pZp−2(t) (ΛZ(t)− ΓpZ
2(t)) dt

+pZp−1(t) (σ1S(t)dB1(t) + σ2V (t)dB2(t) + σ3I(t)dB3(t)
+σ4R(t)dB4(t) + σ̄5X(t)dB5(t))

+
∫
Y
((1 + η̌(u))p − 1)Zp(t−)Ñ(dt, du),

(4.40)

Za svaku konstantu k za koju je k ∈ (0, pΓp), važi

d
(
ektZp(t)

)
≤ L

(
ektZp(t)

)
dt

+pektZp−1(t) (σ1S(t)dB1(t) + σ2V (t)dB2(t)
+σ3I(t)dB3(t) + σ4R(t)dB4(t) + σ̄5X(t)dB5(t))

+ekt
∫
Y
((1 + η̌(u))p − 1)Zp(t−)Ñ(dt, du).

Integracijom obe strane poslednje nejednakosti od 0 do t, dobija se∫ t
0
d
(
eksZp(s)

)
≤

∫ t
0

(
keksZp(s) + eksL(Zp(s))

)
ds

+p
∫ t
0
eksZp−1(s) (σ1S(s)dB1(s) + σ2V (s)dB2(s) + σ3I(s)dB3(s)

+σ4R(s)dB4(s) + σ̄5X(s)dB5(s))

+
∫ t
0
eks
∫
Y
((1 + η̌(u))p − 1)Zp(s−)Ñ(ds, du).

Izračunavanjem očekivanja obe strane prethodne nejednakosti dobija se

EektZp(t) ≤ Zp(0) + E{
t∫
0

(
keksZp(s) + eksL(Zp(s))

)
ds}.
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Na osnovu (4.40), sledi

kektZp(s) + ektL(Zp(s)) ≤ pektH̄,

gde je H̄ = supZ(t)>0

{
Zp−2(t)[−

(
Γp − k

p

)
Z2(t) + ΛZ(t)] + 1

}
. Tada je

EektZp(t) ≤ Zp(0) + pH̄
k
ekt,

odnosno
EZp(t) ≤ Zp(0)

ekt
+ pH̄

k
.

Tada važi
lim supt→∞EZp(t) ≤ pH̄

k
, s.i.

Prema tome, postoji pozitivna konstanta M̄ takva da za sve t ≥ 0,

EZp(t) ≤ M̄. (4.41)

Primenom Burkholder-Davis-Gundyjeve nejednakosti (Teorema 1.50) i integracijom od
0 do t, sledi da je za proizvoljno z > 0, k = 1, 2, ...,

E[supkz≤t≤(k+1)z Z
p(t)] ≤ E[Zp(kz)]

+
(
c1z + c2z

1
2

(
pσ̌ +

∫
Y
((1 + η̌(u))p − 1)

2
λ(du)

))
× [supkz≤t≤(k+1)z Z

p(t)],

gde su c1 i c2 pozitivne konstante. Specijalno, neka je z > 0 tako da

c1z + c2z
1
2

(
pσ̌ +

∫
Y

((1 + η̌(u))p − 1)
2
λ(du)

)
≤ 1

2
.

Tada je
E[supkz≤t≤(k+1)z Z

p(t)] ≤ 2M̄.

Neka je ϵ′ > 0 proizvoljno. Primenom Chebishevljeve nejednakosti (Teorema 1.49),
dobija se

P

{
sup

kz≤t≤(k+1)z

Zp(t) > (kz)1+ϵ
′

}
≤
E[supkz≤t≤(k+1)z Z

p(t)]

(kz)1+ϵ′
≤ 2M̄

(kz)1+ϵ′
.

Odavde, na osnovu Borel-Cantellijeve leme (Lema 1.2) sledi da za skoro sve ω ∈ Ω važi
da je

supkz≤t≤(k+1)z Z
p(t) ≤ (kz)1+ϵ

′
, (4.42)

za sve ali konačno mnogo k ∈ N. Prema tome, postoji pozitivna konstanta k0(ω) tako
da je k0 ≤ k i (4.42) važi za skoro sve ω ∈ Ω. Drugim rečima, za skoro svako ω ∈ Ω,
ako je k0 ≤ k i kz ≤ t ≤ (k + 1)z,

lnZp(t)

ln t
≤ (1 + ϵ′) ln(kz)

ln(kz)
= 1 + ϵ′,

Kako je ϵ′ proizvoljno malo, tada

lim sup
t→∞

lnZ(s)

ln t
≤ 1

p
, s.i.
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Prema tome, za svako ϵ′′ ∈ (0, 1− 1
p
), postoji konstanta T̄ , tako da, za svako t ≥ T̄

lnZ(t) ≤
(
1

p
+ ϵ′′

)
ln t.

Dakle,

lim sup
t→∞

Z(t)

t
≤ lim sup

t→∞

t
1
p
+ϵ′′

t
= 0.

Odavde, na osnovu pozitivnosti rešenja, sledi

lim sup
t→∞

Z(t)

t
= 0, s.i.

Pozitivnost rešenja (S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)) sistema (4.38) i Z(t) sistema (4.39),
zajedno sa Teoremom 1.38 poređenja rešenja za stohastičke diferencijalne jednačine,
implicira S(t) + V (t) + I(t) +R(t) + µ+δ

ξ
X(t) ≤ Z(t) s.i, odakle sledi

lim sup
t→∞

S(t)

t
= 0, lim sup

t→∞

V (t)

t
= 0, lim sup

t→∞

I(t)

t
= 0,

lim sup
t→∞

R(t)

t
= 0, lim sup

t→∞

X(t)

t
= 0, s.i.

Korak 2. Neka je

Z1(t) =

∫ t

0

S(s)dB1(s), Z2(t) =

∫ t

0

V (s)dB2(s), Z3(t) =

∫ t

0

I(s)dB3(s),

Z4(t) =

∫ t

0

R(s)dB4(s), Z5(t) =

∫ t

0

X(s)dB5(s),

Z6(t) =

∫ t

0

∫
Y

η1(u)S(s)Ñ(ds, du), Z7(t) =

∫ t

0

∫
Y

η2(u)V (s)Ñ(ds, du),

Z8(t) =

∫ t

0

∫
Y

η3(u)I(s)Ñ(ds, du), Z9(t) =

∫ t

0

∫
Y

η4(u)R(s)Ñ(ds, du),

Z10(t) =

∫ t

0

∫
Y

η5(u)S(s)Ñ(ds, du).

Na osnovu Burkholder–Davis–Gundyjeve nejednakosti (Teorema 1.50) i Hölderove ne-
jednakosti (Teorema 1.48), sledi da za p > 2 važi

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z1(t)|p] ≤ c3E[

∫ t

0

S2(s)ds]
p
2 ≤ c3[E

∫ t

0

S2(s)ds]
p
2

≤ c3[E

∫ t

0

|S2(s)|ds]
p
2 ,

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z2(t)|p] ≤ c3E[

∫ t

0

V 2(s)ds]
p
2 ≤ c3[E

∫ t

0

V 2(s)ds]
p
2

≤ c3[E

∫ t

0

|V 2(s)|ds]
p
2 , (4.43)

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z3(t)|p] ≤ c3E[

∫ t

0

I2(s)ds]
p
2 ≤ c3[E

∫ t

0

I2(s)ds]
p
2
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≤ c3[E

∫ t

0

|I2(s)|ds]
p
2 ,

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z4(t)|p] ≤ c3E[

∫ t

0

R2(s)ds]
p
2 ≤ c3[E

∫ t

0

R2(s)ds]
p
2

≤ c3[E

∫ t

0

|R2(s)|ds]
p
2 ,

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z5(t)|p] ≤ c3E[

∫ t

0

X2(s)ds]
p
2 ≤ c3[E

∫ t

0

X2(s)ds]
p
2

≤ c3[E

∫ t

0

|X2(s)|ds]
p
2 ,

gde je c3 = [ pp+1

2(p−1)p−1 ]
p
2 pozitivna konstanta. Slično, važi:

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z6(t)|p] ≤ c3E[

∫ t

0

∫
Y

η21(u)S
2(s)Ñ(ds, du)]

p
2

≤ c3

(∫
Y

η21(u)du

) p
2

E[

∫ t

0

S2(s)Ñ(ds, du)]
p
2

≤ c3

(∫
Y

η21(u)du

) p
2

[E

∫ t

0

S2(s)ds]
p
2 ,

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z7(t)|p] ≤ c3

(∫
Y

η22(u)du

) p
2

[E

∫ t

0

V 2(s)ds]
p
2 ,

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z8(t)|p] ≤ c3

(∫
Y

η23(u)du

) p
2

[E

∫ t

0

I2(s)ds]
p
2 ,

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z9(t)|p] ≤ c3

(∫
Y

η24(u)du

) p
2

[E

∫ t

0

R2(s)ds]
p
2 ,

E[ sup
k≤t≤(k+1)

|Z10(t)|p] ≤ c3

(∫
Y

η25(u)du

) p
2

[E

∫ t

0

X2(s)ds]
p
2 .

Na osnovu (4.41) i (4.43), dobija se

E[supk≤t≤(k+1) |Z1(t)|p] ≤ 2M̄c3t
p
2 .

Neka je ϵ1 > 0 proizvoljno. Primenom Chebyshevljeve nejednakosti (Teorema 1.49),
dobija se

P{ sup
k≤t≤(k+1)

|Z1(t)|p > k1+ϵ1+
p
2} ≤

E[supk≤t≤(k+1) |Z1(t)|p]
k1+ϵ1+

p
2

≤ 2M̄c3(k + 1)
p
2

k1+ϵ1+
p
2

.

Na osnovu Borel–Cantellijeve leme (Lema 1.2), sledi da postoji k0 tako da za skoro sve
ω ∈ Ω, ako je k ≥ k0 i k ≤ t ≤ k + 1, tada supk≤t≤k+1 |Z

p
1 (t)| ≤ k1+ϵ1+

p
2 . Odnosno

ln |Z1(t)|p

ln t
≤
(
1 + ϵ1 +

p
2

)
ln k

ln k
= 1 + ϵ1 +

p

2
.

Dakle,

lim sup
t→∞

ln |Z1(t)|
ln t

≤
1 + ϵ1 +

p
2

p
, s.i.
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Neka ϵ1 → 0. Tada

lim sup
t→∞

ln |Z1(t)|
ln t

≤ 1

2
+

1

p
, s.i.

Tada, za proizvoljno 0 < ϵ2 <
1
2
− 1

p
postoji konstanta T tako da za t ≥ T ,

ln |Z1(t)| ≤
(
1

2
+

1

p
+ ϵ2

)
ln t,

odnosno,

lim sup
t→∞

|Z1(t)|
t

≤ lim sup
t→∞

t(
1
2
+ 1
p
+ϵ2)

t
= 0.

Pored toga, važi

lim inf
t→∞

|Z1(t)|
t

≥ 0, s.i.

Na osnovu poslednje dve relacije, sledi

lim
t→∞

|Z1(t)|
t

= 0, s.i.

Odavde je

lim
t→∞

Z1(t)

t
=

∫ t
0
S(t)dB1(s)

t
= 0, s.i.

Slično se pokazuje da važi

lim sup
t→∞

Z2(t)

t
= 0, lim sup

t→∞

Z3(t)

t
= 0, lim sup

t→∞

Z4(t)

t
= 0,

lim sup
t→∞

Z5(t)

t
= 0, lim sup

t→∞

Z6(t)

t
= 0, lim sup

t→∞

Z7(t)

t
= 0,

lim sup
t→∞

Z8(t)

t
= 0, lim sup

t→∞

Z9(t)

t
= 0, lim sup

t→∞

Z10(t)

t
= 0, s.i.

Ovim je dokaz kompletan. △

Teorema 4.6 Neka važe pretpostavke (H1), (H2) i (H3) i neka je (S(t), V (t), I(t),
R(t), X(t)), t ≥ 0 rešenje sistema (4.38) sa proizvoljnom početnom vrednošću (S(0),
V (0), I(0), R(0), X(0)) ∈ R5

+. Ako važi:
1.

R∗ :=
(1+σ2

3)
(
β
m1

+ β
m2

)
ρ+µ+δ

< 1, (4.44)

2.
aβ

bm1

+
aβ

bm2

−
min{1

2
a2σ2

3, b
2(ξ + 1

2
σ2
5)}

2max{a2, b2}
< 0, pri čemu je a = ξ, b = ρ+ µ+ δ,

tada dolazi do iskorenjivanja bolesti sa verovatnoćom jedan, odnosno,

lim
t→∞

I(t) = 0, s.i.

Pored toga, važi
lim
t→∞

R(t) = 0, i lim
t→∞

X(t) = 0, s.i.
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Dokaz. 1. Primenom uopštene formule Itôa (Teorema 1.30) na funkciju I(t)+σ2
3 ln(I(t)+

1), dobija se

d (I(t) + σ2
3 ln(I(t) + 1)) ≤

(
βS(t)X(t)
1+m1S(t)

+ βV (t)X(t)
1+m2V (t)

− (ρ+ µ+ δ) I(t)

+
σ2
3

I(t)+1

(
βS(t)X(t)
1+m1S(t)

+ βV (t)X(t)
1+m2V (t)

)
+
∫
Y

(
ln
(
1 + η3(u)

I(s)
I(s)+1

)
− η3(u)

I(s)
I(s)+1

)
λ(du)

)
dt

+σ3(1 + I(t))dB3(t)

+
∫
Y

η3(u)I(t) + ln
(
1 + η3(u)

I(t)
I(t)+1

)
Ñ(dt, du)

≤
(
(1 + σ2

3)
(

β
m1

+ β
m2

)
X(t)− (ρ+ µ+ δ) I(t)

)
dt

+σ3(1 + I(t))dB3(t)

+
∫
Y

η3(u)I(t) + ln
(
1 + η3(u)

I(t)
I(t)+1

)
Ñ(dt, du).

Integracijom obe strane prethodnog izraza i deljenjem sa t, dobija se

I(t)− I(0) + σ2
3(ln(I(t) + 1)− ln(I(0) + 1))

t

≤ 1

t
(1 + σ2

3)

(
β

m1

+
β

m2

) t∫
0

X(s)ds− 1

t
(ρ+ µ+ δ)

t∫
0

I(s)ds

+
1

t

t∫
0

σ3(1 + I(s))dB3(s) (4.45)

+
1

t

t∫
0

∫
Y

η3(u)I(s) + ln

(
1 + η3(u)

I(s)

I(s) + 1

) Ñ(ds, du).

Na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema 1.10), M1(t) =
t∫
0

σ3dB3(s) je nepre-

kidan martingal, za koji važi M1(0) = 0 i

lim sup
t→∞

⟨M1,M1⟩t
t

= σ2
3 <∞.

Na osnovu osobina Lévyjevog procesa (1.28),M2(t) =
t∫
0

∫
Y

ln
(
1 + η3(u)

I(s)
I(s)+1

)
Ñ(ds, du)

je lokalan martingal. Pritom važi M2(0) = 0, i

⟨M2,M2⟩t =
∫ t

0

∫
Y

(
ln

(
1 + η3(u)

I(s)

I(s) + 1

))2

λ(du)ds.

Primenom Pretpostavke (H1), dobija se

ρM2(t) :=

∫ t

0

d ⟨M2,M2⟩s
(1 + s)2

=

∫ t

0

∫
Y

(
ln
(
1 + η3(u)

I(s)
I(s)+1

))2
λ(du)

(1 + s)2
ds

≤
∫ t

0

∫
Y
(ln (1 + |η3(u)|))2 λ(du)

(1 + s)2
ds <∞.
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Primenom strogih zakona velikih brojeva za neprekidne martingale i lokalne mar-
tingale (Teorema 1.7 i Teorema 1.8), dobija se

lim
t→∞

1

t
M1(t) = 0 i lim

t→∞

1

t
M2(t) = 0, (4.46)

dok na osnovu Leme 4.1, sledi

lim
t→∞

1

t

t∫
0

σ3I(s)dB3(s) = 0 i lim
t→∞

1

t

t∫
0

∫
Y

η3(u)I(s)Ñ(ds, du) = 0. (4.47)

Integracijom pete jednačine sistema (4.38) od 0 do t i deljenjem sa t, dobija se

1
t
(X(t)−X(0)) = ξ ⟨I(t)⟩ − ξ ⟨X(t)⟩+ 1

t

t∫
0

σ5X(s)dB5(s)

+1
t

t∫
0

∫
Y

η5(u)X(s)Ñ(ds, du).

(4.48)

Neka je ϕ1(t,X) = 1
t

t∫
0

σ5X(s)dB5(s) +
1
t

t∫
0

∫
Y

η5(u)X(s)Ñ(ds, du) − 1
t
(X(t)−X(0)) .

Na osnovu Leme 4.1, sledi da je

lim
t→∞

ϕ1(t,X) = 0.

Izračunavanjem granične vrednosti u (4.48) kada t→ ∞, dobija se

lim
t→∞

⟨X(t)⟩ = lim
t→∞

⟨I(t)⟩ . (4.49)

Slično, integracijom prve četiri jednačine sistema (4.38) od 0 do t, njihovim sumiranjem
i deljenjem sa t dobija se

1
t
(S(t)− S(0)) + 1

t
(V (t)− V (0)) + 1

t
(I(t)− I(0)) + 1

t
(R(t)−R(0))

=
〈
γS(t)

(
1− S(t)

K

)〉
− µ ⟨V (t)⟩ − (µ+ δ) ⟨I(t)⟩ − µ ⟨R(t)⟩

+1
t

t∫
0

σ1S(s)dB1(s) +
1
t

t∫
0

∫
Y

η1(u)S(s)Ñ(ds, du)

+1
t

t∫
0

σ2V (s)dB2(s) +
1
t

t∫
0

∫
Y

η2(u)V (s)Ñ(ds, du)

+1
t

t∫
0

σ3I(s)dB3(s) +
1
t

t∫
0

∫
Y

η3(u)I(s)Ñ(ds, du)

+1
t

t∫
0

σ4R(s)dB4(s) +
1
t

t∫
0

∫
Y

η4(u)R(s)Ñ(ds, du).

(4.50)

Kako je

max
S(t)∈R+

{
γS(t)

(
1− S(t)

K

)}
≤ γK

4
, (4.51)

na osnovu poslednje dve relacije sledi

⟨I(t)⟩ ≤ 1
µ+δ

γK
4

+ 1
µ+δ

ϕ2(t, S, V, I, R), (4.52)
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gde je

ϕ2(t, S, V, I, R) =
1
t

t∫
0

σ1S(s)dB1(s) +
1
t

t∫
0

∫
Y

η1(u)S(s)Ñ(ds, du)− 1
t
(S(t)− S(0))

+1
t

t∫
0

σ2V (s)dB2(s) +
1
t

t∫
0

∫
Y

η2(u)V (s)Ñ(ds, du)− 1
t
(V (t)− V (0))

+1
t

t∫
0

σ3I(s)dB3(s) +
1
t

t∫
0

∫
Y

η3(u)I(s)Ñ(ds, du)− 1
t
(I(t)− I(0))

+1
t

t∫
0

σ4R(s)dB4(s) +
1
t

t∫
0

∫
Y

η4(u)R(s)Ñ(ds, du)− 1
t
(R(t)−R(0)) .

(4.53)
Na osnovu Leme 4.1, sledi da je

lim sup
t→∞

ϕ2(t, S, V, I, R) = 0.

Računanjem granične vrednosti kada t→ ∞ u (4.52), dobija se

lim sup
t→∞

⟨I(t)⟩ ≤ 1

µ+ δ

γK

4
. (4.54)

Na osnovu (4.49) i (4.54), sledi da je

lim sup
t→∞

⟨X(t)⟩ ≤ 1

µ+ δ

γK

4
. (4.55)

Računanjem granične vrednosti kada t→ ∞ u (4.45) i primenom relacija (4.46), (4.47)
i (4.55), dobija se

lim sup
t→∞

I(t)+σ2
3 ln I(t)

t
≤

(
(1 + σ2

3)
(

β
m1

+ β
m2

)
− (ρ+ µ+ δ)

)
γK

4(µ+δ)

≤ (ρ+ µ+ δ) (R∗ − 1) γK
4(µ+δ)

< 0, s.i,

odnosno,

lim sup
t→∞

σ2
3 ln I(t)

t
≤ lim sup

t→∞

I(t)+σ2
3 ln I(t)

t
≤ (ρ+ µ+ δ) (R∗ − 1) γK

4(µ+δ)
< 0, s.i,

na osnovu uslova teoreme i činjenice da je (S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)) ∈ R5
+. Tada je

lim sup
t→∞

ln I(t)

t
< 0 odakle sledi lim

t→∞
I(t) = 0, s.i.

Na osnovu poslednje relacije i (4.49), sledi

lim
t→∞

X(t) = 0 s.i.

Pored toga, integracijom četvrte jednačine sistema (4.38) od 0 do t, deljenjem sa t i
računanjem granične vrednosti kada t→ ∞, dobija se

lim
t→∞

R(t) = 0 s.i,

pri čemu je primenjeno L’Hospitalovo pravilo i Teorema 4.1.
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2. Primenom uopštene formule Itôa (Teorema 1.30) na funkciju ln(aI(t) + bX(t)),
gde je a = ξ, b = ρ+ µ+ δ, dobija se

d (ln(aI(t) + bX(t)))

≤
(

1
aI(t)+bX(t)

(
a
(
βS(t)X(t)
1+m1S(t)

+ βV (t)X(t)
1+m2V (t)

− (ρ+ µ+ δ) I(t)
)

+b (ξI(t)− ξX(t)))− 1
2(aI(t)+bX(t))2

(a2σ2
3I

2(t) + b2σ2
5X

2(t))
)
dt

+
∫
Y

(
ln
(
1 + η3(u)

I(s)
aI(t)+bX(t)

)
− η3(u)

I(s)
aI(t)+bX(t)

)
λ(du)dt

+
∫
Y

(
ln
(
1 + η5(u)

X(s)
aI(t)+bX(t)

)
− η5(u)

X(s)
aI(t)+bX(t)

)
λ(du)dt

+ aσ3I(t)
aI(t)+bX(t)

dB3(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η3(u)

I(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du)

+ bσ5X(t)
aI(t)+bX(t)

dB5(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η5(u)

X(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du)

≤
(
a
b

(
βS(t)

1+m1S(t)
+ βV (t)

1+m2V (t)

)
− b

aI(t)+bX(t)
ξX(t)

)
dt

− 1
2(aI(t)+bX(t))2

(a2σ2
3I

2(t) + b2σ2
5X

2(t)) dt

+ aσ3I(t)
aI(t)+bX(t)

dB3(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η3(u)

I(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du)

+ bσ5X(t)
aI(t)+bX(t)

dB5(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η5(u)

X(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du)

≤
(

aβ
bm1

+ aβ
bm2

− 1
(aI(t)+bX(t))2

(
1
2
a2σ2

3I
2(t) + (b2ξ + 1

2
b2σ2

5)X
2(t)
))
dt

+ aσ3I(t)
aI(t)+bX(t)

dB3(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η3(u)

I(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du)

+ bσ5X(t)
aI(t)+bX(t)

dB5(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η5(u)

X(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du)

≤
(

aβ
bm1

+ aβ
bm2

− min{ 1
2
a2σ2

3 ,b
2(ξ+ 1

2
σ2
5)}

2max{a2,b2}(I2(t)+X2(t))
(I2(t) +X2(t))

)
dt

+ aσ3I(t)
aI(t)+bX(t)

dB3(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η3(u)

I(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du)

+ bσ5X(t)
aI(t)+bX(t)

dB5(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η5(u)

X(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du)

≤
(

aβ
bm1

+ aβ
bm2

− min{ 1
2
a2σ2

3 ,b
2(ξ+ 1

2
σ2
5)}

2max{a2,b2}

)
dt

+ aσ3I(t)
aI(t)+bX(t)

dB3(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η3(u)

I(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du)

+ bσ5X(t)
aI(t)+bX(t)

dB5(t) +
∫
Y

ln
(
1 + η5(u)

X(t)
aI(t)+bX(t)

)
Ñ(dt, du).

Integracijom obe strane prethodnog izraza od 0 do t i deljenjem sa t, dobija se

ln(aI(t)+bX(t))−ln(aI(0)+bX(0))
t

≤ aβ
bm1

+ aβ
bm2

− min{ 1
2
a2σ2

3 ,b
2(ξ+ 1

2
σ2
5)}

2max{a2,b2}

+
t∫
0

aσ3I(s)
aI(s)+bX(s)

dB3(s) +
t∫
0

bσ5X(s)
aI(s)+bX(s)

dB5(s)

+
t∫
0

∫
Y

ln
(
1 + η3(u)

I(s)
aI(s)+bX(s)

)
Ñ(ds, du)

+
t∫
0

∫
Y

ln
(
1 + η5(u)

X(s)
aI(s)+bX(s)

)
Ñ(ds, du).

(4.56)

Na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema 1.10), M3(t) =
t∫
0

aσ3I(s)
aI(s)+bX(s)

dB3(s) i
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M4(t) =
t∫
0

bσ5X(s)
aI(s)+bX(s)

dB5(s) su neprekidni martingali, za koje je M3(0) = 0, M4(0) = 0,

lim sup
t→∞

⟨M3,M3⟩t
t

= σ2
3 <∞, lim sup

t→∞

⟨M4,M4⟩t
t

= σ2
5 <∞.

Na osnovu osobine Lévyjevog procesa (1.28), M5(t) =
t∫
0

∫
Y

ln
(
1 + η3(u)

I(s)
aI(s)+bX(s)

)
Ñ(ds, du) i M6(t) =

t∫
0

∫
Y

ln
(
1 + η5(u)

X(s)
aI(s)+bX(s)

)
Ñ(ds, du) su martingali za koje važi

M5(0) = 0, M6(0) = 0, i

⟨M5,M5⟩t =
∫ t

0

∫
Y

(
ln

(
1 + η3(u)

I(s)

aI(s) + bX(s)

))2

λ(du)ds,

⟨M6,M6⟩t =
∫ t

0

∫
Y

(
ln

(
1 + η5(u)

X(s)

aI(s) + bX(s)

))2

λ(du)ds.

Primenom Pretpostavke (H1), slično kao u prvom delu dokaza, zaključuje se da je

ρM5(t) :=

∫ t

0

d ⟨M5,M5⟩s
(1 + s)2

<∞, ρM6(t) :=

∫ t

0

d ⟨M6,M6⟩s
(1 + s)2

<∞.

Primenom strogih zakona velikih brojeva za neprekidne martingale i lokalne martingale
(Teorema 1.7 i Teorema 1.8), sledi da je

lim
t→∞

1
t
M3(t) = 0, lim

t→∞
1
t
M4(t) = 0,

lim
t→∞

1
t
M5(t) = 0 i lim

t→∞
1
t
M6(t) = 0.

(4.57)

Računanjem granične vrednosti kada t→ ∞ u (4.56) i primenom (4.57), dobija se

lim sup
t→∞

ln(aI(t) + bX(t))

t
≤ aβ

bm1

+
aβ

bm2

−
min{1

2
a2σ2

3, b
2(ξ + 1

2
σ2
5)}

2max{a2, b2}
< 0, s.i,

na osnovu uslova teoreme i činjenice da je (S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)) ∈ R5
+. Tada je

lim
t→∞

I(t) = 0, i lim
t→∞

X(t) = 0, s.i.

Pored toga, integracijom četvrte jednačine sistema (4.38) od 0 do t, deljenjem sa t i
računanjem granične vrednosti kada t→ ∞, sledi da je

lim
t→∞

R(t) = 0 s.i,

pri čemu je primenjeno L’Hospitalovo pravilo i Teorema 4.1. Time je dokaz kompletan.
△

4.2.3 Perzistentnost u srednjem bolesti

U ovom poglavlju, fokus istraživanja je na utvrđivanju uslova pod kojima je bolest
perzistentna u populaciji. Stohastička perzistentnost se može neformalno shvatiti kao
svojstvo koje ukazuje da određena populaciona grupa neće izumreti tokom vremena
sa verovatnoćom jedan i u slučaju perzistentnosti bolesti, to se odnosi na populaciju
zaraženih osoba. U nastavku će biti izvedeni dovoljni uslovi za strogu perzistentnost u
srednjem bolesti u populaciji.
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Definicija 4.1 Bolest je strogo perzistentna u srednjem u populaciji ako je

lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

I(s)ds > 0 s.i.

Neka je

RS
0 :=

γ + 2
√
v1v − 1

2
σ2
1 − 1

2
σ2
2 −

∑2
i=1

∫
Y

(ηi(u)− ln (1 + ηi(u)))λ(du)(
β
m2

1
µ+δ

+ v1+µ
µ

)
γ2

4v
+ v + µ+ v1

. (4.58)

Teorema 4.7 Neka važe pretpostavke (H1), (H2), i (H3) i neka je (S(t), V (t), I(t),
R(t), X(t)), t ≥ 0, rešenje sistema (4.38) sa proizvoljnom početnom vrednošću (S(0),
V (0), I(0), R(0), X(0)) ∈ R5

+. Ako je RS
0 > 1, tada važi

lim inf
t→∞

1
t

t∫
0

I(s)ds ≥

((
β
m2

1
µ+δ

+
v1+µ
µ

)
γ2

4v
+v+µ+v1

)
(RS0−1)

2β
> 0 s.i,

lim inf
t→∞

1
t

t∫
0

R(s)ds ≥ ρ
r1+µ

((
β
m2

1
µ+δ

+
v1+µ
µ

)
γ2

4v
+v+µ+v1

)
(RS0−1)

2β
> 0 s.i,

lim inf
t→∞

1
t

t∫
0

X(s)ds ≥

((
β
m2

1
µ+δ

+
v1+µ
µ

)
γ2

4v
+v+µ+v1

)
(RS0−1)

2β
> 0 s.i,

odnosno, bolest je strogo perzistentna u srednjem.

Dokaz. Na osnovu druge jednačine sistema (4.38), sledi

d(−V (t)) ≤
(
−vS(t) + β

m2

X(t) + (v1 + µ)V (t)

)
dt− σ2V (t)dB(t)

−
∫
Y

η2(u)V (t)Ñ(dt, du).

Integracijom prethodne nejednakosti od 0 to t, i deljenjem sa t, dobija se

1
t
(−V (t) + V (0)) ≤ −v ⟨S(t)⟩+ β

m2
⟨X(t)⟩+ (v1 + µ) ⟨V (t)⟩ − 1

t

t∫
0

σ2V (s)dB(s)

−1
t

t∫
0

∫
Y

η2(u)V (s)Ñ(ds, du).

Neka je ϕ3(t, V ) := 1
t
(V (t)− V (0)) − 1

t

t∫
0

σ2V (s)dB(s) − 1
t

t∫
0

∫
Y

η2(u)V (s)Ñ(ds, du).

Tada je

⟨S(t)⟩ ≤ β

m2v
⟨X(t)⟩+ v1 + µ

v
⟨V (t)⟩+ 1

v
ϕ3(t, V ). (4.59)

Na osnovu Leme 4.1 sledi da je

lim
t→∞

ϕ3(t, V ) = 0.
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Izračunavanjem lim sup kada t→ ∞ u (4.59), važi da je

lim sup
t→∞

⟨S(t)⟩ ≤ β

m2v
lim sup
t→∞

⟨X(t)⟩+ v1 + µ

v
lim sup
t→∞

⟨V (t)⟩ . (4.60)

Kako važe relacije (4.51) i (4.53), izračunavanjem granične vrednosti kada t → ∞
u (4.50), sledi

lim sup
t→∞

⟨V (t)⟩ ≤ 1

µ

γK

4
. (4.61)

Zamenom (4.55) i (4.61) u (4.60), zaključuje se da je

lim sup
t→∞

⟨S(t)⟩ ≤
(

β

m2v

1

µ+ δ
+

(v1 + µ)

v

1

µ

)
γK

4
. (4.62)

Primenom operatora L (1.34) na funkciju (− lnS(t)− lnV (t)), sledi

L(− lnS(t)− lnV (t)) = −γ +
γS(t)

K
+

βX(t)

1 +m1S(t)
+ v − v1

V (t)

S(t)
− r1

R(t)

S(t)

−v S(t)
V (t)

+
βX(t)

1 +m2V (t)
+ µ+ v1 +

1

2
σ2
1 +

1

2
σ2
2

+
2∑
i=1

∫
Y

(ηi − ln (1 + ηi(u)))λ(du)

≤ −γ +
γ

K
S(t) + 2βX(t) + v − v1

V (t)

S(t)
− v

S(t)

V (t)
(4.63)

+µ+ v1 +
1

2
σ2
1 +

1

2
σ2
2

+
2∑
i=1

∫
Y

(ηi − ln (1 + ηi(u)))λ(du)

≤ −γ +
γ

K
S(t) + 2βX(t) + v − 2

√
v1v + µ+ v1

+
1

2

(
σ2
1 + σ2

2

)
+

2∑
i=1

∫
Y

(ηi(u)− ln (1 + ηi(u)))λ(du).

Primenom uopštene formule Itôa (Teorema 1.30) na (− lnS(t) − lnV (t)) i prethodne
nejednakosti, a potom deljenjem sa t, dobija se

− lnS(t) + lnS(0)− lnV (t) + lnV (0)

t

≤ L(− lnS(t)− lnV (t))dt− 1

t

∫ t

0

σ1dB1(s)−
1

t

∫ t

0

σ2dB2(s)

+
1

t

2∑
i=1

∫ t

0

∫
Y

ln (1 + ηi(u)) Ñ(ds, du)

≤ −γ +
γ

K
⟨S(t)⟩+ 2β ⟨X(t)⟩+ v − 2

√
v1v + µ+ v1 +

1

2
σ2
1 +

1

2
σ2
2
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+
2∑
i=1

∫
Y

(ηi(u)− ln (1 + ηi(u)))λ(du)−
1

t

∫ t

0

σ1dB1(s)

−1

t

∫ t

0

σ2dB2(s) +
1

t

2∑
i=1

∫ t

0

∫
Y

ln (1 + ηi(u)) Ñ(ds, du).

Neka je ϕ4(t, S, V ) := 1
t
(lnS(0)− lnS(t) + lnV (0)− lnV (t)) , ϕ5(t) :=

1
t

∫ t
0
σ1dB1(s)+

1
t

∫ t
0
σ2dB2(s)− 1

t

∫ t
0

∫
Y

ln (1 + η1(u)) Ñ(ds, du)− 1
t

∫ t
0

∫
Y

ln (1 + η2(u)) Ñ(ds, du). Tada je

2β ⟨X(t)⟩ ≥ γ − γ

K
⟨S(t)⟩ −

2∑
i=1

∫
Y

(η1(u)− ln (1 + η1(u)))λ(du) (4.64)

−v + 2
√
v1v − µ− v1 −

1

2

(
σ2
1 + σ2

2

)
+ ϕ4(t, S, V ) + ϕ5(t).

Kako je ϕ4(t, S, V ) ≥ 1
t
(lnS(0)− S(t) + lnV (0)− V (t)), na osnovu Leme 4.1 sledi da

je lim inft→∞ ϕ4(t, S, V ) ≥ 0. Na osnovu istih argumenata kao pri zaključivanju (4.46),
sledi da je

lim
t→∞

ϕ5(t) = 0.

Izračunavanjem lim inf
t→∞

u (4.64), dobija se

2β lim inf
t→∞

⟨X(t)⟩ ≥ γ −
(
β

m2

1

µ+ δ
+
v1 + µ

µ

)
γ2

4v
− v + 2

√
v1v − µ− v1 −

1

2
σ2
1

−1

2
σ2
2 −

2∑
i=1

∫
Y

(ηi(u)− ln (1 + ηi(u)))λ(du)

=

((
β

m2

1

µ+ δ
+
v1 + µ

µ

)
γ2

4v
+ v + µ+ v1

)(
RS

0 − 1
)
,

gde je korišćena relacija (4.62) i RS
0 je definisano sa (4.58). Prema tome

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

X(s)ds ≥ 1

2β

((
β

m2

1

µ+ δ
+
v1 + µ

µ

)
γ2

4v
+ v + µ+ v1

)(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i,

na osnovu uslova teoreme. Na osnovu poslednje relacije i (4.49), sledi

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

I(s)ds ≥ 1

2β

((
β

m2

1

µ+ δ
+
v1 + µ

µ

)
γ2

4v
+ v + µ+ v1

)(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i.

Dakle, kada važi RS
0 > 1, infekcija opstaje u populaciji u beskonačnom vremenskom

domenu.
Pored toga, integracijom četvrte jednačine sistema (4.38) od 0 do t, deljenjem sa t

i računanjem granične vrednosti kada t→ ∞, dobija se

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

R(s)ds ≥ ρ

(r1 + µ)2β

((
β

m2

1

µ+ δ
+
v1 + µ

µ

)
γ2

4v
+ v + µ+ v1

)(
RS

0 − 1
)
> 0 s.i.

Time je dokaz kompletan. △
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4.2.4 Stacionarna raspodela

Sledeća teorema pruža dovoljne uslove pod kojima stohastički model (4.38), koji
sadrži slučajnost kroz Brownovo kretanje i Poissonove skokove, ima jedinstvenu sta-
cionarnu rasodelu. U dokazu postojanja stacionarne raspodele modela (4.38) ne može
se primeniti teorija iz [13], jer se ona odnosi na stohastičke diferencijalne jednačine
koje uključuju samo Brownovo kretanje. Iz tog razloga je ovde primenjen drugi pri-
stup. Naime, najpre je pokazano da je rešenje sistema (4.38) proces Fellera, a potom
je primenjena Lema 1.9.

Teorema 4.8 Neka važe pretpostavke (H1), (H2) i (H3) i neka je (S(t), V (t), I(t),
R(t), X(t)), t ≥ 0, rešenje sistema (4.38) sa proizvoljnom početnom vrednošću (S(0),
V (0), I(0), R(0), X(0)) ∈ R5

+. Ako je RS
0 > 1, tada stohastički model (4.38) ima jedin-

stvenu ergodičku stacionarnu raspodelu.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.34, sledi da je (4.38) proces Markova.
Neka je dat sistem

dS0(t) =

(
γS0(t)

(
1− S0(t)

K

)
− βS0(t)X0(t)

1 +m1S0(t)
− vS0(t) + v1V

0(t) + r1R
0(t)

)
dt

+σ1S
0(t)dB1(t),

dV 0(t) =

(
vS0(t)− βV 0(t)X0(t)

1 +m2V 0(t)
− v1V

0(t)− µV 0(t)

)
dt+ σ2V

0(t)dB2(t),

dI0(t) =

(
βS0(t)X0(t)

1 +m1S0(t)
+
βV 0(t)X0(t)

1 +m2V 0(t)
− (ρ+ µ+ δ) I0(t)

)
dt+ σ3I

0(t)dB3(t),

dR0(t) =
(
ρI0(t)− (r1 + µ)R0(t)

)
dt+ σ4R

0(t)dB4(t),

dX0(t) = ξ
(
I0(t)−X0(t)

)
dt+ σ5X

0(t)dB5(t), (4.65)

sa početnom vrednošću (S0(0), V 0(0), I0(0), R0(0), X0(0)) ∈ R5
+, pri čemu svi para-

metri modela (4.65) imaju prethodno definisano značenje. Na osnovu Teoreme 4.5,
sistem (4.65) ima jedinstveno globalno rešenje. Uvodeći smenu x01(t) = lnS0(t), x02(t) =
lnV 0(t), x03(t) = ln I0(t), x04(t) = lnR0(t), x05(t) = lnX0(t), t ≥ 0, primenom Itôve for-
mule (Teorema 1.12) sistem (4.65) se transformiše u ekvivalentan sistem

dx01(t) =

(
γ

(
1− ex

0
1(t)

K

)
− βex

0
5(t)

1 +m1ex
0
1(t)

− v + v1e
x02(t)−x01(t) + r1e

x04(t)−x01(t)

−σ
2
1

2

)
dt+ σ1dB1(t),

dx02(t) =

(
vex

0
1(t)−x02(t) − βex

0
5(t)

1 +m2ex
0
2(t)

− v1 − µ− σ2
2

2

)
dt+ σ2dB2(t),

dx03(t) =

(
βex

0
1(t)+x

0
5(t)−x03(t)

1 +m1ex
0
1(t)

+
βex

0
2(t)+x

0
5(t)−x03(t)

1 +m2ex
0
2(t)

− ρ− µ− δ − σ2
3

2

)
dt

+σ3dB3(t),

dx04(t) =

(
ρex

0
3(t)−x04(t) − r1 − µ− σ2

4

2

)
dt+ σ4dB4(t),

dx05(t) = ξ

(
ex

0
3(t)−x05(t) − 1− σ2

5

2

)
dt+ σ5dB5(t). (4.66)
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Difuziona matrica sistema (4.66) je oblika

G(x01, x
0
2, x

0
3, x

0
4, x

0
5) =


σ2
1 σ1σ2 σ1σ3 σ1σ4 σ1σ5

σ1σ2 σ2
2 σ2σ3 σ2σ4 σ2σ5

σ1σ3 σ2σ3 σ2
3 σ3σ4 σ3σ5

σ1σ4 σ2σ4 σ3σ4 σ2
4 σ4σ5

σ1σ5 σ2σ5 σ3σ5 σ4σ5 σ2
5


i uniformno je pozitivna. Stoga, na osnovu Napomene 1.5, sistem (4.66) ima strogo svoj-
stvo Fellera i pozitivnu gustinu verovatnoća prelaza, a samim tim i njemu ekvivalentan
sistem (4.65) ima te osobine. Prema Teoremi 1.8 sledi da (4.38) (S(t), V (t), I(t), R(t),
X(t)) ima strogo svojstvo Fellera.

U nastavku će biti konstruisan kompaktan skup D za koji je

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

P(s, (S, V, I, R,X), D)ds > 0, s.i,

gde je P(t, (S, V, I, R,X), D) verovatnoća da (S, V, I, R,X) pripada skupu D, što, na
osnovu Leme 1.9 implicira da (S, V, I, R,X) ima jedinstvenu ergodičku stacionarnu
raspodelu. Neka je C2-funkcija W̃ (S, V, I, R,X) : R5

+ → R definisana na sledeći način

W̃ (S, V, I, R,X) := M
(
− lnS − lnV + 2β

ρ+µ+δ

(
V + I + ρ+µ+δ

ξ
X
))

+1
2
(S + V + I +R)2 + 1

2ξ
X2 − lnV − ln I − lnR,

gde je M > 0 konstanta koja će biti određena u nastavku. Kako je d2W̃ (S, V, I, R,X) >
0, funkcija W̃ (S, V, I, R,X) ima minimum, koji se dostiže u nekoj tački t0 ∈ R5. Neka
je nenegativna, C2-funkcija W (S, V, I, R,X) : R5

+ → R definisana sa

W (S, V, I, R,X) := M

(
− lnS − lnV +

2β

ρ+ µ+ δ

(
V + I +

ρ+ µ+ δ

ξ
X

))
+

1

2ξ
X2 +

1

2
(S + V + I +R)2 − lnV − ln I − lnR

−W̃ (S(t0), V (t0), I(t0), R(t0), X(t0)).

Pored toga, radi jednostavnijeg zapisivanja, uvode se oznake

W1(S, V, I, R,X) := − lnS − lnV +
2β

ρ+ µ+ δ

(
V + I +

ρ+ µ+ δ

ξ
X

)
,

W2(S, V, I, R,X) :=
1

2
(S + V + I +R)2 +

1

2ξ
X2,

W3(S, V, I, R,X) := − lnV − ln I − lnR.

Primenom operatora L(·) (1.34) na funkciju W1(S, V, I, R,X), dobija se

LW1(S, V, I, R,X) ≤ 2βX + γ
K
S −

(
β
m2

1
µ+δ

+ v1+µ
µ

)
γ2

4v

−
((

β
m2

1
µ+δ

+ v1+µ
µ

)
γ2

4v
+ v + µ+ v1

) (
RS

0 − 1
)

+ 2β
ρ+µ+δ

(
vS + β SX

1+m1S
− (ρ+ µ+ δ)X

)
=:

(
γ
K
+ 2βv

ρ+µ+δ

)
S + 2β2SX

(ρ+µ+δ)(1+m1S)
− ψ1,

(4.67)
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gde je korišćena relacija (4.63) i RS
0 je definisano sa (4.58). Primenom operatora L(·)

(1.34) na funkciju W2(S, V, I, R,X), dobija se

LW2(S, V, I, R,X) = (S + V + I +R)

(
γS

(
1− S

K

)
− µV − (µ+ δ)I − µR

)
+
1

2

(
σ2
1S

2 + σ2
2V

2 + σ2
3I

2 + σ2
4R

2
)

+
1

2

∫
Y

S(t) (η1(u)− ln(1 + η1(u)))λ(du)

+
1

2

∫
Y

V (t) (η2(u)− ln(1 + η2(u)))λ(du)

+
1

2

∫
Y

I(t) (η3(u)− ln(1 + η3(u)))λ(du)

+
1

2

∫
Y

R(t) (η4(u)− ln(1 + η4(u)))λ(du) +X (I −X)

+
1

2ξ
σ2
5X

2 +
1

2ξ

∫
Y

X(t) (η5(u)− ln(1 + η5(u)))λ(du)

≤ γS (S + V + I +R)− γ

K
S3 − µV 2 − (µ+ δ)I2 − µR2

+
1

2
max

{
σ2
1, σ

2
2, σ

2
3, σ

2
4

} (
S2 + V 2 + I2 +R2

)
+
1

2

∫
Y

S(t) (η1(u)− ln(1 + η1(u)))λ(du)

+
1

2

∫
Y

V (t) (η2(u)− ln(1 + η2(u)))λ(du)

+
1

2

∫
Y

I(t) (η3(u)− ln(1 + η3(u)))λ(du)

+
1

2

∫
Y

R(t) (η4(u)− ln(1 + η4(u)))λ(du)−X2 + IX

+
1

2ξ
σ2
5X

2 +
1

2ξ

∫
Y

X(t) (η5(u)− ln(1 + η5(u)))λ(du)

≤ − γ

2K
S3 − 1

2
µV 2 − 1

2
(µ+ δ)I2 − 1

2
µR2 − 1

2
X2 + C, (4.68)

pri čemu je

C = max
(S,V,I,R,X)∈R5

+

{
γS (S + V + I +R) +

1

2

∫
Y

S(t) (η1(u)− ln(1 + η1(u)))λ(du)

− γ

2K
S3 +

1

2
max

{
σ2
1, σ

2
2, σ

2
3, σ

2
4, σ

2
5

}(
S2 + V 2 + I2 +R2 +

X2

ξ

)
−1

2
µV 2 +

1

2

∫
Y

V (t) (η2(u)− ln(1 + η2(u)))λ(du)

−1

2
(µ+ δ)I2 +

1

2

∫
Y

I(t) (η3(u)− ln(1 + η3(u)))λ(du)

−1

2
µR2 +

1

2

∫
Y

R(t) (η4(u)− ln(1 + η4(u)))λ(du)

−1

2
X2 + IX +

1

2ξ

∫
Y

X(t) (η5(u)− ln(1 + η5(u)))λ(du)

}
.
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Primenom operatora L(·) (1.34) na W3(S, V, I, R,X) , dobija se

LW3(S, V, I, R,X) = −v S
V
+ βX

1+m2V
+ v + µ+ 1

2
σ2
2 −

βSX
(1+m1S)I

− βV X
(1+m2V )I

+ ρ+ µ+ δ + 1
2
σ2
3 − ρ I

R
+ r1 + µ

+1
2
σ2
4 +

4∑
i=2

∫
Y
(ηi(u)− ln(1 + ηi(u)))λ(du)

≤ −vS
V

− βXS
(1+m1S)I

− ρI
R
+ q,

(4.69)

pri čemu je primenjen uslov (H2) i q = v + 3µ + δ + ρ + 1
2
σ2
2 +

1
2
σ2
3 + r1 +

1
2
σ2
4 + 3α.

Tada, na osnovu (4.67),(4.68) i (4.69) sledi da je

LW (S, V, I, R,X) ≤ M
((

γ
K
+ 2βv

ρ+µ+δ

)
S + 2β2SX

(ρ+µ+δ)(1+m1S)
− ψ1

)
− γ

2K
S3

−1
2
µV 2 − 1

2
(µ+ δ)I2 − 1

2
µR2 − 1

2
X2 + C

−vS
V

− βSX
(1+m1S)I

− ρI
R
+ q.

(4.70)

Neka je M > 0 dovoljno velika pozitivna konstanta za koju važi

−Mψ1 + A1 ≤ −2, (4.71)

gde je

A1 = sup
(S,V,I,R,X)∈R5

+

{
− γ

2K
S3 − µ

2
V 2 − µ+ δ

2
I2 − µ

2
R2 − 1

4
X2 + C + q

}
. (4.72)

Neka je D ograničen zatvoren skup definisan na sledeći način

D =

{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : ϵ ≤ S ≤ 1

ϵ
, ϵ2 ≤ V ≤ 1

ϵ2
, ϵ ≤ I ≤ 1

ϵ
, ϵ2 ≤ R ≤ 1

ϵ2
,

ϵ ≤ X ≤ 1

ϵ

}
,

pri čemu je ϵ takvo da je 0 < ϵ < 1 i važe sledeći uslovi

M

(
γ

K
+

2βv

ρ+ µ+ δ

)
ϵ+ sup

X∈R+

{
M

2β2ϵX

ρ+ µ+ δ
− 1

4
X2

}
−Mψ1 + A1 ≤ −1, (4.73)

− v

ϵ
+ A2 ≤ −1, (4.74)

A2 = sup(S,V,I,R,X)∈R5
+

{
M
((

γ
K
+ 2βv

ρ+µ+δ

)
S + 2β2SX

(ρ+µ+δ)(1+m1S)
− ψ1

)
− γ

2K
S3 − 1

2
µV 2 − 1

2
(µ+ δ)I2 − 1

2
µR2 − 1

2
X2 + C + q

}
,

(4.75)

2Mβ2

ρ+ µ+ δ
ϵ+ sup

S∈R+

{(
γ

K
+

2βv

ρ+ µ+ δ

)
MS − γ

4K
S3

}
−Mψ1 + A3 ≤ −1, (4.76)

A3 = sup(S,V,I,R,X)∈R5
+

{
− γ

4K
S3 − µ

2
V 2 − µ+δ

2
I2 − µ

2
R2 − 1

2
X2 + C + q

}
, (4.77)

− β

(1 +m1ϵ)ϵ
+ A2 ≤ −1, (4.78)

− ρ

ϵ
+ A2 ≤ −1, (4.79)
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− γ

4K

1

ϵ9
+ A4 ≤ −1, (4.80)

A4 = sup(S,V,I,R,X)∈R5
+

{
M
((

γ
K
+ 2βv

ρ+µ+δ

)
S + 2β2SX

(ρ+µ+δ)(1+m1S)
− ψ1

)
− γ

4K
S3 − 1

2
µV 2 − 1

2
(µ+ δ)I2 − 1

2
µR2 − 1

2
X2 + C + q

}
,

(4.81)

− 1

4
µ
1

ϵ8
+ A5 ≤ −1, (4.82)

A5 = sup(S,V,I,R,X)∈R5
+

{
M
((

γ
K
+ 2βv

ρ+µ+δ

)
S + 2β2SX

(ρ+µ+δ)(1+m1S)
− ψ1

)
− γ

2K
S3 − 1

4
µV 2 − 1

2
(µ+ δ)I2 − 1

2
µR2 − 1

2
X2 + C + q

}
,

(4.83)

− 1

4
(µ+ δ)

1

ϵ2
+ A6 ≤ −1, (4.84)

A6 = sup(S,V,I,R,X)∈R5
+

{
M
((

γ
K
+ 2βv

ρ+µ+δ

)
S + 2β2SX

(ρ+µ+δ)(1+m1S)
− ψ1

)
− γ

2K
S3 − 1

2
µV 2 − 1

4
(µ+ δ)I2 − 1

2
µR2 − 1

2
X2 + C + q

}
,

(4.85)

− 1

4
µ
1

ϵ4
+ A7 ≤ −1, (4.86)

A7 = sup(S,V,I,R,X)∈R5
+

{
M
((

γ
K
+ 2βv

ρ+µ+δ

)
S + 2β2SX

(ρ+µ+δ)(1+m1S)
− ψ1

)
− γ

2K
S3 − 1

2
µV 2 − 1

2
(µ+ δ)I2 − 1

4
µR2 − 1

2
X2 + C + q

}
,

(4.87)

− 1

4

1

ϵ2
+ A8 ≤ −1, (4.88)

A8 = sup(S,V,I,R,X)∈R5
+

{
M
((

γ
K
+ 2βv

ρ+µ+δ

)
S + 2β2SX

(ρ+µ+δ)(1+m1S)
− ψ1

)
− γ

2K
S3 − 1

2
µV 2 − 1

2
(µ+ δ)I2 − 1

2
µR2 − 1

4
X2 + C + q

}
.

(4.89)

Za dovoljno malo ϵ, uslovi (4.73) i (4.76) su dobro definisani budući da važi uslov (4.71).
Neka je

D1 :=
{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : S < ϵ
}
, D2 :=

{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : S ≥ ϵ, V < ϵ2
}
,

D3 :=
{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : X < ϵ
}
, D4 :=

{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : S,X ≥ ϵ, I < ϵ3
}
,

D5 :=
{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : I ≥ ϵ3, R < ϵ4
}
, D6 :=

{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : S > 1
ϵ

}
,

D7 :=
{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : V > 1
ϵ2

}
, D8 :=

{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : I > 1
ϵ

}
,

D9 :=
{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : R > 1
ϵ2

}
, D10 :=

{
(S, V, I, R,X) ∈ R5

+ : X > 1
ϵ

}
.

Tada je R5
+ \D =

⋃10
i=1Di. U nastavku će biti pokazano da je LW (S, V, I, R,X) ≤ −1

za svako (S, V, I, R,X) ∈ R5
+ \ D, što je ekvivalentno sa LW (S, V, I, R,X) ≤ −1 za

svako (S, V, I, R,X) ∈ Di, i ∈ {1, 2, ..., 10}.
Slučaj 1. Na osnovu (4.70), za svako (S, V, I, R,X) ∈ D1, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ M

(
γ

K
+

2βv

ρ+ µ+ δ

)
S +M

2β2SX

ρ+ µ+ δ
−Mψ1 −

1

4
X2 + A1

≤ M

(
γ

K
+

2βv

ρ+ µ+ δ

)
ϵ+M

2β2ϵX

ρ+ µ+ δ
−Mψ1 −

1

4
X2 + A1

≤ M

(
γ

K
+

2βv

ρ+ µ+ δ

)
ϵ+ sup

X∈R+

{
M

2β2ϵX

ρ+ µ+ δ
− 1

4
X2

}
−Mψ1 + A1,
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gde je A1 definisano sa (4.72). Primenom (4.73), dobija se LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Slučaj 2. Za svako (S, V, I, R,X) ∈ D2, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ −vS
V

+ A2 ≤ −v
ϵ
+ A2,

gde je A2 definisano sa (4.75). Primenom (4.74), dobija se LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Slučaj 3. Za svako (S, V, I, R,X) ∈ D3, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ M

(
γ

K
+

2βv

ρ+ µ+ δ

)
S +M

2β2X

(ρ+ µ+ δ)
−Mψ1

− γ

4K
S3 + A3

≤ 2Mβ2

ρ+ µ+ δ
ϵ+ sup

S∈R+

{(
γ

K
+

2βv

ρ+ µ+ δ

)
MS − γ

4K
S3

}
−Mψ1 + A3,

pri čemu je A3 definisano sa (4.77). Primenom (4.76), dobija se LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Slučaj 4. Za svako (S, V, I, R,X) ∈ D4, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ − βSX

(1 +m1S)I
+ A2 ≤ − β

(1 +m1ϵ)ϵ
+ A2.

Primenom (4.78), dobija se LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Slučaj 5. Za svako (S, V, I, R,X) ∈ D5, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ −ρI
R

+ A2 ≤ −ρ
ϵ
+ A2.

Primenom (4.79), dobija se LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Slučaj 6. Za svako (S, V, I, R,X) ∈ D6, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ − γ

4K
S3 + A4 ≤ − γ

4K

1

ϵ9
+ A4,

gde je A4 definisano sa (4.81). Primenom (4.80), dobija se LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Slučaj 7. Za svako (S, V, I, R,X) ∈ D7, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ −1

4
µV 2 + A5 ≤ −µ

4

1

ϵ8
+ A5,

gde je A5 definisano sa (4.83). Primenom (4.82), dobija se LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Slučaj 8. Za svako (S, V, I, R,X) ∈ D8, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ −µ+ δ

4
I2 + A6 ≤ −µ+ δ

4

1

ϵ2
+ A6,

gde je A6 definisano sa (4.85). Primenom (4.84), dobija se LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Slučaj 9. Za svako (S, V, I, R,X) ∈ D9, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ −1

4
µR2 + A7 ≤ −µ

4

1

ϵ4
+ A7,
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gde je A7 definisano sa (4.87). Primenom (4.86), dobija se LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Slučaj 10. Za svako (S, V, I, R,X) ∈ D10, važi

LW (S, V, I, R,X) ≤ −1

4
X2 + A8 ≤ −1

4

1

ϵ2
+ A8,

gde je A8 definisano sa (4.89). Primenom (4.88), sledi LW (S, V, I, R,X) ≤ −1.
Na osnovu prethodnih razmatranja, sledi da je

LW (S, V, I, R,X) ≤ −1, za svako (S, V, I, R,X) ∈ R5
+ \D.

Pored toga, važi

0 ≤ 1
t
EW (S(t), V (t), I(t), R(t), X(t))

= 1
t
EW (S(0), V (0), I(0), R(0), X(0))

+1
t

t∫
0

E (LW (S(s), V (s), I(s), R(s), X(s))) ds

= lim inf
t→∞

1
t

t∫
0

E (LW (S(s), V (s), I(s), R(s), X(s))) ds

= lim inf
t→∞

1
t

t∫
0

E (LW (S(s), V (s), I(s), R(s), X(s))) 1{(S(s),V (s),I(s),R(s),X(s))∈R5
+\D}ds

+ lim inf
t→∞

1
t

t∫
0

E (LW (S(s), V (s), I(s), R(s), X(s))) 1{(S(s),V (s),I(s),R(s),X(s))∈D}ds

≤ K lim inf
t→∞

1
t

t∫
0

1{(S(s),V (s),I(s),R(s),X(s))∈D}ds

− lim sup
t→∞

1
t

t∫
0

1{(S(s),V (s),I(s),R(s),X(s))∈R5
+\D}ds

≤ (K + 1) lim inf
t→∞

1
t

∫ t
0
1{(S(s),V (s),I(s),R(s),X(s))∈D}ds− 1,

gde je K = sup(S(s),V (s),I(s),R(s),X(s))∈R5
+
LW (S(s), V (s), I(s), R(s), X(s)). Tada je

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

1{(S(s),V (s),I(s),R(s),X(s))∈D}ds ≥
1

K + 1
> 0, s.i.

Kako je sa P (t, (S(t), V (t), I(t), R(t), X(t)), D) označena verovatnoća da (S(t), V (t), I(t),
R(t), X(t)) ∈ D, na osnovu Fatouove leme (Lema 1.10), sledi da je

lim inf
t→∞

1

t

∫ t

0

P (s, (S(s), V (s), I(s), R(s), X(s)), D)ds ≥ 1

K + 1
> 0, s.i.

Na osnovu Leme 1.9, može se zaključiti da model (4.38) ima jedinstvenu ergodičku
stacionarnu raspodelu. Time je dokaz kompletan. △

4.2.5 Numeričke simulacije

U nastavku su ilustrovani teorijski rezultati Poglavlja 4.2 na primeru bolesti izazva-
ne virusom ebole. Infekcija ebolom je i dalje značajan zdravstveni problem u mnogim
delovima sveta, naročito u siromašnim regijama, gde ima razorne posledice. Njeno su-
zbijanje je cilj brojnih studija u poslednjim godinama.
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U Tabeli 4.2 su date realistične vrednosti parametara za širenje bolesti izazvane
virusom ebole, koji su korišćeni u simulacijama. Ove vrednosti parametara su izvede-
ne na osnovu podataka Svetske zdravstvene organizacije [76], preuzete iz postojećih
studija u kojima su procenjene različitim statističkim metodama (videti [127], [164],
[130] i reference u njima) ili su racionalno pretpostavljene (p). Simulacije su dobijene
primenom Balance Implicit numeričke metode (videti [165], Teorema 2.1), s obzirom
da koeficijenti sistema (4.38) ispunjavaju uslove za njenu primenu.

γ K β v1 r1 m1 m2 ρ
Iskorenjivanje 0.0007 10000 0.0015 0.0011 0.0011 1 1.4 0.03
Perzistentnost 0.35 120 0.01 0.005345 0.0011 0.01 0.1 0.1

v δ µ ξ
Iskorenjivanje 0.0005 0.25 0.05 0.03
Perzistentnost 0.07 0.45 0.1 0.1

Tabela 4.2: Vrednosti parametara modela korišćene u simulacijama.

Na Slici 4.8 su prikazane trajektorije stohastičkog modela (4.38) i njegovog determi-
nističkog pandana (bez šumova), dobijene korišćenjem vrednosti parametara iz Tabele
4.2. Pritom je pretpostavljeno da su intenziteti šumova σ1 = 0.001, σ2 = 0.1, σ3 =
0.2, σ4 = 0.12, σ5 = 0.1, η1 = 0.00025, η2 = −0.1, η3 = 0.08, η4 = −0.15, η5 = 0.05 i
početni uslovi S(0) = 8000, V (0) = 200, I(0) = 100, R(0) = 500.

Parametri korišćeni u simulacijama prikazanim na Slici 4.8 zadovoljavaju uslov Te-
oreme 4.6. Sa grafika sa Slike 4.8 se može uočiti da dolazi do iskorenjivanja bolesti, što
ilustruje teorijski rezultat.
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Slika 4.8: Iskorenjivanje bolesti: determinističke i stohastičke trajektorije modela (4.38).

Na Slici 4.9 su prikazane trajektorije stohastičkog modela (4.38) i njegovog determi-
nističkog pandana (bez šumova), dobijene korišćenjem vrednosti parametara iz Tabele
4.2. Pritom je pretpostavljeno da su intenziteti šumova σ1 = 0.03, σ2 = 0.08, σ3 =
0.05, σ4 = 0.025, σ5 = 0.02, η1 = 0.05, η2 = −0.1, η3 = 0.03, η4 = −0.015, η5 = 0.025 i
početne vrednosti S(0) = 100, V (0) = 3, I(0) = 3, R(0) = 2. Ovakav izbor parametara
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4.2 Dinamička analiza i stacionarna raspodela stohastičkog modela

zadovoljava uslov Teorema 4.7 i 4.8. Na osnovu Teorema 4.7 i 4.8, sledi da je bolest
perzistentna u srednjem i da postoji stacionarna raspodela sistema (4.38). Numeričke
simulacije prikazane na Slici 4.9 ilustruju teorijske rezultate.
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Slika 4.9: Perzistentnost bolesti: determinističke i stohastičke trajektorije modela (4.38).

4.2.6 Zaključak

U ovom poglavlju konstruisan je stohastički epidemiološki model sa kašnjenjem,
logističkim rastom populacije i funkcijama prenosa bolesti opisanim funkcijama zasi-
ćenja. Kašnjenje u modelu opisuje period inkubacije i pretpostavlja se da ima gama
raspodelu. Pretpostavlja se da na širenje epidemije utiču neprekidne fluktuacije ko-
je su modelirane Gaussovim belim šumom i iznenadne ali značajne fluktuacije koje
su modelirane procesom Lévyja. Za dobijeni model izvedeni su dovoljni uslovi za is-
korenjivanje i perzistentnost bolesti, kao i uslovi za postojanje ergodične stacionarne
raspodele. Konkretno, analiza je pokazala da će bolest biti iskorenjena ako je R∗ < 1,
dok je bolest perzistentna u populaciji i postoji ergodična stacionarna raspodela ako je
RS

0 > 1. Na osnovu oblika izraza za RS
0 može se zaključiti da Gaussov beli šum i proces

Lévyja pozitivno utiču na kontrolu progresije bolesti. Drugim rečima, veći intenziteti
Gaussovog belog šuma i procesa Lévyja vode ka smanjenju broja inficiranih osoba i
iskorenjivanju bolesti.
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Glava 5

Stohastički epidemiološki model koji
uključuje preventivne mere

U cilju kontrole širenja bolesti i sprečavanja potencijalnog preopterećenja zdravstve-
nog sistema, uvode se različite preventivne mere. Preventivne mere uključuju fizičko
distanciranje, nošenje maski, higijenske mere, zatvaranje škola, javnih prostora i ogra-
ničavanje kretanja, karantin i izolaciju određenih populacionih grupa, testiranje i pra-
ćenje kontakata, edukaciju populacije i komunikaciju informacija od značaja, i druge.
Preventivne mere mogu značajno uticati na brzinu širenja bolesti i trajanje epidemije.
Ove mere imaju za cilj da smanje broj inficiranih osoba, zaštite ranjive grupe i održe
kapacitete zdravstvenog sistema.

Sa druge strane, preterano restriktivne preventivne mere mogu izazvati ekonomske,
socijalne i psihološke posledice. Balansiranje između efikasnosti preventivnih mera i mi-
nimizacije njihovih negativnih posledica na društvo ključno je za uspešno upravljanje
epidemijama. Da bi se postigao ovaj balans, neophodno je pažljivo planiranje i prila-
gođavanje mera na osnovu trenutnog epidemiološkog stanja, kapaciteta zdravstvenog
sistema i potreba zajednice.

Integracija preventivnih mera u epidemiološke modele omogućava preciznije pred-
viđanje toka bolesti i procenu efikasnosti pojedinačnih mera. Stoga, ovi modeli pružaju
naučne osnove za donošenje ključnih odluka, poput uvođenja ili ukidanja restriktivnih
mera. Pored toga, oni se koriste za procenu ekonomskih posledica epidemija, kao što su
troškovi zdravstvene zaštite, gubici u produktivnosti i uticaj na globalne tokove. Prema
tome, ovako modifikovani modeli pomažu u razvoju optimalnih strategija i donošenju
informisanih odluka o tome koje mere implementirati i kada, kako bi se kontrolisala
epidemija uz minimizaciju negativnih posledica na društvo. Njihova primena doprinosi
boljoj pripremljenosti društva i donošenju odluka zasnovanih na naučnim dokazima,
čime se smanjuje negativan uticaj zaraznih bolesti na zdravlje ljudi, društvo i ekono-
miju.

U Poglavlju 5.1 je predstavljena dinamička analiza stohastičkog modela širenja bo-
lesti COVID-19. Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [16]. Stohastički model
koji je razmatran u ovoj glavi, je konstruisan uvođenjem slučajnosti u deterministički
model proučavan u [166]. Motivacija za konstrukciju stohastičkog modela je data u Pod-
poglavlju 5.1.1 dok je detaljan opis njegove konstrukcije dat je u Podpoglavlju 5.1.2. Za
tako kontruisani model, najpre je dokazano postojanje i jedinstvenost globalnog pozi-
tivnog rešenja u Podpoglavlju 5.1.3. Podpoglavlja 5.1.4 i 5.1.5 su posvećena dobijanju
dovoljnih uslova pod kojima dolazi do iskorenjivanja bolesti odnosno ona perzistira u
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Dinamička analiza stohastičkog epidemiološkog modela sa skokovima Lévyja,
kašnjenjem i promenama režima

populaciji, respektivno. U Podpoglavlju 5.1.6 su prikazane numeričke simulacije koje
ilustruju teorijske rezultate. U Poglavlju 5.2 su izvedeni dovoljni uslovi za postojanje
stacionarne raspodele stohastičkog modela.

5.1 Dinamička analiza stohastičkog epidemiološkog
modela sa skokovima Lévyja, kašnjenjem i pro-
menama režima

U ovom poglavlju je proučavan epidemiološki model koji se može primeniti za opi-
sivanje prenosa virusa SARS-CoV-2 u stohastičkom okviru. Fokus je na konstrukciji
stohastičkog modela koji integriše više vrsta slučajnosti, čime se postiže veći nivo reali-
stičnosti u odnosu na stohastičke modele kod kojih je slučajnost opisana samo pomoću
Gaussovog belog šuma. Cilj je proučiti kako kombinacija različitih vrsta slučajnosti
utiče na dinamiku modela. Ipak, ovaj model se može primeniti i u simulaciji širenja
zaraznih bolesti koje imaju slične karakteristike i načine prenošenja.

5.1.1 Uvod i motivacija

Kao što je već pomenuto, stanovništvo je izloženo neprekidnom uticaju slučajnosti
iz okruženja koje se mogu uvesti u epidemiološke modele na više načina. Prema prvom
pristupu, slučajni šum se uvodi u sisteme DJ proporcionalno udaljenosti klasa od nji-
hovog ravnotežnog stanja (videti [54]) ili perturbacijom određenog parametra modela
(npr. stopa prenosa, stopa smrtnosti, itd.) belim šumom, koji je u determinističkim
modelima konstantan ili dat u obliku determinističke funkcije zavisne od vremena t
(videti [2], [3]). Drugi pristup podrazumeva da parametri modela zadovoljavaju stoha-
stičke mean-reverting procese. U radovima [6] i [7], autori su pretpostavili da fluktuacije
okruženja uglavnom utiču na parametre modela što rezultira modeliranjem parametara
modela odgovarajućim stohastičkim difuzionim procesima, konkretno, pretpostavili su
da se stopa smrtnosti može modelirati pomoću Ornstein-Uhlenbeckovog (OU) procesa.

Slučajnost iz okruženja može uzrokovati promenu intenziteta različitih pojava što se
može izraziti kao prebacivanje iz jednog režima okruženja u drugi. U matematici se ovaj
prelaz iz jednog stanja u drugo često opisuje telegrafskim šumom, takođe poznatim kao
obojeni šum. U radovima [8] i [9], autori su analizirali stohastičke epidemiološke modele
koji uključuju i beli i telegrafski šum. U [10] autori su ispitali dinamiku stohastičkog
epidemiološkog modela prenosa bolseti Covid-19, koji sadrži opštu funkciju incidence i
promene režima.

U poslednje vreme, stohastički epidemiološki modeli s vremenskim kašnjenjem pri-
vlače pažnju brojnih autora (videti, na primer [167] i [168]). Kašnjene u epidemiološkim
modelima ima značajnu ulogu u opisivanju perioda privremenog imuniteta (videti [157–
159]) i vremena koje je potrebno za delovanje vakcine (videti [160], [161]). Pored toga,
period između kontakta sa infekcijom i razvoja virusa, koji se naziva period inkubaci-
je, u stohastičkim epidemiološkim modelima se opisuje vremenskim kašnjenjem (videti
[54], [155]). Zbog takve prirode zaraznih bolesti, epidemiološki modeli sa kašnjenjem
koji se sastoje od diferencijalnih jednačina sa kašnjenjem igraju vrlo važnu ulogu u
analizi širenja i kontroli zaraznih bolesti.

U realnosti se mogu desiti iznenadne ekološke katastrofe, kao što su zemljotresi,
poplave, suše itd. Ovi faktori mogu imati značajne posledice na epidemiološke siste-
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5.1 Dinamička analiza stohastičkog epidemiološkog modela

me. Kao rezultat toga, sistemi postaju prilično komplikovani i trajektorije modela su
prekidne. Te pojave se ne mogu tačno opisati diferencijalnim sistemima sa Browno-
vim kretanjem. Da bi objasnili te fenomene, autori uključuju procese sa skokovima
(Lévyjeve procese) u modele. Važnost uvođenja Lévyjevih procesa u opisivanju dina-
mike epidemija je opisana, na primer, u radovima [147–154] i referencama u njima. U
radovima [147] i [148], autori analiziraju perzistentnost i iskorenjivanje bolesti kod sto-
hastičkog SIR modela sa kašnjenjem i Lévyjevim skokovima, gde kašnjenje predstavlja
period imuniteta vakcinisanih ili oporavljenih, ali bez telegrafskog šuma.

U ovom poglavlju je predstavljen stohastički epidemiološki model, koji se može pri-
meniti za predviđanje širenja bolesti Covid-19 nakon kalibracije, konstruisan na osnovu
determinističkog modela uvođenjem slučajnosti iz okruženja, kako bi bio realističniji.
Pre svega, u model su uključene fluktuacije iz okoline prateći rezultate iz [17], odnosno,
za modeliranje stope prenosa odabran je mean-reverting OU proces koji, iako može po-
primiti negativne vrednosti, ima stohastičku diferencijalnu jednačinu sa eksplicitnim
rešenjem. U konkretnim problemima, kada se koristi za opisivanje nenegativnog bio-
loškog procesa kao što je stopa transmisije, odgovarajuće vrednosti parametara mogu
osigurati postojanje nenegativne trajektorije na dovoljno dugom vremenskom inter-
valu. Pritom, ovaj način uvođenja slučajnosti se razlikuje od radova [6] i [7] gde se
pretpostavlja da stopa mortaliteta zadovoljava Ornstein-Uhlenbeck proces. Pored to-
ga, za modeliranje iznenadnih i značajnih uticaja okoline primenjen je Lévyjev proces.
Takođe, ovaj model sadrži neprekidan lanac Markova sa konačnim brojem stanja kojim
je opisan prelazak vrednosti parametara modela iz jednog stanja u drugo. Na kraju,
period inkubacije bolesti je uključen u model kroz konstantno vremensko kašnjenje.
Ovaj model ima bogatiju dinamičku analizu u odnosu na postojeće modele.

Deterministički epidemiološki model

U radu [166] autori su predstavili nekoliko determinističkih epidemioloških modela
za opisivanje progresije korona virusa SARS-CoV-2. Ovde će biti predstavljen jedan
od njih, koji je konstruisan tako da uključuje nekoliko preventivnih i sigurnosnih mera,
poput socijalnog distanciranja i karantina. Model je konstruisan pod pretpostavkom
da je ljudska populacija podeljena u pet međusobno disjunktnih klasa:

◦ S - klasa podložnih pojedinaca,
◦ L - klasa koja sadrži samo podložne osobe sa ograničenim kretanjem u cilju sma-

njenja mogućnosti da dođu u kontakt sa virusom (takve osobe postaju sklone infekciji
kada se premeste iz svojih ograničenih zona (lockdown) u kategoriju podložnih),

◦ I - zaraženi pojedinci,
◦ Q - osobe koje su pozitivne na virus i fizički su izolovane (imaju ograničeno

kretanje kako ne bi širile virus),
◦ R - oporavljeni pojedinci.
Dinamika širenja virusa SARS-CoV-2 opisana je sledećim sistemom običnih dife-

rencijalnih jednačina:

dS(t) =
(
ηN(t)− βI(t)S(t)− (µ+ l)S(t) + l1L(t)

)
dt,

dL(t) =
(
lS(t)− (µ+ l1)L(t)

)
dt,

dI(t) =
(
βI(t)S(t)− (µ+ α + ρi)I(t)

)
dt,

dQ(t) =
(
αI(t)− (µ+ ρq)Q(t)

)
dt,

dR(t) =
(
ρiI(t) + ρqQ(t)− µR(t)

)
dt,

(5.1)
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sa početnim uslovom S(0) = S0, L(0) = L0, I(0) = I0, Q(0) = Q0, R(0) = R0. U ovoj
formulaciji, η predstavlja stopu nataliteta, koeficijent transmisije koji opisuje prenos
virusa između ljudi usled kontakta sa zaraženim pojedincima označen je sa β, dok je
prirodna stopa smrtnosti predstavljena sa µ. Ovde prirodna stopa smrtnosti uključuje
smrtne slučajeve usled bolesti izazvane koronavirusom. Parametri ρi i ρq označava-
ju stope oporavka za zaražene i pojedince u karantinu, respektivno. Parametri l i l1
predstavljaju stope prelaska podložnih pojedinaca u klasu podložnih osoba u izolaciji
i obrnuto. Stopa po kojoj zaraženi pojedinci postaju izolovani označena je sa α.

Očigledno, ako je l = l1 = 0 u sistemu (5.1), dobija se model bez mere socijal-
nog distanciranja, tj, bez klase podložnih osoba u izolaciji. Kada je određeni procenat
populacije vakcinisan, prirodno je očekivati manji procenat podložnih osoba u izolaciji.

5.1.2 Konstrukcija stohastičkog epidemiološkog modela sa sko-
kovima Lévyja, promenama režima i kašnjenjem

U ovom delu je fokus na konstrukciji stohastičkog modela koji se može primeniti za
opisivanje širenja virusa SARS-CoV-2 nakon kalibracije. Stohastički model je konstru-
isan na osnovu determinističkog modela konstruisanog u radu [166].

Najpre je epidemiološki model (5.1) blago modifikovan. Uvedena je klasa vakcinisa-
nih osoba (V ). Stopa vakcinacije je označena sa v, dok je stopa vakcinisanih pojedinaca
koji gube imunitet označena sa v1. Pored toga, uvedena je stopa smrtnosti zaražene
populacije od bolesti δ. Takođe, izraz ηN(t) iz determinističkog modela je zamenjen
parametrom Λ, koji predstavlja očekivani broj novih podložnih pojedinaca na određe-
noj teritoriji, posmatran u odgovarajućim jedinicama (npr. godišnje, po milion ljudi,
itd.), i uvedena je pretpostavka da oporavljeni pojedinci na kraju gube imunitet po
stopi r1. Za sve parametre modela se pretpostavlja da su nenegativni.

Stohastički model je konstruisan pod pretpostavkom da koeficijent prenosa β =
(β(t), t ≥ 0) zadovoljava mean-reverting Ornstein-Ulenbeckovu SDJ

dβ(t) = θ (βe − β(t)) dt+ ξdB(t), t ≥ 0, (5.2)

gde je βe srednja vrednost stacionarne Gaussove raspodele sa disperzijom ξ/
√
2θ. Pa-

rametar θ > 0 određuje brzinu srednje reverzije, dok je ξ intenzitet volatilnosti, a
B = (B(t), t ≥ 0) je Brownovo kretanje. Više detalja o mean-reverting Ornstein-
Uhlenbeckovoj SDJ se mogu pronaći u [18].

Prema [18], strana 306, eksplicitno rešenje SDJ (5.2) ima sledeći oblik

β(t) = βe + (β(0)− βe) e
−θt + ξ

t∫
0

e−θ(t−s)dBs. (5.3)

Očekivana vrednost za β(t) je

E [β(t)] = βe + (β(0)− βe) e
−θt, (5.4)

a njena disperzija

Var (β(t)) =
ξ2

2θ
(1− e−2θt). (5.5)

Iz eksplicitnog oblika rešenja (5.3), u kombinaciji sa rezultatima koji se odnose na

očekivanje (5.4) i disperziju (5.5) za β(t), sledi da ξ
t∫
0

e−θ(t−s) dBs ∼ N
(
0, ξ

2

2θ
(1− e−2θt)

)
,
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što implicira da ξ
t∫
0

e−θ(t−s) dBs i ξ√
2θ

√
1− e−2θt dB(t)

dt
imaju istu raspodelu. Na osnovu

toga sledi da se eksplicitno rešenje (5.3) može modelirati sa

β(t) = βe + (β(0)− βe) e
−θt + σ(t)

dB(t)

dt
, (5.6)

gde je

σ(t) =
ξ√
2θ

√
1− e−2θt.

Ovi diferencijali ne postoje u običnom (jakom) smislu, ali kako su preslikavanja t →
Bi(t, ω), i = 1, 2, neprekidna za skoro svako ω, ona su slabo diferencijabilna za skoro
svako ω, i mogu se interpretirati u slabom smislu (videti [29], Poglavlje 2), odnosno,
ukoliko se posmatra u integralni oblik (5.6)∫ t

0

β(t) dt =

∫ t

0

b(t) dt+

∫ t

0

σ(t)
dB(t)

dt
dt =

∫ t

0

b(t) dt+

∫ t

0

σ(t) dB(t), s.i.

Poslednji integral je Itôv integral koji se može zapisati u diferencijalnoj formi na sledeći
način

β(t) dt = b(t) dt+ σ(t) dB(t), s.i.

S druge strane, iznenadne i značajne promene u okruženju, poput većih promena u
vremenskim uslovima, okupljanja velikog broja ljudi, ekonomskih kriza i drugih, mogu
dovesti do značajnog porasta u broju zaraženih. Inspirisani ovim, u ovom radu je pri-
menjen Poissonov proces kao proces koji opisuje nagle skokove u broju zaraženih. Neka
N̄ označava Poissonov proces prebrojavanja sa srednjom merom λ koja je definisana
na konačnom merljivom podskupu Y skupa (0,∞) sa λ(Y ) < +∞. Neka Ñ označava
kompenzovanu slučajnu meru definisanu sa Ñ(dt, du) = N̄(dt, du)− λ(du)dt.

Pored već uvedenih pretpostavki, neka τ označava inkubacioni period, odnosno,
period od trenutka kontakta podložne osobe sa zaraženom osobom do trenutka kada
ona postaje infektivna.

Koeficijent prenosa β je modeliran OU procesom i uveden je proces skoka u model
(5.1) i na taj način dobijen stohastički model oblika

dS(t) =

(
Λ− βe + (β(0)− βe) e

−θt

N(t)
I(t− τ)S(t)− (µ+ l + v)S(t) + l1L(t)

+v1V (t) + r1R(t)) dt−
σ(t)

N(t)
I(t− τ)S(t) dB(t)

−S(t
−)I((t− τ)−)

N(t−)

∫
Y

η(u) Ñ(dt, du),

dL(t) = (lS(t)− (µ+ l1)L(t)) dt,

dV (t) = (vS(t)− (µ+ v1)V (t)) dt, (5.7)

dI(t) =

(
βe + (β(0)− βe) e

−θt

N(t)
I(t− τ)S(t)− (µ+ α + ρi + δ)I(t)

)
dt

+
σ(t)

N(t)
I(t− τ)S(t) dB(t) +

S(t−)I((t− τ)−)

N(t−)

∫
Y

η(u) Ñ(dt, du),

dQ(t) = (αI(t)− (µ+ ρq)Q(t)) dt,

dR(t) = (ρiI(t) + ρqQ(t)− (µ+ r1)R(t)) dt,

156



5.1 Dinamička analiza stohastičkog epidemiološkog modela

pri čemu su S(t−), I((t− τ)−) i N(t−) granične vrednosti sleva za S(t), I(t− τ) i N(t),
redom, i η : Y × Ω → R ograničena i B(Y ) × Ft-merljiva, gde je B(Y ), σ-algebra
generisana skupom Y .

Pored toga, slučajnost iz okruženja može izazvati promenu u intenzitetu manifesta-
cije različitih fenomena. Ovo se može prikazati kao prelazak iz jednog u drugi podrežim.
U matematici se ovaj prelaz iz jednog stanja u drugo često opisuje telegrafskim šumom,
poznatim i kao obojeni šum. Na primer, u kontekstu vremenskih prilika telegrafski šum
može opisati promenu iz kišnog u sušni period i obrnuto, u industriji promenu para-
metara podešavanja mašina itd. Posebno, primenom telegrafskog šuma u modeliranju
širenja bolesti Covid-19, među ostalim pojavama, može se opisati slučajno kretanje
ljudi i vremenske prilike. Promena režima obično ima svojstvo odsustva memorije, a
period između dva prelaza ima eksponencijalnu raspodelu (videti [19]). Stoga se prome-
na režima može modelirati lancem Markova (a(t), t ≥ 0) sa vrednostima u konačnom
skupu stanja A = {1, . . . , n}. Neka važi pretpostavka da svi parametri modela zavise
od stanja lanca Markova čija je generatorska matrica Υ = (γij)nxn data sa

P {a(t+∆t) = j | a(t) = i} =

{
γij∆+ o(∆), i ̸= j,
1 + γii∆+ o(∆), i = j,

gde je ∆t > 0 i γij ≥ 0 su gustine prelaza iz stanja i u stanje j za i ̸= j, γii ≤ 0 tako
da je

∑n
i=1 γij = 0. Pored toga, pretpostavlja se da je lanac Markova ireducibilan tj. da

su sva stanja lanca Markova dostižna. Na osnovu ireducibilnosti lanca Markova, sledi
da on ima jedinstvenu stacionarnu raspodelu π = (π1, . . . , πn) koja se može odrediti iz
uslova

πΥ = 01×n = (0, 0, ..., 0),

gde je
n∑
i=1

πi = 1, πi > 0, i ∈ A.

Sistem (5.7) sa promenama režima se može predstaviti u obliku

dS(t) =

(
Λ(a(t))− βe(a(t)) + (β(0)− βe(a(t))) e

−θ(a(t))t

N(t)
I(t− τ)S(t)− l(a(t))S(t)

− (v(a(t) + µ(a(t))))S(t) + l1(a(t))L(t) + v1(a(t))V (t) + r1(a(t))R(t)) dt

−σ(a(t), t)
N(t)

I(t− τ)S(t) dB(t)− S(t−)I((t− τ)−)

N(t−)

∫
Y

η(a(t), u) Ñ(dt, du),

dL(t) = (l(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + l1(a(t)))L(t)) dt,

dV (t) = (v(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + v1(a(t)))V (t)) dt,

dI(t) =

(
βe(a(t)) + (β(0)− βe(a(t))) e

−θ(a(t))t

N(t)
I(t− τ)S(t)− α(a(t))I(t)

−(ρi(a(t))µ(a(t)) + δ(a(t)))I(t)) dt+
σ(a(t), t)

N(t)
I(t− τ)S(t) dB(t)

+
S(t−)I((t− τ)−)

N(t−)

∫
Y

η(a(t), u) Ñ(dt, du),

dQ(t) = (α(a(t))I(t)− (µ(a(t)) + ρq(a(t)))Q(t)) dt,

dR(t) = (ρi(a(t))I(t) + ρq(a(t))Q(t)− (µ(a(t)) + r1(a(t)))R(t)) dt, (5.8)
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sa početnom vrednošću

S(ζ) = φ1(ζ) > 0, L(ζ) = φ2(ζ) > 0, V (ζ) = φ3(ζ) > 0,
I(ζ) = φ4(ζ) > 0, Q(ζ) = φ5(ζ) > 0, R(ζ) = φ6(ζ) > 0, ζ ∈ [−τ, 0] ,
a(0) = i,

(5.9)

pri čemu je (φ1(ζ), φ2(ζ), φ3(ζ), φ4(ζ), φ5(ζ), φ6(ζ)) ∈ L1([−τ, 0] ,R6
+) familije Lebesgu-

eovih integrabilnih funkcija koje preslikavaju segment [−τ, 0] u R6
+ = {(x1, . . . , x6) ∈ R6

: xi > 0, i = 1, . . . , 6} . Za svako fiksno stanje k ∈ A, svi parametri Λ(k), βe(k), l(k), v(k),
µ(k), l1(k), v1(k), r1(k), α(k), ρi(k), ρq(k), δ(k) modela (5.8) su pozitivne konstante i
imaju isto značenje koje je ranije uvedeno. Takođe, važi da su brzina srednje reverzije
θ(k) i intenzitet volatilnosti ξ(k) pozitivne za svako k ∈ A. Veličina ukupne populacije
u trenutku t je

N(t) = S(t) + V (t) + L(t) + I(t) +Q(t) +R(t), t ≥ −τ.

Radi jednostavnijeg zapisa, uvode se sledeće notacije

ĝ := mink∈A {g(k)} i ǧ := maxk∈A {g(k)} ,

za svaki vektor g = (g(1), . . . , g(n)).

Sistem (5.7) je specijalan slučaj sistema (5.8) s jednim stanjem režima. Dakle,
postojanje i jedinstvenost pozitivnog globalnog rešenja sistema (5.7) sledi iz postojanja
i jedinstvenosti pozitivnog globalnog rešenja sistema (5.8).

5.1.3 Egzistencija i jedinstvenost globalnog pozitivnog rešenja

U ovom podpoglavlju je dokazano postojanje i jedinstvenost globalnog pozitivnog
rešenja sistema stohastičkih diferencijalnih jednačina (5.8).

Neka je
Γ =

{
(S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t)) ∈ R6

+ :

Λ̂

µ̌+ δ̌
≤ S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t) ≤ Λ̌

µ̂
, t ≥ −τ

}
.

Da bi se ograničio intenzitet skokova u modelu (5.8), uvodi se sledeća pretpostavka.

Pretpostavka 1 Postoji pozitivna konstanta 0 < h < 1 tako da za t ≥ −τ važi:

◦ |η(a(t), u)| ≤ h
sup

0≤s≤t
µ(a(s))

inf
0≤s≤t

Λ(a(s))
,

◦ a(t) ∈ A.

Teorema 5.1 Neka važi Pretpostavka 1. Tada postoji jedinstveno rešenje (S(t), L(t),
V (t), I(t), Q(t), R(t), a(t)), t ≥ −τ , sistema SDJ (5.8), koje ostaje u skupu Γ×A sa ve-
rovatnoćom 1, za proizvoljnu početnu vrednost (S(ζ), L(ζ), V (ζ), I(ζ), Q(ζ), R(ζ), a(ζ))
∈ L1([−τ, 0] ,Γ× A). Pored toga,

Λ̂

µ̌+ δ̌
≤ N(t) ≤ Λ̌

µ̂
, t ≥ −τ. (5.10)
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Dokaz. Kako koeficijenti sistema (5.8) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, na osno-
vu Teoreme 1.44 sledi da za svaku početnu vrednost (S(ζ), L(ζ), V (ζ), I(ζ), Q(ζ), R(ζ),
a(ζ)) ∈ L1([−τ, 0] ,Γ×A) postoji jedinstveno lokalno rešenje na segmentu [−τ, τe], gde
je τe vreme eksplozije. Da bi se pokazalo da je ovo rešenje globalno, potrebno je doka-
zati da je τe = ∞ s.i. Neka je k0 > 0 tako da se S(ζ), L(ζ), V (ζ), I(ζ), Q(ζ) i R(ζ) za
ζ ∈ [−τ, 0] nalaze unutar segmenta [ 1

k0
, k0]. Za svaki ceo broj k ≥ k0 definiše se vreme

zaustavljanja na sledeći način

τk = inf

{
t ∈ [−τ, τe) : min {S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t)} ≤ 1

k
ili

max {S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t)} ≥ k} .
Niz {τk}k je rastući kada k → ∞. Definiše se τ∞ na sledeći način τ∞ = limk→∞ τk.
Tada je τ∞ ≤ τe s.i. Ako se pokaže da je τ∞ = ∞ s.i, tada je τe = ∞, što znači da je
(S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t), a(t)) ∈ Γ×A s.i. za sve t ≥ −τ . Pod pretpostavkom da
ova tvrdnja nije tačna, postoje konstante T > 0 i ϵ ∈ (0, 1) tako da je P {τ∞ ≤ T} > ϵ.
Tada postoji ceo broj k1 ≥ k0 tako da je P {τk1 ≤ T} > ϵ, odnosno,

P {τk ≤ T} ≥ ϵ,

za svako k ≥ k1.
Imajući u vidu da je N(t) = S(t) + L(t) + V (t) + I(t) + Q(t) + R(t), t ≥ −τ,

sabiranjem jednačina sistema (5.8), dobija se

dN(t) = (Λ(a(t))− µ(a(t))N(t)− δ(a(t))I(t)) dt.

Odavde sledi
(Λ(a(t))− (µ(a(t)) + δ(a(t)))N(t)) dt ≤ dN(t) ≤ (Λ(a(t))− µ(a(t))N(t)) dt

⇔ (µ(a(t)) + δ(a(t)))
(

Λ̂
µ̌+δ̌

−N(t)
)
dt ≤ dN(t) ≤ µ(a(t))

(
Λ̌
µ̂
−N(t)

)
dt,

za t ∈ [0, τk). Tada je

d
(

Λ̂
µ̌+δ̌

−N(t)
)
+ (µ(a(t)) + δ(a(t)))

(
Λ̂
µ̌+δ̌

−N(t)
)
dt ≤ 0,

d
(

Λ̌
µ̂
−N(t)

)
+ µ(a(t))

(
Λ̌
µ̂
−N(t)

)
dt ≥ 0,

za t ∈ [0, τk). Integracijom od 0 do t, t ∈ [0, τk), dobija se(
Λ̂
µ̌+δ̌

−N(t)
)
≤
(

Λ̂
µ̌+δ̌

−N(0)
)
e−

∫ t
0 (µ(a(s))+δ(a(s)))ds,(

Λ̌
µ̂
−N(t)

)
≥
(

Λ̌
µ̂
−N(0)

)
e−

∫ t
0 µ(a(s))ds.

Na osnovu uslova teoreme, kako Λ̂
µ̌+δ̌

≤ N(0) ≤ Λ̌
µ̂
, sledi

Λ̂

µ̌+ δ̌
≤ N(t) ≤ Λ̌

µ̂
, t ∈ [0, τk) .

Neka je F : [0,+∞)× R6
+ → R+ ∪ {0}, C2-funkcija definisana na sledeći način

F (t, S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t))

= (S(t)− a1 − a1 lnS(t)) + (L(t)− 1− lnL(t)) + (V (t)− 1− lnV (t))

+ (I(t)− ln (I(t) + 1)) + (Q(t)− 1− lnQ(t)) + (R(t)− 1− lnR(t))

+a2

∫ t

t−τ
I(s) ds+ a3

∫ t

t−τ
I2(s) ds,
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pri čemu su a1, a2 i a3 pozitivne konstante koje će biti određene u nastavku. Kako je,
u− 1− lnu ≥ 0 i u− ln(u+ 1) ≥ 0 za svako u > 0, to je funkcija F nenegativna.
Neka su k ≥ k0 i T > 0 proizvoljni. Primenom uopštene Itôve formule (Teorema 1.45)
sledi da je

dF (t, S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t))

= LF (t, S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t)) dt− a1σ(a(t), t)
I(t− τ)

N(t)
dB(t)

+σ(a(t), t)
S(t)I(t− τ)

N(t)(I(t) + 1)
dB(t)

−
∫
Y

ln

(
1 +

S(t−)I((t− τ)−)

N(t−)(I(t) + 1)
η(a(t), u)

)
Ñ(dt, du)

−a1
∫
Y

ln

(
1− I((t− τ)−)

N(t−)
η(a(t), u)

)
Ñ(dt, du),

pri čemu je

dF (t, S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t))

=

(
Λ(a(t))− βe(a(t)) + (β(0)− βe(a(t))) e

−θ(a(t))t

N(t)
I(t− τ)S(t)

)(
1− a1

S(t)

)
+(l1(a(t))L(t)− (µ(a(t)) + l(a(t)) + v(a(t)))S(t))

(
1− a1

S(t)

)
+(v1(a(t))V (t) + r1(a(t))R(t))

(
1− a1

S(t)

)
−a1

∫
Y

I((t− τ)−)

N(t−)
η(a(t), u) + ln(1− I((t− τ)−)

N(t−)
η(a(t), u))λ(du)

+ (l(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + l1(a(t)))L(t))

(
1− 1

L(t)

)
+(v(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + v1(a(t)))V (t))

(
1− 1

V (t)

)
+
βe(a(t)) + (β(0)− βe(a(t))) e

−θ(a(t))t

N(t)
I(t− τ)S(t)

(
1− 1

I(t) + 1

)
−(µ(a(t)) + α(a(t)) + ρi(a(t)) + δ(a(t)))I(t)

(
1− 1

I(t) + 1

)
+

∫
Y

(
S(t−)

N(t−)

I((t− τ)−)

I(t)
η(a(t), u)− ln(1 +

S(t−)

N(t−)

I((t− τ)−)

I(t)
η(a(t), u))

)
λ(du)

+ (α(a(t))I(t)− (µ(a(t)) + ρq(a(t)))Q(t))

(
1− 1

Q(t)

)
+(ρi(a(t))I(t) + ρq(a(t))Q(t)− (µ(a(t)) + r1(a(t)))R(t))

(
1− 1

R(t)

)
+a2 (I(t)− I(t− τ)) + a3

(
I2(t)− I2(t− τ)

)
+
1

2

σ2(a(t), t)

N2(t)
I2(t− τ)S2(t)

a1
S2(t)

+
1

2

σ2(a(t), t)

N2(t)
I2(t− τ)S2(t)

1

(I(t) + 1)2

≤ K1 +
(
a2 − δ̂

)
I(t)−

(
a2 − a1max

{
β̌e, β(0)

})
I(t− τ)
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+

(
1

2

ξ̌2

2θ̂

(
a1(µ̌+ δ̌)

Λ̂
+ 1

)
− a3

)
I2(t− τ) + a3I

2(t)− a1Y1 + Y2

≤ K1 + a3
Λ̌2

µ̂2
− a1Y1 + Y2,

gde je

Y1 =

∫
Y

(
I((t− τ)−)

N(t−)
η(a(t), u) + ln(1− I((t− τ)−)

N(t−)
η(a(t), u))

)
λ(du)

Y2 =

∫
Y

(
S(t−)

N(t−)

I((t− τ)−)

I(t) + 1
η(a(t), u)− ln(1 +

S(t−)

N(t−)

I((t− τ)−)

I(t) + 1
η(a(t), u))

)
λ(du).

Neka je a1 = δ̂

max{β̌e,β(0)} , a2 = δ̂, a3 =
1
2
ξ̌2

2θ̂

(
δ̂(µ̌+δ̌)

Λ̂max{β̌e,β(0)} + 1

)
.

Kako važi Pretpostavka 1, primenom Tejlorove formule na funkciju ln (1− x) (gde
je x = I(t−τ−)

N(t−)
η(a(t), u)), dobija se

Y1 =

∫
Y

(
I((t− τ)−)

N(t−)
η(a(t), u) + ln(1− I((t− τ)−)

N(t−)
η(a(t), u))

)
λ(du)

=

∫
Y

(
I((t−τ)−)
N(t−)

η(a(t), u)
)2

2
(
1− κ

(
I((t−τ)−)
N(t−)

η(a(t), u)
))2λ(du)

≤

(
I((t−τ)−)
N(t−)

η(a(t), u)
)2

2
(
1− κ

(
I((t−τ)−)
N(t−)

η(a(t), u)
))2 ≤ h2

2 (1− h)2
,

gde je κ ∈ (0, 1) proizvoljno. Slično se dobija

Y2 =

∫
Y

(
S(t−)

N(t−)

I((t− τ)−)

(I(t) + 1)
η(a(t), u)− ln(1 +

S(t−)

N(t−)

I((t− τ)−)

(I(t) + 1)
η(a(t), u))

)
λ(du)

≤
∫
Y

(
S(t−)
N(t−)

I((t−τ)−)
(I(t)+1)

η(a(t), u)
)2

2
(
1− κ

(
S(t−)
N(t−)

I((t−τ)−)
(I(t)+1)

η(a(t), u)
))2λ(du)

≤

(
S(t−)
N(t−)

I((t−τ)−)
(I(t)+1)

η(a(t), u)
)2

2
(
1− κ

(
S(t−)
N(t−)

I((t−τ)−)
(I(t)+1)

η(a(t), u)
))2 ≤ h2

2 (1− h)2
.

Tada je

LF (t, S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t)) ≤ K1 + a3
Λ̌2

µ̂2
+ (1 + a1)

h2

2 (1− h)2
=: C.

Prema tome, važi

dF (t, S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t))

≤ C dt− σ(a(t), t)

N(t)
I(t− τ)

(
a1 −

S(t)

I(t) + 1

)
dB(t)
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−
∫
Y

ln(1 +
S(t−)

N(t−)

I((t− τ)−)

(I(t) + 1)
η(a(t), u))Ñ(dt, du)

+a1

∫
Y

ln(1− I((t− τ)−)

N(t−)
η(a(t), u))Ñ(dt, du).

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do τk ∧ T i računanjem očekivanja, dobija se

EF (τk ∧ T, S(τk ∧ T ), L(τk ∧ T ), V (τk ∧ T ), I(τk ∧ T ), Q(τk ∧ T ), R(τk ∧ T ))
≤ F (0, S(0), L(0), V (0), I(0), Q(0), R(0)) + CE(τk ∧ T )
≤ F (0, S(0), L(0), V (0), I(0), Q(0), R(0)) + CT.

Neka je Ωk = {τk ≤ T}. Tada je P(Ωk) ≥ ϵ. Za svako ω ∈ Ωk, bar jedan od S(τk, ω),
L(τk, ω), V (τk, ω), I(τk, ω), Q(τk, ω) ili R(τk, ω) je jednak k ili 1

k
. Dakle, F (S(τk, ω),

L(τk, ω), V (τk, ω), I(τk, ω), Q(τk, ω), R(τk, ω)) nije manje ili od k − 1 − ln k ili od 1
k
−

1− ln 1
k
. Na osnovu toga je

F (τk ∧ T, S(τk ∧ T ), L(τk ∧ T ), V (τk ∧ T ), I(τk ∧ T ), Q(τk ∧ T ), R(τk ∧ T ))

≥ min

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
.

Dakle,

F (0, S(0), L(0), V (0), I(0), Q(0), R(0)) + CT

≥ E[IΩkF (τk ∧ T, S(τk ∧ T ), L(τk ∧ T ), V (τk ∧ T ), I(τk ∧ T ), Q(τk ∧ T ), R(τk ∧ T ))]

≥ ϵmin

{
k − 1− ln k,

1

k
− 1− ln

1

k

}
,

pri čemu je IΩk indikator događaja Ωk. Kada k → ∞, dobija se

∞ > F (0, S(0), L(0), V (0), I(0), Q(0), R(0)) + CT = ∞,

što je kontradikcija. Na osnovu toga se zaključuje da je τ∞ = ∞ s.i, čime je dokaz
kompletan.

Napomena 5.1 Skup Γ je skoro izvesno pozitivno invarijantni skup sistema (5.8) za
svako t ≥ −τ , tj. ako sistem krene iz Γ, on nikada neće napustiti Γ. Zbog toga, će u
nastavku važiti pretpostavka da je početna vrednost

(S(ζ), L(ζ), V (ζ), I(ζ), Q(ζ), R(ζ), a(ζ)) ∈ Γ× A, ζ ∈ [−τ, 0] .

5.1.4 Iskorenjivanje bolesti

U ovom poglavlju biće izvedeni dovoljni uslovi, koje treba da zadovoljavaju para-
metri modela, koji dovode do iskorenjivanja bolesti iz populacije.

Neka je

σ̄(k) :=
ξ(k)√
2θ(k)

, k ∈ A.

Tada je σ(k, t) = σ̄(k)
√
1− e−2θ(k)t, k ∈ A, t ≥ 0. Očigledno važi da je σ(k, t) ≤

σ̄(k), k ∈ A, t ≥ 0. U nastavku će biti korišćene oznake

σ̌ := max σ̄(k), σ̂ := min σ̄(k), k ∈ A,

⟨x(t)⟩ := 1

t

∫ t

0

x(s) ds, t ≥ 0.
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Teorema 5.2 Neka važi Pretpostavka 1 i neka je (S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t),
a(t)), t ≥ −τ rešenje sistema (5.8) za proizvoljnu početnu vrednost (S(ζ), L(ζ), V (ζ),
I(ζ), Q(ζ), R(ζ), a(ζ)) ∈ L1([−τ, 0] ,Γ× A). Ako je

R∗
1 =

(
max{β̌e, β0}

)2
2σ̂2(µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂)

< 1, (5.11)

tada je
lim
t→∞

I(t) = 0, s.i,

odnosno, bolest će biti iskorenjena. Pored toga, važi

lim
t→∞

Q(t) = 0, lim
t→∞

R(t) = 0, s.i.

i
Λ̂

µ̌+ δ̌
≤ lim

t→∞
[S(t) + L(t) + V (t)] ≤ Λ̌

µ̂
, s.i.

Dokaz. Primenom uopštene Itôve formule (Teorema 1.45) na ln I(t), sledi

d ln I(t) =

((
βe(k) + (β0 − βe(k)) e

−θ(k)t) I(t− τ)S(t)

I(t)N(t)
− µ(k)− α(k)− ρi(k)

−δ(k) +
∫
Y

ln

(
1 + η(k, u)

I((t− τ)−)S(t−)

I(t)N(t−)

)
λ(du)

−
∫
Y

η(k, u)
I((t− τ)−)S(t−)

I(t)N(t−)
λ(du)− σ2(k, t)

2

I2(t− τ)S2(t)

I2(t)N2(t)

)
dt

+σ(k, t)
I(t− τ)S(t)

I(t)N(t)
dB(t)

+

∫
Y

(
ln

(
1 + η(k, u)

I((t− τ)−)S(t−)

I(t)N(t−)

))
Ñ(ds, du).

Integracijom obe strane prethodne nejednakosti od z > 0 do t, (0 < z < t) i deljenjem
sa t, dobija se

ln I(t)− ln I(z)

t
=

1

t

t∫
z

((
βe(k) + (β0 − βe(k)) e

−θ(k)s) I(s− τ)S(s)

I(s)N(s)
− µ(k)

−α(k)− ρi(k)− δ(k)− σ2(k, s)

2

I2(s− τ)S2(s)

I2(s)N2(s)
(5.12)

+

∫
Y

ln

(
1 + η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)

)
λ(du)

−
∫
Y

η(k, u)
I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)
λ(du)

)
ds+

1

t
M1,

gde je

M1(t) =

∫ t

z

σ(k, s)
I(s− τ)S(s)

I(s)N(s)
dB(s)

+

∫ t

z

∫
Y

(
ln

(
1 + η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)

))
Ñ(ds, du). (5.13)
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Na osnovu osobina Brownovog kretanja i Lévyjevog procesa (Teorema 1.10 i osobina
(1.28)), M1(t) je martingal. Da bi se odredila gornja granica martingala M1(t) biće
primenjena eksponencijalna martingalna nejednakost (Lema 1.52)

P

{
sup
z≤t≤n

[
M1(t)−

α

2

∫ t

z

(
σ(k, s)

I(s− τ)S(s)

I(s)N(s)

)2

ds

− 1

α

∫ t

z

∫
Y

((
η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)
+ 1

)α
− 1

−α ln

(
1 + η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)

))
λ(du)ds

]
> β

}
≤ e−αβ,

gde je n > 1 proizvoljan ceo broj i α i β proizvoljni brojevi koji će biti izabrani u
nastavku. Neka je ϵ ∈ (0, 1) proizvoljno. Ako se odabere α = ϵ i β = 2 lnn

ϵ
, tada je

P

{
sup
z≤t≤n

[
M1(t)−

ϵ

2

∫ t

z

(
σ(k, s)

I(s− τ)S(s)

I(s)N(s)

)2

ds

−1

ϵ

∫ t

z

∫
Y

((
η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)
+ 1

)ϵ
− 1

−ϵ ln
(
1 + η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)

))
λ(du)ds

]
>

2 lnn

ϵ

}
≤ 1

n2
.

Kako red
∑+∞

1
1
n2 konvergira, na osnovu Borel-Cantellijeve leme (Lema 1.2), sledi da

postoji Ω0 ⊂ Ω za koji je P (Ω0) = 1, tako da za svako ω ∈ Ω0 postoji nenegativan ceo
broj n0(ω), tako da za n ≥ n0(ω) i t ∈ [n− 1, n], važi

sup
z≤t≤n

[
M1(t)−

ϵ

2

∫ t

z

(
σ(k, s)

I(s− τ)S(s)

I(s)N(s)

)2

ds

−1

ϵ

∫ t

z

∫
Y

((
η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)
+ 1

)ϵ
− 1

−ϵ ln
(
1 + η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)

))
λ(du)ds

]
≤ 2 lnn

ϵ
.

Dakle,

M1(t) ≤ ϵ

2

∫ t

z

(
σ(k, s)

I(s− τ)S(s)

I(s)N(s)

)2

ds

+
1

ϵ

∫ t

z

∫
Y

((
η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)
+ 1

)ϵ
− 1 (5.14)

−ϵ ln
(
1 + η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)

))
λ(du)ds+

2 lnn

ϵ
.

Zamenom (5.14) u (5.12), dobija se,

ln I(t)− ln I(z)

t
≤ 1

t

∫ t

z

((
βe(k) + (β0 − βe(k)) e

−θ(k)s) I(s− τ)S(s)

I(s)N(s)
− µ(k)

−α(k)− ρi(k)− δ(k)− (1− ϵ)σ2(k, s)

2

I2(s− τ)S2(s)

I2(s)N2(s)

)
ds
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+
1

t

∫ t

z

∫
Y

(
1

ϵ

(
η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)
+ 1

)ϵ
− 1

ϵ

−η(k, u)I((s− τ)−)S(s−)

I(s)N(s−)

)
λ(du)ds+

2 lnn

tϵ
.

Kako je drugi izvod funkcije f1(x) = 1
ϵ
xϵ − 1

ϵ
− x + 1 jednak f ′′

1 (x) = (ϵ− 1)xϵ−2 < 0,
za 0 < ϵ < 1 i x > 0, to ona dostiže maksimalnu vrednost jednaku 0 u tački 1. Tada
je
∫
Y

(
1
ϵ

(
η(k, u) I((s−τ)

−)S(s−)
I(s)N(s−)

+ 1
)ϵ

− 1
ϵ
− η(k, u) I((s−τ)

−)S(s−)
I(s)N(s−)

)
λ(du) < 0, za 0 < ϵ <

1, x > 0. Pored toga, funkcija f2(x) = βx − (1−ϵ)σ2

2
x2 dostiže maksimalnu vrednost

β2

2(1−ϵ)σ2 za x = β
(1−ϵ)σ2 . To implicira da je

ln I(t)

t
≤ ln I(z)

t
− (µ(k) + α(k) + ρi(k) + δ(k))

t− z

t

+
1

t

∫ t

z

(
βe(k) + (β0 − βe(k)) e

−θ(k)s)2
2(1− ϵ)σ2(k, s)

ds+
2 lnn

tϵ

≤ ln I(z)

t
−
(
µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂

) t− z

t
+

(max{βe(k), β0})2 (t− z)

2(1− ϵ)σ̄2(k)(1− e−2θ(k)z)t
+

2 lnn

tϵ

≤ ln I(z)

t
−
(
µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂

) t− z

t
+
t− z

t

(
max{β̌e, β0}

)2
2(1− ϵ)σ̂2(1− e−2θ̂z)

+
2 lnn

tϵ
.

Izračunavanjem granične vrednosti leve i desne strane poslednje nejednakosti kada
t→ ∞, dobija se da je

lim sup
t→∞

ln I(t)

t
≤
(
µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂

)( (
max{β̌e, β0}

)2
2(1− ϵ)σ̂2(1− e−2θ̂z)(µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂)

− 1

)
,

za svako ϵ ∈ (0, 1), i z > 0. Neka je niz {ϵk}k, takav da je ϵk ∈ (0, 1) za svako k i
limk→∞ ϵk = 0. Tada, za svako k važi

lim sup
t→∞

ln I(t)

t
≤
(
µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂

)( (
max{β̌e, β0}

)2
2(1− ϵk)σ̂2(1− e−2θ̂z)(µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂)

− 1

)
.

Izračunavanjem granične vrednosti leve i desne strane poslednje nejednakosti kada
k → ∞, dobija se da je

lim sup
t→∞

ln I(t)

t
≤
(
µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂

)( (
max{β̌e, β0}

)2
2σ̂2(1− e−2θ̂z)(µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂)

− 1

)
,

za svako z > 0. Neka je niz {zm}m, takav da je zm > 0, za svako m i limm→∞ zm = ∞.
Tada, za svako m važi

lim sup
t→∞

ln I(t)

t
≤
(
µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂

)( (
max{β̌e, β0}

)2
2σ̂2(1− e−2θ̂zm)(µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂)

− 1

)
.

Izračunavanjem granične vrednosti leve i desne strane poslednje nejednakosti kada
m→ ∞, dobija se da je

lim sup
t→∞

ln I(t)

t
≤
(
µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂

)( (
max{β̌e, β0}

)2
2σ̂2(µ̂+ α̂ + ρ̂i + δ̂)

− 1

)
< 0,
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na osnovu uslova (5.11). Tada je

lim
t→∞

I(t) = 0, s.i. (5.15)

Štaviše, integracijom obe strane pete jednačine sistema (5.8) i deljenjem sa t, dobija se

Q(t)−Q(0)

t
=

1

t

t∫
0

α(k)I(s) ds− 1

t

t∫
0

(µ(k) + ρq(k))Q(s) ds.

Izračunavanjem granične vrednosti obe strane prethodne jednakosti kada t → ∞ i
primenom L’Hospitalovog pravila, (5.15) i ograničenosti Q(t), Q(0), sledi

lim
t→∞

Q(t) = 0, s.i. (5.16)

Takođe, integracijom obe strane šeste jednačine sistema (5.8) i zatim deljenjem sa t,
dobija se

R(t)−R(0)

t
=

1

t

t∫
0

ρi(k)I(s) ds+
1

t

t∫
0

ρq(k)Q(s) ds−
1

t

t∫
0

(µ(k) + r1(k))R(s) ds.

Izračunavanjem granične vrednosti obe strane prethodne jednakosti kada t → ∞ i
primenom L’Hospitalovog pravila, (5.15), (5.16) i ograničenosti R(t), R(0), sledi da je

lim
t→∞

R(t) = 0, s.i. (5.17)

Kako je N(t) = S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t), Λ̂
µ̌+δ̌

≤ N(t) ≤ Λ̌
µ̂
, t ≥ −τ,

na osnovu (5.15), (5.16) i (5.17), dobija se

Λ̂

µ̌+ δ̌
≤ lim

t→∞
[S(t) + L(t) + V (t)] ≤ Λ̌

µ̂
, s.i.

Time je dokaz kompletan. △

Napomena 5.2 Kako obavezna izolacija podložnih osoba predstavlja meru za suzbija-
nje bolesti čije uvođenje donosi državna vlast u zavisnosti od trenutnog broja zaraženih
osoba, u slučaju značajnog smanjenja broja zaraženih ili iskorenjavanja bolesti, ta mera
će biti ukinuta. Dakle, kao posledica iskorenjivanja bolesti, u modelu (5.8) koeficijenti
koji opisuju izolaciju podložnih osoba postaće nula, odnosno l = 0.

Na osnovu Napomene 5.2 proizilazi sledeća posledica.

Posledica 5.1 Neka važi Pretpostavka 1 i neka je (S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t),
a(t)) , t ≥ −τ rešenje sistema (5.8) sa proizvoljnom početnom vrednošću (S(ζ), L(ζ),
V (ζ), I(ζ), Q(ζ), R(ζ), a(ζ)) ∈ L1([−τ, 0] ,Γ×A). Neka važi uslov Teoreme 5.2. Ako je
l(a(t)) = 0, za t ≥ t1, gde je t1 ≥ 0, tada rešenje sistema (5.8) ima osobinu

lim
t→∞

I(t) = 0, lim
t→∞

L(t) = 0, lim
t→∞

Q(t) = 0, lim
t→∞

R(t) = 0, s.i.

i
Λ̂

µ̌+ δ̌
≤ lim

t→∞
[S(t) + V (t)] ≤ Λ̌

µ̂
, s.i.
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Dokaz. Rešavanjem druge jednačine sistema (5.8) eksplicitno, dobija se

L(t) = e−(µ(a(t))+l1(a(t)))t

[
L(0) +

∫ t

0

l(a(t))S(s)e(µ(a(t))+l1(a(t)))sds

]
.

Kako je l(a(t)) = 0, t ≥ t1, izračunavanjem granične vrednosti kada t→ ∞ u poslednjoj
jednakosti dobija se

lim
t→∞

L(t) = 0, s.i,

gde je primenjeno L’Hospitalovo pravilo. Odavde i na osnovu Teoreme 5.2, sledi da je

Λ̂

µ̌+ δ̌
≤ lim

t→∞
[S(t) + V (t)] ≤ Λ̌

µ̂
, s.i. △

5.1.5 Perzistentnost u srednjem bolesti

U ovom poglavlju, u fokusu istraživanja je određivanje dovoljnih uslova pod kojima
je bolest perzistentna u populaciji.

Definicija 5.1 Bolest je strogo perzistentna u srednjem u populaciji ako važi bar jedan
od sledećih uslova

lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

I(s)ds > 0, s.i. ili lim inf
t→+∞

1

t

∫ t

0

Q(s)ds > 0, s.i.

Neka je

RS
0 =

n∑
k=1

π(k)
(
3 3

√
min{βe(k), β(0)} Λ2(k)

µ(k)+δ(k)
µ2(k)

Λ(k)+µ(k)
+ 2
√
l(k)l1(k) + 2

√
v(k)v1(k)

)
n∑
k=1

π(k)ϖ(k)
.

Teorema 5.3 Neka važi Pretpostavka 1 i neka je (S(t), L(t), V (t), I(t), Q(t), R(t),
a(t)) , t ≥ −τ rešenje sistema (5.8) sa proizvoljnom početnom vrednošću (S(ζ), L(ζ),
V (ζ), I(ζ), Q(ζ), R(ζ), a(ζ)) ∈ L1([−τ, 0] ,Γ× A). Ako je:

1. RS
0 > 1, tada je

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

I(s)ds ≥

n∑
k=1

π(k)ϖ(k)
(
RS

0 − 1
)

max
{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂

> 0, s.i,

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

Q(s)ds ≥
α̂

n∑
k=1

π(k)ϖ(k)
(
RS

0 − 1
)

(µ̌+ ρ̌q)max
{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂

> 0, s.i,

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

R(s)ds ≥

(
ρ̂i + ρ̂q

α̂
µ̌+ρ̌q

) n∑
k=1

π(k)ϖ(k)
(
RS

0 − 1
)

(µ̌+ ř1)max
{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂

> 0, s.i,

pri čemu je ϖ(k) := Λ(k) + 4µ(k) + α(k) + ρi(k) + δ(k) + l(k) + v(k) + l1(k) +

v1(k) +min{βe(k), β(0)}Λ(k)
µ(k)

+ σ̄2(k)
2

(
Λ2(k)
µ2(k)

+ (µ(k)+δ(k))2

µ(k)2

)
+
∫
Y

1
2
η2(k, u)Λ

2(k)
µ2(k)

λ(du),
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2. RS∗
0 =

3 3

√
min{β̂e,β(0)} Λ̂2

µ̌+δ̌

µ̂2

Λ̌+µ̂
+2
√
l̂l̂1+2

√
v̂v̂1

ϖ̌
> 1, tada je

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

I(s)ds ≥
ϖ̌
(
RS∗

0 − 1
)

max
{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂

> 0, s.i,

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

Q(s)ds ≥
α̂ϖ̌

(
RS∗

0 − 1
)

(µ̌+ ρ̌q)max
{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂

> 0, s.i,

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

R(s)ds ≥

(
ρ̂i + ρ̂q

α̂
µ̌+ρ̌q

)
ϖ̌
(
RS∗

0 − 1
)

(µ̌+ ř1)max
{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂

> 0, s.i,

odnosno, bolest je strogo perzistentna u srednjem u populaciji.

Dokaz. 1. Primenom operatora L(·) (1.45) na funkciju U1(S, L, V, I,Q,R) = S(t) +
L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t)− ln (I(t) + 1)− lnS(t)− lnL(t)− lnV (t), dobija se

L(U1(S, L, V, I,Q,R))

= Λ(k)− µ(k)N(t)− δ(k)I(t)−
(
βe(k) + (β(0)− βe(k)) e

−θ(k)t) I(t− τ)S(t)

(I(t) + 1)N(t)

+ (µ(k) + α(k) + ρi(k) + δ(k))
I(t)

I(t) + 1
+

1

2
σ2(t, k)

I2(t− τ)S2(t)

(I(t) + 1)2N2(t)

−
∫
Y

(
ln

(
1 + η(k, u)

I((t− τ)−)S(t−)

(I(t) + 1)N(t−)

)
− η(k, u)

I((t− τ)−)S(t−)

(I(t) + 1)N(t−)

)
λ(du)

−Λ(k)

S(t)
+
(
βe(k) + (β(0)− βe(k)) e

−θ(k)t) I(t− τ)

N(t)
+ µ(k) + l(k) + v(k)

−l1(k)
L(t)

S(t)
− v1(k)

V (t)

S(t)
− r1(k)

R(t)

S(t)
+
σ2(t, k)

2

I2(t− τ)

N2(t)

−
∫
Y

(
− ln

(
1 + η(k, u)

I((t− τ)−)

N(t−)

)
+ η(k, u)

I((t− τ)−)

N(t−)

)
λ(du)

−l(k)S(k)
L(t)

+ µ(k) + l1(k)− v(k)
S(k)

V (t)
+ µ(k) + v1(k)

≤ −Λ(k)

S(t)
− µ(k)N(t)−min{βe(k), β(0)}

Λ(k)

µ(k) + δ(k)

S(t)

(I(t) + 1)N(t)

+Λ(k) + 4µ(k) + α(k) + ρi(k) + δ(k) + l(k) + v(k) + l1(k) + v1(k)

+min{βe(k), β(0)}
Λ(k)

µ(k)
+
σ̄2(k)

2

(
Λ2(k)

µ2(k)
+

(µ(k) + δ(k))2

µ(k)2

)
+

∫
Y

1

2
η2(k, u)

Λ2(k)

µ2(k)
λ(du) + max{βe(k), β(0)}

µ(k) + δ(k)

Λ(k)
I(t− τ)

−l1(k)
L(t)

S(t)
− v1(k)

V (t)

S(t)
− l(k)

S(k)

L(t)
− v(k)

S(k)

V (t)
,

gde je primenjena Taylorova formula na funkciju ln(1 + x).
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Neka je U : [0,∞)× Γ× A→ R, definisana sa

U(t, S, L, V, I,Q,R, k) := U1(t, S, L, V, I,Q,R, k)

+max{βe(k), β(0)}µ(k)+δ(k)Λ(k)

t∫
t−τ

I(s)ds+ ω(k),

pri čemu će ω(k), k ∈ A biti određen u nastavku. Primenom operatora L(·) (1.45) na
U , dobija se

LU(S, L, V, I,Q,R, k) = LU1(S, L, V, I,Q,R, k)−
n∑
j=1

γijω(j)

+max{βe(k), β(0)}
µ(k) + δ(k)

Λ(k)
(I(t)− I(t− τ))

≤ −µ(k)N(t)−min{βe(k), β(0)}
Λ(k)

µ(k) + δ(k)

S(t)

(I(t) + 1)N(t)

−Λ(k)

S(t)
+ Λ(k) + 4µ(k) + α(k) + ρi(k) + δ(k) + l(k) + v(k)

+l1(k) + v1(k)− l1(k)
L(t)

S(t)
+ min{βe(k), β(0)}

Λ(k)

µ(k)

−v1(k)
V (t)

S(t)
+
σ̄2(k)

2

(
Λ2(k)

µ2(k)
+

(µ(k) + δ(k))2

µ(k)2

)
(5.18)

+

∫
Y

1

2
η2(k, u)

Λ2(k)

µ2(k)
λ(du)− l(k)

S(k)

L(t)
− v(k)

S(k)

V (t)

+max{βe(k), β(0)}
µ(k) + δ(k)

Λ(k)
I(t)−

n∑
j=1

γijω(j)

≤ −3 3

√
min{βe(k), β(0)}

Λ2(k)

µ(k) + δ(k)

µ2(k)

Λ(k) + µ(k)

−2
√
l(k)l1(k)− 2

√
v(k)v1(k)

+ϖ(k) + max{βe(k), β(0)}
µ(k) + δ(k)

Λ(k)
I(t)−

n∑
j=1

γijω(j)

= −R∗(k) + max{βe(k), β(0)}
µ(k) + δ(k)

Λ(k)
I(t)−

n∑
j=1

γijω(j),

gde je R∗(k) := 3 3

√
min{βe(k), β(0)} Λ2(k)

µ(k)+δ(k)
µ2(k)

Λ(k)+µ(k)
+ 2
√
l(k)l1(k) + 2

√
v(k)v1(k) −

ϖ(k),∀k ∈ A. Kako je lanac Markova A ireducibilan, to za R∗ = (R∗(1), . . . , R∗(n))T ,
postoji ω = (ω(1), . . . , ω(n))T tako da je zadovoljen sledeći Poissonov sistem

Υω =
n∑
i=1

π(i)R∗(i)(1, 1, . . . , 1)T −R∗,

odakle sledi da

−
n∑
j=1

γ(kj)ω(j)−R∗(k) = −
n∑
j=1

π(j)R∗(j), k ∈ {1, 2, . . . , n} .
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Zamenom poslednje jednakosti u (5.18), dobija se

LU(t, S, L, V, I,Q,R, k) ≤ −
n∑
k=1

π(k)R∗(k) + max
{
β(0), β̌e

} µ̌+ δ̌

Λ̂
I(t) (5.19)

≤ −
n∑
k=1

π(k)ϖ(k)
(
RS

0 − 1
)
+max

{
β(0), β̌e

} µ̌+ δ̌

Λ̂
I(t).

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do t i deljenjem sa t, dobija se

U(t, S, L, V, I,Q,R, k)− U(0, S, L, V, I,Q,R, k0)

t

≤ −
n∑
k=1

π(k)ϖ(k)
(
RS

0 − 1
)
+max

{
β(0), β̌e

} µ̌+ δ̌

Λ̂
⟨I(t)⟩

−1

t
M1(t) +

1

t
M2(t)−

1

t
M3(t) +

1

t
M4(t) (5.20)

gde su uvedene oznake

M1(t) =

t∫
0

σ(k, s)
S(s)I(s− τ)

(I(s) + 1)N(s)
dB(s), M2(t) =

1

t

t∫
0

σ(k, s)
I(s− τ)

N(s)
dB(s),

M3(t) =

t∫
0

∫
Y

(
ln

(
1 + η(k, u)

S(s−)I((s− τ)−)

(I(s−) + 1)N(s−)

))
Ñ(ds, du)

i

M4(t) =

t∫
0

∫
Y

(
ln

(
1 + η(k, u)

I((s− τ)−)

N(s−)

))
Ñ(ds, du).

Na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema 1.10), M1(t) i M2(t) su neprekidni
martingali. Pritom važi M1(0) = 0 i

lim sup
t→

⟨M1,M1⟩t
t

= lim sup
t→

∫ t
0
σ2(k, s) I2(s−τ)S2(s)

(I(s)+1)2N2(s)
ds

t
≤ σ̌

Λ̌2

µ̂2
<∞.

Primenom Leme 1.7, sledi

M1(t)

t
→ 0 s.i, kada t→ ∞. (5.21)

Na osnovu osobina Lévyjevog procesa (1.28), M3(t) i M4(t) su martingali. Pored toga,
M3(0) = 0 i

⟨M3,M3⟩t =
∫ t

0

∫
Y

(
ln

(
1 + η(k, u)

I((s− τ)−)S(s−)

(I(s) + 1)N(s−)

))2

λ(du)ds.

Primenom Pretpostavke 1, dobija se

ρM3(t) :=

∫ t

0

d ⟨M3,M3⟩s
(1 + s)2

=

∫ t

0

∫
Y

(
ln
(
1 + η(k, u) I((s−τ)

−)S(s−)
(I(s)+1)N(s−)

))2
λ(du)

(1 + s)2
ds

≤
∫ t

0

(
ln
(
1 + h µ̌

Λ̂

Λ̌
µ̂

))2 ∫
Y
λ(du)

(1 + s)2
ds <∞.
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Na osnovu Leme (1.8), sledi

M3(t)

t
→ 0, s.i, kada t→ ∞. (5.22)

Na osnovu istih argumenata kao u (5.21) i (5.22), zaključuje se da važi

M2(t)

t
→ 0,

M4(t)

t
→ 0, s.i, kada t→ ∞.

Kako je Λ̂
µ̌+δ̌

≤ S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t) ≤ Λ̌
µ̂
, t ≥ −τ , to je

U(S, L, V, I,Q,R, k) ≥ − ln(I(t) + 1)− lnS(t)− lnL(t)− lnV (t)− ω(k)

≥ −4 ln

(
Λ̌

µ̂
+ 1

)
− ω̌ :=M > −∞.

Izračunavanjem granične vrednosti obe strane nejednakosti (5.20) kada t → ∞ i
primenom prethodnih relacija, važi

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

I(s)ds ≥

n∑
k=1

π(k)ϖ(k)
(
RS

0 − 1
)

max
{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂

, s.i. (5.23)

Tada, na osnovu uslova RS
0 > 1, može se zaključiti da je

lim inf
t→∞

1

t

t∫
0

I(s)ds > 0 s.i.

Integracijom obe strane pete jednačine sistema (5.8) i deljenjem sa t, dobija se

Q(t)−Q(0)

t
=

1

t

t∫
0

α(k)I(s) ds− 1

t

t∫
0

(µ(k) + ρq(k))Q(s) ds.

Izračunavanjem granične vrednosti obe strane prethodne jednakosti kada t → ∞ i
primenom (5.23) i ograničenosti Q(t), Q(0), sledi

lim inf
t→∞

1
t

t∫
0

Q(s)ds ≥ lim inf
t→∞

1
(µ̌+ρ̌q)t

t∫
0

(µ(k) + ρq(k))Q(s) ds

= lim inf
t→∞

1
(µ̌+ρ̌q)t

t∫
0

α(k)I(s) ds

≥ α̂
(µ̌+ρ̌q)t

lim inf
t→∞

∫ t
0
I(s) ds

≥
α̂

n∑
k=1

π(k)ϖ(k)(RS0−1)

(µ̌+ρ̌q)
(
max{β(0),β̌e} µ̌+δ̌

Λ̂

) > 0, s.i.

(5.24)

Slično, kada su klase I i Q perzistentne u srednjem s.i, tada će klasa R takođe biti
perzistentna u srednjem s.i. Zaista, integracijom obe strane šeste jednačine sistema
(5.8) i zatim deljenjem sa t, dobija se da

R(t)−R(0)

t
=

1

t

t∫
0

ρi(k)I(s) ds+
1

t

t∫
0

ρq(k)Q(s) ds−
1

t

t∫
0

(µ(k) + r1(k))R(s) ds.
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Izračunavanjem granične vrednosti obe strane prethodne jednakosti kada t → ∞ i
primenom (5.23) i (5.24) i ograničenosti rešenja, sledi

lim inf
t→∞

1
t

t∫
0

R(s)ds ≥ lim inf
t→∞

1
(µ̌+ř1)t

t∫
0

(µ(k) + r1(k))R(s) ds

≥

(
ρ̂i+ρ̂q

α̂
µ̌+ρ̌q

) n∑
k=1

π(k)ϖ(k)(RS0−1)

(µ̌+ř1)max{β(0),β̌e} µ̌+δ̌
Λ̂

> 0,

s.i. čime je dokaz prvog dela kompletan.
2. Dokaz drugog dela teoreme je sličan dokazu prvog dela, pa je izostavljen. △

Napomena 5.3 Pod uslovima Teoreme (5.3), kako važi

lim sup
t→∞

1

t

t∫
0

I(s)ds ≤ Λ̌

µ̂
, lim sup

t→∞

1

t

t∫
0

Q(s)ds ≤ Λ̌

µ̂
, lim sup

t→∞

1

t

t∫
0

R(s)ds ≤ Λ̌

µ̂
, s.i,

na osnovu Definicije 1.50 se može zaključiti da je bolest čija je dinamika opisana si-
stemom (5.8) stohastički postojana.

5.1.6 Numeričke simulacije

Kako bi se ilustrovali teorijski rezultati Teorema 5.2 i 5.3 u ovom podpoglavlju su
prikazane numeričke simulacije urađene na osnovu podataka iz realnog života.

U Tabeli 5.1 su prikazane realne vrednosti parametara modela širenja virusa SARS-
CoV-2 koje su izvedene na osnovu podataka Svetske zdravstvene organizacije (videti
[76]), preuzete iz literature gde su procenjene različitim statističkim metodama (videti
[169–179]) ili racionalno pretpostavljene.

Simbol Opis Rang
Λ broj novorođenih (0,∞)
β stopa transmisije (0.2, 1.5)
θ brzina reverzije (0,∞)
l stopa prelaza iz S u L klasu (0, 1)
l1 stopa prelaza iz L u S klasu (0, 1)
v stopa vakcinacije (0, 0.24)
v1 stopa gubljenja imuniteta dobijenog vakcinacijom (1/1825, 1/90)
r1 stopa gubljenja imuniteta dobijenog nakon bolesti (1/1825, 1/90)
α stopa prelaza iz S u L klasu (0, 1)
ρi stopa oporavka za inficirane osobe (1/30, 1/3)
ρq stopa oporavka za osobe u karantinu (1/30, 1/3)
δ stopa smrtnosti od bolesti (0.0001, 0.1)
µ prirodna stopa smrtnosti (0.033, 0.77)
τ inkubacioni period (2, 14)

Tabela 5.1: Rang vrednosti parametara modela (5.8)

Rezultati dokazani u Teoremama 5.2 i 5.3 ilustrovani su za vrednosti parametara
i početne vrednosti date u Tabeli 5.2. Sve simulacije su izvedene pod pretpostavkom

172



5.1 Dinamička analiza stohastičkog epidemiološkog modela

dnevne skale i veličine populacije date u milionima. Ovde je fokus bio na stopi preno-
sa modela (5.8), za čiju se srednju vrednost βe pretpostavlja da može imati različite
vrednosti podrežima jer je u stvarnosti osetljivija na fluktuacije u okruženju od ostalih
parametara. U simulacijama smo pretpostavili da svi parametri modela, osim stope
prenosa, imaju iste vrednosti u svim podrežimima, koje su date u Tabeli 5.2.

Λ θ µ l l1 v v1 r1
Iskorenjivanje bolesti 0.05 0.01 0.045 0.8 0.015 0.007 0.005
Perzistentnost bolesti 0.05 0.01 0.05 0.02 0.8 0.015 0.011 0.011

α ρi ρq δ
Iskorenjivanje bolesti 0.55 0.025 0.025 0.005
Perzistentnost bolesti 0.3 0.03 0.03 0.0005

S(0) L(0) V (0) I(0) Q(0) R(0) β(0)
Iskorenjivanje bolesti 0.7 0.025 0.05 0.1 0.07 0.055 0.48
Perzistentnost bolesti 1 0.0002 0.2 0.003 0.001 0.3 0.7

Tabela 5.2: Vrednosti parametara i početne vrednosti modela uzete u simulacijama

Na Slici 5.1 je ilustrovan je rezultat dokazan u Teoremi 5.2 s parametrima modela
i početnim uslovima datim u Tabeli 5.2. Ovde važi pretpostavka da je a(t) neprekidan
zdesna lanac Markova koji ima vrednosti u konačnom prostoru stanja A = {1, 2, 3, 4, 5}.
Stanja režima srednje vrednosti stope transmisije βe, parametra l i intenziteta šumova
odabrane su na sledeći način:

1. βe(1) = 0.4, σ̄(1) = 0.1, η(1) = 0.2, l(1) = 0.07;

2. βe(2) = 0.6, σ̄(2) = 0.25, η(2) = 0.45, l(2) = 0.1;

3. βe(3) = 0.45, σ̄(3) = 0.25, η(3) = 0.2, l(3) = 0.08;

4. βe(4) = 0.4, σ̄(4) = 0.15, η(4) = 0.25, l(4) = 0.04;

5. βe(5) = 0.35, σ̄(5) = 0.2, η(5) = 0.15, l(5) = 0.

Analizom odabranih vrednosti parametara po režimima može se uočiti jasna dinamika
u odgovoru na širenje infekcije. U početnoj fazi (režim 1), evidentan je porast broja
inficiranih, što se može povezati sa nedovoljnom stopom vakcinacije i slabim preventiv-
nim merama. Kao odgovor na pogoršanje epidemiološke situacije, u režimu 2 dolazi do
povećanja preventivnih mera, što je izraženo kroz višu vrednost parametra l(2), koji
može predstavljati intenzitet sprovođenja mera poput zatvaranja (lockdown). U skladu
sa smanjenjem broja aktivnih infekcija, koje je rezultat primenjenih intervencija, u na-
rednim režimima dolazi do smanjenja vrednosti parametra l, što ukazuje na postepeno
ublažavanje mera i prelazak u stabilniju fazu epidemije.

Uzimajući u obzir da parametar l zavisi od trenutnog stadijuma infekcije u kome
se sistem nalazi, opravdano je postaviti pretpostavku da prelazak npr. iz stanja 3 i 4 u
stanje 1 i 2, nije moguć. Zbog toga, odabrana je generatorska matrica oblika

Υ =


−1/10 1/10 0 0 0

0 −1/30 1/30 0 0
0 0 −1/30 1/30 0
0 0 0 −1/40 1/40

1/30 0 0 0 −1/30


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Generatorska matrica je konstruisana na osnovu empirijskih pretpostavki koje uzimaju
u obzir da se stopa prenosa virusa ne menja trenutno, već da sistem zadržava odre-
đeno stanje tokom izvesnog vremenskog perioda pre nego što pređe u sledeće. Ova
osobina odražava prirodu bioloških procesa infekcije, pri čemu svaka faza bolesti ima
svoju karakterističnu dužinu trajanja, za razliku od sistema tipičnih za oblasti kao što
su telekomunikacije ili širenje računarskih virusa, gde su prelazi između stanja brzi i
gotovo trenutni. Takav pristup omogućava realističnije prikazivanje dinamike bolesti
kroz različite faze infekcije.

Ovakav izbor parametara modela zadovoljava uslov Teoreme 5.2, pa se, na osnovu
rezultata Teoreme 5.2, može se zaključiti da će bolest biti iskorenjena sa verovatnoćom
jedan. Grafici na Slici 5.1 potvrđuju ove teorijske rezultate.
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Slika 5.1: Iskorenjivanje bolesti - Trajektorije modela (5.8) (crvena) i njegovog ekviva-
lenta koji ne sadrži Brownovo kretanje i Poissonov proces (plava).

Na Slici 5.2 je ilustrovan je rezultat dokazan u Teoremi 5.3 s parametrima modela i
početnim uslovima datim u Tabeli 5.2. Kao i u prvom primeru, važi pretpostavka da je
a(t) neprekidan zdesna lanac Markova koji ima vrednosti u konačnom prostoru stanja
A = {1, 2, 3, 4, 5}. Stanja režima srednje vrednosti stope transmisije βe i intenziteta
šumova su

1. βe(1) = 0.75, σ̄(1) = 0.3, η(1) = 0.1;

2. βe(2) = 0.9, σ̄(2) = 0.2, η(2) = 0.05;

3. βe(3) = 0.5, σ̄(3) = 0.15, η(3) = 0.025;

4. βe(4) = 0.68, σ̄(4) = 0.12, η(4) = 0.03;

5. βe(5) = 0.8, σ̄(5) = 0.1, η(5) = 0.01.

Za ovakav odabir režima pretpostavlja se da su sva stanja međusobno dostižna u jednom
koraku i da se sistem zadržava u svakom stanju određeni vremenski period, što je
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opisano generatorskom matricom

Υ =


−4/400 1/400 1/400 1/400 1/400
1/300 −4/300 1/300 1/300 1/300
1/300 1/300 −4/300 1/300 1/300
1/400 1/400 1/400 −4/400 1/400
1/300 1/300 1/300 1/300 −4/300


Takav izbor parametara modela zadovoljavaju prvi uslov Teoreme 5.3. Na osnovu Teo-
reme 5.3, sistem (5.8) je strogo perzistentan u srednjem, što je potvrđeno i numeričkim
rezultatima prikazanim na Slici 5.2.
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Slika 5.2: Perzistentnost bolesti - Trajektorije modela (5.8) (crvena) i njegovog ekviva-
lenta koji ne sadrži Brownovo kretanje i Poissonov proces (plava).

5.1.7 Zaključak

U ovom poglavlju je predstavljen stohastički epidemiološki model sa kašnjenjem
(5.8) koji može biti primenjen za modeliranje širenja virusa SARS-CoV-2, nakon ka-
libracije. Slučajnost iz okruženja je uključena u stopu prenosa, pod pretpostavkom
da stopa prenosa zadovoljava mean-reverting Ornstein-Uhlenbeckovu SDJ. Pored stan-
dardnog Brownovog kretanja, u model su uključena još dva procesa kojima su opisani
slučajni uticaji iz okruženja: stacionarni Poissonov proces i lanac Markova sa konač-
nim brojem stanja. Dokazano je postojanje globalnog pozitivnog rešenja konstruisanog
stohastičkog epidemiološkog modela i utvrđeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje i per-
zistentnost bolesti. Dokazano je da će bolest biti iskorenjena ako je R∗

1 < 1. S druge
strane, ako je RS

0 > 1 ili RS∗
0 > 1, bolest će biti perzistentna u populaciji.

Iz oblika za R∗
1, R

S
0 i RS∗

0 može se zaključiti da beli šum i Poissonov proces imaju
pozitivan efekat na suzbijanje bolesti. Naime, veći intenziteti belog šuma σ i procesa
Lévyja η dovode do iskorenjivanja bolesti. Zamenom identiteta

σ̄(k) =
ξ(k)√
2θ(k)

, k ∈ A,
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u izraze R∗
1, R

S
0 i RS∗

0 , može se utvrditi da su R∗
1, R

S
0 i RS∗

0 rastuće funkcije po ξ i
opadajuće funkcije po θ, što implicira da manji intenzitet volatilnosti ξ(k), k ∈ A,
odnosno veća brzina reverzije θ(k), k ∈ A, može doprineti da bolest bude perzistentna.
Međutim, telegrafski šum ima negativan efekat na suzbijanje bolesti. To znači da, čak
i ako je bolest perzistentna samo u jednom režimu dok u ostalim režimima dolazi do
iskorenjivanja bolesti, na kraju će bolest imati priliku da opstane u populaciji.

Stohastički model razmatran u ovom poglavlju pruža nova saznanja o epidemio-
loškim situacijama kada se razmatraju različite vrste šumova iz okruženja. Prisustvo
belog šuma, telegrafskog šuma, Lévyjevih skokova i vremenskog kašnjenja pruža doda-
tan nivo realističnosti modelu čime se bolje opisuju epidemiološke karakteristike i način
širenja epidemije u poređenju sa postojećim modelima. Pokazano je da kombinacija ovih
perturbacija sa vremenskim kašnjenjem u epidemiološkom modelu ima značajan uticaj
na perzistentnost i iskorenjivanje infekcije i obogaćuje dinamiku modela.

U nastavku će biti upoređeni dinamički rezultati sledećih stohastičkih verzija mo-
dela:

• Prvi model je stohastički model u kojem je koeficijent prenosa oblika β → βe(a(t))
i parametri modela mogu menjati režim (model ne sadrži beli šum ili proces
Lévyja):

dS(t) =
(
Λ(a(t))− βe(a(t))

N(t)
I(t− τ)S(t)− (l(a(t)) + v(a(t)))S(t)

−µ(a(t))S(t) + l1(a(t))L(t) + v1(a(t))V (t) + r1(a(t))R(t)) dt,
dL(t) = (l(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + l1(a(t)))L(t)) dt,
dV (t) = (v(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + v1(a(t)))V (t)) dt,

dI(t) =
(
βe(a(t))
N(t)

I(t− τ)S(t)− (α(a(t)) + ρi(a(t)) + µ(a(t)))I(t)

−δ(a(t)))I(t)) dt,
dQ(t) = (α(a(t))I(t)− (µ(a(t)) + ρq(a(t)))Q(t)) dt,
dR(t) = (ρi(a(t))I(t) + ρq(a(t))Q(t)− (µ(a(t)) + r1(a(t)))R(t)) dt,

Trajektorije ovog modela ilustrovane su narandžastom bojom na Slikama 5.3 and
5.4.

• Kako bi se bolje opisale epidemiološke karakteristike bolesti, u drugom modelu
je odabrana stopa prenosa β oblika β → βe(a(t)) + (β(0)− βe(a(t))) e

−θ(a(t))t i
pretpostavlja se da parametri modela mogu menjati režime, odnosno, drugi model
je oblika

dS(t) =
(
Λ(a(t))− βe(a(t))+(β(0)−βe(a(t)))e−θ(a(t))t

N(t)
I(t− τ)S(t)

− (l(a(t)) + v(a(t)) +−µ(a(t)))S(t) + l1(a(t))L(t) + v1(a(t))V (t)
+r1(a(t))R(t)) dt,

dL(t) = (l(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + l1(a(t)))L(t)) dt,
dV (t) = (v(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + v1(a(t)))V (t)) dt,

dI(t) =
(
βe(a(t))+(β(0)−βe(a(t)))e−θ(a(t))t

N(t)
I(t− τ)S(t)− (α(a(t)) + ρi(a(t)))I(t)

−(µ(a(t)) + δ(a(t)))I(t)) dt,
dQ(t) = (α(a(t))I(t)− (µ(a(t)) + ρq(a(t)))Q(t)) dt,
dR(t) = (ρi(a(t))I(t) + ρq(a(t))Q(t)− (µ(a(t)) + r1(a(t)))R(t)) dt,

Trajektorije ovog modela su ilustrovane plavom bojom na Slikama 5.3 and 5.4.
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• Treći model je stohastički model u kojem stopa prenosa β zadovoljava OU jedna-
činu (5.3), a parametri modela mogu menjati režim. Ovaj model koji, za razliku
od modela razmatranog u radu, ne sadrži skokove Lévyja, je oblika:

dS(t) =
(
Λ(a(t))− βe(a(t))+(β(0)−βe(a(t)))e−θ(a(t))t

N(t)
I(t− τ)S(t)

− (l(a(t)) + v(a(t) + µ(a(t))))S(t) + l1(a(t))L(t) + v1(a(t))V (t)

+r1(a(t))R(t)) dt− σ(a(t),t)
N(t)

I(t− τ)S(t) dB(t),

dL(t) = (l(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + l1(a(t)))L(t)) dt,
dV (t) = (v(a(t))S(t)− (µ(a(t)) + v1(a(t)))V (t)) dt,

dI(t) =
(
βe(a(t))+(β(0)−βe(a(t)))e−θ(a(t))t

N(t)
I(t− τ)S(t)− (α(a(t)) + ρi(a(t)))I(t)

−(µ(a(t)) + δ(a(t)))I(t)) dt+ σ(a(t),t)
N(t)

I(t− τ)S(t) dB(t),

dQ(t) = (α(a(t))I(t)− (µ(a(t)) + ρq(a(t)))Q(t)) dt,
dR(t) = (ρi(a(t))I(t) + ρq(a(t))Q(t)− (µ(a(t)) + r1(a(t)))R(t)) dt,

Trajecktorije ovog model su ilustrovane ljubičastom bojom na Slikama 5.3 i 5.4.

• Četvrti model je (5.8), razmatran u ovom poglavlju, i trajektorije ovog modela
su ilustrovane crvenom bojom na Slikama 5.3 i 5.4.

Trajektorije prethodno navedenih verzija modela prikazane na Slikama 5.3 i 5.4 su do-
bijene korišćenjem istih vrednosti parametara modela, početnih vrednosti, intenziteta
belog šuma i generatorske matrice lanca Markova kao u ilustraciji rezultata o perzi-
stentnosti u Podpoglavlju 5.1.6. Ovde intenzitet Lévyjevog procesa ima pet podrežima
η(1) = 0.1, η(2) = 0.05, η(3) = −0.025, η(4) = 0.03, i η(5) = 0.01.
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Slika 5.3: Dinamičko ponašanje različitih verzija modela (5.8).

Kako bi se bolje ilustrovalo poređenje ovih modela, na Slici 5.4 je prikazana klasa
inficiranih.

Trajektorije drugog modela, koji po definiciji ima mean-reverting osobinu, veoma
su slične trajektorijama prvog modela. Međutim, ovo nije dovoljno poboljšanje jer ovaj
model ne opisuje slučajne uticaje iz okruženja. Iz tog razloga su u model uvedene
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Stacionarna raspodela stohastičkog epidemiološkog modela sa skokovima Lévyja,
kašnjenjem i promenama režima
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Slika 5.4: Dinamičko ponašanje klase I(t) različitih verzija modela (5.8).

perturbacije. Trajektorije trećeg modela, u koji su uključene slučajnost iz okruženja,
osciluju oko trajektorija drugog (plavog) modela. Ovo čini treći model realističnijim
u poređenju sa drugim. Prednosti četvrtog modela ogledaju se u činjenici da četvrti
model omogućava opisivanje iznenadnih i značajnih povećanja broja inficiranih osoba
pomoću Poissonovog procesa, što nije moguće kod trećeg modela koji sadrži samo beli
šum. Na Slici 5.4, upoređujući trajektorije trećeg i četvrtog modela, u trećem režimu
možemo videti uticaj Poissonovog skoka koji dovodi do porasta broja zaraženih osoba,
što može biti posledica većeg okupljanja ljudi na raznim događajima kao što su koncerti,
utakmice i drugi. U četvrtom režimu uticaj skokova dovodi do smanjenja broja zaražene
populacije, što, na primer, može biti posledica uvođenja obaveznih preventivnih mera.

Nedostatak modela je pretpostavka da je promena vrednosti parametara modela
opisana lancem Markova sa konačnim skupom stanja. Realističnija pretpostavka bi bi-
la modelirati prelaz iz jednog podrežima u drugi ne-Markovskim procesom. Stoga se
model može poboljšati uvođenjem ne-Markovskog lanca za modeliranje prelaza izme-
đu podrežima sa nekom funkcijom raspodele perioda između dva prelaza. Još jedno
poboljšanje modela bi bilo uvođenje pretpostavke da verovatnoće prelaza iz jednog
podrežima u drugi zavise od broja zaraženih pojedinaca. Osim toga, složenost mode-
la, odnosno, veliki broj parametara modela može dovesti do neadekvatnih rezultata u
kalibraciji i oceni parametara modela. Iz tog razloga posebnu pažnju treba posvetiti
oceni parametara modela. Takođe, vremensko kašnjenje može se modelirati određenom
determinističkom funkcijom ili slučajnom promenljivom, a ne konstantom.

5.2 Stacionarna raspodela stohastičkog epidemiološkog
modela sa skokovima Lévyja, kašnjenjem i prome-
nama režima

U ovom poglavlju će biti razmatrano postojanje stacionarne raspodele segment
procesa sistema (5.8), koji je opisan u Poglavlju 5.1. Ovde se ispituje postojanje sta-
cionarne raspodele segment procesa sitema (5.8) koji je proces Markova, jer rešenje
sitema (5.8) zavisi od stanja iz prošlosti tj. nije proces Markova, pa samim tim nema
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stacionarnu raspodelu. Model (5.8) sadrži slučajnost kroz Brownovo kretanje, lanac
Markova i Lévyjeve skokove. Kao i u Podpoglavlju 4.2.4, u ispitivanju postojanja sta-
cionarne raspodele modela (5.8), ne može se primeniti teorija iz [13], jer se ona odnosi
na stohastičke jednačine koje uključuju samo Brownovo kretanje. Zbog toga će ovde
najpre biti pokazano da je segment proces sistema (5.8) proces Markova, a potom će
biti primenjena Lema 1.9.

Teorema 5.4 Neka važi Pretpostavka 1 i neka je (X(t), a(t)) = (S(t), L(t), V (t), I(t),
Q(t), R(t), a(t)) , t ≥ −τ , rešenje sistema (5.8) sa proizvoljnom početnom vrednošću
(S(ζ), L(ζ), V (ζ), I(ζ), Q(ζ), R(ζ), a(ζ)) ∈ L1([−τ, 0] ,Γ × A). Tada je {(Xt, a(t))}t≥0,
proces Markova sa verovatnoćama prelaza p(s, (ξ, i); t, dy × {j}) gde je

P((Xs,(ξ,i)
t , a(s)) ∈ B × A1) :=

∑
j∈A1

∫
B

p(s, (ξ, i); t, dy × {j}),

za B ∈ B(Dτ ), (ξ, i) ∈ Dτ × A,Dτ := L1([−τ, 0],Rn), i A1 ⊂ A, gde je Xs,(ξ,i)
t segment

proces rešenja jednačine (5.8) za t ≥ s, sa početnom vrednošću X(θ) = ξ(θ), θ ∈ [s−τ, s]
i a(s) = i ∈ A.

Dokaz. Ova teorema će biti dokazana primenom dokaza Teoreme 1.22 i Leme 1.1.
Na osnovu Poglavlja 1 u [19], lanac Markova a(t), čija je generatorska matrica Υ =

{γij}n×n, se može predstaviti u obliku stohastičkog integrala u odnosu na Poissonovu
slučajnu meru. Neka su ∆ij uzastopni, levo zatvoreni, desno otvoreni intervali realne
prave dužine γij oblika

∆12 := [0, γ12),

∆13 := [γ12, γ12 + γ13),
...

∆1n :=

[
n−1∑
j=2

γ1j,
n∑
j=2

γ1j

)
,

∆21 :=

[
n∑
j=2

γ1j,

n∑
j=2

γ1j + γ21

)
,

∆23 :=

[
n∑
j=2

γ1j + γ21,

n∑
j=2

γ1j + γ21 + γ23

)
,

...

∆2n :=

[
n∑
j=2

γ1j +
n−1∑

j=1,j ̸=2

γ2j,
n∑
j=2

γ1j +
n∑

j=1,j ̸=2

γ2j

)

i tako dalje. Definiše se funkcija r : A× R → R sa

r(i, y) :=

{
j − i, ako y ∈ ∆ij,
0, u suprotnom.

Tada važi
da(t) =

∫
R
r(a(t−), y)ν(dt, dy),
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sa početnim uslovom a(0) = i0, gde je ν(dt, dy) Poissonova slučajna mera sa intenzite-
tom dt× ϱ(dy), i ϱ Lebesgueova mera na R. Odavde je

as,i(t) = i+

∫ t

s

∫
R
r(as,i(u−), y)ν(du, dy), (5.25)

za 0 ≤ s ≤ t < ∞ i i ∈ A. Zbog nezavisnosti lanca Markova a(·) od Brownovog
kretanja B(·) i kompenzovanog Poissonovog procesa Ñ(·, V ), V ⊂ Y , važi i nezavisnost
Poissonove slučajne mere ν(dt, dy) od B(·) i Ñ(·, V ), V ⊂ Y .

Neka je Gs := σ{B(u) − B(s), Ñ(u, V ) − Ñ(s, V ), ν(u, U) − ν(s, U), u ≥ s, U ∈
B(R), V ⊂ Y }. Kako je Fs := σ{B(s), Ñ(s, V ), ν(s, U), s ≥ 0, U ∈ B(R), V ⊂ Y },
očigledno je Gs nezavisno od Fs i Ft ∩ Gs, t ≥ s, nezavisno od Fs. Pored toga,
(X

s,(ξ,i)
t , as,i(t)) zavisi od priraštaja B(u)−B(s), Ñ(u, V )− Ñ(s, V ), ν(u, U)− ν(s, U)

za t ≥ u ≥ s, pa je (X
s,(ξ,i)
t , as,i(t)) Ft ∩Gs merljiv. Dakle, (Xs,(ξ,i)

t , as,i(t)) je nezavisan
od Fs. Sa druge strane je (Xt, a(t)) = (X

s,(Xs,a(s))
t , as,a(s)(t)) jer (Xt, a(t)) zadovoljava

jednačine (5.8) i (5.25). Prema tome, za svako B ∈ B(Dτ ), A1 ⊂ A, primenom Leme
1.1 gde je h̄((ξ, i), ω) := I{(Xs,(ξ,i)

t , as,i(t)) ∈ B × A1} = IB×A1(X
s,(ξ,i)
t , as,i(t)), sledi

P((Xt, a(t)) ∈ B × A1|Fs) =
∑
j∈A1

P((Xt, a(t)) ∈ B × {j}|Fs)

=
∑
j∈A1

E(IB×{j}(Xt, a(t))|Fs)

=
∑
j∈A1

E(IB×{j}(X
s,(Xs,a(s))
t , as,a(s)(t))|Fs)

=
∑
j∈A1

E(IB×{j}(X
s,(ξ,i)
t , as,i(t)))|ξ=Xs,i=a(s)

=
∑
j∈A1

P(s, (Xs, a(s)); t, B × {j})

= P(s, (Xs, a(s)); t, B × A1),

gde je primenjena Teorema 1.40. Ovim je dokaz kompletan. △
Sledeća Lema će biti korišćena u dokazu glavnog rezultata.

Lema 5.1 ([180], Posledica 6.4.5) Diferencijabilna funkcija f : I → R, I ⊆ Rn je
Lipschitzova na I ako i samo ako je f ′ ograničena na I. Specijalno, ako je f ′ nepre-
kidna na I, tada je f Lipschitzova na svakom kompaktnom podskupu (tj. zatvorenom,
ograničenom podintervalu) od I.

Teorema 5.5 Neka važi Pretpostavka 1 i neka je (X(t), a(t)) = (S(t), L(t), V (t), I(t),
Q(t), R(t), a(t)) , t ≥ −τ , rešenje sistema (5.8) sa proizvoljnom početnom vrednošću
(S(ζ), L(ζ), V (ζ), I(ζ), Q(ζ), R(ζ), a(ζ)) ∈ L1([−τ, 0] ,Γ× A). Ako je

RS
0 > 1, (5.26)

tada (Xt, a(t)) ima jedinstvenu ergodičku stacionarnu raspodelu.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 5.4, (Xt, a(t)) je proces Markova. Prvo će biti pokazano da
(Xt, a(t)) ima svojstvo Fellera, prateći postupak Leme 3.2 iz [181]. Neka je r proizvoljan
pozitivan ceo broj i proces z(Xt, a(t)), t ≥ 0, θ ∈ [−τ, 0] definisan na sledeći način

z(Xt, a(t)) := Xt(θ)I{|Xt(θ)|≤r}.
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Za dato r > 0, koeficijenti procesa Xt(θ)I{|Xt(θ)|<r} zadovoljavaju globalni Lipschitzov
uslov. Neka je τr prvi trenutak u kom proces Xt(θ) izlazi iz lopte B(0, r), τr = inf{t :
Xt(θ) /∈ B(0, r), θ ∈ [−τ, 0]}. Za svaku ograničenu Lipschitzovu funkciju f definisanu
na Rn

+ × A, za koju je |f(z1)− f(z2)| ≤ K|z1 − z2|, važi

|Ef(Xx0
t (θ), ax0(t))− Ef(Xy0

t (θ), ay0(t))|
= |E(f(Xx0

t (θ), ax0(t))− f(Xy0
t (θ), ay0(t)))|

≤ KE(|Xx0
t (θ)−Xy0

t (θ)|)
= KE(|Xx0

t (θ)I{|Xx0
t (θ)|≤r} +Xx0

t (θ)I{|Xx0
t (θ)|>r}

−Xy0
t (θ)I{|Xy0

t (θ)|≤r} −Xy0
t (θ)I{|Xy0

t (θ)|>r}|)
≤ 2KE(|Xx0

t (θ)I{|Xx0
t (θ)|≤r} −Xy0

t (θ)I{|Xy0
t (θ)|≤r}|)

+2KE(|Xx0
t (θ)I{|Xx0

t (θ)|>r} −Xy0
t (θ)I{|Xy0

t (θ)|>r}|)
=: I1 + I2, (5.27)

gde su Xx0
t (θ) i Xy0

t (θ) vrednosti segment procesa rešenja sistema (5.8) čije su početne
vrednosti x0 i y0, redom. Neka je Xx0

t := x0+
∫ t
0
b(Xx0

t , a(t))dt+
∫ t
0
σ(Xx0

t , a(t))dB(t)+∫ t
0

∫
Y
γ(Xx0

t , u)Ñ(dt, du). Kako je b(Xx0
t (θ)I{|Xx0

t (θ)|≤r}, a(t)) Lipschitzova funkcija sa
koeficijentom Kr, na osnovu Grönwall–Bellmanove nejednakosti (Teorema 1.47), sledi

I1 = 2KE

(
|x0 − y0|+

∫ t

0

[
b(Xx0

t (θ)I{|Xx0
t (θ)|≤r}, a(t))− b(Xy0

t (θ)I{|Xy0
t (θ)|≤r}, a(t))

]
dt

+

∫ t

0

[
σ(Xx0

t (θ)I{|Xx0
t (θ)|≤r}, a(t))− σ(Xy0

t (θ)I{|Xy0
t (θ)|≤r}, a(t))

]
dB(t)

+

∫ t

0

∫
Y

[
γ(Xx0

t (θ)I{|Xx0
t (θ)|≤r}, u)− γ(Xy0

t (θ)I{|Xy0
t (θ)|≤r}, u)

]
Ñ(dt, du)

)
= 2KE

(
|x0 − y0|+

∫ t

0

[
b(Xx0

t (θ)I{|Xx0
t (θ)|≤r}, a(t))− b(Xy0

t (θ)I{|Xy0
t (θ)|≤r}, a(t))

]
dt

≤ 2KE

(
|x0 − y0|+

∫ t

0

Kr(X
x0
t (θ)I{|Xx0

t (θ)|≤r} −Xy0
t (θ)I{|Xy0

t (θ)|≤r})dt

≤ |x0 − y0|φ(t, θ, r), (5.28)

pri čemu je φ(t) deterministička funkcija argumenata t, θ i r. Kako je S(t) + L(t) +

V (t) + I(t) +Q(t) +R(t) ≤ Λ̌
µ̂

uniformno ograničeno, odnosno, za svako ε > 0, postoji
dovoljno veliko r > 0, tako da je

I2 ≤ 4KE(|Xy0
t (θ)I{|Xy0

t (θ)|>r}|) ≤ ε. (5.29)

Na osnovu nejednakosti (5.27), (5.28), (5.29), za svaku ograničenu Lipschitzovu funkciju
f na Rn

+ × A, važi

|Ef(Xx0
t (θ), ax0(t))− Ef(Xy0

t (θ), ay0(t))| → 0, kada x0 → y0.

Na osnovu Leme 5.1 važi da je klasa beskonačno diferencijabilnih funkcija koje nestaju
van ograničenog skupa podklasa klase ograničenih Lipschitzovih funkcija, što implicira
da

|Ef(Xx0
t (θ), ax0(t))− Ef(Xy0

t (θ), ay0(t))| → 0, kada x0 → y0,
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za svaku beskonačno diferencijabilnu funkciju f : Rn
+×A koja nestaje van ograničenog

skupa. Na osnovu Leme 1.3, sledi da

|Ef(Xx0
t (θ), ax0(t))− Ef(Xy0

t (θ), ay0(t))| → 0, kada x0 → y0,

za svaku neprekidnu funkciju f na Rn
+ × A. Ovo implicira da proces (Xt, a(t)) ima

svojstvo Fellera.
U nastavku će biti konstruisan kompaktan skup D za koji je

lim inf
t→∞

1
t

∫ t
0
P(s, (Xs, a(s)), D)ds > 0, s.i,

gde je P(t, (Xt, a(t)), D) verovatnoća da (Xt, a(t)) pripada skupu D, što, na osnovu
Leme 1.9 implicira da (Xt, a(t)) ima jedinstvenu ergodičku stacionarnu raspodelu. Neka
je C2-funkcija W (t,Xt, k) definisana na sledeći način

W (t,Xt, k) := M (S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t)− ln (I(t) + 1)− lnS(t)

− lnL(t)− lnV (t) + max{βe(k), β(0)}µ(k)+δ(k)Λ(k)

t∫
t−τ

I(s)ds+ ω(k)

)
+1

2
(S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t))2

− lnS(t)− lnL(t)− lnV (t)− lnQ(t)− lnR(t),

pri čemu je M dovoljno velika pozitivna konstanta koja zadovoljava

−Mψ + A1 ≤ −2, (5.30)

ψ i A1 su definisani izrazima

ψ :=
n∑
k=1

π(k) (Λ(k) + 4µ(k) + α(k) + ρi(k) + δ(k) + l(k) + v(k) + l1(k) + v1(k)

+min{βe(k), β(0)}Λ(k)
µ(k)

+ σ̄2(k)
2

(
Λ2(k)
µ2(k)

+ (µ(k)+δ(k))2

µ2(k)

)
+
∫
Y

1
2
η2(k, u)Λ

2(k)
µ2(k)

λ(du)

)
(
RS

0 − 1
)
,

A1 := sup
Xt

{
−1

2
µ̂S2(t)− 1

2
µ̂L2(t)− 1

2
µ̂V 2(t)− 1

2
(µ̂+ δ̂)I2(t)− 1

2
µ̂Q2(t)

−1
2
µ̂R2(t) + C2 − Λ̂

S(t)
− l̂S(t)

L(t)
− v̂ S(t)

V (t)
− α̂ I(t)

Q(t)
− ρ̂i

I(t)
R(t)

+
max{β̌e,β(0)}

N(t)
I(t− τ) + ľ + v̌ + 5µ̌+ σ̌2

2N2(t)
I2(t− τ)

+
∫
Y

1
2
η̌2(u) Λ̌

2

µ̂2
λ(du) + ľ1 + v̌1 + ρ̌q + ř1

}
,

(5.31)

C2 := max
Xt

{
Λ̌ (S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t))− 1

2
µ̂S2(t)− 1

2
µ̂L2(t)

−1

2
µ̂V 2(t)− 1

2
(µ̂+ δ̂)I2(t)− 1

2
µ̂Q2(t)− 1

2
µ̂R2(t)

}
,

i ω(k) = (ω1, . . . , ωn)
T (k), k ∈ A će biti definisano u nastavku. Kako je d2W (t,Xt, k) >

0, postoji minimum funkcije W (t,Xt, k). Neka je W (t0, Xt0 , k0) minimum funkcije W ,
i neka je W̃ (t,Xt, k) nenegativna C2-funkcija definisana na sledeći način

W̃ (t,Xt, k) := M (S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t)− ln (I(t) + 1)− lnS(t)

− lnL(t)− lnV (t) + max{βe(k), β(0)}µ(k)+δ(k)Λ(k)

t∫
t−τ

I(s)ds+ ω(k)

)
+1

2
(S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t))2

− lnS(t)− lnL(t)− lnV (t)− lnQ(t)− lnR(t)−W (t0, Xt0 , k0).
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Radi jednostavnijeg zapisa, uvode se oznake

W1(t,Xt, k) := S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t)− ln (I(t) + 1)− lnS(t)

− lnL(t)− lnV (t) + max{βe(k), β(0)}
µ(k) + δ(k)

Λ(k)

t∫
t−τ

I(s)ds+ ω(k),

W2(t,Xt, k) :=
1

2
(S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t))2 ,

W3(t,Xt, k) := − lnS(t)− lnL(t)− lnV (t)− lnQ(t)− lnR(t).

Na osnovu (5.19), važi

LW1(t,Xt, k) ≤ −
n∑
k=1

π(k)R∗(k) + max
{
β(0), β̌e

} µ̌+ δ̌

Λ̂
I(t)

= −
n∑
k=1

π(k) (Λ(k) + 4µ(k) + α(k) + ρi(k) + δ(k) + l(k) + v(k)

+l1(k) + v1(k) +
σ̄2(k)

2

(
Λ2(k)

µ2(k)
+

(µ(k) + δ(k))2

µ2(k)

)

+min{βe(k), β(0)}
Λ(k)

µ(k)
+

∫
Y

1

2
η2(k, u)

Λ2(k)

µ2(k)
λ(du)

(RS
0 − 1

)
+max

{
β(0), β̌e

} µ̌+ δ̌

Λ̂
I(t)

= −ψ +max
{
β(0), β̌e

} µ̌+ δ̌

Λ̂
I(t), (5.32)

pri čemu je odabrano ω = (ω(1), . . . , ω(n))T koje zadovoljava sledeći Poissonov sistem

Υω =
n∑
i=1

π(i)R∗(i)(1, 1, . . . , 1)T −R∗,

s obzirom da je lanac Markova A ireducibilan,

R∗(k) = 3 3

√
min{βe(k), β(0)}

Λ2(k)

µ(k) + δ(k)

µ(k)
Λ(k)
µ(k)

+ 1
+2
√
l(k)l1(k)+2

√
v(k)v1(k)−ϖ(k),

R∗ = (R∗(1), . . . , R∗(n))T .
Primenom operatora L(·) (1.45) na funkciju W2(t,Xt, k), dobija se

LW2(t,Xt, k) = (S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t))

(Λ(k)− µ(k) (S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t))− δ(k)I(t))

≤ Λ(k) (S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t))− µ(k)S2(t)

−µ(k)L2(t)− µ(k)V 2(t)− (µ(k) + δ(k))I2(t)− µ(k)Q2(t)

−µ(k)R2(t)

≤ Λ̌ (S(t) + L(t) + V (t) + I(t) +Q(t) +R(t))− µ̂S2(t)− µ̂L2(t)

−µ̂V 2(t)− (µ̂+ δ̂)I2(t)− µ̂Q2(t)− µ̂R2(t)

≤ −1

2
µ̂S2(t)− 1

2
µ̂L2(t)− 1

2
µ̂V 2(t)− 1

2
(µ̂+ δ̂)I2(t)− 1

2
µ̂Q2(t)

−1

2
µ̂R2(t) + C2. (5.33)
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Primenom operatora L(·) (1.45) na W3(t,Xt, k), dobija se

LW3(t,Xt, k) = − 1
S(t)

(
Λ(k)− βe(k)+(β(0)−βe(k))e−θ(k)t

N(t)
I(t− τ)S(t)− (l(k) + v(k))S(t)

−µ(k)S(t) + l1(k)L(t) + v1(k)V (t) + r1(k)R(t)) +
σ2(k,t)
2N2(t)

I2(t− τ)

+
∫
Y

(
η(k, u) I((t−τ)

−)
N(t−)

− ln
(
1 + η(k, u) I((t−τ)

−)
N(t−)

))
λ(du)

− 1
L(t)

(l(k)S(t)− (µ(k) + l1(k))L(t))

− 1
V (t)

(v(k)S(t)− (µ(k) + v1(k))V (t))

− 1
Q(t)

(α(k)I(t)− (µ(k) + ρq(k))Q(t))

− 1
R(t)

(ρi(k)I(t) + ρq(k)Q(t)− (µ(k) + r1(k))R(t))

≤ −Λ(k)
S(t)

+ βe(k)+(β(0)−βe(k))e−θ(k)t
N(t)

I(t− τ) + (l(k) + v(k) + µ(k))

−l1(k)L(t)S(t)
− v1(k)

V (t)
S(t)

− r1(k)
R(t)
S(t)

+ σ2(k,t)
2N2(t)

I2(t− τ)

+
∫
Y

1
2

(
η(k, u) I((t−τ)

−)
N(t−)

)2
λ(du)− l(k)S(t)

L(t)
+ (µ(k) + l1(k))

−v(k) S(t)
V (t)

+ (µ(k) + v1(k))− α(k) I(t)
Q(t)

+ (µ(k) + ρq(k))

−ρi(k) I(t)R(t)
− ρq(k)

Q(t)
R(t)

+ µ(k) + r1(k)

≤ − Λ̂
S(t)

+
max{β̌e,β(0)}

N(t)
I(t− τ) + ľ + v̌ + 5µ̌+ σ̌2

2N2(t)
I2(t− τ)

+
∫
Y

1
2
η̌2(u) Λ̌

2

µ̂2
λ(du)

−l̂S(t)
L(t)

− v̂ S(t)
V (t)

− α̂ I(t)
Q(t)

− ρ̂i
I(t)
R(t)

− ρ̂q
Q(t)
R(t)

+ ľ1 + v̌1 + ρ̌q + ř1.

(5.34)
Na osnovu (5.32),(5.33) i (5.34), sledi da je

LW (t,Xt, k) ≤ M

(
−ψ +max

{
β(0), β̌e

} µ̌+ δ̌

Λ̂
I(t)

)
− 1

2
µ̂S2(t)

−1

2
µ̂L2(t)− 1

2
µ̂V 2(t)− 1

2
(µ̂+ δ̂)I2(t)− 1

2
µ̂Q2(t)− 1

2
µ̂R2(t)

+C2 −
Λ̂

S(t)
− l̂

S(t)

L(t)
− v̂

S(t)

V (t)
− α̂

I(t)

Q(t)
− ρ̂i

I(t)

R(t)

+
max

{
β̌e, β(0)

}
N(t)

I(t− τ) + ľ + v̌ + 5µ̌+
σ̌2

2N2(t)
I2(t− τ)

+

∫
Y

1

2
η̌2(u)

Λ̌2

µ̂2
λ(du) + ľ1 + v̌1 + ρ̌q + ř1. (5.35)

Neka je kompakt D definisan na sledeći način

D :=
{
(Xt, a(t)) : ϵ ≤ S(t) ≤ Λ̌

µ̂
− ϵ, ϵ2 ≤ L(t) ≤ Λ̌

µ̂
− ϵ2, ϵ2 ≤ V (t) ≤ Λ̌

µ̂
− ϵ2,

ϵ ≤ I(t), I(t− τ) ≤ Λ̌
µ̂
− ϵ, ϵ2 ≤ Q(t) ≤ Λ̌

µ̂
− ϵ2, ϵ2 ≤ R(t) ≤ Λ̌

µ̂
− ϵ2

}
,

pri čemu je ϵ ∈ (0, 1) konstanta. Za svako (Xt, a(t)) ∈ Dc, može se odabrati dovoljno
mala vrednost ϵ tako da su zadovoljeni sledeći uslovi

− Λ̂

ϵ
+ A2 ≤ −1, (5.36)

− l̂

ϵ
+ A2 ≤ −1, (5.37)
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− v̂

ϵ
+ A2 ≤ −1, (5.38)

− ψM +
(
θ̌β(0) + max

{
β(0), β̌e

})
Mϵ+ A1 ≤ −1, (5.39)

− α̂

ϵ
+ A2 ≤ −1, (5.40)

− ρ̂i
ϵ
+ A2 ≤ −1, (5.41)

− µ̂

4ϵ2
+ A3 ≤ −1, (5.42)

− µ̂

4ϵ4
+ A4 ≤ −1, (5.43)

− µ̂

4ϵ4
+ A5 ≤ −1, (5.44)

− µ̂+ δ̂

4ϵ2
+ A6 ≤ −1, (5.45)

− µ̂

4ϵ4
+ A7 ≤ −1, (5.46)

− µ̂

4ϵ4
+ A8 ≤ −1, (5.47)

pri čemu su A2 do A8 definisane sledećim izrazima

A2 := sup
Xt

Ã(Xt) (5.48)

Ã(Xt) :=

{
M
(
−ψ +max

{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂
I(t)

)
+

max{β̌e,β(0)}
N(t)

I(t− τ)− 1
2
µ̂S2(t)

−1
2
µ̂L2(t)− 1

2
µ̂V 2(t)− 1

2
(µ̂+ δ̂)I2(t)− 1

2
µ̂Q2(t)− 1

2
µ̂R2(t) + C2

+ľ + v̌ + 5µ̌+ σ̌2

2N2(t)
I2(t− τ) +

∫
Y

1
2
η̌2(u) Λ̌

2

µ̂2
λ(du) + ľ1 + v̌1 + ρ̌q + ř1

}
,

A3 := supXt

{
Ã(Xt) +

1
4
µ̂S2(t)

}
, (5.49)

A4 := supXt

{
Ã(Xt) +

1
4
µ̂L2(t)

}
, (5.50)

A5 := supXt

{
Ã(Xt) +

1
4
µ̂V 2(t)

}
, (5.51)

A6 := supXt

{
Ã(Xt) +

1
4
(µ̂+ δ̂)I2(t)

}
, (5.52)

A7 := supXt

{
Ã(Xt) +

1
4
µ̂Q2(t)

}
, (5.53)

A8 := supXt

{
Ã(Xt) +

1
4
µ̂R2(t)

}
. (5.54)
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Za dovoljno malo ϵ, uslov (5.39) važi na osnovu (5.30). Neka su skupovi Di, i ∈
{1, 2, ..., 12}, definisani na sledeći način

D1 := {(Xt, a(t)) : S(t) < ϵ} , D2 := {(Xt, a(t)) : S(t) ≥ ϵ, L(t) < ϵ2} ,
D3 := {(Xt, a(t)) : S(t) ≥ ϵ, V (t) < ϵ2} , D4 := {(Xt, a(t)) : I(t) < ϵ} ,
D5 := {(Xt, a(t)) : I(t) ≥ ϵ, Q(t) < ϵ2} , D6 := {(Xt, a(t)) : I(t) ≥ ϵ, R(t) < ϵ2} ,
D7 :=

{
(Xt, a(t)) : S(t) >

1
ϵ

}
, D8 :=

{
(Xt, a(t)) : L(t) >

1
ϵ2

}
,

D9 :=
{
(Xt, a(t)) : V (t) > 1

ϵ2

}
, D10 :=

{
(Xt, a(t)) : I(t) >

1
ϵ

}
,

D11 :=
{
(Xt, a(t)) : Q(t) >

1
ϵ2

}
, D12 :=

{
(Xt, a(t)) : R(t) >

1
ϵ2

}
.

Tada je Dc = ∪12
i=1Di. Kako važi (5.35), da bi se pokazalo da je LW (t,Xt, k) ≤ −1

za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×Dc, dovoljno je pokazati da je LW (t,Xt, k) ≤ −1, za svako
(t,Xt, k) ∈ R+ ×Di, i ∈ {1, 2, ..., 12}.
Slučaj 1. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D1, važi

LW (t,Xt, k) ≤ − Λ̂
S(t)

+ A2 ≤ − Λ̂
ϵ
+ A2,

pri čemu je A2 definisano izrazom (5.48). Primenom (5.36), sledi LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 2. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D2, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −l̂S(t)
L(t)

+ A2 ≤ − l̂
ϵ
+ A2.

Primenom nejednakosti (5.37), sledi LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 3. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D3, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −v̂ S(t)
V (t)

+ A2 ≤ − v̂
ϵ
+ A2.

Primenom nejednakosti (5.38), dobija se LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 4. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D4, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −ψM +max
{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂
MI(t) + A1

≤ −ψM +max
{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂
Mϵ+ A1,

gde je A1 definisano izrazom (5.31). Primenom (5.39), sledi LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 5. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D5, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −α̂ I(t)
Q(t)

+ A2 ≤ − α̂
ϵ
+ A2.

Primenom nejednakosti (5.40), dobija se LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 6. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D6, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −ρ̂i I(t)R(t)
+ A2 ≤ − ρ̂i

ϵ
+ A2.

Primenom nejednakosti (5.41), sledi LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 7. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D7, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −1
4
µ̂S2(t) + A3 ≤ − µ̂

4ϵ2
+ A3,

gde je A3 definisano izrazom (5.49). Primenom (5.42), dobija se LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 8. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D8, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −1
4
µ̂L2(t) + A4 ≤ − µ̂

4ϵ4
+ A4,
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gde je A4 definisano izrazom (5.50). Primenom (5.43), sledi LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 9. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D9, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −1
4
µ̂V 2(t) + A5 ≤ − µ̂

4ϵ4
+ A5,

gde je A5 definisano izrazom (5.51). Primenom (5.44), sledi LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 10. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D10, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −1
4
(µ̂+ δ̂)I2(t) + A6 ≤ − µ̂+δ̂

4ϵ2
+ A6,

gde je A6 definisano izrazom (5.52). Primenom (5.45), sledi LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 11. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D11, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −1
4
µ̂Q2(t) + A7 ≤ − µ̂

4ϵ4
+ A7,

gde je A7 definisano izrazom (5.53). Primenom (5.46), sledi LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Slučaj 12. Za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×D12, važi

LW (t,Xt, k) ≤ −1
4
µ̂R2(t) + A8 ≤ − µ̂

4ϵ4
+ A8,

gde je A8 definisano izrazom (5.54). Primenom (5.47), sledi LW (t,Xt, k) ≤ −1.
Na osnovu prethodnih razmatranja, može se zaključiti da je

LW̃ (t,Xt, k) = LW (t,Xt, k) ≤ −1, za svako (t,Xt, k) ∈ R+ ×Dc.

Pored toga, važi

0 ≤ E W̃ (t,Xt,a(t))
t

= E W̃ (0,X0,a(0))
t

+ 1
t

t∫
0
E
(
LW̃ (s,Xs, a(s))

)
ds

= lim inf
t→∞

1
t

t∫
0
E
(
LW̃ (s,Xs, a(s))

)
ds.

Na osnovu definicije funkcije W̃ (s,Xs, a(s)), sledi da je

LW̃ (s,Xs, a(s)) ≤ K, ∀ (s,Xs, a(s)) ∈ R+ × (D ∪Dc),

gde je

K = supX(t)∈R6
+

{
M
(
−ψ +max

{
β(0), β̌e

}
µ̌+δ̌

Λ̂
I(t)

)
− 1

2
µ̂S2(t)

−1
2
µ̂L2(t)− 1

2
µ̂V 2(t)− 1

2
(µ̂+ δ̂)I2(t)− 1

2
µ̂Q2(t)− 1

2
µ̂R2(t) + C2

− Λ̂
S(t)

− l̂S(t)
L(t)

− v̂ S(t)
V (t)

− α̂ I(t)
Q(t)

− ρ̂i
I(t)
R(t)

+
max{β̌e,β(0)}

N(t)
Λ̌
µ̂

+ľ + v̌ + 5µ̌+ σ̌2

2N2(t)
Λ̌2

µ̂2
+
∫
Y

1
2
η̌2(u) Λ̌

2

µ̂2
λ(du) + ľ1 + v̌1 + ρ̌q + ř1

}
.

Tada važi

0 ≤ lim inf
t→∞

1
t

t∫
0
E
(
LW̃ (s,Xs, a(s))

)
ds

= lim inf
t→∞

1
t

t∫
0
E
(
LW̃ (s,Xs, a(s))

)
1{(Xs,a(s))∈D}ds

+ lim inf
t→∞

1
t

t∫
0
E
(
LW̃ (s,Xs, a(s))

)
1{(Xs,a(s))∈Dc}ds

≤ K lim inf
t→∞

1
t

t∫
0
E 1{(Xs,a(s))∈D}ds− lim sup

t→∞

1
t

t∫
0
E 1{(Xs,a(s))∈Dc}ds

≤ (K + 1) lim inf
t→∞

1
t

t∫
0
E 1{(Xs,a(s))∈D}ds− 1,
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što implicira

lim inf
t→∞

1
t

t∫
0
E 1{(Xs,a(s))∈D}ds ≥ 1

K+1
> 0, s.i.

Kako je sa P(t, (Xt, a(t)), D) označena verovatnoća da (Xt, a(t)) pripada skupu D, to
je

lim inf
t→∞

1
t

∫ t
0
P(s, (Xs, a(s)), D)ds ≥ 1

K+1
> 0, s.i.

Na osnovu Leme 1.9, (Xt, a(t)) ima jedinstvenu ergodičku stacionarnu raspodelu. Ovim
je dokaz kompletan. △

U Teoremi 5.5 je dokazano da, ako je uslov RS
0 > 1 zadovoljen, tada (Xt, a(t))

ima ergodičku stacionarnu raspodelu. Kako postojanje stacionarne raspodele označava
stohastičku slabu stabilnost sistema, segment proces netrivijalnog rešenja stohastičkog
sistema oscilira oko segment procesa endemskog ekvilibrijuma odgovarajućeg determi-
nističkog sistema, odnosno, bolest je perzistentna u populaciji.
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