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Predgovor

Matematicke metode imaju Siroku primenu u razli¢itim bioloskim oblastima, uklju-
¢ujuci populacionu dinamiku i epidemiologiju. Kako se bioloski fenomeni mogu opisati
razli¢itim matematickim modelima, matematicke oblasti poput teorije verovatnoca,
statistike, linearne algebre, teorije grafova, kombinatorike, dinamickih sistema i dife-
rencijalnih jednacina su integralni deo istrazivanja u ovom domenu.

Za opisivanje dinamike epidemijskih bolesti se ¢esto primenjuje matematicko mode-
liranje koje ima vaznu ulogu u analizi Sirenja i kontroli zaraznih bolesti. Kao znacajan
deskriptivni alat, matematicki modeli se konstruisu tako da obuhvataju sustinske oso-
bine slozenih biologkih sistema. Osnovna svrha formulisanja epidemioloskih modela
je razumevanje kratkoro¢nog i dugoro¢nog ponasanja epidemijskih bolesti i razvijanje
mogucih strategija za njihovu kontrolu ili suzbijanje.

Matematicki epidemioloski modeli imaju dugu istoriju primene u proucavanju Sire-
nja zaraznih bolesti. Prvi matematicki epidemioloski model konstruisao je $vajcarski
fizicar Danijel Bernuli 1766. godine, kada je matematicki opisao Sirenje malih bogi-
nja. Kasnije su i drugi fizi¢ari poceli da se bave matematickim modeliranjem Sirenja
bolesti. Medu najpoznatijima su Anderson Grej Makendrik i Vilijam Ogivli Kermak,
koji su predstavili jednostavan deterministicki model kojim je uspe$no opisivano po-
nasanje epidemijskih bolesti. Kod ovog epidemioloskog modela se pojedinci odredene
populacije grupisu u razlic¢ite klase tj. kompartmente na osnovu faze epidemije u kojoj
se nalaze: klasu S (Susceptible) pojedinaca podloznih bolesti, klasu I (Infected) zara-
zenih i infektivnih pojedinaca, klasu R (Recovered) oporavljenih i imunih pojedinaca.
Prelazi izmedu ovih klasa modeliraju se matematicki pomocu diferencijalnih jednacina
koje ukljuc¢uju kljuéne parametre kao $to su stopa infekcije, stopa oporavka i stopa
smrtnosti.

Prema najgiroj klasifikaciji matematickih epidemioloskih modela razlikuju se deter-
ministicki i stohasticki modeli. Prvi razvijeni modeli koji su opisivali Sirenje tuberku-
loze, boginja i rubeola, bili su deterministicki, predstavljeni sistemima diferencijalnih
jednacina, ¢ija se reSenja najcesSce izrazavaju kao funkcije vremena koja su jedinstveno
odredena pocetnim uslovima. Deterministicki modeli su c¢esto istrazivani u literaturi.
Ovi modeli imaju za cilj da opisu dinamiku Sirenja bolesti na nivou populacije. Medu-
tim, slucajne fluktuacije okruzenja znacajno uti¢u na sve aspekte realnog zivota, zbog
Cega je potrebno ukljuciti ove fluktuacije u epidemioloske modele. Ove fluktuacije se
ne mogu adekvatno opisati primenom deterministickog pristupa.

Nasuprot tome, stohasticki modeli su formulisani tako da inkorporiraju demografske
i varijabilnosti iz okruzenja. Stohasticki epidemioloski modeli su najcesée konstruisa-
ni uvodenjem slucajnosti iz okruzenja u deterministicke epidemioloske modele. Postoje
razlic¢iti pristupi za ukljucivanje slucajnosti iz okruzenja u deterministicke modele. Prvi
pristup podrazumeva perturbaciju odredenog parametra modela, na primer, stope pre-
nosa, stope smrtnosti i drugih (videti, na primer, [TH3]). Drugi pristup je uvodenje Suma



u deterministicki model koji je direktno proporcionalan odgovarajué¢im klasama mode-
la (videti, na primer, [], [5]). Prema trec¢em pristupu, stohasticki model se konstruise
uvodenjem pretpostavke da se parametar modela moze modelirati nekim procesom,
na primer, stacionarnim Ornstein-Uhlenbeckovim procesom, CIR (Cox—Ingersoll-Ross)
procesom i drugim (videti [6], [7]).

Prilikom Sirenja epidemija, ¢esto se javlja vremenski interval izmedu pocetka odre-
dene promene (kao $to su infekcija ili izlaganje) i njenog uticaja na stanje populacije.
U epidemioloskim modelima se ovaj fenomen opisuje vremenskim kasnjenjem. Ovaj
pojam se Cesto koristi za opisivanje vremenskog perioda koji je potreban da bi se efek-
ti manifestovali u razli¢itim fazama epidemije, poput inkubacije bolesti, vremenskog
razmaka izmedu infekcije i pojave simptoma, ili vremena potrebnog da osoba postane
zarazna ili da se izle¢i. Ukljuc¢ivanjem kaSnjenja u epidemioloske modele, dobija se si-
stem diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem, koji pruza realniji prikaz prirode bolesti
i omogucava preciznije predvidanje dinamike njenog Sirenja u populaciji.

U realnosti, iznenadne ekoloske katastrofe, poput zemljotresa, poplava i susa, mogu
imati znacajan uticaj na ekoloske sisteme. Ovi dogadaji ¢esto dovode do kompleksnih
promena u sistemima, ¢ineci trajektorije njihovog ponasanja prekidnim i sa naglim pro-
menama vrednosti. Takve pojave nije moguce precizno opisati diferencijalnim sistemi-
ma zasnovanim na Brownovom kretanju. Kako bi se ovi fenomeni adekvatno modelirali,
naucnici su sugerisali uvodenje Lévyjevih procesa u modele. Sve veca paznja posvec¢ena
je analizi stohastickih epidemioloskih modela koji ukljuc¢uju Lévyjeve skokove. Vaznost
Lévyjevog Suma u epidemiologiji ogleda se u njegovoj sposobnosti da modelira nepredvi-
dive aspekte epidemija, kao Sto su iznenadni skokovi u broju zarazenih ili neocekivane
promene u brzini Sirenja bolesti. Na ovaj nacin se dobijaju preciznije prognoze broja
zarazenih pojedinaca, pa samim tim omogucavaju bolje upravljanje resursima.

Slucajni faktori iz okruzenja mogu dovesti do promena u intenzitetu razli¢itih po-
java, Sto se moze interpretirati kao prelazak iz jednog rezima u drugi. Ovi spoljasnji
uticaji mogu izazvati promene osnovnih parametara epidemioloskih modela. U mate-
matickim modelima se takve promene ¢esto modeliraju telegrafskim Sumom, poznatim
i kao obojeni Ssum i predstavljaju kao prelaz izmedu dva ili viSe rezima. Prema brojnim
studijama, prelazi izmedu rezima obi¢no imaju svojstvo odsustva memorije, dok vre-
menski interval izmedu dva prelaza ima eksponencijalu raspodelu (videti, na primer,
[SHI0]). Primena telegrafskog Suma u epidemioloskim modelima omogucéava preciznije
modeliranje razli¢itih scenarija, uklju¢ujuéi pojavu novog soja virusa sa razli¢itim svoj-
stvima Sirenja, nasumicne varijacije u brzini Sirenja, kao i efekte vakcinacije i efikasnost
drustvenih mera.

Motivisani prethodnom diskusijom, u ovoj disertaciji se razmatraju razli¢iti stoha-
sticki epidemioloski modeli u kojima je slucajnost inkorporirana na razli¢ite nacine.
Rezultati su izlozeni u pet glava.

Prva glava je uvodnog karaktera i u njoj su navedeni osnovni pojmovi i rezultati te-
orije stohastickih procesa, stohastickih diferencijalnih jednacina, populacione dinamike
kao i neke nejednakosti koje se koriste u disertaciji.

U Glavi 2 su proucavani stohasticki epidemioloski modeli za prenos virusa Zapad-
nog Nila koji su konstruisani na bazi deterministickih modela predstavljenih u radu
[11]. Razmatrani modeli se sastoje iz populacije vektora i jedne populacije domacina,
i populacije vektora i dve populacije domacina. Stohasticki modeli su dobijeni per-
turbacijom koeficijenata prenosa pomoéu medusobno nezavisnih Brownovih kretanja.
Za konstruisane stohasticke modele je dokazano postojanje i jedinstvenost globalnog
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pozitivnog reSenja i izvedeni su dovoljni uslovi pod kojima dolazi do iskorenjivanja i
perzistentnosti bolesti. Dobijeni teorijski rezultati su ilustrovani numericki primenom
balance implicit numericke metode koja o¢uvava pozitivnost resenja.

U Glavi 3 je predstavljena analiza dinamike i osetljivosti deterministickog i sto-
hastickog epidemioloskog modela Sirenja virusa SARS-CoV-2 koji ukljuc¢uju vise klasa
inficiranih. Originalni rezultati su objavljeni u radu [12]. Najpre je analiziran determi-
nisticki epidemioloski model, izra¢unat je njegov osnovni reprodukcioni broj i ispitano
je postojanje i stabilnost endemskog ekvilibrijuma. Potom je proucavana dinamicka
analiza stohastickog epidemioloskog modela, izvedeni su potrebni i dovoljni uslovi za
iskorenjivanje i perzistentnost bolesti, i odreden je osnovni reprodukcioni broj. Prikaza-
na je analiza osetljivosti osnovnog reprodukcionog broja deterministickog i stohastickog
modela na parametre modela. Pored toga, izvedeni su dovoljni uslovi za postojanje sta-
cionarne raspodele stohastickog modela primenom teorije Hasminskog [13].

U Glavi 4 se proucavaju dva stohasticka epidemioloska modela koji ukljuc¢uju vak-
cinaciju. U prvom delu ove glave je analiziran problem optimalne kontrole sa i bez
ogranicenja za stohasticki epidemioloski model sa logistickim rastom populacije i satu-
risanom funkcijom incidence kada imunitet, ste¢en vakcinacijom ili prirodnim putem,
nije trajan. Originalni rezultati iz Poglavlja 4.1 su objavljeni kao poglavlje knjige [14].
Osnovni princip optimalne kontrole u epidemiologiji je identifikacija najefikasnije stra-
tegije medu dostupnim opcijama, uz minimizaciju broja inficiranih osoba i optimizaciju
troskova povezanih sa primenom terapija ili vakcina radi kontrole progresije bolesti. Iz-
vedeni su potrebni uslovi za postojanje optimalne kontrole bez i sa ogranic¢enjima, kon-
strukcijom Hamiltonijana i primenom principa maksimuma. Teorijski rezultati dobijeni
u ovom poglavlju su ilustrovani numericki na primeru ispitivanja uticaja vakcinacije
i definisanja optimalne strategije vakcinacije u prakticnim scenarijima Sirenja bolesti
ebole. U drugom delu ove glave je analizirana dinamika stohastickog SVIR modela sa
kasnjenjem koje ima neprekidnu raspodelu kod kog je ukljucen logisticki rast popula-
cije i saturisana funkcija incidence. Originalni rezultati iz Poglavlja 4.2 su objavljeni u
radu [15]. Kasnjenje, koje je predstavljeno u ovom poglavlju, odrazava vreme potrebno
da se nakon kontakta infekcija razvije i osoba postane zarazna. Neprekidne fluktuacije
okruzenja su ukljuc¢ene u model pomoéu Gaussovog belog suma dok su iznenadne ali
znacajne fluktuacije opisane Poissonovim procesom. Za tako konstruisani stohasticki
model su izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje i perzistentnost bolesti, kao i uslovi
za postojanje ergodi¢ne stacionarne raspodele. Postojanje stacionarne raspodele je po-
kazano primenom teoreme o medusobno isklju¢ivim verovatnoc¢ama za procese Fellera,
jer se u ovom slucaju teorija Khasminskog [I3] ne moZe primeniti budué¢i da se ona
odnosi na stohasticke jednacine koje uklju¢uju samo Brownovo kretanje. Da su teorij-
ski rezultati usaglaseni sa realnim podacima, ilustrivano je na primeru Sirenja bolesti
ebole.

U Glavi 5 se razmatra epidemioloski model koji uklju¢uje preventivne mere i moze
se primeniti za opisivanje Sirenja virusa SARS-CoV-2 u stohastickom okviru. Originalni
rezultati iz Poglavlja 5.1 su objavljeni u radu [I6]. Poseban fokus stavljen je na kon-
strukciju stohastickog modela koji integriSe viSe vrsta sluc¢ajnosti, ¢ime se postize veéi
nivo realisti¢nosti u poredenju sa modelima kod kojih je sluc¢ajnost opisana iskljucivo
putem Gaussovog belog suma. U model su, pre svega, ukljucene neprekidne fluktuacije
iz okoline, prateci rezultate iz [I7], pri ¢emu se pretpostavlja da stopa transmisije za-
dovoljava Ornstein-Uhlenbeckov proces. Takode, za modeliranje iznenadnih i znac¢ajnih
uticaja okoline, primenjen je Poissonov proces, dok je za opisivanje prelaza vrednosti
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parametara modela iz jednog stanja u drugo koris¢en neprekidni lanac Markova sa ko-
na¢nim brojem stanja. Na kraju, period inkubacije bolesti je integrisan u model kroz
konstantno vremensko kasnjenje. Na taj nacin je dobijen slozen model koji bolje opi-
suje realne fenomene u prirodi i epidemioloske karakteristike i ima bogatiju dinamicku
strukturu u odnosu na postoje¢e modele. Cilj je istraziti kako kombinacija razli¢itih
vrsta slucajnosti, opisanih belim Sumom, telegrafskim Sumom i skokovima Lévyja sa
vremenskim kasnjenjem, uti¢e na dinamiku modela. Pored toga, za konstruisani model
dokazano je postojanje stacionarne raspodele primenom teoreme o medusobno isklju-
¢ivim verovatnoc¢ama za procese Fellera, s obzirom na to da, kao i u prethodnoj glavi,
teorija Khasminskog [I3] u ovom slu¢aju nije primenljiva. Ovaj model moZe se primeniti
i na druge zarazne bolesti koje imaju sli¢ne karakteristike i nac¢ine prenosenja.
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Koristim priliku da izrazim zahvalnost svom mentoru prof. dr Jasmini Pordevi¢
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Glava 1

Uvodni pojmovi 1 rezultati teorije
stohastickih diferencijalnih jednacina

U ovoj glavi su navedeni neki osnovni rezultati iz teorije stohastickih procesa i sto-
hastickih diferencijalnih jednacina (SDJ), koji ¢e biti koris¢eni u narednim delovima
disertacije. Detalji o ovim temama mogu se pronaci u literaturi poput [I8-24]. Pogla-
vlje 1.1 pokriva osnovne pojmove poput merljivosti, separabilnosti, svojstva Markovaﬂ,
stacionarnosti i drugih. Posebna paZnja je posve¢ena Brownovom kretanjLEl ( Wienemlﬂ
proces) i It()vonﬂ integralu, i njihovim osobinama, koji su predstavljeni u Poglavljima
1.2 1 1.3, redom. Kako se u ovoj doktorskoj disertaciji proucava dinamika odredenih
stohastickih epidemioloskih modela, nepoznate veli¢ine predstavljaju brojnost popula-
cije u odredenom trenutku. Stoga je neophodno pokazati da su reSenja ovih sistema
globalna i pozitivna. Poglavlje 1.4 je posveéeno stohastickim diferencijalnim jednadi-
nama [toa i teoremama koje obezbeduju egzistenciju i jedinstvenost njihovog resenja.
U Poglavlju 1.5 su navedeni rezultati koji se odnose na stohasticke funkcionalne dife-
rencijalne jednacine, a u Poglavlju 1.6 su opisane stohasticke diferencijalne jednacine
sa prelazima Markova.

Kako bi se realistic¢nije opisalo Sirenje epidemije, razmatrane su i stohasticke dife-
rencijalne jednacine sa skokovima, koji se modeliraju Lévyjevim procesom. Ovi procesi
omogucavaju ukljuc¢ivanje retkih i naglih promena u dinamiku Sirenja bolesti, poput ne-
ocekivanog povecanja broja zarazenih usled masovnih okupljanja ili migracija, ¢ime se
obuhvataju diskontinuirani efekti koji nisu adekvatno opisani tradicionalnim modelima.
U Poglavlju 1.7 su navedene osobine procesa Lévyja, dok su u Poglavlju 1.8 sadrzane
stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovima Lévyja i teoreme koje obezbeduju eg-
zistenciju i jedinstvenost njihovog resenja. Poglavlje 1.9 je posveéeno rezultatima koji
se odnose na stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine sa skokovima Lévyja,
a Poglavlje 1.10 rezultatima koji se odnose na stohasticke diferencijalne jednacine sa
skokovima Lévyja i prelazima Markova. U Poglavlju 1.11 su navedeni rezultati koji
se odnose na stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovima Lévyja, kasnjenjem i
prelazima Markova.

Pojam ergodicke stacionarne raspodele, kao i teoreme koje garantuju njeno postoja-
nje, predstavljeni su u Poglavlju 1.12. Osnovni koncepti populacione dinamike sadrzani

! Andrey Andreyevich Markov
2 Robert Brown

3 Norbert Wiener

4 Kiyosi It6



Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

su u Poglavlju [1.13] Poglavlje obuhvata neke osnovne nejednakosti koje se koriste
kao kljucni alati u dokazivanju glavnih rezultata u narednim poglavljima.

1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Stohasticki procesi predstavljaju skup vremenski uredenih sluc¢ajnih promenljivih i
koriste se kao matematicki modeli za opisivanje sistema i pojava koje se odvijaju na
slucajan nac¢in. Nalaze Siroku primenu u raznim oblastima, uklju¢ujuéi bioinformati-
ku, finansijska trzista, savremeno masinsko ucenje (machine learning) itd. Stohasticki
procesi mogu opisivati veli¢inu populacije, kretanje cene akcija, kamatnih stopa i dru-
gih trzisnih faktora, sluze za predvidanje i analizu vremenskih serija, opisivanje Sirenja
zaraznih bolesti i sli¢no.

Razvoj stohastickih procesa zapoceo je pocetkom dvadesetog veka kao odgovor na
potrebu za opisivanjem pojava koje se menjaju tokom vremena, a koje klasi¢na teorija
verovatnoce nije mogla adekvatno obuhvatiti. Ovaj napredak bio je podstaknut naglim
razvojem nauke i tehnologije, kao i potrebom za detaljnijim proucavanjem dinamickih
sistema.

U nastavku ovog poglavlja navedeni su osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa.

Podrazumeva se da su slucajne promenljive i stohasticki procesi koji se navode
u nastavku definisani na prostoru verovatnoca (2, F,P) sa parametarskim skupom
T C R, pri ¢emu T moZe biti interval oblika [0,00), [0,77] ili [to,T] C [0,00), gde
parametar t € T predstavlja vreme.

Definicija 1.1 ([18], Poglavlje 1.3) Familija X = {x(t),t € T} slucajnih merljivih
funkcija x(w,t) : Qx T — R, se naziva stohasticki proces sa faznim prostorom (R%, B)
1 parametarskim skupom T .

Proces iz prethodne definicije se naziva stohasti¢ki proces sa vrednostima u R?
ili d-dimenzionalan proces. Za svako fiksirano t € 7T stohasticki proces je slucajna
promenljiva. Kako je slucajna promenljiva funkcija od w € €2 sledi da je stohasticki
proces funkcija od dva argumenta, odnosno, {z(w,t)|w € Q,t € T}. Dakle, za fiksirano
t € T, stohasticki proces se svodi na slu¢ajnu promenljivu z(t) : Q@ — R? koja se
naziva zasek stohastickog procesa u trenutku t. Sa druge strane, za fiksirano w € ),
stohasticki proces postaje realna funkcija vremena x(t): 7 — RY, i naziva se trajektorija
ili realizacija stohastickog procesa.

Ukoliko je parametarski skup 7; diskretan, na primer, 77 = {0,1,2,...}, tada se
familija {x(t),t € T1} naziva stohasticki proces sa diskretnim vremenom ili slucajni niz.
Sa druge strane, ako je t € R onda se govori o stohastickom procesu (u uZem smislu,).

U nastavku ¢e biti razmatrani procesi sa neprekidnim vremenom.
Stohasticki proces odreduje familiju kona¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela

Fotgrtn (1,00, xn) =P{a(ty) < zp,...,2(tn) <z},

pri ¢emujex; CRYit; €T, i=1,2,...,n, n € N.
Da bi se definisala mera P na prostoru €2, familija kona¢no-dimenzionalnih funkcija

raspodela Fi, ¢, 4. (%1,22,...,%,) treba da zadovoljava sledeca dva uslova:
- uslov simetrije, odnosno, da za svaku permutaciju (i1, ...,4,) skupa {1,...,n} vazi
Ftil,tiQ,m,tm (7517 £, . .. ,l'n) = Ftl,tg,.“,tn (xl, To, ... ,xn);



1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

- uslov saglasnosti, odnosno, da vazi
Ft1,t27...,tn_1,tn (551, Loy, Tp-1, +OO) = Ft17t2,...7tn_1($1a T, ... 7$n—1)-

Fundamentalna teorema Daniel’} Kolmogorova tvrdi da za svaku familiju kona-
¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela koja zadovoljava uslove simetrije i saglasnosti
postoji prostor verovatnoca (2, F,[P) i stohasticki proces {z(¢),t € T} definisan na
tom prostoru kome odgovara data familija kona¢no-dimenzionalnih funkcija raspodela.

U nastavku je naveden pojam separabilnosti koji je znacajan u odredivanju vero-
vatnoca dogadaja opisanih pomocu stohastickih procesa koji su definisani na neprebro-
jivom parametarskom skupu.

Definicija 1.2 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces X = {x(t),t € T} je separa-
bilan ako postoji prebrojiv skup S C T (separant) i dogadaj A C Q za koji je P(A) = 0,
tako da se za proizvoljan zatvoren skup F C R? i proizvoljan otvoren interval I C T
skupout

{w:z(w,t)eF, tel} i {w:z(w,t)eF, telnNS}
razlikuju na podskupu od A.

Doobﬂ je pokazao da se neseparabilnost procesa jednostavno moze prevaziéi komple-
tiranjem prostora verovatnoca. To se postize dodavanjem o-algebri F svih podskupova
dogadaja ¢ija je verovatnoca jednaka nuli. U cilju formulisanja Doobove teoreme o se-
parabilnosti stohastickih procesa najpre se uvode pojmovi stohasticke ekvivalentnosti,
neprekidnosti 1 merljivosti stohastickog procesa.

Definicija 1.3 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki procesi {x(t),t € T} i {x(t),t €
T}, definisani na istom prostoru verovatnoce i sa istim skupom stanja, su stohasticki
ekvivalentni ako je

P{z(t) =Z(t)} =1 za svako t € T.

U tom slucaju se kaZe da je jedan proces stohasticka modifikacija (verzija) drugog.

Definicija 1.4 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces {x(t),t € T} je merljiv ako
je x(w,t) merljiva funkcija v odnosu na By x F, gde je By Borelovo o-polje nad T, tj.
za svaki Borelov skup B, vazi {(w,t) : x(w,t) € B} € By x F.

Definicija 1.5 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces {x(t),t € T} je stohasticki
neprekidan u tacki tg € T ako za svako € > 0 vazi

P{lx(t) — z(to)| > e} = 0, t— to. (1.1)

Stohasticki proces je stohasticki neprekidan na skupu S C T ako (1.1) vazi za svako
to € S. U nastavku ¢e se za procese sa osobinom stohasti¢ke neprekidnosti koristiti i
termin neprekidni procesi.

Teorema 1.1 (Doobova teorema, [25], Teorema 3.7) Za svaki stohasticki nepre-
kidan stohasticki proces {x(t),t € T} postoji stohasticki ekvivalentan, separabilan i
merljiv stohasticki proces {Z(t),t € T} definisan na istom prostoru verovatnoce i sa
1stim skupom vrednosti.

5 Daniel Wyler Stroock
8 Andrey Kolmogorov
" Joseph Leo Doob



1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Stohasticki proces {Z(t),t € T} iz Teoreme se naziva separabilna i merljiva
modifikacija stohastickog procesa {z(t),t € T}.

Definicija 1.6 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces {x(t),t € T} je neprekidan
u srednjem reda p, tj. L,-neprekidan, u tacki ty € T ako vaZi

E|lz(t) — z(to)|”P — 0, t— to. (1.2)
Stohasticki proces je L,-neprekidan na skupu S C T ako (|1.2]) vazi za svako ¢, € S.

Definicija 1.7 (18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces {z(t),t € T} je skoro izve-
sno neprekidan na segmentu [a,b] C T ako su skoro sve njegove trajektorije neprekidne
na [a,b], odnosno, ako vazi

P{w : z(w,t) ima prekid na [a,b]} = 0.

U nastavku je navedena teorema, poznata kao kriterijum Kolmogorova, koja daje
dovoljne uslove skoro izvesne neprekidnosti stohastickog procesa.

Teorema 1.2 (Kriterijum Kolmogorova, [20], Teorema 2.3.3) Stohasticki proces
{z(t),t > 0} ima skoro izvesno neprekidnu modifikaciju ako postoje pozitivne konstante
p,q ik, tako da za svako T > 0 1 svako 0 < s, t < T vazi

Blo(t) — x(s)|P < k|t — s|'T.

Definicija 1.8 (J18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces {x(t),t € T} je proces reda
p (LP-proces) ako je E|x(t)|P < oo, za svako t € T.

Funkcija K (s,t) = E[(x(s)—E[z(s)])(z(t)=E[z(t)])], s,t € T je korelaciona funkcija
stohastickog procesa {z(t),t € T}, pri ¢emu je Ex(t) = (Ex1(t), Exo(t), ..., Exq(t))
matematicko ocekivanje d-dimenzionalnog stohastickog procesa {x(t),t € T }.

Definicija 1.9 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces drugog reda {z(t),t € T} je
stacionaran (u uZem smislu) ako za svaki izbor parametara ti,ts, ..., t, € T i h € R,
za koje je t1 + hyty + h,...,t, + h € T, zajednicka raspodela za (x(t; + h),x(ty +
h),...,z(t, + h)) ne zavisi od h.

Definicija 1.10 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces {x(t),t € T} je staciona-
ran (u Sirem smislu) ako za svako s,t € T wvazi E|lz(t)|* < oo, Ex(t) = a = const i
korelaciona funkcija K(s,t) zavisi samo od |t — s|.

Na datom prostoru verovatnoca (€2, F,P) familija {F;,t € T} pod-o-algebri od F
za koju vazi Fy C Fy C F, s <t, s,t € T, naziva se filtracija. Ako je T = [0, 00), tada
je Foo = 0{Ui=0F1}-

Neka je Fi— = 0{U;<Fs} o-algebra dogadaja koji prethode momentu ¢ > 0 i neka
je Fir = o{Ns=Fs} o-algebra dogadaja koji se deSavaju neposredno posle trenutka
t > 0. Filtracija {F;,t > 0} je neprekidna zdesna (neprekidna sleva) ako za svako t > 0
vazi Fy = Foy (Fy = F_). Za filtraciju se kaZe da je neprekidna ako je 7, = F;, = Fiy,
za svako t > 0.

Filtracija {F;,t > 0} zadovoljava uobicajene uslove ako je neprekidna zdesna i Fy
sadrzi sve dogadaje iz F ¢ija je verovatnoca nula. U nastavku ¢e se podrazumevati da
filtracija zadovoljava uobicajene uslove.



1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Definicija 1.11 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces {x(t),t € T} je adaptiran
u odnosu na filtraciju {F;,t € T} ako je za svako t € T slucajna promenljiva x(t)
Fi-merljiva.

Stohasticki proces {z(t),t € T} adaptiran u odnosu na filtraciju {F;,t € T} ozna-
Cava se sa {z(t), Fy,t € T}.

Za dati stohasticki proces X = {z(t),t € T}, prirodna filtracija je ona koja je
generisana samim procesom, odnosno, F;¥ = o{x(s),s < t} je najmanja o-algebra u
odnosu na koju je z(s) merljivo za svako s < t. Dakle, X je adaptiran u odnosu na
filtraciju {FX,t € T}. Ako je X = {&(t),t € T} modifikacija procesa X, tada je i X
adaptiran u odnosu na {FX,t € T} ako JF sadrzi sve dogadaje iz F ¢ija je verovatnoca
nula.

Definicija 1.12 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces {x(t), Fi,t > 0} je progre-
sivno merljiv ako za svakot > 0 i B € B? vazi

{(s,w) :s<t,weQ, z(w,s) € B} € B([0,t]) x F,
pri cemu je B([0,t]) Borelovd| o-polje nad [0, 1.

Ocigledno, svaki progresivno merljiv stohasti¢ki proces {z(t), Fs,t > 0} je merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {F;,t > 0}.

Teorema 1.3 ([26], Teorema 1.5) Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} merljiv i
adaptiran u odnosu na filtraciju {F,t > 0}, tada on ima progresivno merljivu modi-
fikaciju.

Teorema 1.4 (J26], Teorema 1.7) Ako je stohasticki proces {x(t),t > 0} adaptiran
u odnosu na filtraciju {F;,t > 0} i neprekidan zdesna ili sleva, tada on ima progresivno
merljivu modifikaciju.

Definicija 1.13 ([18], Poglavlje 2.9) Stohasticki proces {x(t),t > 0} je proces Mar-
kova ako je za svako s <t i svaki Borelov skup B € B¢

P{z(t) € B|Fs} =P{x(t) € Blz(s)}, skoro izvesno.

Lema 1.1 (18], Lema 9.2) Neka je h(x,w) ogranicena, merljiva slucajna funkcija
argumenta x, nezavisna od Fs i neka je ¢ slucajna promenljiva koja je Fs-merljiva.
Tada je

E(h(¢,w)|Fs) = H(C),

gde je H(z) = E(h(z,w)).

Definicija 1.14 ([18], Poglavlje 1.3) Stohasticki proces {x(t), F¢,t > 0} je martin-
gal u odnosu na filtraciju {F,t > 0} ako je

(i) Elz(t)] < oo;

(it) E(z(t)|Fs) = z(s) skoro izvesno (s.i.), za 0 <s < t.

Definicija 1.15 ([18], Poglavlje 1.3) Slucajna promenljiva 7: — [0, 00| se naziva
vreme zaustavljanja filtracije {Fi,t > 0}, ako vazi {w: T(w) < t} € F; za svako t > 0.

8 Emile Borel




1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Definicija 1.16 ([18], Poglavlje 1.3) Neka je X ={z(t), F;,t >0} neprekidan pro-
gresivno merljiv proces i neka je T vreme zaustavljanja. Tada se proces {x(t AT), Fy, t >
0} naziva zaustavijen proces od X .

U nastavku je navedena varijanta poznate Doobove teoreme.

Teorema 1.5 (Doobova teorema o zaustavljanju martingala, [18], Teorema
1.3.3) Neka je {x(t), F;,t > 0} neprekidan martingal i neka je T vreme zaustavljanja.
Tada za svako 0 < s <t < 0o vai

E(-Tt/\fl«/__-s) = Tspr Sl
odnosno, zaustavljen proces {x(t A1), Fi,t > 0} je takode martingal.

Definicija 1.17 ([18], Poglavlje 1.3) Neprekidan (neprekidan zdesna) proces {x(t),
Fi,t > 0}, za koji je x(0) = 0 skoro izvesno, se naziva lokalan martingal ako postoji
neopadajuci niz vremena zaustavljanja {r.,k > 1} filtracije {F,t > 0}, pri cemu je
P{limy o0 7 = 00} = 1, takav da je {x(t A %), Fy,t > 0} martingal za svako k > 1.

Dakle, svaki martingal je i lokalan martingal, dok u opstem sluc¢aju obrat ne mora
da vazi.

Sa ciljem da se navede rezultat koji je poznat kao strogi zakon velikih brojeva za
martingale, najpre se uvode pojmovi semimartingala, kvazimartingala i kvadratne va-
rijacije.

Definicija 1.18 (]22], Poglavlje 3.1) Slucajna promenljiva koja predstavija totalnu
varijaciju trajektorija procesa A se oznacava sa |Aly ili fot |dA(s)| i izracunava na sledéi
nacin |Aly = sup,=1 Y ey [ A — Ay |.

= m on

Definicija 1.19 (]22], Poglavlje 3.1) Adaptiran, cadlag proces A je proces ograni-
cene varijacije, ako su trajektorije procesa A s.i. ogranicene varijacije na svakom kom-
patnom podskupu od [0,00), tj. |Al; < oo za svako t > 0.

Definicija 1.20 (]22], Poglavlje 3.1) Adaptiran, cadlag proces Y je semimartingal,
ako postoje procesi N i A, za koje je N(0) = A(0) =0 takvi da je

Y(t) =Y(0)+ N(t) + A(t),
gde je N lokalni martingal i A proces ogranicene varijacije .

Definicija 1.21 (]22], Poglavlje 3.1) Neka je 7 = (to,t1,...,tit1) particija [0,00] i
neka je X;, € L' za svako t; € 7. Definise se

C<X7 T) = Z ’E{th - Xti+1 |~th}
1=0

Varyacija procesa X duZ T je
Var.(X) =E{C(X,7)}.
Varijacija procesa X je definisana sa

Var(X) = sup Var,(X).

T



1.1 Osnovni pojmovi teorije stohastickih procesa

Definicija 1.22 (]22], Poglavlje 3.1) Adaptiran, cadlag proces X je kvazimartingal,
ako je E{|X:|} < o0, za svako t i VarE(X) < co.

Definicija 1.23 (]22], Poglavlje 3.5) Neka su X,Y semimartingali. Kvadratna va-
rijacija procesa X, u oznaci [X, X| = {[X, X|i}+>0, je definisana na sledeéi nacin

X, X] = X2 — Z/XdX,

gde je Xo_ = 0. Kvadratna kovarijacija (engleski nazivi: quadratic covariance, bracket
process) procesa X 1Y je definisana sa

[X,Y]=XY — /X_dY— /Y_dX.

Teorema 1.6 (Raova teorema, [22], Teorema 3.4.15) Kvazimartingal X ima je-
dinstvenu dekompoziciju X = M + A, pri cemu je M lokalan martingal © A je predvidiv
proces sa trajektorijama lokalno integrabilne varijacije i Ag = 0.

Definicija 1.24 (]22], Poglavlje 3.5) Neka je A proces ogranicene varijacije sa Ay =
0 @ lokalno integrabilnom ukupnom varijacijom. Jedinstveni predvidiv proces ogranicene
varijacije A, takav da je A — A lokalan martingal, se naziva kompenzator procesa A.

Definicija 1.25 (]22], Poglavlje 3.5) Neka je X semimartingal takav da je njegov
proces kvadratne varijacije [ X, X] lokalno integrabilan. Uslovna kvadratna varijacija
(engleski nazivi: conditional quadratic variance, sharp bracket, angle bracket, oblique
bracket) procesa X, u oznaci (X, X) = {(X, X)t}i>0, se definiSe kao kompenzator

—_—

procesa [ X, X|, odnosno, (X, X) = [X, X].

Napomena 1.1 ([22], Poglavlje 3.5) Ako je X neprekidan semimartingal, tada je
proces [X, X| takode neprekidan i prema tome predvidiv. Dakle, (X, X) = [X, X| kada
je X neprekidan.

Teorema 1.7 (Strogi zakon velikih brojeva, [18], Teorema 1.3.4) Neka {X (1),
Fi,t >0} predstavlja realan neprekidan lokalan martingal za koji je X(0) = 0. Tada,
ako je

tlggo<X,X>t =00 8.4. = tlglolo <X7;(>t =0 s..,
7
hmw<oo = lim&:O S.1.
t—o0 t t—oo t

Teorema 1.8 (Strogi zakon velikih brojeva za lokalne martingale, [27], Lema
2) Neka je {X(t), Fi,t > 0} lokalan martingal za koji je X(0) = 0 i neka je

P ::/0 %, <0,

pri cemu je (X, X) (t) Mejerov proces uslovne kvadratne varijacije. Tada je

X(t
tlim L < 00, S.1. pod uslovom da vazi tlim px(t) < 0o, s.i.
—00 —00



Brownovo kretanje

U nastavku su navedene leme koje ¢e biti primenjivane u dokazu glavnih rezultata.

Lema 1.2 (Borel-Cantellijeva lema, [18], Lema 1.2.4)
1. Ako je Ay C F iy o P(Ay) < o0, tada je

P(limsup A;) = 0.
k—o00
Odnosno, postoji skup Qo € F za koji je P(Qo) = 1 i slucajna promenljiva sa celobroj-
nim pozitivnim vrednostima ko takva da za svako w € g, vazi da w ¢ A za svako
k > ko (LL))
2. Ako je niz Ay C F nezavisan iy, P(Ax) = oo, tada je

P(limsup A;) = 1.
k—o00
Odnosno, postoji skup Q0 € F za koji je P(2y) = 1, takav da za svako w € §y, postoji
podniz Ay, C F, tako da w € Ay, za svako i > 1.

Lema 1.3 (|28|], Teorema 5.1) Neka su P[Py, Py, ... verovatnosne mere na R%. Sle-
deca tvrdenja su ekvivalentna:

1. Niz{P, :n=1,2,...} slabo konvergira ka P.

2. Jednakost
lim [ f@)dPu(z) = [ [(x)dP(),
Rd

n—oo R4

vaZi za sve beskonacno diferencijabilne funkcije f(z) koje nestaju van ogranicenog

skupd’

3. F,(z) = F(x) kada n — oo, u svakoj tacki neprekidnosti x funkcije B, pri cemu
sulF,F,,n=1,2, ..., funkcije raspodele koje odgovaraju verovatnocama P, P,,,n =
1,2,..., redom.

1.2 Brownovo kretanje

Brownovo kretanje je prvi uocio skotski botani¢ar Robert Braun 1827. godine. Po-
smatrao je nasumicna mikroskopski vidljiva kretanja malih ¢estica unutar polenovih
zrnaca na povrsini tec¢nosti. Iako je u pocetku bio predmet interesa botanicara, ovaj fe-
nomen su kasnije fizi¢ari uveli u fiziku i razvili kvantitativnu teoriju kako bi ga objasnili.
Najznacajniji doprinos razumevanju Brownovog kretanja dali su Albert Einsteiﬂ Ma-
rian von Smoluchowski{]| i Paul Langevin[?} &iji su radovi tokom 20. veka kulminirali
u potpunijem fizicko-matematickom opisu ovog fenomena.

Albert Einstein je 1905. godine razvio fizicko-matematicki model za opis Brownovog
kretanja, iako nije pruzio njegov potpun matematicki opis. Njegova klju¢na hipoteza
bila je da haoti¢no kretanje Cestica polenovog praha nastaje kao rezultat sudara sa mo-
lekulima vode, pri ¢emu cestice polena i molekuli vode poseduju istu kineticku energiju.

9Za funkciju se kaze da nestaje van ogranicenog skupa ako je jednaka 0 van ogranicenog skupa (j.
ima ogranicenu podrsku,).
10 Albert Einstein
1 Marian von Smoluchowski
12 Paul Langevin



1.2 Brownovo kretanje

Kasnije su se brojni matematicari i fizicari bavili ovom temom. Posebno znac¢ajan
doprinos dao je Norbert Wiener, koji je 1923. godine definisao strogu matematicku
formulaciju Brownovog kretanja. U njegovu ¢ast, Brownovo kretanje se ¢esto naziva
i Wienerov proces. Fenomen je nastavio da intrigira i fizicare, o ¢emu svedoce radovi
Ornsteinaﬂi UhlenbeckaEl. Posebnu paznju zasluzuje i rad Louisa BachelieraEl, koji je
jos 1900. godine iskoristio koncept Brownovog kretanja za opisivanje slu¢ajnih promena
cena akcija. Time je postavio temelje probabilistickog pristupa u finansijama, ¢ime je
postao preteca modernih finansijskih matematickih modela.

Brownovo kretanje ima Siroku primenu i predstavlja univerzalan matematicki pojam
za opisivanje mnogih slozenih procesa u razli¢itim nauc¢nim disciplinama.

Definicija 1.26 ([18], Definicija 1.4.1) Stohasticki proces B = {B(t),t > 0} je
Brownovo kretanje ako zadovoljava sledece uslove:

1. B(0) = 0, skoro izvesno;

2. 1ma nezavisne prirastaje, odnosno, za svako 0 < tg < t; < -+ < t,,n € N,
slucajne promenljive B(ty), B(t1) — B(to), - B( n) — B(t,_1) su nezavisne;

3. B(t) — B(s) ~ N(0,0%t — 5]), 0 < s <t.

Specijalno, za 02 = 1, proces B je standardno Brownovo kretanje.
Pored Brownovog kretanja, treba pomenuti i Gaussoveffl procese kojima se modelira
veliki broj pojava iz bioloskih, fizickih, tehnickih i ekonomskih nauka.

Definicija 1.27 ([18], Poglavlje 1.4) Stohasticki proces {z(t),t > 0} je Gaussov
proces ako je svaka linearna kombinacija njegovog n-dimenzionalnog zaseka (x(ty), z(ts),

o x(ty, )) Gaussova slucajna promenljiva, odnosno, ako je za svakon € N ty,... t, >
0iai,...,a, €R, slucajna promenljiva ;| o;x(t;) Gaussova.

Moze se dokazati da je stohasticki proces {B(t),t > 0} Brownovo kretanje ako i
samo ako je Gaussov proces i EB(t) = 0, K(s,t) = c?min{s,t}, s,t > 0.

Neka je o(B) = {F;,t > 0} prirodna filtracija Brownovog kretanja.

Brownovo kretanje ima mnogo vaznih osobina medu kojima su izdvojene sledece:

- Drugog je reda, odnosno, E|B(#)|? < oo, Vt > 0;

- Kona¢no dimenzionalne gustine su: za proizvoljne n € N, 0 < t; < --- < t, i
U, ..., U, €R

(e, ooty un, oo uy)
= fi(ty;uy) - fi(ta —ty;ug —ug) - - filtn —tn1;Up — Up—1);

- Homogen je proces Markova;

- Srednje kvadratno je neprekidan;

13 Leonard Salomon Ornstein
14 George Eugene Uhlenbeck
15 Louis Bachelier

BCarl F. Gauss



1.2 Brownovo kretanje

Skoro izvesno je neprekidan, odnosno, skoro sve njegove trajektorije su neprekidne
funkcije na [0, 00);

Skoro sve trajektorije su nediferencijabilne funkcije u svakoj tacki;
- Proces {B(t), F;,t > 0} je martingal;

- Skoro izvesno je neograniCene varijacije i kona¢ne srednje-kvadratne varijacije
na svakom segmentu [a,b] C [0,00), odnosno, za proizvoljnu konstantu ¢ € R
i proizvoljnu particiju a = ty < t; < --- < t, = b segmenta [a,b] za koju
maxi<g<n(ty — tk—1) = 0, n — oo, vazi

]P’{Z |B(tx) — B(tk—1)| > c} —1 (srednje-kvadratno),
k=1

Z |B(t) — B(tp_1)|*— 0*(b—a) (srednje-kvadratno);
k=1

- Moze se definisati na intervalu (—oo, +00), pri ¢emu je EB(t) = 01 K(s,t) =
L(It| + |s| = |t — s|). Na taj nacin se dobijaju nezavisna Brownova kretanja
{B(t),t > 0} i {B(—t),t > 0} ¢je su trajektorije skoro izvesno spojene u tacki
t=0.

Definicija 1.28 ([18], Definicija 1.4.3) Stohasticki proces {B(t),t > 0} = {(B(t),
Bs(t),...,Bn(t)),t > 0} je m-dimenzionalno Brownovo kretanje ako ispunjava sledeée
uslove:

- B(0) =0, skoro izvesno;
- 4ma nezavisne prirastaje;

- B(t) — B(s) ~ N(0,0%(t — s)I), 0 < s <t, gde je I jedinicna matrica reda m.

Koordinate m-dimenzionalnog Brownovog kretanja su nezavisna Brownova kretanja.
Za m-dimenzionalno Brownovo kretanje vaze iste osobine kao za jednodimenzionalan
slucaj.

U fizickim sistemima beli Sum se najéescée opisuje stacionarnim procesom {&(¢),t >
0} koji ima ocekivanje nula i konstantnu spektralnu gustinu S(A\) = Sy, A € R, pri
¢emu je S(A) = % ffooo cos(At)K (1)dr, gde je K(7) korelaciona funkcija belog Suma
koja kod stacionarnih procesa zavisi samo od vremenske razlike trenutaka, a ne samih
trenutaka. Gaussov proces {{(t),t > 0} se naziva Gaussov beli Sum. Re¢ ,beli” u nazivu
potice iz radiotehnike i ima smisla ako se ima u vidu da je za £(t) spektralni sastav
nepromenljiv kao i kod bele svetlosti, dok je rec¢ ,sum” vise istorijskog karaktera. Naime,
procesi ovog tipa su se najpre proucavali u radiotehnici gde su se javljali kao Sumovi
na linijama radiopredaje.

Za Gaussov beli sum slucajne promenljive £(¢) i £(s) su medusobno nekorelirane
ako je t # s, ¢ak i kada su t i s vrlo bliske po vrednosti. Pored toga, disperzija belog
Suma je 400, tako da ovaj proces u prirodi ne postoji, ali je pogodna matematicka
apstrakcija za opisivanje pojava koje mnogo variraju sa prelaskom iz jednog stanja u
drugo.

10



Integral Itoa

Na kraju treba istaci da se Gaussov beli sum {{(¢),t > 0} moZe posmatrati kao
uopsten stohasticki proces koji predstavlja formalan izvod Brownovog kretanja, tacnije
&(t) = %ﬁt) = B(t) i moZe se predstaviti u integralnom obliku kao B(t) = fotﬁ(s)ds
(videti [29], Poglavlje 2).

1.3 Integral Itda

[tov integral predstavlja jedan od klju¢nih pojmova u stohastickoj analizi. Japanski
matematicar K. Ito, je 1944. godine uveo koncept stohastickog integrala

[ etase)

u odnosu na m-dimenzionalno Brownovo kretanje B(-) za klasu d x m-dimenzionalnih
stohastickih procesa (). Glavni motiv za uvodenje ovog integrala bio je razvoj ma-
tematickog pristupa za reSavanje diferencijalnih jednacina koje ukljucuju stohasticke
procese. Neogranicena varijacija Brownovog kretanja i ¢injenica da njegove trajektori-
je skoro izvesno nemaju izvod ni u jednoj tacki predstavljale su znac¢ajne prepreke u
ranijim pokuSajima definisanja integracije u odnosu na Brownovo kretanje.

Za razliku od klasi¢nih Riman["}Stieltjesovil[™] ili Lebesgueovil[| integrala, Itov
integral se definiSe u kontekstu stohastickih procesa i njegova glavna karakteristika je
ta §to uzima u obzir specifiéne osobine stohastic¢kih procesa, kao to su prekidi (skokovi),
koji su prisutni u mnogim realnim sistemima, poput trzista finansija, bioloskih i fizickih
sistema.

Jedna od najpoznatijih primena [tévog integrala jeste u finansijama za modeliranje
cena akcija i u biologiji za modeliranje dinamike sistema pod uticajem stohastickih
faktora.

1.3.1 Konstrukcija integrala Ito6a

Neka su sve slu¢ajne promenljive i procesi koji ¢e biti razmatrani u nastavku defi-
nisani na kompletnom prostoru verovatnoce (€2, F,P).

Neka je B = {B(t), Fi,t > 0} jednodimenzionalno standardno Brownovo kretanje
adaptirano u odnosu na rastu¢u familiju pod-o-algebri {F;,t > 0} o-algebre F pri
¢emu je F; = o{B(s),s < t}, Fs C Fi,s < t,1 B(t) — B(s) nezavisno u odnosu na F;
za svako s < t.

Za 0 < ty < T < oo sa Ms([to, T];R) je oznacena klasa stohastickih procesa
o ={(t),t € [to, T]} sa slede¢im osobinama:

1. ¢ je B® F-merljiv;
2. ¢ je adaptiran u odnosu na familiju {F;,¢ > 0};

3. gl = Jf,, Ele(t)[2dt < oc.

Y7 Bernhard Riemann
BT homas Joannes Stieltjes
19 Henri Lebesgue
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1.3 Integral Itoa

Prostor (Mx([to, T];R), || - ||) je Banacho’|i u tom prostoru se poistoveéuju ¢ i ¢ ako
je llo—¢l=0.
Neka vazi pretpostavka da su proces ¢ i Brownovo kretanje nezavisni.

Definicija 1.29 ([18], Definicija 1.5.2) Stohasticki proces p € Ma([to, T|; R) je ste-
penasti proces ako postoji particija tg < t; < --- < t, = T, nezavisna od B, tako da

je
o(t) =p(tr) s, tp<t<tgn, k=0,1,...,n—1

Definicija 1.30 ([18], Definicija 1.5.3) Neka je ¢ € Ms([to, T];R) stepenasti sto-
hasticki proces. Slucajna promenljiva

—

n—

I(p) = / S(O)AB(1) = 3 o(te) (Bltesr) — B(ty)).

to 0

£
Il

naziva se stohasticki integral stepenastog procesa ¢ u odnosu na Wienerov proces B il
integral Itoa.

Sledeé¢a lema ima kljuénu ulogu u definisanju integrala Itda za proizvoljan proces
© € My([te, T]; R).

Lema 1.4 (|[18], Lema 1.5.6) Neka je B={B(t), F;,t >0} Brownovo kretanje i neka
je ¢ € Ms([to, T]; R). Tada:

1. postoji niz stepenastih procesa {pn,n € N} tako da

T
lo — oull® = / Elo(t) — gu(t)dt = 0, n — oo

to

2. ako niz stepenastih procesa {¢,,n € N} aproksimira ¢ u smislu da je || —pn|| —
0, n — oo i ako je integral I(p,) definisan kao u Definiciji tada niz slucajnih
promenljivih {I(p,),n € N} konvergira u srednje-kvadratnom (s.k.) smislu kada
n — 0o;

3. ako su{pn,n € N} i {¢),,n € N} dva niza stepenastih procesa koji aproksimiraju
v, tada je
s.k. lim I(p,) = s.k. lim I(¢)).
n—oo n—oo
Integral Itoa I(¢) moZe se definisati kao srednje-kvadratna grani¢na vrednost niza
stepenastih procesa {p,,n € N}, tj.

Sto je direktna posledica Leme [T.4]
Neke od najvaznijih osobina integrala Itda navedene su u teoremi koja sledi.

Teorema 1.9 ([18], Teorema 1.5.8) Neka su o, € Ms([to, T|;R) i cv, B € R proi-
zvolyne konstante. Tada je:

20Ste fan Banach
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1.3 Integral Itoa

1. I(p) Fr-merljivo;

2. El(p) = 0;

3. Hap + Bo) = al(e) + BI(¥);

4. E|I(p ft E|p(t)|?dt (stohasticka integralna izometrija);
5. E[I — [TE| )]dt.

Integral Itoa se moze definisati pod slabijim uslovima od prethodno navedenih.
Naime, neka je Lo([tg, T];R) klasa stohastickih procesa koji su B ® F-merljivi, adapti-
rani u odnosu na familiju {F;,t > 0} i za koje vazi da je

P {/tT () 2dt < oo} ~1

Na osnovu definicije klase Lo([to, T]; R) moze se zaklju¢iti da je ona $ira u odnosu na
klasu Ms([to, T];R). Pored toga, za svako ¢ € Lo([to, T]; R) postoji niz {¢,,n € N} iz
klase Ms([to, T];R) tako da se integral Itéa procesa ¢ moze definisati kao

I(p) = lim I(p,) (u verovatnoéi).

n—oo

U ovom slucaju osobine 1-3 Teoreme vaze, dok ostale ne vaze.
Integral Itoa procesa ¢ € Lo([to, T]; R) zadovoljava slede¢u osobinu: za proizvoljne

pozitivne konstante N i e vazi
T T
]P{ / S()AB(H)] > s} < ]P’{/ o(t)[2dt > N} + 2
to to

1.3.2 Neodredeni integral It6a

U nastavku ¢e biti definisan neodredeni stohasticki integral Itoa.
Neka je T'> 01 ¢ € My([to, ],R) Tada za sve 0 < a < b < T funkcija {o(t)|t €

[a,b]} € Ms([to, T];R) i integral f (t)dB(t) je dobro definisan. Pod ovim uslovima
integral [toa poseduje slede¢u osobinu

/bgp(t)dB(t) + /bcgo(t)dB(t) - /Cgo(t)dB(t), 0<a<b<c<T

Definicija 1.31 ([18], Definicija 1.5.11) Neka je Ijocyy, to < s < t < T indikator
skupa [to,t]. Neodredeni integral Itoa procesa ¢ € May([to, T|;R) je stohasticki proces
X ={x(t),t € [to, T]}, pri cemu je

ot)i= [ Tucop(o)dBGs) = [ @lo)dBGs), € [t T

to to

Neodredeni stohasticki integral Itoa poseduje slede¢e osobine:

1. x(t) je Fr-merljivo za t € [ty, T;
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1.3 Integral Itoa

2. {z(t), Fi,t € [to,T]} ima separabilnu i merljivu modifikaciju;
3. z(tp) = 0 skoro izvesno;
L a(t) - a(s) = [ plu)dBu);
5. Ez(t) = 0;
t
6. Ela(0)? = J!, Elo(s)ds:

Teorema 1.10 (18], Teorema 1.5.14) Neka je p € My([to, T];R). Neodredeni sto-
hasticki integral Itéa {x(t), Fi,t € [to, T|} je kvadratno integrabilan neprekidan martin-
gal sa kvadratnom varijacijom |x, x|,

mm:[wwmmtemﬂ

Na osnovu prethodne teoreme sledi da, ako je 7 vreme zaustavljanja u odnosu na
{Fi,t € [to, T]}, tada je za p € Ms([to, T]; R) stohasticki proces

tAT

z(tAT)= / o(s)dB(s), te€ [ty,T],
to

martingal u odnosu na {F;,t € [to,T]} i Ex(t A7) = 0.

Neodredeni integral Itda se moze definisati i za stohasticke procese ¢ € Lao([to, T]; R)
imajuéi u vidu Definiciju [1.31] Tada je proces X = {z(t), F;, ¢ € [to, T]} merljiv i skoro
izvesno neprekidan, dok u opstem slucaju, nije martingal. Medutim, proces X je lokalni
martingal, odnosno, {x(t A 7,), Fi,t € [to, T} je martingal, pri ¢emu je {7,,n € N} niz
vremena zaustavljanja definisanih sa

t
T, = Inf s$)2ds >n .
mmﬂ{éyw>| > }

1.3.3 Formula Itoa

Budu¢i da direktno izracunavanje Itovog integrala po definiciji nije efikasan pristup,
u ovom poglavlju ¢e biti razmatrana stohasticka verzija smene promenljivih, koja se
koristi za resavanje Itdévog integrala, poznata kao [téva formula.

Ovu formulu je prvi uveo K. It6 1944. godine u radovima [30, BI], a uopstio je
Meyer [32].

Bez umanjenja opStosti u nastavku se pretpostavlja da je ¢y = 0.

Najpre je uvedena jednodimenzionalna formula Itéa koja ¢e se u nastavku uopstiti
na visedimenzionalni slucaj.

Neka je B = {B(t), F;,t > 0} jednodimenzionalno Brownovo kretanje definisano na
kompletnom prostoru verovatnoca (2, F,P). Neka su f € L1(R;R) i g € Lo(Ry;R),
Sto znaci da su to merljivi procesi, adaptirani u odnosu na familiju {F;,¢ > 0}, pri
¢emu je, za svako T > 0,

T T
(/U@W<m o, /|WWﬁ<msi
0 0
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1.3 Integral Itoa

Definicija 1.32 ([18], Definicija 1.6.1) Neka su f € Li(R;R) i g € Ly3(Ry;R).
Jednodimenzionalan stohasticki proces {x(t),t > 0}, gde je

t
0

t
z(t) = x(0) +/ f(s)ds +/ g(s)dB(s), t>0, (1.3)
0
se naziva proces Itéa. KazZe se da x(t) ima stohasticki diferencijal dx(t) za t > 0 oblika
dz(t) = f(t)dt + g(t)dB(t).

Prvi integral u izrazu je Lebesgueov, dok je drugi integral Itoa. Kako su oba
integrala merljiva, F;-adaptirana i skoro izvesno neprekidna, to i proces Itoa ima iste
osobine. O¢igledno, proces Itda {z(t),t > 0} i njegov stohasticki diferencijal dz(t) se
mogu razmatrati na bilo kom segmentu [a, b] C R.

Teorema 1.11 (Formula Itoa, [18], Teorema 1.6.2) Neka je {z(t),t > 0} proces
Itoa sa stohastickim diferencijalom dx(t) = f(t)dt+g(t)dB(t) i neka je F : Ry xR — R
neslucajna funkcija sa neprekidnim parcijalnim izvodima F{(t,z), F.(t,x), Fo.(t, ).
Tada je {F(t,z(t)),t > 0} takode proces Itéa sa stohastickim diferencijalom

1
dF(t,x(t)) = F/(t,z(t))dt + F.(t,z(t))dz(t) + §F;’x(t, z(t))g*(t)dt, t>0. (1.4)
Izraz (|1.4) je poznat kao [téva formula za stohasticko diferenciranje u jednodimen-
zionalnom slucaju.
U nastavku se navodi visedimenzionalna formula Itoa. Iz tog razloga potrebno je
najpre uvesti pojam visedimenzionalnog stohastickog diferencijala.

Definicija 1.33 ([18], Definicija 1.6.3) Neka je B = {B(t), Fi,t > 0} m-dimenzi-
onalno Brownovo kretanje. Neprekidan i adaptiran d-dimenzionalan stohasticki proces
{z(t),t >0}, pri cemu je x(t) = (x1(t), 22(t), ..., 24(t))", je proces Itéa ako je oblika

t
0

x(t) ::1:(0)+/0 f(s)ds+/ g(s)dB(s),

gde je a € L1(R;RY) i b € Ly(Ry;R™™). KaZe se da {x(t),t > 0} ima stohasticki
diferencijal dz(t) za t > 0, pri éemu je

dz(t) = f(t)dt + g(t)dB(t).

Neka C12([0, 00) x R%; R) predstavlja familiju nenegativnih realnih funkcija V (¢, z)
sa neprekidno-diferencijabilnim parcijalnim izvodima prvog reda po t i prvog i drugog
reda po x. Uvode se sledece oznake

LW, (Vv
oot T \oxy T dxg
v PV
( 9?2V ) d:c1éz1 Ox10xq
‘/J:x - = :
02i0%; ) 44 02V 2V
Oxgdry " Oxqdxy
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Stohasticke diferencijalne jednacine

Teorema 1.12 (ViSedimenzionalna formula Itéa, [18], Teorema 1.6.4) Neka
je {x(t),t > 0} d-dimenzionalan proces Itéa sa stohastickim diferencijalom dx(t) =
f(t)dt + g(t)dB(t) i neka je V. € CH2([0,00) x R%:R). Tada je {V (¢, x(t)),t > 0}

takode proces Itoa sa stohastickim diferencijalom

AV (1,2(8)) = [Vi(t (1)) Vit 20 £(2) + Strace (67 (Vb 2(0)g(0)) ]
+ Vi (t,z(t))g(t)dB(t), t>0.

1.4 Stohasticke diferencijalne jednacine

Stohasticke diferencijalne jednacine predstavljaju prosirenje obi¢nih diferencijalnih
jednacina. One ukljuc¢uju stohasticke procese kojima se opisuje neizvesnost ili slu¢ajnost
u promenama sistema i klju¢ne su za modeliranje sistema sa inherentnom neizvesno-
S¢u, omogucavajuéi matematicko razumevanje i predvidanje njihovog ponasanja. SDJ
imaju Siroku primenu u raznim disciplinama, ukljucujuéi fiziku, biologiju, finansije,
inzenjerstvo i epidemiologiju.

Teorija stohastickih diferencijalnih jednacina pocela je da se razvija u okviru teorije
stohastickih procesa pedesetih godina proslog veka. Nezavisno jedan od drugog, ovu
teoriju su razvili I. I. Gikhman? [33], [34] i K. Ito [30], [35], [36]. Danas je opste
prihvac¢ena terminologija koju je uveo Ito.

Neka je promena stanja nekog sistema, ¢ija je dinamika opisana stohastickim pro-
cesom X ={xz(t),t € [0,7]} za vremenski period dt, zadata slede¢om diferencijalnom
jednac¢inom

#(t) = f(t,2(t) + gt x(t)s(t), ¢ €[0,T], x(0) = o, (1.5)

gdesu f:]0,7] x RT — R ¢g:[0,7] x R? — R¥>™ neslucajne Borelove funkcije.
S obzirom na pomenutu vezu izmedu Gaussovog belog Suma i Brownovog kretanja
jednacina (1.5 se moze predstaviti stohastickom diferencijalnom jedna¢inom

dr(t) = f(t,z(t))dt + g(t,z(£))dB(), te[0,T], z(0)= o, (1.6)

pri ¢emu je B = {B(t),t € [0,7]} m-dimenzionalno Brownovo kretanje, a z( je d-
dimenzionalna slu¢ajna promenljiva koja je stohasticki nezavisna u odnosu na proces

B.
Imajuéi u vidu Definiciju [1.33] stohastitkog diferencijala, jednacina (1.6) se moze
zapisati u ekvivalentnom integralnom obliku na sledeé¢i nacin

z(t) = o +/0 f(s,x(s))ds~l—/0 g(s,x(s))dB(s), te0,T]. (1.7)

Funkcije f(t,z(t))1g(t, x(t)) su koeficijenti jednacine (1.6)), pri cemu se f(¢, z(t)) naziva
koeficijent prenosa, a g(t,z(t)) koeficijent difuzije ili rasipanja.

Nadalje ¢e se podrazumevati da je filtracija F = {F;,t > 0}, F; = 0{xo, B(s),0 <
s < t} generisana Brownovim kretanjem.

Definicija 1.34 ([18], Definicija 2.2.1) Merljiv stohasticki proces X = {z(t),t €
0,71} je strogo resenje jednacine (1.6) ako zadovoljava sledece uslove:

2 Josif 1. Gikhman
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1.4 Stohasticke diferencijalne jednacine

1. z(t) je Fi-merljivo za svako t € [0,T);

2. [V 1f(tx)|dt < oo s, [ |g(t,a(t)Pdt < oo s.i;

3. x2(0) =y s.i.;

4. jednacina je zadovoljena skoro izvesno za svako t € [0,T].

Jednacina @ ima jedinstveno strogo resenje ako za svaka dva stroga resenja x i T
vazi
P{z(t) = z(t),t € [0,T]} = 1.

Lebesgueov i Itdv integral na desnoj strani jednakosti dobro su definisani i
skoro izvesno neprekidni, zbog ¢ega je i X(+) skoro izvesno neprekidan proces. To je
direktna posledica osobina 1 i 2 Definicije[I.34] Pored toga, oba integrala su jedinstvena
do stohasticke ekvivalentnosti. U tom slucaju, u skladu sa Teoremom Dooba, uvek
se pretpostavlja da se radi sa merljivom, separabilnom i skoro izvesno neprekidnom
modifikacijom strogog resenja.

Definicija 1.35 (|[18], Definicija 5.2.7) Neka je T vreme zaustavljanja filtracije F
pri cemu je 0 < 7 < T < 00 skoro izvesno. Tada se Fy-adaptiran, neprekidan stohastick:
proces {z(t),0 < t < 7} sa vrednostima u R? naziva lokalno resenje jednacine ako
je x(0) = o i ukoliko postoji neopadajuci niz {7y }r>0 vremena zaustavljanja filtracije
F tako da 0 < 1, T 7 skoro izvesno 1

z(t) = xo +/0 " f(s,x(s))ds—l—/o " g(s,z(s))dB(s), t € [0,T), s.i. (1.8)

Pored toga, ako limsup,_,, |z(t)| = oo skoro izvesno za 7 < T' < oo, tada je z(t),
t € [0, 7] maksimalno lokalno resenje, a T je vreme eksplozije.

U sledec¢oj teoremi su dati dovoljni uslovi egzistencije i jedinstvenosti strogog reSenja
jednacine . Radi jednostavnosti u izrazavanju, nadalje ¢e se umesto termina strogo
reSenje koristiti samo termin resenge.

Teorema 1.13 ([18], Teorema 2.3.1) Neka je m-dimenzionalno Brownovo kretanje
B i zy slucagna promenljiva, nezavisna od B, za koju je E|zg|*> < oco. Neka su f :
0,7] x RT — R, g : [0,T] x RY — R? x R™ Borelove funkcije koje zadovoljavaju
globalni Lipschitzoﬂ uslov i uslov linearnog rasta, odnosno, postoji konstanta L > 0
tako da za svako (t,z), (t,y) € [0,T] x R, vazi

£t x) — ft,y)| + |g(t, ) — g(t,y)| < L]z —yl, (1.9)
[f ()] + [g(t, =) < L2(1 + |2f?). (1.10)

Tada postoji jedinstveno skoro izvesno meprekidno reSenje jednacine (@) sa 0sobi-
nom Esup,co 7 [x(t)[* < oo. Pored toga, ako je Elzol’ < oo, 2a p > 2, tada je
E sup,e o, |2(1)[F < oo.

Sledeca teorema predstavlja uopstenje Teoreme [I.13] u kojoj je uniformni Lipschit-
zov uslov zamenjen lokalnim Lipschitzovim uslovom.

22 Rudol f Lipschitz
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1.4 Stohasticke diferencijalne jednacine

Teorema 1.14 (J18], Teorema 2.3.4) Neka vazi uslov linearnog rasta i neka
je Lipschitzov uslov zamengen sledecim lokalnim Lipschitzovim uslovom: za svaki
ceo broj n > 1, postoji pozitivna konstanta L,, takva da je za svako t € [0,T] i za svako
z, y € R? 2a koje je |x| V |y| < n,

|f(t,z) — fty)l + gt 2) — g(t, y)| < Lnlz —yl. (1.11)
Tada postogi jedinstveno resenje z(t), t € [0,T], jednacine (@) sa osobinom

E sup |z(t)]* < .
t€[0,T]

Teorema 1.15 ([18], Teorema 5.2.8) Neka vaZi lokalni Lipschitzov uslov tj. za sva-
ki ceo broj m > 1, postoji pozitivna konstanta L, takva da je za svako t € [0,T] i za
svako x, y € R? za koje je || V |y| < n,

[f(t,x) = f(ty) + gt ) — g(t, y)| < Lalz —yl. (1.12)
Tada postoji jedinstveno maksimalno lokalno resenje x(t), t € [0,T], jednacine (1.6).

Resenje stohasticke diferencijalne jednacine moze imati i globalno svojstvo. Za uvo-
denje pojma globalnog resenja, potrebno je razmatrati resenje stohasticke diferencijalne
jednacine (|1.6) na intervalu [0, 00), koje zadovoljava pocetni uslov x(0) = z,. Ukoliko
pretpostavke Teoreme egzistencije i jedinstvenosti regenja tj. vaZe na svakom
kona¢nom podintervalu [0, 7] intervala [0, 00), tada jednacina ima jedinstveno
reSenje (t) na celom intervalu [0, 00). ReSenje koje poseduje ovu osobinu naziva se
globalno resenje.

Teorema 1.16 (J18], Teorema 2.2.9) Neka je {z(t),t € [0,T]} reSenje jednacine
(@ cigi koeficijenti zadovoljavaju uslove teoreme postojanja i jedinstvenosti resenja.
Tada je {z(t),t € [0,T]} proces Markova ¢ije su verovatnoce prelaza definisane sa

P(x,ty;t, B) := ]P’(xé’tl(t) € B)
gde je 25" (t) resenge jednacine
t t
2t (t) = €+ / Flu, 25 (u))du + / g(u, 25" (u))dB(u),  t>t.
t1 t1

Definicija 1.36 (J20], Definicija 7.3.3) Infinitezimalni operator L pridruZen jedna-
cini (@ se definise na sledeci nacin

0 d 0 1 d o2
= — . _ T
L_at+; fz(t,$>axi+2igj:1 6" (1, )9(t,2)] 5 (1.13)

Kao i u prethodnom poglavlju, neka je C12([0,00) x R%R,) familija svih nene-
gativnih funkcija V (¢, 2) sa neprekidno-diferencijabilnim parcijalnim izvodima prvog
reda po t i prvog i drugog reda po z. Tada je za V € C*2([0, 00) x R%; R, ), diferencijalni
operator L definisan u , odreden na sledeéi nacin

LV (t,x)=V(t,x)+Va(t, ) f(t,x)+ %tmce [g" (t, ) Vou(t, 2)g(t, z)] -
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Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine

Ukoliko je V'(t,0) =0, t > 0, tada se funkcija V' (¢, x) naziva funkcija Lyapunovﬂ
Metod funkcije Lyapunova se moze koristiti u proucavanju razlicitih kvalitativnih i
kvantitavnih svojstava stohastickih diferencijalnih jednacina.
Za reSenje stohasticke diferencijalne jednacine sa datim pocetnim uslovom,
vazi sledec¢a teorema:

Teorema 1.17 (Dynkinova®]| formula, [20], Teorema 7.4.1) Neka je 7 vreme za-
ustavljanja i neka je E[T|xo] < co. Tada je

Blotan o] = plon) + £ | [ Ligta)dtinl,

gde je L operator definisan sa , a p je dva puta neprekidno diferencijabilna funk-
crja.

1.5 Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine

Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine (SFDJ) se prvi put pominju u
radovima Eulera@, BernoullijaEI, Lagrangeaﬂi Laplacea@ u XVIII veku. Sistemi ovih
jednacina se koriste u modeliranju pojava u razli¢itim oblastima kao $to su fizika,
mehanika, biologija, ekologija, ekonomija, finansije, medicina i druge.

Neka su sve slu¢ajne promenljive i procesi definisani na prostoru verovatnoce (€2, F, P)
sa filtracijom {F;,t>0} koja zadovoljava uobic¢ajene uslove.

Za fiksirano 7 > 0, neka je C([—7, 0]; R?) familija neprekidnih funkcija ¢ : [—7,0] —
R?, sa supremum-normom definisanom na sledeéi naéin ||| := sup_. 5o |¢(#)|. Pored
toga, (C([—7,0];R%),||-]|) je Banahov prostor. Neka je C = C([—7, 0]; R%), a D prostor
svih Fp-adaptiranih slu¢ajnih promenljivih ¢ € C.

Definicija 1.37 (|37], Definicija 2.1) Za svaki stohasticki proces Y (t) : [—71,T] X
Q — R"™ i svako t € [0,T], segment proces Yy : [—7,T| x Q@ — R" se definise na sledeci
nacin

i(0,w) =Y (t+0,w), 0€[-7,0, we-q.
Stohasticka funkcionalna diferencijalna jednacina je oblika
dx(t) = f(t,x) dt + g(t,x) dB(t), te€ 0,7, (1.14)

gde su funkcionali f : [0,7] x C — R?, g : [0,T] x C — R¥>*™ Borel merljivi, {z(t),0 <
t < T} je d-dimenzionalan proces i x; := {x(t + 6),0 € [—7,0]} je stohasticki segment
proces iz familije C i interpretira se kao proslost stanja u odnosu na trenutak t. Zbog
zavisnosti od proslosti, po¢etni uslov je zadat na ¢itavom intervalu [—7, 0], tj.

ro=¢§ = {€(9>>0 S [_7—7 0]}7 (1‘15>

pri ¢emu ¢ predstavlja Fp-merljivu slucajnu promenljivu iz familije C, za koju vazi
EJ[][* < oo.

23 Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
24 Bugene Dynkin

25 Leonhard Euler

26 Daniel Bernoulli

27 Joseph — Louis Lagrange

28 Pierre — Simon Laplace

19



1.5 Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine

Definicija 1.38 (|18], Definicija 5.2.1) Za d-dimenzionalan stohasticki proces {x(t),
t € [—7,T|} se kazZe da je reSenje jednacine ako ima sledeée osobine:

e neprekidan je i {x;,t € [0,T]} je Fi-adaptiran,
o Jo Itz dt < oo, [ gt x) dt < oo,
o 1o =¢& i za svako t € [0,T], integralni oblik jednacine je zadovoljen s.1.

Resenje {x(t),t € [—7,T]} jednacine je jedinstveno ako je bilo koje drugo resenje
{Z(t),t € [-7,T|} stohasticki ekvivalentno tom resenju, tj. ako je

P{x(t) = #(t),t € [-, T]} = 1.

Teorema 1.18 ([18], Teorema 5.2.2) Ako za funkcionale f i g vaZe uniformni Lipsc-
hitzov uslov @ uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da je

[f(E,0) = f(E )V gt ) — g(t, )| < Kl = 4], (1.16)
[F(E @)V 1g(E @)l < K(1+lel]), (1.17)

za svako t € [0,T] i p,v € C, tada postoji jedinstveno, s.i. neprekidno resenje x(t)
jednacine . Uz to, ako je E[|¢|]P < 00 za p > 2, tada je Esup_, ooy |2(t)[P < oo.

Ako se pretpostavi da je f(¢,0) = 01 g(¢,0) = 0, jednacina ima reSenje
z(t) = 0 koje odgovara pocetnom uslovu zo = 0. Ovo reSenje se naziva trivijalno
resenje stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine .

Diferencijalni operator pridruzen jednacini se definise formulom

LV(t, f) — lim Sup Et,fv(t + Aa ':EH-A) B V(t> 5)
A—0 A

I

gde je x(s),s > t reSenje jednacine sa poCetnim uslovom x; = &, a V(¢,€) je
funkcional definisan za t > 01 & € D.

U nastavku ¢e klasa funkcionala V (¢, ) biti redukovana da bi se odredio operator
L. Najpre, za t > 0 i funkciju & € D, neka je V(t,&) = V(¢,£(0),£(0)), —7 < 0 < 0.
Tada se definise funkcija

Ve(t,z) =V (t,8) =V(t,x) =V(t,z,z(t +6)), —7 <0 <0,

gde je & = xy, © = £(0) = z(t).

Neka je C*2([0,00) x D; R, ) familija funkcionala V (¢, €), tako da su, za svako t > 0
neprekidno-diferencijabilni prvi parcijalni izvod po t i prvi i drugi parcijalni izvod po
x funkcije Ve(t,x) 1 Ve(t,0) = 0. Tada je V(¢,&) funkcional Lyapunova [1§]. Primenom
operatora L, koji je pridruzen jednacini , dobija se

B OVe(t, x)

LV(t, l’t) = T —I—fT(t, J]t)

OVelt,z) 1 T OPVe(t, z)
T+§trace g (t,xt)Tg( , t)

Kako SFDJ ([1.14)) zavisi od stanja sistema iz proslosti, njeno reSenje ne zadovoljava
svojstvo Markova. Medutim, u [38] je pokazano da za segment proces z; = {x(t+6),0 €
[—7,0]}, vazi svojstvo Markova.
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1.5 Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine

Teorema 1.19 (Svojstvo Markova, [38|], Teorema 3.1.1) Ako za funkcionale f i
g jednacine , vazi uniformni Lipschitzov uslov (1.16)), tada trajektorije {xf,t >
0,¢ € C} predstavljaju proces Markova sa vrednostima u C i verovatno¢ama prelaza

p(t,&ta, B) i=Plw:weQ ai* € B), t,<t,, BeB(C), £cC,

gde je 2511 (-) resenje jednacine sa pocetnom vrednoscéu & u trenutku ty, tj. zado-
voljava jednacinu

t
o (t) = £(ty) / fu, 25™) du—l—/ g(u, 25" ) dB(u), t € [ty,T), (1.18)

t1
x0:§(0), ty— 7 <0 <t.

Drugim recima, vazi svojstvo Markova

P(mtz S B|"T-;f1) = p<t1’$t1(');t27 B) = P(xtz € B|$t1)a S.1.

1.5.1 Stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnjenjem

Stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnjenjem ¢ine znacajnu klasu stohastic-
kih funkcionalnih diferencijalnih jednacina. Uvodi se sledeca stohasticka diferencijalna
jednacina sa konstantnim kasnjenjem

dx(t) = F(t,z(t), z(t — 7))dt + G(t,z(t),x(t — 7))dw(t), te€[0,T], (1.19)

sa pocetnim uslovom (L.13), gde je F : [0,7] x R x R* — R i G : [0,7]
x RY x RY — R¥>™. Ako se definisu funkcije f(¢,&) = F(t,£(0),&(—7)) i g(t,€)
G(t,£(0),&(—7)), pri ¢emu je (¢,€) € [0,T] x C([—7,0];RY), tada se jednacina
moze zapisati u obliku (1.14)). Shodno tome, zakljuc¢uje se da Teorema egzistencije i
jedinstvenosti reéenjavaii i za jednacinu . Neka funkcije F'i G zadovoljavaju
lokalni Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta tj. neka za svaki ceo broj n > 1 postoji
pozitivna konstanta K, tako da je za svako t € [0,T] i svako z,y,Z,y € R? za koje je
|z V |yl vV |Z] V [g] < n, vazi

[F(t,z,y)— F(t.2,9)]° VIG(t2,y) — Gt7,9)] < Kol -2 + [y —g*)  (1.20)
i postoji konstanta K > 0 takva da za svako (t,z,y) € [0,T] x R? x R vazi
[F(tz,y)* VIG(H 2, ) < K1+ [z + [y[*). (1.21)

Tada, na osnovu Teoreme m, postoji jedinstveno reSenje jednacine ([1.19).
Medutim, uslov (|1.20) se moze oslabiti. Naime, na intervalu [0, 7] jedna¢ina ({1.19))
postaje

dz(t) = F(t,z(t),&(t — 7))dt + G(t,z(t),&(t — 7))dw(t)

sa poc¢etnim uslovom z(0) = £(0). Poslednja jednac¢ina predstavlja stohasticku diferen-
cijalnu jednacinu bez kasnjenja koja ima jedinstveno reSenje ukoliko uslov linearnog
rasta vazi i ako su funkcije F(t,z,y) i G(t,z,y) lokalno Lipschitz neprekidne
samo po x. Dakle, ukoliko je poznato reSenje jednacine z(t) na intervalu [0, 7] tada
isti argument (lokalna Lipschitz neprekidnost) vazi i na intervalima [r, 27], [27, 37], itd.
Nastavljajuéi postupak dobija se reSenje na celom intervalu [—7, T, tj. vazi sledeca
teorema.
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Stohasticke diferencijalne jednacine sa prelazima Markova

Teorema 1.20 (J18], Teorema 5.3.1) Neka vazi uslov linearnog rasta i neka
za svaki ceo broj n > 1 postoji konstanta K, takva da je za svako t € [0,T], y € R? i
z,7 € R? za koje je |z| V |Z| < n,

\F(t,z,y)— F(t,7,9))* V|Gt 2,y) — G(t,Z,y)]* < Ku|lv — 7] (1.22)

Tada postoji jedinstveno resenje stohasticke diferencijalne jednacine sa kasnjenjem
1.19).

Kako bi se sto realnije prikazao kumulativni efekat istorije procesa na njegovo tre-
nutno stanje, u nekim modelima se koristi vremenski raspodeljeno kasnjenje, koje moze
biti konac¢no ili beskona¢no. Ovi modeli nalaze primenu u opisivanju dinamike popu-
lacije i epidemiologiji. Opsti oblik stohasticke diferencijalne jednacine sa vremensk:
raspodeljenim kasnjenjem (engleski naziv: Stochastic differential equations with time-
distributed delay) je

0

du(t) = F (t,xt,/o kl(s)x(t+s)ds,...,/ kr(s)x(t—i—s)ds) dt (1.23)

—00 —00

0 0
+G (t,xt,/ ki(s)z(t + s)ds, . .. ,/ k. (s)x(t + s)ds) dw(t), t >0,
sa pocetnim uslovom zq = & = {£(f),—o0 < § < 0} € L% ((—o0,0];R?) i F :
Ry x R? x R™>*" —+ R4, G : Ry x R? x R — R¥>™ Funkcije k; € L((—oo,O];]RQEjl,
1 =1,2,...,r, poseduju svojstvo ffoo ki(s)ds =1 i nazivaju se jezgro.

1.6 Stohasticke diferencijalne jednacine sa prelazima
Markova

Stohasticke diferencijalne jedna¢ine nalaze Siroku primenu u brojnim nau¢nim i
tehnickim disciplinama. U pojedinim oblastima, sistemi opisani ovim jednac¢inama to-
kom vremena podlezu promenama koje se odvijaju prema razli¢itim zakonitostima, a
u slu¢ajnim trenucima mogu naglo preéi iz jednog rezima u drugi.

Takvi prelazi se modeliraju koris¢enjem lanaca Markova sa kona¢nim brojem stanja,
Sto predstavlja kljuéni motiv za proucavanje stohastickih diferencijalnih jednacina sa
prelazima Markova. U knjizi [19] je analiziran ovaj tip jednacina.

Pored ve¢ uvedenih oznaka, neka a = {a(t),t € [0, T]} oznacava neprekidan zdesna
lanac Markova definisan na datom prostoru verovatnoca, sa kona¢nim skupom stanja
A ={1,2,..., N} i generatorom I' = (;;) nxn definisanim sa

Vi A + o(A), i # 7,
P{a(t + A) = jla(t) =i} =
1+ 9:A 4 o(A), i=j,

29L”}-0 (Q; R?) predstavlja familiju Fo—merljivih slu¢ajnih promenljivih ¢ sa vrednostima u R? za
koje je E[¢|? < oo,

30LP([a, b]; R?) predstavlja familiju Borel merljivih funkcija h : [a,b] — R za koje je f: |h(2)|Pdt <
00
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1.6 Stohasticke diferencijalne jednacine sa prelazima Markova

pri cemu je A > 0, a v;; > 0 predstavlja gustinu prelaza iz stanja 7 u stanje j, kada je
1 # j, dok je
Vi = — Z Yij-
JFi
Pretpostavlja se da je lanac Markova a(-) nezavisan u odnosu na Brownovo kretanje
B(+). Pritom je skoro svaka trajektorija procesa a(-) neprekidna zdesna stepenasta

funkcija sa kona¢nim brojem skokova na intervalu [0, 7).
Uvodi se sledec¢a stohasticka diferencijalna jednac¢ina sa prelazima Markova

dz(t) = f(t,x(t),a(t))dt + g(t,z(t),a(t))dB(t), 0<t<T, (1.24)
z(0) =x € L%O(Q;Rd), r(0) = ro,
pri ¢emu su
F:00,T] xR x A =R g:[0,7] x RY x A — R¥>™
Borelove funkcije.

Definicija 1.39 (J19], Definicija 3.11) Stohasticki proces {x(t),0 <t < T} sa vred-
nostima u R? je resenje jednacine ako ima sledeca svojstva:

(1) neprekidan je i F; adaptiran;
(2) {(t,2(t), a(t) hower € L1(0, TIRY) i {g(t, 2(t), a(t)) bocizr € La([0, T);R™);

(3) jednacina

z(t) = z(0) +/0 f(s,z(s),a(s))ds —|—/0 g(s,x(s),a(s))dw(s), 0 <t <T,

je zadovoljena sa verovatnocom jedan.

Resenje {z(t),0 < t < T} je jedinstveno ako za bilo koje drugo reSenje {Z(t,0 < t <
T)} vazi
P{z(t) = z(t) za svako 0 <t <T} =1.

Teorema 1.21 ([19], Teorema 3.13) Ako koeficijenti f i g jednacine zado-

voljavaju Lipschitzov uslov i uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K tako da
za svako v,y € R t € [0,T] ii € A vaZi

f(t,2,0) = f(ty, D) Vgt 2,1) — g(t,y,9) ] < Ko —yl?,
i ako postoji konstanta K > 0 tako da za svako (t,z,i) € [0,T] x R? x A vazi
(2, 0)]* v g(t, 2, ) < K(1+[2f),

tada postoji jedinstveno resenje {z(t),t € [0,T]|} jednacine . Stavige, ako je x(t)
reSenje jednacine onda je

E( sup |z(t)]*) < (1+3E[:L’0|2)e3KT(T+4),
0<t<T

tj. resenje pripada klasi Ms([0,T]; R?).
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Lévyjev proces

Teorema 1.22 (J19], Teorema 3.27) Neka je x(t) resenje jednacine zat >0,
cigi koeficijenti f 1 g zadovoljavaju uslove teoreme postojanja i jedinstvenosti resenja
(npr. Teoreme . Tada je (z(t),a(t)), proces Markova sa verovatnocama prelaza

p(s, (&)t Bx {j}) =Pw:we Q, 2" (t) € B x {j}),

za B € B(R"),(&,i) e R* x A i j € A, gde je =&Y resenje jednacine zat > s,

sa pocetnom vredno$éu x(s) = £ i a(s) =1 € A. Odnosno,
¢

z$(t) = / Fu, 20 (w), ay(w))du + / g(u, & (), al(u))dB(u),  t>s.

S

1.7 Lévyjev proces

Teorijska i empirijska istrazivanja ukazuju na to da je za analizu dinamike epidemija
kljuéno razmatrati moguénost gotovo trenutnih promena velike amplitude (skokova) u
broju zarazenih ili preminulih. Za matematicko modeliranje ovih pojava u literaturi se
primenjuju procesi sa skokovima.

U ovom poglavlju bice predstavljeni Lévyjevi procesi, nazvani po francuskom ma-
tematicaru Polu Lévyju, i naglasena njihova bogata struktura. Navedeni su osnovni
pojmovi i kljuéni rezultati koji su primenjivani u analizi difuzionih procesa sa skoko-
vima u nastavku disertacije. Navedeni rezultati se mogu nac¢i u knjigama [21], [23],
[24].

Neka je (92, F,{F:}t > 0,IP) potpun prostor verovatnoce sa prirodnom filtracijom
{Fi},50: koja je neprekidna zdesna i takva da F sadrzi sve skupove mere nula.

Definicija 1.40 (J21], Definicija 1.1) F;-adaptiran proces {Z(t),t > 0} = {Z;,t >
0} sa vrednostima u R se naziva procesom Lévyja ako vaZi:

e Z(0) =0 s.i.

o Z(t) je neprekidan u verovatnoci (odnosno, za svakot >0 ik > 0 vazi P(|Z(t +
€)—Z(t)| > k) — 0 kada e — 0),

e ima stacionarne prirastaje (odnosno, raspodela prirastaja Z(t + s) — Z(t) zavisi
od s, a ne zavisi od t),

e ima nezavisne prirastaje (odnosno, Z(t) — Z(s) ne zavisi od Fs = o(Z(u),0 <
u<s)).

Lema 1.5 (|2I], Teorema 1.2) Neka je {Z(t),t > 0} proces Lévyja. Tada proces
Z(t) ima svoju cadlag verziju, odnosno, verziju koja je neprekidna zdesna i ogranicena
sleva, koja je takode proces Lévyja.

Skok procesa Z(t) za t > 0 je definisan sa
AZ(t) = Z(t) — Z(t—).
Neka je By familija Borelovih skupova U C R &je zatvorenje U ne sadrzi 0. Za U € B,

N(t,U) =Nt Uw) = Y Ty (AZ(s))

5:0<s<t
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1.7 Lévyjev proces

Drugim re¢ima, N(t,U) je broj skokova veli¢ine AZ(s) € U koji se deSavaju pre ili
u trenutku t. N(¢,U) se naziva Poissonova slu¢ajna mera (ili mera skokova) procesa
Z(+). Bududéi da je trajektorija procesa cadliag (neprekidna zdesna i ogranicena sleva),
za svako U € By, vazi N(t,U) < oo, s.i.

Jedan primer procesa Lévija je Brownovo kretanje koje ima stacionarne i nezavisne
prirastaje, zbog Cega se klasifikuje kao Lévyjev proces sa s.i. neprekidnim trajektorija-
ma. Drugi znacajan primer procesa Lévyja je Poissonov proces. Poissonov proces ©(t)
sa intenzitetom A > 0 je Lévyjev proces ¢ije vrednosti pripadaju skupu NU {0} za koji
vazi .

P(O(t) =n) = e_At%, n=0,1,2..

Teorema 1.23 ([21I], Teorema 1.5)

1. Skupovna funkcija U — N(t,U,w) definise o-konacnu meru na By za svako fik-
sirano t,w. Diferencijalna forma ove mere je N(t,dz).

2. Skupovna funkcija [a,b) x U — N(b,U,w) — N(a,U,w),[a,b) C [0,00),U € By
definise o-konacnu meru za svako fiksirano w. Diferencijalna forma ove mere je
N(dt,dz).

3. Skupovna funkcija

AU) = E[N(1,U)],

pri ¢emu E = Ep oznacava ocekivanje u odnosu na meru P, takode definise
o-konacnu meru na By, koja se naziva Lévyjeva mera procesa {Z(t),t > 0}.

4. Za fiksiran skup U € By, proces
Ou(t) = Op(t,w) == N(t,U,w)

je Poissonov proces sa intenzitetom A\p = A(U).

1.7.1 TIto-Lévyjeva dekompozicija

Sledeci rezultati pruzaju opis procesa Lévyja.

Teorema 1.24 (It6—Lévyjeva dekompozicija, [21], Teorema 1.7) Neka je {Z(t),
t > 0} Lévyjev proces. Tada {Z(t),t > 0} ima dekompoziciju

Z(t) = at +oB(t) + N(t,dz) + N(t,dz) (1.25)
|2|<R |z|>R

za neke konstante o € R0 € R, R € [0, 00]. Takode, mera

N(dt,dz) = N(dt,dz) — \(dz)dt

je kompenzovana Poissonova slucajna mera procesa Z(:), i B(t) je Brownovo kretanje
nezavisno od N(dt,dz). Za svako A € By proces

Mt = N(t, A)
je martingal. Ako je a« =0 i R = oo, proces {Z(t),t > 0} je Lévyjev martingal.
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1.7 Lévyjev proces

Teorema 1.25 (|21], Teorema 1.8) Ako je R =11 E|2Z;| < 00 za svako t > 0, tada

je
/ 12| A(dz) < oc.
|z|>1

Ako je R = oo, tada je
Z(t) =at +0B(t) /Ntdz.

Teorema 1.26 ([22], Teorema 1.32) Léuvyjev proces je strogi proces Markova.
Teorema 1.27 ([22], Posledica I1.4) Lévyjev proces je semimartingal.

U cilju definisanja stohastickog integrala u odnosu na Lévyjev proces, uvodi se
slede¢a definicija i teorema.

Definicija 1.41 ([21], Definicija 1.12) Neka je D,, prostor cadlag adaptiranih pro-
cesa, sa topologijom uniformne konvergencije u verovatnoci na kompaktnim skupovi-
ma (oznaka ucp). H, — H ucp ako za svako t > 0, supo<s<i|Hn(s) — H(s)| — 0
u verovatnoéi (A, — A u verovatnoéi ako za svako € > 0 postoji n. € N tako da je
n > n. = P(JA, — A| > €) < €). Neka je L., prostor adaptiranih caglad procesa
(neprekidni sleva sa desnim granicama), sa ucp topologijom. Ako je H(t) stepenasta
funkcija oblika

H(t) = +ZH Iirzn (),

gde je Hy € Frp,, 0 =Ty < Ty < ... < T,y < o0 su Fi-vremena zaustavljanja 1 X je
cadlag, definise se

JxH(t) /H )dX (s +ZH (Tia At)— X(T}AL), >0,

Teorema 1.28 (|2I], Teorema 1.13) Neka je X semimartingal. Tada se preslikava-
nje Jx moze prosirit
JX : Lucp — Ducp

tako da se ocuva neprekidnost i linearnost.

Ova konstrukcija dozvoljava da se definiSe stohasticki integral oblika

[ szt

za svako H € L,.,. Na osnovu deNkompoziCijei ovaj integral se moze podeliti na
integrale u odnosu na ds, dB(s), N(ds,dz), 1 N(ds,dz).
Na osnovu ovog, prirodno je razmatrati uopsteniji stohasticki integral oblika

:/tf<5,w)d5+/t (s, w)dB(s // 5,0, 2)N(ds, d2), (1.26)
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1.7 Lévyjev proces

pri ¢emu integrandi zadovoljavaju odgovarajuce uslove za postojanje integrala i, radi
jednostavnosti, oznaceno je

N N(ds,dz) — A(dz)ds, ako je |z] < R,
| N(ds,dz), ako je |z| > R,

pri ¢emu je R definisano u Teoremi Kao 5to je uobi¢ajeno, bi¢e koris¢ena skracena
diferencijalna notacija za procese X (t) koji zadovoljavaju (|1.26)):

X(t) = f(t,w)dt + g(t,w)dB(t) +/h(t,w,z)]\7(dt,dz). (1.27)

R

Ovakvi procesi se nazivaju Ito—Lévyjevi procesi.

Podsecanja radi, semimartingal M (¢) se naziva lokalnim martingalom do trenutka
T (u odnosu na verovatnosnu meru IP) ako postoji rastuéi niz F;-vremena zaustavljanja
T, tako da je lim, .o 7, = T s.4. 1 M(t A 7,) je martingal u odnosu na verovatnosnu

meru P za sve n
Neka je M(t) = [, Jo, 0t w,w) N(du,ds),t € [0,T)]. Tada,

T
E (/ / 772(t,w,u))\(du)dt> < oo = M(t),t €[0,T], je martingal; (1.28)
o Jry

T
(17) / / n?(t, w, w)A(du)dt < oo, s.i. = M(t),t € [0,T], je lokalan martingal.
R
Napomena 1.2 Neka je

V2 = {w(t,z) predvidiv : /Ot /Y [0 (s, 2)PA(du)ds < oo}

i za svako Y(t,z) € U

loc?

//wz (ds, du).

<M,M>t:/OT/YW(t,u)F)\(du)ds

(M, M], = /0 ' /Y (¢, w) 2N (du)ds

pri éemu je proces [M, M|(t) dat u Definiciji a (M, M)(t) u Definiciji[1.25

Tada, vazi

1.7.2 Uopstena formula Itoa

U ovom poglavlju je navedena uopstena formula Itda za [to-Lévyjeve procese.
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1.7 Lévyjev proces

Teorema 1.29 (Jednodimenzionalna formula Itéa za Ito-Lévyjeve procese,
[21], Teorema 1.14) Neka je x(t) € R Ito-Lévyjev proces oblika

dz(t) = f(t,w)dt + g(t,w)dB(t) + [, h(t,w,u)dN(dt, du),

pri cemu je

N(ds,dz), ako je |z| > R,

N { N(ds,dz) — \(dz)ds, ako je |z| < R,

za neko R € [0, o0.
Neka je F(t,z(t)) € C*R?) i neka je V(t) = F(t,z(t)). Tada je V(t), takode,
Ito-Lévyjev proces 1 vazi
OF OF
1 O*F
5 w(t»x(t))dt

+/ (F(t,z(t7) 4+ h(t,w,u) — F(t,z(t7))

g3 (t,w)

——(t,x(t))h(t,w,u)) A(du)dt
—l—/R(F(t,ac(t_) + h(t,w,u)) — F(t,z(t7)))N(dt, du).

Teorema 1.30 (ViSedimenzionalna formula Itéa za Ito-Lévyjeve procese, [21],
Teorema 1.16) Neka je x(t) € R™, It6-Lévyjev proces oblika

da(t) = f(t,w)dt + g(t,w)dB(t) + [o h(t,w,u)dN(dt,du), (1.29)
pri cemu su
F:00,T]x Q=R g:[0,T] x Q — R>™
h:[0,T] x Q x RN — R&xmx!,

adaptirani procesi takvi da integrali postoje. Takode, B(t) je m-dimenzionalno Browno-
vo kretange i

N(dt, du)” = (Nl(dt,dul),...,Nl(dt,dul)>
= (Nl(dt, dul) — ]|z1\<R1)\1(dU1)dt, ceey Nl(dt, dul) — I|zl\<Rl)\l(dul)dt) s

pri cemu su {N,} nezavisne Poissonove slucajne mere sa Lévyjevim merama Ay, k €
{1,2,...,1}, koje poticu od nezavisnih jednodimenzionalnih Lévyjevih procesa Zy, k €

{1,2,...,1}.
Svaka kolona h™® matrice h = [hy;] dimenzije n x I, zavisi od u samo preko k-te
koordinate, odnosno,

h(k)(t,w,u) = h(k)(t,w,uk), (g, ..oy uy) € R

Stoga je integral desne strane jednakosti (1.29) samo skraceni matricni zapis. Kada se
napise u razvijenom obliku relacija (1.29), je ekvivalentna relaciji

m l
d;(t) = fi(t,w)dt + ) gij(t,w)dB;(t) + Y / hij(t, w, uy)dN;(dt, duy),
Jj=1 J=lg
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Stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovima Lévyja

zal <1 <n.
Neka je F(t,z(t)) € CY2([0,T] x R™;R) i neka je V(t) = F(t,z(t)). Tada je V(t),
takode, Ito-Lévyjev proces i vazi

OF . = OF RN OF
dv(t,z(t)) = Edt izla—xi(fidt-i-gz‘dB(t)) ZMZI(QQ )”837 ax]dt

l

N Z/ (F(t, 2(t7) + h®(t, w, w)) — F(t, 2(t7))

k=1 v |26l <R

4 Z/(F(t, 2(#) + A w, ug)) — P, 2(67))) Ne(dt, dug),
k=1 7R
pri cemu je h'®) € R, k-ta kolona n x | matrice h = [hy) i hl(k) = h, i-ta koordinata
vektora h™®

Teorema 1.31 (Izometrija It6—Lévyja, |21], Teorema 1.17) Neka je X (t) € R®
definisan izrazom (1.29)), pri cemu je X(0) =0 i f = 0. Tada vazi

BIXAW] = B |fy (S S e (s.w) + XL zz Je (s, u) s (duy) ) ds|
n T
= SB[ (S 050w+ S S (s, ) () ) ds]
pod uslovom da je desna strana ove jednakosti konacna.

Kao posledica ove teoreme, vaze sledeci rezultati:

t t
(/ g(s,w)B(s)) :EU gQ(S,w)ds]
0 0
e Lévyjeva izometrija

(// s, )N (ds d“>2 :E[/Ot/ha(S,W,U))\(du)ds}

1.8 Stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovima
Lévyja

e [tova izometrija

2
E

Neka je (2, F,{F;}t > 0,IP) potpun prostor verovatnoce sa prirodnom filtracijom
{Fi},>0, koja je neprekidna zdesna i takva da F sadrzi sve P-nula skupove.

Neka je proces B(:) d-dimenzionalno Brownovo kretanje i (z(t)) za t € [0, T}, di-
fuzioni proces opisan slede¢im stohastickim diferencijalnim jednacinama sa skokovima
Lévyja

d:c(t):f(t,x(t))dt+g(t,x(t))dB(t)+/Yh(t z(t7), u)N(dt, du),
z(0) = 2o € RY, (1.30)
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1.8 Stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovima Lévyja

pri cemusu f: [0, 7] xR — R, g :[0,7] xR — R>™ | : [0, T] x RYx R — RéxmxL,
Borelove funkcije. Takode, g(z, k)g” (z, k) =: (dij(z,k)), 4,5 € {1,2,...,n}.

Definicija 1.42 (]21], Definicija 1.5) Neka je T vreme zaustavljanja filtracije F pri
cemu je 0 < 7 < T < o0 s.i. Tada se Fi-adaptiran, neprekidan stohasticki proces
{x(t),0 < t < 7} sa vrednostima u R naziva lokalno resenje jednacine ako je
z(0) = zo 1 ukoliko postoji neopadajuci niz {1y }r>0 vremena zaustavljanja filtracije F
tako da 0 < 7 T 7 s.0. 4

o(t) = $0+/0 ka(s,a:(s))ds—{—/o " g5, 2(5))dB(s)
+/tATk h(s,x(s7),u)N(ds, du), tel0,7), s.i

Teorema 1.32 ([21], Teorema 1.19) Neka koeficijenti f,g i h jednacine za-
dovoljavaju sledece uslove:

e (Lipschitzov uslov) postoji konstanta K tako da za svako x,y€ R?, t € [0, T] vazi
[f(tx) = f(t )P+ llg(t 2) — gt y)II

z
+Z/ i (t, 2, 21) — Pi(t g, 2) PAe(dzy) < Kz —yl?, (1.31)
k=1"Y

e (uslov linearnog rasta) postoji konstanta K > 0 tako da za svako (t,x) € [0,T] x
R? vazi
!
[t 2) PV (gt o)|]* + Z/ | (t, @, 21) — (8,9, 22) P An(dzp) < K (1 + [zf?).
k=1"Y
(1.32)

Tada postoji jedinstveno, cadlag adaptirano resenje {z(t),t € [0,T]} jednacine ,
tako da je
E(jz(t)[?) < oo.

Teorema 1.33 (|23], Teorema 6.2.11) Neka vaZi lokalni Lipschitzov uslov tj.

e za svaki ceo broj n > 1, postoji pozitivna konstanta K, takva da je za svako
t € [0,7T] i za svako z, y € R? za koje je |z| V |y| < n,

|f(t,x) = f(t )]+ gt x) — g(t,y)|]?

I
+Z/ |he(t, 2, 21) — hi(t,y, 20) P Ak (dzr) < Kolo —yl?. (1.33)
k=1"Y

Tada postoji jedinstveno maksimalno lokalno resenje stohasticke diferencijalne jedna-
¢ine ((1.30)).

Napomena 1.3 Na osnovu Napomene 2, Poglavlje 4.1 na strani 234 u [39], moZe
se zakljuciti da pethodne teoreme vaZe i u slucaju kada su koeficijenti f(t,x),g(t,x) i
h(t,z,z) jednacine (1.30) slucajne funkcije adaptirane w odnosu na filtraciju {Fy,t >
0}, a uslovi teorema su zadovoljeni sa verovatnoéom 1 (pritom konstante K, K, K,,n €
N nisu slucajne).
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1.8 Stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovima Lévyja

Resenje jednacine u vremenski-homogenom slucaju, odnosno, kada je f(t, z) = f(x),
g(t,z) = g(x) i h(t,z,z) = h(x, z) se naziva difuzija sa skokovima ili Lévyjeva difuzija.

Teorema 1.34 ([22], Teorema V.32) Resenje jednacine (|1.30)) je proces Markova,
dok je u vremenski-homogenom slucaju Lévyjeva difuzija strogi proces Markova.

Definicija 1.43 (J21], Definicija 1.21) Neka je X(t) sa vrednostima u R™ resenje
jednacine (1.30). Tada je operator L procesa X definisan na funkcijama V' : Ry xR™ —
R na sledecéi nacin

1
LV(t,x) = tliI(Er Z{E[V(t,X(t))m] —V(0,20)} (ako postoji limes),
H
gde je X(0) = zo.

Teorema 1.35 (J21]], Teorema 1.22) Neka je V(z,t) € Co' (R x R"). Tada postoji
operator L sistema (1.30) ¢ vaZi

n

Wit = e Y a5 w53 a0 g (10

—i—/i: V(t,x + 0tz u) = V(t,x) + 7V (t, 2)hP(t, 2, u) M\ (duy,).

Teorema 1.36 (Dynkinova formula I, [21]], Teorema 1.23) Neka je X (t) sa vred-
nostima u R™ Lévyjeva difuzija i neka je ¢ € CZ(R™). Neka je T vreme zaustavljanja i
neka je E[T|z] < co. Tada je

Eletan)ln] = plon) + £ | [ Leta(o)atla).

gde je operator L(-) definisan sa (1.34).
Teorema 1.37 (Dynkinova formula II, [21], Teorema 1.24) Neka je X (t) sa vred-

nostima u R™ Lévyjeva difuzija, G C R™ otvoren skup i neka je ¢ € C*(G) N C(G).
Neka je 7 < 0o vreme zaustavljanja i

T<710:=inf{t >0;X(t) ¢ G
X(1) € G, S.1.
E @mn - ' Lw(m(t»dtm} < o0
Tada je
Elp(a)|wo] = lao) + E [ / Lso(x(t))dtm] |

gde je operator L(-) definisan sa (1.34).
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Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine sa skokovima Lévyja

U nastavku ovog poglavlja je navedena Teorema uporedivanja resenja stohastickih
diferencijalnih jednacina, koja se moze naci u [40).
Razmatraju se dve jednodimenzionalne stohasticke diferencijalne jednacine:

AX4(t) = X, (0) + / fils, Xa(s))ds + / g1(5, X1 (5))dB(s)
—l—/o /Rhl(s,Xl(s),u)N(ds,du),

0X(t) = X5(0) + / fols, Xa(s))ds + / ga(s, Xo(s))dB(s)

+At4h2<s,x2(s—),u)N(ds,du),

sa pocetnim uslovima X;(0) i X5(0).

Teorema 1.38 (Teorema uporedivanja reSenja SDJ, [40], Teorema 3.1) Sledeca
dva tvrdenja su ekvivalentna:
1) Za proizvoljno t € [0, T, vaZi

X1(0) € Xa(0) = X1(t) < Xa(t), 5.0,

2) za svako (t,X) € [0,T] x R, koeficijenti f;(t,X),g;(t,X), i hi(t, X),i = 1,2, zado-
voljavaju
fl(t7X) < fQ(taX)a

gl(t7X) 292(t7X)7
hi(t, X, u) = ho(t, X, u), Adu) — s.i.

1.9 Stohasticke funkcionalne diferencijalne jednacine
sa skokovima Lévyja

Neka su sve slu¢ajne promenljive i procesi definisani na prostoru verovatnoce (2, F, P)
sa filtracijom {F;,t >0} koja zadovoljava uobicajene uslove. Za fiksirano 7 > 0, neka
je M([—7,0];R?) familija cadlag funkcija ¢ : [—7,0] — R?, sa supremum-normom de-
finisanom na slededi nacin ||| := sup_. -y, |2(8)|. Pored toga, (M([—7,0];R9), || - |])
je Banahov prostor. Neka je M := M([—7,0];R?%), a D prostor svih Fy-adaptiranih
slu¢ajnih promenljivih ¢ € M.

U ovom poglavlju se uvodi stohasticka funkcionalna diferencijalna jednacina sa
skokovima Lévyja (SFDJsL) oblika

dX(t) = f(t, X,)dt + g(t, X,) dB(t) + / h(s, X, u)N(dt,du),  (1.35)

Xo=¢= {5(9)7 0 e [_Tu 0]}7 (136>

gde su funkcionali f : [0,T] x M — R4, g : [0, T] x M — R>™ h:[0,T] x M x Rt —
R&*mxl Borel merljivi, £ je Fo-merljiva sluéajna promenljiva iz familije M, za koju vazi
E|[€]]? < 001 X; := {X(t+0),0 € [—7,0]} je stohasticki segment proces iz familije M
i interpretira se kao proslost stanja u odnosu na trenutak ¢.
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Stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovima Lévyja i prelazima Markova

Definicija 1.44 (|37], Definicija 1.5) Neka je T vreme zaustavljanja filtracije F; pri
cemu je 0 < 7 < T < o0 s.i. Tada se Fi-adaptiran, neprekidan stohasticki proces
{X(t),0 <t < 7} sa vrednostima u R naziva lokalno resenje jednacine ako
je Xo = & 1 ukoliko postoji neopadajuci niz {7 }x>0 vremena zaustavljanja filtracije F;
tako da 0 < 1 T 7 s.0. 4

tATE tATE tATE B
X(t) = xo +/ f(s, Xs)ds + / g(s, Xs)dB(s) + / h(s, Xs,u)N(ds, du),
0 0 0
tel0,7), s

U nastavku je navedena teorema koja daje uslove egzistencije i jedinstvenosti reSenja
stohastickih funkcionalnih diferencijalnih jednacina sa skokovima Lévyja, koja se moze
naci u [37].

Teorema 1.39 ([37], Teorema 2.12) Ako za funkcionale f, g i h vaZi uniformni Lip-
schitzov uslov 1 uslov linearnog rasta, tj. ako postoji konstanta K > 0, tako da je

LF (@) = SOV gt 0) = gt DIV (A, 2) = h(t, , 2)|| < Kllp — 4], (1.37)
F @@V gt @)V IAE, @, 2)|] < K1+ [el]), (1.38)

za svako t € [0,T] 1 ¢, € M, tada postoji jedinstveno reSenje X (t) jednacine (1.35).

Kako SFDJsL (|1.35)) zavisi od stanja sistema iz proslosti, njeno resenje X ne zadovo-
ljava svojstvo Markova. Medutim, u [37] je pokazano da segment proces X; zadovoljava
svojstvo Markova.

Teorema 1.40 (Svojstvo Markova, [37], Teorema 3.9) Neka za funkcionale f, g
1 h jednacine , vaze uniformni Lipschitzov uslov (1.37)) i uslov linearnog rasta
(T.38)), i neka je X&) (-), jedinstveno strogo resenje sistema (1.35)) sa pocetnom vred-
noscéu (1.36)). Tada polje

(X7, X)), ¢ > 03,

opisuje proces Markova sa verovatnocama prelaza
pltr, (€,2)ite, B) =Plw:we Q X7 € B), # <t,, BeBM), (£1)eM,
tj, za svako (&, ) € L3(Q, Fo; M) i svako B € B(M), vaZi svojstvo Markova

P(X$% € B|F,) = p(t1, X&) 15, B) = P (X§§””> c B\X,ff”)) . s

na €.

1.10 Stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovi-
ma Lévyja i prelazima Markova

Kod populacionih sistema, osim uticaja Gaussovog belog Suma, ¢esto je prisutan i
obojeni ili, takozvani, telegrafski sum. Njegov uticaj se ogleda u slu¢ajnim prelazima

sistema iz jednog stanja u drugo, Sto zavisi od raznih sluc¢ajnih faktora poput godisnjeg
doba, doba dana i slicno. Ovakvi prelazi se modeliraju koriséenjem lanaca Markova sa
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1.10 SDJ sa skokovima Lévyja i prelazima Markova

kona¢nim brojem stanja, sto predstavlja klju¢nu motivaciju za proucavanje stohastickih
diferencijalnih jednacina sa prelazima Markova.

Pored ve¢ uvedenih oznaka, neka a = {a(t),t € [0, 7]} oznacava neprekidan zdesna
lanac Markova definisan na datom prostoru verovatnoca, sa kona¢nim skupom stanja
A ={1,2,..,N} i generatorom I' = (;;) nxn definisanim sa

Pla(t+ A) = jla(t) = i} =

pri ¢emu je A > 0, a y;; > 0 predstavlja gustinu prelaza iz stanja i u stanje j, kada je

i # 7, dok je
Vi = — Z Yij-
J#
Pretpostavlja se da su lanac Markova a(t), Brownovo kretanje B(t) i kompenzovani
Poissonov proces N (t,w) medusobno nezavisni i definisani na istom potpunom pro-
storu verovatnoce (2, F,{F;},5,P). Pritom je skoro svaka trajektorija procesa a(t)
neprekidna zdesna stepenasta funkcija sa kona¢nim brojem skokova na intervalu [0, 7).

Stohasticka diferencijalna jednacina sa skokovima Lévyja i prelazima Markova je
oblika

de(t) = f(t,x(t),a(t))dt + g(t,x(t),a(t))dB(t)
+/ h(t, z(t), a(t), u)N(dt, du), (1.39)

z(0) = x9, a(0) = ay,
pricemusu f: [0, T]xRIxA — R g: [0, T]xRIxA — R>™ 11 [0, T] xRIx AxR! —

R#*mxt Borelove funkcije.

Definicija 1.45 (|41], Definicija 1.14) Neka je 7 vreme zaustavljanja filtracije F
pri cemu je 0 < 7 < T < 00 s.i. Tada se Fi-adaptiran, neprekidan stohasticki proces
{X(t),0 <t < 7} sa vrednostima u R naziva lokalno resenje jednacine ako
je Xo = & 1 ukoliko postoji neopadajuci niz {1y }r>0 vremena zaustavljanja filtracije F
tako da 0 < 7 T 7 s.0. 4

o) = w0+t / " Fs.2(s),a(s))ds + / " g(s.2(s), als))dB(s)
—l—/o Tk/Yh(s,x(s),a(s),U)N(ds,du), te0,T7), s

Teorema 1.41 ([41], Propozicija 7.1) Neka koeficijenti f, g i h jednacine za-
dovoljavaju sledece uslove:

o Lipschitzov uslov: postoji konstanta K tako da za svako z,%, € R?, k € A vazi

|f(t,:L‘,k‘) - f(t7:ka)|2 + ||g(t,$, k) - g(tvjv k)||2
l

d
+ZZ/ \haj (t, @, ;) — i (8, 2k, ug)PA (duy) < Ko — 22, (1.40)

i=1 j=17%
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Stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovima Lévyja, kasnjenjem i prelazima
Markova

e uslov linearnog rasta: postoji konstanta K > 0 tako da za svako (t,x,k) € [0,T] x
R? x A vaZi

l
s PV oz, DI+ [ 31096 k) Py () < K+ ). (147
y J=1

Tada postoji jedinstveno, cadlag adaptirano resenje {x(t),t € [0,T]} jednacine (1.39),
tako da je
E(lz(t)[*) < oo.

Teorema 1.42 ([41], Propozicija 9.2) Resenje jednacine (1.39) je proces Markova.

1.11 Stohasticke diferencijalne jednacine sa skokovi-
ma Lévyja, kasnjenjem 1 prelazima Markova

Pretpostavlja se da su lanac Markova a(t), Brownovo kretanje B(t) i kompenzova-
ni Poissonov proces N (t,w) medusobno nezavisni i definisani na potpunom prostoru
verovatnoce (Q, F,{Fi},5,,P) za koje vaze svi uslovi iz Poglavlja 1.10.

Stohasticka diferencijalna jednacina sa skokovima Lévyja, kasnjenjem i prelazima
Markova je oblika

dz(t) = f(t,z(t),z(t —7),a(t))dt + g(t,z(t),z(t — 7),a(t))dB(t)
+/ h(t,x(t),z(t — 7),a(t),u)N(dt, du), (1.42)

2(0) := & = {£(),0 € [-7,01} € L%, ([-7,0;RY),  a(0) = ao,

pri ¢emu su f : [0,7] x R x R x A — R4 g : [0,T] x R? x RY x A — R&m,
h:[0,T] x R x RY x A x R — R&>*™x! Borelove funkcije.

Teorema 1.43 ([42], Teorema 3.1) Neka koeficijenti f, g i h jednacine zado-
voljavaju sledece uslove:

o (Lipschitzov uslov) postoji konstanta K tako da za svako x,y,%,5 € R, k € A

vazi
f(t, 2y, k) = f(,2,9,k) + |lg(t, 2, y,k) — g(t, 7,5, k)| (1.43)
+ZZ/|’% (t, 2,9, kyuy) = hig (6, 2,7,k ug) A (duy) < K (Jo =27 + [y — )
i=1 j=1

e (uslov linearnog rasta) postoji konstanta K > 0 tako da za svako (t,z,y,k) €
0, 7] x RT x R? x A vazi

f(t, 2,9, k) PV gz, y, k)| + /ZW (t, 2.y, kowg) Ay (duy) < K(1+ |2 +[y]?).

y =1
(1.44)
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1.11 SDJ sa skokovima Lévyja, kasnjenjem i prelazima Markova

Tada postoji jedinstveno, cadlag adaptirano resenje {x(t),t € [0,T]} jednacine (1.49),
tako da je
E(jz(t)[*) < oo.

Teorema 1.44 ([42], Teorema 3.3) Neka za koeficijente jednacine (1.42)) vazi lo-
kalni Lipschitzov uslov tj. postoji konstanta K, > 0 takva da za svako k € A i svako
x,Z,y,7 € R? za koje je |x| V|Z| V |y| V 7] < n, vazi

\f(tx,y, k) — f(t2,5,8))+ |9tz y, k) — g(t, 2,7, k)|

d l
+> Z/ i (., y, Ky wg) — hig(8, 3,9, Ky wg) PA(duy) < Ko (Jo =27 + [y — ) -
Y

i=1 j=1

Tada postoji jedinstveno maksimalno lokalno resenje stohasticke diferencijalne jedna-
cine (|1.42)).

Kako sistem SDJ (|1.42)) sadrzi kasnjenje, tj. stanje sistema u sada$njem trenutku
zavisi od stanja sistema iz proslosti, reSenje {x(t)}icpor sistema (1.42) nije proces
Markova [37]. Medutim, vazi sledeca teorema.

Teorema 1.45 (Formula Itéa za procese sa skokovima Lévyja, kaSnjenjem i
prelazima Markova, [43], Teorema 1.2) Neka je proces x(t) sa vrednostima u R™,
dat sa (1.42). Takode, B(t) je m-dimenzionalno Brownovo kretanje i

N(dt,du)” = (Ni(dt,dw), ..., Ny(dt,du;))
= (Nl(dt, dul) — f|z1\<R1)\1(dU1)dt, ceey Nl(dt, dul) — I|zl\<Rl)\l(dul)dt) s

pri cemu su {N,} nezavisne Poissonove slucajne mere sa Lévyjevim merama A\.,r €
{1,2,...,1}, koje poticu od nezavisnih jednodimenzionalnih Lévyjevih procesa Z,.,v €

{1,2,....1}.
Svaka kolona h\") matrice h = [hij] dimenzije d x 1, zavisi od w samo preko r-te
koordinate, odnosno,

ROt 2y, k,u) = Rtz y, k, uy), (uy,...,u;) € R, ke A.

Stoga je integral desne strane jednakosti (1.42)) skraceni matricni zapis. Kada se napise
u razvijenom obliku relacija (1.42)) je ekvivalentna relaciji

m l
dr;(t) = fi(t, . k)dt+ > gyt x,y, k)dB; () + ) / hi(t, 2, y, k, uy) N (dt, dus),
j=1 j=1 /R

zal <3 <d.
Neka je V(t,z, k) € CH2([0,T] x R? x A;R). Operator L(-) se definise na sledeci
nacin
Lv(t’ x?y’ k) = ‘/t(t7 x? k) _I_f(t?x? y? k‘)‘/f:c(t’ x? k) (1'45)
1
+5tracelg(t, 2.y, k)Veu (L, 2, k)g" (£, 2, y, k)

l
+ Z/ (V(t, z + A" (t,z,y, k,u.), k) —V(t,x, k)
r=1

Y
N

—Vo(t, 2, k)R (2, kyuy)) A(duy) + >V (E 2, k), (1.46)

J=1
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Ergodicka stacionarna raspodela

gde je
_[(OV(t,x, k) IV (t,z, k)
‘/;:(taka) - ( 81‘1 PR 833'5[ )
2
Vot k) = (VTR
05 ) 44
Tada vazi

V(t,x(t),a(t)) = V(O,x(O),a(O))—{—/LV(S,:B(S),QC(S—T),a(s))ds

t

+/g(s,x(8),w(5 —7),a(s))Va(s, z(s), a(s))dB(s)

+Z;//(V(s,m(8) + h" (s, x(s), x(s — 7),a(s), u,), k) (1.47)

—V(s,z(s),a(s)))N(ds, du,)
+ / /(V(s, x(s), ko + h(a(s), k) — V (s, x(s),a(s)))u(ds, dk),
pri cemu je funkcija b definisana sa

= g=i za ye A,
hij) = { 0, inace,

p(ds,dl) = v(ds, dl)—p(dl) predstavija martingalnu meru, v slucajnu Poissonovu meru,
p Lebegovu meru na R, dok su A;; uzastopni, levo zatvoreni, desno otvoreni intervali
realne prave.

1.12 Ergodicka stacionarna raspodela

Neka je X = {x(t),t € T} stohasticki proces sa vrednostima u R? koji je definisan
na prostoru verovatnoca (2, F,P), pri ¢emu o—algebra F; = o{xz(s),0 < s < t} sadrzi
sve informacije o procesu za vremenski period 0 < s < t. Ve¢ je u Definiciji [I.13| receno
da se proces z(-) naziva proces Markova ukoliko za svako 0 < s < t < oo i za sve
Borelove skupove B € B vazi

P(x(t) € B|Fs) = P(x(t) € Blz(s)) s.i.

Verovatnoc¢a prelaza procesa Markova je funkcija P(s,z;t, B) definisana na 0 < s <
t< oo, x €R, B € B, sa slede¢im osobinama:

1. P(s,z;t, B) = P(x(t) € Blx(s));
2. P(s,x;t,-) je verovatnosna mera na familiji Borelovih skupova B;

3. P(s,-;t, B) je Borel merljiva funkcija;
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1.12 Ergodicka stacionarna raspodela

4. P(s,z;t, B) = [P(r,y; t, B)P(s, x;7, dy).
R
Osobina 4 predstavlja poznate jednacine Chapmarﬂ—[( olmogorova.

Svojstvo Markova u terminima verovatnoca prelaza moze se iskazati kao P(z(t) €
B|F,) = P(s,x(s);t, B). Iz tog razloga opravdano je zapisati P(z(t) € Blz(s) = =) =
P(s,x;t, B), $to zapravo predstavlja verovatnocu da ¢e proces biti u skupu B u trenutku
t, pod uslovom da je u trenutku s, s < ¢, bio u stanju z. Proces Markova je vremen-
ski homogen (u odnosu na t) ukoliko je verovatnoca prelaza P(s,z;t, B) stacionarna,
odnosno,

P(s 4+ u,z;t +u,B) =P(s,z;t,B), 0<s<t< oo,z €R, BeB.

U tom slucaju je verovatnoca prelaza funkcija koja zavisi od x, B i razlike vremenskih
trenutaka t — s, jer je P(s,z;t, A) = P(0,z;t — s, B). Na osnovu izloZenog, jasno je
P(0,z;t, B) = P(x;t, B). U opstem slucaju, neka P(x;t,-) oznacava verovatnocu defi-
nisanu na sledeé¢i nacin

P(x;t, B) = P(z(t) € B|z(0) = z),
za proizvoljan Borelov skup B € B.

Definicija 1.46 (]22], Poglavlje 1.5) Stacionarna raspodela procesa Markova je ve-
rovatnosna mera 9, definisana na merljivom prostoru (]Rd, B(]Rd)), koja zadovoljava

/ P (z;t, B) 9(dz) = 9(B), za svako r€R? BeB.
R4

Definicija 1.47 (]22], Poglavlje 1.5) Stohasticka diferencijalna jednacina ima sta-
cionarnu raspodelu m(-) ukoliko postoji verovatnoéa (-) definisana na merljivom pro-
storu (R4, B), tako da je

tlggo P(x;t, B) = n(B), za svakox € R% B € B.

U nastavku ée biti izlozeni teorijski rezultati Khasminskog| [I3] koji se koriste
prilikom dokazivanja postojanja stacionarne raspodele stohastickih diferencijalnih jed-
nacina.

Neka su B;(t), 1 < i < d, nezavisna Brownova kretanja definisana na (€, F,P).
Neka je RY = {& = (z1,22,...,2q) € R : 2; > 0,1 < < d}.

Pretpostavlja se da je {x(t),t > 0} homogen proces Markova u d-dimenzionalnom
Euklidovom prostoru Ey i da zadovoljava stohasticku diferencijalnu jednacinu

d
dr(t) = f(a(t))dt + > g.(x(t)dB,(t). (1.48)

r=1
Difuziona matrica procesa X data je sa G(x) = (g;;(z)), i,j = 1,...,d, pri ¢emu je

— d i 1
9ii(x) = 25—y Gk (@) g ().

Sledeca lema daje uslove pod kojima jednacina ((1.48) ima ergodicku stacionarnu
raspodelu.

31 Sydney Chapman
32Rafail Zalmonovich Khasminskii
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1.12 Ergodicka stacionarna raspodela

Lema 1.6 (|13], Teorema 4.1) Proces Markova x(-) ima jedinstvenu ergo-
dicku stacionarnu raspodelu (-) ukoliko postoji ogranicen domen D C R? sa glatkom
granicom 0D 1

(A.1) u domenu D i nekoj njegovoj okolini nagmangja sopstvena vrednost difuzione ma-
trice G(z) nije u okolini nule;

(A.2) ukoliko je z € R\ D tada je srednje vreme 7, za koje trajektorija koja polazi iz
z dostize skup D, konacno i sup, g E(7|2(0) = 2) < 0o za bilo koji kompaktan podskup
K e R

Lema 1.7 (|[13], Teorema 4.2) Neka proces Markova x(-) ima jedinstvenu er-
godicku stacionarnu raspodelu () i neka je f(x) integrabilna funkcija w odnosu na
meru 7(-). Tada za svako v € R? vazi

]P{nm 1/Otf(x(s))ds =/ f(x)ﬂ(dx)} ~ 1.

t—oo t

Napomena 1.4 U radu [{4)], Napomena 3.2 na strani 1160, autori su pokazali da se
uslov (A.1) iz Leme moZe zameniti slabijim uslovom: postoji i € {1,2,...,d} i
pozitivna konstanta k tako da je

Gi(z) > K, za svako x € D CRY (1.49)

U ovoj disertaciji se primenjuju procesi koji zadovoljavaju jace svojstvo od svoj-
stva Markova, tzv. Fellerovo svojstvo. Definicija Fellerovog svojstva i Fellerovih procesa
ukljuc¢uje uvodenje pretpostavke neprekidnosti za funkciju prelaza, Sto zahteva da se
razmatraju procesi unutar topoloskog prostora (E, 7g). Pretpostavlja se da je (E, Tg)
lokalno kompaktanlfl, separabilan prostor sa prebrojivom bazomlfl (engleski naziv: lo-
cally compact, separable space with a countable basis, krace: lecb prostor).

Za topoloski prostor E, Cy(E) oznac¢ava neprekidne funkcije sa realnim vrednostima
koje nestaju u beskonacnostf] tj. funkcije za koje je skup {z : |f(z)| > €} kompaktan
za svako € > 0.

Definicija 1.48 (Svojstvo Fellera, [22], Poglavlje 1.5) Neka je E lcch prostor. Ta-
da, funkcija prelaza {P:}i>0 poseduje svojstvo Fellera ako za svako f € Co(E) vazi

i ]P)tf € CO(E)i
o preslikavanjet — P, f je neprekidno u odnosu na normu topologije prostora Co(E),
o Pof =T

Definicija 1.49 (Proces Fellera, [22], Poglavlje 1.5) Proces Markova ¢ija funkci-
ja prelaza ima svojstvo Fellera je proces Fellera.

Primeri procesa Fellera su Brownovo kretanje, Poissonov proces i svi procesi Lévyja.

33 Topoloski prostor E se naziva lokalno kompaktnim ako svaka tacka x € E ima kompaktnu okolinu.

34 Baza za topologiju T prostora B je porodica otvorenih skupove takva da svaki otvoreni skup moze
biti izraZen kao unija nekih elemenata iz baze.

35 Funkcija f(z) nestaje u beskonacnosti ako njene vrednosti teze nuli dok njen argument x teZi
beskonacnosti.
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Osnovni pojmovi populacione dinamike

Teorema 1.46 (|22], Teorema 1.5.46) Neka je X cadlag Fellerov proces u odnosu
na filtraciju F. Tada je on i proces Markova u odnosu na F.

U nastavku je navedena lema koja daje uslove pod kojima je reSenje SDJ sa skoko-
vima Lévyja proces Fellera. Neka je

dX°(t) = f(t, X (t))dt + g(t, X°(t))dB(t), (1.50)
dX (t) :f(t,X(t))dt+g(t,X(t))dB(t)+/ h(t, X~ (t), u)N(dt, du). (1.51)

Napomena 1.5 U [[J], Sekcija 2 i [{6], Poglavlje V, Sekcija 8, je pokazano da je
dovoljan uslov da proces X°(-) ([1.50) ima strogo svojstvo Fellera i gustinu prelaza, da
je difuziona matrica tog procesa uniformno pozitivna.

Lema 1.8 (|[47], Lema 4.3) Neka je karakteristicna mera \(-) procesa Lévyja N sa
kompenzatorom N konacna i neka proces XO() ima strogo svojstvo Fellera 1
gustinu prelaza u odnosu na Lebesqueovu meru. Tada proces X (-) mma strogo
svojstvo Fellera v gustinu prelaza u odnosu na Lebesqueovu meru.

U nastavku sledi formulacija leme koja se koristi da bi se dokazala egzistencija
stacionarne raspodele za procese Fellera.

Lema 1.9 (Medusobno iskljudive verovatnoce, [48], Teorema 4.2) Neka je x(-)
proces Fellera i C' kompaktan skup. Tada, ili postoji invarijantna verovatnosna mera 19
ili je
1 t
lim sup —/ P(s,z,C)ds = 0, (1.52)
t—o00 0

gde je P(s,z,C') verovatnoca da x(s) € C i z(0) = xy.

1.13 Osnovni pojmovi populacione dinamike

Glavni rezultati ove disertacije se odnose na Sirenje razli¢itih zaraznih bolesti medu
populacijom domacina. U zavisnosti od toga kakav uticaj ta bolest ima na pojedince
iz populacije, populacija domacina se deli na podklase, na primer, podloznih nekoj
bolesti, inficiranih, oporavljenih i sli¢no. Znacajno je ispitati dinamiku Sirenja bolesti.
Iz tog razloga se u ovom poglavlju uvode osnovni pojmovi populacione dinamike koji
¢e kasnije biti razmatrani za svaki od modela pojedinacno.

Neka je (2, F,P) kompletan prostor verovatnoca sa filtracijom {F;,t > 0} koja
zadovoljava uobi¢ajene uslove. Neka N(t) predstavlja veli¢inu posmatrane populacije
u trenutku ¢ > 0 i neka je pocetni broj jedinki u populaciji N(0) = Ny > 0 skoro
izvesno.

Definicija 1.50 (J49], Definicija 2.2) Osnovni pojmovi populacione dinamike:
e Do lokalnog istrebljenja populacije dolazi ako za broj jedinki u populaciji N(t),t >

0, vazi da je
lim N(t) =0 s.i.

t—o00
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Elementarne, integralne i stohasticke nejednakosti

e Populacija je neperzistentna u srednjem ako za broj jedinki u populaciji N (t),t >
0, vazi da je
1 t
lim sup —/ N(s)ds =0 s.i.
t—o00 t 0
e Do eksponencijalnog istrebljenja populacije dolazi ako za broj jedinki u populaciji
N(t),t >0, vazi da je
1
limsup-N(t) =0 s.i.
t—o0 t
e Populacija je stohasticki slabo perzistentna ako za broj jedinki u populaciji N(t),t >
0, vazi da je
1
limsup =N(t) >0 s.i.
t—o00 t

e Populacija je stohasticki slabo perzistentna u srednjem ako za broj jedinki u po-
pulaciji N(t),t > 0, vazi da je

1 t
hmsupg/ N(s)ds >0 s.i.
0

t—o00

e Populacija je stohasticki strogo perzistentna u srednjem ako za broj jedinki u
populaciji N(t),t > 0, vazi da je

1 t
liminf—/ N(s)ds >0 s.i.
0

t—oo T

e Populacija je stohasticki postojana ako za proizvoljno € € (0,1) postoje pozitivne
konstante B = B(e) i M = M (e) tako da za broj jedinki u populaciji N(t),t > 0,
vazi da je

]P’{limian(t) > 6} >1—€ 1 P{limsupN(t} < M} >1—e
t—o0 t—00
Na osnovu prethodne definicije moze se zakljuciti da iz eksponencijalnog istreblje-
nja populacije sledi njena neperzistentnost u srednjem i lokalno istrebljenje. Takode, iz
stohasticke postojanosti populacije sledi njena stohasticka stroga i slaba perzistentnost
u srednjem i slaba perzistentnost, iz stohasticke stroge perzistentnosti u srednjem sledi
njena stohasticka slaba perzistentnost u srednjem i slaba perzistentnost, a iz stoha-
sticke slabe perzistentnosti u srednjem sledi njena stohasticka slaba perzistentnost. U

opstem slucaju, obrnuto ne vazi. Pored toga, populacija je stohasticki postojana, ako
je stohasticki ograniCena i perzistentna.

1.14 Elementarne, integralne i stohasticke nejedna-
kosti

Prilikom dokazivanja glavnih rezultata u ovoj disertaciji, koristi¢e se neke elemen-
tarne nejednakosti, nejednakost izmedju aritmeticke i geometrijske sredine kao i stoha-
sticke nejednakosti.
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e Elementarne nejednakosti koje ¢e biti navedene mogu se nac¢i u [50]. Neka su
a,b € Rie> 0 proizvoljni. Tada:

(a+b)* < 2a% + 2b%;
+2ab < a® + b%;
1
lab| < ea® + ~b*.
€
e Nejednakost izmedju aritmeticke i geometrijske sredine (A-G nejednakost) [50]:
Za proizvoljne nenegativne realne brojeve xy, xs,...,z,,n € N, vazi nejednakost

1 +29+...+x,
n

> Yxy Xy Ty,

Za potrebe daljeg razmatranja bi¢e navedena jedna od verzija Grb’nwalﬁlfBellmanoveEl
nejednakosti, s obzirom na to da postoji vise verzija. Dokaz navedene nejednakosti se
moze naci u [I8].

Teorema 1.47 (Grénwall-Bellmanova nejednakost, [18], Teorema 1.8.1) Neka
je T >01ic>0. Neka je u(-) Borelova ogranicena nenegativna funkcija definisana na
[0,T] i neka je v(-) nenegativna integrabilna funkcija na [0, T]. Ako je

u(t) < c—i—/o v(s)u(s)ds, te€0,T],

tada je
u(t) < celov@ds 4 e 0,T).

Teorema 1.48 (Holderoval™| nejednakost, [18], Poglavlje 1.2) Neka je p > 1,
%%— % =1, 1 X,Y slucajne promenljive takve da X € LP(Q,R?), Y € L1(Q,R?). Tada
je

E[XTY| <E(XP)r E(Y)s.

Teorema 1.49 (Chebyshevljevﬂ nejednakost, [18], Poglavlje 1.2) Neka jep >
0, b>0 i X slucajna promenljiva takva da X € LP(Q,RY). Tada je

P{w e Q: |X(w)| > b} < bPE|X.

Teorema 1.50 (Burkholdex@-DaviﬂGundyjevﬁ nejednakost, [18], Teore-
ma 1.7.3) Neka je g € L2(R;R>™). Za t > 0, definise se,

£(t) = / g()dB(s) i Alt) = / l9(s)Pds.

36T homas Hakon Gronwall
37 Richard Bellman

380tto Holder

39 Pa fnuty Chebyshev

40 Donald L. Burkholder

Y Burgess Davis

42 Richard F. Gundy
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Tada, za svako p > 0, postoji univerzalne pozitivne konstante c,, C, (koje zavise samo
od p), tako da je

SIS

GBI <E (sup ols? ) < GEIAO]E

0<s<t

za svako t > 0. Specijalno, moZe se uzeti

D\P 32\
cp:<§> , Cp:<?> , za 0<p<2,
cp =1, C, =4, za p=2,
T pp-i-l g
cp = (2p)~ 2, Cp = {—2@ =i za p>2.

Lema 1.10 (Fatouovﬂ lema, [18], Lema 1.2.4) Neka je (2, F,pn) merljiv pro-

stor i X € F, i neka je {fn} niz (F,Bg, )-merljivih nenegativnih funkcija, pri cemu

fn: X — [0,+00]. Definise se funkcija f : X — [0,400], f(x) := liminf f,(z), za sva-
n—oo

ko x € X. Tada je f (F,Bg, )-merljiva funkcija i vazi

/ fdu < liminf/ fndu,
X n—oo X

pri cemu integrali © granicna vrednost mogu biti beskonacni.

U nastavku su navedene eksponencijalne martingalne nejednakosti koje ¢e biti pri-
menjivane u dokazivanju glavnih rezultata.

Teorema 1.51 (Eksponencijalna martingalna nejednakost, [18]], Teorema 1.7.4)
Neka je g = (g1, ..., gm) € L2A(RT; R™™) i neka su T, o, § proizvoljni pozitivni broje-
vi. Tada vazi

P {ﬁ}épﬂ Uotg(S)dB(s) - %/Ot \g(s)Ist] > ﬁ} <e .

Teorema 1.52 (Eksponencijalna martingalna nejednakost sa skokovima, [23],
Teorema 5.2.9) Neka su g : [tg,00) = R i h: [tg,00) X Y — R, ty > 0, predvidivi
Fi-adaptirant procesi tako da je, za svako T > 0,

T T
/ lg()]>dt < o0, i / / |h(t,w)|* A(du)dt < co, s.i.
to Y

to

Tada za svake dve konstante o, 5 > 0, vazi

P {tOSiiET Ut:g(s)dB(s)—%/t: |g(s>|2ds+/t:/yh@,u)z\?(ds,du)
—é/t:/y (e“h=m) —1 — ah(s, u)) )\(du)ds} > ,@} <e o

43 Pierre Joseph Etienne Fatou
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Glava 2

Stohasticki epidemioloski modeli
Sirenja bolesti koje se prenose putem
vektora

Bolesti koje se prenose putem vektora predstavljaju znacajnu pretnju javnom zdra-
vlju Sirom sveta. Ozbiljnost ovih bolesti ogleda se u njihovom potencijalu da izazovu
velike zdravstvene, socijalne i ekonomske posledice. Cesto imaju visoke stope smrt-
nosti ili dugotrajne posledice po zdravlje, dok njihovo Sirenje zavisi od kompleksnih
interakcija izmedu vektora (komaraca, krpelja i dr.), domacina (ljudi, ptica, konja i
dr.) i okruZenja. Bolesti koje se prenose putem vektora, kao $to su malarija, denga,
virus Zapadnog Nila, Zika virus i lajmska bolest, postale su sve Sire rasprostranjene
sirom sveta. Ovo Sirenje je u velikoj meri podstaknuto faktorima kao $to su klimatske
promene, koje omogucavaju vektorima, poput komaraca i krpelja, da nastanjuju nova
podrucja. Urbanizacija i globalizacija dodatno doprinose ovom procesu, jer povec¢ava-
ju ljudsku mobilnost i stvaraju povoljne uslove za Sirenje vektora u podrucjima koja
prethodno nisu bila ugrozena. Kao rezultat toga, bolesti koje su ranije bile ogranicene
na specificne geografske regije sada se pojavljuju i u novim, neocekivanim podrucjima,
¢inedi ih ozbiljnim globalnim izazovom za javno zdravlje. Za mnoge bolesti koje prenose
vektori ne postoje specifiéni lekovi ili vakcine (npr. virus Zapadnog Nila i denga gro-
znica), a mogu izazvati ozbiljne simptome poput visoke temperature, bolova, krvarenja
i neuroloskih komplikacija, pa i da dovedu do smrtnog ishoda. Njihovo razumevanje,
pracenje i kontrola, uz razvoj preventivnih mera i terapija, kljuéni su za smanjenje
njihovog uticaja na globalnom nivou.

Epidemioloski modeli Sirenja bolesti koje se prenose putem vektora igraju klju¢nu
ulogu u razumevanju dinamike Sirenja bolesti, proceni uticaja mera kontrole i pruzaju
dragocene uvide u epidemiologiju bolesti kao $to su malarija, virus Zapadnog Nila i
Zika virus. Modeli koji opisuju ove bolesti su slozeni jer uklju¢uju interakciju izme-
du domacdina i vektora, koji predstavljaju kljuéni element u Sirenju bolesti. Direktan
kontakt medu domacinima nije zna¢ajan u ovim modelima. Ovi modeli su ¢esto uop-
Stenja klasi¢nih kompartmentalnih modela, koji pored dinamike populacije domacina,
uzimaju u obzir i dinamiku populacije vektora.

Ova glava je organizovana na slede¢i nac¢in. U Poglavlju 2.1 su predstavljeni de-
terministicki modeli Sirenja virusa Zapadnog Nila razmatrani u [II], na osnovu kojih
su formulisani odgovarajuci stohasticki modeli u Poglavljima 2.2 i 2.3. Pored toga,
u Poglavlju 2.2 dokazano je postojanje i jedinstvenost globalnog pozitivnog resenja
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Uvod i motivacija

stohastickog modela koji ukljuc¢uje populacije vektora i jednu populaciju domacina i
dobijeni su dovoljni uslovi pod kojima dolazi do iskorenjivanja i perzistentnosti bolesti.
U Poglavlju 2.3 dokazano je postojanje i jedinstvenost globalnog pozitivnog resenja
stohastickog modela koji uklju¢uje populacije vektora i dve vrste domacina i dobijeni
su dovoljni uslovi pod kojima dolazi do iskorenjivanja i perzistentnosti bolesti. Pored
toga, Poglavlja 2.2 i 2.3, sadrze numericke simulacije koje ilustruju teorijske rezultate.

2.1 Uvod i motivacija

Virus Zapadnog Nila (VZN) je virus koji uzrokuje groznicu Zapadnog Nila i neuro-
invazivnu bolest Zapadnog Nila kod ljudi. Prenosni ciklus VZN ukljuc¢uje komarce kao
vektore i ptice kao prirodne rezervoare ili amplifikacione domaéine. Glavni vektori su
komarci iz rodova Culex i Aedes, ali je poznato da i drugi rodovi komaraca u prirodi
mogu biti zarazni, dok veliki broj divljih ptica moze igrati ulogu amplifikacionih doma-
¢ina. Virus Zapadnog Nila moze inficirati ljude, konje i druge sisare, koji predstavljaju
krajnje domacine, jer se sa njih virus ne moze preneti nazad na komarce, buduéi da
razvijaju niske nivoe viremije. Danas bolesti koje prenose vektori predstavljaju glavni
uzrok smrti u mnogim zemljama u razvoju. Trenutno je virus Zapadnog Nila prisutan
u Africi, na Bliskom Istoku, u Evropi, Aziji, Australiji i Americi, te je postao najra-
sprostranjeniji virus iz porodice flavivirusa koji moze prouzrokovati encefalitis (upalna
stanja koja zahvataju mozak).

U epidemiologiji, matematicki modeli predstavljaju mocne alate za proSirivanje zna-
nja o dinamici epidemija kako bi se one mogle kontrolisati. U radu [51]], autori su uveli
deterministicki model koji se sastoji iz sistema obi¢nih diferencijalnih jednac¢ina (ODJ)
za opisivanje dinamike Sirenja VZN i ispitali uticaj migratornih ptica i temperatur-
nih uslova na njegovu dinamiku. U [52] je razmatran deterministicki model prenosa
VZN koji se sastoji iz sistema ODJ u koji je uklju¢ena mera uklanjanja komaraca, i
analizirana dinamika prenosa bolesti. U radu [53] je primenjen statisticki pristup za
analizu Sirenja VZN, kako bi se identifikovali klju¢ni faktori iz okruzenja koji doprinose
njegovom prenosu.

U realnosti, epidemioloski modeli su neizbezno podlozni slu¢ajnim uticajima iz
okruzenja. Stoga je prirodno ukljuciti slucajne fluktuacije opisane Sumovima u epi-
ministickim pandanima. Fluktuacije iz okruzenja mogu se ukljuciti u ove modele na
razli¢ite nacine. Jedan od nacina je perturbacija odredenih parametara modela, poput
stope prenosa, stope smrtnosti i drugih (videti, na primer, [TH3]), pomoéu Brownovog
kretanja. Drugi na¢in je uvodenje Suma u deterministicki model proporcionalno odgo-
varajuéim klasama modela (videti, na primer, [4], [5]), dok tre¢i na¢in podrazumeva
uvodenje pretpostavke da se parametar modela moze opisati nekim procesom, npr.
stacionarnim Ornstein-Uhlenbeckovim procesom (kao u radovima [6], [7]). Stohasticki
epidemioloski model Sirenja bolesti koje prenose vektori, je razmatran u [54], gde su us-
postavljeni uslovi za stabilnost endemskog ekvilibrijuma za modele sa i bez kasnjenja.
U ovoj glavi je cilj prouciti neke epidemioloske modele za prenos VZN u stohastickom
okviru i otkriti kako slucajni uticaji iz okruzenja uti¢u na dinamiku prenosa bolesti.
Stohasticki epidemioloski modeli su konstruisani na bazi deterministickih epidemio-
logkih modela 8irenja VZN koji su predstavljeni u radu [I1], tako Sto su koeficijenti
prenosa perturbovani pomoc¢u medusobno nezavisnih Brownovih kretanja.
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2.1 Uvod i motivacija

2.1.1 Deterministicki modeli Sirenja virusa Zapadnog Nila

U ovom poglavlju su predstavljeni deterministicki epidemioloski modeli Sirenja vi-
rusa Zapadnog Nila u populacijama komaraca kao vektora i ptica kao domacina, koji
su analizirani u [11].

Ukupna populacija vektora podeljena je u tri klase: podlozni (S,), izlozeni (£,) i
zarazeni (I,) vektori. Sli¢no tome, ukupna populacija ptica podeljena je u cetiri klase:
podlozne (S,), izlozene (Ej), zarazene (I) i oporavljene (R,) ptice. Parametari koji
se odnose na populaciju vektora imaju indeks "v", dok parametari koji se odnose na
populaciju ptica imaju indeks "b". Broj podloznih komaraca i ptica se uve¢ava po kon-
stantnoj stopi ¢;, j € {v, b}, dok se sve klase populacija komaraca i ptica umanjuju po
stopi u;,5 € {v,b} koja predstavlja prirodnu stopu smrtnosti. Izlozeni komarci (ptice)
postaju zarazeni po konstantnoj stopi v, (1), koja predstavlja reciproénu vrednost pe-
rioda inkubacije. Zarazene ptice se oporavljaju po stopi 7, i umiru od bolesti po stopi
dp, dok oporavljene ptice gube imunitet i postaju podloZne po stopi p,. K predstavlja
kapacitet (maksimalni broj jedinki) populacije ptica i neka je

Ho
H:=—K.
Vs

Ukupne populacije komaraca i ptica u trenutku ¢ > 0 su oznacene sa

No(t) = Su(t) + Ey(t) + L(t) 1 Nyp(t) = Sp(t) + Ep(t) + Lp(t) + Re(2).

U nastavku ¢e biti opisana dva deterministicka epidemioloska modela prenosa VZN.
Model I se sastoji iz populacija vektora i jedne vrste ptica, dok se Model II sastoji iz
populacija vektora i dve vrste ptica (stanarice i selice/migracione).

Model I. Podlozni komarci prelaze u klasu izlozenih komaraca kada ujedu zarazenu
pticu, po stopi infekcije A, (¢). Sli¢no, osetljive ptice prelaze u klasu izlozenih ptica kada
ih ujede zarazeni komarac, po stopi infekcije \y(¢). Snage infekcija vektora \,(t) i ptica
(1), definisane su kao

)\v<t) = bvb@)ﬁvb% 1 Ab(t) = bbv(t)ﬁbv

Snaga infekcije ptica A\y(t), predstavlja proizvod prosecnog broja ujeda po ptici dnevno

I,(t)
N,(t)

_ () . : : : .
(bvb(t) = m), verovatnoce prenosa virusa sa komarca na pticu (8y,) 1 verovatnoce

( ]{;’v ((tt))) da je komarac zarazan u trenutku ¢. Snaga infekcije komaraca, A, (t), definise

se slicno kao Ay(t), i predstavlja proizvod prosecnog broja ujeda po komarcu dnevno

bt . . . . .
(bbv(t) = Ni (1)>, verovatnoce prenosa virusa sa ptice na komarca (f,,) i verovatnoce

(ﬁ;&) da je ptica zarazna u trenutku t.
Za stopu ujeda se pretpostavlja da je nelinearna funkcija oblika

Uva(t)O'bNb(t)
CTUNU(t) + O‘bNb(t) ’

b(t) =
gde je o, prosecan broj ujeda za komarca dnevno ukoliko postoji dostupan domacin, o
broj ujeda koje domacin moze tolerisati dnevno nakon ¢ega ¢e preduzeti mere zaStite

protiv dodatnih ujeda (npr. napustanjem podrudja).
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2.1 Uvod i motivacija

Deterministicki epidemioloski model za modeliranje dinamike Sirenja virusa Zapad-
nog Nila dat je slede¢im sistemom jednacina

dSy(t) = (YuNy(t) — X(t)Su(t) — o Su(t)) dt,
Ey(t) = (Ao(t)Su(t) — vuBy(t) — uuEy(1)) dt,
1,(t) = (v Ey(t) — polo(t)) dt,
dSp(t) = (YoH + ppRo(t) — No(t)Sh(t) — pSe(t)) dt,
dEy(t) = (M\o(t)Su(t) — veEb(t) — uFEp(t)) dt,
dly(t) = (Ey(t) — v lp(t) — pelp(t) — 0p1p(1)) dt,
dRy(t) = (ywlp(t) — ppRy(t) — puFy(t)) dt. (2.1)

Opseg vrednosti parametara modela, koji je preuzet iz nekoliko nau¢niih radova
(videti [55HE8]), dat je u Tabeli [2.1]

Parametar Vrednost Rang Jedinica
Bub 0.9738 0.65-1 ujed?
Bom 0.8875 0.65-1 ujed*
Biv 0.462 0.32-0.58 ujed*
Wy 0.0666 — dan™!
Ly 0.0666  0.05-0.33 dan™1
U, 0.1 0.07-0.14 dan™!
Ou 0 — dan=!
Oy 0.25 0.125-0.33  ujeda x dan™1
Y 0.0014 0-0.033 dan™1
m 0.0014 0-0.01 dan™1
U, 0.5 0.33-1 dan™"
Ym 0.2222 0.2-0.25 dan™!
P 0 - dan™!
Om 0 0-0.125 dan™!
Om 30 0—oo0 wjeda x dan=*
Yy 0.0164 0-0.022 dan™1
I3 0.0014 0-0.01 dan™!
v 0.5 0.33-1 dan=!
Yo 0.1 0-0.2 dan™!
Db 0 - dan=!
0p 0.26 0.125-0.33 dan™1
op D 0—o0 ujeda x dan~!

Tabela 2.1: Opseg vrednosti parametara modela ([2.1)

Sirok spektar vrsta ptica moze biti optimalan domacin za VZN, pa razlic¢ite preferen-
ce koje komarci imaju prema odredenim vrstama ptica mogu biti kljuéne u modeliranju
sirenja VZN. Zbog toga je u radu [II] razmatran i deterministicki model Sirenja VZN
koji sadrzi dve vrste ptica (stanarice i selice/migracione ptice).

Preferirani domacin za vrstu Culex pipiens, koja je vazan vektor u prenosenju VZN-
a, jeste americki drozd (videti [69]). Iz tog razloga, da bi procenili opseg vrednosti pa-
rametara za populaciju ptica selica, autori su izabrali americkog drozda kao vrstu ptica
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2.1 Uvod i motivacija

selica, iako u ovu kategoriju mogu spadati i druge vrste ptica (npr. severni kardinali,
domadi vrapci ([70H72])).

Model II. U modelu sa dve vrste ptica, klase i parametri koji se odnose na ptice
selice oznaceni su indeksom m (migracione ptice), dok je za stanarice ostao indeks b kao
u modelu . Parametri koji se odnose na ptice selice su: stopa radanja ,,, prirodna
stopa smrtnosti u,,, stopa pri kojoj ptice selice postaju zarazene v,,, stopa oporavka
Ym, Stopa smrtnosti zbog bolesti 4,,, stopa pri kojoj oporavljene ptice gube imunitet
Pm. Parametri o, i 0, sadrze preferencu komaraca prema razli¢itim vrstama ptica.
Vece vrednosti parametara o;,i € {b,m} oznacavaju veéu preferencu koju komarac
ima prema toj vrsti ptica. Ovde se pretpostavlja da komarci imaju veéu preferencu
prema pticama selicama i da ptice selice imaju nizu stopu smrtnosti zbog bolesti u
odnpsu na ptice stanarice. Stopa ujeda i-te populacije ptica je data sa #S’LVM’
za i = m,b.

Deterministicki model Sirenja VZN sa dve vrste ptica, predstavljen u [11], ima
sledec¢i oblik:

dSv(t) = (PuNu(t) = A (1)Su(t) — 10Su(t)) dt,
E,(t) = (A(t)Su(t) — vu Ey(t) — o By (t)) dt,
ALy (t) = (vuEu(t) — poly(t)) dt,

dSy(t) = (YuH — Ao () Sb(t) — puSu(t)) dt,

dly(t) = (MSp(t) — W lo(t) — puly(t) — uls(t)) dt,

dRy(t) = (Wwly(t) — upRu(?)) dt.

dSm(t) = (VmH — Ap() S (t) — pmSim(t)) dt,

I

AL (t) = (A Sm(t) = Vndin(t) = i Im(t) — 0mIm(t)) dt,
AR (t) = (YL (t) = pan B (£)) . (2.2)

U ovom modelu, snage infekcije Ap(t) i Ay (t) su modifikovane kako bi ukljucile
populaciju ptica selica i mogu se izra¢unati kao proizvod ukupnog broja ujeda po ptici
20 ie {b tnoce da je k zen Wy trenutku ¢ tnoc
Nl € {b,m}, verovatnoce da je komarac zaraZen N,y U trenutku £, verovatnoce
prenosa po ujedu, B;,,7 € {b,m}, i udelom ujeda koji se deSavaju na razmatranoj vrsti

: O'iNi(t) . . .. .. o
ptica, ——r N | = b, m. Snaga infekcije populacije komaraca, A,(t), moze se
izracunati kao zbir snaga infekcije populacija domacih i ptica selica. Odnosno,

0]
Ny(t)

L,
+ bvm (t)ﬁvm

)\v(t> = bvb(t)ﬂvb Nm(t)’

A0 )

Ny(t)’ No(t)

Zai € {b,m}, b,(t) oznacavaju stope ujeda po ptici stanarici ili selici od strane komarca
dnevno, dok b;,(t) oznacava stopu ujeda ptice stanarice ili selice po komarcu dnevno i
definisu se na sledeéi nacin:

Ap(t) := by (t) B Am(t) = by (1) B

O 0 — W) omNa()
bunlt) = No(t) om N (t) + op Ny (1) bom () := Nin(t) 0 Nin(t) + 0p Ny (t)”
_ b(®) oy Ny (t) _ o) T Non (1)

0 N ) + o) T N0 70N 1) + o0

48



Stohasticki epidemioloski model Sirenja virusa Zapadnog Nila sa jednom vrstom ptica

gde je b(t) stopa ujeda u trenutku ¢,

7Ny () (0 Non () + 03Ny (1))

Y0 = 5 N0 + o N (D) F oo N(l)’

Stopa ujeda u modelu sa dve vrste ptica ukljucuje razli¢itu dostupnost ptica i preference
komaraca.

2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja virusa Za-
padnog Nila sa jednom vrstom ptica

Kako slucajne varijacije iz okruzenja mogu imati znacajan uticaj na sve sfere zivota,
prirodno je istraziti kako takve varijacije uticu na dinamiku epidemioloskih modela. U
ovom poglavlju ¢e, na osnovu deterministickog modela koji opisuje Sirenje VZN
u populacijama komaraca kao vektora i ptica stanarica, biti konstruisan stohasticki.

Neka je (2, F,{Fi},~o,P) kompletan prostor verovatnoce sa prirodnom filtracijom
{Fi},~0, koja je neprekidna zdesna takva da F sadrzi sve skupove mere nula. Pored
toga, neka su By (-) i By(-) medusobno nezavisna standardna Brownova kretanja, defi-
nisana na datom prostoru verovatnoce i

Ri = {(x1, X2, w3, T4, T5, g, x7) |2; > 0,1 € {1,2,3,4,5,6,7}} .

Pretpostavlja se da fluktuacije iz okruzenja uti¢u na parametre transmisije 5,5 1 Bop
tako da je

Bvb — Bvb + 0131@)7
Bbv L Bbv + U2B2(t)7 (23)

pri Gemu su o7 > 01 03 > 0 intenziteti belih sumova B, (t) = 220 § By(t) = 2220 ¢ >

0, redom. Ovi diferencijali ne postoje u obi¢nom (jakom) smislu, ali kako su preslikava-

nja t — B;(t,w), i = 1,2, neprekidna za skoro svako w, ona su slabo diferencijabilna

za skoro svako w, 1 mogu se interpretirati u slabom smislu (videti Poglavlje 1.2).
Zamenom u , dobija se stohasticki model oblika

I(t

A (8) = (BoNo() — Mo ()Su(t) — juSu(t)) dt — by ()22 51 (1) (1),

0
cEN%#M@&@—%&@—mﬂﬁﬁﬁ+m%@ﬁgﬁwm&@,
AL,(t) = (Vo Bu(t) — oL, (1) dt,

S0 = (ol -+ uFo(t) = N)S5(E) = () dt = oan(0) 7 S0) (),

AES(1) = u()So(1) — thBs(t) — 1 Bo()) dt + osb(6) 2L 5300 Ba(1),

No(t)
d]b(t) = (l/bEb(t) - /ybIb(t) — /va]b(t) — (51,](,@)) dt,
dRy(t) = (WIp(t) — pplts(t) — o Rs(t)) dt, (2.4)

sa pocetnom vrednoséu
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2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

Parametri ovog modela imaju istu biolosku interpretaciju kao u deterministickom mo-

delu ([2.1]).
Kako N,(t) = S,(t) + E,(t) + I,(t),t > 0 oznacava ukupnu populaciju vektora,
sumiranjem prve tri jednacine sistema ([2.4]), dobija se sledeca diferencijalna jednacina

AN, (t) = (1, — ) Ny(t)dt.
Njenim resavanjem, dobija se,

N,(t) = e =m) N, (0).

Odavde je
+00, by > [ho,
limsup N, (t) = Ny(0), ¥y = po, (2.5)
e 0, Uy < fho

Ako je ¢, < u,, tada dolazi do izumiranja populacije vektora, dok u sluc¢aju v, > p,
dolazi do prekomernog razmnozavanja vektora. Ovo je ilustrovano na Slici (a).

Napomena 2.1 U biologiji je poznato da broj organizama koji mogu preziveti unutar
jednog ekosistema zavisi od kapaciteta sredine. Kada broj jedinki odredene populacije
dostigne kapacitet sredine, ta vrsta ce poceti da iscrpljuje svoje resurse hrane, vode 1
drugih. U tom slucaju, dostupni resursi nece biti dovoljni da omoguce populaciji da
nastavi da se uvecava na duzi rok, tako da cée populacija na kraju poceti da se smanjuje.
Dakle, populacija se moZe uvecavati samo dok ne dostigne kapacitet sredine, $to je
tlustrovano na Sl@'cz’ (b). Vise detalja o kapacitetu sredine mogu se naci u radovima
23] i [T4)].

Nv(t)

40000 -
Nw(t)

30000 -

=T

20000
—  cEm sy

case iy 10000

Nv[D)

(a) (b)

Slika 2.1: Evolucija populacije vektora.

Na osnovu Napomene pretpostavlja se da je veli¢ina populacije vektora ograni-
¢ena kapacitetom sredine K,. Kako bi se prevazisao nedostatak modela , izvrsena
je njegova modifikacija tako Sto je u prvoj jednacini ¢lan koji opisuje rast populacije,
1y N, (t) zamenjen sa i, H,, gde je H, = %Kv. Na taj nac¢in model dobija sledeci oblik:

A5, (£) = (b Hy — Mo(£)Su(t) — 110Su(2)) dt — albvb(t)%sv(t)dBl(t),
dE,(t) = (\(t)Sy(t) — v By (t) — p Ey(t)) dt + o1byy(t) J]\./l');(tt)) Sy (t)dBy (1),

dL,(t) = (Vo By(t) — po L, (1)) dt,

20



2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

L,(#)
N, (t

dSy(t) = (W H + poRy(t) — MN(£)So(t) — p5Sy(t)) dt — by (t)

dEb(t) = ()\b(t)Sb(t) - l/bEb(t) - ,ubEb(t)) dt + O'bev(t)lv—(t)sb(t)ng@),

No(t)
d[b(t) = (I/bEb(t) — ")/b[b<t) — [Lb[b(t) — 5b[b(t)) dt,
dRy(t) = (wlp(t) — pplRp(t) — pRe(t)) dt, (2.6)

Sp(t)dBs(t),

~—

sa pocetnom vrednoséu

Neka je
7 ¢UHU
I'= (S’U7E’U7]’UJSZ77Eb7lb7Rb)€R+:O<S’U+EU+—[U§K’U: y
My
H H
Yo Ssb+Eb+Ib+Rb§K:¢b—}. (27)
o + Op o

2.2.1 Egzistencija i jedinstvenost globalnog pozitivnhog resenja

Teorema 2.1 Za svako t > 0 i proizvoljnu pocetnu vrednost (S,(0), £,(0), 1,(0), S(0),
Ey(0), I,(0), Ry(0)) € T, postoji jedinstveno resenje (S, (t), E,(t), I,(t), Sp(t), Ep(t), Iy(t),
Ry(t)) sistema (2.6 i resenje ostaje u I sa verovatnocom jedan. Pored toga, vaZi

Hy H H
v P gN,,(t)<¢b—, t>0.

e fp + 0y T -

0< N(t) <

Dokaz. Kako koeficijenti sistema (2.6 zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, tada
za proizvoljnu poc¢etnu vrednost (5,(0), E,(0), 1,(0), Sp(0), Ep(0), I,(0), Ry(0)) postoji
jedinstveno lokalno resenje na [0, 7], gde je 7. vreme eksplozije (Teorema [1.17]). Da bi
se pokazalo da je ovo reSenje globalno, potrebno je pokazati da je 7, = oo s.i. Neka je

ko > 0 dovoljno veliko tako da su S,(0), E,(0), I,(0), Sp(0), E4(0), 1,(0) i Rp(0) unutar
segmenta [kio, ko). Za svako k > ko, definiSe se vreme zaustavljanja na slede¢i nacin

71, = inf {t € [0,7.) : min{S,(t), E,(t), I,(t), Sp(t), Ep(t), Ip(t), Rp(t)} < % ili

max {Sv(t)v Ev(t)v L}(t)a Sb(t)a Eb(t)7 ]b(t)7 Rb<t>} > k} :

Niz 7, je rastuci po k. Neka je 7,0 = limy_,oo 7% Tada, 7o, < 7 s.i. AKko se pokaze 7o, = 00
s, tada je 7. = oo , odnosno, (S,(t), Ey(t), I,(t), Sp(t), Eyp(t), Iy(t), Ry(t)) € RT, s.i. za
svako t > 0. Ako ovo ne bi bilo zadovoljeno, tada postoji T > 01i e € (0,1) tako da
P{7. < T} > €. Prema tome, postoji ceo broj k; > ko tako da

P{TkST}ZE

za svako k > k.
Sumiranjem prve tri jednacine sistema ([2.6]), dobija se diferencijalna jednacina ko-
jom je opisana dinamika ukupne populacije vektora

AN, (t) = (¥ H, — 1, N, (t))dt.
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2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

Njenim resavanjem, dobija se
Ny(t) = 2 4 (N, (0) = 2l ) e Sy

Na osnovu uslova teoreme, kako je 0 < N, (0) < w;f“, sledi da je

UHU
L2 t>0.

9 -

0< N, (t) <
Moy

Sli¢no, sumiranjem poslednje Cetiri jednacine sistema (2.6, dobija se diferencijalna
jednacina kojom je opisana dinamika ukupne populacije ptica

dNb(t) = (wbH — (Sb[b<t) — ;lJbNb(t)>dt

Tada je
(VoH — (o + 0p)No(t)) dt < dNy(t) < (VpH — Ny (2)) dt
< (o + 6p) (;ﬁﬁb - Nb(t>> dt < dNy(t) < (WH Nb(t)> d

za t € [0,7;). Odavde sledi

I Ny(8)) + (i + 85) (22— Ni(1)) dt <0,

d
d (e - Nb(t)> + (%H Nyt )) dt >0,

za t € [0, 7). Integracijom od 0 do ¢, t € [0, 7%), dobija se

i~ () < (G - N(0)) e e

Hy+6p
B Ny(1)) > (B — N(0)) e v

m
w”H < Ny(0) < ﬁi—f, sledi

Na osnovu uslova teoreme, kako j je
H
O N < 22 e 0,7
Hy + Oy o
Neka je C? -funkcija V : R — Ry U {0} definisana na slede¢i nacin

VIX(1)) = VI(Su(t), Eu(t), 1), S(1), En(L), In(1), Bo(t))

Sv(t) —1-In Sv<t>> + (Ev(t) - ln(Ev(t) + 1)) + (Iv(t) —1-In Iv(t))

H(Sy(t) = 1 = I Sy(1)) + (Bo(t) — n(Ey(t) + 1)) + (I(£) — 1 — In T(t))
(2.8)

F(Ry(t) — 1 — In Ry(t)).

(t)) nenegativna funkcija. Neka je

Kako jeu — 1 —Inu > 0 za svako u > 0 , to je V(X
k > ko iT > 0 proizvoljno. Primenom Itéve formule (Teorema_ dobija se

dV(X(t)) = LV(X(t))dt + o1 (1 TE( )(J)r ) bup(t )JI\.;:( ))dBl( )
I,

Sp(t) (t)
o (1 ) O30
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2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

gde je LV : RT — R, definisan sa

LV(X(1) = (1= gg) Wy = Ou(®) + ) Sult)) + 3o302,(6) 345
(1= mdm) eS8 = (v + ) Eu(2))
+§Walbib( )20 + (1= 7)) (B — i L (1))
n <1 = ) (wbH+prb(t) (Ao (t) + 1) Sp(2))
+13, 08D + (1- mm) DS — 4+ ) Bo(t))
+lma§b§v( )30 + (1= 75 ) Bt — (o + s + 8) (1))
(1= gk ) (wls(t) = (oo + ) Bo(1))

S wvH ‘I'Uv vﬁvb+3ﬂv+al 2K2(1+K2)+Vv+¢bH+0-v6bv+4,ub
"2 21+ K% + v+ + 6+ pp =: C.

Na osnovu poslednje dve relacije, dobija se

Sy(t) Iy(1)
Eut) + 1) O 3
oy (1 Ej%(i 1) bbv(t)%d&(t).

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, A T' = min {7, T’} i ra¢unanjem oceki-
vanja, sledi

dV (X (1)) < Cdt + oy (1 . dB (1)

EV(X(r AT)) < CE(ry AT) + V(X(0)) < OT + V(X (0)).

Neka je Qp = {k < T}. Tada je P(Qy) > €. Za svako w € (), bar jedan od S, (7%, w),
EU(Tk,W),L,<Tk,w),Sb(Tk,w),Eb<Tk,w),]b<7'k,w) i Rb(Tk,a}) je jednak ili &k ili % Dakle,
V(SU(Tk,w),EU(Tk, w), Ly(1, w), Sp(Tk, w), Ep(Ts, w), Iy(Tk, w), Rp(7k,w) nije manje ili od

k—1—Inkili od -1 ln— Prema tome, vazi

V(X(me AT)) Emin{k—l—lnk,%—l—ln%}.

Tada je

CT +V(X(0)) > E[Io, V(X (7 AT))] > emin {k —1—1Ink, % —1- m%} ,

gde je Iq, indikator dogadaja ;. Kada k& — oo, dobija se
oo > V(X(0)) + CT = oo,
Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom. Dakle, 7., = 0o s.i, ¢ime je dokaz kompletan. A

Napomena 2.2 Skup ' je pozitivno invarijantni skup sistema (2.6)) za svako t > 0,
odnosno, ako pocetna vrednost sistema pripada I', on nikad ne napusta T".
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2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

2.2.2 Iskorenjenje bolesti
U ovom poglavlju bi¢e izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjenje bolesti u modelu
£9).

Teorema 2.2 Neka je (S,(t), Ey(t), L,(t), Sp(t), Ep(t), I(t), Rp(t)) € ' resenje siste-
ma (2.6) sa proizvoljnom pocetnom vrednoséu (S,(0), E,(0), I,(0), Sp(0), E4(0), 1,(0),
Ry(0)) € I'. Ako vazi

2 2 2 5
op > —2—— | 05> —
FT2( 4 ) 27 20w+ )
tada je
}l}r& Ev(t) = 07 tli{& [v(t) = 07 tliglo Eb(t) = 07
lim [,(t) =0, lim Ry(t) =0 s.i,
t—o0 t—o0
odnosno, bolest ce biti iskorenjena iz populacije.

Dokaz. Na osnovu Teoreme reSenje sistema (2.6) je pozitivno za svako t > 0.
Primenom It6ve formule (Teorema |l1.12)) na funkciju log E,(t), dobija se

1 1 So(O)D(t) \?
Eu () (Ao(®)Su(t) = (Vo + o) Eu(t)) — 2 (Ulbvb@)m> ] “

1() 1
AGRARIAT

Integracijom obe strane poslednje jednakosti od 0 do ¢ je

M@&“Ww%+u»—$@wM$gﬁﬂ&%)]%

dlog E,(t) =

+0o1bu(t) dB; (t).

"
log E,(t) = logEU(O)—i-/
0

E,(t) o (8)Np(s
+ M, (t), (2.9)
pri éemu je M (¢ fo (albvb( ) g”((tt) ]I\;’b ) ) dBj(s). Na osnovu osobina Brownovog kre-
tanja (Teorema D ) M;(-) je neprekidan martingal. Primenom eksponencijalne mar-

tingalne nejednakosti (Teorema 1.51]), dobija se

{05 [ (oo S 4] -5} 5.

gde je n > 1 proizvoljan nenegativan ceo broj i o i # su proizvoljne pozitivne konstante
koje ¢e biti odredene u nastavku. Neka je € € (0, 1) proizvoljno. Akosua = ei 3 = 22

tada je .
P{Oiltlgn [M1(t) - %/0 (Ulbvb(s)%> ds] = 2121”} = %

Kako red Z konvergira, na osnovu Borel-Cantellijeve leme, sledi da postoji 2y C €2

za koji je IP’(QO) = 1, tako da za svako w € )y postoji ceo broj ny(w), tako da za
n>ng(w)iten—1,n|, vazi

g 0 -5 [ (o) o <7

o4



2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

Tada je

Mi(t) < g/ot (Jlbvb(S)gU(S)—Ib(sz)2d8 4 2nn (2.10)

Zamenom (2.10) u (2.9), dobija se
log Bu(t) < log F,(0) + 2l
t

€

[ — ot ) - 25 (m()%)] s

0 L

< log B,(0) = (vy + o)t + 222
t -
201 _ 2 2
+/ _0'1(1 6) ()\’U(S) S’U(S) i ﬁvb 2) + vb 5 ds
-l 2 B Eu(s) (1 —¢€)o3 2(1 — €)o7
< log E,(0) — (v + po)t + 2(1573:)0—%’f +2on,

Deljenjem obe strane poslednje nejednakosti sa t, sledi

log E,(t) < log E,(0)

2, 2Inn
t - t '

- I/'U + v +
( o) 2(1 —€)o? te
Racunanjem lim sup kada ¢ — oo u poslednjoj nejednakosti, dobija se

log E,(t 2
lim sup 0g Ey(1) < vb 5

- (Vv"i_,uv)u (211>

za svako € € (0,1). Neka je niz {e}, takav da je ¢, € (0,1), za svako k € N, i

lim ¢, = 0. Tada je
k—o0

_ log E,(t) 2
1 <P (i), VEEN
S T S o e e ) ©

Rac¢unanjem lim sup kada & — oo u poslednjoj nejednakosti, dobija se

log B, (¢ 2
hrnsupog—<> < _vl; - (Vv +:uv) < 07
t—400 t 207

2
na osnovu uslova teoreme o} > 2(1;3 e Odavde sledi da je,
v v

lim E,(t)=0 s..

t——+o0

Eksplicitnim resavanjem trece diferencijalne jednacine sistema ([2.6[), dobija se

I(t) = e ™! [IU(O) + /Ot (vo By (s)el®) ds| .

Racunanjem grani¢ne vrednosti kada & — oo u poslednjoj nejednakosti i primenom
L’Hospitalovog pravila, sledi da je

lim I,(t) =0 s.i.

t—+00
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2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

Sli¢no, primenom Itove formule (Teorema [1.12)) na log Ey(t), dobija se

dlog Ey(t) = %@) (Ao (t)Sb(t) — (o + 116) En(t)) _% <02b””(t) %) ] “
+Uzbbv(5)%d32(t)'

Integracijom obe strane poslednje nejednakosti od 0 do ¢, dobija se

Syt) 1

Sp(s)1,(s)
M0z 3 (5 G) ] "

t
log Eb(t) = 10g Eb(O) — (Vb + ,U,b)t + /
0

+Ms(t),

¢

gde je My(t) = [ (Ugbbv(s)%> dBsy(s). Na osnovu osobina Brownovog kretanja
0

(Teorema|l1.10)) M () je neprekidan martingal. Primenom eksponencijalne martingalne

nejednakosti (Teorema [1.51)), pri ¢emu je kao i u prvom delu dokaza n > 1 proizvoljan

nenegativan ceo broj, € € (0, 1) proizvoljno, a =€i = 21%, dobija se

Na osnovu poslednje dve relacije, sledi

log By(t) < log Ey(0) — (v + pup)t + 222
/ 5(1— Ao(8) S, , 2 2

+/ il €>< b(s) Sals) 5b)05> - ; ] .
0

2 Br Ep(s) (1—¢ 1—¢€)os

2
< log Bp(0) — (14 + )t + 2(1%):)&Zf + 28,

Deljenjem obe strane poslednje nejednakosti sa t i i ra¢unanjem lim sup kada ¢t — oo,
dobija se

. log Eb(t) 62
1 < v —_
ltrilfip t ~ 2(1—¢€)o? (v + )

za proizvoljno € € (0, 1). Odavde sledi

. log Ej(t) 5;
1 < - — Vk € N.
e A

Racunanjem granicne vrednosti kada k — oo u poslednjoj nejednakosti, dobija se

log Ey(t 2
lim sup 0g Ei(t) < Bbvz
t—+o0 t 20'2

— (I/b‘{'ﬂb) < 0,

2
na osnovu uslova teoreme o3 > %o Tada je
2(vp+hp)

lim E,(t) =0 s.i.

t—+00
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2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

Eksplicitnim reSavanjem Seste i sedme diferencijalne jedna¢ine sistema ([2.6[), dobija se

t
I(t) = e~ (wtup+dn)t |:Ib(0> +/ (VbEb<S)€('7b+Nb+§b)s> d8:| ’
0

t
Ry(t) = e~ (o)t [Rb(O) +/ (%[b<3)€(pb+ub)5) ds] )
0

Racunanjem grani¢nih vrednosti kada ¢ — oo u poslednjim jednakostima i primenom
L’Hospitalovog pravila, sledi da je
lim I,(t) =0 s., lim R,(t) =0 s.i.
t——+00 t——+o0

Time je dokaz kompletan. A

Rezultat Teoreme je ilustrovan na Slici Za aproksimaciju resenja sistema
(2.6]), primenjena je Balance Implicit numericka metoda ([75], Teorema 1) koja o¢uvava
pozitivnost resenja, s obzirom da koeficijenti sistema zadovoljavaju uslove za njenu
primenu. Ova metoda se koristi za aproksimaciju reSenja diferencijalnih jednacina kod
epidemioloskih modela ili drugih sistema gde je vazno ocuvati fizicki smislen opseg
reSenja, poput pozitivnosti veli¢ine populacija ili koncentracija. Ova metoda ¢e biti
koris¢ena za aproksimaciju reSenja i u nastavku ove glave.

Swit) Evlt) ity

10000 3500
3000
2000 ‘\
2500
o 2000 l'
7000 1300
1000
6000
500
o 10 20 30 40 ! (] 10 0 30 40 i
(a) Podlozni vektori (b) Eksponirani vektori

t
o 100 200 300 400 L > 10 15 20

(d) Podlozne ptice (e) Eksponirane ptice (f) Inficirane ptice

Rbif)

(g) Oporavljene ptice

Slika 2.2: Deterministicke (plave) i stohasticke (crvene) trajektorije sistema (2.6) sa
parametrima modela iz Tabele i 02 =0.45,05 = 0.2

U simulacijama na Slici [2.2] su koris¢ene vrednosti parametara iz Tabele 2.1] 1 po-
Getni uslovi S, (0) = 9000, B, (0) = 600, L,(0) = 400, Sy(0) = 750, E4(0) = 80, [,(0) =

57



2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

100, R,(0) = 70. Radi jednostavnosti, pretpostavlja se da je 1, = p,, Sto implicira da
je populacija vektora konstantna. Za ovakav izbor vrednosti parametara modela, neka
su 0} = 0.45 1 02 = 0.2. Takav izbor parametara zadovoljava uslove Teoreme sto
znaci da dolazi do iskorenjivanja bolesti. Grafici na Slici 2.2 potvrduju teorijski rezultat
odsustva bolesti.

2.2.3 Perzistentnost u srednjem

U nastavku se razmatraju dovoljni uslovi pod kojima je virus perzistentan u sred-
njem u populacul
Neka je ( =1 fo

Definicija 2.1 Sistem (2.6) sa proizvoljnom pocetnom vrednoséu (S,(0), E,(0), 1,(0),
Sp(0), Eb(0), 1,(0), Ry(0)) € T, je strogo perzistentan u srednjem ako vaZi bar jedan od
sledecih uslova

t t

1 1
liminf— [ E,(s)ds >0 s.i. ili liminf— [ I,(s)ds >0 s.i. ili,

t—+oo t 0 t—+oco ¢ 0

1/t 1/t
liminf—/ Ey(s)ds >0 s.i. ili liminf—/ Iy(s)ds > 0 s.i.

t—4oo t 0 t—+oo t 0

Teorema 2.3 Za proizvoljnu pocetnu vrednost (S,(0), £,(0), 1,(0), Sp(0), Ey(0), 1,(0),
Ry(0)) € T, ako vazi

Yo H
0y0p 5 Bbv wbH b
w = 2 Kot H 1 — — Oy v
o, K, + 0 wbH K+ 1 — 1y + 0y By b
O'g 2 Oy bub‘f‘&bﬁbv K

U(1+ K?) —

> 0, (2.12)

o, Ky + 0 %H K+1

tada je bolest strogo perzistentna u srednjem u populaciji ptica, odnosno, vazi

lim inf (Fy(t)) > >0
i) 2 e =0

1
lim inf (I,(t)) > — 2 @ >0,
t—+o00 Yo + o + Op Vp + iy

1

lim inf (Ry(¢)) > T Vb w > 0.
t—+oo b+ o Yo + iy + Op Vb+ub

Dokaz. Primenom Itove formule (Teorema [1.12)) na funkciju Sy(t) + Eu(t) + Ip(t) +
Ry(t) — log Sp(t) — log(Ep(t) + 1), dobija se

d (Sp(t) + Eu(t) + Ip(t) + Ry(t) — log Sp(t) — log(Es(t) + 1))
— Gy H — iy Ny(t) — ST (t) — ;/’:@H) - pbsf;z(bg)
S N(B)S(t) | () E(t) | a3bi, (O (1) S ()
Ey(t) +1 Ey(t) +1 2N2(t)(Ey(t) + 1)2
Taboo () Io(£)  0abyo(t)Io(£)Sh(t)
! ( NGO NOED) + D) ) 4Ba(1)

o3by, (D) 1I5(1)
2NF(t)

+ (Ao(t) + ) +

o8



2.2 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa jednom vrstom ptica

Feb v 729, ’
<Y yH|1-— — 0L (t vPbu 7 1+ K
< iy ( ’ub+5b) blb(t) — Sb(t)—l-aﬁb + 1 + 2 (1+K7)
0l S0 | oopigie K e
o, K, —I—UbwbHK—i-l UvK +‘7bwbHK+l e
a2y, (1) 1,(1) Ubev
dBs(
*( N !
2
b 929 2
<YpH(1- vy K
= ( b+(5b)+06b e 2 ( o
Yo H
ooyt 51;1; Vo H 0y0p- s Bbo K
_9 Mb+ b et + Fo+0p Gl + (Vb + ,Ub)Eb(t)

0o Iy 4 0y o K+1 o,K,+ Tb s

02y ()1, (1) oabpy ()1, () Sy (t)
(5 R 1) B0

K+1
b

pri ¢emu su izostavljeni neki nepozitivni élanovi primenjene ocene Sy(t) < Ny(t) <
K, ]Iv“v((tt)) <1, byy(t) < 00, Mo(t) < 008w, 7 2 ) - < 1, i nejednakost izmedu aritmeticke i
geometrijske sredine. Integracijom prethodne nejednakostl od 0 do ¢ i deljenjem sa t,

dobija se
i (Ny(t) — Ny(0) — log Sy(t) — log(Ey(t) + 1) + log S(0) + log(Ey(0) + 1))

P H
0202 v0b 5/Bb'u¢H
<%H@—%HJ+%&HMH-QO+K%_2mﬂzw%ﬁH (2.13)

OyOp—2——

:Bb'u et
ovai:S:tbfgb Klj-l + (vp + ) (Ep(t)) + r;( )’

gde je Ms(t fo UQb’}f,i ()é“( ) 4 U2bb(”t()t() RO Sb(t)) dBs(t). Na osnovu osobina Brownovog
kretanja (Teorema 1.10)), proces M3(t) je neprekidan martingal, M3(0) =0, i
)i <

1. <M37 M3
im sup ~————~*t

: < 0502(1+ K?) < +00 s.i.
t—+o00

Primenom strogog zakona velikih brojeva za neprekidne martingale (Teorema, sledi
da je
M.
lim —S(t)
t——+o00 t
Kako je Sy(t) + Ep(t) + Ip(t) + Rp(t) — log Sp(t) —log(Ep(t) +1) > —log K > —o0,t > 0,
tada je

=0, s..

Ny(t) — Ny(0) — log Sy(t) — log(Ey(t) + 1) + log Sp(0) + log(E,(0) + 1)

lim inf = 0s.1.
t——+00 t
[zraGunavanjem grani¢ne vrednosti kada t — +oo u ([2.13)), dobija se
Yo H
. OO sy O H Mo
lim inf (v, + Ey(t)) > Kot —pH (1 —
t_>+oo(b ) (Ep(t)) > o K oy B K41 Wy Tt o
Hb+0p
2 2 0,0 Yo H ﬁ K
0-20-,1) 2 v bﬂb+5b bv
—0u B — iy — 1+ K°) — .
Boo = tio = =5 ) 0o Ky + oy 2t K+ 1
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Odavde, na osnovu uslova [2.12] vazi da je

liminf (Ey(t)) >

w > 0. (2.14)
t—+o00 Vp + Up

Integracijom Seste jednacine sistema (2.6)), i deljenjem sa t, dobija se

M = %/0 vy Ey(s)ds — %/0 (9 =+t 4 0) I (s)ds.

Kako vazi relacija ([2.14]), izra¢unavanjem grani¢ne vrednosti kada ¢ — 400 u prethod-
noj nejednakosti, sledi

Vy Vy

liminf ([,(¢)) = liminf ———— (E,(¢)) > > 0. (2.15
) = g P 2 s e T 1)

Sli¢no, kako vazi relacija (2.15]), integracijom sedme jednacine sistema (12.6)), delje-
njem sa t i izraCunavanjem grani¢ne vrednosti kada ¢t — +oo, sledi

1
liminf (Ry(t)) = liminf I(t)) > Bl il

(1)) > w > 0.
=400 t—too Py + [y Py + [ Yo + iy + Oy Uy + i

Ovim je dokaz kompletan. A
Teorijski rezultat Teoreme [2.3] je ilustrovan na Slici 2.3]

Ewit) Lty

3 i
LY S
200 \\\

1 t
0 S0 100 150 200 250 300 350 b 50 100 130 200 250 oo ss0 ¢ 0 S0 100 150 200 250 300 350

(a) Podlozni vektori (b) Eksponirani vektori (¢) Inficirani vektori

L L L L L L PRV L L L L L L L
1] 50 100 150 200 250 300 350 1] 50 100 150 200 250 300 350 o i) W00 150 200 250 300 350

(d) Podlozne ptice (e) Eksponirane ptice (f) Inficirane ptice

Rbt)

(g) Oporavljene ptice

Slika 2.3: Deterministicke (plave) i stohasti¢ke (crvene) trajektorije modela sa parame-
trima datim u Tabelii o1 = 0.00001, o5 = 0.000003 (jedinica vremena At je 1 dan).
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U simulacijama na Slici su koriséene vrednosti parametara modela iz Tabele
i pocetni uslovi S,(0) = 1080, £,(0) = 50, I,(0) = 70, S,(0) = 260, E,(0) = 10, I,(0) =
20, Ry(0) = 10. Radi jednostavnosti, pretpostavlja se da je 1, = p,, Sto implicira da je
populacija vektora konstantna. Za ovakav izbor parametara modela, neka su vrednosti
o1 = 0.00001 i oo = 0.000003. Takav izbor parametara zadovoljava uslove Teoreme
Sto znaci da je bolest perzistentna. Grafici na Slici potvrduju teorijski rezultat
perzistentnosti bolesti.

Napomena 2.3 Na osnovu razmatranja u Teoremama i[2.3, moze se zakljuciti
da mangi intenziteti Gaussovog belog Suma garantuju perzistentnost bolesti, dok veci
intenziteti belog Suma omogucuju njeno iskorenjivanje, Sto pokazuje znacaj fluktuacija
12 okruZenja na dinamicko ponasanje bolestu.

2.3 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa
dve vrste ptica

U nastavku ¢e biti predstavljen stohasticki model za Sirenje VZN koji se sastoji iz
populacije komaraca kao vektora, i dve vrste ptica. Model je konstruisan uvodenjem
slucajnosti u deterministicki epidemioloski model .

Neka je (2, F,{Fi},~o . P) kompletan prostor verovatnoce sa prirodnom filtracijom
{Fi},>0, koja je neprekidna zdesna takva da F sadrzi sve skupove mere nula i ne-
ka su Bi(+), Ba(-), Bs(-) i By(-) medusobno nezavisna standardna Brownova kretanja,
definisana na prostoru (2, F,{F;},5, ,P). Takode,

Ri = {($1,$2,$3,$4,$5,£L’6,.I'7,£C8,l'9) ’xl > 072 € {172737475767 7787 9}} .

Uvodi se pretpostavka da slu¢ajnost iz okruzenja prevashodno utice na stope trans-
misije Bub, Bom, Bow 1 Bmw, 0dnosno, da vazi

ﬁvb — ﬁvb + UIBI (t>7 va — va + UZBQ(t)u

5bv — 5bv + 0_3BS<t) 1 Bmv — ﬂmv + 04B4(t) (216)
pri ¢emu su g7 > 0,03 > 0,05 > 01 0f > 0 intenziteti belih Sumova Bi(-), Bo(+), Bs(")
1 B4( -), redom. Zamenom 1-) u model . ), dobija se sledeci sistem stohastickih

diferencijalnih jednacina

0S5,(t) = (GuNo(t) = (olt) + 11)Su(8)) dt — o1bs(t) 225, (1B, (1)

No(t)
b S OAB),

B = (WOS.00) = (0 + ) B0 d + o1balt) 310 Su(0)dE (1)
oot 22 5, (1)dBae),

5

(t)
dI(t) = (WE,(t) — p,1,(t))dt

dSy(t) = (ol — No(t)Sp(t) — 1pSp(t)) dt — o3by, (¢ )

dly(t) = (M(t)Se(t) — (9 + po + 6) Ip(t)) dt + o3bpy (t)
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dRy(t) = (wle(t) — peRs(t)) dt,

AS(t) = (WnH — An(t)Sin(t) — ft S (t)) dt — Tabym(t) ]{fv(( )) S ()dBa(t),

Al (t) = (An(®)Sm(t) = (Ym + pm + 0m) I (1)) dt + o4by,(t )]I\T,U((t)) S (t)dBy(t),
dRm(t) = ('ijm(t) — fm B (t)) dt,
sa pocetnim uslovom

SU(O) = Sga EU(O) = Eq())v Iv(o) = Iq?a Sb(O) = Sl?v Ib(o) = II())7 Rb(o) = R27
Sm(0) =Sy, In(0) =1, Rn(0) =Ry,

Parametri modela imaju isto znacenje opisano u Poglavlju 2.2.2.
Kako je N,(t) = S,(t) + E,(t) + 1,(t),t > 0, sumiranjem prve tri jednacine sistema

, dobija se
Ny(t) = (o — o) Ny (t)dt.

Eksplicitnim resavanjem prethodne jednacine, sledi

N,(t) = e m)N,(0).

Tada je
00, Yy > py,
limsup N, (t) = ¢ Ny(0), ¥, = p,
t—o00 07 wv < Ly

Na osnovu Napomene 2.1 populacija vektora je ogranicena kapacitetom okoline K.
Kako bi se izbegao neogranicen rast populacije vektora u slucaju ¢, > p,, model
je modifikovan, tako Sto je ¢lan koji opisuje rast populacije 1, N,(t) u prvoj jedna¢ini
zamenjen sa 1, H,, gde je H, = Z—ZKU, i dobijen je model

ASo(1) = (oHy — On(t) + ) Su(t)) dt — o1bu(t) 2L 5. (1dBy (1)

Ny(t)
~02bun O3S, (0AB ),
IE) = (MOS0 = 0+ w)El0) de + 0sbult) S, (B ()
ﬂwmmﬁﬁg<M&w
d]v(t> = (VUEU() Nv]v<t))
dSy(t) = (VpH — Ap(t)Sp(t) — pp St ))dt—agbbv(t)ji;}(gt))Sb(t)ng(t), (2.18)
) = (u(OSHE) = O+ -+ ) B0 + b (1) SN

dRy(t) = (wl(t) — ppy(t)) dt,
S () = (o H — A ()Sm(t) — i Son (1)) dlt — s ()220 ) S (D)dBa(),

3
/\
\_/

Mﬂ)=<M®&@—wmﬂm+%ﬂ<»ﬁwmmm&%&mmmw
AR (t) = (Ymlm(t) — pm Bin(t)) dt,
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sa pocetnim uslovom

S’U(O) = SS? EU(O) = ES? I”U<0) =1 Sb(o) = Sl?v Ib(o) = Il?? Rb(o) = Rl(;]>
Sm(O) = Sgw [m(()) = [217 Rm<o =R,

Neka je
F1 = {(Sva Em[va Sba [baRba SmajmaRm) € Ri : 0 S Sv + Ev + Iv S Kva

H H mH -
L2 SSb“‘[b‘i‘Rwab ; L < Sy +In+ Ry, <¢ }

[y + Op o i+ Om Hm

2.3.1 Postojanje i jedinstvenost globalnog pozitivnog resSenja

Teorema 2.4 Za proizvoljnu pocetnu vrednost (S,(0), E,(0), 1,(0), S5(0), 1,(0), Ry(0),
Sm(0), 1,,(0), R, (0)) € Ty, postoji jedinstveno resenje (S,(t), E,(t), I,(t), Sp(t), Iy(t),
Ry(t), Sm(t), Im(t), Ry(t)) sistema i reSenge ostaje u I'y sa verovatnoéom jedan.
Pored toga,

Dokaz. Kako koeficijenti sistema 8|) zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, za pro-
izvoljnu pocetnu vrednost (.S,(0), F,(0), I,(0), Sp(0), I,(0), Ry(0), S5 (0), 1,,(0), R, (0))
postoji jedinstveno lokalno resenje na [0,7.] , gde je 7. vreme eksplozije (Teorema
1.15). Da bi se pokazalo da je reSenje globalno, potrebno je pokazati da je 7. =
o0 s.i., kao $to je uradeno u Teoremi 2.1l Neka je ko > 0 dovoljno veliko tako da
se S,(0), E,(0), 1,(0), Sp(0), 1,(0), Ry(0), Spn(0), I,,(0) i R,,(0) nalaze unutar segmenta
[k—lo, ko|. Za svaki ceo broj k > ko, definiSe se vreme zaustavljanja na sledeé¢i nacin

| =

Tk = inf{t € [0,7) : min {S,(t), Ey(t), Lo(t), Sb(t), I(t), Ry(t), S (t), I (£), Rm (1) } <

ili: max {5, (1), £y (1), 1o(), Sp(t), 1o (L), By (1), Sm (L), I (), B (1)} = K} .

Niz 7 je rastuéi po k. Neka je 7o, = limy_,o 7%, odakle sledi 7., < 7. s.i. Ako vazi da
je To = 00 s.d, tada je 7. = 00, §to znaci da je (S,(t), Ey(t), L,(t), Sp(t), Iy(t), Ry(t),
S (t), In(t), Rm(t)) € RY s.i. za svako t > 0. U suprotnom, postoje T > 0 i€ € (0,1)
tako da je P{7 < T} > €. Tada, postoji k1 > ko, tako da je

P{r, <T}>c¢

za svako k > k.
Sumiranjem prve tri jednacine sistema (2.18]), dobija se diferencijalna jednacina

AN, (t) = (Vo Hy — Ny (t))dt.

Njenim resavanjem, dobija se

No(t) = et (N,(0) — k) ¢ Fmess

Ho
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Na osnovu uslova teoreme, kako je 0 < N, (0) < & H“ , sledi da je
UH'U
OSNv(t)Sw , t>0.
o

Kako je Ny(t) = Sp(t) + L (t) + Ry(t), t > 0,1 Ny (t) = Sy (t) + L (t) + R (£), £ > 0,
sumiranjem jednacina sistema koje se odnose na ptice stanarice (sa indeksom b)
i sumirnjem jednacina sistema koje se odnose na ptice selice (sa indeksom m),
dobijaju se diferencijalne jednacine

dNy(t) = (vpH — S 1p(t) — Ny (2))dt,
AN, (8) = (G H — 6 I (£) — fi Non () ).

Za populaciju ptica stanarica, vazi

(YpH — (i + 0p) Np(t)) dt < dNy(t) < (vpH — ppNp(t)) dt

& (u+8) (725 = Nol)) dt < dNy(t) < o (2 — Ny(1)) d,

za t € [0, 7). Na osnovu toga je

ez Nb@)) (116 + ) (%Mb - Nb(t)) dt <0,
d (2 — Ny(t )) + (%H — Ny(t )) dt > 0,

zat € [0, 7). Integracijom od 0 do ¢, t € [0, 7%), dobija se

- 90) (3 - )

Hy+6p Hb+6p

Bl Ny (1)) > (2L - Ny(0)) e oot

Bb

< Ny(0) < 2L sledi

Na osnovu uslova teoreme, kako je

Kb +6
Uy H Uy H
<N(t) < —, te|0,7).
iy + Op ®) b 0. 7)
Sli¢no, za populaciju ptica selica, vazi
UmH UmH
——— <N, (t) < ——, te|0,7).
Pon + O (®) J 0. 7)

Neka je nenegativna C? -funkcija V' : R} — Ry U {0} definisana na sledeé¢i na¢in

VX)) = V(Su(t), Eu(t), L(1), Sp(t), Ir(1), Rb() Sm(t), L (t), B (1))
= (Su(t) = 1 =InSy(t)) + (Eu(t) — In(Eu(t) + 1)) + (Lu(t) = 1 = In L,(t))
+(Sb(t) =1 =1nSy(t)) + (£(t) - hl(fb( )+ 1) + (By(t) =1 = In Ry(t))
+(Sm(t) =1 =S (1)) + (Im(t) — n(Ln(t) + 1))
+(Rn(t) — 1 —In R, (1)).

Na osnovu v — 1 —Inu > 0 za svako u > 0 sledi nenegativnost funkcije V(X (¢)). Neka
je k > ko i T > 0 proizvoljni. Primenom Itéve formule (Teorema [1.12)) na funkciju
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V(X (t)), dobija se

Ly(t)
Ny(t)

dV(X(t)) = LV(X(t))dt + o1bu(t )

—Hfzbvm(t)[m—(t) (1

(1 - Es@(z 1> dBy (1)
®) ) dBs(t)

Nm(t) Ey(t)+1
+03byy (t ) >> (1 - [Zb)@ 1) dBs(t)
t) Sm ()
bt )Nv(w (1 - 1) dB, (1),
gde je LV : RY — R definisan sa
LWX@)—(PﬁiQ@Mﬂ%M®+mﬁwﬂif%Uﬁ%

+5 o262, (1) ]Qg((tt)) - (1 & (;) : 1) (Ao(8)S,(t) — (v + 1) (1)

1 1 o212 I (t) o212 I3,(t) 2
ST (O o038 ) SH0

1
+ < Iv(t)) (I/va(t) - ﬂv[v(t>>
(1= ) (o = ult) + )50+ 3030 (0300
1

1—

(- )W@&@—m+w+mmm

1
I(t) + 1
1 22y Lo(t)

2 1
+5 O 1)zagbbv(t)N3(t)Sb (t) + (1 — W) (wIb(t) — i Ro(t))
(L= g ) (0l = Ol S0 + 3o 0550

+ <1 - ﬁ)“) (A () S (t) = (Ym + i + 0m) In (1))

1 oo Sm(t)  I5(t)
b O e e (1 -

wvH + (Bvbo—vK + vaav ) + 3,Uv + Vy +

2
+0u8b + b + Op + 3y + 70 21+ K?) + Y H + 03By + Yo + Om

2

3t + %ag(l K = C.

Na osnovu poslednje dve relacije, vazi

twa@>scw+0—‘M”)(wm>Mﬁwm>ama>“>wx0

Rm(t)> ('ijm(t) - ,UmRm(t))

2 2
o]+ o3

IN

o2K2(1+ K2) + ¢ H

Ev(t) +1 Nb(t) m(t)
S0 1)
+@Q o )%@M@ww>
S,u(t) 1,(¢)
oy (1_[ (t)+1)b O3B0
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Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, AT = min {7, 7T} i izra¢unavanjem
ocekivane vrednosti, dobija se

EV(X(u AT)) < CE(1y AT) + V(X(0)) < CT + V(X(0)).

Neka je Qp = {k < T}. Tada je P(Qy) > €. Za svako w € (), bar jedan od S, (7%, w),
EU(Tka (U), ]'U(Tka w)a Sb(Tky w)7 Ib(TkJ7 w)7 Rb(Tka w)a Sm(Tk7 CU), Im(Tk7 w) 1 Rm(Tka w) je jed_

nak ili £ ili % Prema tome, vazi

V(X(me AT)) Zmin{kz—l—lnk,%—l—ln%}.

Odavde sledi

CT+V(X(0) > E[loV(X(m AT))] > Emin{k -1 —lnk,%— 1 —ln%},

gde je Io, indikator dogadaja ;. Kada k& — oo, dobija se
oo > V(X(0)) + CT = oo,

Sto je u kontradikciji sa pretpostavkom. Dakle, 7., = 0o s.i. ¢ime je dokaz kompletan.
A

Napomena 2.4 Skup I'y je pozitivno invarijantan skup sistema (2.18) za svakot > 0,
tj. reSenje sistema (2.18|) ne napusta I'y za proizvoljnu pocetnu vrednost iz skupa I'y.

2.3.2 Iskorenjivanje bolesti

U ovom delu bice izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje bolesti za model (2.18|)
koji ukljucuje dve grupe ptica.

Teorema 2.5 Neka je (S,(t), Ey(t), L,(t), Sp(t), Ip(t), Rp(t), Sm(t), In(t), Rm(t)) € Ty
resenje sistema sa proizvoljnom pocetnom vrednoscéu (S,(0), E,(0), I,(0), S,(0),
I,(0), Ry(0), Sin(0), 1,,(0), R, (0)) € T'y. Ako vaZi

21) > 2 Bg 2 2
v vm Vo + [by), 02> v i o> mv :
o? = o3 ( ) o 2(Ye + iy + 0p) 7 2(Y A o + Om)

tada dolazi do iskorenjivanja bolesti, tj.

lim E,(t) =0, tLlinoo I,(t) =0, tLlinoo Iy(t) =0,

t—-+o00
lim Ry(t) =0, lim [,(¢)=0, lm R,(t)=0 s.1.
t—-+oo t—+o0 t—+o0

Dokaz. Na osnovu Teoreme , reSenje sistema ([2.18]) je pozitivno za svako ¢ > 0.
Primenom It6ve formule (Teorema |1.12) na log £, (t), a potom integracijom od 0 do t,
dobija se

Su(t) 1
B )3 (Ulb”b<t>Ev(t)Nb(t
)

X () L (t
-3 (O'vam<t>E (t)Nm<t>>

Ao(t)

log E,(t) = log E,(0) + /t
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gde su My(t) = [ o1bu(s) 52eehdBi(s) 1 Ms(t) = [ 0abum(s) a2 dBs(s) ne-
prekidni martingali, na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema(1.10f). Primenom

eksponencijalne martingalne nejednakosti (Teorema [1.51)) dobija se

e 05 [ (o S 4] - )5

P {Os<1tl£)n [M5(t) — %/0 (Ugbvm(S)%> ds] > B} < e B

pri ¢emu je n > 1 proizvoljan ceo broj, i f pozitivne konstante koje ¢e biti odredene
u nastavku.
Na osnovu sli¢nog razmatranja kao u Teoremi [2.2] dobijaju se sledece ocene

M4(t) S %/0 (Ulbvb(s)%) ds + 21#, (220)
M5(t) S %A (O’vam(S)%) ds + 21#, (221)

pri ¢emu je n > 1 proizvoljan ceo broj, € € (0,1) proizvoljan, o« = € i f =
Zamenom (2.20)) i (2.21) u (2.19)), dobija se

t

i < e | [ (23 A

2 0319 (Au(s) Su(s) _ Buom )2 82, Alnn
tanger ~ 9 <ﬂvm Ev<s) Gg07) T anaez|ds+ =

Bgm 4lnn
< log E,(0) — (vy + o)t + u@ﬁt+2“ﬂﬁt+ —
Deljenjem sa t i racunanjem lim sup kada t — oo u prethodnoj nejednakosti, dobija se

log B, (¢ 2 2
lim sup 0g ( ) S vb - + vm -
t—s+o00 t 2(1 —€)o;  2(1 —€)os

- (VU + MU>7

za svako € € (0,1). Neka je niz {e }x takav da je ¢, € (0,1), za svako k, 1 limg_,o € = 0.
Tada je

, log E,(t) 2 2
] < v v (1 + ), Vk € N.
TSI T S o e)o? T 2(1 — )0l (o + 1)

Racunanjem grani¢ne vrednosti kada k& — oo u poslednjoj nejednakosti, dobija se

, log E,(t) 2 2 ,
1 < 2 " — (1, v) <0 A,
ltlilfip t ~ 20% * 203 (v + o) >
na osnovu uslova teoreme. Odavde sledi da je
lim E,(t) =0 s.. (2.22)

t—4o00
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Eksplicitnim resavanjem trecée jednacine sistema ([2.18)), dobija se

L(t) = e~hot [L,(O) + /0 t (o By (s)et*) ds | .

Rac¢unanjem grani¢ne vrednosti kada k& — oo u poslednjoj nejednakosti, primenom
L’Hospitalovog pravila i (2.22)), sledi da je

lim I,(t) =0 s..

t——+o0

Sli¢no, primenom Itove formule (Teorema [1.12)) na log [,(¢) i integracijom od 0 do
t, dobija se

t

oei) = 10550~ [ | (st HI
— (7 + +0 Sp)t + Mg (t),

gde je Mg(t) = f(f <a3bby(3)fbb((:))]{i((?)> dBs(s). Na osnovu osobina Brownovog kretanja

(Teoremall.10)), Mg(t) je neprekidan martingal. Primenom eksponencijalne martingalne
nejednakosti (Teorema [1.51)), kao u prvom delu dokaza, dobija se

e [ Sy(s)Iu(s)\? 2lnn
Mﬁ(t)S§/0 (OgbbU(S)—Ibb(S)NU(S)> ds + —

pri ¢emu je n > 1 proizvoljan ceo broj. Na osnovu poslednje dve relacije, sledi

2
log 1,(t) < 1og 1,(0) = (v + iy + 0ot + gzt + 2,

Ponavljanjem procedure kao pri ra¢unanju lim, ., F,(t), dobija se da je

lim I(t) =0 s.i. (2.23)

t——+o0

Eksplicitnim reSavanjem Seste jednacine sistema (2.18]), dobija se

Ry(t) = e [Rb(o) + /Ot (wlp(s)er*?) ds} :

Rac¢unanjem grani¢ne vrednosti kada ¢ — oo u poslednjoj nejednakosti, primenom
L’Hospitalovog pravila i (2.23)), sledi da je

lim Ry(t) =0 s..

t—-+o0

Pored toga, primenom Itove formule (Teorema |1.12)) na log I,,(¢) i integracijom od
0 do t, dobija se

log I,(t) = logI,,(0) —/0 [)\m(t) f:((;; —% <U4bmv<S)ML’(S))) ] ds
— (Yo + o + O )t + M (t),
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gde je Mx(t) fo (a4bmv( )% dBy(s), neprekidan martingal, na osnovu oso-
bina Brownovog kretanja (Teorema [1.10]). Primenom eksponencijalne martingalne ne-
jednakosti (Teorema [1.51]) i ponavljanjem procedure kao pri rac¢unanju lim; ., E,(t) i

lim;_,, I,(t), dobija se da je
lim I,(t) =0 s.i. (2.24)

t——+o0

Eksplicitnim resavanjem devete jednacine sistema ([2.18]), dobija se

Rolt) = et [R0) + pl(s)e™) ds

Racunanjem grani¢ne vrednosti kada ¢ — oo u poslednjoj nejednakosti, primenom

L’Hospitalovog pravila i (2.24), sledi da je

lm Ry(t) =0 s.i.

t——+o0

Ovim je dokaz kompletan. A

Na Slici je ilustrovan rezultat Teoreme . U slucaju kada model ukljucuje
ptice stanarice i ptice selice, uvodi se pretpostavka da se u trenutku ¢ = 0, tj. na pocetku
prve posmatrane godine, ptice selice doseljavaju na odredeno podrucje, dok u trenutku

= 180 dan one napustaju podrucje, i isto ponasanje pokazuju u toku svake sledece
godine.

Swit) Evlt) vty

10000

6000 ﬁ\
5000

S000 “
5000 f 4000
4000 E

2600
2000 i

’ .
: 10 20

10 20 30 40

@

(a) Podlozni vektori b) Eksponirani vektori
5(t) Rn(n)
350 \"'\.
300 \ 80
o . = ® %
i N
150 40
100
20
50
0 1\';0 J.:;O 3{;9 4{;:) 5'.;:) 5-(;0 _\'I)J * ! 1\'3':) J’.;':) J\'I}D 400 S0 800 -_':;D %

(d) Podlozne ptice stanarice (e) Inficirane ptice stanarice (f) Oporavljene ptice stanari-

)

Rmil
~ -"\h =
350 o >
R B b~
., >
300 A . .
o e P S
2350 ra S 60 s
5 S ]
200 - 4
A s
e 40 P
100 % i
50
t T t

o 100 200 300 400 500 SO0 TOD 00 200 300 400 500 600 700

(g) Podlozne ptice selice (h) Inficirane ptice selice (i) Oporavljene ptice selice

Slika 2.4: Deterministicke (plave) i stohasticke (crvene) trajektorije modela ([2.18)).
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Simulacije na Slici su dobijene koriséenjem parametara modela iz Tabele 2.1] i
pocetnim vrednostima S,(0) = 9000, £,(0) = 600, I,(0) = 400, S,(0) = 370, [,(0) =
90, Ry(0) = 40, S,,(0) = 380, 1,,(0) = 90, R,(0) = 30. Pretpostavlja se da je ¥, = p,
odnosno, da je populacija vektora konstantna i o3 = 0.9,03 = 0.9 03 = 0.121 07 = 0.2.
Takav izbor parametara modela zadovoljava uslov Teoreme Sto znaci da dolazi do
iskorenjivanja bolesti. Grafici na Slici ilustruju teorijski rezultat.

2.3.3 Perzistentnost u srednjem

Definicija 2.2 Sistem (2.18)) je strogo perzistentan u srednjem ako vazi bar jedan od
sledecih uslova

1 [ 1 [
lim inf—/ E,(s)ds >0 s.i. ili lim inf—/ I,(s)ds >0 s.i. ili
0 0

t—4o00 t—+o00

1 [ 1 [
lim inf —/ Iy(s)ds >0 s.. dli liminf —/ I,(s)ds >0 s.i.
0 0

t—+o0 t——+o0

Teorema 2.6 Za proizvoljnu pocetnu vrednost (S,(0), E,(0), 1,(0), S5(0), 1,(0), Ry(0),
Sm(0), I,,(0), R (0)) € Ty, ako vaZi

Ov 5 Bvo Yy H
oo = 2 #b“' b b H(1-— — 0 _
2 \/Ova_HTb rom n:nH K+1 wb Mb+5b vﬂbv 1923

”b*‘sb
Oy0, 5 ﬁbv
030 (1 + K2) Hb+ - YmH Klj—l
JUKU+Ub 1y +5 tom Hm (225)
OvOm ;15— 5 Bmw
+2 Hm+ m ( >
Uva+0'b7+Um uiﬁ?m wxn —Umi Mm+5

YmH

HKm > 07

YmH

) UUO'meT;mBmU

_Uvﬁmv - Mm — 2 (1 + w:fgn

tada je bolest strogo perzistentna u srednjem, odnosno, vazi da je

i int ((5(0) + (L, (0) > e > 0,
liminf ((Ro(t)) + (R(t))) > 20 m} ! —_—

t—-+00 ~  max{pp, Pm } max{Vy + o, Ym + fm }
Dokaz. Neka je U(X(t)) := Sp(t) + Lp(t) + Ry(t) —log Sp(t) — log(Ip(t) + 1) + Sy (t) +
L (t) + Ry (t) —log S (t) — log(Ln(t) 4+ 1). Primenom It6ve formule (Teorema [1.12)) na
U(X(t)), dobija se
AUXW) = Gl = pdaft) = Bt) = 52+ () + ) + B0
S N(0)Su(t) | (e + 0) () | o3y, (D) 12(1)SE(t)
Iy(t) +1 L(t)+1 2N2(t)(L(t) + 1)?

03by, (1) I, (1) o3by, (1) 1, (1) Sy(t) B
+( N T NGO+ )st<t)+me 11 No (£)

O (t) — ;D;”g) + (A () + ) + —04[);”]([(;2])” (®)
B A () S (1) (Vim 4 fan + 0 I (1) 2b2 W1 )I (t)S (t)
I.(t)+1 I(t)+1 2N2(t)(Ln(t) + 1)?
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. (a4bmv(t)lv(t) N 04bmy () L, (1) S 1“)) dBy(t)

N,y(1) Ny(t)(Im(t) +1)
0 VoH 030 2
< 1-— — 01y (2 v Bbo 1+ K
_1/11,]-]( ’ub+5b> wIp(t) — Sb()—l—aﬁb + [y + 2 ( + K7)
00y %ﬁbv Sb( ) 0y0p %Bbv K

oy Ky ‘|‘Ub# " +0mwmmHK+1 o KK, +0b“ v —|—0m¢mmHK+1

U3bbv( )]v(t> J3bbv( ) v( )Sb( )
Nﬂ>'+m@mw+n)wﬁ>

R _ UmH

(7o + tp 4 0p) L (t) + (

Ym H
0'30' (1 1 wQ H2> _ Uvo-mmﬁmv Sm(t)

+
2 lum O—’UK’U + ObM + Om i/ianm w;an + 1

P
OuOm e B

+
H mH
kav_f_o'b%b_b_f_o' luji 5m+0 #_m_

<a4bmv(t)lv(t) G 4be ()L (£)Sin (1)
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pri ¢emu su neki nepozitivni ¢lanovi izostavljeni, primenjene ocene Sy(t) < Ny(t) <
K, Su(t) < N(t) < 228 2000 <1 by (1), b () < 00, Molt) < 0B, Am() <
OoBmov, SAOES! ) = < 1L W < 1, i nejednakost izmedu aritmeticke i geometrijske sre-
dine. Integracuom prethodne nejednakosti od 0 do ¢ i deljenjem sa ¢, dobija se

U(X(t) = U(X(0)
t

< =+ (9 + ) (I(t) + (Y + fim) (I (2))
+M8t(t) . Mi(t)’

(2.26)

gde je wy definisan izrazom (2.25)), Mg(t) fo (‘”bbvv ) 4+ Ui\l;z?t()zlb(t f’i)t)) dBs(t) i

My(t) = (041),,]1&(8)1 olf) | J‘*Jbvf(“t()t()f;((?)i"{)(t)> dBy(t). Na osnovu osobina Brownovog kreta-
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2.3 Stohasticki epidemioloski model Sirenja VZN sa dve vrste ptica

nja (Teorema [1.10)), Mg(t) 1 My(t) su neprekidni martingali. Pored toga, vazi
<M87 M8>
t

lim sup t<olo?(1+K?) < +oo s

t—+o00

Mg, M, 2 H?
lim sup % <olo?(1+ ¢m_2

t——+o00 Hm

) < 400 S.i.

Primenom strogog zakona velikih brojeva za martingale (Teorema [1.51)), sledi

lim MS—(t)zo 5.1, lim Mg—(t)
t——4o00 t t——+oo t

=0 s..

Kako je U(X (t)) > —log Sy(t) —log S, (t) > —logﬁi—f —log %”—H > —oo,t > 0, tada je

m

i UK (0) ~ U(X(0)

t—4o00 t

=0 s.12.

Racunanjem liminf kada ¢t — 400 u ([2.26]), dobija se
lim inf (3 + 1) {(t)) + (Y + pm) {Tn(1))) > 2.

Tada je

lim inf ((1,(6)) + (In(6))) ! >0, (227)

>
=400 — max{y + fp, Ym + fim}
na osnovu uslova teoreme ([2.25]).
Sumiranjem Seste i devete jednacine sistema ([2.18)), a zatim integracijom i deljenjem
sa t, dobija se
Rb(t) — Rb(()) Rm<t> - Rm<0) b

i + ; = (B(1) — P (Ry(t)) + 777” (Ln(8)) — 2™ (R (t))

Kako vazi (2.27)), ra¢unanjem lim inf kada ¢ — +oo u prethodnoj nejednakosti, dobija
se

o min{yp, Y } 1
liminf ((Rp(t)) + (R, (t Z
Im i ((Ro(t)) + (Rm(1))) max{ pp, Pm } max{yp + Lo, Ym + tm}

wy > 0.

Ovim je dokaz kompletan. A

Slika [2.5] ilustruje rezultat perzistentnosti bolesti dokazan u Teoremi [2.6] Simula-
cije su dobijene sa parametrima modela definisanim u Tabeli 2.1 i podetnim uslovima
S,(0) = 1080, E,(0) = 50, 1,(0) = 70,5,(0) = 170, [,(0) = 20, R,(0) = 10, 5,,(0) =
82, 1,,(0) = 13, Ry(0) = 5. Za ovakav izbor parametara modela odabrane su vrednosti
o1 = 0.00000003, o2 = 0.00000003, o3 = 0.0000001 i o4 = 0.0000001 koje zadovoljavaju
uslove Teoreme 2.6]

Za odabrane vrednosti parametra i pocetne uslove, sa grafika se moze videti da je
bolest perzistentna u populaciji, $to potvrduje teorijski rezultat.

I u ovom slucaju kada razmatrani model ukljucuje populacije ptica stanarica i ptica
selica, dokazano je da manji intenzitet belog Suma osigurava perzistentnost bolesti, dok
vedi intenzitet beliog Suma dovodi do iskorenjivanja bolesti.
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Zakljucak i napomene
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Slika 2.5: Deterministicke (plave) i stohasticke (crvene) trajektorije modela (2.18]).

2.4 Zakljucak i napomene

U ovoj glavi su proucavana dva stohasticka epidemioloska modela za Sirenje viru-
sa Zapadnog Nila. Prvi model se sastoji od populacije vektora i populacije jedne vrste
ptica, dok se drugi model sastoji od populacije vektora i populacija dve vrste ptica. Slu-
¢ajnost je ukljuc¢ena u model pod pretpostavljkom da fluktuacije okruzenja prvenstveno
uti¢u na stope prenosa virusa izmedu vektora i populacije domacina. Dokazano je da
razmatrani sistemi imaju jedinstvena globalna pozitivna reSenja. Izvedeni su dovoljni
uslovi za iskorenjivanje i perzistentnost bolesti. Na osnovu analize, moze se zakljuciti da
manji intenzitet belog Suma doprinosi perzistentnosti bolesti, dok veéi intenziteti belog
suma dovode do iskorenjivanja bolesti. Ovi rezultati pokazuju da fluktuacije okruzenja
opisane belim Sumom imaju znac¢ajan uticaj na dinamiku Sirenja bolesti.

Oba stohasticka modela mogu biti generalizovana pod pretpostavkom da su koefici-
jenti modela ogranic¢ene funkcije vremena (na primer ,(s) itd.). To bi modele uéinilo
realnijim jer bi vremenska zavisnost koeficijenata efikasnije opisivala Sirenje bolesti.
Druga generalizacija modela je da koeficijenti zavise od parametra [ koji bi ukljucio
svojstva geografske oblasti u modele (na primer ¢, (1) itd.). Pored toga, temperatura
je znacajan faktor koji utice na veli¢inu populacije i Sirenje bolesti, tako da se vazna
generalizacija moZe dobiti uzimajuéi da koeficijenti modela zavise od temperature (na
primer 1, (t), itd.). Model moze sadrzati sve tri generalizacije. U ovom slucaju koefici-
jenti bi bili funkcije tri parametra (na primer 1,(s,1,t), itd.). Ove vrste generalizacija
modele bi ucinile realnijim.
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Glava 3

Epidemioloski modeli koji ukljuéuju
viSe klasa inficiranih

Kao sto je ve¢ pomenuto, jedan od proucavanijih epidemioloskih modela u literaturi
je SIR epidemiologki model, u kojem je ukupna populacija (N) podeljena u tri klase, i to
klasu osetljivih (.5), klasu zarazenih (7) i klasu oporavljenih (R) osoba. Epidemioloske
modele je moguée modifikovati uvodenjem dodatnih klasa kako bi Sto realnije opisi-
vali tok epidemije i predvideli broj slucajeva zaraze, hospitalizacija i smrtnosti tokom
vremena. Uvodenje vise klasa inficiranih osoba omoguc¢ava preciznije modeliranje kom-
pleksnih epidemioloskih situacija, uklju¢ujuci period inkubacije, razlike u stadijumima
bolesti i nivoima infektivnosti, kao i razlikovanje asimptomatskih sluc¢ajeva i osoba sa
blagim simptomima od onih koje su hospitalizovane ili u kriticnom stanju. Tako modi-
fikovani modeli omogucéavaju identifikaciju populacionih grupa koje su najugrozenije i
pomazu u proceni resursa, kao $to su kapaciteti bolnica, broj medicinskog osoblja, broj
respiratora i koli¢ina lekova potrebnih za le¢enje i negu pacijenata tokom epidemija.
Takvi modeli realnije opisuju stvarne potrebe sistema tokom epidemija i pandemija,
obezbedujuéi klju¢ne uvide za planiranje intervencija i donoSenje politickih strategija
vlasti u cilju oc¢uvanja zdravlja populacije.

U Poglavlju 3.1 je predstavljena analiza dinamike i osetljivosti deterministickog i
stohastickog epidemioloskog modela Sirenja virusa teskog akutnog respiratornog sindro-
ma koronavirusa 2 (Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus 2), SARS-CoV-2.
Originalni rezultati iz ovog poglavlja su objavljeni u radu [12]. Opis epidemiologkih mo-
dela je dat u Podpoglavlju 3.1.1. Podpoglavlje 3.1.2 je posveéeno analizi deterministic-
kog epidemioloskog modela. Najpre su navedeni preliminarni rezultati u delu 3.1.2.1,
a potom je u delu 3.1.2.2 izracunat osnovni reprodukcioni broj deterministickog mo-
dela, koji predstavlja epidemioloski znac¢ajan parametar i odreduje potencijal zarazne
bolesti da ude u populaciju, o ¢emu ¢e vise reci biti u delu 3.1.2.1. U delu 3.1.2.3 je
ispitano postojanje i stabilnost endemskog ekvilibrijuma. U Podpoglavlju 3.1.3 je data
dinamicka analiza stohastickog epidemioloskog modela. Naime, izvedeni su potrebni i
dovoljni uslovi za iskorenjivanje (u delu 3.1.3.1) i perzistentnost bolesti (u delu 3.1.3.2),
i odreden je osnovni reprodukcioni broj R§ stohastitkog modela. Podpoglavlje 3.1.4 je
posveéeno analizi osetljivosti osnovnog reprodukcionog broja deterministickog i stoha-
stickog modela na parametre modela. U Poglavlju 3.2 su izvedeni dovoljni uslovi za
postojanje stacionarne raspodele stohastickog modela.
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Analiza dinamike i osetljivosti deterministickog i stohastickog modela Sirenja virusa

SARS-CoV-2

3.1 Analiza dinamike i osetljivosti deterministickog i
stohastickog modela Sirenja virusa SARS-CoV-2

Infekcije koronavirusom u populacijama ljudi nisu novina, jer je tokom poslednje
dve decenije bilo nekoliko epidemija, ukljuc¢ujuéi teski akutni respiratorni sindrom ko-
ronavirusa (engleski naziv: Severe Acute Respiratory Syndrome Coronavirus, krace:
SARS-CoV), u Kini 2002. godine i bliskoistocni respiratorni sindrom koronavirusa (en-
gleski naziv: Middle East Respiratory Syndrome Coronavirus, krace: MERS-CoV), u
Saudijskoj Arabiji 2012. godine. U novembru 2019. godine prijavljen je prvi potvrde-
ni slu¢aj SARS-CoV-2, nakon ¢ega se SARS-CoV-2 infekcija vrlo brzo progirila Sirom
sveta. Bolest koju izaziva virus SARS-CoV-2 poznata je kao Covid-19. Simptomi bo-
lesti Covid-19 mogu biti veoma razli¢iti, od blagih do ozbiljnih, uklju¢ujuéi i smrtne
ishode. Zbog toga je pandemija Covid-19 proglasena globalnom vanrednom situacijom
od strane Svetske zdravstvene organizacije [70].

Na temelju objavljenih istrazivanja zakljuc¢uje se da se Covid-19 primarno preno-
si s ¢oveka na ¢oveka oralnim putem dok respiratorne aerosole i kapljice iz okruzenja
kontaminirane virusom igraju manju ulogu u irenju bolesti (videti [77] ). Osobe zara-
zene SARS-CoV-2 virusom koje pokazuju simptome bolesti prenose virus na podlozne
osobe bliskom kontaktom (fizicka ili prostorna blizina sa zarazenim osobama, rukova-
nje ili grljenje). Medutim, zaraZeni pojedinci mogu biti bez simptoma (asimptomatski
zaraZeni) a takode prenositi virus (videti [78]). Na osnovu analize u [79], pojedinci
sa simptomima imaju veéi znacaj u Sirenju infekcije od asimptomatskih pojedinaca.
(Vise informacija o asimptomatskim prenosiocima virusa i procenama njihovog ucesca
u zaraZenoj populaciji mogu se nac¢i u radovima [80] i [81].) ZaraZeni pojedinac je su-
perprenosilac virusa ukoliko ima visok nivo virusnog opterecenja, koji se javlja zbog
problema sa imunitetom ili primarne bolesti, i/ili pove¢anu drustvenu aktivnost.

Opisani su i proucavani brojni deterministicki epidemioloski modeli Sirenja SARS-
CoV-2 virusa. U radovima [82-85] su analizirani deterministicki SIR i SEIR modeli kao
i razli¢ite verzije ovih epidemioloskih modela.

Pored toga, slucajnost iz zivotne sredine (npr. variranje u temperaturi, koli¢ini pa-
davina, apsolutnoj vlaznosti vazduha i druge) i ponasanja infektivnih agenasa kao $to
su bakterije, virusi, gljivice i paraziti, u takvom okruzenju, sugeriSe uvodenje Gausso-
vog belog suma u epidemioloske modele kako bi se inkorporirao efekat sluc¢ajnosti. Na
taj nacin su dobijeni stohasticki epidemioloski modeli. Stohasticki epidemioloski mo-
deli sirenja SARS-CoV-2 virusa su prouc¢avani u radovima [I], [86], [87]. U [1], autori
su definisali stohasticki model Sirenja bolesti Covid-19 perturbacijom stopa prenosa
bolesti i uspostavili dovoljne uslove za perzistentnost i iskorenjivanje bolesti. U ovom
poglavlju su analizirani epidemioloski modeli Sirenja korona virusa SARS-CoV-2, koji
su proucavani u radu [IJ.

3.1.1 SARS-CoV-2 epidemioloski modeli

Osnovna pretpostavka modela koji je analiziran u ovoj glavi je da je populacija
podeljena u sedam medusobno disjunktnih klasa:

o S - klasa podloznih osoba,

o F - klasa osoba koje su bile izlozene virusu SARS-CoV-2; ali nisu jo$ uvek razvili
virulenciju da bi mogli preneti virus (mogu postati zarazni nakon perioda inkubacije),

o I - klasa zarazenih osoba sa simptomima,
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3.1 Analiza dinamike i osetljivosti deterministickog i stohastickog modela

o P - klasa superkliconoSa (osoba koje prenose zaraznu bolest na znatno veéi broj
ljudi nego §to je to uobicajeno za veéinu zarazenih osoba, ¢esto zbog vecih koli¢ina
virusa u organizmu ili specifiénih uslova koji olakSavaju prenos, kao sto su kontakt u
zatvorenom prostoru ili specifi¢ne navike kao $to su kasljanje ili kijanje),

o H - klasa hospitalizovanih osoba,

o A - klasa asimptomatski zarazenih osoba,

o R - klasa osoba oporavljenih od virusa.

Ukupna veli¢ina populacije u trenutku ¢t > 0, je

N(t)=95(t)+ E(t)+1(t)+ P(t) + A(t) + H(t) + R(t).

Deterministicki model se sastoji od obi¢nih diferencijalnih jednacina (ODJ), oblika

) 5
ds(t) = ( ( I(t) + LH(t ))+N<t)P(t)+u> S(t)) dt,
(5 g o
dE(r) = (N() 0+ () () + s POS(O ~ +M)E(t)) i,
dI(t) = (kp1E(t) — (va + K1y +0:)1(2)) dt,
dP(t) = (kpsE(t) — (va + kavi + 6,)P(1)) dt, (3.1)
dH (1) = m(f(t) P(t)) — (3 + 6 H(D)) dt,
GA() = (x(1— pr— po) () — (s + w)A(D)) dt,
SR = (RAU) 4 BT (6) 4 EaP) 4 () WRE) db,

sa po¢etnim uslovom S(0) = Sy, E(0) = Ey, 1(0) = Iy, P(0) = Fy, H(0) = Hy, A(0) =
Ap, R(0) = Ry, pri ¢emu je bioloska interpretacija parametara modela data u Tabeli

3.1

Simbol  Opis Vrednost
A broj novorodenih 310 [88]
B stopa prenosa bolesti za inficirane 2.55 |83
[ relativna prenosivost hospitalizovanih pojedinaca 1.56 [83]
o4 stopa prenosa bolesti za superkliconose 7.65 [83]
K stopa po kojoj eksponirani postaju infektivni 0.25 [83]
01 stopa prelaza iz klase eksponiranih u klasu inficiranih 0.58 [83]
02 stopa prelaza iz klase eksponiranih u klasu superklicono$a 0.001 [83]
Ya stopa hospitalizacije 0.94 [83]
Yr stopa oporavka za hospitalizovane 0.5 [83]
i stopa oporavka za nehospitalizovane 0.27 [83]
Ky tezinski koeficijent stope oporavka za klasu zarazenih 0.85 [p]
ko tezinski koeficijent stope oporavka za klasu superkliconosa 0.95 [p]
i stopa smrtnosti od bolesti za inficirane 1/23 [89)
9y stopa smrtnosti od bolesti za superskliconose 1/23 [R9]
on stopa smrtnosti od bolesti za hospitalizovane 1/23 |89]
o prirodna stopa smrtnosti 0.00714 [88]

Tabela 3.1: Vrednosti parametara modela, dobijene na osnovu epidemije u Wuhanu u
periodu Januar 4 - Mart 9, 2020, ili racionalno pretpostavljeni (ki, ko).
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3.1 Analiza dinamike i osetljivosti deterministickog i stohastickog modela

Neka su nezavisna Brownova kretanja By = {Bi(t), t > 0} i By = {Bx(t), t > 0},
definisana na kompletnom prostoru verovatnoce (2, F,F, P) sa filtracijom F = {F;, t >
0} koja sadrzi sve skupove mere nula, pri ¢emu je F; := ]-"tB1 U EBQ, i ftB", 1=1,2, su
o-algebre generisane Brownovim kretanjima B; i Bs.

Stohasticki model je konstruisan pod pretpostavkom da slucajnost iz okruZzenja
najvise uti¢e na stope prenosa [ i ', tj. stope prenosa 8 i 8’ su perturbovane na
slede¢i nacin

ﬁ — ﬁ + O'ldBl(t), B/ — 6/ + O'QdBQ(t),

gde su o1 > 01 09 > 0 intenziteti belih Sumova. Dobijeni stohasticki model je oblika

ds(t) — (A— <%(m) FLH(®) + Nﬁ(lt)p(t) +u> S(t)) dt

—ZL(I(1) + LH (1)) (1) dBy(t) — ~22=P(1)S(t) dByf1),

N(t) N(t)
s i
dE(t) = (W (I(t)+1H(t))S(t)+ mP(t)S(t) —(k+ M)E(t)) dt
N (I(t) +1H(t)) S(t) dBy(t) + ( ] P(t)5(t) dBy(t),
dI(t) = (kmER) — (Vo + k1yi +6:)1(t)) dt, (3.2)
dP(t) = (kp2E(t) — (va + kayi + 0p) P(1)) dt,
dH(t) = (va(I(t) + P(t)) = (3 + ) H(1)) dt,
dA(t) = (k(1—p1— p2) E(t) — (7 + p)A(?)) dt,
dR(t) (Vi(A(t) + k1L (t) + k2 P(2)) + 7 H (1) — pR(1)) dt,

sa pocetnim uslovom

S(0) =Sy, E(0)=Ey, I(0)=1I,, P(0)=2PF, H(0)= H,,
A(0) = Ao, R(0) = Ry,

gde su ki, ko konstante za koje vazi ko < k1 < 1. Opis i vrednosti parametara modela

su dati u Tabeli B.11

3.1.2 Analiza deterministickog modela

U ovom podpoglavlju ¢e biti prou¢avan deterministicki model (3.1)). Najpre su na-
vedeni preliminarni rezultati.
3.1.2.1 Preliminarni rezultati

Neka je © = (1, ...,x,), x; = x;(t) 1 t vremenska promenljiva (¢ > 0). Posmatra se
sistem obi¢nih diferencijalnih jednacina (ODJ) koji se sastoji iz n grupa oblika

dQJz‘

dt

:fi<x1a“'7$n)7 7/: 17"'7”? (33)

koji se moze napisati u matri¢cnom obliku

‘;_f — f(z), f:R"R", feC(R") (34)



3.1 Analiza dinamike i osetljivosti deterministickog i stohastickog modela

Definicija 3.1 (J90], Definicija 1.1.6) Nekaje D C R™. Vektorska funkcija f(x), f :
D — R"™, zadovoljava Lipschitzov uslov po promenljivoj x w oblasti D, ako postoji
konstanta L > 0 tako da za bilo koje dve tacke x,y € D vazi

1) = FW)ll < Lllz =yl

Definicija 3.2 (J90], Definicija 1.1.7) Neka je D C R™. Vektorska funkcija f(x), f :
D — R", zadovoljava lokalni Lipschitzov uslov po promenljivoj x u oblasti D, ako za
svaku tacku xo € D postogi okolina U C D te tacke takva da postoji konstanta L, > 0,
tako da za bilo koje dve tacke x,y € U vazi

1f(z) = FWl < Lullz =y

Teorema 3.1 (Picardova teorema egzistencije i jedinstvenosti reSenja, [90],
Teorema 1.1.2) Neka je vektorska funkcija f(x) definisana i neprekidna u oblasti
G C R" i neka zadovoljava lokalni Lipschitzov uslov po promenljivoj x na G. Tada kroz
svaku tacku 2° € G prolazi jedinstveno resenje v = ¢(t) sistema , definisano u
nekoj okolini tacke tg.

Ako su funkcije f; lokalno Lipschitz neprekidne po promenljivoj x na G, po Teoremi
oblast egzistencije i jedinstvenosti resenja dinamickog sistema e R x G - za
bilo koju tacku (¢, 2°), %y € R, 2° € G postoji jedinstveno neproduZivo resenje x = x(t)
sistema , definisano na maksimalnom intervalu egzistencije I(z"), koje zadovoljava
pocetni uslov z(t) = V.

Geometrijsko mesto tacaka I' = {(t,z(t)) : t € I(2°)} C G se naziva integralna
kriva refenja x = x(t),t € I(2°). Ona daje potpunu informaciju o resenju. Medutim,
¢esto je dovoljno poznavati faznu trajektoriju reSenja, kao geometrijsko mesto tacaka
v=A{(x(t)) : t € I(z")} C R™. Dakle, fazna trajektorija je projekcija integralne krive
na fazni prostor

R™ = {(x1, 29, .., xp) : ¥; € R},
paralelno t-osi. Specijano za n = 2, fazni prostor se naziva fazna ravan.

Pravac fazne trajektorije je pravac kretanja tacke (z1(t), z2(t), ..., z,(t)) po faznoj
trajektoriji u pravcu rasta promenljive t. Tako se dolazi do faznog portreta-grafika
faznih trajektorija u faznom prostotu (ravni) sa naznacenim pravcima.

Definicija 3.3 (|90], Definicija 7.1.2) Tacka xy € R" u kojoj je f(x0) = 0 se naziva
poloZaj ravnoteze ili ekvilibrijum dinamickog sistema (3.3)).

Ocigledno, ako je tacka xy polozaj ravnoteze sistema (3.4]), tada ovaj sistem ima
reSenje z(t) = zo, t € R, a odgovarajuca trajektorija je upravo tacka zo u faznom
prostoru R".

Neka je
g—ﬁ(:z:*) %(x*)
A= g—i(x*)—Df(:c*)— o (@) - @) | (3.5)
%’;(m*) ng’;(x*)

nxn

gde je x* polozaj ravnoteze sistema (3.4). Matrica A se naziva Jakobijeva matrica
polozaja ravnoteze x* sistema (|3.4)). Linearizovan sistem dinamickog sistema (|3.4)) dat
je sa
dx
— = Ax. 3.6
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Definicija 3.4 (J90], Poglavlje 7.1) Polozaj ravnoteZe x* nelinearnog sistema
naziva se hiperbolicki ako je realnt deo svake sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice
J(x*) razlicit od nule. Ako je realni deo neke sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice
J(x*) jednak nuli, poloZaj ravnoteZe x* se naziva nehiperbolicks.

Definicija 3.5 (Lokalna stabilnost polozaja ravnoteze, [90], Definicija 7.4.1)
Polozaj ravnoteze xy sistema (3.4) je lokalno stabilan, ako za svako R > 0, postoji
r=r(R) >0, tako da za svaku faznu trajektoriju x = x(t) ovog sistema vazi

[ z(to) — ol| <7 = |l=(t) — zol| < R,
za svako t € [ty,00). PoloZaj ravnoteZe je nestabilan ako nije stabilan.

Definicija 3.6 (Lokalna asimptotska stabilnost polozaja ravnoteze, [90], De-
finicija 7.4.2) PoloZaj ravnoteZe xq sistema (3.4) je lokalno asimptotski stabilan, ako
je stabilan i postoji 6 > 0, tako da vazi

|z(to) — xol| <0 = Jim |lz(t) — zol| = 0.

Definicija 3.7 (Globalna asimptotska stabilnost polozaja ravnoteze, [90], Po-
glavlje 7.4) PoloZaj ravnoteze xq sistema (3.4) je globalno asimptotski stabilan, ako
za svaku trajektoriju x(t), vazi

lim ||z(t) — x| = 0.

t—o0

U nastavku je predstavljen metod matrice sledece generacije. Posmatra se dinamicki
model koji se sastoji iz n grupa:

sa nenegativnim pocetnim uslovima i neka je m, m < n, broj infektivnih grupa u
modelu (3.7)). Definise se X, kao skup svih stanja bez bolesti na slede¢i nacin

Xs={x>0z; =0,i=1,2,..m}.

Definicija 3.8 (J91], Poglavlje 1) Osnovni reprodukcioni broj Ry definise se kao oce-
kivant broj sekundarnih slucajeva koje jedan zaraZeni pojedinac generiSe tokom svog
zaraznog perioda u potpuno osetljivoj populaciji.

Da bi se izra¢unao osnovni reprodukcioni broj R za sistem , vazno je razlikovati
nove infekcije od svih drugih promena u populaciji. Neka je:

o F,(x) stopa pojavljivanja novih infekcija u grupi i

o v (x) stopa pojavljivanja svih drugih individua u grupi i;

o v; (z) stopa odlaska individua iz grupe i;
zati=1,..,n.

Za ovako definisane funkcije F;(x),v; (z) i v; (x) podrazumeva se da su najmanje
dva puta neprekidno-diferencijabilne po svakoj promenljivoj.

Sada se sistem jednacina moze zapisati na sledec¢i nacin

deZ‘ .
= fi(z) = Fi(z) — vi(z), i=1,..n, (3.8)
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gde je vi(z) = v; (z) — v (2).

Funkcije iz sistema (3.8)) zadovoljavaju sledece uslove:

o Cl: Ako je z; > 0 onda vazi f;(z),v; (z),v; (z) >0zai=1,..,n.

o C2: Ako je x; = 0 onda je v; (z) = 0 (i-ta grupa je prazna pa nema ko da je
napusti). Ocigledno, ako x € X, onda je i = 0 za svako v, =1,...,m.

o C3: Fi(xr) =0zai>m.

o C4: Ako z € X, tada je F;(z) =01iv(z) =0zasvako i =1,...,m.

o C5: Ako je F (z) = 0, tada sve sopstvene vrednosti matrice D f(x() imaju negativni
realni deo.

Lema 3.1 (|91], Lema 1) Ako je xqy poloZaj ravnoteze bez bolesti sistema (3.8]) i f;(x)
zadovoljavaju uslove C1-C5, tada su matrice DF (xo) @ Dv(zg) date sa

DI (z0) = ( 0 ) C Dulzg) = ( }/3 }’4 ) (3.9)

gde su matrice F' 1V matrice dimenzija m X m definisane sa

() ()

za 1 <1 <m, F je nenegativna i V je invertibilna matrica.

Matrica FV ! je matrica sledeé¢e generacije a osnovni reprodukcioni broj je defini-
san kao spektralni radijus (tj. sopstvena vrednost matrice sa najveéim modulom) ove
matrice tj.

Ry=p(FV), (3.11)

gde p(A) oznacava spektralni radijus matrice A.
Naredna teorema tvrdi da je osnovni reprodukcioni broj Ry grani¢ni parametar za
stabilnost polozaja ravnoteze bez bolesti.

Teorema 3.2 ([91], Teorema 2) Neka je xy poloZaj ravnoteZe bez bolesti sistema
(13.8) i neka funkcije fi(x) zadovoljavaju uslove C1-C5. Ako je Ry < 1 tada je xq
lokalno asimptotski stabilan poloZaj ravnoteZe, dok ako je Ry > 1 tada je xy nestabilan

poloZaj ravnoteze, gde je Ry dato sa (3.11)).

U nastavku se razmatra sistem obi¢nih diferencialnih jednacina (ODJ) sa parame-
trom ¢:

‘;_;” — f(&,¢), f:R"XRSR", feCR"xR). (3.12)

Uobi¢ajna definicija bifurkacije je: do bifurkacije dolazi za vrednost parametra ¢ =
o ako postoji parametar ¢, proizvoljno blizu parametra ¢y tako da sistems % = f(x,¢1)
1 Cfl—f = f(x, ¢o) nisu topoloski ekvivalentni; konstantu ¢y nazivamo bifurkacioni kriticni
parametar.

Kaze se da dolazi do bifurkacije ako se sa promenom vrednosti parametra ¢ menja
kvalitativna struktura faznog portreta sistema. Zapravo, moze do¢i do promene u broju
polozaja ravnoteZe (do nestajanja odredenih ili nastajanja novih poloZzaja ravnoteze)
ili moze do¢i do promene u stabilnosti postoje¢ih polozaja ravnoteze. Bifurkacije su

veoma znacajne sa stanovisSta primene.
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U primenama ¢esto polozaj ravnoteze uvek postoji bez obzira na vrednost parame-
tra ¢. Medutim, moze se desiti da polozaj ravnoteze menja svoju stabilnost u zavisnosti
od parametra. Transkriticna bifurkacija je klasi¢an oblik bifurkacije koja opisuje ovakve
promene u faznom portretu.

Teorija centar manifolda se koristi za odredivanje lokalne stabilnosti nehiperboli¢-
kog ravnoteznog stanja. U nastavku je opisana teorija koja ne samo da moze da odredi
lokalnu stabilnost nehiperbolickog ravnoteznog stanja, vec¢ i reSava pitanje postojanja
drugog ravnoteznog stanja (koje bifurkira iz nehiperboli¢kog ravnoteznog stanja). Ova
teorija je zasnovana na opstoj teoriji centar manifolda.

Bez gubitka opstosti, uvodi se pretpostavka da je 0 ravnotezno stanje sistema
za sve vrednosti parametra ¢, tj.

f(0,9) =0, V.
Teorema 3.3 (|92], Teorema 4.1) Neka vaZe sledeci uslovi:

o A= D,f(0,0) = (gg; (0, O)) je matrica linearizacije sistema oko ravnote-
Znog stanja (ekvilibrijuma) 0, pri éemu je parametar ¢ evaluiran u 0. Nula je jedno-
stavna sopstvena vrednost matrice A, a sve ostale sopstvene vrednosti matrice A imaju
negativne realne delove;

o Matrica A ima nenegativan desni sopstveni vektor w i levi sopstveni vektor v koji

odgovaraju sopstvenoj vrednosti nula.
Neka je fi k-ta komponenta funk;cije f

n 5?
a= Z Usz%a &E (0,0), b= kawza J;k(b ,0).
j

k,i,j=1 k=1

Lokalna dinamika sistema (3.12)) oko ravnoteznog stanja 0 potpuno je odredena izrazima
a1bivazi
1. a>0,b>0. Kada je ¢ <0 i |¢| < 1, ekvilibrijum 0 je lokalno asimptotski sta-
bilan, © postojgi pozitivan nestabilan ekvilibrijum; kada je 0 < ¢ < 1, ekvilibrijum
0 je nestabilan, i postoji negativan lokalno asimptotski stabilan ekvilibrijum;

2. a < 0,b <0. Kada je ¢ < 0 i |¢| < 1, ekvilibrijum 0 je nestabilan; kada je
0 < ¢ < 1, ekvilibrijum 0 je lokalno asimptotski stabilan, @ postoji pozitivan
nestabilan ekvilibrijum;

3. a>0,b<0.Kadajep <0ilp| <1, ekvilibrijum 0 je nestabilan, i postoji lokalno
asimptotski stabilan negativan ekvilibrijum; kada je 0 < ¢ < 1, ekvilibrijum 0 je
stabilan, 1 javlja se pozitivan nestabilan ekvilibrijum;

4. a < 0,b>0. Kada je ¢ najpre negativan a potom pozitivan, ekvilibrijum 0 me-
nja svoju stabilnost tj. 1z stabilnog stanja prelaz u nestabilno. U skladu s tim,
negativan nestabilan ekvilibrijum postaje pozitivan i lokalno asimptotski stabilan.

3.1.2.2 Osnovni reprodukcioni broj

Da bi se odredio osnovni reprodukcioni broj Ry za sistem (3.1)), primenjuje se metod
matrice sledece generacije (Lema [3.1)). Ekvilibrijum bez bolesti sistema (3.1]) je

ao(%,o,o,o,o,o,o).
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Klase inficiranih pojedinaca modela (3.1) su (E(t), I(t), P(t), H(t)). Slede¢i metodu
matrice slede¢e generacije, matrica F' transmisionih ¢lanova i matrica V' tranzicionih
¢lanova, izracunate u tacki €y, date su sa

08 p Ip k+p 0 0 0
1 6060 0 O | e wy 0 0
F=1000 0| V= —kpe 0w, 0 |’
00 0 O 0 =% —Va wa
pri cemu su
wi =Y+ k17 + 0, wp="a+kavi+ 0, wr=7+0h (3.13)

Izracunavanjem dominantne sopstvene vrednosti matrice sledece generacije -V 1,
dobija se osnovni reprodukcioni broj
K wh(Bpiwp + B'pawi) + £ Bya(prwp + pawi)

D _
Ry = .
K+ W WhHW;Wp

Na osnovu metode matrice sledeée generacije (Teorema , ako je RY < 1, tada je
ekvilibrijum bez bolesti lokalno asimptotski stabilan a ako je RY > 1, tada je ne-
stabilan. Poznato je da se iskorenjivanje bolesti deSava pod uslovima za asimptotsku
stabilnost ekvilibrijuma bez bolesti, dok se perzistentnost javlja kada je RY > 1.

3.1.2.3 Postojanje i stabilnost endemskog ekvlibrijuma
U nastavku se istrazuje postojanje i stabilnost endemskog ekvilibrijuma. Neka je
e = (S*, B, I*, P*,H", A", R")
endemski ekvilibrijum sistema. Snaga infekcije Covid-19 je oznacena sa

I(t) H(t) | o P (1)

+ (3.14)
Da bi se pronasli uslovi za postojanje endemskog ekvilibrijuma odnosno, kada je bar
jedna od vrednosti E, I, P, H, A razli¢ita od nule, reSenja jednacina sistema (3.1 su
izrazena u terminima snage infekcije u stacionarnom stanju. U slucaju stacionarnog
stanja (odnosno kada je desna strana modela nula), dobija se

LA . A F*
ARy TPt
I = AF*I{pl P AF*lipg
(F*+ p) (K + p)w;’ (F* + u)(r + p)w,’
H* = A F*Ra(pawi + prey) A* AF* k(1 — p1 — p2)
(F* + p) (5 + p)wpwiw,’ EEICEE

R* = F"kA [%%%(lep + paw;) + Yiwnoa (k1 prwp + kapaw;) + Yi(1 — p1 — p2)wrwiwy |,

gde je 0, = v + p 1 wp,w;,w, su dati izrazom (3.13). Uvrstavanjem prethodnih jed-
nakosti u (3.14)), dobija se nenulti ekvilibrijum sistema (3.1)) koji zadovoljava linearne
jednacine, date u terminima F™, kao u nastavku:

vF* = uogn,
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pri cemu je
n=(k+ ) (Ry — 1)whwity,
V= UaH(szzwi + lewp) + OWpwiWp (’f(l —p1—p2) + M)a
m1 = Ya(yr + 1) + wnp + k1%),
My = Ya(Vr + 1) + wn(pe + k2s) -
Ocigledno, v > 0, dok je > 0 samo ako je RY > 1. Stoga se moZe re¢i da sistem

(3.1]) ima jedinstven pozitivan endemski ekvilibrijum kada je RY > 1, a nema pozitivan
ekvilibrijum kada je Ry < 1.

Teorema 3.4 Model (3.1) ima endemski ekvilibrijum €* sa svim pozitivnim kompo-
nentama, pod uslovom da je RY > 1.

Dakle, endemski ekvilibrijum postoji ako i samo ako je RY > 1, odnosno, ako i
samo ako je ekvilibrijum bez bolesti nestabilan. U nastavku, se pokazuje da je endemski
ekvilibrijum &* lokalno asimptotski stabilan kada je RY > 1. Zapravo, kada je R} =
1, model prolazi kroz transkriticnu bifurkaciju, pri ¢emu je g’ := [ kriti¢ni
bifurkacioni parametar, definisan sa

g =g = (K + pwnwpw; — 1B ka(pawi + prwp) — BEp1wswy (3.15)

(& Y

Rp2wpW;

kad god je
K+l WhW;W

K Na(prwp + pow;) + prwnw,’

Teorema 3.5 1. Model prolazi kroz transkriticnu bifurkaciju, pri cemu je (5. defi-
nisan sa , kriticni bifurkacioni parametar, kada koeficijent prenosa zbog reqularnih
zaraZenth individua 5 zadovoljava .

2. Endemski ekvilibrijum €* sistema je lokalno asimptotski stabilan ako je
RP > 1.

B< B = (3.16)

Dokaz. 1. Neka je x := (x1, 9, 23,74, T5, 26, 77)" = (S, E,I,P,H, A, R)T. Tada se
model (3.1]) moze zapisati u obliku

dx .
E:f(‘r% gde Je f(x) = (fl(x)wuaf'?(‘r))a
na sledeé¢i naéin:
dry T3 ;X4 5
E = A ﬁy 5} lﬁy HTT,
dzo _ T3 ;X4 5
. BX+BX+ZBX 02,
dxg
E— = KP1T92 — W; T
7t P12 i T3,
d.’L‘4
dos - _ .
dt = Ya%3 T Yal4 — WhrT5,
dzx
CT; = k(1 —p1 — p2)x2 — 006,
da;7
i k1viws + koviza + x5 + it — p7,
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pri cemu je X =21+ -+ 27, 0c = K+ [, 0q = ¥ + [t 1 Wy, w;, w, su dati izrazima
(3.13)). Jakobijan J* sistema (3.17)) u tacki gy ekvilibrijuma bez bolesti, je

— 0 -5 =5 =l 0 0
0 —0, 15} 5 s 0 0
0 Kp1 —w; 0 0 0 0
J = 0 Ko 0 -w, O 0 0
0 0 Ya Yo —wp 0 0
0 k(l—p1—p2) O 0 0 -0, O
0 0 kvvi ki v v —p

Karakteristi¢na jedna¢ina matrice J* koja odgovara sopstvenoj vrednosti A je det(J* —
Al;) = 0. Na osnovu karakteristi¢ne jednacine, tri sopstvene vrednosti matrice J* su
realne i negativne, odnosno, \y = Ay = —pu i \3 = —0, = —7; — p. Ostale Cetiri
sopstvene vrednosti se mogu dobiti iz sledeée jednacine

Q) = M 4+ a N +aod? +ash +ag =0,

pri ¢emu je

a; = wpwiwoe(l — RY),
as = Oc(Whwi + Whwy + wiwp) + Wrwiw, — L BEY.(p1 + p2)
—rwn(Bp1 + B p2) — K(Borw, + B pawi), (3.18)
as = Oe(wn +w; +wp) + wpw; + wrwy + wiw, — K(Bp1 + B p2),
a1 = O¢+ Wp+ Wi+ wp.

U nastavku se proucava slucaj kada je RY = 1. Neka je 8’ bifurkacioni parametar.

ReSavanjem RY = 1 po ', dobija se . Uz pretpostavku , Bl je pozitivno.
Za [ = (., na osnovu dobija se ay = 01 a; > 0, ajas — az > 0, tako da je
A = 0 koren polinoma Q(\), i na osnovu kriterijuma stabilnosti Routh-Hurwitz sledi
da ostala tri korena ovog polinoma imaju strogo negativne realne delove.

Stoga, transformisani sistem , za 3 = B, ima hiperboli¢ki ekvilibrijum, od-

c)
nosno, Jakobijan J* evaluiran za 5 = ., u oznaci J*| 5 ima jednostavnu sopstvenu

=g
vrednost sa nulitim realnim delom, dok sve ostale sopstvene vrednosti imaju negativne

realne delove.
2. Teorema se moze koristiti za analizu dinamike modela (3.17)) u okolini ' = ..

Jacobijan J *‘ sg ima desni sopstveni vektor (koji odgovara sopstvenoj vrednosti nula)

_ T C o .
v = (v, Ve, v3, Vg, V5, Vg, U7)" , Pri emu je
U1 = —0q0eWpWiWp, V2 = U0 WhWiWp, U3 = RUP10,WhrWp, Vs = KUP20WhWi,

Us = KiYa0a(p1wp + pawi), V6 = k(1 — p1 — p2)wpwiw,, vr = KQ,
Q= %%Ua(mwp + pow;) + Yiwn, (Oa(k2p2wi + kiprw,) + (1 —p1 — pQ)Win)7

i levi sopstveni vektor (koji odgovara sopstvenoj vrednosti nula) u = (uy, ug, us, ug, us,
ug, ur), gde je

u = ug = uy = 0, Uy = Kpawpw;, uz = Brp2(lv, + wp),
Uy = Oewpw; — BEp1(l7a + wh), us = 1 Brpaw;.
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Odnosno, vazi

7 52
a = D kij-1 ukvivng’;j(go)
_ 250a05p2u2w%w$wp
- A
X [/{Q + kOt (Va + wh)(powi + p1) + pwpwiwy(K(1 — p1 — p2) +04)| <0,

8'=5,

= poq(kpowpw;)? > 0.
B'=p.

7 02
b = Y him ukviwgb(go)
Primenom Teoreme transkriti¢na bifurkacija se deSava pri RY = 1, a jedinstveni
endemski ekvilibrijum je lokalno asimptotski stabilan za RY > 1. A
Rezultati Teoreme numericki su ilustrovani simulacijom modela ({3.1]) koristeci

sledec¢i skup parametarskih vrednosti

p1 =0.58; py=0.001; v, =094 ~ =027, §,=0,=0= %; (3.19)
Y = 0.5; k1 =0.85; ky =095 ©u=0.00714; x=0.25. '

Dobijeni rezultat je prikazan na Slici [3.1] gde je prikazana snaga infekcije Covid-19 F™*
kao funkcija osnovnog reprodukcionog broja RY € [0, 2].

0.006 -

=== Stabilan ekvilibrijum bez bolesti
0.004
=== Nestabilan ekvilibrijum bez bolesti

Stabilan endemski ekvilibrijum

Snaga infekcije F*

0.002 -

5,5 .0 15 2.0

Osnovni reprodukcioni broj R}

Slika 3.1: Transkriti¢na bifurkacija za snagu infekcije F* u odnosu na osnovni repro-
dukcioni broj RY modela (3.1]), koriste¢i vrednosti parametara date u (3.19)

Uzimajuéi [ = 0.97, dobija se da je 8. = 0.802476, i kako bi uslov (3.16|) bio zadovo-
ljen, neka je § = 0.8, $to daje vrednost kriti¢nog bifurkacionog parametra .. = 3.9353.
Tada je snaga infekcije Covid-19 F™*, kao funkcija koeficijenta prenosa superprenosioca

B' € [3.6,4.3], prikazana na Slici 3.2}

3.1.3 Dinamicka analiza stohastickog modela

U ovom podpoglavlju ¢e biti prouc¢avana dinamika stohastickog modela (3.2)).
Najpre je slede¢om teoremom pokazano da je reSenje sistema ({3.2]) globalno i pozi-

tivno.
Neka je
I ={(5(t), E(t), I(t), P(t), H(t), A(t), R(1)) :

S(t) >0,E(t) >0,I(t)>0,P(t) >0,H(t) >0,A(t) >0,R(t) > 0,N(t) < A/u}
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2.x107°
L 15x10°F
Cl.) . aap ie .
i = Stabilan ekvilibrijum bez bolesti
v
< . o . .
& a0 = Nestabilan ekvilibrijum bez bolesti
b=
o Stabilan endemski ekvilibrijum
5

5.x107

‘
36 3.7 38 3.9 40 4.1 42 43

Koeficijent prenosa superprenosioca f3’

Slika 3.2: Transkriti¢na bifurkacija za silu infekcije F™* u odnosu na koeficijent prenosa
superprenosioca (3 modela (3.1]), koriste¢i vrednosti parametara (3.19) i I = 0.97,
g =0.8.

Teorema 3.6 Za proizvoljnu pocetnu vrednost (S(0), £(0),1(0), P(0), H(0), A(0), R(0))
A(t), R(t)). Stavise, vaZi da je

— <N <
pL40 = (t) <

A A
2>
L
Dokaz. Kako koeficijenti sistema zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, to za
proizvoljnu pocetnu vrednost (S(0), £(0),1(0), P(0), H(0), A(0), R(0)) postoji jedin-
stveno lokalno resenje na [0, 7], gde je 7. vreme eksplozije (Teorema [L.17]). Da bi se
pokazalo da je ovo reSenje globalno, potrebno je pokazati da je 7, = oo s.i. Neka je
ko > 0 dovoljno veliko tako da su S(0), £(0), 1(0), P(0), H(0), A(0) i R(0) unutar seg-
menta [é, ko). Za svako k > ko, definiSe se vreme zaustavljanja na slede¢i na¢in
ili

7, = inf {t € [0,7.) s min {S(t), E(t), I(t), P(t), H(t), A(t), R(t)} <

| =

max {S(t), E(t), I(t), P(t), H(t), A(t), R(t)} > k} .

Niz 75, je rastuéi po k. Neka je 7o = limp_o 7%. Tada, 7o < 7, s.i. Ako se pokaze
Too = 00 8., tada je 7. = oo , odnosno, (S(t), E(t),I(t), P(t), H(t), A(t), R(t)) € R,
s.i. za svako t > 0. Ako ovo ne bi bilo zadovoljeno, tada postoji 7' > 0 i€ € (0,1) tako
da P{7. < T} > e. Prema tome, postoji ceo broj k; > ko tako da P{7, < T} > € za
svako k > k.

Kako N(t) = S(t)+ E(t)+I(t)+ P(t)+ H(t)+ A(t)+ R(t),t > 0, oznacava ukupnu
populaciju, sumiranjem jednacina sistema , dobija se diferencijalna jednacina

dAN(t) = (A = 6;I(t) — 0,P(t) — 0, H(t) — u(S(t) + E(t) + A(t) + R(t)))dt.
Neka je 6 = max{0;,d,, o5 }. Tada je
(A= (u+0)N(t))dt < dN(t) < (A— pN(t))dt
& (u+9) (ﬁ — N(t)) dt <dN(t) < p (% — N(t)) dt,
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za t € [0,7;). Odavde sledi
a (25 = NO) + (+0) (25 - M) de <0,
d(5 - N(t)> + 1 (é - N(t)) dt >0,

za t € [0,7;). Integracijom od 0 do t, t € [0, 7%), dobija se

35N £ (3~ V@) e o
{i N(t)) > (% - iv(o)) e~ Jo nds

Na osnovu uslova teoreme, kako je -2~ < N(0) < 2, sledi
pto Iz

A A
— < t) < — S [OaTk)‘
]

Neka je C? -funkcija F : R7, — Ry U {0} definisana na slede¢i nacin

F(X(t) = F(S@),E(),I(t), P(t), H(t),A(t),R(t))
= S(t)—1-IS(t) + (E(t) — n(E(t) + 1)) + (I(t) — 1 — In I(t))
+(P(t) —=In(P(t) + 1)) + (H(t) =1 = In H(t)) + (A(t) — 1 — In A(?))
(R(t) — 1 — In R(t)). (3.20)

+

Kako je u — 1 —Inwu > 0 za svako u > 0 , to je F/(X(¢)) nenegativna funkcija. Neka je
k > ko i T > 0 proizvoljno. Primenom Itove formule (Teorema [1.12f), dobija se

AF(X() = LE(X()dt+ o, (1—E‘j)(”11) I<t);(g](t)d31(t)

S(t) P(t
o2 (1 B0+ 1) N(t

gde je LF : R”. — R definisano sa

(
))ng(t),

t
(D+LH ()*
N2(t

LF(X(t) = (1 — 5i) (A= (S () + LH(0) + L P(8) + 1) S(1))
JUCEL I

1 - ﬁ) (506 (1) + LH(8) + 55EP(1) — (5 + W E()

L UGy | o POS)
D+HPNE T 2 EO+PN)

e
N

+ 2

+ Ié) /iplE( — (Y + ki + ;) 1(2))
N

N

N

N

C.

1— nsz (Va + kovi + 6,) P(2))
1— (Va P(t)) = (v + 0n) H(1))

t

[

P

"“

t)

i) (
) (ul
:%

|H

(K(1 = p1 = p2) E(t) — (i + p)A(2))
(vi(A(t) + k1 L(t) + ko P(t)) + - H(t) — uR(1))

=

m\
_

IN
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Na osnovu poslednje dve relacije, dobija se

dF(X() < Cdt+oy (“E(i)(tL) UORZIIOF

S@) 1\ P)
+02 —
E(t)+1) N(t)
Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, A T' = min {7, T’} i ra¢unanjem oceki-
vanja, sledi

dBs(t).

EF(X(m AT)) < CE(mx AT) + F(X(0)) < CT + F(X(0)).

Neka je Qi = {k < T}. Tada je P(2) > €. Za svako w € (), bar jedan od S(7x,w),
BE(7y,, w), I (T, w), P(4,w), H (7, w), A(Th,w) 1 R(7p,w) je jednak ili &k ili ;. Dakle,
F(S(m,w), E(Tg,w), I (1, w), P(Tg,w), H (T, w), A(Tg,w), R(Tk,w) nije manje ili od k —
1—1Inkili od % —1—1In % Prema tome, vazi

1 1
F(X(mx AT)) Zmin{k—l—lnk,%—l—lnz}.
Tada je

CT + F(X(0) > E[Io, F(X (75 AT))] > ¢ min {k 1—Ink, % - m%} |

gde je I, indikator dogadaja 2. Kada k — oo, dobija se
oo > F(X(0)) + CT = oo,
Sto je u suprotnosti sa pretpostavkom. Dakle, 7., = 0o s.i, ¢ime je dokaz kompletan. /A

Napomena 3.1 Skup I'* je pozitivno invarijantni skup sistema (3.2)) za svako t > 0,
odnosno, za pocetnu vrednost sistema (3.2)) koja pripada skupu I'*, reSenje sistema ([3.2))
nece napustiti I'*.

Neka je
Bhy 4 B'hy

02 0.2 )
, fan . Ja\ KPL 4 Ja Kp2 ;i }, . KP2
gde su w;, wy, wy, definisani izrazom (3.13)), hy := (1 + lwh> I L hy =

R =

(3.21)

3.1.3.1 Iskorenjivanje bolesti

Teorema 3.7 Za proizvoljnu pocetnu vrednost (S(0), £(0),1(0), P(0), A(0), H(0), R(0))
€ I'* sistema (3.2)), ako vazi

B o P
e <
hl ) 09 > hg

gde je RS definisano sa (3.21)), tada dolazi do iskorengivanja bolesti, odnosno,
1tli}rn (E@t)+1(t)+ P(t)+ H(t)+ A(t)+ R(t)) =0 s.i.

i Ry <1,

A
limsup S(t) = — s.i.
I

t—o0
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Dokaz. Neka je 0% < h%, o5 < 5—; i RS < 1. Integracijom treée jednacine sistema ({3.2)),
dobija se

I(t) = 1(0) = kp1 [y B(s)ds — (ya + k1vi + ) [ I(s)ds.
Kako je 0 < I(t),1(0) < 7, tada je

Y

A t t A
——< /fp1/ E(s)ds — (Vo + k1vi + (51)/ I(s)ds < —

H 0 0 H
0 < rprE(t) — (o + k1vi + ) 1(t) <0,

Sto implicira

I(t
O ke ke (3.22)
Et) vat+kvitd w
Sli¢no, na osnovu Cetvrte i pete jednacine sistema (3.2]), dobija se

P(t)  kps . H(t) 7
B0 w | I0PO wr (323

Na osnovu (3.22)) i (3.23)), sledi da je

U0 +IHE)SE) 10 +iHE  (1+HE) 10+ 12 P()
t

< =
E(t)N(t) - E(t) E(t)
— (1+zﬁ) ALY NURCZ
Wh Wi Wh Wp

POSWH) _ PU) _kps
BONG = B@)  w 320
Primenom formule Itéa (Teorema na funkciju log E(t), dobija se
d(log E(t)) = B0 <N(t) (I(t)+1H(t)) S(t) + %P(t)é’(t) —(k+ /L)E(t)) dt

(o2 (I(t) +1H(t))* + o2P*(1)) dt

+W (o1 (I(t) + 1H(t)) dBi1(t) + 0o P(t)dBs(t))
(Bhl ) - %%h% B %%hg) “ (3.25)
S(t)
E(t)N(t)
S(t) (I(t) +1H(t))
E(t)N(t)

IA

(o1 (1(t) + LH(t)) dBi(t) + 02 P(t)dBy(1))

S(t)P(t)

BN )

= R*dt+0'1 dBl(t)+0'2

pri ¢emu je primenjena osobina da su funkcije fi(z) = fzr — %a%:ﬂ (gde je z =

W) ifoly)=pFy— %a%yQ (gde je y = ggg;((tt))) rastuce na segmentima [0, U%]

i [0, f—;}, redom, i ogranic¢enost resSenja. Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do ¢
2
i deljenjem sa t, sledi

log E(t) —log B(0) _ 1 /t Rt + M (t) N Ms(t) (3.26)
t ~—t /) t t '
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pri cemu su

t t

_ S(t) (I(t) + LH (1)) B S(t)P(t)
M (t) = 01/ EON{) dBy(s), My(t) = UQ/E—)

0 0

dBQ(S).

Na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema [1.10]), M;(t) i Ms(t) su neprekidni

martingali za koje vazi M;(0) = 0, M5(0) =01

<M17 M1>
t

. t .
lim sup < oih} < o0, lim sup
t—o00 t—o0

<M2a M2>
t

‘ < o3h3 < o0,

pri ¢emu je primenjena relacija (3.24). Na osnovu strogog zakona velikih brojeva za
neprekidne martingale (Teorema, sledi

M (t) Ma(t)

t

—0

— 0 s.i. kada t — oo. (3.27)

Racunanjem lim sup kada ¢ — oo u (3.26]) i primenom prethodne ocene, dobija se

log E/(t 2 2
timsup 250 ﬂh1+ﬂ’h2—(n+u)—%h“{—%h§
t—o00

0% 5 | 03,4 s

odakle sledi
lim E(t) =0 s.i. (3.28)

t—o00

Eksplicitnim reSavanjem jednacina sistema (|3.2)), dobija se
1 t
](t) = 6—(%-1—161%-&-51)15](0) -+ IiplE/ E'(S)ds7
0
1 t
P(t) = e Dethmitonlp(g) 4 k2t / E(s)ds,
0
1 t
H(t) = e 0rttp(0) +fyaz/ (I(s) + P(s))ds, (3.29)
0

t
Ay = e OIAQ) 4k (L= o) [ B
0

I I
R#) = RO+ g [((16)+ PO+ A+ [ HEds
0 0
Racunajuéi grani¢nu vrednost kada ¢ — oo u (3.29)), primenom L’Hépitalovog pravila
i ([3.28]), sledi da je
lim I(t) =0, lim P(t)=0, lim A(t) =0,

t—o00 t—o00 t—o00

lim H(t)=0, i lim R(t)=0 s..

t—o00 t—o00

Kako je
J N(t)=S(t)+ E(t)+1(t)+ P(t)+ H(t) + A(t) + R(t),
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i limy oo (E(t) + 1(t) + P(t) + H(t) + A(t) + R(t)) = 0, na osnovu Teoreme sledi
da je
A
limsup S(¢) = limsup N(¢) = —, s.i.
o

t—o00 t—o00

Ovim je dokaz kompletan. A

3.1.3.2 Perzistentnost u srednjem bolesti

Virus ostaje perzistentan u srednjem u populaciji ako bar jedna od klasa zarazenih
(zaraZenih sa simptomima I, zaraZenih bez simptoma A, zarazenih koji su hospitali-
zovani H ili superkliconosa P) nije prazna. U matematic¢kim terminima, u skladu sa
analizom u radu [I], sistem je perzistentan u srednjem ako vazi

lim inf % /t (I(s)+ P(s)+ A(s) + H(s)) ds >0  s.i. (3.30)

t—o0

Uvodi se oznaka

Teorema 3.8 Neka je (S(t), E(t),I(t), P(t),A(t), H(t), R(t)) € I'*, resenje sistema
(13-2) sa proizvoljnom pocetnom vrednoscéu (S(0), E(0),1(0), P(0), A(0), H(0), R(0)) €
I'*. Ako vazi

24 2’

o2< B o2<= i RS >1
hl hQ 0 )

pri ¢emu je RS definisano sa , tada je bolest perzistentna u srednjem, tj,

1 t
liminfg/ Et)dt > C(R§—1)>0s4,
0

t—o00

1 C
liminf—/ Itydt > —P=~ (RS —1)>0s.i,
t=oo 1 ) Yo + k17 + 0;
liminfl tP(t)dt > 0 (g 1y S0
t—o0 - Ya +k271 +5p 0 2y
lim inf — / H(t)dt > ( L > 1€ (RS 1) > 054,
t—00

Ya+E1vi +0i Yo+ ko2 + 0y
“(1_P1_p2)0<
Vi @

’Yr+5h

v

R —1) >0 s.i,

t—o0

lim inf — /A(t) dt
t Jo

1/t C
liminf—/ R(t)dt > —K;(R§—1)>0s.,
t—oo ¢ 0 "
gde je
7a'7r /<6,01 7a’7r K'p2
' <’7 ' PYT_F(Sh) 7a+k17i+5i <’7 ? 7T+5h) 7a+k27i+5p
k(1= p1—p2)i
Vi + ’
0'2 2 O'g 2
oo K+ i+ 5-hi + 5 h;

(5= %) b+ (8= o) tha) (Bl + B'ha)
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Dokaz. Primenom Itéve formule (Teorema [1.12)) na funkeciju log E(t), dobija se

d(log B(t)) — ﬁ (% (L(t) + LH(8) S(1) + ~2— P®)S(t) — (1 + ,u)E(t)) dt

N @)
_#% (o (1) + LH (1))? + o3 P2(0)
S(t)

TEONG (o (I(t) + 1H(t)) dBi(t) + 02 P(t)dBs(t)) -
Koristeéi 7 sledi

d(log E(t)) > (ﬁh1+5/h2—(/€+ﬂ)_(ﬁ—aéh1> (h1—< Uhalll0) U)

E(t)N(t)
Ay (p_ 2 _POSWMY _diy
5 hi (6 5 hz) (hz E(t)N(t)) 5 h2) dt
+—E(f)(]i;(t) (oy (I(t) +1H(t)) dBy(t) + oo P(t)dBs(t)) . (3.31)

Na osnovu prve jednacine sistema ( ﬁ dobija se ocena

ds(t) = (A UOLIIISG _ g PO — 1i5(1) ) dt
TN (1 (1( )+ LH(t)) dBi(t) + 02 P(t)dB(t))

= ( (s - 5 3“3) S E() — FhaE(0) — pS(0) (1 - 2 s ) )
i (0 ( (t) + LH(t)) dBy(t) + 02 P(t)dBa(t))
)
(

> (h% (hz—E&?Si)) S (1) — Bha (1)) dr
s (o1 (1(t) + LH (1)) dB (t) + 02 P(t)dBo(t)),

odakle sledi da je

~ (ha = e ) @t = = Gk ) Bloyde— “as(o) (3.32)
_%% (o1 (I(8) + LH(8)) dBy (1) + 05 P(£)dBa(t)) -
Sli¢no,
as(t) > (& (i — COHIDSOY g () - ps(e) (1 A Lo
—B'haE(t)) dt — (5)“) 5 (01 (I()+lH( )) dBy(t) + 02 P(t)dBy(t))
> (,g( — UHOS0 ) — g B(t) - Fha () ) di
— sk (o (I(t) + 1H(t)) dB ()+02P()dB2(t)),

Sto implicira

_<h1 (1 <>+ZH(2>

S(t )) dt > —% (Bh1 + B'he) E(t)dt — EdS(t)

BN () A
_% E(f) (]’2@)01 (I(t) + LH () dBy (1)
T BN OB, (3.33)
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pri ¢emu je primenjena jednakost (3.23). Zamenom ([3.32)) i (3.33)), u (3.31]), dobija se

2

d(log B(t) > (m (4 )~ g (/3— )%(ﬁhﬁﬁ’hz)E(t)

2 2 h
+B'hy — 2h; — (6’ - %m) = (Bhy + B'ho) E(t)) dt

(B (5)e)

% (o0 (1(8) + LH(0) dB\(1) + 02P()aBa(1))

_|_

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do t i deljenjem sa t, dobija se

log E(t) — log E(0)

2
t > Bhy + By — (n+u)——h2 23

((5—— )hl (6—— )h2)<5h1+@h2>< (t)

F2or(t) + 1a(t) + 1), (3.34)

ade je
o) = —((5-%m) s (- 2) 22 (510 - s,
walt) = on (1= (51

h h o2
303(75) = Jg(l—f(ﬁ—;hl)—f< /—éhg

Na osnovu ogranicenosti reSenja, sledi da je

1 . . log E(t) —log £(0)
tlggo —p1(t) =0, i tlir(r)lo : = 0. (3.35)
Pored toga, na osnovu (3.24)), sledi da je
li ! t)=20 li ! t)=20 3.36
Hm —a(t) =0, lim —ps(t) = 0. (3.36)
Koristedi (3.35)) 1 (3.36)), iz (3.34]), sledi
S Y s ‘
liminf — [ E(s)ds > C (Rj — 1) >0 s.i, (3.37)
t—oco 0

gde je C definisano u formulaciji teoreme, s obzirom na to da vazi uslov R5 > 1.
Integracijom trece jednacine sistema (3.2) od 0 do t i deljenjem sa ¢, dobija se

It — 1(0) 1

t 1 t
= —/ IiplE<t) dt——/ (7a+k17i+5i> I(t) dt.
t t Jo t Jo
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Racunanjem grani¢ne vrednosti kada t — oo u prethodnoj jednakosti i primenom

(3.37)), dobija se

1 Kp1 s .
hgéglf;/o I(t) dt Z mc’ (RO — ].) >0 s.i. (338)

Sli¢no, integracijom Cetvrte i Seste jednacine sistema (3.2]) od 0 do ¢ i deljenjem sa t,
dobija se

P(t)—P(0) 1 (! 1/t
M = —/ rkpaE(t) dt — —/ (Vo + k2yi + 6p) P(1) dt,
t t Jo t Jo
Aty —AW0) 1 [t 1/
—< ) ; 0) = ;/ k(1 —p —pg)E(t>dt—z/ (vi + p) A(t) dt.
0 0
Primenom (3.37)), iz prethodnih jednakosti sledi
liminfl/tP(t)dt>LC(Rs—l) >0 s.d (3.39)
tmoo ¢ J T Yot keyi+d, - ‘
1 [t 1—p —
liminf—/ Ay ar > L= pZ)O(Rg —1) >0 s.i. (3.40)
t=oo t Jo Vi + 1

Kada su klase I i P perzistentne, moze se pokazati da je i klasa H perzistentna.
Integracijom pete jednacine sistema (3.2)) od 0 do ¢ i deljenjem sa ¢, dobija se

EQLEKQ:{[%Um+P@wﬁ—;[mrwwHwﬁ,

t t
odakle, primenom (3.38)) i ([3.39)), sledi
NP B Kp1 Kp2 ) v
liminf - [ H(t)dt > + ©* _C(RS -1
t=oo t Jo Q - ('7a+k1'7i+5i Ya + koyi + 0, ) Y +0p ( 0 )
> 0 s (3.41)

Takode, iz perzistentnosti klasa I, P, A, i H, sledi perzistentnost klase R. Integracijom
sedme jednacine sistema (3.2)) od 0 do t i deljenjem sa ¢, dobija se

R(t)— R(0) 1

A )+t + kaP@) 410 e~ 1 [ un(oar

Racunanjem grani¢ne vrednosti kada t — oo u prethodnoj jednakosti i primenom
(3.38)), (3.39), (3.40) i (3.41)), dobija se

1 1
liminf = [ R(t)dt > C=K; (R§ — 1) >0 s.,
o

t—)ooto

gde je K definisano u formulaciji teoreme. Ovim je dokaz kompletan. A

Napomena 3.2 Na osnovu Teorema [3.7 i [3.8, moZe se zakljuciti da, pod uslovom
0} < L o2 < 5—2 i RY < 1, bolest ée biti iskorenjena skoro izvesno dok pod uslovom

hy’
/ . L - . . .
o2 < %, o3 < % i RY > 1, bolest ce biti perzistentna u srednjem skoro izvesno.

To znaci da, u navedenom opsegu vrednosti intenziteta Sumova oy i oy, velicina Ry

predstavlja granicni parametar koji odreduje da li ée infekcija biti iskorenjena ili opstati

u populaciji. Dakle, R5 ima osobine osnovnog reprodukciong broja pa se moze smatrati
B

osnovnim reprodukcionim brojem stohastickog modela (3.2]) za o3 < L o3 < 5—;
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3.1.4 Analiza osetljivosti osnovnog reprodukcionog broja de-
terministickog i stohastickog modela

U ovom podpoglavlju je prikazana analiza osetljivosti osnovnog reprodukcionog bro-
ja RY deterministickog modela i RS stohastickog modela , koja je izvedena na
osnovu vrednosti odgovarajué¢ih normalizovanih forward indeksa osetljivosti. Normali-
zovani forward indeks osetljivosti meri relativnu promenu u osnovnim reprodukcionim
brojevima R, i € {D,S}, u odnosu na promenu vrednosti parametra i pruza sveo-
buhvatnu informaciju o robusnosti modela prema tim promenama. Pored toga, koristi
se za identifikaciju parametara koji imaju najveci uticaj na osnovne reprodukcione
brojeve, pa samim tim, i na dinamicko ponasenje Sirenja bolesti. Ta¢nije, normalizova-
ni forward indeks osetljivosti je odnos relativne promene u osnovnim reprodukcionim
brojevima R} prema relativnoj promeni u parametru 6, pod pretpostavkom da je R
diferencijabilan u odnosu na taj parametar:

i dR; 0
Ty = %E@’ ie{D,5}, (3.42)
pri ¢emu se R posmatra kao funkcija parametra 6. Kako su oba reprodukciona broja
RE i RS racionalne funkcije parametara modela, normalizovani forward indeks osetlji-
vosti postoji za sve parametre modela koji se pojavljuju u eksplicitnoj formuli koja
definiSe ove osnovne reprodukcione brojeve.

Vrednosti indeksa ostetljivosti su izracunate pomoc¢u vrednosti parametara iz Tabele
(koje su zasnovane na demografskim podacima Kine i epidemioloskim podacima iz
Wuhana iz februara 2020 (videti [83], [88] i [89]) ili su racionalno pretpostavljene i
oznacene sa [p|) i o3 = 0.05 i 05 = 0.1 i prikazane u Tabeli (3.2,

RJ R§
Parametar Vrednost T, Vrednost T,

3 0.9936 0.9986
l 0.7289 0.7275
B 0.0014 0.0014
K 0.0001 —0.0009
p1 0.9974 0.9955
s 0.0026 0.0026
Yo —0.0459 —0.0459
Y —0.6706 —0.6693
i —0.1892 —0.1889
oy —0.1887 —0.1883
o —0.0005 —0.0005
5; —0.0358 —0.0357
5, —0.0001 —0.0001
Sn —0.0583 —0.0582
" —0.0001 —0.0001
o1 — —0.002
o - —1.62425 - 107°

Tabela 3.2: Vrednosti indeksa osetljivosti za RY i Rj izracunate sa vrednostima para-
metara iz Tabele , o1 =0.051i0, =0.1.
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3.1 Analiza dinamike i osetljivosti deterministickog i stohasti¢kog modela

Vrednosti osnovnog reprodukcionog broja deterministickog i stohastickog modela
za vrednosti parametara date u Tabeli|3.1} 07 = 0.051 05 = 0.1 su

RP = 45206, RS = 4.5162.

Na osnovu Tabele zakljucuje se da je osnovni reprodukcioni broj RY deter-
ministickog modela najosetljiviji na promenu vrednosti parametara 3, p1, [, 7 1 7.
Uticaj povecanja vrednosti jednog parametra za 10%, pri ¢emu su svi ostali parametri
fiksirani, na vrednost RY za ovih pet parametara prikazan je u Tabeli

Parametar Vrednost RY Relativna promena veli¢ine RY (%)

3 1.9720 19.98
p1 4.9715 +9.97
l 4.8501 +7.29
v 4.4366 —1.86
Y, 4.2429 —6.14

Tabela 3.3: Promena vrednosti RY pri pove¢anju vrednosti parametara 3, p1, [, 7; i y»
za 10%.

Znaci indeksa osetljivosti za parametre koji imaju najveci uticaj na RY su ocekivani.
Na primer, povec¢anje stope prenosa bolesti sa zaraZzenih osoba 3 za samo 10% dovodi do
poveéanja vrednosti RY za 9.98%. Stavise, povecanje stope oporavka za hospitalizovane
osobe 7, za 10% dovodi do smanjenja RY za 6.14%, §to se moZe tumaciti kao doprinos
oporavljenih pojedinaca imunitetu populacije. Prethodno je prikazano na Slici

(c) RY(B,7:) (d) Bg (B, )

Slika 3.3: RY kao funkcija parametara sa visokim indeksom osetljivosti.
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3.1 Analiza dinamike i osetljivosti deterministickog i stohasti¢kog modela

Iz Tabele se vidi da su osnovni reprodukcioni brojevi deterministickog i stoha-
7; i7,. Ponaganje RS u odnosu na promenu vrednosti parametara sa visokim indeksom
osetljivosti je isto kao i ponaSanje RY, s obzirom na to da imaju priblizno jednake
vrednosti indeksa osetljivosti, §to je prikazano na Slici

Izrac¢unavanjem indeksa osetljivosti u odnosu na stope prenosa i 3’ se moze uociti
da je T3 + T3 = 1, bez obzira na vrednsti parametara 3 i . Ponasanje osnovnog

reprodukcionog broja Rj u zavisnosti od parametara oy i 09, kao i od parametara f3 i
', prikazano je na Slici [3.4]

(a) R§(B,8")

Slika 3.4: R§ kao funkcija parametara 3,3, 01 i 09.

Uticaj povec¢anja vrednosti jednog parametra za 10%, pri ¢emu su svi ostali para-
metri fiksirani, na vrednost Rj prikazan je u Tabeli

Parametar Vrednost B; Relativna promena R5 (%)

3 1.9672 19.08
o1 4.9656 +9.95
l 4.8447 +7.27
i 4.4324 —1.85
- 4.2393 —6.13

Tabela 3.4: Promena vrednosti RS pri poveéanju vrednosti parametara 3, py, [, v; i Y,
za 10%.

Poredenjem Rj sa RY, moZe se zakljuciti da je

s K+ p
Ry = - TR SRy < RY.
5+M+%((1+l7_a>5&+l7_aﬁlo_2> +%(E&>
wp ) wi wWh Wp wWp

Naime, kada su intenziteti Suma o; = 0,09 = 0, tada je Ry = RY, a kada je oy > 0 ili
oy > 0, tada je RS < RP. Ovo znaci da su uslovi za iskorenjivanje bolesti u stohastickom
modelu slabiji od uslova odgovarajuceg deterministickog modela. Pored toga, s obzirom
da je R§ < RY, za odgovarajuéi izbor parametara modela moZe biti Ry < 1 < RY, &to
znaci da je bolest iskorenjena iz poulacije u stohastickom modelu, dok je perzistentna
u njegovom deterministickom pandanu. Ovo implicira da prisustvo Suma moze suzbiti
bolest.
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Stacionarna raspodela stohastickog modela Sirenja virusa SARS-CoV-2

Primer 3.1. Razmatra se drugi soj virusa sa stopom prenosa virusa = 0.5615.
Vrednosti osnovnog reprodukcionog broja deterministickog i stohastickog modela izra-
¢unate za f = 0.5615, o1 = 0.005 i 0o = 0.05 i sa vrednostima ostalih parametara
datim u Tabeli su:

RY =1.00023 i Rj =1.00022.

Na osnovu rezultata u Podpoglavljima 3.1.2 i 3.1.3 se moze zakljuciti da ¢e i determi-
nisticki i stohasticki model predvidati perzistentnost bolesti. Medutim, umereno pove-
¢anje intenziteta sumova (bilo oy ili 03), dovodi do smanjenja vrednosti Rj. Zaista, ako
su vrednosti intenziteta Sumova oy = 0.05 i 0y = 0.1, tada se RY ne menja (buduéi da
ne zavisi od Sumova), dok je

RS = 0.99925.

Iz Podpoglavlja 3.1.2 1 3.1.3, sledi da ¢e, pri ovim vrednostima parametara i intenziteta
Sumova, deterministi¢ki model predvidati perzistentnost bolesti, dok ¢e stohastic¢ki mo-
del predvidati iskorenjenje bolesti. Ovaj primer ilustruje vaznost ukljucivanja sluc¢ajnih
fluktuacija iz okruzenja u epidemioloske modele.

Vise detalja o ulozi slucajnosti u smanjenju osnovnog reprodukcionog broja odede-
nih modela prenosivih bolesti, mogu se nac¢i u [6] i [7]. Analizu osetljivosti razli¢itih
stohastickih modela sa kompartimentima za Covid-19 u odnosu na intenzitet Suma,
moze se naci u [93]. Ovi argumenti mogu se smatrati opravdanjem za upotrebu stoha-
stickih diferencijalnih modela u opisivanju i predvidanju toka epidemije.

Za slicne pristupe analizi osetljivosti osnovnog reproduktivnog broja u vezi sa razli¢itim
zaraznim bolestima, pogledati [94] i [95], a za Covid-19 [96] i [97].

3.2 Stacionarna raspodela stohastickog modela Sire-
nja virusa SARS-CoV-2

Kako stacionarna raspodela stohastickog sistema ima istu ulogu kao ekvilibrijum
deterministickog sistema, u literaturi se za stohasticke modele razmatra postojanje
jedinstvene ergodicke stacionarne raspodele. Postojanje stacionarne raspodele stoha-
stickih modela omoguc¢ava bolje razumevanje ponasanja reSenja u okolini endemskog
ekvilibrijuma. Stoga je postojanje stacionarne raspodele stohastickih modela izazvalo
veliko interesovanje u literaturi. Postojanje stacionarne raspodele stohastickog sistema
ne znaci samo njegovu slabu stabilnost, ve¢ takode omogucava dublje razumevanje ka-
ko sluc¢ajnost iz okruzenja utice na endemski ekilibrijum. Mnogi autori su proucavali
postojanje stacionarne raspodele epidemioloskih modela koji ukljuc¢uju beli Sum (na
primer, [4, O8-I01]), beli i obojeni Sum (na primer, [8, 102]), ili kombinaciju belog i
obojenog Suma i Lévyjevih skokova (na primer, [T03]).

U ovom poglavlju biée izvedeni dovoljni uslovi za postojanje stacionarne raspodele
modela , primenom teorije date u [I3]. Primena ove teorije je opravdana buduci
da sistem sadrzi sluc¢ajnost iskljuc¢ivo kroz Brownovo kretanje, i odgovara tipu
jednacina analiziranom u [13].

Sledeca teorema daje dovoljne uslove za postojanje ergodicke stacionarne raspodele

epidemioloskog modela (3.2]).
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3.2 Stacionarna raspodela stohastickog modela Sirenja virusa SARS-CoV-2

Teorema 3.9 Neka je (S(t), E(t),1(t), P(t), H(t), A(t),R(t)), t > 0 redenje sistema
(13-2) sa proizvoljnom pocetnom wvrednoséu (S(0), E(0),1(0), P(0), H(0), A(0), R(0)) €
I*. Ako je

B+’
A/“L Atp

R =
min {x,6;,0p,0,
A Apmieteld 4 (34 8) (142) +ut 3ot ad) (145)

>1, (3.43)

tada stohasticki model (3.2) ima jedinstvenu ergodicku stacionarnu raspodelu.

Dokaz. U dokazu teoreme, bi¢e primenjena Lema . Sistem (3.2) se moze napisati
u matricnom obliku na sledeé¢i nacin

X(t) = f(X(@),t)dt + g(X(t), 1)dB(t),

pri cemu je

X(t) = (S(t), E(t), I(t), P(t), H(t), A(t), R(1))" ,

A = (5 (1) + LH®) + 5 P(6) + 1) S(1)
o (11 + LH(8) S(1) + 325 P0)S(t) — (5 + p)E(t)
ko E() — (Yo + ko + 01 (1)

FX(@®).1) = knE(D) — (o -+ s+ 0 P(1)

Ta(I(t) + P(£) — (3 + 1) H(1)
k(1= p1— pa) E(t) — (v + p)A(2)
Y(A(t) + ki L(8) + ke P(1)) + 7 H (1) — uR(1)

(

iy (L) +1H()) S(t) —
t t

(1)S()
ng (L(8) +LH()) S(1) + 5 t

)
P )S()

@
=
—~
~
S~—
~
~—
I
coc o oo

Difuziona matrica sistema ([3.2)) je oblika

911 (X (1), 1) g12(X(2),1)
g21(X(t),t) ga2(X(2),1

DO DO DO O oo
DO DO OO oo
S OO OO oo
S OO OO oo
S OO OO oo

S OO OO
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3.2 Stacionarna raspodela stohastickog modela Sirenja virusa SARS-CoV-2

Ako se definiSe ogranic¢en otvoren skup na sledec¢i na¢in

A A A
D = {(S,E,I,P,H,A,R)E]RZL:e<S<——e,e<E<——e,62<I<——62,
1 I fu

A A A A
62<P<——€2,63<H<——63,62<A<——62,63<R<——63}
7 7 7 7

gde je 0 < € < 1 konstanta, tada za svako (S, E, I, P,H, A, R) € T'*, i, na primer, i = 1
vazi
g (X (t),t) > a?(1 4+ 1)S?(t) + 02S5%(t) > (02(1 4+ 1) + 03)€e>
Na osnovu Napomene , sledi da je uslov (B.1) Leme zadovoljen. Da bi teorema
bila dokazana, potrebno je jos proveriti da li vazi uslov (B.2) Leme [1.6]
Neka je W(X (t)) = W(S(¢t), E(t), I(t), P(t), H(t), A(t), R(t)) : R”. — R, definisana

na sledeéi nacin

W(X(t) = M(SE)+E@W)+I(t)+ P(t)+ H(t)+ A(t) + R(t) —In(E(t) + 1)
—InS(t)) + % (St)+E(t)+I(t)+ P(t)+ H(t)+ A(t) + R(t))2
—InS(t)—Inl(t) —InP(t) —In H(t) — In A(t) — In R(?),

gde je M > 0 dovoljno velika pozitivna konstanta za koju vazi

_Mwl + Al S _27

_ . min{ﬂaéivépaéh} / é 1 2 2 A_2
wl_(A Amax{u,5¢,5p,5h}+(ﬁ+ﬁ> b tutg(oita) e

x (R* — 1), (3.44)

R* je definisano izrazom (3.43]), A; je oblika

A= s {=5uS?(t) = SuER(t) — suA(t) — §6:1°(t) — 50,P*(t) + 3y
t)eRT
L8 H(t) — LuR2(t) + O+ i (1) +LH(8) + 25 P(r) (34
+35 (07 +03) + 2y + kv + i+ ko + O+ % + 0n + i}

i C je definisano na sledeé¢i nacin

C = max {A (S(t)+ E(t) + I(t) + P(t) + H(t) + A(t) + R(t)) — %,uSz(t)

7
X(t)eR]

1 1 1 1 1 1

——pE2(t) — —pA2%(t) — =6;1%(t) — =0, P%(t) — =6, H*(t) — =puR*(t) ¢ .
JHEA) = G0~ ST - G8,P(0) ~ GO0 - )]
Kako je d®W(X(t)) > 0, sledi da postoji tacka X(ty) u unutrasnjosti RY u kojoj
funkcija W (X (t)) dostize minimalnu vrednost. Tada se definide nenegativna C*-funkcija
W(X(t)) = W(S(t), E(t),I(t),P(t), H(t), A(t), R(t)) : RT. — Ry na sledeéi nacin

W(X(t) = M(S(t)+E(@t)+ I(t)+ P(t)+ H(t) + A(t) + R(t) —In (E(t) + 1)
—InS(t) + 1 (S(t) + E(t) + I(t) + P(t) + H(t) + A(t) + R(t))’
—InS(t)—Inl(t) —InP(t) —InH(t) —In A(t) — In R(t)
—W(S(to), E(t())? I(tO)a P(tO)a H(t0)7 A(t0>a R(tO))
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3.2 Stacionarna raspodela stohastickog modela Sirenja virusa SARS-CoV-2

Radi jednostavnijeg zapisa, bic¢e koriséene oznake

Wi(X(1))

W, (X (1))
Ws(X (1))

St)+ E(t)+1(t)+ P(t)+ H(t)+ A(t) + R(t) —In S(¢)
—In(E(t)+ 1),

% (S(t) + B(t) + I(t) + P(t) + H(t) + A(t) + R(t))*,

—InS(t)—Inl(t) —InP(t) —In H(t) — In A(t) — In R(%).

Primenom operatora L(-) definisanog sa (1.13)) na funkciju Wy (X (t)), dobija se
< A min 1,00, BIN() — s+ o (1) + TH(D)

LWy (X (1))

IN

IA

<

(I(t) + LH(t)) S(?)

+3w P®) + 1= saEme U ;

4 t
—~amem L OS() + ("”F“)E(t()ll
b pxb (03 (1(0) + LH (D)) + 3P (1)

s (0 (1) + LH(®) + o3 P2 (1))

A — min {, 8, 8,, 6, Y N (t) — S(t)+ B+ 8) (1 ) (3.46)
= EELS() + (n+ W EW) + 3 (0 +03) (1+4)

mm{ ,04,0p,0n } +IB’ A
A - AmaX{Z5 Sp0ny A,Jrl B+B ( + Z)

(& + ) E(t) + 5 (0f + 03) (1 * F>
(k4 p)E(t) — 1y,

gde je 1y definisano sa ((3.44)).
Primenom operatora L(-) (1.13) na W5(X(t)), sledi

(S(t)+ E(t)+I(t)+ P(t)+ H(t )+A( )+ R(t))

(A= u(S@) + E@) + A(t) + R(t)) — 6:1(t) — 6,P(t)
—6nH (1)) + 3 (911 + G12 + 921 + 922)

LW,(X (1))

LW5(X (1))

IN

<

IN

A(S(t) + B() + I(t) + P(t) + H(t) + A(t) + R(t))
—pS*(t) — pE? () — pA*(t) — i (t) — 6,P*(t)

(3.47)

—0pH?(t) — pR*(t)
C — 3uS*(t) — suB*(t) — guA>(t) — 36:1%(t) — 36, P(1)
— 10, H?(t) — SuRA(1).

Primenom operatora L(-) (1.13)) na W3(X(t)), dobija se

gty (A (s ) 410 + 5 P0) +.1) 50)

+

3]
3

:L‘
[ =
—
—~

o (01 (L) + LH ()" + o3 P(1))

— 115 (kP E(t) — (Ya + k1y; + 0) (1))

K(L—p1r— p2) E(t) — (vi + p)A(t))

IinE( ) (7a+k271+5 ) ( ))

Ya(I(t) + P(t)) = (v + 0n)H (1)) (3.48)
Vi(At) + kI (t) + ko P(1)) + 7 H (1) — pR(t))

(% t)+H(t) + 55 P() + >+§(a%+a§)

+ (Va + k1vi + )

+ (Yo + ka3 + 8) = 75 + (0 + 6)

A
—p1—p2)+ (v +p) — R%% + .

N

t

:U‘ m‘ '"U‘
e LN [
o~ ~ o~
K IIGD INS
N~

o »n
SS|>
+

f\
~
=
)
o

mm‘g~
A
= 3

b
—~
~
N
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3.2 Stacionarna raspodela stohastickog modela Sirenja virusa SARS-CoV-2

Tada, na osnovu (3.46]),(3.47)) i (3.48]), sledi

LW(X(t) < M (=1 + (k+p)E(t) — 5u5%(t) — uE(t)
— AP (t) — 50, 1%(t) — 50,P?(t) — 50, H?(t) — 5uR*(t) + C

g+ (g (1) + TH(©) + 5P + 1) + 3 (07 + 03)
)

— 2o+ (Yo + kv + 6

_%HPQ + (7a + k?% + 5 ) H)’Va + (%‘ + 5h)

— 2@ H(L = p1 = p) + (3 + ) = G+ pe

(3.49)

Kako je D otvoren skup, definisan sa (3.44), tada je D := DUAJD kompaktan podskup
skupa R . Moze se odabrati e dovoljno malo tako da, za svako X (t) = (S(t), E(t), (),
P(t), H(t), A(t), R(t)) € R \ D, vaze sledece nejednakosti

A
— =A<l (3.50)

gde je 3
Ay = supX(t)eRlA(X(t)), (3.51)

M (= + (s -+ W)B(1) = §uS(t) = JuB*() = Lu*(t)
L0 (t) — S5, P2(t) — S, HA(t) — LR (t) + C
8

+ (N() (1) + LH(1) + 5 P(t) + ) + § (0 + o)
+2’7a + kl’yz + 5@ + k2’72 + 5p + Vr + 5h + Yi + 2:“7

S (3.53)
24, < (3.54)
~Jay g, < (3.55)
—”(1_p1_p2)+A2§—1, (3.56)
€
_ Ay <1, (3.57)
€
1
-2 + Ay < —1, (3.58)
Ay = supxpear {AX(D) + 1uS* (D)}, (3.59)
L
-2 + Ay < -1, (3.60)
Ap = Supyes {A(X(t)) + }LMEQ(t)}, (3.61)
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3.2 Stacionarna raspodela stohastickog modela Sirenja virusa SARS-CoV-2

d;
4et

A5 = supxger {AX®) + 1020}

+ A5 < —1,

613
— P Ay <1
464 + 6 = )

Ao = supxpeer {AX(D) + 2,P2(0)}

On
_4_€6+A7

Ar = supxgens {A(X(t)) + 100},

1
-4 A
464+ 8 S

A = supypen {A(X(t» a0},

1
-4 A
4e6+ =

Ay = supygest {A(X(t)) + %um(t)} .
Za dovoljno malo €, uslov (3.52)) je ispunjen jer vazi (3.44)). Neka je

Dy = {X(t) R, :S(t) <€}, D, —{X(t)eRizE(t)<e}>
D3:_{X(t)ER1:E(t)Z€[(t)<€}v Dy:={X(t) €RL: P(t) 2 1
Ds:={X(t)eR,: I(t) > H(t) < e}, Dg:={X(t) eR.: E(t) >¢ A
D= {X(t) eR] : A(t) > &, R(t) < &}, Dg—{X(>€R7'S<t>2%
Dgi—iX(t)ERzr:E(t)Ziv D10::{X( ERL:I(t) > 5},

Dy ={X({t)eRL: P(t)> 5}, Dip:={X(1) €R7.H()>ei3}’
Dis:={X(t) R, : A(t) > 5}, Du:={X(t) eR.: R(t) > 5}

Tada je R\ D = U4, D,.

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)

(3.69)

(3.70)

Kako vazi (3.49), u nastavku ¢e biti pokazano da je LW (X(t)) < —1 za svako
X(t) € Dy,i € {1,2,...,14}, 8to je ekvivalentno sa LW (X (t)) < —1 za svako X(t) €

R? \ D.
Slucaj 1. Za svako X (t) € Dy, vazi da je

LW(X(#) < —giyp+A2 < =2+ A,

pri ¢emu je Ay definisano izrazom (3.51)). Na osnovu (3.50), sledi LW (X (t)) < —1.

Slucaj 2. Za svako X (t) € Dy, vazi

LW(X(t) < M(=tr+ (5 +pE@) + A < =Mipy + M(r + pe + Ay,

gde je A; definisano izrazom ([3.45)). Na osnovu (3.52)), dobija se LW (X (t)) <

—1.
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Slucaj 3. Za svako X(t) € D3, vazi
LW(X(1) < —kprig + Ay < =52 4 Ay,

Iz (3.53), sledi LW (X (t)) < —1.
Slucaj 4. Za svako X (t) € Dy, vazi

LW(X(t) < —rpoBl 4 Ay < 52 4 Ay

P(t)
Iz (3.54)), dobija se LW (X (t)) < —1.
Slucaj 5. Za svako X (t) € Ds, vazi

LW(X(t) < il 4 A, <24 A,

@
Iz (3.55), sledi LW (X (t)) < —1.

Slucaj 6. Za svako X (t) € Dg, vazi

N

LW(X(t) < —r(1—p1—pa)5d + Ay < —=izoizpal 4 4y

At) =
Iz (3.56]), dobija se LW (X (t)) < —1.
Slucaj 7. Za svako X (t) € D7, vazi

LW (X)) < —’Vi% + Ay < =L+ A,

Iz (B57). sledi LW (X (1)) < —1.
Slucaj 8. Za svako X (t) € Dg, vazi

LW(X(t) < —1uS(t)+ Ay < —f5 + Ay,

pri ¢emu je Az definisano izrazom (3.59). Iz (3.58]), dobija se LW (X (t)) < —1.

Slucaj 9. Za svakoX (t) € Dy, vazi
LW(X(t) < —ipB*(t) + Ay < =5 + Ay,

gde je A4 definisano izrazom ([3.61)). Iz (3.60)), sledi LW (X (¢¥)) < —1.
Slucaj 10. Za svako X (t) € D, vazi

LW(X(t)) < —36I%(t) + As < — 25 + As,

gde je As definisano izrazom (3.63). Iz (3.62)), dobija se LW (X (t)) < —1.
Slucaj 11. Za svako X (t) € Dy, vazi

LW(X(t) < —16,PX(t)+ As < —3% + As,

gde je Ag definisano izrazom (3.65)). 1z (3.64)), sledi LW (X (t)) < —1.
Slucaj 12. Za svako X (t) € Do, vazi

LW(X() € —200H0) + Ar < — 2 + Ar,
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gde je A7 definisano izrazom (3.67)). Iz (3.66|), dobija se LW (X (t)) < —1.
Slucaj 13. Za svako X (t) € D3, vazi

LW(X(t) < —Lpud2(t) + Ay < — 25 + Ay,

pri ¢emu je Ag definisano izrazom (33.69). 1z (3.68]), sledi LW (X (¢)) < —1.
Slucaj 14. Za svako X (t) € Dy, vazi

LW(X(1) < —3uR(t)+ Ay < —f5 + Ay,

gde je Ag definisano izrazom (3.71). Iz (3.70)), sledi LW (X (t)) < —1.

Na osnovu prethodnih razmatranja, sledi da je
LW(X(t)) < -1, =zasvako X(t)€R7\D. (3.72)

Neka je Xy € R7\ D proizvoljno i neka je 75 definisano sa 75 = inf{t > 0: |X(¢)| € D}.
Pored toga, za svako r > | X|, neka je

pri=1nf{t > 0:|X(¢)| > r}.

Tada, primenom Itéve formule (|1.4) i ra¢unanjem ocekivanja, dobija se
tATHApr
WX (EATH A py)) = W(Xo) < E/ LW(X(s))ds, ¥t 0.
0

Na osnovu nenegativnosti funkcije W i relacije , sledi da je
0 <W(Xo)—E{tATHAp,), Vi > 0.
Kada r — oo it — 00, dobija se
E(1p) < W(Xy), VX, € R?\ D.

Poslednje implicira da je uslov (B.2) Leme [L.6| zadovoljen. Dakle, na osnovu Leme [1.6]
model (3.2]) ima jedinstvenu stacionarnu raspodelu. Ovim je dokaz kompletan. A

Na osnovu Teoreme sledi da, ako je RS > 1, tada stohasticki sistem ima er-
godicko svojstvo, odnosno, netrivijalno reSenje stohastickog sistema oscilira oko endem-
skog ekvilibrijuma odgovarajuceg deterministickog sistema, tj. bolest je perzistentna u
srednjem u populaciji.
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Glava 4

Stohasticki epidemioloski modeli koji
ukljucuju vakcinaciju

Vakcinacija se smatra fundamentalnim elementom preventivne medicine, koja ne
samo da S§titi pojedinca, veé¢ i doprinosi opStem zdravlju zajednice. Ona predstavlja
jednu od najefikasnijih intervencija za prevenciju zaraznih bolesti i o¢uvanje javnog
zdravlja. Kroz primenu vakcina, imunoloski sistem se priprema da prepozna i brani
organizam od specifiénih patogena, poput virusa i bakterija, ¢ime se znacajno smanjuje
rizik od oboljenja, komplikacija i smrtnosti. Vakcinacija direktno utice na smanjenje
broja podloznih osoba i povecanje kolektivnog (trajnog ili privremenog) imuniteta ¢ime
se usporava Sirenje bolesti.

Kod zaraznih bolesti za koje postoji razvijena vakcina, moguée je razmatrati model
koji, pored klasa osetljivih (S), zarazenih (I) i oporavljenih (R) osoba, sadrzi i klasu
vakcinisanih osoba (V') i proucavati uticaj vakcinacije na kolektivni imunitet popula-
cije 1 dinamiku Sirenja bolesti. Ukljuc¢ivanje klase vakcinisanih osoba u epidemioloske
modele omogucava analizu efikasnosti vakcina i trajanja imuniteta kao i odredivanje
prioriteta za vakcinaciju. Tako modifikovani epidemioloski modeli, pored procene broja
zarazenih, pomazu u oblikovanju strategija vakcinacije.

U Poglavlju 4.1 je analiziran problem optimalne kontrole stohastickog SVIR mo-
dela s logistickim rastom populacije i prenosom bolesti opisanim funkcijom zasi¢enja
(engleski naziv: saturated incidence function). Rezultati ovog poglavlja su objavljeni
kao poglavlje u knjizi [14]. U Podpoglavlju 4.1.1 je opisana konstrukcija stohastickog
epidemioloskog modela. Podpoglavlje 4.1.2 sadrzi analizu osetljivosti modela u odnosu
na njegove parametare. U Podpoglavlju 4.1.3 opisan je problem optimalne kontrole,
dok je u Podpoglavlju 4.1.4 analiziran problem optimalne kontrole modela bez ograni-
¢enja. Dve vrste budzetskih ograni¢enja za problem optimalne kontrole proucavaju se
u Podpoglavlju 4.1.5. U Podpoglavlju 4.1.6 su prikazani brojni numericki primeri kako
bi se ilustrovali teorijski rezultati. U Poglavlju 4.2 je konstruisan i analiziran stohastic-
ki SVIR epidemioloski model koji ukljucuje i uticaje iz okruZzenja koji se ne desSvaju
Cesto a imaju znacajne efekte. Ovakvi uticaji se ne mogu modelirati Brownovim kre-
tanjem veé se za njihovo modeliranje primenjuju procesi Lévyja. Za tako konstruisani
model, egzistencija globalnog pozitivnog resenja je dokazana u Podpoglavlju 4.2.1. U
Podpoglavljima 4.2.2, 4.2.3 i 4.2.4 su izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje i perzi-
stentnost bolesti i postojanje stacionarne raspodele modela, redom. Podpoglavlje 4.2.5
sadrzi numericke simulacije koje ilustruju rezultate dokazane u Poglavlju 4.2. Originalni
rezultati Poglavlja 4.2 su objavljeni u radu [15].

106



Optimalna kontrola stohastickog SVIR modela

4.1 Optimalna kontrola stohastickog SVIR modela

U ovom poglavlju analiziran je problem optimalne kontrole sa i bez ogranicenja
za stohasticki epidemioloski model sa logistickim rastom populacije i prenosom bolesti
opisanim funkcijom zasi¢enja (engleski naziv: saturated incidence function) kada imu-
nitet, stecen vakcinacijom ili prirodnim putem, nije trajan. Glavni cilj je definisanje
strategija koje mogu doprineti smanjenju Sirenja bolesti.

Buduéi da se mehanizmi prenosa bolesti razlikuju od jedne do druge bolesti, u li-
teraturi su predlozene funkcije prenosa bolesti razli¢itog oblika kako bi se on opisao
na adekvatniji na¢in. U veéini epidemioloskih modela, funkcija prenosa bolesti opisana
funkcijom zasi¢enja obi¢no ima bilinearnu formu $517. Ova formulacija je zasnovana na
pretpostavci homogenog mesanja i bazira se na ¢injenici da pojedinac iz klase osetljivih
S postaje zarazen pri kontaktu sa zarazenim pojedincem iz klase I, gde § > 0 pred-
stavlja stopu prenosa. Medutim, postoje brojni razlozi zbog kojih bi ova standardna
bilinearna forma mogla zahtevati adaptaciju. Pre svega, pretpostavka homogenog me-
Sanja nije primenljiva u svim scenarijima. Pored toga, efekti zasi¢enja mogu dovesti do
toga da funkcije prenosa bolesti rastu sporije od linearne funkcije po I i S. Na primer,
kada je broj zarazenih pojedinaca visok, verovatnoca izlozenosti uzrocniku bolesti je
veoma velika, §to uzrokuje da funkcija prenosa bolesti raste sporije od linearne funk-
cije po I. S druge strane, funkcije prenosa bolesti koje rastu brze od linearne funkcije
po I mogu se javiti u razli¢itim slu¢ajevima, na primer, kada su potrebne visestruke
izlozenosti uzro¢niku bolesti pre nego $to dode do infekcije (videti [104]).

Ostale uobicajene funkcije prenosa bolesti opisane funkcijom zasi¢enja primenjivane
u literaturi su:

e Standardna funkcija prenosa bolesti sa proporcionalnim meSanjem % (videti
[105], [106]) ili funkcija prenosa bolesti zavisna od uestanosti g—ﬁ (videti [107],
[108]), predstavlja bilinearnu funkciju prenosa bolesti normalizovanu ukupnim
brojem pojedinaca, odnosno, ukupnim brojem podloznih i zarazenih pojedinaca,
redom. Ove formulacije su posebno pogodne za velike populacije gde je kretanje
pojedinaca sporo, §to ogranicava kontakte pojedinaca u jedinici vremena. Takve
normalizovane funkcije prenosa bolesti pruzaju precizniji opis dinamike prenosa

bolesti u poredenju sa bilinearnom funkcijom prenosa.

e Nelinearna funkcija prenosa bolesti opisana funkcijom zasi¢enja SSPI9 (videti
[109]) zasniva se na pretpostavci da stopa zarazavanja nije linearna funkcija po
Ii 5. Na primer, funkcija prenosa bolesti sa sporijim rastom po I od linearne
funkcije javlja se zbog efekata zasi¢enja kada je udeo zarazenih visok, sto vodi
ka velikoj verovatnodi izlozenosti bolesti. Nasuprot tome, funkcija prenosa bolesti
koja raste brze od linearne funkcije po I moze se pojaviti kada je udeo zarazenih
vrlo nizak ili kada je za infekciju potrebno visestruko izlaganje.

e Funkcije prenosa bolesti opisane funkcijama zasi¢enja kao $to su lisa IS (videti
BSI

[110]) i {7 (videti []), gde o predstavlja konstantu zasi¢enja koja odrazava pro-
mene u ponasanju pojedinaca koje uti¢u na efektivni broj kontakata, su znacajne
u epidemioloskim modelima. Ove funkcije prenosa bolesti su vazne jer uzimaju
u obzir moguce efekte zasi¢enja u broju efektivnih kontakata izmedu zarazenih i
podloznih pojedinaca. Na primer, kada je broj zarazenih pojedinaca visok, funk-

cija prenosa bolesti {f aII postaje manja u poredenju sa bilinearnom funkcijom
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prenosa bolesti. Ovo moze odrazavati psiholoske efekte, gde porast broja zaraze-
nih dovodi do smanjenja kontakata u populaciji po jedinici vremena, kao reakcija
na visoku prevalenciju infekcije.

e Funkcija prenosa bolesti opisana funkcijom zasi¢enja % (videti [111], [112]),
gde kI™ meri snagu infekcije bolesti, a 1/(1 + al™) kvantifikuje efekat izazvan
promenom ponasanja podloznih pojedinaca u slucaju kada se broj podloznih ili
zarazenih pojedinaca znacajno povecava. Ova formulacija se smatra prakti¢nijom
od SIPSY jer uzima u obzir efekte ponasanja pojedinaca kada dolazi do znacajnog
rasta broja podloznih ili inficiranih osoba.

e Funkcija prenosa bolesti % (videti [I13], [114]) gde je 5 > 0 stopa prenosa.
i my, mo parametri koji mere inhibitorni mehanizam, sli¢na je funkciji prenosa
bolesti zavisnoj od ucestanosti ali ukljucuje efekte inhibicije.

e Funkcija prenosa bolesti oblika (51 — Tf 111) ST ukljucuje uticaj medijskog izvesta-

vanja na dinamiku Sirenja bolesti (videti [115]), gde f; predstavlja stopu kontakta
pre pojave medijskih upozorenja, dok ¢lan % kvantifikuje smanjenje stope kon-
takata usled medijskog obavesStavanja o prisustvu zarazenih osoba. Pretpostavlja
se da je f1 > (B2 > 0, Sto znaCi da medijsko izveStavanje moze smanjiti, ali ne
i potpuno spreciti Sirenje bolesti. Funkcija m+r[, gde je m > 0 konstanta polu-
zasi¢enja, predstavlja ograni¢enu funkciju koja uzima u obzir efekat zasicenja
bolesti (tj. da je ve¢ veliki broj ljudi zaraZen ili imun) ili psihologke efekte.

U epidemioloskim modelima se ¢esto uvodi pretpostavka da je populacija konstant-
na, §to nije uvek odgovarajuée za opisivanje veli¢ina populacija sa ve¢om mobilnoséu
lokalnog stanovnistva. Takode, cesta pretpostavka je da populacija ima eksponencijal-
ni rast sa konstantnom stopom rasta bez obzira na veli¢inu populacije, sto dovodi do
ubrzanog rasta populacije kako se ona Siri. Kod ovog tipa rasta populacije su zanema-
rena ogranic¢enja koja proizilaze iz dostupnosti resursa, sto nije u skladu sa prirodnim
zakonima po kojima su populacije ogranic¢ene kapacitetom sredine. Iz tih razloga su
ovi oblici rasta populacije zamenjeni logistickim rastom (videti [4], [5], [T16H120]). Kod
logistickog rasta populacije, uzet je u obzir kapacitet sredine, koji predstavlja maksi-
malnu mogucu veli¢inu populacije sa dostupnim resursima. Logisticki rast populacije
je oblika ~S(¢) (1 — %), gde je v stopa rasta, a K kapacitet sredine. Kod logistic-
kog rasta, stopa rasta po glavi stanovnika postaje sve manja kako veli¢ina populacije
dostize maksimum nametnut ograni¢enim resursima u okruzenju.

Epidemioloski modeli sa optimalnom kontrolom su Siroko primenjivani kao mo-
¢an alat koji omoguéva konstruisanje strategija za upravljanje dinamikom epidemija.
Osnovni princip optimalne kontrole u epidemiologiji je identifikacija najefikasnije stra-
tegije medu dostupnim opcijama, s ciljem minimiziranja broja infekcije uz optimizaciju
troskova povezanih sa primenom terapija ili vakcina radi kontrole progresije bolesti.

Neki od radova koji se bave problemima optimalne kontrole Sirenja zaraznih bolesti
ukljucuju analizu stohastickog modela Sirenja AIDS-a (videti [I12I]), analizu stoha-
stickih modela Sirenja COVID-19 (videti [122] i [123]), analizu stohastickog i deter-
ministickog modela Sirenja hepatitisa B (videti [124]), analizu deterministickog SIR
modela sa ograni¢enjem trajanja intervencije i strogim karantinom (videti [125]), ana-
lizu deterministickog epidemioloskog modela sirenja COVID-19 (videti [126]), analizu
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deterministickog epidemioloskog modela Sirenja ebole (videti [127]). Ovi modeli su ili
deterministicki ili stohasticki koji zavise od konstantnih parametara modela.

U ovom poglavlju je proucavan problem optimalne kontrole stohastickog SVIR epi-
demioloskog modela sa logistickim rastom populacije i funkcijom prenosa bolesti opi-
sanom funkcijom zasi¢enja. Dobijeni teorijski rezultati postojanja procesa optimalne
kontrole su potvrdeni na primeru prenosa virusa ebole, koja je retka, ali opasna bolest
koja se moze preneti kontaktom sa krvlju ili telesnim te¢nostima inficiranog pacijenta.
Trenutno ne postoji licencirani tretman ili vakcina za ebolu. Zbog moguénosti izbijanja
ozbiljnih epidemija, narocito u delovima Afrike, razvijaju se i testiraju potencijalne no-
ve vakcine i terapije (videti [70]). Iz tih razloga, vazno je analizirati uticaj vakcinacije
na Sirenje virusa ebole i pronadi optimalan trend vakcinacije kako bi se spasili zivoti. S
obzirom na visoku stopu smrtnosti od ebole i postojanje samo eksperimentalnih vakci-
na, analiziran je epidemioloski model za opisivanje Sirenja virusa ebole koji ukljucuje
funkciju prenosa bolesti opisanu funkcijom zasi¢enja, uzimajuci u obzir "psihologki efe-
kat" ili svest pojedinaca o ozbiljnosti bolesti (videti [76], [I27-129] i reference u njima).
Pored toga, u model je ukljuc¢en logisticki rast populacije kao i slu¢ajnost iz okruzenja
kako bi se bolje opisala realnost. U cilju prouc¢avanja slozene dinamike Sirenja bolesti
kao i uticaja vakcinacije na Sirenje i kontrolu bolesti, prikazane su numericke simulacije
stohastickog modela sa optimalnom kontrolom.

4.1.1 Konstrukcija stohastickog epidemioloskog modela

U nastavku ¢ée biti predstavljen stohasticki SVIR epidemioloski model sa funkcijom
prenosa bolesti opisanom funkcijom zasi¢enja i logistickim rastom populacije proucavan
u [4]. Naime, ukupna populacija je podeljena u Cetiri disjunktne klase: klasu osoba
podloznih infekciji, klasu vakcinisanih, klasu inficiranih i klasu oporavljenih pojedinaca,
gde S(t),V(t),I(t) 1 R(t) oznacavaju broj pojedinaca u svakoj od ovih klasa u trenutku
t > 0, redom. Dinamika epidemioloskog modela je opisana sistemom diferencijalnih
jednacina

as(t) = (vs() (1-52) - ffi;fﬁ? CS(t) +uV (1)) dt,
d

av (1) = (¢S(1) - Y8 —wv(t) - uv (1)) d. (4.1)
ar(t) = (42978 + 2O - (T e 6) 1)) dt,
dR(t) = (71(t) — pR(t)) dt,

sa pocetnim uslovom S( ) So, V(0) = Vo, I(0) = Iy, R(0) = Ry.

Parametri modela (4.1]) imaju sledec¢e znacenje:

o 4 je prirodna stopa smrtnosti;

o stopa rasta populacije v predstavlja razliku stope nataliteta b i prirodne stope
smrtnosti (y =b — p > 0);

o K je kapacitet sredine (lokalnog podrudja ili ekosistema);

o (3 je stopa prenosa bolesti;

o ay i as oznacavaju konstante poluzasi¢enja koje uzimaju u obzir ¢injenicu da je
verovatnoca da se vakcinisana osoba zarazi od inficiranog pojedinca manja od verovat-
noce da se podlozna osoba zarazi od inficiranog pojedinca, tj. vazi a; < as;

o ( je udeo podloznih osoba koje se vakcinisu;

o v je stopa gubitka imuniteta stecenog vakcinacijom;

o 7 je stopa oporavka zarazenih;
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o ¢ oznacava stopu smrtnosti od bolesti.

Pretpostavlja se da se virus 8iri kada podlozna osoba dode u kontakt sa inficiranom
osobom, bez obzira na to da li je ta osoba vakcinisana ili ne, $to je u modelu pred-
stavljeno saturisanim funkcijama incidence oblika BSWOI) 5 BV phped toga, rast

populacije se odvija prema logistickom trendu opisanom ¢lanom ~.S(t) (1 — &)

1+a1[(t) 1+a21(t)

K

U radu [4], autori su na osnovu deterministickog modela konstruisali odgova-
rajudi stohasticki model, pretpostavljajuci da je sluc¢ajnost iz okoline direktno propor-
cionalna klasama S(t), V (t), I(t), R(t),t > 0.

Neka je (€2, F, P) prostor verovatnoce gde je €2 prostor ishoda, P verovatnosna mera,
i {Fi}icpop filtracija generisana Brownovim kretanjem {B(t) = (Bi(t), B2(t), Bs(t),
B4(t))}t€[0’ﬂ. U nastavku, pod adaptiranim procesima smatrace se procesi adaptirani
u odnosu na ovu filtraciju.

Stohasticki model analiziran u radu [4], ima sledeci oblik:

K 1+ ay1(t)

dV(t) = ((S(t) . % — V() — ,uV(t)) dt + 0V (£)dBs(t), (4.2)

(Bt 2010t

dR(t) = (rI(t) — pR(t))dt + o4 R(t)dBa(t),

ds(t) — (75(15) (1 _5 (t)) _BSOIY gy +vV(t)> dt + 01 S(1)dB (1),
)

dI(t)

sa pocCetnim uslovom S(0) = Sy, V(0) = V,,1(0) = Iy, R(0) = Ry, gde su oy, 09,03
i 04 intenziteti belog Suma. Za model , autori su pretpostavili da je imunitet
stecen nakon prelezane bolesti trajan, dok imunitet nakon primanja vakcine nije trajan.
Medutim, u realnosti, imunitet ste¢en u oba slucaja nije trajan kod veéine bolesti. To
je bila motivacija da se u ovom poglavlju blago modifikuje stohasticki model ,
uvodenjem pretpostavke da imunitet stec¢en nakon prelezane bolesti nije trajan, veé se
gubi nakon odredenog vremena. Ovo je opisano u modelu stopom 7, koja oznacava stopu

gubitka imuniteta za oporavljene osobe. Modifikovani stohasticki model ima slede¢i
oblik

as(t) = (75(75) (1 — &> _ B0y CS(t) +oV(t) + rR(t)) dt

K 1+ aI(t)
+015(t)dB(t),
av(t) = (CS(t) — 16‘—/9—(5—11;8 —oV(t) — uV(t)) dt + ooV (t)dBs(t), (4.3)

a - (B0, ot

Ltal(t)  1+agl(t) (T+p+9) I(t)) dt + o3I (t)dBs(t),
dR(t) = (T[(t) — (7’ + ,u,) R(t)) dt + 0'4R(t)dB4(t)7

sa pocetnim uslovom S(0) = Sy, V(0) = V4, 1(0) = Iy, R(0) = Ry. Ostali parametri
modela imaju isto znacenje kao Sto je prethodno opisano.
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4.1.2 Analiza osetljivosti stohastickog epidemioloskog modela
na stopu vakcinacije

Cilj je ispitati uticaj vakcinacije u prakti¢nim scenarijima Sirenja bolesti ebole.
Numericke simulacije razmatranog stohastickog modela su prikazane na Slikama
M.1] £:2]1 [A.3) kako bi se ilustrovao uticaj vakcinacije na Sirenje bolesti ebole. Kao $to je
pomenuto u uvodu, trenutno ne postoji licenciran tretman ili vakcina za bolest virusa
ebola, ali se potencijalne nove vakcine i lekovi razvijaju i testiraju (videti [76]).

Uticaj razli¢itih stopa vakcinacije na progresiju bolesti je prikazan na graficima Sli-
ka i gde su odabrane konstantne vrednosti stope vakcinacije ¢ € {0,0.1,0.5}
tokom vremena. Simulacije su dobijene na osnovu realisticnih vrednosti parametara za
sirenje bolesti izazvane virusom ebola, koje su dobijene razli¢itim statistickim metoda-
ma u radovima [I27HI30], na osnovu podataka Svetske zdravstvene organizacije [76] ili
racionalno pretpostavljene (p). Vrednosti parametara date su u Tabeli U primerima
se pretpostavlja da su pocetne vrednosti S(0) = 2000, V' (0) = 0, 1(0) = 350, R(0) = 200
i kapacitet sredine K = 12000.

Simbol  Opis Vrednost Reference

v stopa rasta populacije 0.015 [76]

I54 stopa prenosa 0.0025 [76], [127-130]

v stopa gubljenja imuniteta vakcinisanih  0.00025  (p)

r stopa gubljenja imuniteta oporavljenih  0.00025  (p)

a saturaciona konstanta podloznih 0.01 (p)

as saturaciona konstanta vakcinisanih 1 (p)

p stopa oporavka 0.1 [76], [127-130]

J stopa smrtnosti od bolesti 0.25 [76], [127-130]
prirodna stopa smrtnosti 0.015 [76]

Tabela 4.1: Vrednosti parametara modela (4.3))

Na Slici je prikazano deset trajektorija resenja modela za ¢ = 0, Sto pred-
stavlja scenario u kojem nema vakcinacije. Grafici prikazuju smanjenje broja podloznih
osoba, dok broj oporavljenih osoba raste. Takode, dolazi do naglog poveé¢anja broja za-
razenih osoba pre nego sto on poc¢ne da opada i stabilizuje se. Medutim, varijabilnost
unutar klase zarazenih je znacajna.

S R
2000

1500 |
1000

500 -

10 20 30 40 10 20 30 40 10 20 30 40

(a) S : podlozni (b) I inficirani (c) R: oporavljeni

Slika 4.1: 10 trajektorija reSenja modela 1} bez vakcinacije.

Na Slikama i prikazano je deset trajektorija reSenja modela (4.3)) sa razli-
¢itim stopama vakcinacije. Ove slike ilustruju kako razli¢ite stope vakcinacije uti¢u na
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4.1 Optimalna kontrola stohastickog SVIR modela

maksimum koji kriva zarazenih osoba dostize.

Na Slici trajektorije resenja su dobijene kada je stopa vakcinacije ¢ = 0.1, Sto
znac¢i da 10% podloznih osoba dobija vakcinu. Ova slika pokazuje da broj zaraZenih
osoba sporije raste i dostize nizu maksimalnu vrednost u poredenju sa maksimumom
koji broj zarazenih osoba dostiZe na Slici [£.1 gde nema vakcinacije. Pored toga, broj
podloznih osoba opada kao na Slici [£.1], dok broj vakcinisanih i oporavljenih osoba u
pocetku raste, a zatim opada. Disperzija u klasi zarazenih osoba je manja na Slici

nego na Slici [£.1]
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(d) R: oporavljeni

40

Slika 4.2: 10 trajektorija reSenja modela 1) sa vakcinacijom podloznih od 10%.

Na Slici prikazano je deset trajektorija resenja modela (4.3)), pri ¢emu je stopa

vakcinacije ¢ = 0.5, §to znaci da 50% podloznih osoba prima vakcinu.
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Slika 4.3: 10 trajektorija reSenja modela 1) sa vakcinacijom podloznih od 50%.
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4.1 Optimalna kontrola stohastickog SVIR modela

Ova slika pokazuje da broj zarazenih osoba raste sporije i dostiZe nizu maksimalnu
vrednost u poredenju sa maksimalnom vrednoséu koju dostize broj zarazenih osoba na
Slikama [£.1] i [£.2] Takode, disperzija u klasi zarazenih osoba na Slici [1.3] znacajno je
manja nego disperzija u klasi zarazenih osoba na Slikama[£.1]i[.2] Kao i na Slici[£.2] na
Slici broj osetljivih osoba ima opadajuéi trend, dok broj vakcinisanih i oporavljenih
osoba u pocetku ima rastuci trend, a potom opadajuéi.

Poredenjem grafika zarazenih osoba na ovim slikama, moze se zakljuciti da kako
se procenat vakcinisanih osoba povecava, i vrh krive i varijabilnost zarazenih osoba
postaju manji. Ovo pokazuje efikasnost vakcinacije u kontroli bolesti. Medutim, kako
bi se izbegli nepotrebni troskovi vakcinacije populacije, potrebno je optimizovati stopu
vakcinacije.

4.1.3 Optimalna kontrola stohastickog epidemioloskog SVIR
modela

Neka je T konac¢no vreme (krajnji trenutak vremenskog intervala od interesa) i neka
je {u(t)}co 7y stohasticki proces kontrole, gde u(t,w) oznacava procenat vakcinisanih
osoba u trenutku ¢ u scenariju w € , tako da je u(t) = u(t,w) € [0,1] za svako
t € [0,T]. Za funkciju kontrole se pretpostavlja da pripada skupu dopustivih kontrola

A= {u(t,w) € L2 ([0, T],9Q) : 0 <wu(t,w) <1, si, (4.4)
weNtel0,T),u(t,w) adaptiran} .

U nastavku je formulisan problem optimalne kontrole uvodenjem kontrolnog procesa
koji opisuje stopu vakcinacije u oznaci u(t) u model . (Cilj uvodenja ovog kontrolnog
procesa je minimizacija broja inficiranih osoba i troskova vakcinacije.

Dobijeni model je dat slede¢im sistemom SDJ

ds(t) = <75(t) (1 - Sg)) fi (a)l [(é)) u(t)S(t) + oV (t) + rR(t)) dt
+015(t)dBl< )

av(t) = <u(t)S(t) V!

1+ aql

t)
t)
di(t) = (fi(?ll((t)) fz(azliti —(T+p+96) I(t)) dt + o3I(t)dBs(t),

dV(t) = (71(t) — (u+7)R(t)) dt + o4 R()dBa(t),

E — (u+ v)V(t)) dt + ooV (1)dBs(t), (4.5)

sa poCetnim uslovom S(0) = Sy, V(0) = Vi, I(0) = Iy, R(0) = Ry.

Poredenjem modela i , uocava se da je konstanta ¢ u modelu (4.3)) za-
menjena procesom u(-) u modelu . Na taj nacin, stopa vakcinacije postaje proces
zavisan od vremena i scenarija, odrazavajuci slucajnost okruzenja u svakom trenutku.

4.1.4 Problem stohasticke optimalne kontrole bez ogranicenja

Najpre ¢e biti analiziran stohasticki model sa optimalnom kontrolom bez ogranice-
nja. To podrazumeva uvodenje funkcije performansi definisanu ocekivanjem integrala
ponderisane sume dva ¢lana, jednog koji zavisi od broja zarazenih osoba i drugog koji
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4.1 Optimalna kontrola stohastickog SVIR modela

zavisi od procenta vakcinisanih osoba:

J(u) :=E UOT (k1I(t) + kou®(1)) dt|, (4.6)

pri ¢emu su kq, ky tezinski koeficijenti.

Napomena 4.1 Izbor funkcije performansi je u skladu sa standardima u literaturi. U
ovom slucaju je primenjena kvadratna funkcija kako bi se obuhvatili nelinearni efekti
vakcinacije populacije (vise detalja je dostupno u [7,8,15,16]). Ipak, mogu se definisati
i drugi oblici funkcija performansi, poput logaritamskih ili eksponencijalnih.

Da bi se identifikovala optimalna kontrola za posmatrani sistem, potrebno je da se

identifikuje strategija {u(t)},co 7 koja minimizira funkciju performansi. Dakle, cilj je
pronalazenje optimalne kontrole u(-), tako da je

Igéijl J(u) = glei,{tlE [/0 (k1I(t) + kou®(1)) dt| . (4.7)

Radi jednostavnijeg zapisa, uvode se oznake
X(t) = (X1(t), Xa(t), X3(t), Xa(t)) = (S(¢), V1), 1(2), R(t)) ,

sa pocetnim uslovom z(0) = (z1(0), 22(0), 23(0), 24(0)). Pored toga, neka je

0 v 0 r -1 0 0 0
I G T S I R
0 0 T —(u+r) 0 000
o= (0 (1-40) o2t vt
I 00)
g(X (1) = (019(t), 02V (1), 031 (t), 04 R(t)) . (4.9)

Tada, sistem (4.5) moze biti predstavljen u matri¢noj formi na sledeéi nac¢in

dX(t) = [f(X(t) + A X(t) + A X (Hu(t)] dt + g(X(¢))dW (1)

— B(X(1), u(®))dt + o(X (£))dB(1), (4.10)

gde je
b(X(t),u(t) = f(X(1)+AX(t)+ A X (t)u(t),
o(X(t)) = g(X(1)).
Problem optimalne kontrole bez ograni¢enja stohastickog sistema (4.10) je

(4.11)

minge4 Jz(0 (u),
{ dX(t)A: b(())((t), u(t))dt + o (X (t))dB(t). (4.12)
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Ovo je problem optimalne kontrole stohastickog modela standardnog oblika, koji je
opisan u [I31], u Poglavlju 11. Da bi se odredilo resenje za problem optimalne kontrole
(A7), primenjuje se princip maksimuma (videti [I32HI34], Poglavlje 3.2 u [135]). Princip
maksimuma ¢e biti ukratko predstavljen u nastavku.

Neka su f : Ry x R" x R* - R i g : R" — R date, neprekidno-diferencijabilne
funkcije. Razmatra se stohasticki problem optimalne kontrole

mingea [ fi X (0, u(t)dt + (X ()]
dX (t) = b(t, X (1), u(t))dt + o(t, X (t))dB(t), (4.13)
X(0) ==,

pri ¢emu je U C R dati skup, b : Ry X R" XU - Rioc: R, xR"xU — R,
b, o), ogranicene i b, o, fI i ¢/, ogranicene sa C(1 + |z|+ |u]), C' € R,. Kontrolni proces
u(t) = u(t,w) : Ry xQ — U je iz skupa dopustivih kontrola u € A, dinamika od X ima
jedinstveno, strogo reSenje za svako x € R" i E* [fOT Ft, X(t),u(t))dt + g(X(t))] < 00.
Funkcija H : [0,7] x R* x U x R™ x R*™"™ — R je Hamiltonijan (videti [134]),
definisan sa
Mt u,p,q) = f(tz,u) + 0" (tz, w)p +tr(o”q).

Teorema 4.1 (Princip dovoljnog maksimuma, [134]) Ako je (4, X) resenje pro-
blema optimalne kontrole ({§.13), tada postogi resenje (p(t),(t)) odgovarajuée pridru-
Zene jednacine

Ap(t) = =V H(E X (0. u(t).p(0).at) + aOdBO. t<T
p(T) = Vg(X(T)), '
tako da, za svako t, vazi
H(t, X (t),a(t),pt), 4(t)) < Ht, X(t), v, p(t),4(t), ve A (4.15)

Napomena 4.2 Uslov Teoreme ima ovakav oblik jer koeficijent difuzije
o(t, X(t)) ne sadrzi kontrolni proces u(t).

Hamiltonijan H : [0,7] x R* x [0,1] x R* x R* koji se odnosi na kontrolni sistem
(4.12) je definisan na sledeci nacin

H(t, (1), ult),p(t), q(t)) = kiws(t) + keu’(t) + b(x(t), u(t))p(t) + o(x(t))a(t)
= has(t) + ko (1) + f(X(8)p(t) + AL X (2)p(t)
+AX (Du(t)p(t) + g(x())q(t),

(4.16)

gde je pridruzeni proces
p(t) = (pr(t),p2(t), ps(t), pa(t)),  q(t) = (qu(t), q2(t), gs(t), qu(t)), ¢ €[0,T],
reSenje sistema backward stohastickih diferencijalnih jedna¢ina (BSDJ):

{ dp(t) = —V,H()dt +q()dB(),

ol = 0 (4.17)
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Ovaj sistem u matri¢noj formi je ekvivalentan sistemu

i) = | (1= Fen0) = 2 Y )+ 52 o) - a0
+u(t)p2(t) + o1qa (t)} dt + q1(t)dBy (1),
rt) = | =204 5 o)+ nl0) - 0+ et
+O'2Q2(t):| dt + qo(t)dBs(t), (4.18)

= e — 1 (t) _ To(t)
i) =~ T amo?”” s dmy"

ml(t) Qfg(t)
(1+ a1$3(t))2p1(t) i 5(1 + agxg(t))2p2(t) — (04 7)ps(t)

Hm@+@%@kﬂqu&@,

dps(t) = —[rpi(t) — (r + p)pa(t) + o4qu(t)] dt + qu(t)dBy(t),
pi(T) = 0,:=1,23,4,

sa zadatim konacnim uslovom (funkcija performansi J,)(u) ne sadrzi komponentu
kona¢nog vremena).
U nastavku je navedena teorema koja garantuje postojanje reSenja linearne BSDJ.

Teorema 4.2 (J136]) Neka su af-), 3(+), predvidivi ograniceni procesi, yr € L*(Fr),
@(t) predvidiv proces za koji vaZi E[fOT ©*(t)dt] < oo. Jedinstveno resenge (Y (t), Z(t))
linearne BSDJ

ay(t) = —(et)+a)Y(t)+5()Z(t))dt+ Z(t)dB(t),
Y(T) = yr,
dato je sa
Y(t)=E [yTl;—f + /tT ?—jg&(s)ds\}"t] , 0<t<T,
gde je

dr(t) = T(t7)(a(t)dz + B(t)dB(t), >0,
ro = 1.
Kako je sistem BSDJ (4.18) linearan, na osnovu Teoreme postoji jedinstveno

resenje (p(t),q(t)),t € [0,T] za sistem pridruzenih BSDJ.
Dakle, na osnovu principa dovoljnog maksimuma (Teorema , vazi

87-[ (t7 a”’? u?p? Q)
ou

=0,

odnosno,
2k2u(t) — I (t)pl (t) + ﬂfl(t)pz(t) =0.
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Resavanjem ove jednacine po u(t), dobija se
S(t) (pa(t) — pa(t))
t) =
u(?) 2k !
gde su p1(t), pa(t) reSenja pridruzenog sistema BSDJ (4.18)).

Proces u(t) ne mora da pripada skupu dopustivih kontrola A, jer nema garancija
da je u(t) = %)2—@@)) € [0,1], za t € [0,T], s.i. Medutim, ako se definise

u*(t) = min {max{(), S(®) (p1(222— pz(t))} | 1}7

tada, u*(t) zadovoljava uslove principa maksimuma. Tada je, {u*(t)}te[o 7] Proces opti-
malne stohasticke kontrole. Ova razmatranja su sumirana u sledec¢oj teoremi.

Teorema 4.3 Proces optimalne kontrole u*(t),t > 0, koji odgovara problemu optimal-
ne kontrole bez budZetskih ogranicenja koji se odnosi na sistem SDJ je dat

K w*(t) = min {max {0, S(t) (pl(;lzz_ p2(1)) } , 1} . telo,T]. (4.19)

4.1.5 Problem optimalne kontrole sa ogranicenjem troskova

U ovom delu ¢e biti predstavljen problem stohasticke optimalne kontrole sa ogra-
ni¢enjem troskova i metod za njegovo reSavanje. Osnovni cilj je utvrditi optimalnu
strategiju vakcinacije koja minimizira broj zarazenih osoba uz minimalne troskove vak-
cinacije.

Neka je ¢(t),t € [0,T] data funkcija troskova potrebnih za vakcinaciju jedne osobe
u trenutku ¢. Razmatrace se dva tipa ogranicenja

Ogranicenje A: E [ /0 ' S()u(t)e(t) dt] <V. (4.20)

T
Ogranicenje B: / Sut)e(t)dt <V, si, (4.21)
0

gde je V € R, data vrednost kojom se ogranicavaju troskovi.

Ogranicenje A omogucuje da oc¢ekivani ukupni trosak vakcinacije tokom celog perio-
da ne premasuje unapred odredenu vrednost ), dok ogranicenje B, osigurava da ukupni
trosak vakcinacije tokom celog perioda skoro izvesno ne premasi V. Treba napomenuti
da je ogranicenje B stroze od ogranicenja A, jer ako je uslov zadovoljen, tada je
zadovoljen i uslov (4.20)).

U reSavanju problema stohasticke optimalne kontrole sa oba budzetska ogranicenja
bi¢e primenjen pristup koji ukljucuje primenu metoda generalizovanih Lagrangeovih
multiplikatora u kombinaciji sa tehnikama stohasticke optimalne kontrole (videti Po-
glavlje 11.3 u [I31], [I35] i Poglavlje 5 u [121]).

U nastavku ¢e ukratko biti predstavljen metod Lagrangeovih multiplikatora, opisan
u Poglavlju 11.3 u [I31].

Razmatra se problem pronalazenja ®(x) i u*(z) tako da je

®(z) = sup JU(x) = J* (z), (4.22)

uelU
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gde je
JH(z) = B [ / " )t + K(X(T))
0
i U prostor kontrolnih procesa u : R**! — U C R¥ tako da je
E°[M;(X*“(T))] =0, i=1,2,..,1, (4.23)
pri éemu je M = (M, ..., M;) : R*"! — R! data neprekidna funkcija,
E*[|M(X“(T))|] <1, VreR"uel.
Problem optimalne kontrole bez ogranic¢enja je definisan na slede¢i nacin.

e Zasvako A € R'iu € U neka je
Ji(z) = E° VT FUOXHE)dE + K(XUT) + A MXT)|,  (4.20)

gde - oznacava unutrasnji proizvod u R!. Neka su @, (z) i u}(x) takvi da vazi

@y (2) = sup Ji(z) = Ji> (x) (4.25)

ucU

bez terminalnih uslova.

Teorema 4.4 ([131]) Za svako A € A C R!, neka procesi ®(x) i u; zadovoljavaju

problem optimalne kontrole bez ogranicenja ,. Pored toga, neka postoji A\ €
A tako da je

E*[M (X" (T))] = 0.

Tada su ®(x) := @y, (v) i u* = u}, reSenja problema optimalne kontrole sa ogranice-

niem (23, (23

Ogranicenje A.

Neka je A > 0 deterministicki Lagrangeov multiplikator. Lagrangeova verzija pro-
blema optimalne kontrole sa ograni¢enjem je

{ minge B | [ R I(E) + Rou () dt 4+ A fy S(E)ut)e(t) di] (4.26)

dX(t) =0(X(t),u(t))dt + o(X(t))dB(t).
Konaéni ¢lan funkcije performansi je nula. Oznaka E®([] je koris¢ena za uslovno
ocekivanje pod uslovom da proces {X (¢)},c( 7y Pocinje u z(0).
Da bi se resio problem optimalne kontrole sa ogranienjima A, bi¢e primenjena
Teorema [4.4] (videti takode Teoremu 5.1 u [121]).
Hamiltonijan #H : [0, 7] x R* x [0, 1] x R* x R* koji se odnosi na problem optimalne

kontrole je
H(t,x,u,p,q) = kias(t) + kgu?(t) + Ay (H)u(t)e(t) + bz (t), u(t))p(t)
+o(z(t))q(t) (4.27)
= Kyas(t) 4+ kou?(t) 4+ Awy (8)u(t)c(t)
+ (fF(X(1) + AL X (1) + A X (t)u(t)) p(t) + g(x(t))q(t),
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gde su pridruzeni procesi

p(t) = (1), pa(1), p3(t), pa(t)),  a(t) = (@(8), 4a2(t), gs(t), qa(®)), ¢ < [0, 7]

reSenja sledeceg sistema BSDJ:

dp(t) = —V,H(t)dt + q(t)dB(),
4.28
p(T) = 0. (4.28)
Ovaj sistem u matri¢noj formi je ekvivalentan sistemu
dpi(t) = = Mu(t)e(t) + (7 = an(t) - B2 ) p(t) + S2ms ()
—U(t)pl (t) + u(t)p2(t) + 11 (t)] dt + q1 (t)d By (t),
dpa(t) = —| = Brretgpe(t) + Bt ps(t) + opa(t) — (v + p)pa(t)
da(t) = ~ |k~ Brragarn ) — Armearrat) + Bairn (0
2 apalt) = 1+ + Thlt) + 7in(0) + ()|
+qs(t)dBs (1),
dpa(t) = —I[rpi(t) = (r+ p)pa(t) + 0aqa(t)] dt + qa(t)dBa(2),
pi(T) = 0,i=1,23,4,

pri ¢emu je konacni uslov p;(T) =0, i = 1,2, 3,4, jer funkcija performansi J;()(u) ne
sadrzi komponentu za terminalno vreme.

Ovaj sistem BSDJ je linearan. Na osnovu Teoreme [1.2] postoji jedinstveno resenje
(p(t),q(t)),t € [0,T] sistema pridruzenih BSDJ, a ista teorema daje i eksplicitno reSenje
ovog sistema.

Uslov principa dovoljnog maksimuma (Teorema koji se primenjuje u odrediva-
nju procesa optimalne kontrole je:

OH (t,x,u,p,q) 0
ou ’
2kou(t) — x1(£)p1(t) + x1(t)pa(t) + Axq(t)e(t) = 0.

Resavanjem ove jednacine po u(t), dobija se

S(t) (p1(t) — pa(t) — Ae(t))

u(t) = o , (4.30)

pri ¢emu se py(t), p2(t) dobijaju resavanjem pridruzenog sistema BSDJ (4.29).
Kako u(t) = S(t)(pl(t)ggj(t)_’\c(t)) ne mora da pripada segmentu [0, 1] za svako t €

[0, 77, s.i, u(t) ne mora pripadati skupu A. Iz tog razloga se definise

u*(t) = min {max {0’ S() (pa(t) ;gj(t) — Ac(t)) } 7 1} 7 (4.31)
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koji zadovoljava uslove principa dovoljnog maksimuma (Teorema. Dakle, na osnovu
Teoreme (ili Teoreme 5.1 u [121]) i principa dovoljnog maksimuma, sledi da je
{u*(t)}e0.77y Proces stohastitke optimalne kontrole ako postoji Ag > 0 tako da

E [ /0 ' Sus. (B3, (et dt} _v-o. (4.32)

Na osnovu [121], za odredivanje takvog Ag u praksi, potrebno je uvesti u}  u sistem
SDJ, kako bi se izra¢unala vrednost S“XO’ a zatim resiti (} pomocu metode Monte
Karlo [137].

Ogranicenje B.

Formulacija problema optimalne kontrole sa ograni¢enjem B je sli¢na formulaciji
problema optimalne kontrole sa ograni¢enjem A. Razlikuju se u stohastickoj priro-
di Lagrangeovog multiplikatora A. Sli¢nim proracunom kao u slu¢aju ogranicenja A,
dobija se

w*(t) = min {max {0, S5() () ;zj(t) = Aclt)) } , 1} . (4.33)

Prema tome, u*(t) zadovoljava uslove principa maksimuma. Na osnovu Teoreme
(videti, takode, Teoremu 5.2 u [121]), {u*(¢)},c(oz) Je proces stochasticke optimalne
kontrole ako postoji Ag > 0 s.i. tako da vazi

/ ' Sus (i, (B)e(t) dt =V =0, si (4.34)

Na osnovu [121], za odredivanje takvog Ao u praksi, potrebno je inkorporirati u}  u
sistem SDJ kako bi se izra¢unala vrednost SURO> a zatim resiti {i metodom Monte

Karla.

4.1.6 Numericke simulacije

U nastavku su prikazane numericke simulacije problema optimalne kontrole bez
ogranicenja kako bi se ispitala slozena dinamika i uticaj vakcinacije na prenosenje
i kontrolu bolesti.

Vrednosti parametara koriSéene u simulacijama su date u Tabeli koja sadr-
7zi realisti¢ne vrednosti parametara modela Sirenja virusa ebole, koje su dobijene na
osnovu podataka Svetske zdravstvene organizacije [76], ocenjene razli¢itim statistickim
metodama u nau¢nim radovima [I27HI30] ili racionalno pretpostavljene (p).

Numericke aproksimacije problema optimalne kontrole bez ogranicenja su
dobijene primenom iterativnog metoda, koji je opisan u radu [I12I]. Ovaj iterativni
metod sastoji se od nekoliko koraka:

e Prvi korak je odredivanje aproksimativnog resenja stohastickog sistema (4.5)) pri-
menom Eulerove numericke Seme. Iz tog razloga, definisani su pocetni uslovi
S(0),V(0),1(0), R(0) i pocetna stopa vakcinacije u(0). Na ovaj nain se moze
odrediti numericko reSenje stohastickog sistema ({4.5)).
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4.1 Optimalna kontrola stohastickog SVIR modela

e Zatim, na osnovu numerickog reSenja jednacine (4.5) dobijenog u prethodnom
koraku, dobijeno je aproksimativno reSenje pridruzenog backward sistema (4.18|)
primenom backward Eulerove Seme.

e Sledeci korak je redefinisanje kontrole u(-). Na taj nacin, kontrola postaje jed-
naka konveksnoj kombinaciji prethodne iteracije kontrole sa novo izra¢unatom
kontrolom izvedenom iz formule (4.19) u Teoremi U i-toj iterativnoj petlji,
kontrola uzima slede¢u vrednost:

old new
U; = )\oldui + /\newui 5

new
(2

gde je ug' kontrola dobijena u prethodnom iterativnoj petlji, a u
pomocu formule ((4.19)).

je izracunata

e [teracija se zaustavlja kada je razlika izmedu numerickog resenja (g V.I,R,pn,
P2, D3, D4, q1, G2, 43, 44) dobijenog u trenutnoj i prethodnoj iteraciji dovoljno mala,
za sve procese. Na ovaj nac¢in je unapred definisana apsolutna greska konvergencije
numerickog resenja.

Primer 1. Na Slici prikazano je deset trajektorija sistema dobijenih pri-
menom Teoreme 1. Pocetne vrednosti odabrane u simulacijama su S(0) = 2000, V' (0) =
0,1(0) = 350, R(0) = 350, N(0) = 2550 i u(0) = 0.5 a terminalno vreme je 40 godi-
na. Neka koeficijenti ki, ko koji figurisu u funkeiji performansi , imaju vrednosti
ki = 20, ks = 0.3 - N(0), kapacitet sredine K = 12000 i intenziteti of = 0.02, o4 =
0.015, o} = 0.035 i o} = 0.01.

S(

1500

(a) S : podlozni (b) V: vakcinisani (c) I: inficirani

(d) R: oporavljeni (e) u: kontrolni proces

Slika 4.4: 10 trajektorija reSenja modela 1)

Prema ovim graficima, optimalna stopa vakcinacije vrlo brzo dostize maksimalnu
vrednost (u ovom slu¢aju, maksimalnu dozvoljenu stopu vakcinacije). Nakon odredenog
vremena, optimalna stopa vakcinacija brzo opada i dostize nulu u kona¢nom trenutku.

Primer 2. Primenom Teoreme [4.3] na Slici je prikazano 10 trajektorija sistema
. Vrednosti parametara modela su odabrane kao u Primeru 1. Jedina promena u
vrednostima parametara modela u poredenju sa Primerom 1 su veée vrednosti inten-

ziteta Sumova, odnosno, o? = 0.06,0% = 0.03,02 = 0.08 i 02 = 0.05. Sa Slike [4.5] se
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4.1 Optimalna kontrola stohastickog SVIR modela

moze uociti da povecanje intenziteta Sumova u odnosu na Primer 1 prouzrokuje veéu
disperziju trajektorija, dok trend procesa stohasticke optimalne kontrole ostaje isti.

£} v(
20001

1500

1000

500

10 20 30 40 10 20 30 40

(a) S : podlozni (b) V: vakcinisani

(d) R: oporavljeni (e) u: kontrolni proces

Slika 4.5: 10 trajektorija reSenja sistema SDJ 1)

Primer 3. Na Slici [4.0] je prikazano deset trajektorija procesa s razli¢itim pocetnim
vrednostima u odnosu na prethodne primere. Pocetne vrednosti, odabrane u ovom pri-
meru, su S(0) = 500,V (0) =0,1(0) = 35, R(0) = 50, N(0) = 585, kapacitet populacije
je K = 1200 i intenziteti Sumova su o5 = 0.03, o3 = 0.02, 03 = 0.06, o3 = 0.05.
Terminalno vreme modela je 40 godina, pocetna vrednost procesa kontrole u(0) = 0.5
a tezinski koeficijenti funkcije performanse su k; = 20, ks = 0.3 - N(0), kao u

Primerima 11 2.

s
500

400
300
200

100

10 20 30

(a) S : podlozni

t
10 20 30 40

(d) R: oporavljeni (e) u: proces kontrole

Slika 4.6: Deset trajektorija resenja modela 1)

Porede¢i Primer 3 s Primerima 1 i 2, uocava se da u Primeru 3 optimalna stopa
vakcinacije pocinje da opada ranije nego u Primerima 1 i 2, zbog razli¢itih pocetnih
vrednosti i parametra K, koji je deset puta manji u Primeru 3.
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Dinamicka analiza i stacionarna raspodela stohastickog modela sa kasnjenjem i
Lévyjevim skokovima

Primer 4. Ispituje se uticaj vrednosti koeficijenta ko koji se pojavljuje u funkciji
performansi, na optimalnu stopu vakcinacije. Iz tog razloga, na Slici je prikazano
10 trajektorija modela, s istim izborom parametara modela kao u Primeru 3, osim
koeficijenta ks koji je ko = 0.3 - N(0).

10 20 30 40

(a) S : podlozni

t n L L t
10 20 30 40

(d) R: oporavljeni (e) u: proces kontrole

Slika 4.7: Deset trajektorija reSenja sistema 1}

Na Slikama[4.6]1 [4.7] se uoc¢ava da se opadajuéi trend optimalne stope vakcinacije na
Slici [4.7] javlja znatno kasnije u odnosu na isti na Slici Ovakva dinamika optimalne
stope vakcinacije je ocekivana, ako se uzme u obzir definicija funkcije performansi data

jednac¢inom (|4.6)).

4.1.7 Zakljucak

U ovom poglavlju razmatran je problem optimalne kontrole za stohasticki model
sa logistickim rastom i funkcijom prenosa bolesti opisanom funkcijom zasi¢enja. Stopa
vakcinacije predstavljena je funkcijom kontrole. Fokus je bio na identifikaciji najefi-
kasnije strategije medu dostupnim za minimizaciju broja inficiranih, uz optimizaciju
troskova vakcinacije koja se koristi za suzbijanje Sirenja bolesti. Izvedeni su potrebni
uslovi za postojanje optimalne kontrole primenom principa maksimuma. Pored toga,
dobijeni teorijski rezultati su potvrdeni numerickim simulacijama.

4.2 Dinamicka analiza i stacionarna raspodela stoha-
stickog modela sa kasnjenjem i Lévyjevim skoko-
vima

Zarazne bolesti poput side, ebole, zike, gripa, hepatitisa B, Covid-19 i drugih, pred-
stavljaju globalni rizik po javno zdravlje. One imaju znacajan uticaj na javno zdravlje,
drustveni i ekonomski razvoj, pa ¢ak i na ljudski zivot (videti [I38-140]). Da bi se bolje
razumeli mehanizmi prenosa zaraznih bolesti i doslo do efikasnih strategija za njihovu
prevenciju i kontrolu, matematic¢ari su predlozili brojne matematicke modele kako bi
proucavali dinamiku 8irenja zaraznih bolesti (videti, na primer, [139], [T41], [142]).
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4.2 Dinamicka analiza i stacionarna raspodela stohastickog modela

Razli¢ite pojave u prirodi, poput interakcija izmedu ljudi i okruzenja, kontakati
izmedu ljudi, efikasnost vakcinacije, i druge, prirodno su izloZene slu¢ajnom uticaju
iz okruzenja (videti [143|, [144] i reference u njima). Mao i saradnici su u radovima
[145] i [146] pokazali da beli Sum, koji odrazava slucajnost, ima snazan destabilizujuéi
efekat na Sirenje bolesti i evoluciju vrsta, sugerisuci da stohasticki modeli mogu pruziti
dodatnu dozu realizma u poredenju sa njihovim deterministickim pandanima.

Iznenadni znacajni uticaji iz zivotne sredine, kao Sto su epidemije, zemljotresi i
uragani, mogu dovesti do znacajnog smanjenja populacije. Ovi uticaji se ne mogu mo-
delirati belim Sumom. Zbog toga je za opisivanje ovih iznenadnih uticaja iz okruzenja
primenjivan Lévyjev proces. U epidemiologiji, Lévyjevi procesi omogucéavaju opis iz-
nenadnih promena u dinamici, poput neocekivanog povecanja broja inficiranih zbog
masovnih okupljanja ili migracija. Pored toga, moze do¢i do naglog smanjenja broja
inficiranih usled redukcije kontakata ili masovne vakcinacije populacije. Ukljucivanje
Lévyjevog Suma u epidemioloske modele omogucava realisti¢niju reprezentaciju okruze-
nja i ima znacajan doprinos u opisivanju Sirenja bolesti (videti, na primer, [T47H154]).

U poslednje vreme je posebna paznja posveéena proucavanju dinamike epidemiolo-
skih modela sa vremenskim kasnjenjem. Konstantno vremensko kasnjenje je razmatrano
u radovima [54] i [I55], dok je kasnjenje koje ima neki tip neprekidne raspodele analizi-
rano od strane Ma i saradnika u radu [I56]. Kasnjenje kod epidemiologkih modela moze
da opisuje gubljenje imuniteta (videti [I57HI59]), vreme koje je potrebno da vakcina
pocne da deluje (videti [T60], T61]) ili period inkubacije ([54], [I55]). Pokazano je da su
vremenska kaSnjenja od znacaja u proucavanju dinamickih svojstava Sirenja bolesti.

U radu [99], autori su razmatrali stohasticki SIRS epidemioloski model koji sa-
drzi sluc¢ajnost tipa belog Suma, i utvrdili uslove za iskorenjivanje i perzistentnost u
srednjem bolesti, kao i dovoljne uslove za postojanje jedinstvene ergodi¢ne stacionarne
raspodele. U radu [T01], autori su proucavali stohasticki SIR epidemiologki model koji
sadrzi slucajnost tipa belog Suma, sa kasnjenjem koje ima neprekidnu raspodelu i sa
degenerisanom difuzijom. Koriséenjem teorije Markovljevih polugrupa dokazano je po-
stojanje i jedinstvenost stacionarne raspodele. U radu [§] je analiziran stohasticki SIS
epidemioloski model sa vakcinacijom, koji ukljucuje beli i obojeni Sum. Za ovaj model,
dovoljni uslovi za postojanje jedinstvene ergodi¢ne stacionarne raspodele utvrdeni su
konstrukcijom funkcija Lyapunova.

Cilj u ovom poglavlju je analizirati dinamiku stohastickog SVIR modela sa kasnje-
njem koje ima gama raspodelu kod kog je ukljucen logisticki rast populacije i funkcija
prenosa bolesti opisana funkcijom zasi¢enja. Kasnjenje, koje se javlja u ovom mode-
lu, odrazava vreme potrebno da se nakon kontakta infekcija razvije i osoba postane
zarazna.

4.2.1 Konstrukcija stohastickog epidemioloskog modela sa ka-
Snjenjem i Lévyjevim skokovima

U ovom poglavlju je fokus na konstrukciji stohastickog epidemioloskog modela sa
saturisanim funkcijama incidence i logistickim rastom populacije, na osnovu determi-
nistickog modela , koji je opisan u Podpoglavlju 4.1.1. Za razliku od stohastickog
modela razmatranog u prethodnom poglavlju, u kojem je slu¢ajnost iz okruzenja opisa-
na Brownovim kretanjem, u ovom poglavlju ¢e, pored Brownovog kretanja, biti koris¢en
i Lévyjev proces za opisivanje sluc¢ajnosti.

Najpre je deterministicki epidemioloski model modifikovan na sledeé¢i nacin.
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4.2 Dinamicka analiza i stacionarna raspodela stohastickog modela

Funkcije prenosa bolesti opisane funkcijama zasi¢enja figl)f((f)) i BIKS;)]I((:)) koje se javljaju

u modelu (4.1)) i uzimaju u obzir efekat znacajnog povecanja broja inficiranih zamenje-
ne su funkc1 ama prenosa bolesti 22010 BVIOIY. 'y 56 yzimaju u obzir odgovarajuce

jama b B T
preventivne mere preduzete od strane podloznih ili vakcinisanih pojedinaca u cilju kon-
trole irenja epidemije. Pored toga, prateci pristup iz [162], u deterministicki model je
uvedeno kasnjenje sa jezgrom ¢(s). Na taj nacin je dobijen sistem od ¢etiri diferencijalne
jednacine prikazan u nastavku:

%%Q = %%ﬂ(l_%go__Lﬁigaklmg@—TﬂﬁMT—uﬂﬂ+MV@%

@%Q - wwy—1fﬁg2w/;ﬂ@_fﬂ@mT—mqw_uv@,

d{d—y) - 1_'_65;(12(” /;OO gt —7)I(7)dr + 1 _'_6:;53_@) /_Oo gt —7)I(7)dr
—(p+u+9)I(),

WO prt) ~ (¢ + ) ). (4.35)

sa poCetnim uslovom S(0) = Sy, V(0) = Vo, I(0) = ¢, R(0) = Ry, 0 € [—00,0].

Jezgro kasnjenja g : [0,00) — [0,00) je L' -funkcija, koja zadovoljava [ g(s)ds =
1. Veli¢ina o = fooo sg(s)ds je poznata kao prosecno (ocekivano) kasnjenje za jezgro
g. U modeliranju bioloskih sistema, najceS¢e se primenjuje jezgro kasnjenja koje ima
Gama raspodelu g(s) = %, s > 0, gde je & > 0 parametar koji oznacava ek-
sponencijalno slabljenje pamdcenja, poznato i kao efekat retrogradacije proglih se¢anja,
dok je m nenegativan ceo broj (videti [163]). Za ovu vrstu jezgra kaSnjenja, moze se
dokazati da je prose¢no kasnjenje o = "H . U literaturi, jezgro g(s) = £e7%%, s > 0 za
n = 0, se naziva slabim jezgrom i ono se najcesée primenjuje u modeliranju epidemi-
ja. U ovom poglavlju je analiziran epidemioloski model sa slabim jezgrom kasnjenja.
Zamenom izraza g(s) za n = 0 u sistem (4.35)), dobija se sistem oblika:

S 75“)(1‘5?) s / €S UDI(r)dr — vS(E) + vV (1),

v (t) o

- - 1+m2v / g DI(T)dr — oV (1) — pV (1),

dI(t) -3 o

At 1+m1 / s (r)dr 1+mﬂf / ge T (r)dr
@+u+5 (t),

WD 1)~ ) RO (4.36)

sa pocetnim uslovom S( ) =50,V (0) = Vi, 1(0) = ¢, R(0) = Ry, 0 € [—00,0]. Uvode-
njem smene X (t f Ee~SU=T)[(1)dr, sistem (#.36]) se moZe transformisati u slededi
ekvivalentan smtem

ds(t) — (75(15) (1—S(t)) B5()X(1) S(t)+v1V(t)) dt,

K ) 1T+msS@t)
dv(t) = (vS(t) - f‘:(;—% — 0 V(t) - uvu)) dt, (4.37)
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dI(t) = (fi(Zf;((tt)) + fz(;z;(/((?) —(p+p+9) I(t)> dt,
dR(t) = (pI(t) = (r+ p) R(t))dt,
dX(t) = &(I(t) = X(1))dt,

sa po¢etnim uslovom S(0) = Sy, V(0) = V4, I(0) = Iy, R(0) = Ry, X(0) = Xj. Na osno-
vu deterministickog epidemioloskog modela , konstruisan je odgovarajuéi stoha-
sticki model pod pretpostavkom da se neprekidne fluktuacije iz Zivotne sredine mogu
opisati Brownovim kretanjem, a nagli i znacajni uticaji koji se ne deSavaju cesto pro-
cesom Lévyja. Smatra se da su ovi uticaji direktno proporcionalni klasama S, V, I, R i
X.

Neka je (2, F,{F:},~o.P) kompletan prostor verovatnoce sa prirodnom filtraci-
jom {F;},~o, koja je neprekidna sa desna i sadrzi sve skupove mere nula. Neka su
B;(t), i —1,2,3,4,5, nezavisna standardna Brownova kretanja, i N Poissonov proces
prebrOJavanJa koji je nezavisan od B;, i = 1,2,3,4,5, i definisan na datom prosto-
ru (0, F, {Fi},~,P). N(dt,du) = N(dt,du) — )\(du)dt je kompenzator procesa N, a
karakteristiénafmera A je definisana na merljivom podskupu Y skupa (0,+o0) koji
zadovoljava A(Y') < +o00. Stohasticki epidemioloski model ima sledeci oblik:

ds() — (VS(t) <1 _ S[(?) _ 15 i (21);((?) —uS(t) + V() + rlR(t)) dt

+o1S(t)dBy () + /Y m (w)SE)N(dt, du),

wiy = (st - 2£0X0

+/Yn2(u)V(t)N(dt, du),

_(BSHX(@) | BV()X()
ar(t) = (1 +myS(t) 1 +moV (1)

+ /Y ns(u)I(t7)N(dt, du),

dR(E) = (pI(t) = (r1 + ) R(®) dt + o, R(E)AB (1) + / (W) R(E)N (dt, du),

- V(t) — ,LLV(t)) dt + ooV (t)dBs(t)

—(p+p+9) I(t)) dt + 031 (t)dBs(t)

dX(t) = €(I(t)— X(t))dt + 05X (t)dBs(t) + / ns(W) X ()N (dt, du),  (4.38)

sa poCetnim uslovom S(0) = Sy, V(0) = Vo, 1(0) = Iy, R(0) = Ry, X(0) = Xo, pri
¢emu su sa S(t),V(t7),I(t7),R(t7), X(t") oznacene granicne vrednosti sa leva od
S(t), V(t),1(t),R(t), X (t), redom, inm; : Y x Q — Ri = 1,2,3,4,5, su ogranicene,
neprekidne i B(Y') x Fi-merljive, gde je B(Y), o-algebra generisana sa Y. Neka je sa
N(t)=S(t)+ V(t)+ I(t)+ R(t), t > 0, ozna¢ena ukupna populacija.

Da bi se proucilo dugorocno ponasSenje resenja modela , neophodno je uvesti
sledece pretpostavke.

e (H1): Intenziteti skokova n;(u) zadovoljavaju [, n?(u)A(du) < oo (i =1,2,3,4,5).
o (H2): 1+mi(u) > 01 [, (ni(u) —In(1+mn;(u))) Mdu) < oo (i=1,2,3,4,5).
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o (H3) :zap e N,p> 2,1 = [, max{[1 + 7(u)]’ — 1 — pi(u), [1 + H(u)]? — 1 —
pﬁ(u)}})\(du) () = maxien 2345 {7 (u)}, ﬁ(u) mmze{12345}{7h( u)}, fi(u) =
ni(u), o, = 04,1 =1,2,3,4, 7j5(u) := ’i‘s%( ), 05 := La5, vazi

. p—1 B 1
b=min{u, pn+6—&E - Tie{{g%§5}{0?} —piz0

Teorema 4.5 Neka vaZe pretpostavke (H1) i (H2). Za svaku pocetnu vrednost (S(0),
V(0),1(0), R(0),X(0)) € R’, postoji jedinstveno strogo resenje (S(t),V (), I(t), R(t),
X(t)), t > 0 sistema SDJ ([4.38)), koje ostaje u R’ sa verovatnocom jedan.

Dokaz. Kako su koeficijenti sistema lokalno Lipschitz neprekidni, na osnovu
Teoreme m sledi da za svaku pocetnu vrednost (S(0),V(0), 1(0), R(0), X(0)) € R’
postoji jedinstveno lokalno resenje na [0, 7|, gde je 7. vreme eksplozije. Da bi se poka-
zalo da je ovo resenje globalno, potrebno je dokazati da je 7, = oo s.i. Neka je kg > 0
tako da se S(0),V(0),1(0), R(0) i X(0) nalaze unutar segmenta [%, ko]. Za svaki ceo
broj k > ko definiSe se vreme zaustavljanja na slede¢i nacin

% — inf {t € [0,7.) : min {S(8), V(#), [(£), R(t), X (1)} < % ili

max {S(t),V(t),I(t), R(t), X(t)} > k}.
Niz {7} je rastuéi kada k& — oo. DefiniSe se 7, na slede¢i nacin 7., = limy_,o 7.
Tada je 7, < 7, s.i. Ako se pokaze da je 7, = 00 s.i, tada je 7, = 00, §to znaci da je
(S(t),V(t),1(t),R(t), X (t)) € R s.i. za sve t > 0. Pod pretpostavkom da ova tvrdnja
nije ta¢na, postoje konstante 7' > 01ie € (0, 1) tako da je P{7 < T} > €. Tada postoji
ceo broj ky > ko tako da je P{m, < T} > ¢, odnosno,

]P){Tk ST} 26,

za svako k > k.
Neka je nenegativna C? funkcija F' : R} — R, definisana na slede¢i nacin

F(S,V,I,R, X) = (S—a—alng) + (V—a—lnz) +(I—1—Inl)
a

a
[T
3

pri ¢cemu je a pozitivna konstanta koja ¢e kasnije biti odredena. Neka je

w -0 (o) =

gde je C; € R,. Primenom uopstene Itove formule (Teorema [1.30) na funkciju F,
dobija se

+(R—1—-InR)+ (X—1-InX),

dF(S,V,I,R,X) = LF(S,V,I,R,X)dt + o (S(t) — a) dBi(t)
ta /Y (m()S(E) — In(1 + m(u))) N(dt, du)
+09 (V(t) — a) dBo(t) + 05 (I1(t) — 1) dBs(t)
t+a /Y (m(@)V(t) — In(1 + ma(w))) N (dt, du)
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+ /Y (ns(w)I(¢7) — In(1 + () N (dt, du)
p+0
€

+/y(774(u)R(t)—ln(1+774(U))) N (dt, du)

MT” | )X () = (14 () N, ),

pri cemu se LF' moze ograniciti na slede¢i nacin

+o4 (R(t) — 1) dBy(t) + o5

(X(t) = 1) dBs(t)

LF(S,V,I,R,X) < ~S (1—5) —uV — (481 — pR + MT—Mf(I—X)—l—?)u

K
S BX BX
_Cw(l—E)+a1+mls+av+am+a(vl+u)

+za+“"1 “"2+2 / a(mi(u) — In(1 + n:(w))A(du)

b+ B +Z/ () — In(1+ () A(du)

§o? 1)
+%§ + % | () =11+ (1) A(du)

< (S —a) (1—%)+(2a5—(u+6))X+02§01+02 =:C,

i a se bira tako da se vrednost izraza u zagradi uz X anulira, tj. a = “;/35 Na osnovu
poslednje dve relacije, vazi

AF(S,V.I,R,X) < Cdt+ oy (S(t)—a) dBi(t) + 0s (V(E) — a) dBs(t)
ta /Y (m()S(E) — In(1 + m(u))) N(dt, du)
+09 (V(t) — a) dBy(t) + 05 (I1(t) — 1) dBs(t)
t+a /Y (m(@)V(t) — In(1 + ma(w))) N (dt, du)

n /Y (ns(u)T(t7) = In(1 + n3(w))) N(dt, du)
p+o

+/ (na(u)R(t™) — In(1 + na(u))) N(dt, du)

’”5/ (ns(u — In(1 + ns(u))) N(dt, du).

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, A T' i racunanjem ocekivanja, dobija se

EF(S(TkAT) (Tk/\T) (Tk/\T),R(Tk/\T),X(Tk/\T))
(5(0),V(0),1(0), R(0), X(0)) + CE(1:, AT

< F |4
< F(S(0), V(0), 1(0), R(0), X (0)) + CT.
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Neka je Qp = {7 < T7}. Tada je P(£2) > €. Za svako w € Q, bar jedan od S(7,w),
V (7, w), I(7h,w), R(7,w) ili X (73, w) je jednak k ili ¢ Dakle F(S(Tk, ), V(Tk, w),
I(1y,w), R(Ty,w), X (7%, w)) nije manje ili od k — 1 — lnk ili od  —1—1In . Na osnovu
toga je

F(S(Tk N T), V(Tk A T),I(Tk A T), R(Tk A T),X(Tk A T))

1 1
>minsk—1—Ink, - —1—-In—>.
_mm{ nk, - nk}

Dakle,

F(5(0), V(0), 1(0), R(0), X(0)) + CT
> Ello F(S(rs AT), V(1 AT), (7, AT), R(1;, AT), X (1, A T))]
1

1
> emi —1—Ink,——=1—In—
_emm{k nk,k nk},

pri ¢emu je I, indikator dogadaja 2. Kada & — oo, dobija se
c0 > F(S(0),V(0),1(0), R(0), X (0)) + CT = oo,

Sto je kontradikcija. Na osnovu toga se zakljucuje da je 7., = oo s.i, ¢ime je dokaz
kompletan. A

4.2.2 Iskorenjivanje bolesti

U ovom poglavlju bice izvedeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje bolesti iz populacije.
Uvodi se slede¢a oznaka:

1 t
(A(t)) = ?/ A(s)ds, t >0, za proizvoljan proces A(t).
0
Lema 4.1 Neka vaze pretpostavke (H1), (H2) i (H3) i neka je (S(t),V(t),1(t), R(t),
X(t)) resenje sistema (4.38) za proizvoljnu pocetnu vrednost (S(0),V(0),1(0), R(0),
X(0)) € R%. Tada je

lim@:O, limw:(), limwz(), limwzo,

t—oo t—oo t—oo ¢ t—oo ¢

X)) .1 B 1 B
tllglo — = 0, tlgglo A S(s)dBi(s) =0, tllglo ) V(s)dBsy(s) = 0,

t t

lirn1 I(s)dBs3(s) =0, lim — ! R( )dBy(s) =0,

t—o0 0 t—00

1 t
lim — X( )dBs(s) lim — //m N(ds, du) = 0,
t—oo ¢ t—oo ¢

tllglot/ /772 N(ds, du) tliglo / /773 N(ds,du) = 0,
lim — / / na(u N(ds,du) =0, lim - / / ns(u N(ds,du) = 0.
t—oo ¢ t—oo {

Dokaz. Najpre ¢e biti analizirana slede¢a SDJ sa skokovima

Z(0) = z eR,,
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Korak 1. Primenom uopstene formule Itda (Teorema|l.30) na G(t) = ZP(t), dobija se

dzP(t) = L(ZP(t))dt +pZP~'(t) (015(t )dB1< ) + 02V (t)dBs(t) + 031 (t)dBs(t)
+04R(t)dBuy(t) + 65X (t)dBs(t)) + [, (1 +5(w)? — 1) ZP(t7)N(dt, du),

gde je
L(Zr(t) < pZP M (A —pZ(t) - 0I(t) +
+03I2(t) + o2 R2(t) + o2 X2
+fy (L +7(w)” = 1) ZP(t
< pz2(1) (AZ(t) ~ (- 250 — 1 ) 2(1)).

0 = MaXc(12345110:}, 0s = 04,1 = 1,2,3,4, 05 = &0'5 Neka je p > 1, takvo da je

Ty = p— 2526 — LI, > 0. Tada

dzr(t) < pZr (1) (AZ(1) — T,2%(1) di
+pZP7(t) (61S(t)dBy(t) + o3V (t)d By (t) + o31(t)dBs(t)
+04R(t)dB4( )+ 35X (£)dBs(t)

Ty (U () — 1) 29(7) N (dt, du),

Za svaku konstantu k za koju je k € (0,pl',), vazi

(4.40)

d(e"zr(t)) < L(eFZr(t))dt
+peM ZP71(t) (01S(t)d By (t) + 02V (t)dBs(t)
+o3](t)dBy(t) + 04 R(t)dBa(t) + 75X (t)dBs(t))
ekt [ (14 a(w)? — 1) ZP(t7)N(dt, du).

Integracijom obe strane poslednje nejednakosti od 0 do ¢, dobija se

Jyd (22(s)) < [y (ke 2P(s) + FL(27(s)) ds
+pf ek Z7P=1(s) (015(8)dBy(s) + 02V (8)dBa(s) + 031 (s)dBs(s)
+04R(s)dBy(s) + 5 X (s)dBs(s)) )
+ JieRs [ (L+(u)? — 1) ZP(s7)N(ds, du).

[zracunavanjem ocekivanja obe strane prethodne nejednakosti dobija se
t

EeMZp(t) < ZP(0) + E{[ (kekSZp(s) + eksL(Zp(s))) ds}.
0
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Na osnovu (4.40)), sledi
ket ZP(s) + eML(ZP(s)) < pe H,

gde je H = sup - {Zp_z(t)[— <Fp - 5) Z2(t)+ AZ(t)] + 1}. Tada je

p

EetZr(t) < ZP(0) + B ek,

odnosno

EZr(t) < Z 2l
Tada vazi )
limsup, ., EZP(t) < 2=, s.i.

Prema tome, postoji pozitivna konstanta M takva da za sve t > 0,
EZP(t) < M. (4.41)

Primenom Burkholder-Davis-Gundyjeve nejednakosti (Teorema|1.50)) i integracijom od
0 do t, sledi da je za proizvoljno z > 0,k = 1,2, ...,

E[SUszgtg(kH)z ZP()] < E[ZP(kz)]
+ (e1z + ozt (po+ i (L 0(0)” = 1) Mdw) ) ) X [50Dpecre iy 27 (D),

gde su ¢; i cp pozitivne konstante. Specijalno, neka je z > 0 tako da

1 1
c1Z + 22 (pé +/ (1 + 7j(w))” — 1)° )\(du)) <5
Y
Tada je )
E[supy, <;<(rt1). 27 ()] < 2M.

Neka je € > 0 proizvoljno. Primenom Chebishevljeve nejednakosti (Teorema [1.49)),
dobija se

Elsupp.<i<(k1). 27 (1)] < 2M
(kz)l+e = (kz)tte

P sup  ZP(t) > (k2)'T ) <
ka<t<(k+1)z
Odavde, na osnovu Borel-Cantellijeve leme (Lema sledi da za skoro sve w € (2 vazi
da je
SUPgz<t<(k+1)z ZP(t) < (kz)1+€ ) (4.42)
za sve ali kona¢no mnogo k € N. Prema tome, postoji pozitivna konstanta ky(w) tako

da je kg < ki (4.42)) vazi za skoro sve w € 2. Drugim re¢ima, za skoro svako w € €,
ako je kg < kikz <t <(k+ 1)z,

In ZP(t) < (14 €)1In(kz)

=1 !
Int — In(kz) T
Kako je € proizvoljno malo, tada
InZ 1
lim sup nZ(s) < -, s..
tsoo DT D
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Prema tome, za svako ¢’ € (0,1 — ]l]), postoji konstanta T, tako da, za svako t > T

1
InZ(t) < <— + e”) Int.
p

1 "
Z(t tpte
lim sup ﬁ < lim sup ’
t—o0 t—o0

Dakle,

=0.

Odavde, na osnovu pozitivnosti resenja, sledi

Z(t
lim sup Q =0, s.1.
t—o0

Pozitivnost resenja (S(t), V(t), I(t), R(t), X (t)) sistema (4.38]) i Z(t) sistema (4.39),
zajedno sa Teoremom [1.38| poredenja resenja za stohasticke diferencijalne jednacine,

implicira S(t) + V(¢) + I(t) + R(t) + “TJ”SX(t) < Z(t) s, odakle sledi

S(t V(t I(t
lim sup ﬁ =0, lim sup Q =0, lim sup Q =0,
t—o0 t—o0 t—o0 t
R(t X(t
lim sup L) =0, lim sup —() =0, S.1.
t—o00 t—o00 t

Korak 2. Neka je

Zu(t) = /0 S(s)dBu(s),  Za(t) = /0 V(s)dBa(s),  Zs(t) = /0 I(s)dBs(s),
R(s)dBy(s),  Zs(t) = / X(s)dBs(s),
N(ds, du), / /172 s)N(ds, du),

z0 - |

/ / m(u

/ / ns(w)I(s)N(ds, du), / / na(u)R(s)N(ds, du),
Zho(t) / / ns(u ds ,du).

Na osnovu Burkholder-Davis—Gundyjeve nejednakosti (Teorema [1.50) i Holderove ne-
jednakosti (Teorema |1.48]), sledi da za p > 2 vazi

t t
E[ sup |Zi(H)]F] < 03E[/ S%(s)ds]? < ¢ [E/ S2(s)ds]?
E<t<(k+1) 0
/ 5% (s)|ds]?

E[ sup [|Z:(t)]P] < 03E[/0 VQ(s)ds]ggc;;[E/o V2(s)ds|?

k<t<(k+1)

IN

< olE / V2(s)[ds]?, (4.43)

El swp |Z(0)F] < / 1(s)ds]} < s[E / 1%(s)ds]’

k<t<(k+1)
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IN

elE / 112(s)| s,

E[ sup |Zst)]P] < 03E[/ Rz(s)ds]ggc;;[E/o R?(s)ds]

E<t<(k+1)

b
2

0
t

cslE | |R*(s)|ds]2,
0

IA

E[ sup |Zs(0)]P] < c;;E[/ X2%(s)ds]® < es[FE | X2(s)ds]

k<t<(k+1) 0 0
t
< alf [ X,
0
gde je c3 = [%]g pozitivna konstanta. Sli¢no, vaZzi:
t
E[ sup |Zs()]] < cE| 7} (u)S? (s)N (ds, du)] 2

k<t<(k+1) 0o Jy

VAN
o

w

—

3

N
I

S—
QL
I

IN
&

k<t<(k+1)

Bl swp |Z()) < e
k<t<(k+1)

Bl swp |Z®)F) < e
k<t<(k+1)

El sup  [Zi(@®)] < e
k<t<(k+1)

(
(
Bl sw 12:00] < o
(
(
(

R
[\
£
3
N—— N N N~ T
N [S]S]
&
O"\HADA\HA
<
[}
»
~—
QL
&,
(SIS]

Na osnovu (4.41]) i (4.43]), dobija se
Elsupg<i<rr) |21 (0] < 2Mest?.

Neka je €; > 0 proizvoljno. Primenom Chebyshevljeve nejednakosti (Teorema [1.49)),
dobija se

ya
2

Elsuprci< ey [21(0) 7] < 2Mecs(k + 1)

14e+2
P{ sup ‘Zl(t>|p >k 2} < k1+e1+§ - k1+e1+§

k<t<(k+1)

Na osnovu Borel-Cantellijeve leme (Lema, sledi da postoji kg tako da za skoro sve
weQ akojek>koik <t<k+1,tada supyc,epi |27 ()] < k'+e+3 . Odnosno

m|Zi()P _ (L+ea+5)nk P
< =1 —.
mt nk taty
Dakle,
In|Z(t 146 +72
lim sup n|% @) < a 2 s.i.
t—o00 Int P
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Neka €; — 0. Tada

. In|Zi(t)] 1 1 .

limsup ———= < — + —, s.i.
o0 Int 2 p

Tada, za proizvoljno 0 < €3 < % — % postoji konstanta 1" tako da za t > T,

1 1
In|Z(t)] < (5 + ; + 62) Int,

odnosno,
7 (t (3+5+e2)
lim sup M < limsup ——— = 0.
t—00 t—o0 t
Pored toga, vazi
Z(t
lim inf |2, 2)] >0, s.i.
t—o0 t
Na osnovu poslednje dve relacije, sledi
Z(t
lim (220 _ 0, s.i.
t—00 t
Odavde je
t
Z(t S(t)dB
lim 1t) = fo ()dB(s) =0, s..
t—woo t t
Sli¢no se pokazuje da vazi
Zo(t Zs3(t Za(t
lim sup 2(t) =0, lim sup s(t) =0, lim sup 1(®) =0,
t—o0 t—o0 t—o0 t
Zs(t Zs(t Zq(t
lim sup 5(t) =0, lim sup s(t) =0, lim sup «(®) =0,
t—o0 t—o0 t—o0 t
Zs(t Zy(t Zo(t
lim sup s() =0, lim sup o(t) =0, lim sup 10(t) =0, S.1.
t—o0 t—o0 t—o0 t

Ovim je dokaz kompletan. A

Teorema 4.6 Neka vaZe pretpostavke (H1), (H2) i (H3) i neka je (S(t),V(t),1(t),
R(t), X (t)), t > 0 resenje sistema (4.38)) sa proizvoljnom pocetnom vrednoséu (S(0),
V(0),1(0), R(0), X(0)) € R%.. Ako vaZi:

1.

o) (E+E) 4.44
R=—n <L (4.44)
min{ia?02, b%(€ + 102
9 af i af . {2 o3, b*(§ 205)}<0,pm’éemujea:§,b:p+u+5,

bmy  bms 2 max{a?, b?}
tada dolazi do iskorengivanja bolesti sa verovatnocom jedan, odnosno,

lim /(t) =0, s.i.

t—o0
Pored toga, vazi
lim R(t) =0, i lim X (t) =0, s.i.

t—o00 t—o00
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Dokaz. 1. Primenom uopstene formule Itoa (Teoremal|l.30)) na funkciju I(¢)+o2 In(1(t)+
1), dobija se

A(I() +3mI) +1) < (Z25E 4 2O (54 o+ 0) I(1)

)
2
o3 BSM)X() | BV()X(t)
RN TOFS] <1+mls() + 1+m2V(t)>

+f(111<1+773 1 >—773( )(I()S >)\(du)>d
+U3(1 +1(1))dBs(1)

+ [ 3(u)I(t) + In (1+n3( ) (I(fll) N(dt, du)
Y

<1+03) £ )X(t)—(p+u+6)](t)>dt
+o3(1 —i—[(t))ng( )

s T6) + o (14 ) Nt ).

o~ [

IA

Integracijom obe strane prethodnog izraza i deljenjem sa ¢, dobija se

I(t) — I(0) + o2(In(I(t) + 1) — In(I(0) + 1))

/
g%(uag) (m£1+_)/X ds—%(p+u+5)/t I(s)ds
= j 051+ I(s))dBs(s) (4.45)
+%/t /ng(U)I(S)Hn (1+n3(u)[(i§‘21> N(ds, du).

Na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema [1.10), M;(t) = [ 03dBs(s) je nepre-

kidan martingal, za koji vazi M;(0) =0 i

My, M
lim sup (M, Mo 03 < 0.
t—o0 t

t ~
Na osnovu osobina Lévyjevog procesa (1.28), My (t) = [ [In (1 + n3(u )I(Is()+ ) N(ds, du)
0Y

je lokalan martingal. Pritom vazi M5(0) = 0, i

(M, M), //(1n(1+n3 )[(I)(ll))2>\(du)ds.

Primenom Pretpostavke (1), dobija se

S

() = /Ot M _ /Ot fy (hl (1 + 773(@%))2 )\(du)d

(1+s)? (1+s)2

/ Jy (I (1 + [ (w)]))* A(du)
(1+s)?

IN

ds < 00.
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Primenom strogih zakona velikih brojeva za neprekidne martingale i lokalne mar-
tingale (Teorema i Teorema , dobija se

lim Ml() 0 i lim M2() 0, (4.46)

t—oco t t—oo L

dok na osnovu Leme [£.1] sledi

t

.1 .
tlggog o3l(s)dBs(s) =0 i tliglo //773 N(ds,du) = 0. (4.47)
0

Integracijom pete jednacine sistema (4.38)) od 0 do ¢ i deljenjem sa ¢, dobija se

Na osnovu Leme @, sledl da je
lim 6 (1, X) = 0.
[zra¢unavanjem grani¢ne vrednosti u (4.48)) kada t — oo, dobija se
lim (X (t)) = lim (I(¢)) . (4.49)
t—o0 t—o0

Sli¢no, integracijom prve Cetiri jednacine sistema (4.38)) od 0 do ¢, njihovim sumiranjem
i deljenjem sa t dobija se

772(U)V(8)N(ds, du) (4.50)

Kako je
max {75(75) (1 - %)} < % (4.51)

S(t)eR+

na osnovu poslednje dve relacije sledi

(1) < 55 + 2500, S,V L R), (4.52)
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gde je

(4.53)
Na osnovu Leme [4.1], sledi da je
limsup ¢o(t, S, V, I, R) = 0.
t—o0
Racunanjem grani¢ne vrednosti kada ¢t — oo u (4.52)), dobija se
: 1 9K
limsup (I(t)) < ———. 4.54
msup (1(1)) < — 7 (4.54)
Na osnovu (4.49)) i (4.54)), sledi da je
. 1 yK
limsup (X (1)) < ———. 4.55

Racunanjem grani¢ne vrednosti kada ¢t — oo u (4.45)) i primenom relacija (4.46)), (4.47))

i , dobija se

. I(t)+o2InI(t) 2 B B
hrtrisogp+ < <(1+03) <—+m2> (p+u+5)> ]
< (p+p+0)(R—1)7 4(u+6) <0, s.,
odnosno,
a2lni(t . I(t)+o2InI(t .
mtriing—U < 11{32313% <(p+p+0) (R —1) ;25 (H+5) <0, 54,

na osnovu uslova teoreme i ¢injenice da je (S(t),V(t),1(t), R(t), X (t)) € R.. Tada je

In I(t
lim sup n_()
t—00

<0 odakle sledi tlim I(t) =0, s..
—00

Na osnovu poslednje relacije i (4.49)), sledi

lim X(t) =0 s.i.

t—o00

Pored toga, integracijom cetvrte jednacine sistema (4.38]) od 0 do ¢, deljenjem sa ¢ i
rac¢unanjem granic¢ne vrednosti kada t — oo, dobija se

lim R(t) =0 s.i,

t—o00

pri ¢emu je primenjeno L’Hospitalovo pravilo i Teorema
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2. Primenom uop$tene formule Itda (Teorema [1.30) na funkciju In(al(t) + bX (1)),
gde jea=&,b=p+ p+ 9, dobija se

d(In(al(t) +0X(t)))

< <a1(t)+1bX(t) (a (ff%ﬁg + ’ffﬁ,ﬁféﬁg —(ptu+o)I (ﬂ)
+h(EI() — EX(1))) — garmsxay (2031 (1) + b202X2(t))> dt
+] (10 (14 m5(0) sty ) — (W) st ) Adud
+] <1n (1 + ng,(u)#%) - mw%) Adu)dt
+%d33 )+ [In (14 ms(w) a7 ey ) Nt d)
+%d8‘5 + fln (1 + 15 (u aI(t)+bX(t)> N (dt, du)

S <% <1+€;qu() + 1+€nvg(\t/)(t)) 0 +bX D) EX(t )> dt
~ sararaxay (o3 () + b2a§X2( )) dt
Fartsagm B + [ (14 ()it ) Nt du)
X0 B (1) + fln( 15 () s ) N, )

< (B2 + 2 e G@BT () + (%6 + W20 X7(1) ) dr
+apegs ) dBy(t )+ I (H"?’(“)W) N(dt, du)
e X Bs (1) + f In (1 + 135 () 7 +bX(t)> (dt, du)

L )+ X))
+artRmAB(0) + [ In (14 ma(w) iy ) V()
+ime XU dBs(t) + f I (14 75 (1) e ) N (dt, )

< (b?fl T M i 2(:;:;%{222 b—;}l )Y

ao3l(t
o s s () + Jn <1 +113(4) a7y o ) N (dt, du)

bos X (t X(¢)
e 55 () + J n (1 +n5(u )m) N (dt, du).

Integracijom obe strane prethodnog izraza od 0 do t i deljenjem sa ¢, dobija se

In(al(®)+bX (1)) —In(al(0)+bX(0)) ~  af T aBf min{$a203,b2({+502)}
t — bm1 bma 2max{a2 b2}
ao3l(s) _bosX(s)
+f ol s)i—bX dBs(s f Ty 485 (s)

(4.56)

—i—ffln <1 +773(U)%) N (ds, du)
0y

t ~
+Of In (1 + 15 (u )#%) (ds, du).
v

al(s)+bX(s)

t
Na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema [1.10), M;(t) = [ MalBg,( )i
0
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¢
My(t)= [ albgf’AdBd ) su neprekidni martingali, za koje je M3(0) = 0, My(0) = 0,
0

(s)+bX(
My, M My, M
limsupM = 02 < o0, limsupM:0§<oo.
t—o0 t t—o0 t

t
Na osnovu osobine Lévyjevog procesa (1.28), Ms(t) = [ [In (1 +n3(u )%)
0y

t ~
N(ds, du) i M(t) ffln <1 + m5(u )ﬁ%) N(ds,du) su martingali za koje vazi
0V
M;5(0) = 0, Mg(0) =0, i

ot = [ [ (w1 )Y s
(Mg, Ms), //(1n(1+n5 )I( ))i(b)X( )>)2/\(du)ds.

Primenom Pretpostavke (1), sli¢no kao u prvom delu dokaza, zaklju¢uje se da je
d (M5, Ms) / d (Mg, Mg)
t) = — t) = —
pMs( ) /0 (1 I 8)2 < 09, pMa( ) o (1 + 8)2 <00

Primenom strogih zakona velikih brojeva za neprekidne martingale i lokalne martingale
(Teorema [1.7i Teorema[L.8), sledi da je

lim 1 M;(t) =0, lim 1 M,(t)
t—oo t—oo
B i M5(0) =03 i G Mo(t)

0,
0 (4.57)

Racunanjem grani¢ne vrednosti kada ¢ — oo u (4.56|) i primenom (4.57)), dobija se

W) 40X() _ af  ap  win{leedBE+i0d}
1 < 0, s.
AN t - by * bmy 2 max{a?, b?} DR

na osnovu uslova teoreme i ¢injenice da je (S(t), V(t),1(t), R(t), X (t)) € R.. Tada je
lim I(t) =0, i lim X(£)=0, s.i.
t—r00 t—o00
Pored toga, integracijom cetvrte jednacine sistema (4.38]) od 0 do ¢, deljenjem sa ¢ i
rac¢unanjem granic¢ne vrednosti kada t — oo, sledi da je
lim R(t) =0 s.i,
t—o0

pri Gemu je primenjeno L’Hospitalovo pravilo i Teorema[L.1] Time je dokaz kompletan.
A

4.2.3 Perzistentnost u srednjem bolesti

U ovom poglavlju, fokus istrazivanja je na utvrdivanju uslova pod kojima je bolest
perzistentna u populaciji. Stohasticka perzistentnost se moze neformalno shvatiti kao
svojstvo koje ukazuje da odredena populaciona grupa nece izumreti tokom vremena
sa verovatnoc¢om jedan i u slucaju perzistentnosti bolesti, to se odnosi na populaciju
zarazenih osoba. U nastavku ¢e biti izvedeni dovoljni uslovi za strogu perzistentnost u
srednjem bolesti u populaciji.
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Definicija 4.1 Bolest je strogo perzistentna u srednjem u populaciji ako je

1 t
liminf—/ I(s)ds >0 s.i.
0

t—+oo t
Neka je

'7"’2\/7)1_7)_ ‘71__‘72 7, 1[ 771 ln 1+7h( ))))‘(du)

Ry = (4.58)

(fww T vlﬂ) Lrutpto
Teorema 4.7 Neka vaze pretpostavke (H1),(H2), i (H3) i neka je (S(t),V(t),I(t),
R(t), X(t)), t > 0, resenje sistema (4.38) sa proizvoljnom pocetnom vrednoséu (S(0),
V(0),1(0), R(0), X(0)) € R%. Ako je Ry > 1, tada vazi

((ni ) 2 +v+u+v1) (R§-1)
>

0% >0 s,

t
li{gglf%bfl(s)ds

t ((LL—FM)ﬁ-‘rv-ﬂH—m) (RS—I)
.. 1 mg p+o W 4v 0 .
htrgg)lf;ofR(s)ds > % >0 s.i,
2 As+ate 2 fvtptor ) (RE -1
lim inf 1 fX > <( 2 >;ﬁ >( ) >0 s.1,
t—o0
odnosno, bolest je strogo perzistentna u srednjem.
Dokaz. Na osnovu druge jednacine sistema (4.38]), sledi
d(=V(t)) < (—vS(t) + mﬁX(t) + (v + u)V(t)) dt — o,V (t)dB(t)
2

_ / o (u)V (£ N (dt, du).

Y

Integracijom prethodne nejednakosti od 0 to ¢, i deljenjem sa ¢, dobija se

Neka je ¢3(t,V) = ¢ (V(t) —V(0)) — %beQV(s)dB(s) — %jgng(u)V( )N (ds, du).

Tada je

(S(t) < 22— (x(0) +

movU

Na osnovu Leme [4.7] sledi da je

tli)rg ¢3(t7 V) =0.
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Izracunavanjem lim sup kada t — oo u (4.59)), vazi da je

lim sup (S(t)) < b lim sup (X (¢)) + N E i sup (V (1)) . (4.60)

t—00 mo¥U  t—co v t—00

Kako vaze relacije (4.51)) i (4.53)), izra¢unavanjem grani¢ne vrednosti kada t — oo

u (4.50)), sledi

1vK
lim sup (V (1)) < — 2~ (4.61)
t—o0 /JJ 4
Zamenom (.55 i (4.61)) u (4.60)), zakljucuje se da je
. g1 (v1 + p) 1) VK
1 S(t)) < + -] —. 4.62
msup (s(0) < (2 ) 0 (1.62)

Primenom operatora L ([1.34) na funkciju (—InS(¢) —In V' (¢)), sledi

L(—InS(t)—InV(t)) = —vy+ %i((t) +1 fifg(t) +v—uv g((;) -1 ?8
SO R <25 O NS o SR
V) T Trmev(r) MU 1T

+§j/ — In (14 7i(u))) A(du)

< -+ ES(t) +26X(t) +v—1v; g((;) - v% (4.63)
4 v + %of + %03
+Z/ “ (1 4 75(w))) Adu)

< —7—1—%S(t)+2ﬂX(t)+v—2\/l}1_v+,LL+v1

+% (07 +03) + Z / (ns(w) — In (1 + 73 (w))) A(du).

Primenom uopstene formule Itda (Teorema na (—InS(t) —InV(t)) i prethodne
nejednakosti, a potom deljenjem sa ¢, dobija se

—InS(t) +InS(0) —In V() +InV(0)
t

< L(—lnS(t)—an(t))dt—%/taldBl(s)—%/tJQng(s)
+- Z/ /ln +n;(u)) N(ds, du)

1
< 7+ % (S(t)y +28(X(t)) +v—2y/viv+p+v + 50% + 503
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+§j/nz M1+m(mA@U—%AaM&@)

1 t
_E/O o9dBs(s Z/ /ln 1+ ni(u (ds,du).

Neka je ¢4(t, S, V) :

=1(InS(0) —nSE) +mV(0) = InV (1), ¢5(t) := L [ o1dBi(s)+
i Jyo2dBa(s) — 1 [y [

in 1+ (w)) N(ds, du) - 1f0fln 1 4 n2(u)) N(ds, du). Tada je
28(X(t) =z - %<S(t)> —Z/(m(u) —In (1 +m(u))) A(du) (4.64)

ilY

1
—0 + 2/v10 — p — v — 3 (U% + a%) + ¢4(t, S, V) + ¢5(t).

Kako je ¢4(t, 5, V) > 1 (InS(0) — S(t) + InV(0) — V(t)), na osnovu Leme |4.1fsledi da
je liminf; o ¢4(¢,S,V) > 0. Na osnovu istih argumenata kao pri zaklju¢ivanju (4.46)),
sledi da je

B ostt) =

[zra¢unavanjem htrg glf u (4.64)), dobija se

L 6 1 v+ 7 1,
> — | — e — =
2/ hgn inf (X (1)) v (m2 p; + p i +2\/v10 — p— vy 501

Lt 3 [ @l =m0 )

11Y

- ((ﬂ ! +U1+“)Z—+v+u+m)(}%§—1),

ma ft+ 0 H
gde je koris¢ena relacija (4.62)) i R5 je definisano sa (4.58). Prema tome

. g1 v+ p\ g .
hgglf /X _25<(E2M+5+ i o +v+pu+v (R0—1)>0 8.1,

na osnovu uslova teoreme. Na osnovu poslednje relacije i (4.49)), sledi

t
1 1 1
liminfz/l(s)ds>—(<£ +Ul+u)z—+v+u+v1) (R —1) >0 s..
0

t—o0 - 2@ m2u+5 H

Dakle, kada vazi R; > 1, infekcija opstaje u populaciji u beskona¢nom vremenskom
domenu.

Pored toga, integracijom cCetvrte jednacine sistema od 0 do t, deljenjem sa t
1 racunanjem granicne vrednosti kada ¢ — oo, dobija se

t
1 1
liminfg/R(s)als2(L<(ﬁ +U1+M) i —I—v—l—u+vl> (Rj—1) >0 s..
0

t—00 1+ )28 \\mopu+4 1 4v
Time je dokaz kompletan. A
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4.2.4 Stacionarna raspodela

Sledeca teorema pruza dovoljne uslove pod kojima stohasticki model , koji
sadrzi sluc¢ajnost kroz Brownovo kretanje i Poissonove skokove, ima jedinstvenu sta-
cionarnu rasodelu. U dokazu postojanja stacionarne raspodele modela ne moze
se primeniti teorija iz [13], jer se ona odnosi na stohasticke diferencijalne jednacine
koje uklju¢uju samo Brownovo kretanje. Iz tog razloga je ovde primenjen drugi pri-
stup. Naime, najpre je pokazano da je reSenje sistema (4.38) proces Fellera, a potom
je primenjena Lema [I.9]

Teorema 4.8 Neka vaZe pretpostavke (H1),(H2) i (H3) i neka je (S(t),V(t),I(t),
R(t), X (t)), t > 0, resenje sistema (4.38)) sa proizvoljnom pocetnom vrednoséu (S(0),
V(0),1(0), R(0), X(0)) € R%. Ako je RS > 1, tada stohasticki model ([£.38) ima jedin-

stvenu ergodicku stacionarnu raspodelu.

Dokaz. Na osnovu Teoreme sledi da je (4.38) proces Markova.
Neka je dat sistem

aso() — (750@) (1 - So(t)) _BSOX) o) 1o vt + rlRO(t)) it

K 1+ mlSO(t)
+018°(t)dB (1),
dVOo(t) = (USO(t) - % — 0 VO(t) — ,uVO(t)> dt + VO (t)dBy(t),

gy - (SS0%0 A0

AR(t) = (pI°(t) — (r1 + 1) R(1)) dt + 04 RO(1)dBa(t),
dX°(t) = £(I°(t) — X°(t)) dt + o5 X°()dBs(2), (4.65)

sa pocetnom Vrednoééu (5°(0),V°(0),1°(0), R°(0), X°(0)) € R?, pri ¢emu svi para-
metri modela imaju prethodno definisano znacenje. Na osnovu Teoreme ﬂ,
sistem ima Jedlnstveno globalno resenje Uvodeéi smenu z9(t) = In S°(t), 29(t) =
In VO(t ), ( ) = InI1°%t),29(t) = In R°(t), 22(t) = In X°(t),¢t > 0, primenom It6ve for-
mule (Teorema [1.12)) sistem se transformise u ekvivalentan sistem

?(t) z2(t)
dx(lj(t) = (7 (1 _ L ) - —56 o~ — U+ U1€w(2)(t)*1(1)(t) + Tlewﬁ(t)*x(f(t)

K 1+ mlezl(t)
0.2
—71) dt + o1d B (t),

/861(5) (t) 0'2

dzy(t) = (ve’”?(t)_wg(t) BRSO Gl 7) dt + oodBs(t),
2

29 (1) +22(t)—29(t) () +z2(t)—29(t) 2
e*i 5 3 er2 5 3 o
dl’g(t) = B 0 +B 0 —p—/L—(S——B dt

1+ mpe®i(® 1 + moe®2(®) 2

—f-O'gng(t),
2
dzl(t) = (pe“”g(t)_xg(t) ol U—) dt + 04dBy(t),
2

dzd(t) = ¢ (eI9<t>-x9<f> —1- %) dt + o5dBs(t). (4.66)
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Difuziona matrica sistema je oblika

0'% 0109 0103 0104 0105

0102 O'% 0903 09204 0205

G(29,29, 29,29, 20) = | o103 o903 02 o304 0305
0104 0904 0304 O'i 0405

0105 0905 0305 0405 O

i uniformno je pozitivna. Stoga, na osnovu Napomene sistem ima strogo svoj-
stvo Fellera i pozitivnu gustinu verovatnoca prelaza, a samim tim i njemu ekvivalentan
sistem (4.65]) ima te osobine. Prema Teoremi [1.§| sledi da (S(t),V(t),1(t), R(t),
X(t)) ima strogo svojstvo Fellera.

U nastavku ¢e biti konstruisan kompaktan skup D za koji je

1 t
liminfz/ P(s,(S,V,I, R, X),D)ds > 0, s.i,
0

t—o00

gde je P(¢,(S,V,I, R, X), D) verovatnoca da (S,V, I, R, X) pripada skupu D, §to, na
osnovu Leme implicira da (S,V, 1, R, X) ima jedinstvenu ergodicku stacionarnu

raspodelu. Neka je C2-funkcija W(S,V,I, R, X) : R% — R definisana na slede¢i nacin

J = +utd
W(S,V.I,R,X) := M(—lns WV + 2 <V+I+%X>>
+3(S+V+I+R)’+4X*~InV —Inl —InR,

gde je M > 0 konstanta koja ce biti odredena u nastavku. Kako je dQW(S, V.I,R,X)>
0, funkcija W (S,V, I, R, X) ima minimum, koji se dostiZe u nekoj tacki t, € R>. Neka
je nenegativna, C*-funkcija W (S,V,I, R, X) : RS — R definisana sa

W(S,\V.I,R,X) = M(—lnS—lnv+i<v+1+p+_ﬂ+5x>)
p+pu+o £
+2§X2 LS+ V4I+R? -~V -Inl-R
__llf(f?(to),‘f(to),l(to),]%(to),}((to)),

Pored toga, radi jednostavnijeg zapisivanja, uvode se oznake

2 5
Wi(S,V,I[,R,X) = —nS—InV 420 <V+1+—p+“+ X>,
p+u+6 ¢
1 1
W3(S7V7[>R5X) = —InV —-Inl —InR.

Primenom operatora L(-) (1.34) na funkciju W1 (S, V, I, R, X), dobija se

v 2
LW(S.V.LR.X) < 28X +35— (&5 + =) £
_<(w€zu+6+vl+u>ﬂ+v+u+m> (RS —1)
+p+u+5(vs+ﬁ1+ms (P+N+5)X)

— (o _28v _2p%SX
o (K + p+u+5> S+ (p+u+0)(1+m1S) U,

(4.67)
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gde je koriséena relacija (4.63) i RS je definisano sa (4.58). Primenom operatora L(-)
(1.34)) na funkciju Wy(S,V, I, R, X), dobija se

LWy (S, V,I,R,X) = (S+V+I1+R) (73 (1—%) —,uV—(u-l—é)]—pR)

(0752 + 03V + 021° + 0} R?)
o /
+2/Y

1

3
S S0 (1 () — (1 + 7y ())) M)
V (m2(u) — In(1 + n2(u))) A(du)
1(t) (3(us) —

3 In(1 +n3(u))) Adu)

_%xaui/x (15 () — In(1 + 75(w))) A(du)
< wﬂS+V+I+R%~l§— pV? = (e + 0)I* — pR?
+1 max {07,03,03,05} (5> + V> +I° + R?)
Q/s (1 (w) = In(L+ 1 (u))) Adu)
+2AV(HW() In(1 + na(u))) A(du)

+%lﬂﬁ)mﬂw—dml+ngm»Aum
*%/1ﬂ>@4> In(1 + 7a(u))) A(du) — X2 + IX

_%xuu—/x (15 () — In(1 + 75(u))) A(du)

S3 2

< 2 % +5ﬂ'——uR2 X2+C, (4.68)

2

pri cemu je

C = max {75 (S+V+I+R)+ / S(t) (m(u) —In(1 4+ n1(w))) A(du)

(S,V,I,R,X)eR,

753+1max{0 ol o2 o2 } SQ+V2+12+R2—I—X—2
2K 2 1»Y2:Y3> 4a 5
1
3V 5 [ VO () = 1+ () M)
Y

—%W+6ﬂ”+%K}@M%W)—mﬂ+wﬁkaww

.gwu;/mmm>lm+mnmm>
X X X0 ) — 00+ ) M)}
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Primenom operatora L(-) (1.34) na W3(S,V,I, R, X) , dobija se

LW3(S,V,I, R, X) = _Ué + 1+B77)L(2V tot+pt %Ug - (15535)1

—Uﬁ‘n/—ﬁ,)l—i—p%—u—i-é—f-%ag—p}%—i-rl—l—u
4

+307 + 2 Jy (mi(u) = (1 + mi(u))) Adu)

(4.69)

pri éemu je primenjen uslov (H2) i g =v+3u+ 8+ p+ 305 + 205 + 11 + 305 + 3o
Tada, na osnovu (4.67)),(4.68) i (4.69)) sledi da je

2Bv 26825X
LW, VLR X) < M((F+525) S+ i —wn) - 5&5°
—3uV? = 3+ 8)I* — JuR® = 3X° + C (4.70)

_bS __BSX .l o

Neka je M > 0 dovoljno velika pozitivna konstanta za koju vazi

— My + A < -2, (4.71)
gde je
Vs Mo PO, By 1o
A= sup {——S — V- =——IF R —-X"+C+qy. (472
(S,V,I,R,X)€R%. 2K 2 2 2 4

Neka je D ogranic¢en zatvoren skup definisan na sledec¢i nacin

1
D = {(S,V,[,R,X)GRi:ESS_—,62§V§

€ €
3

pri ¢emu je € takvo da je 0 < € < 1 i vaze sledeéi uslovi

2 23%eX 1
M <l—|—¢) €+ sup {Mﬁ—e —XQ} — M+ A <=1, (4.73)

1

27

1
__7€2§R§
€ €

1

e<I 5

e< X <

oA |

K p+up+o xer, | p+p+o 4
v
YA, <o, (4.74)
€
_ 25v 2B8%25X
Ay = SUP(S,V,I,R,X )RS, {M <<% + p+u+5> S+ (p+ut+d0)(1+m1S) %) (4.75)

—= S8 — LV — L+ 8P — LuR? — X%+ C + ¢},

2M 32 2
—Be—l— sup {(l_’_L) MS—%S?’} — My + A3 < —1, (4.76)

prp+6  ser, (\K p+p+é
Ag = sup(syprx)ers |~ S — V201 = 5R* = X7+ C g}, (4T7)
__B + Ay < —1, (4.78)
(1+me)e
- g Ay < 1, (4.79)
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v 1
— -4 4.80
Ko T 450
B 28v 2628X
Ay = SUP(s v R xR {M ((% + p+,u+5> T a8 %) (4.81)
— LS =LV = L+ 62 - LR - 1X? + C + ¢},
11
= 4+ As < —1 4.82
4“68 + A5 < ) ( )
. 28v 25QSX
As = Sup(sv.Rx)ers {M <<% + p+#+5> S+ Grare iz %) (4.83)
o CHEETAGEE T 5>ﬂ —uR =3 X2+ Cal
1
- (u+ 5) + Ag < (4.84)
28v 26828X
As = SUD(s v Rx)eRy {M <<% + p+§+5> St m B %) (4.85)
5SS = LV S Lk ) — LuR? — IX? 4+ C + g}
11
—u=+ A< —1 4.86
4”64 + A7 < ) ( )
. 28v 2628X
Ar = Sup(svr xR { <<?< p+u+5) S+ Graro(irms) %) (4.87)
— =S — uv2 (w+0)[*—iuR? - 1X2+ C + ¢},
11
. 16_2 F A < (4.88)
B 280 2625X
As = SUD(8,v,1,R,X)eR?, {M <<% + p+,u+5> S+ (ptpt8)(1+m1S) %) (4.89)
LS = LV L )2 — LR — 1X2 4 O 4 ¢}

Za dovoljno malo €, uslovi (4.73)) i (4.76|) su dobro definisani buduéi da vazi uslov (4.71)).

Neka je

Dy = {( )
Dy := }( )
Ds = {(S,V,I, R, X)
D7 = {( )
Dy := {( )

S, V.I,R, X ERi:S<6}, D, = {(S,V,I,R,X)ERi:Sze,V<62},
SV,I,RX)eR, : X <e},Dy:={(S,V,I,R,X) R}, :5X >¢I<e},
GRi:1263,R<64},D6::{(S,V,I,R,X)€]Ri:5>%},
SV,I,R,X)eR, :V>%}, Dy:={(S,V,[,RX)eR},:1>1},
SV.ILRX)ER? :R>1L} Dy={(S.V,LRX)ER? : X > 1},

Tada je R%.\ D = U£1 D;. U nastavku ¢e biti pokazano da je LW (S,V, I, R, X) < —1
za svako (S,V,I,R,X) € R \ D, §to je ekvivalentno sa LW (S,V,I,R, X) < —1 za
svako (S,V,I,R,X) € D;,i € {1,2,...,10}.

Slu¢aj 1. Na osnovu ([4.70), za svako (S,V,I, R, X) € D, vazi

LW(S,V,I,R,X)

<

IN

2 232X
M(l+¢)e+M be

2 2825 X 1
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— My, — =X+ A
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2 23%eX 1
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4.2 Dinamicka analiza i stacionarna raspodela stohastickog modela

gde je A; definisano sa (4.72)). Primenom (4.73]), dobija se LW (S,V,I, R, X) < —1.

Slucaj 2. Za svako (S,V,I, R, X) € Dy, vazi

S
LW(S,V.ILRX) < —72+ Ay < —=+ Ay,

gde je Ay definisano sa (4.75]). Primenom (4.74]), dobija se LW (S, V,I, R, X) < —1.

Slucaj 3. Za svako (S,V,I, R, X) € D3, vazi

ol 23 232X
IWGSV.IRX) < ML+ " Vs+m—"= __m
(S V-1, ) < (K+p+u+5) - (p+p+0) v
— 1§84 A,

4K

IN

— M)y + As,

2M 52 Y 20v ) v 3}
——€+ —+———|MS—- =5
p+u+5€ 53@{([( pHp+o 4K

pri ¢emu je A definisano sa (4.77)). Primenom (4.76)), dobijase LW (S,V, I, R, X) < —1.

Slucaj 4. Za svako (S,V,I, R, X) € Dy, vazi

BSX B
WS, VIRX) < —r—— A< ——— + A,

(S VLR X) < (1—|—mlS)I+ 2= (1—|—m1€)€+ 2
Primenom (4.78)), dobija se LW (S,V,I, R, X) < —1.
Slucaj 5. Za svako (S,V,I, R, X) € Ds, vazi

1
LW(S,V,I,R, X) < —% A, < —g + A,

Primenom (4.79)), dobija se LW (S,V,I, R, X) < —1.
Slucaj 6. Za svako (S,V,I, R, X) € Dg, vazi

WS VLR X) < ——Lgbya,<——LLiy

DA s T PSR e T

gde je Ay definisano sa (4.81]). Primenom (4.80]), dobija se LW (S, V,I, R, X) < —1.

Slucaj 7. Za svako (S,V,I, R, X) € Dy, vazi

wl

1
LW(S,V,I,R, X) < _Z“V2 + A5 < =T+ 4,
€

gde je As definisano sa (4.83)). Primenom (4.82)), dobija se LW (S, V,I, R, X) < —1.

Slucaj 8. Za svako (S,V,I, R, X) € Dg, vazi

1) 01
_&[2 + A < _&_ + Ag,
4 €2

LW(S,V,I,R,X) < y

gde je Ag definisano sa (4.85)). Primenom (4.84)), dobija se LW (S,V,I, R, X) < —1.

Slucaj 9. Za svako (S,V,I, R, X) € Dy, vazi

1 1
LW(Sv vaa R7X> < _ZLILRQ +A7 < —%6—4 —|—A7’
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4.2 Dinamicka analiza i stacionarna raspodela stohastickog modela

gde je A7 definisano sa (4.87)). Primenom (4.86]), dobija se LW (S, V,I, R, X) < —1.
Slucaj 10. Za svako (S,V,I, R, X) € D, vazi

1 11
LW(SV.LRX) < — X+ A< — 5+ Ay
€

gde je Ag definisano sa (4.89). Primenom (4.88)), sledi LW (S,V, I, R, X) < —1.

Na osnovu prethodnih razmatranja, sledi da je
LW(S,V,I,R,X) < —1, zasvako (S,V,I,R,X)eR"\D.
Pored toga, vazi

FEW(S(t), V(1) I(t), R(t), X(t))
+EW(5(0),V(0),1(0), R(0), X (0))

+%OftE(LW(S(3), (5), I(s), R(s), X(s))) ds

o
IIA

hgglf%be(LW(S(S),V(s),[(s),R(s),X(s)))ds
= tint B WS,V 5) 16D RUS) XD s, o0}

t
+ h%Eéilf % ! FE (LW(S(S), V(S), ](8), R(S), X(S))) ]-{(S(s),V(s)J(s),R(s),X(s))ED}dS

IN

t
K liminf Of L{(5(5),V(s),1(s), R(s), X (s))eD} 48

t
. 1
- hﬁiiilp t Of 1{(5(3),V(s),[(s),R(s) eRi_\D}dS
. . t
< (K +Dlminf 4§ [ 1s.v(0).0(0).80).x ()epyds = 1
gde je K = sup(sq) v(s).1(s),8(s).x (s))ers LW (S(5),V(s), 1(s), R(s), X(s)). Tada je
t

| 1 :
lim mf; 1{(5(5),V(s),I(s),R(s),X(s))eD}dS Z K1 > O, S.1.

t—o00
0

Kako jesa P(t, (S(t),V(t),I(t), R(t), X (t)), D) ozna¢ena verovatnoca da (S(t), V (¢), I(t),
R(t), X (t)) € D, na osnovu Fatouove leme (Lema [1.10), sledi da je

liminf% /0 P(s, (S(s), V(s), I(s), R(s), X (s)), D)ds >

t—o00

>0, s.i
il , s.i

Na osnovu Leme , moze se zakljuciti da model (4.38)) ima jedinstvenu ergodicku
stacionarnu raspodelu. Time je dokaz kompletan. A

4.2.5 Numericke simulacije

U nastavku su ilustrovani teorijski rezultati Poglavlja 4.2 na primeru bolesti izazva-
ne virusom ebole. Infekcija ebolom je i dalje znac¢ajan zdravstveni problem u mnogim
delovima sveta, naroc¢ito u siromasnim regijama, gde ima razorne posledice. Njeno su-
zbijanje je cilj brojnih studija u poslednjim godinama.
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4.2 Dinamicka analiza i stacionarna raspodela stohastickog modela

U Tabeli su date realisti¢cne vrednosti parametara za Sirenje bolesti izazvane
virusom ebole, koji su koris¢éeni u simulacijama. Ove vrednosti parametara su izvede-
ne na osnovu podataka Svetske zdravstvene organizacije [70], preuzete iz postojec¢ih
studija u kojima su procenjene razli¢itim statistickim metodama (videti [127], [164],
[130] i reference u njima) ili su racionalno pretpostavljene (p). Simulacije su dobijene
primenom Balance Implicit numericke metode (videti [165], Teorema 2.1), s obzirom
da koeficijenti sistema ispunjavaju uslove za njenu primenu.

i K 8 U1 71 mi Mo p
Iskorenjivanje 0.0007 10000 0.0015 0.0011 0.0011 1 14 0.03
Perzistentnost 0.35 120 0.01 0.005345 0.0011 0.01 0.1 0.1

v d I €
Iskorenjivanje 0.0005 0.25 0.05 0.03
Perzistentnost 0.07 0.45 0.1 0.1

Tabela 4.2: Vrednosti parametara modela koriS¢ene u simulacijama.

Na Slici |4.8/su prikazane trajektorije stohastickog modela 1 njegovog determi-
nistickog pandana (bez Sumova), dobijene koriséenjem vrednosti parametara iz Tabele
Pritom je pretpostavljeno da su intenziteti Sumova oy = 0.001,0, = 0.1,03 =
0.2,04 = 0.12,05 = 0.1, = 0.00025,12 = —0.1,m3 = 0.08, 74 = —0.15,m5 = 0.05 i
pocetni uslovi S(0) = 8000,V (0) = 200, I(0) = 100, R(0) = 500.

Parametri koriséeni u simulacijama prikazanim na Slici zadovoljavaju uslov Te-
oreme [1.0] Sa grafika sa Slike [4.§] se moze uo¢iti da dolazi do iskorenjivanja bolesti, $to
ilustruje teorijski rezultat.

St

8000
7900 -
7800 -
7700 -

7600 -

It R()
100
500

80 400
60 300
40 200

20 100

. . t . t
50 100 150 ‘ 50 100 150

Slika 4.8: Iskorenjivanje bolesti: deterministicke i stohasticke trajektorije modela (4.38)).

Na Slici su prikazane trajektorije stohastickog modela i njegovog determi-
nistickog pandana (bez Sumova), dobijene koris¢enjem vrednosti parametara iz Tabele
[M.2] Pritom je pretpostavljeno da su intenziteti Sumova o1 = 0.03,05 = 0.08,03 =
0.05,04 = 0.025,05 = 0.02,17; = 0.05,7m7, = —0.1,m3 = 0.03,17y, = —0.015,75 = 0.025 i
pocetne vrednosti S(0) = 100,V (0) = 3,1(0) = 3, R(0) = 2. Ovakav izbor parametara
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4.2 Dinamicka analiza i stacionarna raspodela stohastickog modela

zadovoljava uslov Teorema [1.7) 1 4.8 Na osnovu Teorema [4.7] i sledi da je bolest
perzistentna u srednjem i da postoji stacionarna raspodela sistema (4.38]). Numericke
simulacije prikazane na Slici [£.9] ilustruju teorijske rezultate.

S( A\
50

40
304

20

50 100 150 200 250 300 50
I(t) R
30F
251
20F
15F

10

L L L L L L L L L L L L L L t
50 100 150 200 250 300 350 ! 50 100 150 200 250 300 350

Slika 4.9: Perzistentnost bolesti: deterministicke i stohasticke trajektorije modela (4.38)).

4.2.6 Zakljucak

U ovom poglavlju konstruisan je stohasticki epidemioloski model sa kaSnjenjem,
logistickim rastom populacije i funkcijama prenosa bolesti opisanim funkcijama zasi-
¢enja. Kasnjenje u modelu opisuje period inkubacije i pretpostavlja se da ima gama
raspodelu. Pretpostavlja se da na Sirenje epidemije uticu neprekidne fluktuacije ko-
je su modelirane Gaussovim belim Sumom i iznenadne ali znacajne fluktuacije koje
su modelirane procesom Lévyja. Za dobijeni model izvedeni su dovoljni uslovi za is-
korenjivanje i perzistentnost bolesti, kao i uslovi za postojanje ergodi¢ne stacionarne
raspodele. Konkretno, analiza je pokazala da ¢e bolest biti iskorenjena ako je R* < 1,
dok je bolest perzistentna u populaciji i postoji ergodi¢na stacionarna raspodela ako je
R§ > 1. Na osnovu oblika izraza za R moze se zakljuciti da Gaussov beli §um i proces
Lévyja pozitivno uti¢u na kontrolu progresije bolesti. Drugim recima, veéi intenziteti
Gaussovog belog Suma i procesa Lévyja vode ka smanjenju broja inficiranih osoba i
iskorenjivanju bolesti.
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Glava 5

Stohasticki epidemioloski model koji
ukljucuje preventivne mere

U cilju kontrole Sirenja bolesti i sprecavanja potencijalnog preoptereéenja zdravstve-
nog sistema, uvode se razli¢ite preventivne mere. Preventivne mere ukljuc¢uju fizicko
distanciranje, nosenje maski, higijenske mere, zatvaranje skola, javnih prostora i ogra-
nicavanje kretanja, karantin i izolaciju odredenih populacionih grupa, testiranje i pra-
¢enje kontakata, edukaciju populacije i komunikaciju informacija od znacaja, i druge.
Preventivne mere mogu znacajno uticati na brzinu Sirenja bolesti i trajanje epidemije.
Ove mere imaju za cilj da smanje broj inficiranih osoba, zastite ranjive grupe i odrze
kapacitete zdravstvenog sistema.

Sa druge strane, preterano restriktivne preventivne mere mogu izazvati ekonomske,
socijalne i psiholoske posledice. Balansiranje izmedu efikasnosti preventivnih mera i mi-
nimizacije njihovih negativnih posledica na drustvo klju¢no je za uspesno upravljanje
epidemijama. Da bi se postigao ovaj balans, neophodno je pazljivo planiranje i prila-
godavanje mera na osnovu trenutnog epidemioloskog stanja, kapaciteta zdravstvenog
sistema i potreba zajednice.

Integracija preventivnih mera u epidemioloske modele omoguéava preciznije pred-
vidanje toka bolesti i procenu efikasnosti pojedina¢nih mera. Stoga, ovi modeli pruzaju
naucne osnove za donosenje klju¢nih odluka, poput uvodenja ili ukidanja restriktivnih
mera. Pored toga, oni se koriste za procenu ekonomskih posledica epidemija, kao sto su
troskovi zdravstvene zastite, gubici u produktivnosti i uticaj na globalne tokove. Prema
tome, ovako modifikovani modeli pomazu u razvoju optimalnih strategija i donoSenju
informisanih odluka o tome koje mere implementirati i kada, kako bi se kontrolisala
epidemija uz minimizaciju negativnih posledica na drustvo. Njihova primena doprinosi
boljoj pripremljenosti drustva i donoSenju odluka zasnovanih na nauc¢nim dokazima,
¢ime se smanjuje negativan uticaj zaraznih bolesti na zdravlje ljudi, drustvo i ekono-
miju.

U Poglavlju 5.1 je predstavljena dinamicka analiza stohastickog modela Sirenja bo-
lesti COVID-19. Rezultati ovog poglavlja su publikovani u radu [I6]. Stohasticki model
koji je razmatran u ovoj glavi, je konstruisan uvodenjem sluc¢ajnosti u deterministicki
model proucavan u [166]. Motivacija za konstrukeiju stohastickog modela je data u Pod-
poglavlju 5.1.1 dok je detaljan opis njegove konstrukcije dat je u Podpoglavlju 5.1.2. Za
tako kontruisani model, najpre je dokazano postojanje i jedinstvenost globalnog pozi-
tivnog resenja u Podpoglavlju 5.1.3. Podpoglavlja 5.1.4 i 5.1.5 su posvecena dobijanju
dovoljnih uslova pod kojima dolazi do iskorenjivanja bolesti odnosno ona perzistira u
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Dinamicka analiza stohastickog epidemioloskog modela sa skokovima Lévyja,
kasnjenjem i promenama rezima

populaciji, respektivno. U Podpoglavlju 5.1.6 su prikazane numericke simulacije koje
ilustruju teorijske rezultate. U Poglavlju 5.2 su izvedeni dovoljni uslovi za postojanje
stacionarne raspodele stohastickog modela.

5.1 Dinamicka analiza stohastickog epidemioloSkog
modela sa skokovima Lévyja, kaSnjenjem i pro-
menama rezima

U ovom poglavlju je prouc¢avan epidemioloski model koji se moze primeniti za opi-
sivanje prenosa virusa SARS-CoV-2 u stohastickom okviru. Fokus je na konstrukeiji
stohastickog modela koji integrise vise vrsta sluc¢ajnosti, ¢ime se postize veéi nivo reali-
sti¢nosti u odnosu na stohasticke modele kod kojih je slucajnost opisana samo pomocu
Gaussovog belog Suma. Cilj je prouciti kako kombinacija razli¢itih vrsta sluc¢ajnosti
uti¢e na dinamiku modela. Ipak, ovaj model se moze primeniti i u simulaciji Sirenja
zaraznih bolesti koje imaju slicne karakteristike i nac¢ine prenoSenja.

5.1.1 Uvod i motivacija

Kao sto je ve¢ pomenuto, stanovnistvo je izlozeno neprekidnom uticaju slucajnosti
iz okruzenja koje se mogu uvesti u epidemioloske modele na vise nac¢ina. Prema prvom
pristupu, slucajni Sum se uvodi u sisteme DJ proporcionalno udaljenosti klasa od nji-
hovog ravnoteznog stanja (videti [54]) ili perturbacijom odredenog parametra modela
(npr. stopa prenosa, stopa smrtnosti, itd.) belim Sumom, koji je u deterministickim
modelima konstantan ili dat u obliku deterministicke funkcije zavisne od vremena t
(videti 2], [3]). Drugi pristup podrazumeva da parametri modela zadovoljavaju stoha-
sticke mean-reverting procese. U radovima [6] i [7], autori su pretpostavili da fluktuacije
okruzenja uglavnom uti¢u na parametre modela Sto rezultira modeliranjem parametara
modela odgovarajué¢im stohastickim difuzionim procesima, konkretno, pretpostavili su
da se stopa smrtnosti moze modelirati pomoc¢u Ornstein-Uhlenbeckovog (OU) procesa.

Slucajnost iz okruzenja moze uzrokovati promenu intenziteta razli¢itih pojava sto se
moze izraziti kao prebacivanje iz jednog rezima okruzenja u drugi. U matematici se ovaj
prelaz iz jednog stanja u drugo ¢esto opisuje telegrafskim Sumom, takode poznatim kao
obojeni sum. U radovima [8] i [9], autori su analizirali stohasticke epidemioloske modele
koji ukljuc¢uju i beli i telegrafski sum. U [10] autori su ispitali dinamiku stohastickog
epidemioloskog modela prenosa bolseti Covid-19, koji sadrzi opstu funkciju incidence i
promene rezima.

U poslednje vreme, stohasticki epidemioloski modeli s vremenskim kasnjenjem pri-
vlace paznju brojnih autora (videti, na primer [I67] i [168]). Kasnjene u epidemioloskim
modelima ima znac¢ajnu ulogu u opisivanju perioda privremenog imuniteta (videti [I57-
159]) i vremena koje je potrebno za delovanje vakcine (videti [160], [I61]). Pored toga,
period izmedu kontakta sa infekcijom i razvoja virusa, koji se naziva period inkubaci-
je, u stohasti¢kim epidemioloskim modelima se opisuje vremenskim kasnjenjem (videti
[54], [155]). Zbog takve prirode zaraznih bolesti, epidemioloski modeli sa kasnjenjem
koji se sastoje od diferencijalnih jednacina sa kasnjenjem igraju vrlo vaznu ulogu u
analizi Sirenja i kontroli zaraznih bolesti.

U realnosti se mogu desiti iznenadne ekoloske katastrofe, kao sto su zemljotresi,
poplave, susSe itd. Ovi faktori mogu imati znacajne posledice na epidemioloske siste-
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me. Kao rezultat toga, sistemi postaju prilicno komplikovani i trajektorije modela su
prekidne. Te pojave se ne mogu tac¢no opisati diferencijalnim sistemima sa Browno-
vim kretanjem. Da bi objasnili te fenomene, autori uklju¢uju procese sa skokovima
(Lévyjeve procese) u modele. Vaznost uvodenja Lévyjevih procesa u opisivanju dina-
mike epidemija je opisana, na primer, u radovima [I47HI54] i referencama u njima. U
radovima [147] i [148], autori analiziraju perzistentnost i iskorenjivanje bolesti kod sto-
hastickog SIR modela sa kasnjenjem i Lévyjevim skokovima, gde kasnjenje predstavlja
period imuniteta vakcinisanih ili oporavljenih, ali bez telegrafskog Suma.

U ovom poglavlju je predstavljen stohasticki epidemioloski model, koji se moze pri-
meniti za predvidanje Sirenja bolesti Covid 19 nakon kalibracije konstruisan na osnovu
Pre svega, u model su ukljuc¢ene fluktuacije iz okoline prateci rezultate iz |17], odnosno,
za modeliranje stope prenosa odabran je mean-reverting OU proces koji, iako moze po-
primiti negativne vrednosti, ima stohasticku diferencijalnu jednacinu sa eksplicitnim
reSenjem. U konkretnim problemima, kada se koristi za opisivanje nenegativnog bio-
loskog procesa kao $to je stopa transmisije, odgovarajuce vrednosti parametara mogu
osigurati postojanje nenegativne trajektorije na dovoljno dugom vremenskom inter-
valu. Pritom, ovaj na¢in uvodenja sluc¢ajnosti se razlikuje od radova [6] i [7] gde se
pretpostavlja da stopa mortaliteta zadovoljava Ornstein-Uhlenbeck proces. Pored to-
ga, za modeliranje iznenadnih i znacajnih uticaja okoline primenjen je Lévyjev proces.
Takode, ovaj model sadrzi neprekidan lanac Markova sa kona¢nim brojem stanja kojim
je opisan prelazak vrednosti parametara modela iz jednog stanja u drugo. Na kraju,
period inkubacije bolesti je uklju¢en u model kroz konstantno vremensko kasnjenje.
Ovaj model ima bogatiju dinamic¢ku analizu u odnosu na postojece modele.

Deterministicki epidemioloski model

U radu [I66] autori su predstavili nekoliko deterministickih epidemioloskih modela
za opisivanje progresije korona virusa SARS-CoV-2. Ovde ¢e biti predstavljen jedan
od njih, koji je konstruisan tako da ukljuc¢uje nekoliko preventivnih i sigurnosnih mera,
poput socijalnog distanciranja i karantina. Model je konstruisan pod pretpostavkom
da je ljudska populacija podeljena u pet medusobno disjunktnih klasa:

o S - klasa podloznih pojedinaca,

o L - klasa koja sadrzi samo podloZne osobe sa ograni¢enim kretanjem u cilju sma-
njenja mogucnosti da dodu u kontakt sa virusom (takve osobe postaju sklone infekciji
kada se premeste iz svojih ogranic¢enih zona (lockdown) u kategoriju podloznih),

o [ - zarazeni pojedinci,

o @ - osobe koje su pozitivne na virus i fizi¢ki su izolovane (imaju ogranic¢eno
kretanje kako ne bi §irile virus),

o R - oporavljeni pojedinci.

Dinamika Sirenja virusa SARS-CoV-2 opisana je slede¢im sistemom obi¢nih dife-
rencijalnih jednacina:

ds(t) = (
dL(t) = (
di(t) = |
dQ(t)
dR(t)

nN(t) — BI()S(t) — (u+1) S(t) + L L(t))dt,
lS(t) u + 1) L(t))dt,

BI#)S(t) — (n+a+p)I(t))dt, (5.1)
ol
I

(
(t) = (n+ pg)Q(t))dt,
pil (t) + paQ(t) — uR(t))dt,
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sa pocetnim uslovom S(0) = Sy, L(0) = Lo, 1(0) = Iy, Q(0) = Qo, R(0) = Ry. U ovoj
formulaciji, n predstavlja stopu nataliteta, koeficijent transmisije koji opisuje prenos
virusa izmedu ljudi usled kontakta sa zarazenim pojedincima oznacen je sa (3, dok je
prirodna stopa smrtnosti predstavljena sa u. Ovde prirodna stopa smrtnosti ukljuc¢uje
smrtne slucajeve usled bolesti izazvane koronavirusom. Parametri p; i p, oznacava-
ju stope oporavka za zaraZzene i pojedince u karantinu, respektivno. Parametri [ i [;
predstavljaju stope prelaska podloznih pojedinaca u klasu podloznih osoba u izolaciji
i obrnuto. Stopa po kojoj zarazeni pojedinci postaju izolovani oznacena je sa «.
Ocigledno, ako je I = Iy = 0 u sistemu , dobija se model bez mere socijal-
nog distanciranja, tj, bez klase podloznih osoba u izolaciji. Kada je odredeni procenat
populacije vakcinisan, prirodno je o¢ekivati manji procenat podloznih osoba u izolaciji.

5.1.2 Konstrukcija stohastickog epidemioloskog modela sa sko-
kovima Lévyja, promenama rezima i kasnjenjem

U ovom delu je fokus na konstrukeiji stohastickog modela koji se moze primeniti za
opisivanje Sirenja virusa SARS-CoV-2 nakon kalibracije. Stohasticki model je konstru-
isan na osnovu deterministickog modela konstruisanog u radu [166].

Najpre je epidemioloski model blago modifikovan. Uvedena je klasa vakcinisa-
nih osoba (V). Stopa vakcinacije je oznacena sa v, dok je stopa vakcinisanih pojedinaca
koji gube imunitet oznacena sa v;. Pored toga, uvedena je stopa smrtnosti zarazene
populacije od bolesti d. Takode, izraz nN(t) iz deterministickog modela je zamenjen
parametrom A, koji predstavlja oc¢ekivani broj novih podloznih pojedinaca na odrede-
noj teritoriji, posmatran u odgovarajué¢im jedinicama (npr. godi$nje, po milion ljudi,
itd.), i uvedena je pretpostavka da oporavljeni pojedinci na kraju gube imunitet po
stopi r1. Za sve parametre modela se pretpostavlja da su nenegativni.

Stohasticki model je konstruisan pod pretpostavkom da koeficijent prenosa =
(B(t), t > 0) zadovoljava mean-reverting Ornstein-Ulenbeckovu SDJ

dB(t) = 0 (8. — B(t)) dt + €dB(t), t>0, (5.2)

gde je [, srednja vrednost stacionarne Gaussove raspodele sa disperzijom &/ V/20. Pa-
rametar # > 0 odreduje brzinu srednje reverzije, dok je ¢ intenzitet volatilnosti, a
B = (B(t),t>0) je Brownovo kretanje. Vise detalja o mean-reverting Ornstein-
Uhlenbeckovoj SDJ se mogu pronaci u [18].

Prema [I8], strana 306, eksplicitno resenje SDJ ima sledeci oblik

B(t) = Be+ (B(0) = Be) e + ¢ / e =) B, (5.3)
0
Ocekivana vrednost za ((t) je
E[B(t)] = B + (B(0) = Be) e, (5.4)
a njena disperzija ,
Var (5(t)) = 2—9(1 — ™), (5.5)

Iz eksplicitnog oblika resenja (5.3), u kombinaciji sa rezultatima koji se odnose na
t
ocekivanje (5.4) i disperziju (5.5) za 8(t), sledida ¢ [ e~ dB; ~ N <O, %(1 — e‘29t)> ,
0
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t

Sto implicira da £ [ e =) 4B, i \/%\/ 1— 6_26'5%?) imaju istu raspodelu. Na osnovu
0

toga sledi da se eksplicitno resenje (|5.3) moze modelirati sa

dB(t)

B() = e+ (5(0) = B e " + 0 ()=, (56)

gde je

§
o(t) = ——=+/1— e 201,
(1) =75V
Ovi diferencijali ne postoje u obi¢nom (jakom) smislu, ali kako su preslikavanja ¢t —
Bi(t,w), i = 1,2, neprekidna za skoro svako w, ona su slabo diferencijabilna za skoro
svako w, i mogu se interpretirati u slabom smislu (videti [29], Poglavlje 2), odnosno,
ukoliko se posmatra u integralni oblik (5.6))

Atﬁ(t)dt_/Otb(t)dt+AtU(t)déT§wdt_/Otb(t)dt+Atg<t)dB(t)’ si.

Poslednji integral je Itov integral koji se moze zapisati u diferencijalnoj formi na sledeci
nacin
B(t)dt =b(t)dt + o(t)dB(t), s.i.

S druge strane, iznenadne i znacajne promene u okruzenju, poput veé¢ih promena u
vremenskim uslovima, okupljanja velikog broja ljudi, ekonomskih kriza i drugih, mogu
dovesti do znacajnog porasta u broju zarazenih. Inspirisani ovim, u ovom radu je pri-
menjen Poissonov proces kao proces koji opisuje nagle skokove u broju zarazenih. Neka
N oznacava Poissonov proces prebrojavanja sa srednjom merom ) koja je definisana
na konatnom merljivom podskupu Y skupa (0,00) sa A(Y) < +o0. Neka N oznacava
kompenzovanu slu¢ajnu meru definisanu sa N (dt, du) = N(dt, du) — X(du)dt.

Pored ve¢ uvedenih pretpostavki, neka 7 oznacava inkubacioni period, odnosno,
period od trenutka kontakta podlozne osobe sa zarazenom osobom do trenutka kada
ona postaje infektivna.

Koeficijent prenosa f je modeliran OU procesom i uveden je proces skoka u model
i na taj nacin dobijen stohasticki model oblika

o /86 + (5(()) — ﬁe) eiet
ds(t) = (A - N0 I(t —7)S(t) — (+1+v) SEt) + L L(t)
o(t)

FOV () +riR() di T = T)S () dB()

st )ij(g—; ") /Y n(u) N (dt, du),
dL(t) = (IS(t) — (n+L)L(t)) dt,
dv(t) = (vS(t) — (up+v)V(t)) dt, (5.7)
dI(t) = (ﬁe i (5(]%)(;) be)e It—7)S(t) — (p+a+p + 6)I(t)) dt

—l—;—(%[(t —7)S(t) dB(t) + S“_)]]V(((; ) /Yn(u) N(dt, du),

dQ(t) = (al(t) = (u+ pg)Q(1)) dt,
dR(t) = (pil(t) + pgQ(t) — (n+r1)R(1)) dt,
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pri ¢emu su S(t7), I((t —7)7) i N(¢~) granic¢ne vrednosti sleva za S(t), I(t —7) i N(t),
redom, i 7 : Y x Q — R ograni¢ena i B(Y) x Fi-merljiva, gde je B(Y), o-algebra
generisana skupom Y.

Pored toga, slucajnost iz okruzenja moze izazvati promenu u intenzitetu manifesta-
cije razli¢itih fenomena. Ovo se moze prikazati kao prelazak iz jednog u drugi podrezim.
U matematici se ovaj prelaz iz jednog stanja u drugo cesto opisuje telegrafskim Sumom,
poznatim i kao obojeni Sum. Na primer, u kontekstu vremenskih prilika telegrafski sum
moze opisati promenu iz kiSnog u susni period i obrnuto, u industriji promenu para-
metara podeSavanja masina itd. Posebno, primenom telegrafskog Suma u modeliranju
sirenja bolesti Covid-19, medu ostalim pojavama, moze se opisati slucajno kretanje
ljudi i vremenske prilike. Promena rezima obi¢no ima svojstvo odsustva memorije, a
period izmedu dva prelaza ima eksponencijalnu raspodelu (videti [19]). Stoga se prome-
na rezima moze modelirati lancem Markova (a(t),t > 0) sa vrednostima u kona¢nom
skupu stanja A = {1,...,n}. Neka vazi pretpostavka da svi parametri modela zavise
od stanja lanca Markova ¢ija je generatorska matrica T = (v;;), ~ data sa

P{a(t + At) = j | a(t) = i} = { ?iiAyiﬁ(fi’(A>, )

gde je At > 01 7,; > 0 su gustine prelaza iz stanja ¢ u stanje j za ¢ # j, 7, < 0 tako
daje > ", vij = 0. Pored toga, pretpostavlja se da je lanac Markova ireducibilan tj. da
su sva stanja lanca Markova dostizna. Na osnovu ireducibilnosti lanca Markova, sledi
da on ima jedinstvenu stacionarnu raspodelu © = (7, ..., m,) koja se moze odrediti iz
uslova

ﬂ—T — Oan — (0707 ...,0)7
gde je
Y m=1m>0icA

Sistem (|5.7) sa promenama reZima se moze predstaviti u obliku

a _ 3.(a o—0la(t)t
H)R

— (v(a(t) + p(a(t)))) S(8) + h(a(t)

~—
~
—~
~
~
_|_
I~
il
S
| =
\_/
~—
<
-
\_/
_|_
=
[
/-\
/—\
\_/

N(t Nt
AL = (a(t)S() ~ (u(alt)) + L(a(®) L) dh
V() = ((a®)S() ~ (plalt)) + v (alt)V (D) dt

a _ B.(a o0

~(pia(On(a(o) + 8la(t)1(0) di + “GE 10 = )10 aB)
S“)]]V(((f_; ) /Y n(a(t), w) N(dt, du),

10() = (ala()I() ~ (n(a(t) + p, at)Q)
4R = (p(ald)I(D) + py(alt)QE) — (u(a(®) + ri(a() RO (5.5)
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sa pocetnom vrednos$éu

S(€) = ¢1(€) > 0, L(C) = ¢2(¢) > 0, V(¢) = w3(¢) >0,
IEC% = p4(¢) > 0, Q(C) = ¢5(¢) >0, R(¢) = ¢s(¢) >0, ¢ €[—,0], (5.9)
a(0) =1,

pri ¢emu je (901 (C)? @2(€)7 903(<)7 S04(§), 905(<)7 906(<)) = El([_7_7 0] ) Ri) familije Lebesgu-
eovih integrabilnih funkcija koje preslikavaju segment [—7,0) u RS = {(z1,...,25) € R°
cx; > 0,i=1,...,6}. Zasvako fiksno stanje k € A, svi parametri A(k), 5.(k),l(k),v(k),
p(k), li(k),vi(k), r(k), a(k), pi(k), pg(k),0(k) modela su pozitivne konstante i
imaju isto znacenje koje je ranije uvedeno. Takode, vazi da su brzina srednje reverzije
0(k) 1 intenzitet volatilnosti (k) pozitivne za svako k € A. Veli¢ina ukupne populacije
u trenutku t je

N(t) = S) + V() + L) + I(t) + Q(t) + R(t), t= -
Radi jednostavnijeg zapisa, uvode se sledeé¢e notacije

g :=mingeaf{g(k)} 1 g:=mazea{g(k)},
za svaki vektor g = (g(1),...,g9(n)).

Sistem (5.7]) je specijalan slucaj sistema (5.8)) s jednim stanjem rezima. Dakle,
postojanje i jedinstvenost pozitivnog globalnog resenja sistema (5.7)) sledi iz postojanja
i jedinstvenosti pozitivnog globalnog resenja sistema ((5.8)).

5.1.3 Egzistencija i jedinstvenost globalnog pozitivnog resSenja

U ovom podpoglavlju je dokazano postojanje i jedinstvenost globalnog pozitivnog
reSenja sistema stohastickih diferencijalnih jednacina (/5.8]).

Neka je
I'= {(S(t)aL(t)7V(t)vl(t)vQ(t)vR(t)) € Ri :
A A
PR <SE)+ L)+ V() +1(t) +Q(t)+ R(t) < o t> —r}.

Da bi se ograni¢io intenzitet skokova u modelu (5.8)), uvodi se slede¢a pretpostavka.

Pretpostavka 1 Postoji pozitivna konstanta 0 < h < 1 tako da za t > —1 vazi:
sup p(a(s))
o [n(a(t), w)| < h:nfjm
oa(t) € A.

Teorema 5.1 Neka vaZi Pretpostavka . Tada postoji jedinstveno resenje (S(t), L(t),

V(t),1(t),Q(t), R(t),a(t)), t > —, sistema SDJ (5.8)), koje ostaje u skupu I' x A sa ve-

rovatnoéom 1, za proizvoljnu pocetnu vrednost (S(C), L(C), V(¢), 1((),Q(¢), R({),a(C))
€ LY([-7,0],T x A). Pored toga,
A

—— < N(t) <

- , t>—T. (5.10)
o+

(@29
| =
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Dokaz. Kako koeficijenti sistema zadovoljavaju lokalni Lipschitzov uslov, na osno-
vu Teoreme [1.44]sledi da za svaku pocetnu vrednost (S(¢), L(¢), V(¢), 1(¢), Q(¢), R(¢),

a(¢)) € LY([~7,0],T x A) postoji jedinstveno lokalno refenje na segmentu [—7, 7], gde
je T, vreme eksplozue. Da bi se pokazalo da je ovo resenje globalno, potrebno je doka-
zati da je 7. = oo s.i. Neka je ko > 0 tako da se S(¢), L(¢),V(¢), I(¢), Q(¢) i R(C) za
¢ € [—7,0] nalaze unutar segmenta [é, ko). Za svaki ceo broj k > ko definiSe se vreme
zaustavljanja na slede¢i nacin

7, = inf {t € [—7,7) :min{S(t), L(t),V(t),1(t),Q(t), R(t)} < % ili
max {S(1), L(1), V1), 1(1), Q(), R(1)} > k)

Niz {7}, je rastuéi kada k& — oo. DefiniSe se 7., na sledeéi nacin 7o, = limg_, o0 7.
Tada je 7, < 7, s.i. Ako se pokaze da je 7o, = 00 s.i, tada je 7, = 00, S§to znaci da je
(S(t), L(t),V(t), I(t),Q(t), R(t),a(t)) € 'x Asi.zasvet > —7. Pod pretpostavkom da
ova tvrdnja nije ta¢na, postoje konstante 7> 0 i e € (0, 1) tako da je P {7, < T} > e.
Tada postoji ceo broj k1 > ko tako da je P {7, < T} > ¢, odnosno,
P{m. <T} > e,
za svako k > k.
Imajuéi u vidu da je N(t) = S(t) + L(t) + V(t) + I(t) + Q(t) + R(t),t > —,
sabiranjem jednacina sistema ([5.8)), dobija se
dN(t) = (Ala(t)) — p(a(t))N(t) — 0(a(t))1(t)) di.
Odavde sledi
(Aa(t)) = (n(a(t)) + 5(a(t)))N(2)) di
& (ula®) +8(a®) (5 - N®) dt

i
zat € [0,7;). Tada je

d ﬁ;—N@)+<<a» 3(a®) (25— N®) dt <o,
d %-N())w( ( (t))dt>0
za t € [0,7). Integracijom od 0 do t, t € [0, 7%), dobija se

A 5))+8(a(s)))ds
25— NO) < (s~ V() e diet ,

LoNW) = (3= N(0)) e Tt

AN (t)

<
dN(t) <

<
<

Na osnovu uslova teoreme, kako A <N (0) < A Sledi
a+o Q’

A A
mSN()_E tel0,m).
Neka je F: [0, +00) x RS — R, U {0}, C*-funkcija definisana na sledeéi nacin
F(t, S(t ) L(t), V(t), I(t), Q(t), R(t))
(S( ) — a1 —arInS(t))+ (L(t) —1—In L))+ (V(t) — 1 — In V(1))
In (I(t) +1)) + (Q(t) =1 =InQ(t)) + (R(t) — 1 — In R(t))

(I(t)
/ s)ds + ag I*(s) ds,
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pri ¢emu su aq,as i ag pozitivne konstante koje ¢e biti odredene u nastavku. Kako je,
u—1—Inu>01iu—In(u+1) >0 zasvako u > 0, to je funkcija F' nenegativna.
Neka su k > ko i T > 0 proizvoljni. Primenom uopstene Itove formule (Teorema [1.45])
sledi da je

dF(t, S(t), L(t), V(1),1(t), Q(t), k(1))
I(t—7)

— LRGS0, L0,V (0).10, Q0. F®) i — awola). 0 5T as(
+ola(t), 1) A%f?(%ﬁf ﬁ) dB(1)
_ /Y In (1 4 i\(ft(tx((xz;?1))”(“(t>’ )> N(dt, du)
ay /Y In (1— I((;V(_tj)))n(a(t), )> N(dt, du),
pri gemu je
dF(t,5(¢), L(t), V(t), 1(t), Q(t), R(1))

+ (v1(a(t)V(t) + ri(a(t ( )

-ﬂ{45%§;§2ﬂ<>>+4< e atatt )aian

+(Ia(t)S(t) — (ula(t) + lL(a (_ (t)>

4wwawwu»—wmﬁ»+w<@”WW”<l vbQ

Bela(t)) + (B(0) — Be(a(t))) e~
N(?) I(t—71)8 (1 t)+1)

~(ua(t) + atalt) + p(a(0) + 3(a)10) (1= 77577
+/y(f;(t_> ]((tlzt;)_)n(a(t), w) — In(1 + (é)) zt)) n(a(t), >>> A(du)

(
+«wwwﬂu»—wm@»+p4«w»@@>Qf"%5>
)

+@mwnmw+%muwww—uw<»+m<<>><»(1—§%)
+@cm>—1@—7»+wﬂﬂu»—ﬂ@—fn
o*(a(t),t) 1o*(alt),t

22 Ve L= DS 0 gt Ng) Lp - 1)s2 (1)
(0)

< Ki+ <CL2—(§> I(t)_ (a2_a1max{ﬁveaﬂ 0 })I(t_T)

_l_

(I(t) +1)?
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+<%§9 <#+1> >[2(t_7)+a3]2(t)—a1Y1+Y2

< K1+G3E—G1Y1+Y27

gde je

o= [ (MG e i - HEET .0 ) s
(S () S(t7) 1((t — 7))

v (N(t) P 00,0~ w4+ S D u))) A(du)

. ; 2 ; 8(a+d
Neka je a; :m,@:é,ag:li (&le)

220 \ Amax{g.,8(0) }
Kako vazi Pretpostavka [l primenom Tejlorove formule na funkciju In (1 — z) (gde
je r = I](\’;(j_))n(a(t), u)), dobija se

t),u) + In(1 — [((]if&j))_>n(a(t),u))) A(du)

)

Y, =
! N(t- na
I((t=7)")
( NGO

Y/ (I((t — 7'))_ )
g (alt). w))
L 2(1-x (“g(p))n(a(t),u))f
_ (S emw) e
T 21— (M (e w)) T 20T

gde je k € (0,1) proizvoljno. Sli¢no se dobija

v, = / (SW M=) o), u) — (1 + 240 ““‘””ma(w,u») Aldu)

N(t=) (I(H) +1)

2
S(t7) 1((t=7)7)
nla(t), w))
< / ( NG (I; >+(1> Adu)
S(t )
v o2 (1w (S e, )
2
S(t7) 1((t=7)")
< N ><I<t>+>"(“(t)’“)> o
) I(

2 (1 -k (N((t ) (15( )+)1))77(a(75)7u)>)2 T 2(1—h)"

IN

Tada je

A2 h2

LE(t,S(t), L(t), V(¢),1(t), Qt), R(t)) < K1 + 375t (I+a) 7 (1—h)?

Prema tome, vazi
dF(t,S(t), L(t), V(1) 1(t), Q(t), k(1))
a(t),t) S5(t)
YO I(t—7) (a1 — 0 + 1) dB(t)

161



5.1 Dinamicka analiza stohastickog epidemioloskog modela

_ / In(1 + ff((tt )) (<(§ )_I)l)%(a(t),u))zv(dt,du)

—l—al/yln(l %n(a(zﬁ),u))ﬂf{dt,du}.

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do 7, AT i racunanjem ocekivanja, dobija se
EF(Tk /\T, S(Tk /\T),L(Tk /\T),V(Tk A T),I(Tk /\T),Q(Tk N T),R(Tk /\T))
< F(0,5(0), L(0), V(0), 1(0), Q(0), k(0)) + CE(7x A T)
< F(0,5(0), L(0), V(0), 1(0), Q(0), k(0)) + CT.
Neka je Q = {7 < T}. Tada je P(§2;) > €. Za svako w € €, bar jedan od S(7,w),
L(ti,w), V(7 w), I(Th,w), Q(7s,w) ili R(7k,w) je jednak k ili +. Dakle, F(S (Tk, )

L(7g,w), V (1, w), I(Tg,w), Q(7x,w), R(Tk,w)) nije manje ili od k —1—Inkiliod ;
1—1In % Na osnovu toga je

F(Tk/\T, S(Tk /\T),L(Tk /\T),V(Tk/\T ,I(Tk /\T),Q(Tk/\T),R(Tk /\T))

)

1 1
> mi —1-1 ——1—In-—;.
_mm{k nkzk nk}

Dakle,

F(0,5(0), L(0), V(0), 1(0), Q(0), R(0)) + CT
Z E[IQkF(Tk VAN jﬁ7 S(Tk VAN T),L(Tk A T), V(Tk A T), ](Tk VAN T),Q(Tk N T), R(Tk VAN T))]

1 1
> i —1—Ink,-—1—In—
> emm{k nk,k nk},

pri ¢emu je Io, indikator dogadaja €. Kada k — oo, dobija se
oo > F(0,5(0), L(0), V(0), 1(0), Q(0), B(0)) + CT = oo,
Sto je kontradikcija. Na osnovu toga se zakljucuje da je 7., = oo s.i, ¢ime je dokaz

kompletan.

Napomena 5.1 Skup T' je skoro izvesno pozitivno invarijantni skup sistema (5.8) za
svako t > —7, tj. ako sistem krene iz I', on nikada nece napustiti I'. Zbog toga, ce u
nastavku vaziti pretpostavka da je pocetna vrednost

(S(€), L(C), V(€), 1(¢), Q(C), R(C), a(C)) € T x A, (€ [-7,0].

5.1.4 Iskorenjivanje bolesti

U ovom poglavlju bié¢e izvedeni dovoljni uslovi, koje treba da zadovoljavaju para-
metri modela, koji dovode do iskorenjivanja bolesti iz populacije.

Neka je

a(k) = k) )
20(k)

Tada je o(k,t) = a(k)vV1—e2®t k € At > 0. Ocigledno vazi da je o(k,t) <

a(k), k€ A, t > 0. U nastavku ¢e biti koriséene oznake

ke A

~

g := maxa(k), 6 :=mina(k), keA,

/x t > 0.
0

1
t

162



5.1 Dinamicka analiza stohastickog epidemioloskog modela

Teorema 5.2 Neka vazi Pretpostavka i neka je (S(t), L(t),V(t),I1(t),Q(t), R(t),
a(t)), t > —7 resenje sistema za proizvoljnu pocetnu vrednost (S(C), L(¢), V ({),

1(¢), Q(Q), R(C), a(()) € LY([- ] [ A). Ako je

(max{ﬁe, 60}) ’

R = ——— 0l
20%(fu + &+ pi +0)

<1, (5.11)

tada je
lim I(t) =0, s.,

t—o00

odnosno, bolest ce biti iskorenjena. Pored toga, vazi

lim Q(¢t) =0, lim R(t) =0, s.i.
t—00

t—o00

A A
—— < lim [S(¢)+ L(t)+ V < S.4.
< Jm [S() + L) + V(O] € 5
Dokaz. Primenom uops$tene Itove formule (Teorema [1.45) na In I(t), sledi

an1(e) = ((3.09+ 6= ) ) L2050 - iy - all) - it

o0+ (1t SRS M

I((t—71)7)S(t) o?(k,t) I*(t — 1)S?(t)
=t Ry ) = ﬂ@N%))“

Yok, t)l(;(;)—wdm)

n /Y (m (1 ok, )t ((tl(_t;@_(f)(m)) N(ds, du).

Integracijom obe strane prethodne nejednakosti od z > 0 do ¢, (0 < z < t) i deljenjem
sa t, dobija se

t

2RI [ (00 + (- s o) DB i

t t) I(s)N(s)
(k) — oi(k) — o?(k, s) 12(8 —7)5%(s)
(k) = pi(k) = 6(k) = — 2(5)N2(5) (5.12)

—i—/Yln (1+n(k,u) ((?(TS)C)V(ZSSS )> A(du)

—/lvn(k,u)]((‘sjé&(gs)A(du)> ds + %Ml,

gde je

Mi(t) = / o(k, s)%dms)

//( <1+77 SI(_S)szr_(iSSS_>>)N(ds,du). (5.13)
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Na osnovu osobina Brownovog kretanja i Lévyjevog procesa (Teorema i osobina
(1.28])), M;(t) je martingal. Da bi se odredila gornja granica martingala M;(t) bice
primenjena eksponencijalna martingalna nejednakost (Lema [1.52))

P [ =5 [ (ot S>%) i

2L [ (S )

o (1 (e, ) (_)T) (>S§ >)) )\(du)ds] > 5} < e,

gde je n > 1 proizvoljan ceo broj i a i # proizvoljni brojevi koji ¢e biti izabrani u
nastavku. Neka je € € (0,1) proizvoljno. Ako se odabere a =¢i = 21%, tada je

P L o5 [ (ot )

Ry

—eln (1 +n(/€,u)l(<s<—;) (isgs >)) )\(du)ds} > 21?”} < %

Kako red Zfoo n—12 konvergira, na osnovu Borel-Cantellijeve leme (Lema , sledi da
postoji o C 2 za koji je P(£2g) = 1, tako da za svako w € €y postoji nenegativan ceo
broj no(w), tako da za n > ng(w) it € [n — 1,n], vazi

a5 [ (o i)

"//((’7 8<_s>7)<15§8 >“) -

—eln (1+77(k;, w) <<S_T) ) ;S >))A(du)ds] < Hon

€

Dakle,

IN

Mi(t) f/t( (k,s)l(s_—T)*gES) " ds

(
/ / ((n )= @f?wfgs_) + 1)6 -1 (5.14)
—cln (1 + n(k,w[((i(;; ]3[85;5_))) Adu)ds + 21?”

Zamenom u ), dobija se,

LEHO ; LE(CR % [ (0.09+ = s o) SE=D5E -
—alk) — pi(k) - o) - LIS T <;)]T\2§<S<>S)) ds
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oy ( (ot “?@&2555_)“)6—%

— 21

k) =TS )> Adu)ds + ——°

I(s)N(s™)

Kako je drugi izvod funkcije fi(z) = 12¢ — 1 — 2 + 1 jednak f{'(z) = (e — 1)< 2 < 0,
za 0 <e<1lixz>0,toona dostize maksimalnu vrednost jednaku 0 u tacki 1. Tada

; I((s—7)7)S(s™ € I((s—7 S
(1 €)o?

1, > 0. Pored toga, funkcija fo(z) = B:E

te

o LAS) dostlze maksimalnu vrednost

ﬁ za r = # To implicira da je
IO < B k) + ah) + k) + 8k
L[ (B + (o= BB e ™) 2m
+Z/2 21— 6)0 ) ds+ =
In/(z2) .\ t—2z (max{S.(k), Bo})* (t — 2) 2lnn
< S (arasprd) 21— )2 (k)(1— e 207y e
Ini(z) . nN\t—z t—z (maX{Be, 50})2 2lnn
< == (irap+d) = T osl— e T e

Izrac¢unavanjem grani¢ne vrednosti leve i desne strane poslednje nejednakosti kada
t — 00, dobija se da je

= 2
timsup B1E) (ﬂ+d+ﬁi+$) (max{8e, fo}) ).
t—o00 t 21 —e)o?2(1 — e 22)(a+ a+ p; +90)

za svako € € (0,1), i z > 0. Neka je niz {e;}x, takav da je € € (0,1) za svako k i
limy_. € = 0. Tada, za svako k vazi

(max{B, fo})” - 1) |

. InI(t) A A
hmsup—§<u+a+pi+(5> - -
o0 1 2(1 —e)o*(1 — ) (i +a+ pi + )

[zracunavanjem grani¢ne vrednosti leve i desne strane poslednje nejednakosti kada
k — oo, dobija se da je

5 2
InI(¢ ° es
lim sup nl(t) < (,ll +a+p; + 5) (maﬁc{ﬁ fo}) ——1],
t—o0 t 202(1 — e 22) (i + &+ p; +9)

za svako z > 0. Neka je niz {z,, }.n, takav da je z,, > 0, za svako m i lim,, o 2, = 00.
Tada, za svako m vazi

. 2
In I . ..
lim sup HED < (ﬂ+@+ﬁ,~+5) (max {5, 5o}) 1.
too 1 262(1 — =202 ) (fi + & + p; + 0)

Izracunavanjem grani¢ne vrednosti leve i desne strane poslednje nejednakosti kada
m — oo, dobija se da je

- 2
lim sup lni(t) < (/1 +a+p; + 5) ( (max{ﬁ&ﬁo}) A) — 1) <0,

t—00 202(+ &+ pi+9
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na osnovu uslova ((5.11]). Tada je
lim I(t) =0, s.. (5.15)

t—o00

Stavise, integracijom obe strane pete jednacine sistema (5.8)) i deljenjem sa ¢, dobija se

t t

WOQO_ L [ amyr)ds — 1 [l +pk)0s) ds.

0 0

t t

[zracunavanjem grani¢ne vrednosti obe strane prethodne jednakosti kada t — oo i
primenom L’Hospitalovog pravila, (5.15)) i ograni¢enosti Q(t), Q(0), sledi

lim Q(t) =0, s.i. (5.16)

t—o00

Takode, integracijom obe strane Seste jednacine sistema (5.8 i zatim deljenjem sa t,
dobija se

R(t)— R(0) 1 | t /

UL / pR)I(s) ds + / pu(R)Q(s) ds — 7 / (n(k) + 71 (K))R(s) ds.

0 0 0

[zracunavanjem grani¢ne vrednosti obe strane prethodne jednakosti kada t — oo i
primenom L’Hospitalovog pravila, (5.15)), (5.16]) i ograni¢enosti R(t), R(0), sledi da je

lim R(t) =0, s.i. (5.17)
t—o00

Kako je N(t) = S(t) + L(t) + V(t) + I(t) + Q(t) + R(t), 2= < N(t) < &, t > -7,
na osnovu (5.15)), (5.16) i (5.17)), dobija se

A A

—— < lim [S(¢)+ L(t) + V()| < —
T S S0+ L)+ Vi) <
Time je dokaz kompletan. A

Napomena 5.2 Kako obavezna izolacija podlozZnih osoba predstavlja meru za suzbija-
nje bolesti ¢ije uvodenje donosi drZavna vlast u zavisnosti od trenutnog broja zaraZenih
osoba, u slucaju znacajnog smanjenja broja zaraZenih il iskorenjavanja bolesti, ta mera
ce biti ukinuta. Dakle, kao posledica iskorenjivanja bolesti, u modelu koeficijenti
koji opisuju 1zolaciju podloznih osoba postace nula, odnosno | = 0.

Na osnovu Napomene proizilazi slede¢a posledica.

Posledica 5.1 Neka vazi Pretpostavka (1] i neka je (S(t), L(t),V (t),I(t), Q(t), R(t),
a(t)), t > —7 reSenje sistema sa proizvoljnom pocetnom vrednoséu (S(¢), L(¢),
V((), 1(€), Q(¢), R(¢),a(¢)) € LY([~7,0],T x A). Neka vazi uslov Teoreme[5.3. Ako je
l(a(t)) =0, za t > t1, gde je t; > 0, tada resengje sistema ima osobinu

lim I(t) =0, lim L(t) =0, lim Q(t) =0, lim R(t) =0, s.i.
t—o0 t—o0 t—o0 t—o0

~

2 < lim [S() + V()] <

v , S.i.
[L +0 t—o00

=
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Dokaz. Resavanjem druge jednacine sistema ([5.8)) eksplicitno, dobija se
t

L(t) = e~ (ua(®)+l(a(®)))t {L(O) +/ l(a(t))S(s)e(“(“( N+ (a®)s 1g
0

Kako je l(a(t)) = 0,t > t;, izraCunavanjem granicne vrednosti kada ¢ — oo u poslednjoj
jednakosti dobija se

lim L(t) = 0, s.,

t—o0

gde je primenjeno L’Hospitalovo pravilo. Odavde i na osnovu Teoreme [5.2], sledi da je

EN VAN

= | =

5.1.5 Perzistentnost u srednjem bolesti

U ovom poglavlju, u fokusu istrazivanja je odredivanje dovoljnih uslova pod kojima
je bolest perzistentna u populaciji.

Definicija 5.1 Bolest je strogo perzistentna u srednjem u populaciji ako vazZi bar jedan
od sledecih uslova

1/t 1/t
lim inf —/ I(s)ds > 0,s.i. ili liminf —/ Q(s)ds > 0, s.i.
0 0

t—+o00 00
Neka je
3 A2(k 12 (k)
g Z ( \/mm{ﬁe B0} oy +(5)(k 0] iu T 2\/T+2\/T>
Ry = k=1 i}
PECED

Teorema 5.3 Neka vaZi Pretpostavka i neka je (S(t), L(t), V(t),1(t),Q(t), R(t),
a(t)), t > —1 reSenje sistema sa proizvoljnom pocetnom vrednoséu (S(C), L((),
V0,16, Q0 RO, a(0)) & L Lr 0] T ). Ak g

1. RS > 1, tada je

L > (k) (k) (RS 1)
hminf—/[(s)ds . - — >0, s,
Sy max {5(0), A} 22
L & " (k)@ (k) (RS — 1)
llminf—/Q(s)ds > =1 - = >0, s,
S (i + ) max {5(0) B} &
o (61 + Aozt ) 30 m(R)m () (RS — 1)
liminf—/R(s)ds > k=1 — >0, s.,
et (4 77) max {B(0), B} 52

pri cemu e (k) i= A(K) +4u(k) + a(k) + (k) + 5(0) +1(4) + <k>+zl<k>
on (k) +min{5.(), 5(0) e + T3 (Gt + ) + [ 4P ) A
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33 min{B.0(0)} 2% £ +2V/ 424500

w

2. RS = > 1, tada je

t

1 o (R§* — 1
liminf—/[(s)dsz @ (B . ) = >0, s,
=00 max {B(O), ﬁe} %

0

ato (R§* — 1) .
hmlnf Q 5 > 0, s.,
(f1 + pg) max { B(0), B }
t A A~ & ~ S
1 (pi—kp V—Vq>w(R0 —1)
liminf — [ R(s)ds > At > 0, s.i,
t—oo / (ﬂ+fl)max{6(0),ﬁe}%

odnosno, bolest je strogo perzistentna u srednjem u populaciji.

Dokaz. 1. Primenom operatora L(-) (1.45) na funkciju Uy(S,L,V,1,Q, R) = S(t) +
L)+ V(@t)+1(t)+ Q)+ R(t) —In(I(t) +1) —InS(t) —In L(t) — In V (¢), dobija se

L(U:\(S,L,V,1,Q,R))

= A(k) = p(R)N () = 8(k)1(t) = (Be(k) + (B(0) = Be(k)) e=*™") (f(zf)_ Tl))%t(zf)
+ (u(k) + a(k) + pi(k) + 3(k)) [(f)(tl 1 %U%’ ) (I[ (Zt()t; 17)5\225)
_ Y/ In (1 +n(k, u) 1((1(5 )_ J: )1)355 ;) =k, u) ]((I((tt)—JrT )1)35(55—))) M)
_% o+ (Bo0k) + (B(0) = B(k)) ") I(fv—@)) + ) +10) + v k)
)

<~ 5~ HINE) = min{5.(1), 5(0) )
+A(k) +4p(k) + a(k) + pi(k) +0(k) + U1(k) + v

(
+min{ﬁe(k)75(0)}A(k) 4 (k) (Az(k) (u(k

k

L (k)
p(k) 2\ p2(k) It
k

+ / %n%k,wﬁzﬁibw + max{8, k), 5(0)} 2

L(#) V) S(k) S(k)
50) 01(/?)% - l(k)m —( )Wa

~li(k)
gde je primenjena Taylorova formula na funkciju In(1 + ).
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Neka je U : [0,00) x ' x A — R, definisana sa
Ut,s,L,V.I,Q,R, k) = U(t,S,L,V,I,Q,R,k)
+max{ . (k), B(0) } 55 t [ I(s)ds +w(k),

pri ¢emu ¢e w(k), k € A biti odreden u nastavku. Primenom operatora L(-) (L.45) na
U, dobija se

LU(S,L,V.I,Q,R,k) = LU\(S,L,V,I,Q R.k) = > ~w(j)
=1

u(k) + 5(k)
+ max{B.(k), 5(0)}W(I<t> —I(t—71))

i A(k) S(t)
(k>N<t) - mln{ﬁe(k>7 ﬁ(o)},u(k}) —+ 5(k') (](t) + 1)N(t)
‘% L AGR) + (k) + (k) + pulk) + 6(k) + 1(k) + (k)

+iy (k) + (k) — 1 (k)% + min{ 3. (k), 5(O>}m
+0(k))

Vi) | o2k (AR) (k)
SOREE (;ﬂ(kﬁ Wk ) (518)
) S(k)

*(k) (&
—v(k) V)

IN
|
=

=

A(du) — l(k:)%

k)+do(k &
+max{ (1), 50 S a0 - > el

oo LRy (k)
_3\/mm{,ﬂe(k‘), 5(0>}M(,€) + 6(k) A(K) + p(k)

~2/IRTL ] ~ 2/ K)o F)
sao (k) + max{5,(0), SOOI 1) -3 500

IN

A(k)

* k)+o(k -
= R+ max(A0), 5O ) - >0

gde je R*(k) := 3<’/min{ﬁe(k),,8(0)}“(2)2!;)(,6 k;ﬂ; + 23/U(k)l1 (k) + 2/v(k)vi (k
w(k),Vk € A. Kako je lanac Markova A 1redu(31b11an to za R* = (R*(1),..., R*(n))T,

postoji w = (w(1),..., w(n))? tako da je zadovoljen sledeé¢i Poissonov sistem

n

Tw:Z (i)R*(i)(1,1,...,1)" — R*,

odakle sledi da
=S ki) — R() = = S w(DRG), ke {120}
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Zamenom poslednje jednakosti u ([5.18]), dobija se
TR
LU, S, L,V,I,Q,R,k) < — Z )+ max { (0, .} %I(t) (5.19)
S M + (5
(R§ — 1) + max {(0) }— (1).

< -l

Integracijom poslednje nejednakosti od 0 do ¢ i deljenjem sa ¢, dobija se
U(Oa Sa La ‘/a Ia Q7 Ra kO)

Ut,S, L.V, 1,Q, R, k) —
t
& S S it 6
< =Y w(k)w(k) (RS — 1) + max {5(0), 5.} — @
L M(8) + 1 Mo() — T My(t) + 7 Ma () (5.20)
gde su uvedene oznake
My(t) = / o (k) (lf(f))i (j >;VT<)S)dB(s), My(t) % / ok, 5). SSV(;; ) aB(s),
_ S = 1))\ 5
= [ [ (o (1o i) )
(s = T))>) N(ds, du).

i
t
My(t) = In(1 k
4() //(n( +7]( 7“) N(S_)
0y
Na osnovu osobina Brownovog kretanja (Teorema [1.10]), M;(t) i Ms(t) su neprekidni
PeonSe) g0 5
o—

i

< Q.

N

martingali. Pritom vazi M;(0) =0 i
(k. ) omenety 45 _

My, M
lim sup (M, My), = lim sup
t t— t
(5.21)

t—

Primenom Leme [I.7] sledi
M (t
% — 0 s.i, kada t — oo.
i M,(t) su martingali. Pored toga

Na osnovu osobina Lévyjevog procesa Ms
I((s — +)- _ 2
((s —7)7)S(s ))) Mdu)ds,

M3<O) =01
t
M3, Ms), = In | 1+ n(k,
o, = [ (n (1t 778 s
Primenom Pretpostavke [T} dobija se
2
s—7)7)S(s~
" 40y, M), /t fy ln 1+n(k ) (>+)1>z)v<i—)))> )\(du)d
= = S
Pt o (1+s2 S (1+5)2
(1n (1+h§§))2fyx
ds < 00.

IA

/0 (1+s)?
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Na osnovu Leme (|1.8)), sledi

M;(t
i)%as@kMaﬁ+m. (5.22)
Na osnovu istih argumenata kao u (5.21)) i (5.22)), zakljuc¢uje se da vazi
My(t) M,(t)

— 0, — 0, s.t, kada t — oo.

t
Kako je -5 < S(t) + L(t) + V(£) + I(t) + Q(t) + R(t) < &, ¢ > —7, to je

U(S,L,V,I.Q,R,k) > —In(I(t)+1)—InS(t)—InL(t) — nV(t) — w(k)

A
> —4ln(7+1> —w:=M > —cc.
i
[zracunavanjem grani¢ne vrednosti obe strane nejednakosti (5.20) kada ¢ — oo i
primenom prethodnih relacija, vazi

L 3 w(k)w(k) (55~ 1)
liminf—/]( )ds > 5= — s.i. (5.23)
t—oo t max{ﬁ ’ﬁe}%

0

Tada, na osnovu uslova Ry > 1, moze se zakljuciti da je

t

1
liminf—/l(s)ds >0 s.i.
t—oo

0

Integracijom obe strane pete jednacine sistema (5.8)) i deljenjem sa t, dobija se

t t

WOQO L L amyr)ds — 1 [+, 0)0s) ds.

t t
0 0

[zrac¢unavanjem grani¢ne vrednosti obe strane prethodne jednakosti kada ¢t — oo i

primenom ({5.23)) i ogranicenosti Q(t), Q(0), sledi

t t
ligio?f%b[Q(s)ds > liminf tf k) + pg(k))Q(s) ds

t—o0 0
t
= l1m 1nf (}Hp tfoz s) ds (5.24)

Vv

(“er 3 hm mf fo
akglﬂ(k)w(k)(Rg 1)
(i) (max{ B(0), 6 } 52 )

> 0, S.1.

Sli¢no, kada su klase I i () perzistentne u srednjem s.i, tada ¢e klasa R takode biti
perzistentna u srednjem s.i. Zaista, integracijom obe strane Seste jednacine sistema

(5.8) i zatim deljenjem sa ¢, dobija se da
t t t

AOZEO 2 [owras+ 7 [om@eas— 7 [ +n)rs)as

{ 1
0 0 0
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[zracunavanjem grani¢ne vrednosti obe strane prethodne jednakosti kada t — oo i

primenom ([5.23)) i (5.24)) i ogranicenosti resenja, sledi

~+

t
litrgigf%bf}%(s)ds > liminf (,1+1ﬁ)t bf(u(kz) +r1(k))R(s)ds
(546 3wy (h)(RS-1)
k=1 _ >0,
(f+r1) max{ B(0),B. } £

s.i. ¢ime je dokaz prvog dela kompletan.
2. Dokaz drugog dela teoreme je slican dokazu prvog dela, pa je izostavljen. A

Napomena 5.3 Pod uslovima Teoreme (5.3)), kako vazi

t

. ¢
1 A 1
limsupg/f(s)ds < —, limsup;/@(s)ds <
fi
0

t

1
, limsup;/R(s)ds <

t—o00

, 8.1,

A
i

™|

t—o00 t—o00

na osnovu Definicije [1.50 se moZe zakljuciti da je bolest ¢ija je dinamika opisana si-
stemom ([5.8)) stohastic¢ki postojana.

5.1.6 Numericke simulacije

Kako bi se ilustrovali teorijski rezultati Teorema i u ovom podpoglavlju su
prikazane numericke simulacije uradene na osnovu podataka iz realnog Zivota.

U Tabeli su prikazane realne vrednosti parametara modela Sirenja virusa SARS-
CoV-2 koje su izvedene na osnovu podataka Svetske zdravstvene organizacije (videti
[76]), preuzete iz literature gde su procenjene razli¢itim statistickim metodama (videti
[169-179]) ili racionalno pretpostavljene.

Simbol  Opis Rang

A broj novorodenih (0, 00)

B stopa transmisije (0.2,1.5)

6 brzina reverzije (0, 00)

[ stopa prelaza iz S u L klasu (0,1)

L stopa prelaza iz L u S klasu (0,1)

v stopa vakcinacije (0,0.24)

vy stopa gubljenja imuniteta dobijenog vakcinacijom  (1/1825,1/90)
r1 stopa gubljenja imuniteta dobijenog nakon bolesti (1/1825,1/90)
Q stopa prelaza iz S u L klasu (0,1)

i stopa oporavka za inficirane osobe (1/30,1/3)

Pq stopa oporavka za osobe u karantinu (1/30,1/3)

3 stopa smrtnosti od bolesti (0.0001,0.1)

i prirodna stopa smrtnosti (0.033,0.77)

T inkubacioni period (2,14)

Tabela 5.1: Rang vrednosti parametara modela ({5.8))

Rezultati dokazani u Teoremama [5.2] i [5.3] ilustrovani su za vrednosti parametara
i poCetne vrednosti date u Tabeli [5.2] Sve simulacije su izvedene pod pretpostavkom
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dnevne skale i veli¢ine populacije date u milionima. Ovde je fokus bio na stopi preno-
sa modela , za Ciju se srednju vrednost [, pretpostavlja da moze imati razlic¢ite
vrednosti podrezima jer je u stvarnosti osetljivija na fluktuacije u okruzenju od ostalih
parametara. U simulacijama smo pretpostavili da svi parametri modela, osim stope
prenosa, imaju iste vrednosti u svim podrezimima, koje su date u Tabeli

A 0 I l I v U1 T1
Iskorenjivanje bolesti  0.05 0.01 0.045 0.8 0.015 0.007 0.005
Perzistentnost bolesti 0.05 0.01 0.05 0.02 0.8 0.015 0.011 0.011
« Pi Pq J

Iskorenjivanje bolesti  0.55 0.025 0.025  0.005
Perzistentnost bolesti 0.3 0.03 0.03 0.0005

S0 L) V()  1(0) Q) R(©O) B(0)
Iskorenjivanje bolesti 0.7 0.025 0.05 0.1 0.07 0.055 0.48
Perzistentnost bolesti 1 0.0002 0.2 0.003 0.001 0.3 0.7

Tabela 5.2: Vrednosti parametara i pocetne vrednosti modela uzete u simulacijama

Na Slici je ilustrovan je rezultat dokazan u Teoremi [5.2 s parametrima modela
i poCetnim uslovima datim u Tabeli Ovde vazi pretpostavka da je a(t) neprekidan
zdesna lanac Markova koji ima vrednosti u kona¢nom prostoru stanja A = {1, 2, 3,4, 5}.
Stanja rezima srednje vrednosti stope transmisije ., parametra [ i intenziteta Sumova
odabrane su na slede¢i nacin:

1. B.(1) =04, &(1)=0.1, n(1)=0.2, I(1)=0.07,
2. B.(2) = 0.6, 7(2)=0.25 n(2)=0.45 1(2)=0.1;
3. B.(3) =045, 7(3)=0.25, n(3)=0.2, 1(3)=0.08;
4. B.(4) =04, 7(4) =0.15, 7(4) =0.25, 1(4) = 0.04;
5. Be(5) = 0.35, 7(5) =02, n(5) =0.15, I(5)=0.

Analizom odabranih vrednosti parametara po rezimima moze se uociti jasna dinamika
u odgovoru na Sirenje infekcije. U pocetnoj fazi (rezim 1), evidentan je porast broja
inficiranih, $to se moze povezati sa nedovoljnom stopom vakcinacije i slabim preventiv-
nim merama. Kao odgovor na pogorsanje epidemioloske situacije, u rezimu 2 dolazi do
povec¢anja preventivnih mera, Sto je izrazeno kroz visu vrednost parametra [(2), koji
moZe predstavljati intenzitet sprovodenja mera poput zatvaranja (lockdown). U skladu
sa smanjenjem broja aktivnih infekcija, koje je rezultat primenjenih intervencija, u na-
rednim rezimima dolazi do smanjenja vrednosti parametra [, Sto ukazuje na postepeno
ublazavanje mera i prelazak u stabilniju fazu epidemije.

Uzimajuéi u obzir da parametar [ zavisi od trenutnog stadijuma infekcije u kome
se sistem nalazi, opravdano je postaviti pretpostavku da prelazak npr. iz stanja 314 u
stanje 1 1 2, nije mogué. Zbog toga, odabrana je generatorska matrica oblika

~1/10 1/10 0 0 0
0 —1/30 1/30 0 0
T = 0 0 —1/30 1/30 0
0 0 0 —1/40 1/40
1/30 0 0 0 —1/30

173



5.1 Dinamicka analiza stohastickog epidemioloskog modela

Generatorska matrica je konstruisana na osnovu empirijskih pretpostavki koje uzimaju
u obzir da se stopa prenosa virusa ne menja trenutno, ve¢ da sistem zadrzava odre-
deno stanje tokom izvesnog vremenskog perioda pre nego $to prede u sledece. Ova
osobina odrazava prirodu bioloskih procesa infekcije, pri ¢emu svaka faza bolesti ima
svoju karakteristicnu duzinu trajanja, za razliku od sistema tipi¢nih za oblasti kao $to
su telekomunikacije ili Sirenje racunarskih virusa, gde su prelazi izmedu stanja brzi i
gotovo trenutni. Takav pristup omogucava realisticnije prikazivanje dinamike bolesti
kroz razli¢ite faze infekcije.

Ovakav izbor parametara modela zadovoljava uslov Teoreme [5.2] pa se, na osnovu
rezultata Teoreme [5.2] moze se zakljuciti da ¢e bolest biti iskorenjena sa verovatno¢om
jedan. Grafici na Slici potvrduju ove teorijske rezultate.

S(t) | Lo 0.25F V()
0.8 0.20 [
0.4 o010}
0.2 0.05F
0 50 100 150 ! 50 10 750 ! 50 100 150 !
(a) S : podlozni (b) L : podlozne osobe u izola- (c) V: vakcinisane
ciji
o2t ¥ 041 qq RO
-
0.06 0.2
0.04 0.051
0.1
0.02
0 50 100 150 t 0 50 100 150 ! 0 50 100 150 !
(d) I: inficirane (e) Q: osobe u karantinu (f) R: oporavljeni

Slika 5.1: Iskorenjivanje bolesti - Trajektorije modela (5.8)) (crvena) i njegovog ekviva-
lenta koji ne sadrzi Brownovo kretanje i Poissonov proces (plava).

Na Slici je ilustrovan je rezultat dokazan u Teoremi s parametrima modela i
poc¢etnim uslovima datim u Tabeli[5.2] Kao i u prvom primeru, vaZi pretpostavka da je
a(t) neprekidan zdesna lanac Markova koji ima vrednosti u kona¢nom prostoru stanja
A = {1,2,3,4,5}. Stanja rezima srednje vrednosti stope transmisije f, i intenziteta
Sumova su

1. B.(1)=0.75, 5(1)=0.3, n(1)=0.1;

)

(1)

2. B.(2) =09, (2)=0

3. B.(3) =05, 7(3)=0.15, n(3) = 0.025;
(4)
(5)

2, n(2) = 0.05;
4. B.(4) =0.68, &(4)=0.12, n(4) =0.03;
5. B.(5) =08, &(5)=0.1, n(5)=0.01.

Za ovakav odabir rezima pretpostavlja se da su sva stanja medusobno dostizna u jednom
koraku i da se sistem zadrzava u svakom stanju odredeni vremenski period, sto je
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opisano generatorskom matricom

—4/400 1/400  1/400  1/400  1/400
1/300 —4/300 1/300 1/300  1/300
Y= 1/300 1/300 —4/300 1/300  1/300
1/400  1/400  1/400 —4/400 1/400
1/300  1/300  1/300  1/300 —4/300

Takav izbor parametara modela zadovoljavaju prvi uslov Teoreme Na osnovu Teo-
reme , sistem (|5.8)) je strogo perzistentan u srednjem, $to je potvrdeno i numeri¢kim
rezultatima prikazanim na Slici 5.2

S(t) L(t) V()
1.0
0.020 0.20
0.8
0.15
06 0.015
0.4 0.010 0.10
0.2 0.005 0.05
560 1060 15b0 ! ' 560 1060 1500 t ' 560 1600 15b0 !
(a) S : podlozni (b) L : podlozni u izolaciji (c) V: vakcinisani
i) Qf R(t)
0.30
0.08 0.25F 0.25
0.06 020+ 0.20
0151 0.15
0.04
0.10 0.10
0.02 0.05 0.05
' 500 1000 1500 ! 560 10b0 1500 ! 560 1600 1560 !
(d) I: inficirani (e) Q: osobe u karantinu (f) R: oporavljeni

Slika 5.2: Perzistentnost bolesti - Trajektorije modela (5.8)) (crvena) i njegovog ekviva-
lenta koji ne sadrzi Brownovo kretanje i Poissonov proces (plava).

5.1.7 Zakljucak

U ovom poglavlju je predstavljen stohasticki epidemioloski model sa kaSnjenjem
koji moZe biti primenjen za modeliranje Sirenja virusa SARS-CoV-2, nakon ka-
libracije. Sluc¢ajnost iz okruZenja je uklju¢ena u stopu prenosa, pod pretpostavkom
da stopa prenosa zadovoljava mean-reverting Ornstein-Uhlenbeckovu SDJ. Pored stan-
dardnog Brownovog kretanja, u model su ukljuc¢ena jos dva procesa kojima su opisani
slucajni uticaji iz okruzenja: stacionarni Poissonov proces i lanac Markova sa konac-
nim brojem stanja. Dokazano je postojanje globalnog pozitivnog resenja konstruisanog
stohastickog epidemioloskog modela i utvrdeni dovoljni uslovi za iskorenjivanje i per-
zistentnost bolesti. Dokazano je da ¢e bolest biti iskorenjena ako je R} < 1. S druge
strane, ako je Ry > 1ili R5* > 1, bolest ¢e biti perzistentna u populaciji.

Iz oblika za R}, RS i R5* moze se zakljuciti da beli um i Poissonov proces imaju
pozitivan efekat na suzbijanje bolesti. Naime, veéi intenziteti belog Suma o i procesa
Lévyja n dovode do iskorenjivanja bolesti. Zamenom identiteta

§(k)

5’(/41) - T(k-)’kE/L
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u izraze R}, RS i R3*, moze se utvrditi da su R}, Ry i R5* rastuce funkcije po ¢ i
opadajuce funkcije po 6, $to implicira da manji intenzitet volatilnosti {(k),k € A,
odnosno veca brzina reverzije 6(k), k € A, moze doprineti da bolest bude perzistentna.
Medutim, telegrafski sum ima negativan efekat na suzbijanje bolesti. To znaci da, cak
i ako je bolest perzistentna samo u jednom rezimu dok u ostalim rezimima dolazi do
iskorenjivanja bolesti, na kraju ¢e bolest imati priliku da opstane u populaciji.

Stohasticki model razmatran u ovom poglavlju pruza nova saznanja o epidemio-
loskim situacijama kada se razmatraju razli¢ite vrste Sumova iz okruzenja. Prisustvo
belog Suma, telegrafskog Suma, Lévyjevih skokova i vremenskog kasnjenja pruza doda-
tan nivo realisti¢nosti modelu ¢ime se bolje opisuju epidemioloske karakteristike i nacin
Sirenja epidemije u poredenju sa postoje¢im modelima. Pokazano je da kombinacija ovih
perturbacija sa vremenskim kasnjenjem u epidemioloskom modelu ima znacajan uticaj
na perzistentnost i iskorenjivanje infekcije i obogac¢uje dinamiku modela.

U nastavku ¢ée biti uporedeni dinamicki rezultati slede¢ih stohastickih verzija mo-
dela:

e Prvi model je stohasticki model u kojem je koeficijent prenosa oblika § — S.(a(t))
i parametri modela mogu menjati rezim (model ne sadrzi beli $um ili proces
Lévyja):

as) = (Ma(t) - =680t - 7)s
—u<a)<§>>s<>+zl< ()Lt

) + v
dL(t) = ((a(t))S(t) — (u(a(?)) + h(a(t))) dt,
av(t) = (v(a(?)S({) — (u(a(t)) +vi(a(?))V () dt,
ar) = (BED16 - 7)S(1) — (ala(t) + pila(t) + pla()) (1)
—0(a(t)))1(t)) dt
dQt) = (a(a(®)I(t) — (u ( (1) + pe(a(t)))Q(?)) dt,

~—

dR(t) = (pi(a(®))I(t) + pg(a(t)Q(t) — (u(a(t)) +r1(a(t)))R(1)) dt,

Trajektorije ovog modela ilustrovane su narandzastom bojom na Slikama and

Byl

e Kako bi se bolje opisale epidemioloske karakteristike bolesti, u drugom modelu
je odabrana stopa prenosa 3 oblika 3 — B.(a(t)) + (8(0) — Be(a(t))) e @ j
pretpostavlja se da parametri modela mogu menjati rezime, odnosno, drugi model
je oblika

(a —B.(a —0(a(t)t
as(t) = (Ma(t)) - PLEEOaalNe T 1y - 75 (1)
) {

= (U(a(t)) + v(a(t)) + —n(a(®))) S(t) + L (a(t) L(t) + v (a(t) V(1)
+ri(a(t))R(t)) dt,

dL(t) = (Ua(£)5(1) — (u(alt)) + b (a()L(D)) dt,

v(t) = (v(@®)S(t) — (ulal) + v (a(®)V()) d,

dr(t) = (PDHEOBLN T 1 1) S(1) — (ala(t)) + pila(D) (D)
~(u(a(t)) + S(a(t)I(1)) dt

4Q(t) = (alalt)I(t) = (u(alt)) + py(a(t)) Q1)) dt

dR(t) = (plalt)I(E) + pyla(t)Q(E) — (nla(t)) + r1(a(t)R() d.

Trajektorije ovog modela su ilustrovane plavom bojom na Slikama [5.3] and [5.4]
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e Trec¢i model je stohasticki model u kojem stopa prenosa (3 zadovoljava OU jedna-
¢inu (5.3), a parametri modela mogu menjati rezim. Ovaj model koji, za razliku
od modela razmatranog u radu, ne sadrzi skokove Lévyja, je oblika:

AS(t) = (Ala(t)) — AU — 1) 1)
= (l(a(t)) +v(a(t) + p(a(t)))) S(t) + Li(a(t)) L(t) + vi(a(t))V(E)
JR(t)) dt — 25T (1 —7)S(t )dB(t),
dL(t) = (l(a(t))S(t) - (u(a(t>>+h<a(t>))L(t>
dv(t) = (v(a(?))S(t) — (u(a(t)) +vi(a(t)))V (1))
dI(t) = Be(a(t)H(ﬂ(O);vﬂ(i)(a(t))) _g(am)tl(t T)S(t) (Oz(a(t))—i—pi(a(t)))f(t)
(

7

\_/\_/

dQ(t) = (a(a(t))f(t) (u(a(t))+pq( ()))Q( ) dt
dR(t) = (pi (a(t)Q(t) — (u

Trajecktorije ovog model su ilustrovane ljubi¢astom bojom na Slikama [5.3] i

e Cetvrti model je (5.8)), razmatran u ovom poglavlju, i trajektorije ovog modela
su ilustrovane crvenom bojom na Slikama [5.3] i

Trajektorije prethodno navedenih verzija modela prikazane na Slikama [5.3]1[5.4] su do-
bijene koris¢enjem istih vrednosti parametara modela, pocetnih vrednosti, intenziteta
belog Suma i generatorske matrice lanca Markova kao u ilustraciji rezultata o perzi-
stentnosti u Podpoglavlju 5.1.6. Ovde intenzitet Lévyjevog procesa ima pet podrezima
n(1) = 0.1, n(2) = 0.05, n(3) = —0.025, n(4) = 0.03, i n(5) = 0.01.

S(t) L(t) v
1.0
0.020

08
0.015
06

0.010

0.4

0.2 0.005 0.05
0 500 1000 1500 t ' 560 1060 1500 ! 560 1600 1500 !
(a) S : podlozni (b) L : podlozni u izloaciji (c) V: vakcinisani
I(t) 1) R(t)

008 015 A
0.04 0.10
0.02 0.05
L Bl L L ‘7-\ L \~/‘
0 500 1000 1500 ! 500 1000 1500 t ' 500 1000 1500
(d) I: inficirani (e) Q: u karantinu (f) R: oporavljeni

Slika 5.3: Dinamic¢ko ponaSanje razli¢itih verzija modela (5.8]).

Kako bi se bolje ilustrovalo poredenje ovih modela, na Slici je prikazana klasa
inficiranih.

Trajektorije drugog modela, koji po definiciji ima mean-reverting osobinu, veoma
su sli¢ne trajektorijama prvog modela. Medutim, ovo nije dovoljno poboljSanje jer ovaj
model ne opisuje slucajne uticaje iz okruzenja. Iz tog razloga su u model uvedene
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Stacionarna raspodela stohastickog epidemioloskog modela sa skokovima Lévyja,
kasnjenjem i promenama rezima

It)

First model

t Second model
0.12
[ —— Third model

010F Fourth model

0.08|

0.04L |

0.02f

t

. P . P . . P . . I .
0 500 1000 1500

Slika 5.4: Dinamicko ponasanje klase I(t) razli¢itih verzija modela (5.8)).

perturbacije. Trajektorije treceg modela, u koji su ukljuc¢ene sluc¢ajnost iz okruzenja,
u poredenju sa drugim. Prednosti cetvrtog modela ogledaju se u ¢injenici da cetvrti
model omogucava opisivanje iznenadnih i znacajnih povecanja broja inficiranih osoba
pomocu Poissonovog procesa, $to nije moguce kod tre¢eg modela koji sadrzi samo beli
sum. Na Slici uporedujudi trajektorije tre¢eg i ¢etvrtog modela, u tre¢em rezimu
mozemo videti uticaj Poissonovog skoka koji dovodi do porasta broja zarazenih osoba,
Sto moze biti posledica veceg okupljanja ljudi na raznim dogadajima kao Sto su koncerti,
utakmice i drugi. U ¢etvrtom rezimu uticaj skokova dovodi do smanjenja broja zarazene
populacije, $to, na primer, moze biti posledica uvodenja obaveznih preventivnih mera.

Nedostatak modela je pretpostavka da je promena vrednosti parametara modela
opisana lancem Markova sa kona¢nim skupom stanja. Realisti¢nija pretpostavka bi bi-
la modelirati prelaz iz jednog podrezima u drugi ne-Markovskim procesom. Stoga se
model moze poboljsati uvodenjem ne-Markovskog lanca za modeliranje prelaza izme-
du podrezima sa nekom funkcijom raspodele perioda izmedu dva prelaza. Jo$ jedno
poboljSanje modela bi bilo uvodenje pretpostavke da verovatnoce prelaza iz jednog
podrezima u drugi zavise od broja zarazenih pojedinaca. Osim toga, sloZenost mode-
la, odnosno, veliki broj parametara modela moze dovesti do neadekvatnih rezultata u
kalibraciji i oceni parametara modela. 1z tog razloga posebnu paznju treba posvetiti
oceni parametara modela. Takode, vremensko kasnjenje moze se modelirati odredenom
deterministickom funkcijom ili slu¢ajnom promenljivom, a ne konstantom.

5.2 Stacionarna raspodela stohastickog epidemioloskog
modela sa skokovima Lévyja, kaSnjenjem i prome-
nama rezima

U ovom poglavlju ée biti razmatrano postojanje stacionarne raspodele segment
procesa sistema ([5.8)), koji je opisan u Poglavlju 5.1. Ovde se ispituje postojanje sta-

cionarne raspodele segment procesa sitema ([5.8)) koji je proces Markova, jer resenje
sitema (|5.8) zavisi od stanja iz proslosti tj. nije proces Markova, pa samim tim nema
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stacionarnu raspodelu. Model sadrzi sluc¢ajnost kroz Brownovo kretanje, lanac
Markova i Lévyjeve skokove. Kao i u Podpoglavlju 4.2.4, u ispitivanju postojanja sta-
cionarne raspodele modela , ne moze se primeniti teorija iz [I3], jer se ona odnosi
na stohasticke jednacine koje uklju¢uju samo Brownovo kretanje. Zbog toga ¢e ovde
najpre biti pokazano da je segment proces sistema proces Markova, a potom ¢e
biti primenjena Lema

Teorema 5.4 Neka vaZi Pretpostavka[l] i neka je (X (t),a(t)) = (S(t), L(t),V(t), (1),
Q(t), R(t),a(t)), t > —T, reSenje sistema sa proizvoljnom pocetnom vrednoséu

(5(6), L(¢), V(€), I(¢), Q(C), R(C), @DEﬁQ ,0,T' x A). Tada je {(X¢, a(t))}i>o
proces Markova sa verovatnoéama prelaza p(s, (€, ), t,dy x {j}) gde je

P al) € B x ) = 3 [ plss (6.0 ty x {3

JEAL

za B € B(D,), (£,i) € D, x A, D, := L}[-7,0],R"), i A} C A, gde je Xf’(g’i) segment
proces resenja jednacine (5.8)) zat > s, sa pocemom vrednoséu X (0) = £(0),0 € [s—T, s]
ia(s)=1€A.

Dokaz. Ova teorema ¢e biti dokazana primenom dokaza Teoreme [1.22)i Leme [I.1]

Na osnovu Poglavlja 1 u [19], lanac Markova a(t), ¢ija je generatorska matrica T =
{ij }nxn, se moze predstaviti u obliku stohasti¢kog integrala u odnosu na Poissonovu
slu¢ajnu meru. Neka su A;; uzastopni, levo zatvoreni, desno otvoreni intervali realne
prave duZine ;; oblika

ANPIE [0,712),

Az = [y12,712 + M3),

- Z%],Z%]> ,
_J 2

Ay = Z%;;Z%g +721>7
_J 2

ANgg = Z%j + Y21, Z%j + Y21 +723> )
=2 j=2

[ n n—1 n n
Ngy = Z%j-i- Z 72]'72713"1‘ Z 72j>

L j=2 j=lj#2 =2 j=1.j#2

i tako dalje. DefiniSe se funkcija r : A x R — R sa

‘ | — 1, ako ISAVIR
r(i,y) = { ‘(7) y J

u suprotnom.

Tada vazi

da(t) = / Fa(t™), y)w(dt, dy),
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sa poetnim uslovom a(0) = iy, gde je v(dt, dy) Poissonova slu¢ajna mera sa intenzite-
tom dt x o(dy), i 0 Lebesgueova mera na R. Odavde je

=1 —I—/ / a®( (du, dy), (5.25)

za 0 < s <t < ooii € A Zbog nezavisnosti lanca Markova a(-) od Brownovog
kretanja B(-) i kompenzovanog Poissonovog procesa N (+,V),V C Y, vazi i nezavisnost
Poissonove sluc¢ajne mere v(dt,dy) od B(-) i N(-, V),V C Y.

Neka je G, := o{B(u) — B(s), N(u,V) — N(s,V),v(u,U) — v(s,U),u > s,U €
B(R),V C Y}. Kako je F, := o{B(s),N(s,V),v(s,U),s > 0,U € B(R),V C Y},
oc¢igledno je G, nezavisno od Fs i F; N G, t > s, nezavisno od F,. Pored toga,
(XED %)) zavisi od prirastaja B(u) — B(s), N(u, V) = N(s,V),v(u,U) — v(s,U)
zat>u>s, paje (XY a%i(t)) F NG, merljiv. Dakle, (X¢” ¢%i(t)) je nezavisan
od F. Sa druge strane je (Xt, a(t)) = (XD gsala) (1)) jer (X, a(t)) zadovoljava
jednacine i . Prema tome, za svako B € B(D,),A; C A, primenom Leme
gde je h((€,1),w) = I{(X7D a%i(t)) € B x Ay} = Ipea, (X7 a%i(1)), sledi

P((Xya(t)) € B x Ai|F) = > P((Xe,alt) € B x {j}|F)

JEAL
=Y E(Ipug (X, alt))| F)
JEAL
S, Xs,a S s.al(s
= E(Ipu (X, a0 (1) | F,)
JEAL
=Y E(pe (X7 a%(1))) le—x. imats)
JjEAL
= P(s,(X,a(s));t, B x {j})
JEAL

= P(s, (X5, a(s));t, B x Ay),

gde je primenjena Teorema Ovim je dokaz kompletan. A
Slede¢a Lema ¢e biti koriS¢ena u dokazu glavnog rezultata.

Lema 5.1 (|[180], Posledica 6.4.5) Diferencijabilna funkcija f : I — R, I C R" je
Lipschitzova na I ako i samo ako je [’ ogranicena na I. Specijalno, ako je f' nepre-
kidna na I, tada je f Lipschitzova na svakom kompaktnom podskupu (tj. zatvorenom,
ogranicenom podintervalu) od 1.

Teorema 5.5 Neka vaZi Pretpostavka[l] i neka je (X (t),a(t)) = (S(t), L(t),V(t), (1),
Q(t), R(t),a(t)), t > —T, reSenje sistema sa proizvoljnom pocetnom vredno$cu
(5(€), L(€), V(€), I(¢), Q(C),R(C) a(¢)) € /31([ 0], T x A). Ako je

RS >1, (5.26)
tada (X, a(t)) ima jedinstvenu ergodicku stacionarnu raspodelu.

Dokaz. Na osnovu Teoreme [5.4] (X;, a(t)) je proces Markova. Prvo ¢e biti pokazano da
(Xy,a(t)) ima svojstvo Fellera, prateci postupak Leme 3.2 iz [I8]]. Neka je r proizvoljan
pozitivan ceo broj i proces z(Xt, a(t)),t > 0,6 € [—7,0] definisan na sledeé¢i nacin

2(Xy, a(t)) := X(0) Iy x,0)<r)-
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5.2 Stacionarna raspodela stohasti¢kog epidemioloskog modela

Za dato r > 0, koeficijenti procesa X;(0)Ix, ()<} zadovoljavaju globalni Lipschitzov
uslov. Neka je 7, prvi trenutak u kom proces X, () izlazi iz lopte B(0,r), 7, = inf{¢t :
X(0) ¢ B(0,7),0 € [—7,0]}. Za svaku ogranicenu Lipschitzovu funkciju f definisanu
na R x A, za koju je |f(z1) — f(22)| < K|z1 — 2o, vazi

[EF(X70(0),a™ (1)) — Ef(X[(0),a”(1))|
[E(f(X70(0), a™ (1)) — f(X(0), a*(1)))]

< KE(X/0) - X))

= KE(X(O0) L xro@<ry + X (0 x50 0)5r)
—Xfo(e)fﬂxfo(engr} - Xfo(e)f{\xgm(e)pr}’)

< 2KE(IXP(0) g x20 0y <y — X1 (0) L x00 )<y ])

+2KE(\Xf°(9)[{|X§”0(9)|>7~} - Xfo(9)1{|xf0(9)|>r}\)
i ]1 + IQ, (527)

gde su X;°(0) i X/°(0) vrednosti segment procesa resenja sistema (5.8)) ¢ije su pocetne
vrednosti g i yo, redom. Neka je X := x —l—fot b( X[, a(t))dt—l—fg o(X{°, a(t))dB(t)+
fot fYTy'(XfO,u)N(dt,du). Kako je b(XfO(Q)I{|Xfo(9)|ST},a(t)) Li‘pschitzova funkcija 52
koeficijentom K., na osnovu Gronwall-Bellmanove nejednakosti (Teorema |1.47)), sledi

t
t
+ [ o O e al®) = o (X O Lspenysal®))] dB(D)

0
t
+ ; /Y[’Y(Xfo(e)f{|xf0(9)|<r}>U)—’Y(Xfo(e)[{|xfo(9)|<r}>U)} N(dt»du)>

t
2KE (!xo — ol +/O [b(Xf“(@fﬂxfowngr}’ a(t)) — b(X(0) 1 xp0 0y <r} a(t))] dt

IN

¢
2KE (!fﬂo — yol + /O Ko (X (O) g xro gy1<ry — X0 (0) 70 1<y )
< |LL’0 - y0|¢(t7 97 7’), (528)
pri ¢emu je o(t) deterministicka funkcija argumenata ¢,6 i r. Kako je S(t) + L(t) +
V(t)+1(t)+Q(t) + R(t) < 2 uniformno ograni¢eno, odnosno, za svako & > 0, postoji

dovoljno veliko » > 0, tako dgu je

Na osnovu nejednakosti (5.27)), (5.28), (5.29)), za svaku ograni¢enu Lipschitzovu funkciju
fna R} x A, vazi

|Ef(X70(0),a™(t) — Ef(X[°(0),a"(t))| — 0, kada o — Yo-

Na osnovu Leme [5.1] vazi da je klasa beskonac¢no diferencijabilnih funkcija koje nestaju
van ogranic¢enog skupa podklasa klase ograni¢enih Lipschitzovih funkcija, $to implicira
da

|Ef(X;°(0),a™(t)) — Ef(X[°(0),a"(t))| — 0, kada  x9 — yo,
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5.2 Stacionarna raspodela stohasti¢kog epidemioloskog modela

za svaku beskonac¢no diferencijabilnu funkciju f : R? x A koja nestaje van ograni¢enog
skupa. Na osnovu Leme [I.3] sledi da

|Ef(X7(0),a™(t) — Ef(X[°(0),a"(t))| — 0, kada To — Yo,

za svaku neprekidnu funkciju f na R’ x A. Ovo implicira da proces (Xi, a(t)) ima
svojstvo Fellera.
U nastavku ¢e biti konstruisan kompaktan skup D za koji je

llmlnf fo s, (Xs,a(s)),D)ds > 0, s.i,
gde je P(t, (X, a(t)), D) verovatnoca da (X, a(t)) pripada skupu D, $to, na osnovu

Leme|1.9/implicira da (X;, a(t)) ima jedinstvenu ergodicku stacionarnu raspodelu. Neka
je C*-funkcija W (¢, X;, k) definisana na sledeci nacin

W(t, Xy k) = M(S(t)+ L(t) + V(&) + I(t) + Q(t) + R(t) —In (I(t) + 1) — In S(t)
—In L(t) — In V() + max{S.(k), 5(0)}%1! I(s)ds + w(k))

+5 (S(t) + L) + V() + I(t) + Q(t) + R(t))”
—InS(t)—InL(t) —InV(t) —InQ(t) — In R(),

pri ¢emu je M dovoljno velika pozitivna konstanta koja zadovoljava
—Myp+ A <=2, (5.30)

1 1 A; su definisani izrazima
b o= k; 7(k) (ACK) + 4u(k) + (k) + pi(k) + () + 1(k) + v(k) + L (k) + 01 (k)

. 52 2 2
+ min{,(k), B(0) i + T4 (45t + LOHROR) 4 | %nQ(k,u)l’}Q—((kk)))\(du))
Y

R§—1),
Ay = sup {§ASH(E) — FALA(E) — AVA(E) — 5+ O)I(E) — §AQ()
‘ A 2S() o~ S(t I(t) ~ I(t)

1n A ) A

) ) (5.31)
max- fBe,B(0
+%I( 7)1+ 0+ 5ji+ g I2(t = 7)
‘|‘fy277 )\(du)+ll+vl+pq+r1}

—_

Cy = max {]\ (SE)+ L(t) + V() + I(t) + Q(t) + R(t)) — 5,132@) — %ﬂLQ(t)

Xt

2 2

iw(k) = (wr,...,wn)" (k),k € A ce biti definisano u nastavku. Kako je d*W (¢, X,, k) >
0, postoji minimum funkcije W (¢, X;, k). Neka je W (to, Xy, ko) minimum funkcije W,
i neka je W (t, Xy, k) nenegativna C*-funkcija definisana na slede¢i nacin

W(t, X, k) == M(SH) +Lt)+V(#t)+1(t)+Q(t) +R(t) — ln(I() 1) —InS(t)

—In L(t) — In V (£) + max{S.(k), 3(0)} "K?;fk)f] ds+wk))

3 (S(t) + L(t) + V(1) + I(t) + Q(t) + R(1))’
—InS(t) —InL(t) —InV(t) = InQ(t) — In R(t) — W(to, X4y, ko)-

vy - Laeore - %ﬂ@%) - %ﬂRz(ﬂ} )
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Radi jednostavnijeg zapisa, uvode se oznake
Wi(t, Xe, k) == S{t)+ L)+ V(t)+1(t) +Q(t)+ R(t) —In(I(t) + 1) — InS(¢)

ulk) + (k) |
NG /I(s)ds—l—w(k),

t—1

—InL(t) —InV(t) + max{S.(k), 5(0) }

1

Wo(t, X, k) = 5 (S)+ L)+ V() + I(t) + Q1) + R(t))*,

Wi(t, Xe, k) == —InS(t)—InL(t) —InV(t) —InQ(t) — In R(t).
Na osnovu (5.19)), vazi

LWi(t, X, k) < —Z k) + max { 3(0) 56}’”5

= - Z (k) (A(K) + 4u(k) + k) + pi(k) + 0(k) + (k) + v(k)

o i
+min{B, (k + / %nQ U )) (RS —1)
/
+max {3(0), .} F=— “M
e max{B(0). A} “T” (). (532
pri Gemu je odabrano w = (w(1), ..., w(n))” koje zadovoljava slededi Poissonov sistem
Tw—i DR GL L, ~ R

s obzirom da je lanac Markova A ireducibilan,

R* (k) :3i/min{ﬁe(k),ﬁ(O)}M(k/;Qj_kg(k) —1—2\/ k)+2+/v(k)vi (k

(k)

R* = (R*(1),..., R*(n))T.

Primenom operatora L(-) (1.45) na funkciju Ws(t, Xy, k), dobija se
LWa(t, Xy, k) = (S(t) + L(t) + V(1) + I(t) + Q(t) + R(1))

(A(K) — u(k) (S(E) + L(t) + V() + 1(t) + Q(

< AR)(S@) + LE) + V(1) + 1(t) + Q) + R(t

t) + R(t)) = 6(k)I (1))
)) — n(k)S*(t)

—p(k) L () — p(k)V2(t) = (p(k) + (k)T (1) — p(k)Q(2)
—p(k) R2(1)
< A(S@H)+ L(t) + V() + I(t) + Q(t) + R(t)) — puS>(t) — pL2(t)
—iV3(t) = (i + 0)T°(t) — pQ>(t) — AR (1)
S S(H) — SALA(E) — V(D) — i+ D)D) — ()
—%ng(t) + Cs. (5.33)
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Primenom operatora L(-) (1.45) na Ws(t, Xy, k), dobija se

—0(k)t

LWi(t, Xe ) =~y (A () — LEHEEOTRERET(— r)S(0) — (1K) + v(k)) S(1)
)S(t) + (k) L(t) + v (k)V (t) + r1(k)R(t)) + ng(i I2(t —7)
+ i (0, )22 = (1 (k) 2S2) ) A(du)

|
EE‘HQ

(VAN
|
e
SEE
+
=
o
=
BN
<
=
|
=
=
~
~
|
\“
qQ —
+
—~
N~ =~ —~
—~
k‘
S~—
+
<
>
SN—
+
=
—~
=l
SN—
S~—

—~
x>
~—
~
=
I
<
—
~
o~
~—
<
=
I
<
Jun
—~
o~
~—
‘59
=
+

t
£y 3 (k) ME20) Mdu) — 103D 4 (k) + 11 (k)
—v(k) 53 + (k) + v1(k)) — a(k)5& + (k) + pq(k))
—pi(k) iy — pa(k) e + (k) + ra (k)

max1 Be,3(0) N . . 52
mAP SO (1~ ) 1404 5+ g 12— 7)

IA
|
-2

+

+l1+U1+pq+7’1

L
5]
o~
&
|
>
3
=
=
|
g
o~
=
|
>
o
3
o~
=
|
b>
:0‘@
SX

(5.34)

1 A? .
+ / S (u) =5 A(du) + I + 01 + pg + 741 (5.35)
y 2 H
Neka je kompakt D definisan na slede¢i nacin

D = {(Xt,a(t)):e§5()§%— 2L <d-ee<vin<t e
ESI(t),](t—T)S%— € € SQ()S%—€2,€2§R()§%—2},

pri ¢emu je € € (0,1) konstanta. Za svako (X;,a(t)) € D¢, moZe se odabrati dovoljno
mala vrednost € tako da su zadovoljeni sledeéi uslovi

I (5.36)

s (5.37)
€
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~

. g Ay <1, (5.38)
— M + (08(0) + max {3(0), B.}) Me + Ay < —1, (5.39)
- % Ay <1, (5.40)
pi
By A<, (5.41)
€
I
— st A< (5.42)
A< (5.43)
4t -
A< (5.44)
4et -
fi40
— e A <L (5.45)
A< (5.46)
4t -
i
— ot A< (5.47)

pri ¢emu su A, do Ag definisane slede¢im izrazima

Ay :=sup fl(Xt) (5.48)
Xy

max{ﬁe

AX) = {M(—¢+max{5<0),ée}ﬂ%51(t)) ek mad e SO} p oy 152

—ALA(t) = FAV2(t) = §(A+ 0)2(1) — %ﬂ@ (t) = 3R () + Cs
+Z+@+5ﬁ+#§(wﬂ(t )+ [y 37 )A—QA(du)+ll+v1+pq+r1}
A = supy, {/Nl + 1AS3(t } (5.49)
Ay = supy, {fl } (5.50)
As = supy, {fl( } (5.51)
As = supy, {A(Xo + 1+ 5>J2<t>}, (5.52)
Ar = supy, {A(X) + 3aQ* )} (5.53)
As = supy, {A(Xt) + 5;132(75)}. (5.54)
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Za dovoljno malo ¢, uslov (5.39) vazi na osnovu (5.30). Neka su skupovi D;,i €
{1,2,...,12}, definisani na sledeéi nacin

Dy == {(X;,a(t)) : S(t) < e}, Dy = {(Xy,a(t)) : S(t) > €, L(t) < €2},
D3 = {(X,,a(t)) : S(t) > ¢, V(t) < &}, Dy:={(Xy,a(t)): I(t) < e},

D5 :={(Xy,at)) : I(t) 2 ,Q(t) <}, Ds:={(Xe,a(t)): I(t) > €, R(t) <€},
D7 = {(X,,a(t)) : S(t) > 6}, Dy := {(Xy,a(t)) : L(t) > %},

Dy = {(Xy,a(t) : V(t) > 5}, Dy = {(Xy,a t)) (1) > ¢,

Dy = {(X,a(®): Q(t) > %}, Dy = {(Xy,a(t)) : R(t) > 5} .

Tada je D° = U2, D;. Kako vazi (5.3F)), da bi se pokazalo da je LW (t, X;, k) < —1
za svako (t, X;, k) € Ry x D¢, dovoljno je pokazati da je LW (t, Xy, k) < —1, za svako
(t,X;, k) e Ry x Dyyi€{1,2,...,12}.

Slucaj 1. Za svako (t, Xy, k) € Ry x Dy, vazi

LW(t X k) < —ghs+ A< =24 45,

pri ¢emu je Ay definisano izrazom (5.48)). Primenom (5.36)), sledi LW (¢, X;, k) < —1.
Slucaj 2. Za svako (¢, X;, k) € Ry x Dy, vazi

LW(t, Xi,k) < —I59 + Ay < =Ly Ay,

Primenom nejednakosti (5.37)), sledi LW (t, Xy, k) < —1.
Slucaj 3. Za svako (t, Xy, k) € Ry x D3, vazi

LW(t, X, k) < —@&+A2 < -2y A,

Primenom nejednakosti ((5.38)), dobija se LW (t, Xy, k) < —1.
Slucaj 4. Za svako (t, X;, k) € Ry x Dy, vazi

LW (t, Xy, k) — M +max {5(0), 5.} EEEMI(t) + Ay

A
—Q/JM—i—maX{B }i e—{—Al,

gde je A; definisano izrazom (5.31)). Primenom (5.39)), sledi LW (¢, Xy, k) < —1.
Slucaj 5. Za svako (¢, X;, k) € Ry x Ds, vazi

<
<

LWt X, k) < — Q(—+A2 —& 4 A,

Primenom nejednakosti (5.40)), dobija se LW (t, Xy, k) < —1.
Slucaj 6. Za svako (t, Xy, k) € Ry x Dg, vazi
LW (t, X0 k) < —pigds + Ay < =2 4 Ay,

Primenom nejednakosti (5.41)), sledi LW (t, Xy, k) < —1.
Slucaj 7. Za svako (t, Xy, k) € Ry x D7, vazi

LW(t, Xy, k) < _711/252@) + Az < _71% + As,

gde je Aj definisano izrazom ([5.49)). Primenom ([5.42)), dobija se LW (t, Xy, k) < —1.
Slucaj 8. Za svako (¢, X;, k) € Ry x Dg, vazi

LW(t7Xt= k) < _iﬂLQ(t) + Ay < _% + A4,
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gde je Ay definisano izrazom (5.50)). Primenom (5.43)), sledi LW (t, Xy, k) < —1.
Slucaj 9. Za svako (¢, X;, k) € Ry x Dy, vazi

LW(t, X k) < —3aV3(t) + A5 < — 5 + 45,

gde je As definisano izrazom (.51)). Primenom (5.44)), sledi LW (¢, Xy, k) < —1.
Slu¢aj 10. Za svako (¢, X;, k) € Ry x Dy, vazi

LW(t, Xi,k) < (i +8)I2(t) + Ag < —E5 4+ Aq,

gde je Ag definisano izrazom ([5.52)). Primenom ([5.45)), sledi LW (¢, Xy, k) < —1.
Slucaj 11. Za svako (¢, X;, k) € Ry x Dy, vazi

LW(t, Xy k) < —1aQ*(t) + A7 < —f5 + Ap,

gde je A; definisano izrazom (5.53)). Primenom ([5.46), sledi LW(t, X, k) < —1.
Slucaj 12. Za svako (¢, X;, k) € Ry x Do, vazi

IW(LX0) € —HR(0+ Ay < — s+ Ay
gde je Ag definisano izrazom (5.54). Primenom (5.47)), sledi LW (t, Xy, k) < —1.

Na osnovu prethodnih razmatranja, moze se zakljuciti da je
LW (t, Xy, k) = LW(t, Xy, k) < —1, zasvako (t, X, k)€ Ry x D°.

Pored toga, vazi

- - t _
0 < ]EW(t,i(z,a(t)) _ EW(O,)t(O,a(O)) +%fE (LW(S,XS,CL(S))> ds
0

t ~
- litrgglf%of]E <LW(5,Xs,a(s))) ds.

Na osnovu definicije funkcije W (s, X, a(s)), sledi da je
LW (s, X, a(s)) < K, V (s, Xs,a(s)) € Ry x (DU D°),
gde je
K = supxyers {M <—¢ + max {3(0), Be} ’JT‘SI(t)) — LuS%(t)
—5AL2(t) — %/WQ(??) — 3(A+0)I*(t) — 3Q°(t) — AR (t) + Cy
A I

s ~SMt) o1ty | max{Be.80)} 5
~55 170 ”@_O‘W—p Ry T T N® A

“R(t
+l+v—|—5u+ ]Q’Z()A—frfy%ﬁ( )A—Q)\(du)+ll+vl+pq+r1}

Tada vazi

0

IN

hrnlnf fIE (L (s, Xs,a(s ))) ds
= li{gg}f;ofE (LW(&XS,G(S))) L{(X,.a(s)enyds

t ~
+ h{gg}lf % \({E (LW(S, X, a(s))) 1{(Xs CL(S))GDC}dS

IN

t
Kligigf%oflﬁjl{(x a(s))epyds — hmsup fEl{ Xs,a(s))eDe}ds

t—o00

IN

t
(K + 1) ligglf % {E 1{(Xs,a(s))€D}d5 -1
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Sto implicira

t—o0

t
hmiﬂf%E{El{(xs,a(s))eD}dS > K;-H >0, s..

Kako je sa P(t, (X3, a(t)), D) oznaena verovatnoca da (X3, a(t)) pripada skupu D, to
je
liminf 2 [¥P(s, (X, a(s)), D)ds > 75 >0, s.i.

t—o00 K+1

Na osnovu Leme[1.9] (X}, a(t)) ima jedinstvenu ergodicku stacionarnu raspodelu. Ovim
je dokaz kompletan. A

U Teoremi je dokazano da, ako je uslov R > 1 zadovoljen, tada (X;, a(t))
ima ergodicku stacionarnu raspodelu. Kako postojanje stacionarne raspodele oznacava
stohasticku slabu stabilnost sistema, segment proces netrivijalnog resenja stohastickog
sistema oscilira oko segment procesa endemskog ekvilibrijuma odgovarajuceg determi-
nistickog sistema, odnosno, bolest je perzistentna u populaciji.
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